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Vorwort

Band 2

Der vorliegende zweite Band schlieft nahtlos an den ersten an und bildet mit die-
sem eine Einheit. Aufgrund der Stoffauswahl ergibt sich zwar eine weitgehende Un-
abhéngigkeit, aber bestimmte Grundbegriffe aus Band 1 werden natiirlich voraus-
gesetzt. Wir werden Sie aber immer wieder an diese erinnern bzw. auf die entspre-
chenden Abschnitte in Band 1 verweisen. Insbesondere mochten wir das gleich an
dieser Stelle tun, indem wir auf das dortige Vorwort verweisen.

Computereinsatz

Auch in diesem Band haben wir Beispiele, bei denen uns der Computereinsatz sinn-
voll erscheint, mit , —CAS* gekennzeichnet und im zugehorigen Abschnitt ,,Mit dem
digitalen Rechenmeister® mit Mathematica geldst. Die Notebooks dazu sind wie ge-
wohnt auf der Website zum Buch (URL siehe unten) zu finden. Dort finden Sie auch
die Einfithrung in Mathematica aus Band 1.

Eine Bitte...

Auch in Band 2 haben wir fleiffig Unkraut gejétet, es sind aber trotz aller Bemiithun-
gen sicher noch ein paar unentdeckte Fehler darin. Wir freuen uns daher, wenn Sie
uns diese mitteilen. Auch Ihr Feedback und Verbesserungsvorschlige sind herzlich
willkommen. Die Liste der Korrekturen sowie Ergidnzungen finden Sie im Internet
unter:

http://www.mat.univie.ac.at/ gerald /ftp /book-mfi/

Zur zweiten Auflage

An dieser Stelle mochten wir uns zunéchst fiir die zahlreichen Riickmeldungen zur
ersten Auflage bedanken. Grofie Anderungen hat es nicht gegeben. Dafiir aber eine
Reihe kleinerer Detailverbesserungen auf Anregungen unserer Leserinnen und Leser.


http://www.mat.univie.ac.at/~gerald/ftp/book-mfi/
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19

Differentialrechnung I

19.1 Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion

Betrachten wir die Funktion f(z) = % Sie ist an der Stelle 2y = 0 nicht definiert,
es gibt hier also keinen Funktionswert. Wir kénnen uns nun fragen, wie sich die Funk-
tionswerte verhalten, wenn sich das Argument z dem Wert 0 ndhert. Man konnte
vermuten, dass die Funktionswerte dann wegen des Faktors % iiber alle Schranken
wachsen. Andererseits verschwindet aber auch sin(z) an der Stelle o = 0, daher
konnte man auch vermuten, dass die Funktionswerte sich immer mehr dem Wert
0 ndhern. Es konnte aber auch sein, dass sich die Nullstelle des Zahlers und des
Nenners in irgendeiner Weise ,,aufheben®!

Nehmen wir als Néachstes den Graphen von f zu Hilfe, der in Abbildung 19.1
dargestellt ist. Daraus sehen wir, dass sich die Funktionswerte f(z) immer mehr

-0.2

Abbildung 19.1. f(z) = 2=

x

dem Wert 1 ndhern, je ndher x dem Wert 0 kommt! Das bestétigt auch die folgende
Wertetabelle (Winkel im Bogenmaf):

z | £01 | £0.01 | +0.001
f(x) | 0.99833416 | 0.9999833 | 0.9999998

Die Funktion f(x) = smgcﬁ ist also an der Stelle xy = 0 zwar nicht definiert, die
Funktionswerte verhalten sich aber bei Annéherung von x an 0 so, als ob der Funk-

tionswert an der Stelle 0 gleich 1 wire. Man sagt, dass die Funktion f(x) = m;ﬁ
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an der Stelle xy = 0 den Grenzwert yo = 1 hat. Prazise kénnen wir den Grenzwert
mithilfe von Folgen definieren (vergleiche Abschnitt ,Folgen“ in Band 1):

Definition 19.1 Sei f : D € R — R eine Funktion und zp € R (muss nicht
notwendigerweise im Definitionsbereich D von f liegen). Wenn fiir jede Folge x;, €
D\{zo} mit z,, — =z gilt, dass f(z,) — yo, dann nennt man yy den Grenzwert
von f fiir z gegen xy und schreibt dafiir kurz:

lim f(2) = yo.

T— T

Wie bei Folgen ist yp = £oo erlaubt und wir sprechen in diesem Fall wieder von
bestimmter Divergenz.

Analog ist der Grenzwert im komplexen Fall definiert, indem man iiberall R durch C ersetzt.

Mit anderen Worten: yq ist der Grenzwert von f fiir x gegen x(, wenn die Funktions-
werte f(z) dem Wert yo beliebig nahe kommen, sobald die zugehorigen Argumente
x dem Wert x( beliebig nahe kommen.

Etwas formaler gesagt (,,e-0-Definition des Grenzwertes“): Fiir ein beliebiges vorgegebenes € > 0
existiert ein zugehdriges 6 > 0, sodass fiir alle z mit |z — zg| < § auch |f(z) — f(z0)| < € gilt.

In diesem Sinn gilt in unserem Beispiel:

T G

x—0 xT

Diesen Grenzwert kann man zum Beispiel so berechnen: Aus der Abschiitzung sin(z) < x < sin(z)+
1 —cos(z) fiir 0 <z < 5 (sieche Abschnitt 18.3) folgt:

sin(x) < 1— cos(:v).

0<1— <
x x
Fir die rechte Seite gilt
1 — cos(z) T 1 — cos(x)? T sin(z)? <
= = €T
x 1 + cos(z) x? 1+cos(z) 22 —
wobei sin(z)2 + cos(z)2 = 1 und im letzten Schritt 1 + cos(z) > 1 und nochmals sin(z) < z

verwendet wurde. Der letzte Ausdruck konvergiert gegen Null wenn # — 0 und damit folgt die
Behauptung.

In diesem Beispiel legt der Grenzwert nahe, die Liicke im Definitionsbereich zu schlie-
Ben, indem wir f(0) = 1 festlegen.

Natiirlich kann es vorkommen, dass eine Funktion gar keinen Grenzwert fiir
gegen 1z besitzt (so wie ja auch nicht jede Folge konvergent ist).

Der Begriff des Grenzwertes ermoglicht es, das Verhalten der Funktion in der
Umgebung einer Stelle ¢ zu untersuchen. Das ist zum Beispiel dann niitzlich, wenn
es f(xo) gar nicht gibt, so wie bei unserem Beispiel zu Beginn. Mithilfe des Grenz-
wertes konnten wir herausfinden, ob der Funktionsgraph hier eine ,Liicke“, einen
»oprung® oder eine Polstelle, usw. hat.

Manchmal ist es notwendig zu unterscheiden, ob man sich xg von links (z < xg)
oder von rechts (x > xo) néhert (weil es z.B. links und rechts von z( verschiedene
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Funktionsvorschriften gibt). In diesem Fall spricht man, wenn sie existieren, vom
linksseitigen Grenzwert bzw. vom rechtsseitigen Grenzwert. Schreibweise:

lim f(x) bzw. lim f(x).

T—x0— rx—xo+

Der Grenzwert existiert genau dann, wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert (exis-
tieren und) gleich sind.

Aus den Regeln fiir das Rechnen mit Grenzwerten von Folgen (vergleiche Ab-
schnitt , Folgen“ in Band 1) ergeben sich die analogen Regeln fiir das Rechnen mit
Grenzwerten von Funktionen:

Satz 19.2 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) Sind f und ¢ Funktionen mit
lim, ., f(z) = a und lim,_,,, g(z) = b, so gilt:

lim ¢- f(xr) = c-a firein beliebiges ¢ € R
lim (f@)+g(x) = ab
hm fl@)-glx) = a-b
lim f(x) = g, falls b # 0
T—xo g(x b

Beispiel 19.3 Grenzwert einer Funktion

Wie verhalten sich die Funktionswerte fiir x gegen x¢?
a) f(z)=2x+1, 29 =3.

b)

—x+5, z>2"°

1,2
f(:z){Qx +1l, @<2 und zp = 2.

Lésung zu 19.3
a) Sei x, eine beliebige Folge, die gegen 3 konvergiert. Dann ist f(x,) = 22,+1 nach
den Rechenregeln fiir konvergente Folgen eine konvergente Folge mit Grenzwert
lim, oo f(zn) = 2-34+1 = 7. Somit ist der Grenzwert der Funktion nach
Definition 19.1
71}_1()1}3 (2x+1)="1.

Dieses Beispiel ist natiirlich nicht besonders aufregend, weil die Funktion an
der Stelle g = 3 definiert ist und die Funktionswerte sich fiir « gegen 3 dem
Funktionswert f(3) = 7 nidhern, so wie man es sich von einer ,braven* Funkti-
on erwartet (etwas professioneller werden wir spiter solche Funktionen ,stetig®

nennen).
b) Links von zy = 2 ist f(z) = 222 + 1 (eine Parabel), rechts von o = 2 ist
f(z) = —x + 5 (eine Gerade). Wenn sich = von links an xy = 2 annéhert,

erhalten wir den linksseitigen Grenzwert:

1 1
lim f(z)= lim (§x2+1):§22+1:3.

r—2— r—2—
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Bei Anndherung von rechts gegen 2 ergibt sich der rechtsseitige Grenzwert
li = lim (— =— =3.
xigif(‘”) rigl+( r+5) 2+5=3

Also ist linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenzwert = 3 und damit gleich
der Grenzwert fiir x gegen 2 (siche Abbildung 19.2). m

Abbildung 19.2. Stiickweise definierte Funktion aus Beispiel 19.3 b)

Nun zu typischen Beispielen von Funktionen, die keinen Grenzwert fiir x gegen eine
bestimmte Stelle xg besitzen:

Beispiel 19.4 Funktionen ohne Grenzwert
Wie verhalten sich die Funktionswerte fiir « gegen x¢ = 07

(Vorzeichenfunktion)

Losung zu 19.4
a) Wenn wir der Stelle 0 mit dem Argument z von links beliebig nahe kommen, so
sind die Funktionswerte immer —1, der linksseitige Grenzwert ist also
lim sign(z) = lim (-1) = —1.
r—0— z—0—
Wenn wir von rechts gegen 0 gehen, so sind dabei die Funktionswerte immer 1,
d.h. der rechtsseitige Grenzwert ist
li i = lim (1) =1.
Jim sign(z) = lim (1)
Linksseitiger Grenzwert und rechtsseitiger Grenzwert existieren zwar, sind aber
ungleich. Graphisch bedeutet das: Die Funktion hat einen Sprung (siehe Abbil-

dung 19.3; beachten Sie, dass der Computer bei Sprungstellen meist links- und
rechtsseitigen Grenzwert verbindet).
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b) Abbildung 19.3 zeigt, dass f(z) fiir  gegen xo = 0 immer stéirker oszilliert. Wir
vermuten deshalb, dass fiir x gegen 0 gar kein Grenzwert existiert. Wéhlen wir
zum Beispiel die Nullfolge x,, = % Hiitte die Funktion fiir = gegen 0 einen
Grenzwert, so miisste die Folge f(z,) gegen diesen Grenzwert konvergieren. Die
Werte f(x,) = cos(nm) = (—1)" springen aber immer zwischen —1 und 1 hin
und her. Von einem Grenzwert der Funktion fiir x gegen 0 kann also keine Rede
sein.

¢) Fiir z gegen 0 (egal, ob von links oder von rechts) wachsen die Funktionswerte
iiber jede Schranke (siche Abbildung 19.3):

d) Abbildung 19.3 zeigt, dass das Verhalten links und rechts von 0 unterschiedlich
ist: Fiir = gegen 0+ wachsen die Funktionswerte iiber jede Schranke, fiir  gegen
0— fallen sie unter jede Schranke. Also:

lim — =+o00 bzw. lim — = —oo0.
r—0+ T r—0— -

0.27 ﬁf [\

Abbildung 19.3. Die Funktionen sign(z

Bisher haben wir mit der Stelle xg, der wir uns ndhern, immer irgendeine reelle Zahl
gemeint. Oft interessiert man sich fiir das Verhalten einer Funktion fiir x+ — +oco
bzw. © — —o00, das so genannte asymptotische Verhalten.

Beispiel 19.5 Asymptotisches Verhalten
Wie verhalten sich die Funktionen

a) f(z) =1 fiir z — +oo, b) f(z) = 3L fiir £ — +oo?

Lésung zu 19.5
a) Fiir eine beliebige Folge z,, — oo gilt
. ) 1
lim f(z,)= lim — =0.
n—oo n—oo Ty
Also ist hmx_,oo( ) = 0. Analog ist lim,_,_ Oo( ) =0.

b) In Abbildung 19. A sehen wir, dass sich die Funktlonswerte fir x — £oo0 immer
mehr dem Wert % néhern. Diesen Grenzwert finden wir rechnerisch mithilfe
einer einfachen Umformung (analog zur Vorgehensweise bei Folgen, vergleichen
Sie Abschnitt ,, Folgen“ in Band 1). Wir dividieren dazu Zahler und Nenner von
f(z) durch die héchste vorkommende Potenz von x (das dndert ja nichts an der
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Funktion) und erhalten nun aber eine Form, von der man den Grenzwert ablesen
kann:

. . 3+L  3+0 3
Jm f@) = lim (7—5) =5 = 71

8

Analog argumentieren wir fiir x — —oo.

Alternativ hitten wir auch die Polynomdivision zu Hilfe nehmen kénnen:

3r+1 3 5
1@ = =2 "1 @2

Da der Grenzwert von 5 q 45_2) fiir £ — £oo gleich 0 ist, bleibt asymptotisch nur mehr %.

a

2
- = 2 1 6
2

Abbildung 19.4. Die Funktionen

3z+1

8=

und aus Beispiel 19.5

4x—2

Halten wir die Grenzwerte fiir x — +00 von einigen elementaren Funktionen fest:

Satz 19.6 (Asymptotik elementarer Funktionen)

e lim 2% = oo fiir beliebiges a > 0; Beispiele: 23 oder /x.

r—00
q 1 - a Lo . SRR T |
° mh_)rrolo —= = 0 fiir beliebiges a > 0; Beispiel: T

e lim 2" = (—1)"00 fiir n € N; Beispiele: 22 oder z°.
r— —00

e lim e =00, lim,_,_,,e*® =0 fiir a > 0.
r—00

e lim In(z) = oo, lim,_,gIn(z) = —o0.
r— 00

Zusammen mit den Grenzwertregeln kann nun eine Vielzahl von Beispielen gelost
werden.

Beispiel 19.7 Logistisches Wachstum
Beim (kontinuierlichen) logistischen Wachstumsmodell ist die Grofie einer Popu-
lation zur Zeit t gegeben durch

B S
S 1-(1- et

0

L(t) S7P0,a>().

Bestimmen Sie lim;_, o L(?).

Losung zu 19.7 Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte, zusammen mit dem Wis-
sen, dass lim;_,o e~ = 0 (falls a > 0), folgt




19.1 Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion 55

P/ [
Wenn eine Funktion sowohl einen Funktionswert f(zo) als auch einen Grenzwert fiir
T — xg besitzt, dann wiinschen wir uns natiirlich, dass die beiden iibereinstimmen.
Anschaulich bedeutet das, dass kleine Abweichungen des Arguments von xy auch
nur kleine Abweichungen der Funktionswerte von f(zo) nach sich zichen.

Mit anderen Worten: Wenn die z in der Nihe von xg bleiben, so bleiben die f(z) in der Nihe von
f(z0): ,Kleine Fehler im Input bewirken kleine Fehler im Output®.

Diese Eigenschaft einer Funktion hat einen eigenen Namen:

Definition 19.8 Eine Funktion f heifit stetig an der Stelle z(, wenn der Grenz-
wert lim, .., f(x) existiert und gleich f(zo) ist. Das heifit, dass fir jede Folge x,,
mit z,, — g

nh_{%o flan) = f(nh_)ngo zn) = f(zo)

gilt. Ist die Funktion f an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches D stetig, so sagt
man, f ist stetig (auf D).

Bei stetigen Funktionen kénnen also Grenzwerte ins Argument hineingezogen wer-
den.

Die Menge der auf D definierten stetigen Funktionen wird mit C(D) oder auch
CY(D) bezeichnet (,stetig® heiit auf Englisch continuous).

Beispiel 19.9 Stetigkeit
Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Stetigkeit:

a) f(zr) =2x+1 D) f(z)= |zl c) f(x) = sign(z)

Lésung zu 19.9

a) Fiir jede beliebige Stelle zp € R gilt: lim, ., (22 + 1) = 2z0 + 1 = f(x0). Also
ist f stetig (auf R).

b) Fiir jedes 2o € R gilt: lim,_,,, |2| = |xo|, daher ist die Funktion stetig.

¢) Die Funktion sign(x) ist stetig an jeder Stelle zg # 0. Fiir ¢ = 0 existiert aber
kein Grenzwert, sign(z) ist hier also auch nicht stetig. m

Grob gesagt ist eine Funktion stetig, wenn man ihren Graphen zeichnen kann, ohne
den Stift abzusetzen. Ein Knick schadet der Stetigkeit also nicht, ein Sprung bedeutet
aber eine Unstetigkeitsstelle!

Insbesondere muss der Funktionsgraph einer stetigen Funktion auf dem Weg von
f(a) nach f(b) jeden Wert, der zwischen diesen beiden liegt, annehmen. Das sagt
der

Satz 19.10 (Zwischenwertsatz) Ist eine Funktion f im Intervall [a, ] stetig, so
nimmt sie jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.
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Daraus folgt, dass es in [a,b] mindestens eine Nullstelle geben muss, falls f(a) und
f(b) verschiedene Vorzeichen haben.

Mochte man in der Praxis wissen, ob eine Funktion stetig ist, so verwendet man
(wie bei der Berechnung von Grenzwerten) nicht die Definition selbst, sondern fol-
gende Regeln, die aus den analogen Regeln fiir Grenzwerte (Satz 19.2) folgen:

Satz 19.11 Sind f(z) und g(x) stetig an der Stelle x¢, so sind auch Summe f(x) +
g(x), Produkt f(z)g(x), Quotient f(z)/g(x) (falls g(xo) # 0), Verkettung f(g(x))
(falls definiert) und Umkehrabbildung f~!(z) (falls f streng monoton) stetig an der
Stelle xg.

Daraus folgt zum Beispiel, dass alle Polynome und sogar rationale Funktionen in
ihrem Definitionsbereich stetig sind.

Insbesondere ist also die Funktion f(z) = % stetig. Das verwundert Sie vielleicht, da diese Funktion
ja bei Annidherung an x = 0 unbeschrinkt ist. Aber da die Funktion fiir z = 0 gar nicht definiert
ist, macht es auch keinen Sinn, nach der Stetigkeit bei 0 zu fragen! Oft sagt man aber trotzdem,
dass f(z) = % unstetig bei z = 0 ist und meint damit, dass £ auch durch geeignete Wahl eines

Funktionswertes an der Stelle x = 0 nicht zu einer stetigen Funktion gemacht werden kann.

Alle Funktionen, die wir in den vorherigen Abschnitten kennen gelernt haben, sind
stetig:

Satz 19.12 Die Polynomfunktion, die Potenzfunktion, die Exponentialfunktion, die
Logarithmusfunktion sowie die trigonometrischen Funktionen sind in ihrem gesamten
Definitionsbereich stetig.

Mit diesem Riistzeug im Gepédck konnen wir folgende Funktionen auf Stetigkeit
untersuchen.

Beispiel 19.13 Stetigkeit elementarer Funktionen
Sind die Funktionen stetig?
a) f(z) =522 -2z +1 b) f(x) = x%e® + sin(x) c) f(z) = cos(L)
Loésung zu 19.13
a) Jedes Polynom ist auf ganz R stetig, so auch f(z) = 522 — 2z + 1.
b) f(z) = z%e®+sin(z) ist als Produkt bzw. Summe von stetigen Funktionen wieder
stetig.
c¢) f(z) = cos(L) ist als Verkettung von cos(z) und 1 stetig fiir z # 0 (an der Stelle
x = 0 ist die Funktion nicht definiert). m

Zum Schluss wollen wir noch festhalten, dass stetige Funktionen auf einem abge-
schlossenen Intervall ihr Maximum und Minimum annehmen:

Satz 19.14 (Weierstrafl) Jede auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetige
reelle Funktion f nimmt auf diesem Intervall ihr Maximum und Minimum an. Ins-
besondere ist f auf [a,b] beschréinkt.
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Abgeschlossenheit ist wichtig fiir diesen Satz! Die Funktion f(z) = % ist auf (0,1) stetig, sie hat
aber weder ein Minimum noch ein Maximum und ist sogar unbeschriankt.

19.2 Die Ableitung einer Funktion

In der Praxis treten oft komplizierte Funktionen auf, die nur schwer zu untersuchen sind. Die Stra-
tegie in der Mathematik ist, diese komplizierten Funktionen durch einfachere zu approximieren und
dann Eigenschaften der komplizierten Funktion von der Approximation abzulesen. Ein wesentliches
Hilfsmittel ist dabei die Differentialrechnung, die versucht, eine Funktion durch eine Gerade, die
Tangente, zu approximieren.

Angenommen, wir méchten eine gegebene Funktion f(z) in der Nihe eines bestimm-
ten Punktes (zo, f(zo)) moglichst gut approximieren. Die einfachste Moglichkeit
wére natiirlich, f(x) durch die konstante Funktion f(x) = f(z¢) zu ersetzen. Etwas
besser wollen wir es aber schon haben und deshalb versuchen wir, f(z) durch eine
Gerade anzunihern, die durch den Punkt (z¢, f(x0)) geht, also

f(@) = f(zo) + k(x — 20).

Die Frage ist nun, wie dabei die Steigung k gewéhlt werden soll, damit eine moglichst
gute Approximation erreicht wird. Wahlen wir zum Beispiel eine zweite Stelle z; in
der N#he von xg, so kénnen wir die Steigung so wihlen, dass die Gerade durch die
beiden Punkte (xq, f(x¢)) und (x1, f(z1)) geht:

o f@) = flz)

1 — Xo

Man nennt eine derartige Gerade durch zwei Punkte des Graphen von f eine Sekan-
te (sieche Abbildung 19.5). Es ist klar, dass die Approximation im Punkt (zq, f(z¢))

f(x)

Abbildung 19.5. Sekante

um so besser wird, je nidher z; bei z¢ liegt. Die optimale Steigung ist also gegeben

durch
ko= lim fla1) — f($0)7

T1—To T1 — Xo
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f(x)

] >

T
Xo X

Abbildung 19.6. Tangente

vorausgesetzt, dieser Grenzwert existiert. Diese optimale Gerade hat die Eigenschaft,
dass sie den Graphen von f im Punkt (xg, f(xg)) gerade beriihrt und wird deshalb
Tangente genannt (siche Abbildung 19.6).

Definition 19.15 Die Funktion f heifit differenzierbar an der Stelle xg ihres De-
finitionsbereiches, wenn der Grenzwert der Sekantensteigungen

%(xo) _ lim f(x) = f(zo)

T—ITg r — X

existiert. Dieser Grenzwert ist gleich der Steigung der Tangente im Punkt (g, f(z0))
und heilt Ableitung oder Differential von f in zy. Man schreibt auch %(xo) =
f/(z0). Die Gleichung der Tangente durch (zg, f(z¢)) lautet dann:

t(x) = f(zo) + f'(x0)(x — o).

Wenn f in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches D differenzierbar ist, dann ist die
Ableitung f’ ebenfalls eine Funktion, ndmlich jene, die jedem z die Ableitung f'(z)
an der Stelle z zuordnet. Ist f’ stetig, so nennt man f stetig differenzierbar auf
D.

Die Menge aller auf D stetig differenzierbaren Funktionen wird mit C'(D) bezeich-
net.

Aus der Definition der Ableitung als Grenzwert von f@1)=F(z0)

ist ersichtlich,
xr1—To

dass die Ableitung auch als lokale Anderungsrate der Funktion aufgefasst werden

kann:
f(@1) — f(zo)

~ f'(x¢) fiir 1 nahe bei zg.
1 — X0

Hier haben wir die Steigung der Sekante durch zwei (nahe beinander liegende) Punk-
te durch die Steigung der Tangente in einem der beiden Punkte angendhert. Wenn
sich also x um Ax = x1 — 1z dndert, dann dndert sich f(z) um Af = f(z1)— f(z0) =
f'(xg) Az. Insbesondere ist f(z) in der Nihe von xg streng monoton wachsend, wenn
J'(x0) > 0 ist und streng monoton fallend, wenn f’(zq) < 0.
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Wenn ¢ als Zeit interpretiert wird, so schreibt man meistens f(t) anstelle von f’(t) bzw. %. Wenn
zum Beispiel s(t) den zuriickgelegten Weg eines Fahrzeuges zum Zeitpunkt ¢ beschreibt, so ist $(t)
die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢.

Die Schreibweise % geht auf den deutschen Philosophen und Mathematiker Gottfried Wilhelm

Leibniz (1646-1716) und die Schreibweise f auf den englischen Physiker und Mathematiker Isaac
Newton (1643-1727) zuriick. Leibniz und Newton haben die Grundlagen der Differentialrechnung
etwa zur gleichen Zeit, aber unabhingig voneinander, gelegt.

Beispiel 19.16 Differenzierbare Funktionen
Wo sind die folgenden Funktionen differenzierbar?

a) flx)=2x+1  b) f(z)=lz| ¢ f(z)=sign(z)

Lésung zu 19.16

a) Wir miissen untersuchen, fiir welche x¢ des Definitionsbereiches der Grenzwert

(o) existiert. Fiir eine beliebige Stelle xq ist
(224 1) — (2z9 + 1)

2p —
f(x9) = lim = lim Az =)
T—xp xr — Xo T—To T — X

=2

Die Funktion f(x) ist also iiberall differenzierbar (xg war ja eine beliebige Stelle)
und ihre Ableitung ist iiberall gleich 2. Die gleiche Rechnung zeigt allgemein,
dass die Funktion f(x) = kx + d iiberall differenzierbar ist und dass f'(z) = k
gilt.

b) Fiir z¢ # 0 ist die Funktion

€z,

—x, <0
fo=el={ ;7 250
differenzierbar (analog wie a)):

fl(l’o) :{ 1—1, x9 <0

s zg >0

An der Stelle xg = 0 ist sie aber nicht differenzierbar, denn der Grenzwert der
Sekantensteigungen durch Punkte rechts von xg = 0 ist 1, der Grenzwert von
links ist hingegen —1.
Denn der linksseitige Grenzwert ist
lim 7}“@) —1(0) = lim =7 0_
z—0— xz—0 z—0— £ —0

und der rechtsseitige ist

lim 7}0(1) - f(0) = lim z=0 =
z—0+ x—0 z—0+ x — 0

Am Knickpunkt ist die Funktion also nicht differenzierbar.

c¢) (Vergleiche Beispiel 19.4 a).) Interessant ist wieder nur zo = 0 (an allen anderen
Stellen zg # 0 ist die Funktion differenzierbar mit Ableitung f’(z¢) = 0). Bei
xo = 0 besitzt die Funktion keine Ableitung. Denn fiir Punkte rechts von zq = 0
ist der Grenzwert der Sekantensteigungen gleich 0. Und fiir Punkte links von 2y =
0 wachsen die zugehorigen Sekantensteigungen iiber alle Grenzen (im Grenzwert
wire die Tangente, wenn man von links kommt, senkrecht).
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Denn der linksseitige Grenzwert ist

— f(0 —-1-1 —2
fim L@ =IO g = lim —2 = oo,
z—0— x—0 z—0— x—0 z—0— I
und der rechtsseitige ist
- 1-1
lim 7( 7(0) = lim =
z—0+ z—0 z—0+ 2 — 0

Grob gesagt hat eine differenzierbare Funktion keine Knicke, und schon gar keine
Spriinge, denn weder in einem Knickpunkt noch an einer Sprungstelle ist es sinnvoll,
von einer Tangente zu sprechen. Differenzierbarkeit ist eine stérkere Eigenschaft als
Stetigkeit:

Satz 19.17 Jede differenzierbare Funktion ist stetig (aber nicht umgekehrt).

Beispiel: |z| ist an xg = 0 stetig, aber nicht differenzierbar. Hier hat die Funktion
einen Knick.

Die Approximation einer Funktion durch ihre Tangente wird auch als Linea-
risierung bezeichnet. Dabei wird durch (zg, f(z¢)) eine Tangente gelegt und die
Funktionswerte f(z) fiir  nahe bei 2y durch die Tangentenfunktionswerte ¢(x) an-
gendhert:

f(a) ~ t(x) = f(wo) + f'(xo) (2 — o).

Diese Naherungsformel kann wie folgt verwendet werden: Angenommen, wir benoti-
gen sin(z) und wissen, dass nur kleine Winkel = auftreten kénnen. So eine Situa-
tion tritt zum Beispiel bei Berechnungen in der Computergrafik oft auf. Muss die-
se Berechnung hiufig ausgefiihrt werden (z.B. innerhalb einer Schleife), so kann
man die Rechenzeit verkiirzen, indem man sin(z) durch einen einfacheren Ausdruck
ersetzt. Betrachten wir also Abbildung 19.7 und approximieren wir die Funktion

ysin(x)

Abbildung 19.7. Tangente an die Kurve y = sin(z) an der Stelle z = 0.

f(z) = sin(z) durch die Tangente an die Kurve im Punkt (0,0). Im néchsten Ab-
schnitt werden wir sehen, dass die Steigung der Tangente gleich f/(0) = cos(0) = 1
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ist. Unsere Nédherung ist demnach sin(z) ~ z. Fiir # = 0.2 erhalten wir zum Bei-
spiel sin(0.2) = 0.2. Der exakte Wert wire sin(0.2) = 0.198669. Wir haben also eine
fiir viele Zwecke sicher ausreichende Nidherung bekommen. Wie aus Abbildung 19.7
ersichtlich, wird die Giite der Approximation allerdings umso schlechter, je weiter
x von 0 entfernt ist. Denn dann wird der Unterschied zwischen exaktem Wert und
Néherungswert immer gréfler. Die Linearisierung einer Funktion gibt also eine lokale
Néherung der Funktion.

Zum Abschluss geben wir noch einen zentralen Satz der Differentialrechnung mit
vielen niitzlichen Konsequenzen an:

Satz 19.18 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Die Funktion f sei auf
[a, b] stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann gibt es einen Punkt zg € (a,b) mit

1) = f(a)

J'{wo) = b—a

Anschaulich bedeutet der Mittelwertsatz, dass es zwischen a und b eine Stelle zq

(=)
fO)+

] ]
T T

1
a To b T

Abbildung 19.8. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

gibt, an der die Steigung von f gleich der Steigung der Geraden durch die Punkte
(a, f(a)) und (b, f(b)) ist (siehe Abbildung 19.8).

Der Spezialfall f(a) = f(b) ist als Satz von Rolle bekannt: Sind an zwei Punkten
die Funktionswerte gleich, so gibt es dazwischen einen Punkt, an dem die Ableitung
verschwindet.

19.2.1 Anwendung: Ableitungen in der Wirtschaftsmathematik

In der Wirtschaftsmathematik sind nicht nur die Ableitung, also die Anderungsrate
einer Kenngréfle f (Nachfrage, Kosten, Gewinn, ... ), sondern auch weitere verwand-
te Begriffe in Gebrauch: Der Ausdruck

f(z1) = f(zo)  f(21)

r= = -1

f(zo) f(zo)
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wird als relative oder prozentuelle Anderung von f zwischen zy und z; bezeich-
net. Das ist genau der Prozentsatz, um den sich f(z() verdndert, wenn sich  von
xo auf 1 dndert: f(z1) = f(zo) + 7 f(xo) = (1 + ) f(x0).

Fiir differenzierbares f gilt f(z) = f(zo) + f'(x0)(x — x0) in der Nidhe von xg
(Niherung durch die Tangente). Man kann die relative Anderung daher niherungs-
weise mithilfe der relativen Anderungsrate

f'(x)
f(z)

berechnen:
fx) = f(xo) _ ['(0)
f (o) (o)
Die relative Anderungsrate ist also jener Faktor, mit dem man (kleine) absolute
Anderungen von z niherungsweise in die entsprechenden relativen (prozentuellen)
Anderungen von f umrechnen kann.

(.’El — xo).

Die relative Anderungsrate kann auch als logarithmische Ableitung interpretiert werden, da
(In(f(z))" = f'(z)/f(z) gilt. Das folgt sofort aus der Kettenregel, die wir im néchsten Abschnitt
lernen werden.

Betrachtet man die relative Anderung der Funktionswerte f(x) im Verhiltnis zur
relativen Anderung der Variablenwerte =,

f(x1)—f(xo0)
ey~ f@) — flw) o

— 9
wos z1—xo  fl(zo)

so erhélt man im Grenzwert 1 — x( die so genannte Elastizitét

f’(xo)x
f(zo) 0

von f an der Stelle x. Sie gibt den Faktor an, mit dem man eine (kleine) relative
Anderung von z multiplizieren muss, um (niherungsweise) die entsprechende relative
Anderung von f(x) zu erhalten.

Es sei D(p) die Nachfragefunktion (engl. demand) eines Produktes, also die Men-
ge des Produktes, die abgesetzt werden kann, wenn man den Preis p festlegt. Thre
Elastizitét

wird als Preiselastizitit der Nachfrage bezeichnet. Sie ist immer negativ, da in
einem verniinftigen 6konomischen Modell die Nachfrage sinkt, wenn der Preis steigt.
Ist der Betrag |E(p)| > 1, so spricht man von elastischer Nachfrage und bei
|E(p)| < 1 von unelastischer Nachfrage.

Der Erlos R(p) (engl. revenue) ergibt sich aus der abgesetzten Produktmenge
multipliziert mit dem Preis

R(p) = pD(p)-

Wann kann nun der Erlos durch eine Preiserhohung gesteigert werden? Dazu be-
rechnen wir die Anderungsrate (Ableitung) der Erlosfunktion, die auch Grenzerlss
genannt wird,
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R) = D)+ 5D () = Do) (14052 ) = D)1 = [E ).

Hier wurde die Ableitung mithilfe der Produktregel (f -g) = f' - g+ f - ¢ aus dem néchsten
Abschnitt berechnet. Weiters haben wir E(p) < 0 und damit E(p) = —|E(p)| verwendet.

Da der Erlos steigt, wenn die Anderungsrate R'(p) > 0 ist (positive Ableitung be-
deutet ja Wachstum), erhalten wir folgende tkonomische Regel: Bei unelastischer
Nachfrage steigt der Erlos bei einer Preiserhohung, bei elastischer Nachfrage sinkt
er.

19.3 Berechnung von Ableitungen

Wie Sie sicher schon erraten haben, werden wir zur Berechnung einer Ableitung
nicht die Definition direkt verwenden, sondern einige wenige Ableitungsregeln:

Satz 19.19 (Ableitungsregeln) Die Funktionen f und ¢ seien an der Stelle z
differenzierbar. Dann sind auch f+ g und c¢- f (c ist eine Konstante) differenzierbar
und es gilt (Linearitit):
(f+9)(x) = fl(z)+9g(),
(c- (=) = c fi(a)

Weiters sind auch f - g, 5 und f o g differenzierbar mit den Ableitungen

(f-9)(x) = fl(z) -g(x)+ f(z) ¢ (x) ,Produktregel®,
(g)l(x) = f(@) g(mg)(;)é(m) i (:c)) g(x) #0, ,,Quotientenregel®,
(fog)(x) = flg(x)) ¢ (z) ,Kettenregel“.

Die Ableitungsregeln folgen aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte. Zum Beispiel folgt die Produkt-
regel aus

f(x)g(@) — f(z0)g(z0) f(@)g(z) = f(zo)g(z) + f(x0)g(x) — f(z0)g(x0)

(f(2) = f(20))g(z) + f(z0)(9(z) — g(x0))

womit sich

f(@)g(z) — f(z0)g(x0)

(f-9)(z0) = lim
T—TQ T — T
= lim 1) = f0) lim g(z) + f(zo) lim 9(@) = g(zo0)
T—xTQ xr — X0 T—T(Q T—1x0 T — 20

= f'(=mo) - g(zo) + f(z0) - ¢’ (w0)

ergibt.

Damit konnen wir bereits die Ableitung beliebiger Polynome und rationaler Funktionen be-
rechnen. Da z’ = 1 gilt, folgt (22)’ = (z-2)’ = 2z und analog (23)’ = 322. Nun ist es nicht schwer,
(™) = naz" "1 zu erraten.

Um die Ableitungen von komplizierteren Funktionen berechnen zu kénnen, benétigen
wir nun noch die Ableitung elementarer Funktionen.
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Satz 19.20 (Ableitung elementarer Funktionen)

Funktion f(z) | Ableitung f’(z)
¢ (Konstante) 0
" =" n € Z
7" azx® ! z>0,a eR
log,, (x) ﬁm) a#1,a>0
In(z) 1
a® a® In(a) a>0
e’ e’
sin(x) cos(x)
cos(x) — sin(z)

Eine Tabelle mit weiteren niitzlichen Ableitungen finden Sie in Abschnitt A.1.

Fiir die Berechnung dieser Ableitungen muss man ein wenig in die mathematische Trickkiste greifen.
Zunéchst verwenden wir
1 -1 1 h) —1
o () — T 12Ba(®) = 1080 (30) _ |, log (30 + ) ~ log, (xo)
z—T( T — xo h—0 h

Daraus folgt

1 h 1 B\ ®o/h
log/,(z9) = — lim —loga (1 + —) = — log, hm (1 + ) ,
0 0 h x0 o o

wobei wir im ersten Schritt die Rechenregeln fiir log, () und im zweiten die Stetigkeit von log,, (x)

verwendet haben. Wegen
1 n
lim (1 + 7) —=e
n—oo n

(vergleiche dazu das Beispiel zur Eulerschen Zahl im Abschnitt ,, Folgen® in Band 1) folgt log!, (z) =

%loga(e) = #@ Die Ableitung von a® ergibt sich dann aus Satz 19.22. Ahnlich folgt die Ab-

sin(x) 1—cos(z)
x

leitung von sin(z) aus den Additionstheoremen und limg;_.o = 1 bzw. limg—o ——— =
z sin(z)?

limz—0 1+cos(z) 2

= 0. Die Ableitung von z® folgt aus % = exp(aln(z)) mit der Kettenregel.

Beispiel 19.21 Berechnung von Ableitungen

Berechnen Sie die Ableitung von:

a) p(z) =22 +z -1 b)g(z) == c) h(z) =2%" d)k(z) =325z
Lésung zu 19.21
a) p(z) = 223 + 22 — 1, daher ist p/(z) = 622 + lx*% 622 + f

Mit der Quotientenregel erhalten wir ¢'(x)= % = —ﬁ.

) Mit der Produktregel berechnen wir h'(z) = 2ze” + 2%e® = ze®(2 + z).
Die Funktion k(z) = k1(k2(x)) ist eine Verkettung der Funktlonen kl(
und ko (z) = 32° — z. Mit der Kettenregel folgt mit k}(z) = f

1501 — 1, dass k() = k{ (ka(2)) ky(2) = ;001

=

ee

) =
k()=

Fiir die Exponentialfunktion e® gilt also, dass die Ableitung an jeder Stelle x gleich dem Funkti-
onswert an dieser Stelle ist. (Das gilt ausschlieflich fiir Funktionen der Form c - e*, wobei ¢ eine
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Konstante ist.) Aus diesem Grund spricht man hier von ,natiirlichem Wachstum® und dadurch
erklart sich die besondere Stellung der Zahl e.

Erinnern Sie sich daran, dass f genau dann umkehrbar ist, wenn f streng monoton
ist. Insbesondere ist eine differenzierbare Funktion streng monoton wachsend, falls
f'(z) > 0 und streng monoton fallend, falls f'(x) < 0 ist. Fiir die Ableitung der
Umkehrfunktion gilt:

Satz 19.22 (Ableitung der Umkehrfunktion) Ist f differenzierbar mit f’(x) #
0, so ist f streng monoton und die Ableitung der Umkehrfunktion ist gegeben durch

Warum? Differenzieren wir beide Seiten von f(f~!(z)) = x: Wir erhalten (links mit der Kettenre-
gel) f/(f~Y(=x)) - (f~1)(z) = 1. Nun brauchen wir nur nach (f~1)’(x) aufzulésen, und schon steht
die Formel da. Zum Beispiel ergibt sich die Ableitung von y = a® aus log/,(y) = 1/(yIn(a)) durch
Differenzieren beider Seiten der Gleichung log,(a”) = x unter Verwendung der Kettenregel:

1 x\! __
v In(a) @ y=1

Beispiel 19.23 Ableitung der Umkehrfunktion
Berechnen Sie die Ableitung von arcsin(z) und arccos(x).

Losung zu 19.23 arcsin(xz) ist die Umkehrfunktion von f(z) = sin(z), die fiir x €
( T T T T

—7%, %) streng monoton ist. Die Ableitung f’(x) = cos(z) ist daher fiir z € (-5, F)

ungleich 0. Wir verwenden die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion und
f'(z) = cos(z) = /1 — sin(z)? und erhalten

1 B 1 I
cos(arcsin(z)) /T — (sin(arcsin(z)))? V1 — a2

arcsin’(x) =

Analog bekommen wir
-1

V1—a2

arccos’ (z) =
|

Natiirlich kénnen Ableitungen auch direkt mit dem Computer berechnet werden
und deshalb macht es auch wenig Sinn, alle Ableitungsregeln aus diesem Abschnitt
auswendig zu lernen! Warum habe ich Thnen dann das alles iiberhaupt erzéhlt, fragen
Sie sich jetzt sicherlich? Ich hétte Ihnen ja auch einfach sagen kénnen, die Ableitung
von f ist eine Funktion, die mit dem Computer so ausgerechnet wird. Damit wéren
Sie nach weniger als einer Minute in der Lage gewesen, die Ableitung von

T Togs (@)
sin(z3 + 27) + 8=*

zu berechnen. Aber Sie hdtten nicht gewusst, was die Ableitung anschaulich bedeutet
und wozu sie deshalb verwendet werden kann. Auflerdem wissen Sie nun, wie der
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Computer diese Ableitung ausrechnet: Er kennt einfach alle Ableitungsregeln, die
die Mathematiker im Laufe der Zeit zusammengetragen haben, und wendet diese
der Reihe nach an.

Eine praktische Anwendung der Ableitung sind folgende Grenzwertregeln von
de I'Hospital (benannt nach dem franzosischen Mathematiker Guillaume Frangois
Antoine Marquis de ’'Hospital, 1661-1704):

Satz 19.24 (Regel von de I"Hospital) Es seien f und g differenzierbare Funk-
tionen. Wenn

lim f(z)= lim g(z) =0 oder lim |f(z)| = lim |g(z)| = oo,
T—x0 T—x0

T—x0 T—x0

so ist

f@) _ . 1@

im im

z—zo g(x) =m0 ¢'(T)
falls letzterer Grenzwert existiert. Dabei sind die Fille xp = £oo zugelassen und
auch der Grenzwert der Ableitungen kann +oo sein.

)

Achtung: Der Bruch wird also nicht nach der Quotientenregel differenziert, sondern es werden
Zahler und Nenner getrennt differenziert!

Merkregel: De I'Hospital hilft, wenn der Grenzwert von % flir ¢ gegen x( gesucht

ist und wenn

im M:9 oder lim M:j:#.O
a—zo g(x) 0 z—zo g(x)  £00
In diesem Fall ist der Grenzwert von % gleich jenem von ch ’/E::; (falls dieser exis-

tiert).

Beispiel 19.25 Regel von de I’Hospital

Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

a) lim, o w b) lim, o4 (zIn(z)) ¢) limy o0 (22e™7)

Lésung zu 19.25

a) Esist w = % und daher kann de I’Hospital angewendet werden: Wir differen-
zieren Zahler und Nenner getrennt und berechnen den Grenzwert des Quotienten
der Ableitungen:

1 1

g A +2) L TR TR0 g
x—0 x z—0 1 1

b) Auf den ersten Blick scheint hier die Regel von de I"'Hospital nicht anwendbar,

denn es liegt keiner der Fille % oder i% vor. Machen wir aber eine kleine

Umformung

zln(x) = ,

so haben wir einen Quotienten mit lnio) = —* und damit ist de ’'Hospital just

0
what the doctor ordered:
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In(x) 1

lim —— = lim —%- = lim (—z) =0.
z—0+ P x—0+ -2z z—0-+

c¢) Hier miissen wir die Regel zweimal anwenden, um zum Ziel zu kommen:

R 2 . 2 2
Im — = lim — = lim — = — =0.
r—oo el r—oo el x—o0 et o0 ]

Definition 19.26 Die h6heren Ableitungen einer Funktion werden rekursiv de-
finiert:

f(l) _ f/, f(2) _ f// _ (f/)/7 f(3) _ f/// _ (f(Q))/, 20 ¢ f(n) _ (f(n_l))/.

Man nennt (™ die n-te Ableitung von f. Die Funktion selbst wird auch als 0-te
Ableitung bezeichnet, f = f().

Beispiel 19.27 (—CAS) Héhere Ableitungen
a) g(x) = In(z). Berechnen Sie ¢g"(5).
b) h(x) = 2. Geben Sie h(™)(0) fiir beliebiges n € N an.
¢) f(z) =223 — 4z + 1. Was ist f"(2)?
d) Wie lautet die erste, zweite, dritte und vierte Ableitung von f(x) = sin(z)?

Lésung zu 19.27
a) Esist ¢’(z) = L und ¢"(z) = — 25, daher ¢"(5) = — 25
b) Wegen (e®)’ = e® gilt h(™)(z) = 2¢®, also ist h(™(0) =
c) Esist f'(z) = 622 — 4 und f”(x) = 12z, daher ist f(2 )
d) f'(z) = (sin(x))’ = cos(x), f”( ) = (cos(a))’ = —sin(a), ) = (=sin(x))" =
—cos(w) und f®)(z) = (—cos(z))' = sin(a). [

Die Menge der auf D C R definierten Funktionen f, die k-mal stetig differenzierbar
sind (d.h., fiir die f*) existiert und stetig ist), wird mit C*(D) bezeichnet. Die
Menge der Funktionen, die so wie zum Beispiel Sinus oder Kosinus beliebig oft stetig
differenzierbar sind, bezeichnet man mit C*°(D).

Manchmal ist es auch notwendig, Funktionen von mehreren Variablen zu diffe-
renzieren. In diesem Fall differenziert man nach einer Variablen und betrachtet alle
anderen Variablen als Konstante. Man spricht von partiellen Ableitungen und

. ) d
schreibt o anstelle von I

24,
®) (@

Das Symbol 0 fiir die partielle Ableitung ist ungleich dem griechischen Buchstaben §.
Zum Beispiel gilt fiir f(z,y) = 3zy? + cos(x)

0 0
5ol @y) = 3y* — sin(x), afyf(z, y) = 6xy.

Im ersten Fall wurde nach x differenziert und y wurde dabei als Konstante betrachtet.
Im zweiten Fall wurde nach y differenziert und x wurde konstant angesehen. Mehr
dazu in Kapitel 23.
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19.3.1 Anwendung: Splines

Erinnern wir uns (Abschnitt 18.1.1), dass wir zu vorgegebenen Stiitzpunkten (z;,y;),
0 < j < n, ein eindeutiges Interpolationspolynom P, (z) vom Grad n finden kénnen,
dass dieses Polynom aber am Rand unter Umsténden stark oszilliert und daher zur
Interpolation zwischen den Stiitzpunkten nur bedingt geeignet ist. Besser sind soge-
nannte Splines, die auch in diesen Situationen einsetzbar sind, wie Abbildung 19.9
fiir die Funktion f(z) = (1 + 2522)~! aus Abschnitt 18.1.1 zeigt.

0.5 [\ 0.5 /\
[ ] [ ]
. 1 -1 -

0.5 0.5

-1 -1

Abbildung 19.9. Spline und Interpolationspolynom

Die Idee ist es, stiickweise Polynome von kleinem Grad zu verwenden. Im ein-
fachsten Fall verwenden wir Geradenstiicke und erhalten den Ansatz

Pi(z) =y; + kj(z —x;), € xj7)41),

tir das j-te Teilintervall. Das Polynom P;(z) gilt nur in diesem Intervall [z;, ;1)
und wir verlangen, dass je zwei benachbarte Polynome stetig zusammenpassen

Pj(zj41) = Pjy1(wj41) = yj41.
Daraus ergibt sich

Yj+1 — Y5 (

P,m: C
]() Yj Ti1— x5

T —xj), T € [T, Tjq1).

Damit haben wir auch schon die Definition eines linearen Splines. Das ist zwar
eine recht einfache Formel, sie hat aber den Nachteil, dass sich die Teilpolynome an
den Stiitzpunkten nicht glatt zusammenfiigen, sondern im Allgemeinen dort Kni-
cke aufweisen. Das kann vermieden werden, indem anstelle von Geraden Polynome
hoheren Grades verwendet werden. Legt man sich auf den Grad & fest, so kann man
fordern, dass an den Stiitzpunkten nicht nur die Funktionswerte, sondern auch die
Ableitungen bis zum Grad & — 1 iibereinstimmen. Man spricht in diesem Fall von
einem Spline k-ter Ordnung.

In der Praxis sind kubische Splines (also Ordnung 3) am verbreitetsten. Dabei
koénnen also die Ableitungen bis zum Grad 2 zur Ubereinstimmung gebracht werden.
Wie findet man nun aber so ein kubisches Spline zu vorgegebenen Stiitzpunkten?

Zunéchst einmal muss P;(x) ein Polynom von Grad 3 sein und an den Randpunk-
ten Pj(x;) = y; bzw. Pj(xj41) = y;41 erfiillen. Deshalb machen wir den Ansatz

Pj(z) = yj + kj(z — x;) + aj(x — 2;)(z — 2j11)% + bj(z — ;)% (x — 241).
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Wiéhlen wir
o — Y1 T Y
Tj+1 = T;
so sind auf jeden Fall einmal die Werte an den Rindern richtig (das wird ja gerade
durch die Form unseres Ansatzes sicher gestellt). Fiir die erste Ableitung kann man
(mit dem Computer) nachrechnen, dass

?

Pi(x;) = kj+a;(z; —x41)%
Pi(xj41) = kj+bj(xj — ;)
gilt und fiir die zweite
Pl(z;) = 2(2a; +bj)(xj — 1),
Pi(zje1) = 2(a; +2b;) (241 — ;).

Bezeichnen wir die Ableitung am Stiitzpunkt x; mit z;, so folgt aus der Bedingung,
dass die ersten Ableitungen benachbarter Polynome iibereinstimmen sollen,

Pi(z;) =z,  Pi(zj41) = P (j41) = 241,
sofort . i
aj; = L B B 5> und b; = e S B 5
(Tj+1 — 75) (Tj+1 — 75)

Aus der Bedingung, dass auch die zweiten Ableitung zusammenpassen miissen,
P(zj41) = P/ (z)41),
erhélt man
Aj+1zj + Q(AJ + Aj+1)zj+1 + Aij+2 = 3(ijj+1 + kj+1Aj), Aj = Tj41 — Ty,

also eine inhomogene lineare Rekursion zweiter Ordnung fiir die Ableitungen z; an
den Stiitzstellen. Wir wissen, dass die Losung von zwei freien Parametern abhéngt.
Meistens verlangt man, dass die zweiten Ableitungen am Anfang und am Ende
verschwinden,

Py (o) = P/ _y(zn) =0,
und spricht dann von einem natiirlichen Spline. In diesem Fall ergibt sich aus der
Bedingung Py (z9) =0

1 = 3]€0 — 22:0

und wenn u; die Losung unserer inhomogenen Rekursion zur Anfangsbedingung
uo = 0, u1 = 3ko und v; die Losung unserer homogenen Rekursion zur Anfangs-
bedingung vy = 1, v; = —2 ist, so ist die Losung der inhomogenen Rekursion zur
Anfangsbedingung zg, 21 = 3ko — 2z gegeben durch

zj = uj + 2ov;.

Aus der Bedingung P, (z,) = 0 folgt
1
Zn = 5(3kn—1 - Zn—l)

und Einsetzen von z; = u; + 2gv; ergibt
- 3kpn—1 — Up—1 — 2uy,
2Un + Un-1

20
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19.4 Mit dem digitalen Rechenmeister

Grenzwerte

Grenzwerte erhalten wir wie bei Folgen mit dem Befehl Limit:
2

X
In[1]:= Limit| X — 1]

Out[1]= 2

Ableitungen

Ableitungen werden mit dem Befehl D berechnet:

In[2]:= D[2x° — 4x + 1,x]

Out[2]= —4 + 6%

Die n-te Ableitung nach = bekommen wir mit D[f(x), {x,n}]:

In[3]:= D[2x° —4x + 1, {x,2}]
Out[3]= 12x

Eine Ableitung kann in Mathematica auch einfach als £’ [x] anstelle von D [f [x] ,x]
eingegeben werden

In[4]:= f[x]:=2x®—4x+1; f'[x]
Out[4]= —4 + 6x°

Splines

Mathematica stellt leider keinen Befehl zur Berechnung von Splinefunktionen zur
Verfiigung, man muss also selbst zur Tat schreiten und den Algorithmus aus Ab-
schnitt 19.3.1 implementieren. (Im Paket NumericalMath‘SplineFit‘ gibt es aller-
dings eine Funktion SplineFit, die aus gegebenen Stiitzpunkten eine Splinekurve
berechnet.)

19.5 Kontrollfragen

Fragen zu Abschnitt 19.1: Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion

Erkldren Sie folgende Begriffe: Grenzwert, links-/rechtsseitiger Grenzwert, stetig,
Zwischenwertsatz, Satz von Weierstraf.

1. Richtig oder falsch?
a) Wenn der Grenzwert lim, ., f(x) existiert und gleich f(xg) ist, dann nennt
man die Funktion stetig an der Stelle .
b) Eine Funktion ist genau dann stetig bei xg, wenn hier der links- und der
rechtsseitige Grenzwert existieren.

2. Bestimmen Sie den Grenzwert von

a) f(x) =222+ 1 fiir  — 0, b) f(ac):”f}f:z4 fir z — 2.
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3. Bestimmen Sie den links- und rechtsseitigen Grenzwert an der Stelle zq:
2r—1 x<3
a)f(x)—{_x+1 x>37m0_3

0 <0
b) f(x)—{ 242 z>0 %=
¢) f(z) =sign(z) +3, 20 =0
4. Wie verhélt sich die Funktion f(z) = 3275 fiir g — 007

2x2+1
5. Welche Funktionen sind in ihrem gesamten Definitionsbereich stetig?
a) fa) =2’ -20+1 D) f() = c) f(z) =e™>"

d) f(z) = e” +sin(x) e) f(x) = 22 cos(x) f) f(z) = sign(z)

Fragen zu Abschnitt 19.2: Die Ableitung einer Funktion

Erkliren Sie folgende Begriffe: Sekante, Tangente, differenzierbar, Ableitung, stetig
differenzierbar.

1. Richtig oder falsch?
a) Jede stetige Funktion ist auch differenzierbar.
b) Wenn der Grenzwert lim,_,,, W existiert, dann nennt man die Funk-
tion differenzierbar an der Stelle x.
¢) Die Ableitung von f an der Stelle xg ist gleich der Steigung der Tangente im
Punkt (zo, f(z0)).

2. Ist f(x) = sign(x) an der Stelle xg = 0 differenzierbar?

3. Was trifft zu? Die lineare Approximation von f(r) = 2% an der Stelle zo = 1 ist
gegeben durch:
a)glx) =142z b)h(z)=14+2(x—-1) c¢)k(z)=22-1

Fragen zu Abschnitt 19.3: Berechnung von Ableitungen

Erkldren Sie folgende Begriffe: Linearitiat der Ableitung, Produktregel, Quotientenre-
gel, Kettenregel, Ableitung der Umkehrfunktion, de ’'Hospital, hohere Ableitungen,
partielle Ableitung.

1. An welcher Stelle zy ist die Ableitung von f(z) = In(z) gleich 1?

2. Was ist die Gleichung der Tangente von h(z) = e an der Stelle 2o = 0:
a)t(x)=xz+1 b) t(z) =x—1 c)tlx)y=1—x

3. Geben Sie die zweite Ableitung an:
a) fl@) =20+1  b) fl@)—e* <) f(a) =sin(x)

4. Was ist die partielle Ableitung %xy?
a) x b) y c) 1

Losungen zu den Kontrollfragen

Loésungen zu Abschnitt 19.1

1. a) richtig
b) Falsch: Es miissen zusiitzlich noch beide Grenzwerte gleich sein.
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2:02+1=1.

7”2”% = x+2, daher ist der Grenzwert lim,_,5 f(z)

a) lim, (222 +1) =
b) Fiir « # 2 ist f(x)
= lim, _.5(2 + 2)= 4.
a) Fir z < 3 ist f(x) = 22 — 1, daher ist lim,_,3_ f(x) =2-3—1=5; fiirx > 3
ist f(z) = —z + 1, daher ist lim, .54 f(z) = -3+1 = —-2.

b) Fiir z < 0 ist f(x) = 0, daher ist lim,_o_ f(z) = 0; fiir z > 0ist f(x) = 22 +2,
daher ist lim, .oy f(z) = 024+ 2 = 2.

¢) Fir x < 0ist f(z) = —1 4 3 = 2, daher ist lim,_o_ f(z) = 2; fiir > 0 ist
f(x) =1+ 3 =4, daher ist lim,_,o4 f(z) =4

Wir dividieren zur Berechnung des Grenzwertes durch die héchste vorkommende

2 . 3—5 a_ . .
Potenz von z: lim, o 552 =2 = lim, oo s mf = % = 2. Die Funktionswerte

kommen also fiir  — oo dem Wert 3 beheblg nahe.

a) f(xr) =23 — 2z + 1 ist stetig, We11 jedes Polynom stetig ist.

b) f(x) = 155 ist stetig, weil jede rationale Funktion stetig ist.

c) f(x) = e=3 ist als Verkettung der stetigen Funktionen g(z) = e* und h(z) =
—3z stetig.

d) f(z) = e + sin(x) ist als Summe von stetigen Funktionen stetig.

e) f(x) = x? cos(z) ist als Produkt von stetigen Funktionen stetig.

f) f(x) = sign(x) ist stetig fur alle  # 0. An der Stelle z = 0 hat die Funktion
keinen Grenzwert, also kann sie hier auch nicht stetig sein.

Lésungen zu Abschnitt 19.2

1.

a) Falsch: Zum Beispiel ist f(z) = |z| zwar stetig an der Stelle 2 = 0, aber nicht
differenzierbar.

b) richtig

¢) richtig

Nein! f ist an der Stelle 2y = 0 nicht stetig, daher also erst recht nicht differen-
zierbar.

Die lineare Approximation von f(x) = 22 an der Stelle g = 1 ist gegeben durch
f@)~f()+ f(D)(x—1)=1+42(x —1) =2z — 1. Somit ist a) falsch und b),
¢) richtig.

Loésungen zu Abschnitt 19.3

!\3

Die Ableitung an einer beliebigen Stelle z > 0 ist f'(z) = 2, daher ist f/(2) = 1.
ist richtig

f( ) = 2, daher f”(x =0
@) =—e, f'(z) =e7"
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19.6 Ubungen

Aufwirmiibungen
1. Berechnen Sie: a) lim, .o(z2 +1) b) lim, .3 %
2. Bestimmen Sie den Grenzwert:
) i 522 — 9x b) i 4o + 52— 7 ) 4o — Tx
a) lim ——— im ————— ¢) lim ——
z—oo 222 — 3 r——oco  2x3 —1 z—0+ 225 — 372

10.

11.

12.

13.

14.

(Tipp: Heben Sie im Zéhler und Nenner die hochste Potenz heraus.)
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Bestimmen Sie den links- und rechtsseitigen Grenzwert an der Stelle o = 0 von

224+1, >0 577 . x>0

o s@={ TN I w2 T2

Ist f an der Stelle x = 0 stetig? Skizzieren Sie die Funktion!
Welcher Wert muss fiir ¢ gewéhlt werden, damit die Funktion
_J x4+e, >0 o z2+¢, >0
a) f(x)_{ 3%, <0 b) f(”“")_{x+17 <0
stetig ist? Skizzieren Sie die Funktion!
Berechnen Sie die Ableitung von f(z) = tan(z).
Berechnen Sie die Ableitung;:
a) f(z) = cos(x)e? b) (@) =V3z <) f(2) = (x— 1)+
322 n(x
d) flo)=4e" Vo + & o) fl@) =% D) fle) = 5
Berechnen Sie die Ableitung:
a) f(z) =+va?-1 b) f(x) =1In(7z + 12) c) f(z) = e Sutd

8] =

Unter welchem Winkel schneidet der Graph der Sinusfunktion bei x = 0 die

x-Achse?
Berechnen Sie die Ableitung (a, b sind konstante reelle Zahlen):
a) f(z) =sin(az+b)  b) f(t) =a(l—eh)

Wenn eine Weibull-Verteilung (nach dem Schweden Waloddi Weibull, 1887

1979) vorliegt, dann wird durch R(t) = e=(#)" der erwartete Anteil von gleich-
artigen Bauelementen angegeben, der die Nutzungsdauer ¢ iiberlebt. Berechnen

Sie in diesem Fall die so genannte Ausfallrate A\(t) = —% . ‘%.
Zeigen Sie fiir die so genannten Hyperbelfunktionen sinh(z) = em_;% bzw.
cosh(z) = e$+2efw7 dass sinh’(z) = cosh(z) bzw. cosh’(z) = sinh(z).
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
-1 21 -1 1 —e®
a) lim ¢ b) lim n() ¢) lim cos(e) — 1 d) lim itr-e
z—0 X z—1 . —1 z—0 T z—0 T

Berechnen Sie die zweite Ableitung:

a) f(z) = zsin(z) b) f(x) = 2 + In(x) c) f(x) = cos(x?)
Berechnen Sie folgende partielle Ableitungen:

a) gresin(y)  b) gz +y) o) g’ +ay)
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Weiterfithrende Aufgaben

1. Bestimmen Sie den links- und rechtsseitigen Grenzwert an der Stelle £y = 2 von

332—1—1, x> 2
f(:c){ 5 , x<2

Ist f an der Stelle x = 2 stetig? Skizzieren Sie die Funktion!

2. Ist f(z) = |z|x an der Stelle xy = 0 differenzierbar? Skizzieren Sie die Funktion!
Tipp: Verwenden Sie Definition 19.15.

3. Berechnen Sie die Ableitung:

a) f(z) =sin(3x —1)-e™® b) f(z) = (e 3T +1)va2 -1
¢) flz)=(1+1)

4. Geben Sie durch geeignete Linearisierung von f(z) = e einen Niherungswert
fiir e70-01 an.

5. Durch f(t) = a(1 — e %), t > 0, wird ein exponentielles Wachstum mit Sitti-
gungsgrenze a beschrieben.

a) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente an der Stelle ¢ = 0.

b) Zu welchem Zeitpunkt schneidet die Tangente die Gerade g(t) = a?

c¢) Berechnen Sie den Grenzwert lim;_,, f(t).

d) Zeichnen Sie den Funktionsgraphen von f sowie die Tangente an der Stelle
t = 0 fiir den konkreten Fall @ =5 und b = 3.

6. Polynome 3. Grades werden oft zur Modellierung von Kosten verwendet: Dabei
ist 2 die produzierte Warenmenge (in Stiickzahlen, Liter, usw.) und C(z) sind
die Kosten, die bei der Produktion der Warenmenge x anfallen. Man nennt C(z)
daher auch die Kostenfunktion.

a) Approximieren Sie C(z) = $2% — 2% + 60z + 50 an der Stelle z = 15 durch
die Tangente.

b) Geben Sie mithilfe der Tangente den Niherungswert fiir C'(16) an. Um wie
viel erhéhen sich die Kosten nidherungsweise im Vergleich zu C(15)?

Allgemein steigen die Kosten fiir  + 1 Stiick ndherungsweise um C’(z) gegeniiber jenen fiir =
Stiick. Man nennt die erste Ableitung der Kostenfunktion auch Grenzkostenfunktion.

7. Eine Firma stellt Kuckucksuhren her. Vom Modell ,,De Luxe“ werden monatlich
400 Stiick zum Preis von 200 € verkauft. FEine Marktanalyse kam zu dem Ergeb-
nis, dass eine Preisreduktion um 1€ die Nachfrage um 5 Stiick steigert.

a) Wie lautet die Nachfragefunktion D(p)?
b) In welchem Preisbereich erhéht eine Preisreduktion den Erlos R(p) = p D(p)?

8. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

422 + 4z — 8 . 223+ 3z

.
a) lim — b) li c) Jm o

m
z—1 22 4+2x—3

Loésungen zu den Aufwirmiibungen

1. a) lim, .o(z2 +1) = 1.
b) lim,—3 ©=2 = lim, 3 @2 —jim,_4(x +3) = 6.



2.

11.

12.

13.

14.

. Die Funktion R(t) = f(g(t)) ist eine Verkettung der Funktionen f(t)

19.6 Ubungen 75

o

5z2—9x 5—

. . 5
a) hmx_,oo 22523 hmx_,oo q =3
: 4z’ +55-7 _ 1; St _ o
b) hmx_>_oo T ox3-1 llmf_)_oo 21—_7%1 =35 = 0.
425 -7z —7+4x>

c) limg o4 5552 = limz oy Tty = OO

a) Es gilt lim, o1 f(z) = lim,_ o4 (224+1) = 1 und lim, _o_ f(z) = lim,_o_ 1 =
1. Da rechts- und linksseitiger Grenzwert gleich sind, ist f(z) an « = 0 stetig.
b) Es gilt lim, o4+ f(z) = lim,—o+ 5e~% = 5 und lim,o— f(z) = lim, o (—2z+
1) =0+ 1 = 1. Also sind rechts- und linksseitiger Grenzwert nicht gleich. Damit
ist f(z) an = 0 nicht stetig.

a) Die Funktion ist an der Stelle z = 0 stetig, wenn der Funktionswert f(0)
gleich dem Grenzwert lim, o f(z) ist. Wir berechnen ¢ aus der Bedingung,
dass an der Stelle 0 gelten muss: linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenz-
wert (= Funktionswert): Es ist lim, o4+ f(z) = limy_o4+(xz + ¢) = ¢ und
lim,o— f(z) = lim;—0—(3e”) = 3. Also muss ¢ = 3 sein.

b) Wir berechnen ¢ aus der Bedingung, dass an der Stelle 0 gelten muss:
linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenzwert (= Funktionswert): es ist
lim, o4 f(z) = limg—o4+ (2% + ¢) = ¢ und lim,_o_ f(z) = lim,_o_(z +1) = 1.
Also muss ¢ =1 sein.

Mit der Quotientenregel erhalten wir tan’(z) sin’ (z) cos(w)—sin(z) cos' ()

cos(z)? -
cos(z)?+sin(z)? 1
cos(x)? ~ cos(z)?"
a) J'(x) = e*(cos(x) —sin(z))  b) f'(x) = 5(3z)"3
&) f/(r) = 2 — 1) - 4) 1/(z) = de* /5 + 2% —
n(z)(3z2 x>
) flx) = =ieteisstis f) f/(z) = ZHE@G T aen

Wir wenden die Kettenregel an: a) T b) Tilz c) —3e 3ot
Die Tangente an der Stelle 0 ist ¢(x) = x. Diese Gerade hat die Steigung 1 und

schlieBt somit mit der z-Achse den Winkel von 7 ein.

t

a) f'(z) = acos(axz +b) b) f'(t) = $e7 v
(%)b :
-1

g(t) = —(%)°. Mit der Kettenregel folgt wegen f'(t) = e’ und ¢'(t) =
dass R/(t) = '(g(t))g/(t) = e~ (F" (=2 (4)P). Also gilt A(t) = £(4)
Es gilt cosh’(x) = %(e:”)’ + 1(e7)" = 4e” — Le™” = sinh(z). Analog sinh’(z) =
$(e”) — £(e7™) = Je” + e~ * = cosh(z).

Wir verwenden de Hospltal

“ﬂ\w [

a) lim,_,o &= _1 = 101 = 9 daher folgt: lim,_.g ew—_l = lim,_,¢ % = % =1.
b) lim, . 2;{(?) =3, daher folgt: lim,_,1 2ln(x) = limg,_; 21% = ? = 2.
¢) lim, o Cog(gﬂﬁ = g daher folgt: lim,_.q M = lim,_.o _“{1( 2) — 1 =0.
d) limg_, +”‘ e = 9 daher folgt (zweimal de I'Hospital): lim,_.o +’” e =
1 e® e _ -1

lim, .o = hm$é0 — = 5
a) [ (x ) (xcos( )+ sin(x))’ = 2cos(x) — wsin(x), b) f’(z) = (32> + %)’ =
6z — 123 c) f”( ) = (—2zsin(2?)) = —4a? cos(x?) — 2sin(z?).

a) smg(ty , b)) 1, ¢)2z+uy.

(Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben finden Sie in Abschnitt B.19)
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Losungen zu den weiterfithrenden Aufgaben

B.18 Differentialrechnung I

1. Ja.
2. Ja: f'(0) = 0.
—3x+44
3. a) e ®(3cos(3z — 1) —sin(3z — 1))  b) —15e73eT4/22 — 1 + w(seT—ilm
0) _2(1+3)
2

4. Tipp: Nahern Sie durch die Tangente an der Stelle xyp = 0. Es ergibt sich der
Niherungswert: e %91 ~ 0.99.

a) Tangente: h(t) = ¢t b) zum Zeitpunkt b ¢)a

a) t(x) = —512.5 + 60x b) C(16) ~ 447.5

a) D(p) = 1400 — 5p, 0 < p < 280 b) p > 140

a) 0 b) 3 c) —o0

O N






Literatur

10.
11.

12.

13.

14.

15

Mathematische Vorkenntnisse

. A. Adams et al., Mathematik zum Studieneinstieg, 4. Auflage, Springer, Berlin,
2002.

A. Kemnitz, Mathematik zum Studienbeginn, 5. Auflage, Vieweg, Braunschweig,
2002.

W. Purkert, Briickenkurs Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler, 4. Auflage,
Teubner, Stuttgart, 2001.

W. Timischl und G. Kaiser, Ingenieur-Mathematik I-1V, E. Dorner, Wien, 1997—
2001.

Mathematik fiir Informatiker

M. Brill, Mathematik fiir Informatiker, Carl Hanser, Miinchen, 2001.

W. Dorfler und W. Peschek, Finfihrung in die Mathematik fir Informatiker, Carl
Hanser, Miinchen, 1988.

D. Hachenberger, Mathematik fiir Informatiker, Miinchen, Pearson, 2005.

P. Hartmann, Mathematik fiir Informatiker, Vieweg, Braunschweig, Wiesbaden,
2002.

Mathematik fiir Technik oder Wirtschaft

W. Béhm und H. Strasser, Mathematik fiir Wirtschaft und Management, Skriptum,
Wirtschaftsuniversitdt Wien, 2003.

M. Fulmek, Finanzmathematik, Skriptum, Universitat Wien, 2005.

E. Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, 8. Auflage, John Wiley, New
York, 1999.

P. Stingl, Mathematik fiir Fachhochschulen: Technik und Informatik, 6. Auflage,
Carl Hanser Verlag, Miinchen, 1999.

K. Sydseeter und P. Hammond, Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler, Pear-
son, 2004.

J. Tietze, FEinfihrung in die angewandte Wirtschaftsmathematik, 10. Auflage,
Vieweg, Braunschweig, 2002.

Analysis

. K. Fritzsche, Mathematik fiir Einsteiger, Spektrum, Heidelberg, 2001.



376

16

17.
18.

19.
20.

21.
22.

23.

24.

25.
26.

27.

Literatur

. M. Oberguggenberger und A. Ostermann, Analysis fir Informatiker, Springer,
Berlin, 2005.

Statistik

L. Fahrmeir et al., Statistik, 5. Auflage, Springer, Berlin, 2004.

K. Mosler und F. Schmid, Wahrscheinlichkeitsrechnung und schlieffende Statistik,
2. Auflage, Springer, Berlin, 2006.

L. Sachs, Angewandte Statistik, 10. Auflage, Springer, Berlin, 2002.

M. Sachs, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik fiir Ingenieurstudenten an
Fachhochschulen, Fachbuchverlag Leipzig, Miinchen, 2003.

J. Schira, Statistische Methoden der VWL und BWL, Pearson, Miinchen, 2003.
W. Timischl, Qualitdtssicherung, 3. iiberarbeitete Auflage, Hanser, Miinchen, 2002.

Mathematica

R.E. Maeder, Computer Science with Mathematica, Cambridge UP, Cambridge,
2000.
S. Wolfram, The Mathematica Book, 5th edition, Wolfram Media, 2003.

Ressourcen im Internet

mathe online, http://www.mathe-online.at/

Eric W. Weisstein et al., MathWorld-A Wolfram Web Resource,
http://mathworld.wolfram.com/

Wikipedia Mathematik, http://de.wikipedia.org/wiki/Mathematik


http://www.mathe-online.at/
http://mathworld.wolfram.com/
http://de.wikipedia.org/wiki/Mathematik

Verzeichnis der Symbole

A
ANB
AUB

=
X

S
Sy

SENMS

e

)
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¥

arccos
arccot
arcsin
arctan
arcosh
arsinh
cos
cosh
cot
coth

C

.. Méchtigkeit einer Menge
.. Durchschnitt von Mengen
.. Vereinigung von Mengen
... Differenz von Mengen
.. kartesisches Produkt
.. leere Menge
.. Element von
... Teilmenge
.. Absolutbetrag
.. Hintereinanderausfithrung
.. offenes Intervall
.. halboffenes Intervall
.. halboffenes Intervall
... abgeschlossenes Intervall
.. Fakultéat
... Binomialkoeffizient
...Norm (Lénge)
.. Skalarprodukt
..zu z konjugiert komplexe Zahl

.. Arcuskosinus, 27
.. Arcuscotangens, 28
.. Arcussinus, 27
.. Arcustangens, 28
.. Areakosinus hyperbolicus, 23
.. Areasinus hyperbolicus, 23
... Kosinus, 23
... Kosinus hyperbolicus, 21
... Kotangens, 27
... Kotangens hyperbolicus, 23
.. Menge der komplexen Zahlen



378 Verzeichnis der Symbole

C(D) ... Menge der auf D stetigen Funktionen, 55
CY(D) ... Menge der auf D stetig differenzierbaren Funktionen, 58
Ck(D) ... Menge der auf D k-mal stetig differenzierbaren Funktionen, 67
Xin:p ... p-Quantil der y2-Verteilung, 319

Frimoip - - - p-Quantil der F-Verteilung, 322

F,(z) ... Fourierpolynom, 136

I'(x) ... Gammafunktion, 124

grad ... Gradient, 161

i = /=1 Imaginiire Einheit

Im ... Imaginérteil

inf ... Infimum

Ik ... Integral, 117

e ... Euler’sche Zahl

E(X) ... Erwartungswert einer Zufallsvariable X, 262
In = log, natiirlicher Logarithmus, 19

log,, ... Logarithmus zur Basis a, 19

lim ... Grenzwert, 50

max ... Maximum

min ... Minimum

N = {1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen

Ny = Nu{0} ={0,1,2,...}

o(f) ... Landausymbol

o(f) ... Landausymbol

0 ... partielle Ableitung, 155

I1 ... Produktzeichen

P ... Standardnormalverteilung, 310

R ... Menge der reellen Zahlen

Re ... Realteil

sign ... Vorzeichenfunktion, 52

sin ... Sinus, 23

sinh ... Sinus hyperbolicus, 21

> ... Summenzeichen

sup ... Supremum

tmip ... p-Quantil der ¢-Verteilung, 321

tan ... Tangens, 27

tanh ... Tangens hyperbolicus, 23

T,.(z) ... Taylorpolynom, 78

Var(X) ... Varianz einer Zufallsvariable X, 266

Z ={..,-2,—-1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen

Zp ... p-Quantil der Standardnormalverteilung, 310



Index

Abkiihlungsgesetz, 197 Bogenma$, 23
Ablehnungsbereich, 350
Ableitung, 58, 159 Chaos, 95, 193

partielle, 67, 155 charakteristische Gleichung, 187
absolut stetig, 256 Chi-Quadrat-Anpassungstest, 356
Additionstheoreme, 26 Chi-Quadrat-Test fiir die Varianz, 355

Hyperbelfunktionen, 22 Chi-Quadrat-Verteilung, 319
Alternativhypothese, 350
Anfangsbedingungen, 171 de ’Hospital, 66
Anfangswert, 171 Differential, 58
Anfangswertproblem, 171 Differentialgleichung, 171
Ankathete, 24 autonome, 171
Arbitrage-Geschift, 296 gewohnliche, 171
Arcusfunktionen, 27 homogene, 182
Areafunktionen, 23 lineare, 182
asymptotische Naherung, 9 Ordnung, 171
Audiokompression, 142 partielle, 172
Ausgleichsgerade, 215 Differenzierbar, 159

Diode, 99

Basis, 16 Diversifikation, 274
Bayes

Formel von, 241 Effektivwert, 131
Bayes’sche Klassifizierung, 243 Eigenschwingung, 141
Benford’sches Gesetz, 206 Einheitswurzeln, 32
Bernoulli-Experiment, 290 Elastizitét, 62
Bernoulli-Kette, 290 Elementarereignis, 228
Bernsteinpolynome, 42 Ereignis, 228
Bildkompression, 142 unvereinbar, 229
Binomialverteilung, 292 vereinbar, 229

Additionseigenschaft, 293 Ereignisalgebra, 231

Symmetrieeigenschaft, 293 Ergebnismenge, 227
binomischer Lehrsatz, 292 Errorfunktion, 132
Black-Merton-Scholes-Formel, 296 erwartungstreu, 333
Blindwiderstand, 186 Erwartungswert, 262
Bogenldnge, 126 erzeugende Funktion, 282

Bogenlédnge, 23 Euler’sche Formel, 30
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Euler’sche Zahl, 18
Exponent, 16
Exponentialfunktion, 17

komplexe, 29
Exponentialverteilung, 273
exponentielle Abnahme, 17
exponentielles Wachstum, 17
Extremwert, 86

F-Verteilung, 322
Faktorisierung, 7
Faltung, 264
Fehler

1. Art, 350

2. Art, 351
Fehlerfunktion, 132
FFT (Schnelle Fouriertransformation), 139
Finanzinstrument, 296
Fisher-Verteilung, 322
Fixpunkt, 96, 175
Fixpunktgleichung, 96
Fixpunktsatz, 97
Formel von Moivre, 31
Fourierkoeffizienten, 136
Fourierpolynom, 136
Fourierreihe, 139
Fouriertransformation

diskrete, 139
Fraktal, 95
Fraktale Bildkomprimierung, 95
Freiheitsgrad, 319
Fundamentalsatz der Algebra, 8
Funktion

gerade, 22

konstante, 2

kubische, 4

lineare, 3

periodische, 25

quadratische, 4

rationale, 2

stetige, 55, 151

ungerade, 22

Giitefunktion, 350
Gammafunktion, 124
Gauf3-Test, 353

GausB’sche Glockenkurve, 309
Gauf’sche Glockenkurve, 90
GauB-Verteilung, 309
Geburstagsparadoxon, 234
Gefangenendilemma, 98
Gegenereignis, 229

Gegenkathete, 24
geometrische Verteilung, 283
Gerade, 2
Gesetz der groflien Zahlen, 277
Gleichanteil, 137
Gleichgewichtslage, 175
Gleichverteilung, 257, 272
Grad
Polynom, 1
Gradient, 161
Grenzerlos, 62
Grenzkosten, 74
Grenzwert, 50, 150
linksseitiger, 51
rechtsseitiger, 51
Grundgesamtheit, 201

Haufigkeit

absolute, 203

relative, 203
Halbwertszeit, 20
Hashfunktion, 105
Hauptsatz der Differential- und Integral-

rechnung, 119

Hauptsatz der Statistik, 278
Hauptwert, 28
Hesse-Matrix, 162
Horner-Schema, 42
I’Hospital, 66
Hyperbelfunktionen, 21
hypergeometrische Verteilung, 289
Hypotenuse, 24
Hypothesentest, siehe Test

Impedanz, 185, 191
Integral

bestimmtes, 117

unbestimmtes, 111

uneigentliches, 123
Integrand, 112
Integration

durch Substitution, 115

partielle, 114
Integrationskonstante, 112
Integrationsvariable, 112
Interpolation, 12

lineare, 3
Interpolationspolynom, 14
Interpolationsproblem, 13
Interquartilsabstand, 211
Irrtumswahrscheinlichkeit, 336
Iteration, 96



Jacobi-Matrix, 155
JPEG-Verfahren, 142

kartesische Koordinaten, 28
Kettenlinie, 127, 198
Kettenregel, 63
Klassen, 204
Koeffizient

Polynom, 1
Kollision, 235
Konfidenzintervall, 336
Konfidenzniveau, 336
konkav, 84
konsistent, 333

im quadratischen Mittel, 333
Kontraktion, 96
Kontraktionsprinzip, 97
Konvergenzradius, 81
konvex, 84
Koordinaten

kartesische, 28

Polar-, 28
Korrelation, 214, 271
Korrelationskoeffizient, 271

empirischer, 213
Kosinus, 23

hyperbolicus, 21
Kostenfunktion, 4, 74
Kotangens, 27

hyperbolicus, 23
Kovarianz

empirische, 213

von Zufallsvariablen, 270
Kurtosis, 268
Kurve, 126

Lagerkostenfunktion, 105, 169
Landausymbol, 80
Laplace-Experiment, 229
Leibniz, 59
Linearfaktor, 8
Linearisierung, 60
Linearitét

Ableitung, 63

Integral, 113
linksschief, 268

logarithmische Normalverteilung, 328

Logarithmus, 19
natiirlicher, 19

logistisches Wachstumsmodell, 173

Lorenz-System, 193

Index

Majorantenkriterium, 124
Maximum
globales, 86
lokales, 86
Median, 208, 260
Menge
fraktal, 95
selbstdhnlich, 95
Merkmal, 202
diskretes, 202
intervallskaliertes, 202
nominalskaliertes, 202
ordinalskaliertes, 202
qualitatives, 203
quantitatives, 203
stetiges, 202
verhéltnisskaliertes, 202
Methode der kleinsten Quadrate, 107
Minimum
globales, 86
lokales, 86
Mittel
arithmetisches, 207
geometrisches, 207
harmonisches, 207
Mittelwert, 207
linearer, 137
Mittelwertsatz, 61
Modalwert, 208
Moivre’sche Formel, 31
Moment, 268
Monte Carlo Methode, 122
MP3-Verfahren, 142
multivariat, 203

Nachfragefunktion, 91
Nash-Gleichgewicht, 98
Newton, 59
Newton-Verfahren, 94
No-Arbitrage-Prinzip, 296
Normalverteilung, 90, 309
normiertes Polynom, 1
Nullhypothese, 350
Nullstelle, 5

Vielfachheit, 8

Oligopol, 97
Optimierung, 85, 90
Option, 296

p-Wert, 354
Parabel, 4
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Partialbruchzerlegung, 11

Partition, 240

Pearson’scher Korrelationskoeffizient, 213
Periode, 25

Periodizitat, 25

Poisson-Prozess, 299

Poisson-Verteilung, 299

Polardarstellung, 29

Polarkoordinaten, 28

Polstelle, 10

Polynom, 1
Fourier-, 136
Taylor-, 78

trigonometrisches, 136
Polynomdivision, 7
Potenzfunktion, 17
Potenzreihe, 81
Priifgrofle, 319, 350
Priifwert, 350
Preiselastizitiit, 62
Produktraum, 275
Produktregel, 63
Produktwahrscheinlichkeit, 275

quadratisch ergénzen, 5
quadratische Gleichung, 5
Quantil, 209, 260
Quartile, 209
Quotientenregel, 63

Radiant, 23
radioaktiver Zerfall, 20
Rechteckverteilung, 272
rechtsschief, 268
Regression

nichtlineare, 217
Regressionsgerade, 215
Regula falsi, 94
relative Anderungsrate, 62
Resonanzfrequenz, 191
Resonanzkatastrophe, 191
Restglied, 79
Richtungsableitung, 161
Risiko einer Aktie, 273

Sattelpunkt, 88, 163

Satz
Approximationssatz von Weierstraf}, 15
Bernoulli, 277
Fundamentalsatz der Algebra, 8
Peano, 178
Picard-Lindelof, 178

Pythagoras, 26

Rolle, 61

Weierstraf}, 56
Schétzfunktion, 333
Scheinwiderstand, 186
Schiefe, 268
Schmetterlingseffekt, 193
Schwingkreis, 190
Sekante, 57
Sekantenverfahren, 94
seltsamer Attraktor, 194
Separation der Variablen, 177
Shamir’s Secret Sharing, 15
Signifikanzniveau, 350
Sinus, 23

hyperbolicus, 21
Skala

Kardinal-, 203

metrische, 203
Sonntagsfrage, 347
SPAM-Filter, 242
Spannweite, 211
Spieltheorie, 98
Spline, 68

linear, 68
Splines, 15
stiickweise stetig, 121
Stabdiagramm, 204
Stammfunktion, 111
Standardabweichung

Stichproben-, 210

Zufallsvariable, 266
Standardnormalverteilung, 310
Statistik, 201

beschreibende, 201

explorative, 201

induktive, 201
stetig, 55, 151

stiickweise, 121
Stichprobe, 201

verbundene, 344

Umfang, 201
Stichprobenfunktion, 332
Stichprobenvariablen, 331
Streudiagramm, 211
Student-Verteilung, 321
Stiitzpunkte, 13
Superpositionsprinzip, 186

t-Test, 355
t-Verteilung, 321



Tangens, 27
hyperbolicus, 23
Tangente, 58
Tangentialebene, 154
Taylorpolynom, 78
Taylorreihe, 81
Test
einseitig, 353
parametrischer, 350
zweiseitig, 353
Teststatistik, 350
Trennung der Variablen, 177
Tschebyscheff
Interpolation, 15
Ungleichung, 271

u-Test, 353

Ungleichung von Tschebyscheff, 271
unimodal, 320

univariat, 203

unkorreliert, 271

unverzerrt, 333

Urliste, 203

Value at Risk, 315
Vandermonde’sche Identitéit, 290
Varianz
Stichproben-, 210
Zufallsvariable, 266
Verteilte Geheimnisse, 15

Index

Verteilungsfunktion, 253
empirische, 278
Vertrauensintervall, 336
Volatilitat, 273
Volterra-Lotka Modell, 192

Wachstum
exponentielles, 17
logistisches, 41
Wabhrscheinlichkeit, 231
bedingte, 236
Multiplikationssatz, 236
Wavelets, 141
Weibull-Verteilung, 73, 328
Weierstrafl
Approximationssatz, 15
Wendepunkt, 87
Wirkwiderstand, 186
Waurzel einer komplexen Zahl, 31

z-Test, 353
z-Transformation, 283
zentraler Grenzwertsatz, 315
Zentralwert, 208
Zufallsexperiment, 227
Zufallsstichprobe, 201, 331
Zufallsvariable, 251

entartete, 267

stetige, 255
Zwischenwertsatz, 55
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