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Vorwort

Dieses Vorlesungsskriptum entsteht beziehungsweise entstand im Laufe des Wintersemes-
ters 2012/13 begleitend zur dreistiindigen Vorlesung Lineare Algebra fiir PhysikerInnen an der
Universitdt Wien. Ich bedanke mich sehr herzlich bei meinem fritheren Lehrer und nunmeh-
rigen Kollegen Michael Grosser dafiir, dass er mir sein Manuskript zur Verfiigung gestellt hat,
das er zu einer fast gleichnamigen Vorlesung vor zehn Jahren ausgearbeitet hatte. Ich ent-
schuldige mich bei ihm und bei den aktuell betroffenen Studierenden fiir etwaige inhaltliche
und stilistische Verschlechterungen, die ich dem urspriinglichen Text im Zuge meiner Neuge-
staltung vielleicht antun werde beziehungsweise angetan habe: Fehler und Ungereimtheiten
in der aktuellen Fassung sind daher zur Ginze mir anzulasten, alle gut gelungenen Aspekte
hingegen sind fast sicher Michael Grossers Verdienst.

Eine Warnung an die Studierenden: Das Vorlesungsskriptum ist nicht dafiir geeignet, den Besuch der
Vorlesung zu ersetzen. Das gilt selbst dann, wenn ,,eh alles im Skriptum steht, was der in der VO auf
die Tafel schreibt“. Weiters ist dieses Skriptum auch nicht so entworfen oder formuliert worden, dass
es wie ein Buch lesbar wére und die Beschiftigung mit Fachbiichern iiberfliissig oder uninteressant
machen wollte. Das gilt gerade dann, wenn ,der in der VO sich mit dem Stoff eh an kein Buch halt®.
Lesen Sie dazu zum Beispiel den (sehr kurzen) Abschnitt 1.4 im unten angefiihrten Buch von Janich.?

Gilinther Hérmann, Wien, Juli 2012 bis Janner 2013

Hier noch eine sehr kleine Auswahl an einfithrenden Biichern mit Kiirzestkommentaren da-
zu: Janich ist ein (kleines, feines und) vergniigliches Begleit-Lesebuch zu den wesentlichen
Begriffen (mit einigen spezifischen Bemerkungen auch zur Physik). Fischers Biicher sind et-
was umfangreicher und mehr mit Beispielen durchsetzt. Brocker ist ein wenig abstrakter an-
gelegt und gibt auch kleine Einfithrungen in weiterfithrende Theorien. Muthsam hat eben
diese Vorlesung mehrmals gehalten und bringt eine Fiille von konkreten Anwendungen u.a.
auch mit numerischen Aspekten.

Th. Brocker, Lineare Algebra und analytische Geometrie, Birkhduser Verlag.

G. Fischer: frither in zwei Banden Lineare Algebra und Analytische Geometrie und neuerdings
Lernbuch Lineare Algebra und Analytische Geometrie: Das Wichtigste ausfiihrlich fiir das Lehr-
amts- und Bachelorstudium, Vieweg+Teubner.

K. Janich, Lineare Algebra, Springer-Verlag.

H. Muthsam, Lineare Algebra und ihre Anwendungen, Spektrum Akademischer Verlag.

2Eine Kopie der betreffenden zwei Seiten lasse ich Studierenden gerne auf Anfrage zukommen.
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S1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME I

1.1. Beispiel einer Briickenschaltung: In dem unten skizzierten elektrischen Netz-

werk sollen die Strome I4,..., I bestimmt werden.
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Mit Hilfe der Kirchhoffschen Gesetze konnen wir Gleichungen fiir die Strome in jedem Knoten
und fiir die Spannungen in jeder Masche aufstellen.

Knotengleichungen: Die Regel, dass die Summe der hereinflieBenden Stréme in jedem der

vier Knoten Null sein muss,

bei A
bei B
bei C
bei D

ergibt

I,-5L-1,=0,
L+1g—13=0,
L+15—1=0,
I—1I,—I5=0.

Maschengleichungen: Die Summe der Spannungen beim orientierten Umlauf jeder Masche®
muss Null sein. Die Spannungen an den einzelnen Widerstanden erhalten wir jeweils als Pro-
dukt des elektrischen Widerstandes mit der Stromstérke. Fiir jene Maschen, die auch die bei-
den Spannungsquellen beinhalten, miissen wir zusétzlich eine Konstante entsprechend 3 V
Spannung in die Bilanz aufnehmen. Wir finden sieben Maschen und erhalten

3ein geschlossener Weg im Netzwerk, der keine Verbindung zwischen zwei Knoten ein zweites Mal passiert



3001; — 10076 — 50015 + 100014 =0,

2001, — 50015 + 100014 =0,

50015+ 1001 + 10013 = 3,

100014 +3001; + 10013 =3,

100014 +2001, + 10015 + 10015 = 3,

v 3001; — 10015 — 2001, =0,

50015 - 200> +3001; + 10013 = 3.

Insgesamt ergeben sich also elf Gleichungen fiir die sechs Unbekannten I, ..., Is.

1.2. Fragen und Probleme im Zusammenhang mit solchen Beispielen:

1.

Wie lautet ein zuverldssiges und halbwegs ,sparsames” Losungsverfahren, das fiir jedes
derartige Gleichungssystem anwendbar ist?

. Elf Gleichungen und sechs Unbekannte — kann man nicht von Anfang an fiinf Gleichun-

gen weglassen und mit sechs Gleichungen in sechs Unbekannten rechnen?

. Wenn ja: Wie findet man fiinf , iiberfliissige“ Gleichungen heraus?

Gibt es (auch bei sehr komplizierten Netzwerken) immer genau eine Losung?

. Falls es moglich ist, dass ein lineares Gleichungssystem keine Losung oder mehrere Lo-

sungen hat: Wie kann man das bereits vor dem Losen erkennen?
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6. Falls es mehrere Losungen gibt: Welche Gestalt hat die Menge aller Lésungen eines der-
artigen Systems und auf welche Art kann man sie moglichst tibersichtlich darstellen?

Punkt 1. ldsst sich ohne lange Vorbereitungen beantworten, indem wir gleich unten den so-
genannten Gaul3-Algorithmus besprechen. Die Klarung der Punkte 2.-6. erfordert jedoch ei-
ne Theorie linearer Gleichungssysteme und keine — auch noch so ausfiihrliche — Betrachtung
einzelner Gleichungssysteme kann dies leisten. Kapitel 5 wird, mit Hilfe von Resultaten aus
Kapiteln 3 und 4, Antworten auf die Fragen unter 2.-6. geben. In Kapitel 2 werden wir zu-
nédchst besprechen, wie mit den , Losungstupeln (I,..., Ig) und dem , Koeffizientenhaufen*

aus den obigen Gleichungen sachgemall umzugehen ist.

1.3. Das Eliminationsverfahren von GauR ist ein Algorithmus zum Lésen linearer
Gleichungssysteme

anxy + appxy + - + aipxy, = b

ax1X1 + AoaXp + -++ + AopnXy = by

Am1X1+ AmaX2 + -+ + AmnXn = by,

mit den n Unbekannten x,...,x, und den m - n Koeffizienten a;1,..., a;;, aus R (oder aus C
oder aus einem beliebigen Korper K).

Wenn b; =0fiiralle i € {1,..., m} gilt, dann sprechen wir von einem homogenen linearen Glei-
chungssystem - ein solches besitzt natiirlich immer zumindest die Losung x; = ... = x, = 0.
Wenn b; # 0 fiir mindestens ein i € {1,..., m} gilt, dann handelt es sich um ein inhomogenes
lineares Gleichungssystem.

Idee des Verfahrens: Wir versuchen, das Gleichungssystem durch passende (Aquivalenz-)
Umformungen auf die Gestalt

zu bringen und dann von unten nach oben aufzurollen (,Vorwirtseliminieren und , Riick-
wiértssubstituieren®).




Fiir den Beginn des Verfahrens schreiben wir die Unbekannten nicht mehr zu den Koeffizi-
enten dazu, dafiir aber alles in Spalten nach den Nummern der Unbekannten sortiert und
fein sduberlich untereinander, wobei wir ,fehlende“ Glieder durch Nullen als Koeffizienten
auffiillen. Im Fall des obigen Netzwerkbeispiels haben wir m = 11 und n = 6 und das Schema

sieht so aus:

-1 -1 0 1 0 0 0
1 0 -1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 -1 10
0 0 1 -1 -1 0 0

300 0 0 1000 -500 -100 |0
0 200 0 1000 -500 0 0
0 0 100 O 500 100 |3

300 -200 O 0 0 -100 | O

300 0 100 1000 0 0 3
0 200 100 1000 0 100 |3

300 -200 100 O 500 0 3

Genauere Beschreibung des Verfahrens:

1.a. Suche links beginnend die erste Spalte, in der mindestens ein Koeffizient # 0 ist. Setze
eine Gleichung (d.h. Zeile) an die erste Stelle, die in dieser Spalte einen Koeffizienten
u # 0 hat. Dann ergibt sich folgende Situation:

1.b. Stelle nun unterhalb von u immer Nullen dadurch her, dass z.B. von Gleichung (*) das

Y fache der ersten Gleichung abgezogen wird. Dann ergibt sich folgendes Bild:
u




2. Betrachte das fett umrandete Teil-Gleichungssystem und verfahre dort wie bei 1.a und
1.b. AuBerhalb des fetten Randes dndert sich dabei nichts mehr. Wiederhole diese Um-
formungen in den immer kleiner werdenden Teil-Systemen, bis das Endresultat dieses
Prozesses folgendermalien aussieht:

k 3k ok 3k 3k

Zeile 1 0 Cpjy * % % %% d;
Zeile 2 0 dp
alle ¢;j, 70

Zeile r 0 Crj, ** * %% | d

0 dr+1

0
Zeile m 0 dm

f Spalte j; 1 Spalte j, 1 Spalte j,

3. Falls eines der d; 1, ..., d,; ungleich 0 ist, so hat das Gleichungssystem keine Losung.
(In den Zeilen r + 1 bis m stehen ja links nur Nullen!)

Sind alle d; 41, ...,d, gleich 0, so ist das System losbar.

4. Im letzteren Fall sind die Unbekannten entsprechend der Spalten mit Sternen * frei wéhl-
bar. Dies ergibt n — r viele ,freie Parameter®, zum Beispiel 11, ..., f,,—r.

5. Die restlichen r Unbekannten xj,,...,x;, werden mit Zeile r beginnend von unten nach
oben durch die dy,...,d; und die f,..., t;,—, ausgedriickt. Hier brauchen wir, dass alle
¢ij; # 0 sind.

An dieser Stelle empfehle ich, am besten gleich mal zur Gau3-Elimination in einem {iber-
sichtlichen Zahlenbeispiel in Punkt 1.4 weiter unten zu springen und sich bei Interesse da-
nach auch an der konkreten Losung fiir unser obiges Schema aus der Briickenschaltung zu
versuchen.

»Auer Konkurrenz“ — Losung des Netzwerkbeispiels:  Ubermiitige konnen das eben beschriebene Verfah-
ren natiirlich sofort auf das obige Netzwerkbeispiel anwenden, aber ich empfehle eher, dies allenfalls erst nach dem néchsten kleineren
Zahlenbeispiel wirklich zu tun. Im Schema des Endresultats hédngen die konkreten Zahlen im rechten oberen Bereich tibrigens von der je-
weiligen Zeilenwahl ab, die immer in Schritt 1.a getroffen wird, aber die Grundstruktur ist fiir alle Variationen dieselbe (was aber erst mit ein
bisschen mehr Theorie leicht einzusehen ist). Unterwegs ist es (vor allem bei handischer Rechnung) auch ratsam, gelegentlich bei einzel-
nen Gleichungen zur Vermeidung gro8er Zahlen durch gemeinsame Faktoren zu dividieren oder zur Vermeidung von Briichen passend zu
multiplizieren. In dieser Art kénnen wir ausgehend von dem obigen Beginnschema diese Folge von Schemata produzieren:



-1 -1 0 1 0 0 0 -1 -1 0 1 0 0 0
0 -1 -1 1 0 1 0 0 -1 -1 1 0 1 0
0 1 0 0 1 -1 0 0 0 -1 1 1 0 0
0 0 1 -1 -1 0 0 0 0 1 -1 -1 0 0
0 -300 0 1300 -500 -100 | O 0 0 300 1000 —-500 —400 | O
0 200 0 1000 —-500 0 0 0 0 -200 1200 -500 200 | O
0 0 100 0 500 100 | 3 0 0 100 0 500 100 | 3
0 =500 0 300 0 -100 | 0 0 0 500 -200 0 -600 | O
0 -300 100 1300 0 0 3 0 0 400 1000 0 =300 | 3
0 200 100 1000 0 100 | 3 0 0 -100 1200 0 300 | 3
0 -500 100 300 500 0 3 0 0 600 —-200 500 500 | 3

Bevor wir weiterrechnen, dividieren wir hier die Gleichungen der Zeilen 5, 6 und 8 allesamt durch 10 und kommen nach Nullenproduktion
in der dritten Spalte auf

-1 -1 0 1 0 0 0 -1 -1 0 1 0 0 0
0o -1 -1 1 0 1 0 0o -1 -1 1 0 1 0
0 0 -1 1 1 0 0 0 0 -1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 5 -6 0
0 0 0 13 -2 -4 0 0 0 0 13 -2 -4 0
0 0 0 10 -7 2 0 0 0 0 10 =7 2 0
0 0 0 100 600 100 | 3 0 0 0 100 600 100 | 3
0 0 0 3 5 -6 0 0 0 0 1400 400 300 | 3
0 0 0 1400 400 -300 | 3 0 0 0 1100 -100 300 | 3
0 0 0 1100 -100 300 | 3 0 0 0 400 1100 -500 | 3
0 0 0 400 1100 -500 | 3 0 0 0 0 0 0 0

Wir haben rechts einfach nur die 8. Zeile mit dem fithrenden 3er hinauf geholt und die 4. Zeile (mit lauter Nullen) gleich ganz nach unten ge-
schoben. Die nédchstkleineren Teilsysteme sehen nach , kosmetischen Operationen zur Erhaltung der Ganzzahligkeit“ (vorher Multiplikation
mit 3, dann nach Reduktion wieder Division durch 3) der betroffenen Zeilen dann so aus:

-1 -1 0 1 0 0 0 -1 -1 0 1 0 0 0
0 -1 -1 1 0 1 0 0 -1 -1 1 0 1 0
0 0 -1 1 1 0 0 0 0o -1 1 1 0 0
0 0 0 3 5 -6 0 0 0 0 3 5 -6 0
0 0 0 0 =71 66 0 0 0 0o 0 -71 66 0
0 0 0 0 =71 66 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1300 900 | 9 0 0 0 0 0 49900 | 213
0 0 0 0 | —5800 7500 | 9 0 0 0 0 0 49900 | 213
0 0 0 0 | —5800 7500 | 9 0 0 0 0 0 49900 | 213
0 0 0 0] 1300 900 |9 0 0 0 0 O 49900 | 213
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Und unser Verfahren endet nun schliefflich mit folgendem Schema:
0 1 0 0 0
-1 1 0 1 0
0 -1 1 1 0 0
0 0 3 5 0
0 0 0 0
0 0 0 0 213
0 0o 0 0 o0 o
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

Es ist also r = 6 und wir sehen unmittelbar, dass das Gleichungssystem lgsbar ist, weil in den Zeilen mit Nummern 7-11 auch rechts nur
Nullen stehen. Weiters ist hier r = 6 = n, also haben wir keine freien Parameter und die Unbekannten ergeben sich sukzessive aus den



Gleichungen in Zeile 6, dann Zeile 5, ... und schlieflich Zeile 1 wie folgt:

213

~ 49900

66 99

=—Jg=——
71

Is

Ji =
5 6= 24950

Ii=2lg- 215 = —22
47267357 oars
147

L=l+15= 5055

3
b=-I3+l3= ——
2773747 9980
81

L=-Db+lj=——
1= 70270 49900

(entspricht = 4,27 mA),

(entspricht = 3,97 mA),

(entspricht = 1,92 mA),

(entspricht = 5,89 mA),

(entspricht = 0,30 mA),

(entspricht = 1,62 mA).

1.4. Ein Zahlenbeispiel mit 5 Gleichungen in den 7 Unbekannten xj,...,x; (d.h. m =5

und n=7):

X9 + 2X4 — X5 — 4Xxg
X3 — X4 — X5 + 2Xg

X2 + 2X4 + X5 — 2Xg
X3 — X4 +

Xo+ X3 + X4 +

+ X7

X7 =

=4

-4
4

2x6 — X7 = -2

0

Zunichst machen wir daraus das Anfangsschema und bemerken, dass die Konstellation fiir
Schritt 1.a bereits mit Spalte 2 erfiillt ist:

0oj1 0 2 -1
0 01 -1 -1
010 2 1
0 01 -1 O
011 1 O

-4
2
-2
2
0

0
1
0
-1
1

Nach Anwendung von Schritt 1.b kommen wir auf folgendes Schema mit dem entsprechend
umrandeten Teil-Gleichungssystem bestehend aus 4 Gleichungen fiir 5 Unbekannte:

0|10 2 -1 -4 0]4
001 -1 -1 2 1|[-4
0 0/0 0 2 2 0
0 0/1 -1 0 2 -1|-2
0 0[1 -1 1 4 1 |-4

GemalR Verfahrensschritt 2 wenden wir nun 1.a und 1.b auf das Teilsystem an und kommen

auf

0]1 0 2 -1 -4 0|4
:IT|1—1—121—4
000/0 2 2 0]0
0000 1 0 -2|2
0000 2 2 0]0




und dann weiter auf

0]1r 0 2 -1 -4 0 4
0 0J1 -1 -1 2 1 | -4
0 0 0 O 2 2 010
0 00 0 O0|-1 -2]2
0 00 0 0|0 OO
und haben somit ohne weitere Rechnung als Endschema

0]1 o0 4
0 0]1 —4
0 0 O 0
0 0O 2
000 0 O 0 0]O0

mitr=4und j; =2, j» =3, js=5und j; =6.

Im 3. Schritt stellen wir mit Blick auf Zeile 5 fest, dass das Gleichungssystem losbar ist.
Im 4. Schritt stellen wir die n — r = 7 — 4 = 3 freien Parameter {1, £, 3 auf und setzen
und x;=13.

X1=h, X4=1D

(Erinnere: hier kommen jene x; dran, fiir die i verschieden von j;, j» und js ist!)

Im 5. Schritt kommt das ,Aufrollen von unten“:

4.Gleichung: —-xg—2x7=2 = x5=-2-213.
3.Gleichung: 2x5+2x=0 = Xx5=-Xx5=2+213.
2.Gleichung: x3—x4—X5+2x6+x7=—4 = X3=—-4+56+2+263+4+413—13=2+1+513.

1. Gleichung: xp+2x4—x5—4x=4 = Xp=4-20+2+213—-8-813=-2-21,—613.

Zusammenfassend konnen wir die Losungen so darstellen: Es gilt mit #, f», t3 beliebig (aus R)

X1 = h

Xo= -2 -2t —613
X3 = 2 +1 4513
X4 = 53

X5 = 2 213
Xeg= —2 —213
X7 = I3



beziehungsweise in Tupelschreibweise (d.h. Vektoren im RY)

X1 0 1 0 0
X2 -2 0 -2 -6
X3 2 0 1 5
X =10 |+51]0|+56] 1 |+5] 0
X5 2 0 0 2
x| -2 0 0 2
X7 0 0 0 1

1.5. Diskussion des Verfahrens:

1. Betrachtet man die vorgeschriebenen Schritte sorgfiltig, so erkennt man, dass das Ver-
fahren ,immer funktioniert®, d.h. es ist auf jedes lineare Gleichungssystem anwendbar
und liefert immer ein Ergebnis.

2. Eigentlich wird in den Schritten 4 und 5 nicht das gegebene System gelost, sondern das
umgeformte. Wir konnen uns aber leicht davon iiberzeugen, dass im Laufe des Um-
formungsprozesses weder Losungen verloren gegangen noch welche dazugekommen
sind: Jeder Schritt war eine ,Aquivalenzumformung*, d.h. ist ein 7-Tupel (x,..., x7) vor-
her eine Losung des Systems, dann ist es auch nachher eine; und ist es nachher Losung,
dann war es schon vorher eine (die Umformungsschritte waren Tausch von Gleichun-
gen, Subtraktion eines Vielfachen einer Gleichung von einer anderen Gleichung).

3. Das Verfahren beinhaltet im Schritt 1.a (und damit auch in der Folge in den Schritten
2) gegebenenfalls die Wahlfreiheit, welche von mehreren in Frage kommenden Zeilen
man an die erste Stelle setzt. Das Verfahren ist daher nicht vollstdndig deterministisch,
und verschiedene Auswahlen dieser Zeilen kénnten unterschiedlich aussehende Ergeb-
nisse liefern. Aber die sollten dann doch ,in Wirklichkeit“ gleich sein!? [Hier kann uns
nur die Theorie weiterhelfen.] Dasselbe gilt fiir einen , Platztausch“ der Unbekannten,
der doch die Lésung eigentlich nicht verdndern sollte!

X1 +Xx2 +x3 =5

1.6. Beispiel: o _ (Schnitt zweier Ebenen im Raum)
1 —X2 ==
X3 = t
1 1 1] 5 . 1 1 1 5 .
1 -1 0l -1 ergibt 12 _1| -6 und somit x» = 3 —t/2 (teR)
X =2 —t/2
X1 2 —%
oder in Vektorschreibweise X2 |=|3|+t]-3 1.
X3 0 1



. . . X3 +x1 +x2 =5
Noch weniger Rechenarbeit haben wir aber so: 3 ! 2

X1 —X2 =-1
X2 = u
1 1 1 5 .
und somit x; = -1 +u (ueR)
oj1 -1,|-1
X3 = 6 —2u
X1 -1
bzw. [x|=|0 [+u| 1 (2).
X3 6 -2

Die Losungsformeln (1) und (2) sollten doch , gleich® sein!?

Sie sind es natiirlich: Wahle in (1) einen bestimmten freien Parameter ¢, dann bekomme ich in
(2) fiir u = 3 — /2 dieselbe Losung; wéhle ich umgekehrt in (2) ein bestimmtes u, dann liefert
mir (1) fiir £ = 6 — 2u dieselbe Losung.

Wie steht es aber in uniibersichtlicheren Féllen mit vielen Gleichungen, vielen Unbekannten
und vielen freien Parametern? Hatten wir oben nur Gliick oder geht es immer gut? Welche
Freiheiten hat man im Allgemeinen beim Hinschreiben der Losung?

1.7. Ausblick auf die nédchsten Kapitel, ausgehend von linearen Gleichungssystemen:

Kurzschreibweise fur (xi,..., x;): Vektoren im R”, Vektorraume Kapitel 2, 3
ayl - Adin

Kurzschreibweise fiir ( : : ): Matrizen, lineare Abbildungen Kapitel 2, 4
aml ** AGmn

Kurzschreibweise A- x = b fiir lineare Gleichungssysteme: Matrixmultiplikation = Kapitel 2

Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems: Teilraum, affiner Teilraum Kapitel 3
Uberfliissige Gleichungen: Lineare Abhéngigkeit Kapitel 3
Verschiedene Darstellungen der Lésungsmenge: Erzeugendensystem, Basis Kapitel 3
Anzahl der freien Parameter der Losung: Dimension, Rang Kapitel 3, 4
Anwendung der allgemeinen Theorie auf lineare Gleichungssysteme Kapitel 5
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§2. VEKTOREN IM R", MATRIZEN

2.1. Der Raum R”: Wirsetzen R” :=Rx--- xR = {(x1,..., %) | X1,..., X, € R} und bezeich-
— —_———

n mal n-Tupel
nen jedes Element (xy,...,x,) € R" als Vektor im R". Hier ist (x,..., x;,) die Zeilenform und
X1

die Spaltenform des Vektors — erstere Schreibweise ist zwar in Texten platzsparend, aber

Xn
letztere ist im Zusammenhang mit Matrizenmultiplikation (s.u.) der Standard. Wir treffen die
X1 N
Vereinbarung der Kurzschreibweisen x=| : |eR”, y=| : |R" und somit
Xn Yn

x=y < x;=y; (=1,...,n).

2.2, Die Spezialfdlle n = 1,2,3 und n = 4: R! ist praktisch dasselbe wie R, die Menge
der reellen Zahlen.

2

X . . .
R2 = {(xl) | x1, xo € R} 14sst sich mittels kartesischem l
2 X2

Koordinatensystem als Ebene veranschaulichen:

X1 1

X1

R3 ={]| xo | | x1, X2, x3 € R} ist in dhnlicher Art als
X3

3-dimensionaler Raum auffassbar:

X3

/ -
1

X1 t

4 JCZ . . o o, es . xl
R* = { P | x1,%2,x3, x4 € R} wird in der Relativitdtstheorie auch als { x | t,x1, %2, x3 € R}

3 2

X4 X3

oder {(t,x) | t e R, x € R3} interpretiert.
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2.3. Rechenoperationen:

X1 N X1+n
Grundlegend: 1. Addition: | : [+] : |:= :
Xn Yn Xn+Yn
X1 Ax1
2. Vervielfachung: A-| : |:=| : (A € R); Multiplikation mit , Skalaren®
Xn Axy,
Weiters [vgl. Kapitel 7]:
X1 N
3. Skalarprodukt: ([ : ||| : Di=xi;y1+...+xXpVn [€R]
Xn Yn

Nur im R3 [siehe AnhangA.1]:

X1 Y1 X2Y3— X3)2
4. Vektorprodukt (duBeres Produkt): [ x2 | x| y2 |:=|x3y1—Xx1)3
X3 V3 X1Y2 — X2 )1

Zur Veranschaulichung von 1. und 2. im R? bzw. im R® miissen wir diese R4ume in flexiblerer
Weise geometrisch interpretieren als bisher blof durch Punkte und Koordinaten. Zum Bei-

S ]
spiel fiir ( 2) € R%:
/ / g,-'?f:-
o
| Y
Punkt Ortsvektor Menge aller ,,solchen" Verschiebung

Pfeile (d.h. gleichlang, (Translation)
gleiche Richtung, (3 nach rechts,
gleiche Orientierung) 2 hinauf)

2.4. Matrizen

Definition: Eine m x n-Matrix iiber R (m, n € N) ist ein rechteckiges Schema A = (a; ) i=1,...m

reeller Zahlen a; j, genannt die Koeffizienten (oder Komponenten) von A, der Form

ay -+ Ain

A — : : m Zeilen,
: . 1. Index = Zeilenindex,

Kurznotationen (A);; = a;; und A = (a;;).
Am1 - Qmn

n Spalten,
2. Index = Spaltenindex
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Analog sind Matrizen iiber einem anderen Korper K definiert: Koeffizienten a;; € K; A= B
<= Aund B haben gleiches Format und a;; = b; fir alle i, j. Die Menge aller m x n-Matrizen
mit Koeffizienten aus K bezeichnen wir mit M (m, n;K), im Falle K = R schreiben wir M (m, n)
kurz fiir M(m, n;R). Spezialfille sind M(m,1) = R™ (als Spaltenvektoren), M(1,n) = R"” (als
Zeilenvektoren) und M(1,1) =R.

2.5. Rechenoperationen mit Matrizen

1. Addition: Fiir Matrizen mit gleichem Format (und nur fiir solche) ist diese komponenten-
weise definiert

ap o din biy -+ bin an+bn -+ aiptbiy
+ _ ) )
Am1 "' Amn bmi -+ bmn Am1+bm1 - Amn+ bmn
ay -+ Aip Aayy -+ Aaiy
2. Vervielfachung: A| : o= : AeR)
am1 *** Amn Aami -+ Almn

3. Multiplikation A-B: Zundichst der Versuch einer zweistufigen Motivation.
A) Fiir A€ M(m, n) und einen Spaltenvektor x € R"” = M(n, 1)

ay - dip X1 anxy+...+aipxn
soll A-x=] : o] gerade : eR™ ergeben,
aAm1 *°° Amn Xn amX1+...+AmnXn

d.h. fiir 1 < i < m soll die i-te Komponente von A- x gerade das Skalarprodukt der i-ten Zeile
von A mit x sein, also gleich s; := a;; x1 +... + a;, x,; schematisch sieht das so aus:

X1

ail......ain . B

Xn

B) Steht anstelle von x € M(n,1) nun eine n x p-Matrix B € M(n, p), so zerlegen wir diese in p
Spalten, behandeln jede Spalte einzeln (k =1, ..., p) wie in A) den Vektor x und schreiben die
Ergebnisvektoren nebeneinander:

by

ail......ain ...... Sik
A'B: Rk L I el = . y Sik::ai1b1k+...+ainbnk.

13



Zusammenfassend kommen wir so zur ,,amtlichen®

Definition: Fiir A€ M(m,n) und B € M(n, p) [beachte die Formatbedingung: die Spalten-
anzahl von A muss also gleich der Zeilenanzahl von B sein!] definieren wir das Matrixprodukt
A-Be M(m, p) durch

n

(A-B)ijg:=apbip+...+ainbyi = Zaijbjk (i=1,....mk=1,...,p).
=1

Bemerkung: A- A= A2, A3, ... ist also sinnvoll nur fiir A€ M(n, n).

1 -1 1 (1) :f 1 -5
Beispiele: 1. [0 1 2 -2/ 1117 0 1 (m=3,n=4,p=2)
2 -1 0 -3 1 0 -1 -3
b,
2. (@ - ap)-|: |=abi+...+anb,eR=M(1,1)
by
a) a1b1 611192 albp
3. |-ty - by)= : : : € M(m, p)
am ambl ambz cee ambp
2.6. Rechenregeln
a) fiir Addition und Vervielfachung von Matrizen: Wie fiir Vektoren im R"; siehe Kapitel 3;
0 --- 0
Nullmatrix | : i |=0€e M(m,n)
0 0

b) fiir Matrixmultiplikation:
1. Assoziativitdt (A-B)-C=A-(B-C) (Ae M(m,n),Be M(n,p),Ce M(p,q))
2. Einheitsmatrix I,,-A=A=A-I, (A€ M(m,n)), wobei

1 0 L
1=

1
I, = € M(m, m); Im=(5ij),5ij:={0 ,#], Kronecker-Delta.
L7]
0 1

3.Im Allgemeinen gilt NICHT A-B = B-A [Matrixmultiplikation ist NICHT kommutativ].
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¢) fiir Matrixmultiplikation und Addition:
4. (A+B)-C=A-C+B-C (A BeM(m,n),Ce M(n,p))
5. A-(B+C)=A-B+A-C (AeM(m,n),B,Cec M(n,p))
d) fir Matrixmultiplikation und Vervielfachung:
6. AA)-B=A(A-B) (Ae M(m,n),Be M(n,p), LeR)
7. A-(AB)=A(A-B) "

Beweise:

adl.Furallei=1,...,mund [ =1,..., g gilt jeweils

p p n P n
((A-B)-C),;;= Y (A-B)jrci= X (X aijbjr)eri= X ¥ aijbjkci
k=1 k=1 j=1 k=1j=1 _
n n p n p -
(A-(B-C); =X aij(B-C);;= X aij X bjkci = ¥ ¥ aijbjicr
j=1 j=1 k=1 j=1k=1
und somit (A-B)-C=A-(B-C).
]_0 ...... 0 all all’l all aln
ad 2. : . o] =| : : und
0 ...... 0 1 aml amn aml e amn
’all ...... aln‘ an Ain
’ aml ...... amn ‘ 0 aml e amn

m

alternativ (I,,- A);. = ¥ 8;jajr = 8;;a;r = aji fiir alle i und k, daher I,,- A = A;
j=1

analog A- I, = A (Ubung).

ad 3. Hier ist kein ,allgemeiner Beweis“ mit Buchstaben a; etc. gefragt, sondern ein konkre-
tes Zahlenbeispiel fiir Matrizen A und B, bei denen sich A- B # B- A ergibt! Denn:

»A-B=B-Agiltallgemein“ heillt VAVB: A-B=B-A.
,A-B=B-Agilt NICHT allgemein® heit ﬂ(VAVB . A-B=B- A),
dasheift 3A3B: A-B#B-A.

01
Konkret sehen wir zum Beispiel fiir die 2 x 2-Matrizen A = ( 0 0

w5=(o o (1 o)=lo o)#[o 1)=0 6o of=7

(Natiirlich ist A- B = B- Anicht fiir alle A, B falsch! Z.B. giltja A-I=A=1-Aoder A-0=0=0-A.)

0 0
)undB—(1 0),dass
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ad4. ((A+B)-C);. = Z(A+B)” Cjk = Z(a,] +bij) cji = Z(a,] Cjk+bijcjr) =
]
= Z“u Cjk +Zbu Cjk = (A C)iy+(B-C);=(A-C+B-C);;
und, weil dies fiir alle i und k gilt, folgt dle Behauptung. (¥ heit natiirlich ungefahr: ,Wir
J
summieren tiber j und ich bin zu faul, hier immer die[selben] Grenzen dazuzuschreiben*.)

ad 5. analog zu 4. (Ubung)

ad6.Vi,k: ((AA)-B),. =) (Aai)bjx=) Alaijbjr) =AY _aijbjx=A(A-B);. = (A(A-B)),;
i i i

ad 7. analog zu 6. (Ubung)

0 1Y (1 O 00
Bemerkungen: 1.(0 0)‘(0 0)—(0 0),also. A-B=0 = A=0oder B=0.

D.h.: Es gibt , Nullteiler” (Elemente # 0, deren Produkt 0 ist) unter den Matrizen.

2. (M(n,n;K), +,-) bildet einen Ring. (Aber keinen Korper fiir n = 2, denn ein Korper hat keine
Nullteiler!)
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§3. VEKTORRAUME

3.1. Die grundlegenden Rechengesetze: Vektorenim R” erfiillen zusammen mit den
Skalaren in R offensichtlich die folgenden Rechengesetze (V1)-(V8), die wir aber nun allge-
meiner fiir eine Menge V statt R” und fiir einen Skalarenkorper K statt R aufschreiben.

Definition: SeiK ein Korper. Ein Vektorraum iiber K (oder K-Vektorraum; abgekiirzt: K-VR)
ist eine Menge V zusammen mit den Operationen

+: VxV -V, (vyw)—v+uw,
cKxV—=1V, A, v)— A,

sodass fiir alle Elemente u, v, w € V und A, 1 € K die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(V1) (u+v)+w=u+w+w).
(V2) Es gibt ein Element 0 € V [,Nullvektor] mit 0+ v=v+0=v.
(V3) Zu v existiert ein Element —v € V mit v+ (-v) =0.
(V4) v+w=w+v.
(V) AM(v+w)=Av+Aw.
(V6) A+uv=Av+puv.
(V7)) (Ap)v = A(uv).
(V8) 1lv=v.

Aus Regel (V2) folgt insbesondere, dass V # @ gilt (weil V eben zumindest das Element 0
enthalten muss). Die Regeln (V1)-(V4) besagen gerade, dass V bzgl. ,+“ eine kommutative
Gruppe ist. Im R” gelten die Eigenschaften (V1)-(V8) offensichtlich mit 0 = (0,...,0) und —x =
(—x1,...,—xy) (additiv) invers zu x = (x1,..., X,).

Ein , Vektor* ist also bloR8 ein ,, Element eines Vektorraumes*!

3.2. Beispiele: 1. Mit der iiblichen komponentenweisen Addition und Vervielfachung ist
R" ein VR iiber R, C” einer {iber C; allgemeiner ist fiir einen Koérper K stets K” ein [K-VR.

2. M(m, n;K) ist mit den Matrizenoperationen aus 1. und 2. in 2.5 ein K-VR.
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Weitere Beispiele fiir R-VR sind:

3. Die Menge der reellen Polynome P(R) := {ap+ a1 x+... + akxk | w, a, eR(i=1,...,k)}
beliebig

und fiir n € N fix die Menge P,(R) :={ap+ a1 x+ ...+ a,x" | a; e R (i = 1,...,n)} der reellen

Polynome vom Grad kleiner gleich 7 mit den bekannten Operationen.

4. Mit komponentenweisen Operationen analog zu R":
co:={(x1,x2,..) | xpeR(NEN), r}gloloxn =0} Raum der Nullfolgen,
[°:={(x1, X2,...) | x, € R(n €N), (x,,) beschrdnkt} Raum der beschrankten Folgen,
RN .= {(x1,x2,..) | x, € R(neN)} Raum aller Folgen.

5. Mit den punktweisen Operationen (f + g)(x) := f(x) + g(x) und (A f)(x) := A+ f(x):
Fla,b]:={f: [a,b] — R},
C[a bl :={f: [a b] R| f stetig},

Dla,b] :={f: [ — R f differenzierbar},
{Asin(wt) + ,ucos(a)t) | A, ueR}.
£

In der Signalverarbeitung und fiir die Fourier-Analyse ist speziell der folgende Raum der
,,trigonometrischen Polynome* Von Bedeutung

TPR) := {— + Z ay cos(kx) + Z bisin(kx)| n€N und a, b eR(k=1,...,n)}.

k=1 beheblg

Bei allen obigen Beispielen haben wir ordnungsgemal3 nicht blof§ die Menge der , Vektoren*
hingeschrieben, sondern auch die Operationen angegeben. An und fiir sich miissten wir fiir
jedes der Beispiele beweisen:

1) dass die angegebenen Operationen wieder ein Element dieser Menge liefern;
und
2) dass (V1)-(V8) erfiillt sind.

1) ist in den meisten Fillen offensichtlich, auRer:
Summe und Vielfache von Nullfolgen sind Nullfolgen: in der Analysis-VO wird gezeigt
limx,=0undlimy, =0 = lim(x,+y,) =0

Summe und Vielfache von beschrinkten Folgen sind beschrinkte Folgen: aus Analysis-VO
|Xpl < Crund |y, <C, = |xp+ yul < Cp +Co.

Summe und Vielfache von stetigen [bzw. differenzierbaren] Funktionen sind stetig [bzw. dif-
ferenzierbar]: folgt aus entsprechenden Sitzen in der Analysis-VO.

2) ist schrecklich langweilig ... Nullelement ist jeweils Nullmatrix, das Nullpolynom, die Folge
(0,0,...), die Funktion identisch 0, ... additiv inverses Element ist jeweils —A = (- a; ), (=),

N :=-fx),...

18



3.3. Proposition: Ist V ein [K-VR, so gelten fiir alle v € V und A € K die Aussagen:
i ov=0 [links 0 € K, rechts ist 0 der Nullvektor]
(i) A0=0
(iii) Av=0 = A=0oderv=0

iv) (-Dv=-v

Ich schreibe hier mal der Vollstdndigkeit halber einen relativ knapp formulierten Beweis auf und will Sie damit ermuntern, den einmal
in Ruhe durchzudenken oder mit Studienkolleginnen durchzugehen — am besten selbst aufschreiben und bei den einzelnen Schritten
zusétzlich heraussuchen, auf welche der Axiome (V1)-(V8) wir uns jeweils stiitzen. Dann konnen Sie zumindest einmal im Kleinen einen
sehr formalen Aspekt der Mathematik nachvollziehen und sehen, wie diese Maschine prinzipiell 1duft. Ich erwarte aber nicht von Ihnen,
dass Sie diesen konkreten Beweis fiir die Priifung auswendig lernen.

Beweis: () Ov=(0+0)v =0v +0v, daher Ov =0.

(ii) A0 = A(0+ 0) = A0 + A0, daher A0 = 0.

(iii) Sei Av = 0. Falls A = 0, dann fertig. Falls A #0, dann v =1v = (A" )v=A2"1(Av) = A" 10 =0.

(iv) v+ (=Dv=1v+(-1)v=(1-1v=0,daher (-1)v=—-v. O

3.4. Definition: SeiV ein K-VRund W < V mit W # @. Dann heit W Teilraum (kurz: TR)
von V, falls W mit den von V ,geerbten“ Operationen selbst ein K-VR ist, d.h. es gilt:

(i wi+wreW VYwi,weW
(i \weW VieK,weW

(iii) (V1)-(V8) gelten fiir W (statt V) und K.

Bemerkung: Wenn (i) und (ii) erfiillt sind, gilt (iii) automatisch.

Das ist fiir (V1) und (V4)-(V8) klar, weil die sogar fiir alle v € V gelten.

(V2): Wir zeigen, dass 0 € W gilt — die Gleichungen 0+ w = w + 0 = w gelten dann ohnehin.
Sei w € W beliebig [W ist nicht leer!], dann ist nach 3.3 und (ii) auch —w = (-1) w € W und nach
@Dsomit0=w-w=w+(-D)weW.

(V3): Wir haben gerade schon gesehen, dass —w = (-1) w € W gilt. Weil wir auch 0 € W gezeigt
haben, dient somit —w auch fiir die Vektoraddition in W als inverses Element zu w e W.

3.5. Beispiele:

1. P,(R) ist ein TR von P(R).
co ist ein TR von [°° und [* ist ein TR von RN.
Dla,b] ist TR von C[a, b] und C|a, b] ist TR von F|a, b].
Die letzten beiden Raume unter 3.2.5 und P(R) sind Teilrdume von D(R).
[D[R) :={f: R—R]| f differenzierbar}]
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X1
2. W= {(xz) | X1+ 2x2 + 3x3 = 0} ist ein TR von R3: Es ist W # @, weil offensichtlich 0 € W;

X3
X1 N
seienx=|[x2|€ W [d.h. x1+2x2+3x3=0], y=| )2 | € W [d.h. y1 +2), +3y5 =0l und L € R,
X3 3
dann gilt
(X1+y1)+2(X2+y2)+3(X3+y3) = x1+2x2+3x3+y1+2y2+3y3:0+O:0,

(Ax1) +2(Ax2) +3(Ax3) = A(x1+2x2+3x3)=A1-0=0
und daher x+ ye Wund Axe W.

3. Die Losungsmenge jedes homogenen linearen Gleichungssystems mit m Gleichungen
in n Unbekannten ist ein Teilraum des R” [bzw. K"]. Der Beweis dafiir verlduft im we-
sentlichen wie in 2., nur dass eben jeweils m Bedingungen nachzurechnen sind.

4. Wir betrachten die Losungsmenge L der Differentialgleichung (DGL)
f"+af'+bf=0,

wobei a, b € R gegebene Konstanten sind und alle zeimal differenzierbaren Funktionen
f: R — R gesucht werden, die obige Gleichung erfiillen. (Ein Beispiel fiir so eine DGL
mit a = r/m und b = k/m ergibt sich beim geddmpften harmonischen Oszillator mit
Masse m, Reibungskonstante r und Federkonstante k.)

Die Losungsmenge L bildet einen Teilraum von D(R): L # @, weil die Nullfunktion sicher
eine Losung ist; sind f € L [d.h. f"+af'+bf=0],ge L(dh. g"+ag'+bg=0lund 1 €R,
dann gilt

f"+af'+bf+g"+ag +bg=0+0=0,
A" +af'+bf)=1-0=0

f+9"+a(f+g) +b(f+g)
(/lf)"+6l(ﬂlf)'+b(/1f)

und daher f+ge Lund Af € L.

5. Die sogenannten trivialen Teilriume eines VR V sind {0} und V selbst.

3.6. Konstruktion neuer Vektorriume aus gegebenen:

a) Seien V ein Vektorraum, W und U Teilrdume von V, dann sind die folgenden beiden Be-
hauptungen sehr leicht nachzuweisen:

Der Durchschnitt U n W ist stets ein Teilraum von V.

U+W:={u+w|ueU,we W}heillt die Summevon U und W und ist ebenfalls TR von V.
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Achtung: U U W ist im Allgemeinen kein TR!

b) Seien V und W Vektorrdume iiber K, dann wird das Produkt V x W mit den Operationen
(v1, W) + (V2, W) := (V1 + V2, w1 + wy) und A - (v, w) := (Av, Aw) auch zum K-VR.
[Beweis als Ubungsaufgabe.]

Bemerkung: Fiir einen VR V mit TR W gibt es auch noch den sogenannten Quotienten oder
Faktorraum V/IW. (Hier wird V/W als Menge der Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation u ~ v :« u—v € W definiert. Die

VR-Operationen im Faktorraum werden dann auf die Operationen in V fiir Reprédsentanten der Klassen zuriickgefiihrt.)

3.7. Definition: Fiir Teilriume U, W eines Vektorraumes V mit U N W = {0} wird U + W
auch als U @ W geschrieben und als direkte Summe von U und W bezeichnet.

Proposition: Fiir Teilrdume U, W des Vektorraumes V sind folgende Aussagen dquivalent:
i) UnW = {0}

(ii) Jeder Vektor v € U + W hat nur eine Darstellung der Form v =u+ wmitue Uund we W.
(D.h. falls uy, up € U und w, we € W die Gleichung u; + w; = uy + wy erfiillen, dann muss u; = uy
und w; = w, gelten.)

Beweis als Ubungsaufgabe.

Wir werden im weiteren Verlauf den Begriff der ,Dimension eines Vektorraumes entwickeln.

Damit kann in gewisser Hinsicht die ,,Gro3e“ von Vektorrdumen und Teilrdumen beschrieben
4

werden.

Dazu suchen wir im betreffenden Vektorraumein ,,moglichst kleines Bausteinsystem®

v v
keine tiberfliissigen Elemente; ausreichend grof, um durch VR-Ope-
Bausteine voneinander unabhdingig rationen alle Elemente des VR zu erzeugen

(bezeichnet als ,, Basis“).

3.8. Definition: Eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., vy ist ein Ausdruck der Ge-
stalt

k
AMvr+.. + Ak (:Z/liv,-), wobei l;eK (i=1,...,k).
i=1

3.9. Definition: Ein System von Vektoren vy, ..., vi (k = 2) heilst linear unabhdngig, wenn
es unmoglich ist, einen dieser Vektoren als Linearkombination der tibrigen auszudriicken.
[Andernfalls wire dann dieser eine Vektor bei der Bildung aller Linearkombinationen entbehrlich, also
yuberfliissig“.]

“Der Begriff der Anzahl an Elementen ist dazu ungeeignet, weil z.B. jeder R-Vektorraum V # {0} unendlich
viele Elemente enthilt.
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3.10. Definition: Ein System von Vektoren vy,..., v; in einem VR V heilRt Erzeugenden-
system von V, wenn sich jeder Vektor v € V als Linearkombination v = A, v; +... + A v mit
geeigneten A; € K darstellen ldsst.

3.11. Definition: Eine Basis eines Vektorraumes V ist ein linear unabhingiges Erzeugen-
densystem von V.

Beim Losen von homogenen linearen Gleichungssystemen [ebenso: hom. lin. DGL] mo6chte
man gern eine Basis des Losungsraumes bestimmen.

3.12. Beispiele: 1. In V = R” (analog fiir C"” und K") bildet das System

1 0 0
0 1

e) .= ,ye2: =1 .1,...,€n:=
0 0 1

die sogenannte Standardbasis. Das System ist linear unabhéngig, denn kein e; ldsst sich durch
die restlichen e; (j # i) ausdriicken (letztere haben in der i-ten Komponente ja alle nur 0
stehen). Aullerdem ist es ein Erzeugendensystem, weil fiir jedes x € R" gilt

X1 X1 0 0

X2 0 X2 :
xX=1.1=!.1+| . |+...7]1 ° |=Xx1eg+XxX262+...+Xp€y.

. . . 0

Xn 0 0 Xn

2. M(2,2) hat (1 0),(0 1),(0 0),(0 0) als Basis.

0 0)’lo 0)’\1 oJ’l0 1
3.P,(®) hat 1,x,x% x3,...,x" alsBasis. P(R)hat 1,x,x% x3,... alsBasis.
1 0 0
4. R¥hat by=(0],bb=|1|,b3=]1 als Basis: Fiir die lineare Unabhidngigkeit ist zu
1 -2 -1

zeigen, dass jede der Annahmen by = A2b» + A3bs oder bo = by + u3bs oder by = v by +vobo
auf einen Widerspruch fiihrt.> Weiters ist zu zeigen, dass fiir einen beliebig gegeben Vektor
a € R3 das Gleichungssystem o1 b; + 02b, + 03b3 = a fiir 01,02, 03 stets l6sbar ist (z.B. mittels
Gaul3-Elimination). [Details als zusétzliche Ubung empfohlen!]

Wir werfen hier zwei Fragen auf: Hat jeder Vektorraum eine Basis?
Haben je zwei Basen eines VR gleich viele Elemente?

57.B. durch Betrachtung der einzelnen Zeilen. Spéter werden wir hierfiir eine einfachere Methode haben.
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Sobald geklart ist, dass die Antworten jeweils ‘ja’ lauten, konnen wir festsetzen:
»,Dimension eines Vektorraumes“ = Anzahl der Basiselemente.

P(R) im Beispiel 3 zeigt, dass die Begriffe ,linear unabhingig“ und ,Erzeugendensystem*
auch fiir unendliche Systeme sinnvoll sind: Lies in 3.9 und 3.10 jeweils: ,als endliche Line-
arkombination®.

Definition 3.9 hat Nachteile: sie ist umstdndlich bei Beweisen und Rechnungen; und sie ist
nicht anwendbar auf einen einzelnen Vektor v;. Daher ist folgende Umformulierung han-
delstiblich.

3.13. Definition: Ein System von Vektoren vy,..., v (k = 1) heilt linear unabhdingig,
wenn der Nullvektor nur auf die ,triviale“ Weise als Linearkombination von vy,..., v, dar-
gestellt werden kann, das heil3t:

Falls Ajv;+...+Avi =0 gilt, folgt notwendig A; =...=A1;=0.

Andernfalls heilt vy,..., vy linear abhdingig.

3.14. Proposition: Fiir k =2 ist 3.9 dquivalent zu 3.13.
Beweis: 3.9 = 3.13: vy,..., v moge 3.9 erfiillen.

Indirekt: Angenommen, 3.13 ist NICHT erfiillt, d.h.
JAy,...,Ar € K: mindestens ein A; #0und Ay vy +... A vr = 0.

Dann folgt

1
vj= —A—jgﬂlvl +---+/1kvk))

ohne v;
und daher wére 3.9 verletzt. Das ist ein WIDERSPRUCH! (Also muss doch 3.13 gelten.)
3.13=3.9: vy,...,vr moge 3.13 erfiillen.

Indirekt: Angenommen, 3.9 ist NICHT erfiillt, d.h.

djivj=mvr+... + U vk mit geeigneten u; € K.

-

ohne v i
Dann folgt
pivy ..+ (D4 v =0
und somit wire also 0 als nichttriviale Linearkombination von vy, ..., v} darstellbar —
ein WIDERSPRUCH! (Also muss doch 3.9 gelten.) O

Ab jetzt verwenden wir nur mehr 3.13 als Definition der linearen Unabhéngigkeit!
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Zum Beispiel konnen wir nun die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren by, b, b3 aus 3.12.4
gemadl} 3.13 mittels Gaul3-Elimination beweisen: Die Gleichung A;b; + A2b2 + A3bs = 0 auf-
gefasst als Gleichungssystem fiir 11, 1, A3 ergibt die Folge von Schemata

1 0 0|0 1 0 00 1 0 0]0
01 1]/]0 = 0 1 1|0 = 011[{0 = A=2=As.
1 -2 -1/0 0 -2 -1]0 0 0 1|0

Ubrigens ist hier die Koeffizientenmatrix natiirlich identisch mit jener, die man in demselben Beispiel beim Nachweis, dass by, b», b3 ein
Erzeugendensystem ist, vewendet:

1 0 0 a 1 0 0 ay 1 0 0 ay
1 1 as = 0 1 1 as = 0 1 1 ap 16sbar!
1 -2 -1| a3 0 -2 -1|a3—-a 0 0 1| -aj+2a2+a3

3.15. Proposition: v istlinear unabhingig < v #0.

Beweis: =: Sei v linear unabhéngig. Indirekt: v =0 = 1-v =0 ist nichttriviale Linearkombi-
nation = v linear abhédngig — WIDERSPRUCH! Also v # 0.

<:Sei A-v=0.Falls A #0 gelte, dannauch v=1-v = %/11/ = 0 - WIDERSPRUCH, also A = 0.
Somit v linear unabhéngig. O

3.16. Wenn wir die homogene Variante des Gleichungssystems in 1.4 betrachten, dann kon-
nen die Vektoren des Losungsraumes U < R’ wie folgt dargestellt werden:

1 0 0
0 -2 -6
0 1 5
x=H|0|+5] 1 |+&5] O h, b, 13 eR.
0 0 2
0 0 -2
0 0 1
— = =
” vy U3

Offenbar ist vy, 12, v3 ein Erzeugendensystem von U. Mit etwas Scharfblick (z.B. auf die Zeilen
1, 4 und 7) sehen wir unmittelbar, dass v;, v,, v3 auch linear unabhéngig sind, also eine Basis
von U bilden. Wie kénnen wir aber in Situationen mit viel groeren Erzeugendensystemen
vorgehen, um eine Basis zu finden?

Wir machen dazu eine Art Gedankenexperiment: Es sei vy, ............ , Uy ein (moglicher Wei-
se sehr laaaaaaanges) Erzeugendensystem eines Vektorraumes V. Ist ein passendes und mog-
lichst kleines Teilsystem vy, ..., vk (k < N) eine Basis von V?
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Wir untersuchen alle Teilsysteme vy, ..., vk fiir k =1,..., N und notieren jeweils:
falls vy, ..., vr linear unabhéngig ist, das Zeichen x bei k,
falls vy, ..., vr ein Erzeugendensystem ist, das Zeichen o bei k.

* Kk Kk ... ... ... o o
Wir erhalten etwa folgendesBild: 1 2 3 ... n ... N-1 N
dn mit x und o?

Plausibel ist: 1. Die Zeichen * bilden von links weg eine liickenlose Folge. (schlimmstenfalls leer.)
2. Die Zeichen o bilden von rechts weg eine liickenlose Folge. Mindestens ein Zeichen)
3. Die Folgen von x und o kénnen sich héchstens bei einer Zahl tiberlappen.

Daher bleiben also nur zwei Moglichkeiten:

* ... * leer o . o ; L .
Entweder 1 N d.h. keines der vy,..., vy ist eine Basis
« * o o
oder d.h. v4,..., v, ist eine Basis.
n
4. Beim Vergleich von zwei Systemen vy, ..., vy und wy,..., wy kann nie ein o links von

einem * stehen: Wenn z.B. vy, ..., vk ein Erzeugendensystem bildet, dann kénnen
die k + 1 Vektoren w, ..., Wi sicher nicht mehr linear unabhingig sein.
5. Je zwei Basen haben gleichviele Elemente.

Die Diskussion in 3.16 soll eine Motivation fiir den folgenden, wieder mehr formalen Ab-
schnitt darstellen, in dessen Verlauf wir in den Sdtzen 3.17-3.20 auch die obigen Punkte 1.-5.
rechtfertigen werden.

3.17. Proposition: Sei V ein Vektorraum und S; € S, < V, dann gilt:

(i) S, linear unabhingig = S; linear unabhéngig,

(ii) S; Erzeugendensystem — S, Erzeugendensystem.

Beweis folgt direkt aus den Definitionen. O
3.18. Proposition: Sei V ein Vektorraum und S; € S, € V mit S; # S,, dann gilt:

(i) Ist S2 (und damit auch S;) linear unabhéngig, dann ist S; kein Erzeugendensystem.

(i) Ist S; (und damit auch S») ein Erzeugendensystem, dann ist S, nicht linear unabhéngig.
Beweis: (i) Angenommen, S; wire ein Erzeugendensystem. Wihle v € S, \ S;, dann gibt es
v1,..., Uk € 81, sodass mit geeigneten A;,..., A € K gilt v = i Aiv;. Daher ist S; U {v} linear
abhingig, also S linear abhidngig — WIDERSPRUCH! =

(ii) Lies den Beweis von (i) als direkten Beweis. O
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3.19. Satz (Austauschsatz von Steinitz): ,Linear unabhingige Systeme lassen sich in
Erzeugendensysteme einbauen®, d.h.:

Sei wy, ..., wy linear unabhéngig und vy, ..., v, ein Erzeugendensystem. Dann ist k < n und
nach geschickter Umnummerierung der v; ist wy,..., Wk, Vk+1, ..., Uy €benfalls ein Erzeugen-
densystem.

Beweis: Vollstdndige Induktion nach k (bei fixem n).

k=1:

w ist linear unabhéngig, daher w; # 0. Daher muss das Erzeugendensystem mindes-
tens einen Vektor enthalten, also ist n = 1.
n
Einbau von w;: Mit geeigneten Skalaren A; ist w = Z A;v;. Hier ist mindestens ein
i=1
A; #0,da w; #0. OBdA® ist i = 1 (sonst Umnummerieren). Somit folgt

1
V1 = —(wl—ﬂzlig—...—/lnl}n).
A

Dajedes v € V durch vy, ..., v, darstellbar ist, ist es nach obiger Gleichung auch durch
wi, vy, ..., v, darstellbar, letzteres also ein Erzeugendensystem.

(k—1)— k: Die Behauptung sei richtig fiir k — 1, d.h. es gilt k — 1 < n (somit k < n+ 1) und

nach Umnummerierung: (%) wy,..., Wk-1, Vk,..., V5 ist ein Erzeugendensystem.

Wir wissen also schon, dass k < n+1 gilt. Ist Gleichheit moglich? Angenommen, es wére
k=n+1, d.h. k-1 = n, dann wire also bereits w;,..., wi_; ein Erzeugendensystem.
Das ist aber gemal$ 3.18(i) ein WIDERSPRUCH zur Tatsache, dass wy,..., w linear un-
abhéngig ist. Somit ist k < n+ 1, daher k < n.

Einbau von wy: Es gilt wy =A,wy +... + A1 wr—1 + A v + ... + 1, v,. Hier muss min-
destens eines der Ag,..., A, ungleich 0 sein, weil andernfalls w;, ..., wy linear abhingig
wdre. OBdA ist Ay # 0. Dann folgt

Vi = A—k(wk—ﬂlwl — e = A1 Wie1 = A1 Ukl — -+ — A Un)
Dajedes v € V durch das Erzeugendensystem (x) darstellbar ist, ist es nach obiger Glei-
chung auch durch wy, ..., wg, Vk+1,..., U, darstellbar, letzteres also auch ein Erzeugen-
densystem. O

3.20. Korollar: Je zwei Basen eines Vektorraumes haben gleichviele Elemente.

Beweis: Sind vy, ..., v, und wy,..., w,, Basen, dann ist nach 3.19 sowohl n < m als auch m < n,
also n=m. O

50BdA =, Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit*.
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Im Folgenden sagen wir , Ldnge eines Systems* statt ,Anzahl der Elemente eines Systems“.

3.21. Ein Vektorraum V heilt endlichdimensional, wenn es eine Obergrenze fiir die Linge
linear unabhéngiger Systeme gibt; ansonsten ist V unendlichdimensional.

Ist also V endlichdimensional und »n diese Obergrenze, dann gibt es ein linear unabhéngi-
ges System mit n Elementen vy,..., v,, aber jedes System mit mehr als n Vektoren ist linear
abhédngig.

Der Vektorraum P(R) ist offenbar unendlichdimensional (vgl. 3.12.3).

3.22. Satz: Jeder endlichdimensionale Vektorraum hat eine Basis.
[Dies gilt auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume; das beweisen wir hier aber nicht.]

Beweis: Sei n die Obergrenze gemi® 3.21 und vy, ..., v, ein linear unabhéngiges System in V.
Es ist noch zu zeigen, dass letzteres auch ein Erzeugendensystem von V ist.

Sei w € V beliebig, dann ist vy,..., v,, w sicher linear abhéngig (weil n + 1 Vektoren). Daher
gibtes Ay,...,A,, p € K, nicht alle gleich 0, sodass gilt

M +...+ Ay v+ pw=0.

Es kann hier unmoglich u = 0 sein, weil sonst vy,..., v, linear abhdngig wéren. Also erhalten

wir
5o (52
w= U1+t “Un
U u
und, weil w € V beliebig war, weiters, dass vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V ist. O

Sei V endlichdimensional; dann existiert mindestens eine Basis (3.22); jede Basis ist endlich
(3.21); je zwei Basen haben gleichviele Elemene (3.20). Daher ist die folgende Definition ein-
wandfrei:

3.23. Definition: Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und vy, ..., v, eine Basis.
Dann setzen wir dimV := n und nennen diese Zahl die Dimensionvon V. Fiir einen unend-
lichdimensionalen Vektorraum V setzen wir dim V := co.

Aus dem Beweis von 3.22 ist ersichtlich: dim V ist die maximale Lange linear unabhéngiger
Systeme in V.

3.24. Beispiele: Mittels Standardbasen (vgl. 3.12.1) sehen wir, dass dimR” = n, beziehungs-
weise allgemeiner dimK" = n, gilt.

dim M(m, n;K) = m- n sieht man mittels einer Basis aus Matrizen dhnlich wie in 3.12.2

dim P(R) = co wurde oben schon besprochen.
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dim P, (R) = n + 1 wie wir aus der Basis in 3.12.3 sehen.

Offensichtlich unendlichdimensional sind die Folgenrdume cy, [*° und RN, weil hier jeweils
das unendliche System ey, e;, e3 ... linear unabhingig ist, wobei e; die Folge bezeichnet, deren
j-tes Glied 1 ist und alle anderen Glieder 0 sind.

Weitere Beispiele fiir unendlichdimensionale Vektorrdume sind F|[a, b], Cla, b], D|a, b] und
TP(R) (ohne Beweis).

Firw #0fixund V={f: R—R, f(¢) = Asin(w?) + pcos(wt) | A, u € R} (vgl. 3.2.5) ist dim V = 2.
(Versuchen Sie selbst einen Beweis!)

Sei TP, (R) definiert ahnlich wie T P(R), aber Summation jeweils nur bis 7.
Dann giltdim TP, (R) =2n+1. (Warum?)

3.25. Warnung: Die Begriffe ,linear unabhingig*, , Erzeugendensystem*, ,Basis“ und ,,Di-
mension“ sollten eigentlich stets explizit mit Hinweis auf den zu Grunde gelegten Skalaren-
korper K beschrieben werden; es sollte also z.B. heillen dimk V = n, wenn V ein endlich-
dimensionaler K-VR ist und es eine [K-Basis aus n Elementen gibt; letztere ist also ein K-
Erzeugendensystem (d.h. alle K-Linearkombinationen ergeben ganz V), das zusétzlich linear
unabhdngig iiber K ist (d.h. es gibt keine nichttriviale K-Linearkombination des Nullvektors).

Zum Beispiel ist natiirlich dim¢ C = 1, denn ist C = C! hat als Basis 1 € C: jedes z € C erfiillt ja
z = z-1, wobei hier z als Skalar und 1 als Basisvektor fungiert.

Nun kénnen wir aber C auch als Vektorraum iiber R auffassen, weil die Multiplikation Rx C —
C auch die erforderten VR-Axiome erfiillt. Es gilt dimg C = 2, weil das System 1, i eine Basis
bildet: Zunéchst ist 1, i linear unabhéngig tiber R, weil die Gleichung A1+ pi =0 mit A, p € R
sofort A = u = 0 impliziert (einfach Real- und Imaginéarteil nehmen!); aullerdem ist 1, ein R-
Erzeugendensystem von C, weil wir jedes z € C in der Form z = A1 + pi mit A = Rez € R und
1 =Imz € R schreiben konnen. Somit ist 1, i eine R-Basis von C.

(Selbstverstandlich ist 1, i linear abhéngig tiber C: i-1+(-1)-i=0.)

3.26. Satz: Sei V ein endlichdimensionaler [K-VR. Dann gilt:
(i) Jedes linear unabhéngige System kann zu einer Basis verldngert werden.
(ii) Jedes endliche Erzeugendensystem kann zu einer Basis verkiirzt werden.

Beweis: (i) Nach 3.22 gibt es eine Basis, in die das linear unabhéngige System gemal 3.19 ein-
gebaut werden kann.

(ii) Falls das Erzeugendensystem selbst bereits linear unabhingig ist, sind wir fertig. Andern-
falls gibt es einen Vektor v in dem System, der sich als Linearkombination der restlichen Vek-
toren darstellen ldsst. Wir konnen v also weglassen und haben immer noch ein Erzeugenden-
system. Diesen Prozess setzen wir so lange fort, bis der Rest ein linear unabhéngiges Erzeu-
gendensystem ergibt. O
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3.27. Satz: Sei V ein K-VR und S ein System von Elementen aus V. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Sistlinear unabhédngig und ein Erzeugendensystem (d.h. S ist eine Basis).
(i) Sistlinear unabhédngig und nicht linear unabhingig verldngerbar.
(iii) S ist ein Erzeugendensystem und nicht als Erzeugendensystem verkiirzbar.

(iv) S ist ein Erzeugendensystem und jedes v € V hat nur eine einzige Darstellung
durch Elemente aus S.

Ist tiberdies n = dim V' < oo, dann sind weiters dquivalent:
(v) Sistlinear unabhédngig und hat Lange n.
(vi) S ist ein Erzeugendensystem und hat Lange n.

Beweis: (i) = (ii): Sei S; die Verldngerung von S mit v € V. Der Vektor v ist aber schon durch
Elemene aus S darstellbar, daher muss S; linear abhédngig sein.

(ii) = (iii): Fir beliebiges v € V ist S, verldngert um v, nach (ii) sicher linear abhéngig. Daher
gibt es eine nichttriviale Linearkombination

k
Z Aivi+Av=0
i=1
mit v; € S. Es gilt sicherlich A # 0, weil andernfalls S linear abhéngig wire. Somit erhalten wir
1 & k Aj
=N Qv = i),
v M:Zl iVi FZI( A)vz

und S ist als Erzeugendensystem erkannt. Sowohl S als auch jede seiner Verkiirzungen ist
linear unabhéngig. Nach 3.18(i) kann keine der Verkiirzungen ein Erzeugendensystem sein.

(iii) = (iv): Hatte v € V zwei Darstellungen } A;v; = v =) u;v;, wobei v; € S und nicht immer
A; = p; gilt, dann wire wegen )_(A; — u;)v; = 0 eines der v; durch die restlichen ausdriickbar.
Somit wére S als Erzeugendensystem verkiirzbar — ein WIDERSPRUCH!

(iv) = (i): Speziell hat 0 nur eine Darstellung; diese muss also die triviale Darstellung sein.
Daher ist S linear unabhéngig.

Nun sei zusétzlich n = dim V < oco.
(i) = (v) und (vi): Folgt nach Definition der Dimension.

(v) = (i): S hat Lange n und ist nach 3.26(i) zu einer Basis (der Lange n = dim V) verldngerbar,
ist daher selbst schon eine Basis.

(vi) = (i): S hat Lange n und ist nach 3.26(ii) zu einer Basis (der Lange n = dim V) verkiirzbar,
ist daher selbst schon eine Basis. O
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3.28. Satz (Dimension von Teilrdumen): Sei V ein Vektorraum und W ein Teilraum
von V. Dann gilt:

1) dimW <dimV
i) dimW=dimV<oo = W=V

Beweis: (i) ist sicher richtig, falls dimV = co. Im Falle dimV < oo folgt die Behauptung aus
dem Zusatz unmittelbar nach Definition 3.23.

(ii): W besitzt eine Basis mit dim W = dim V Elementen und diese ist somit ein linear unab-
hingiges System in V mit dim V Elementen, also eine Basis von V. O

3.29. Beispiele: Eine vollstindige Liste von Teilrdumen W im R!, R? und R®:

R!: dimW =0: W ={0},
dimw=1: W=R!.

R%: dimW =0: W ={0},
dimW =1: W hat Basis aus einem lL.u. Vektor v, d.h. W ={Av| A €R} .. Gerade durch 0,
dimWw =2: W=R2

R3: dimW =0: W ={0},
dim W =1: W hat Basis aus einem L.u. Vektor v, d.h. W ={Av| A €R} .. Gerade durch 0,
dim W =2: W hat Basis aus zwei l.u. Vektoren v, w,
dh. W={Av+uw| A, ueR} ...Ebene durch 0,
dimW =3: W=R5

Frage: Wie passt hier das Beispiel 3.5.2 hinein?

3.30. Satz: Fiir Teilrdume U und W eines Vektorraumes V gilt

dim(U +W)+dim(Un W) =dimU + dim W.

Beweis: Falls dimU = oo oder dimW = oo ist, dann folgt auch dim(U + W) = oo und beide
Seiten der behaupteten Gleichung ergeben co.

Wir betrachten nun den Fall, dass dim U und dim W endlich sind: Sei v4,..., v, eine Basis von
U n W; wir ergdnzen diese jeweils

(%) zu einer Basis vy,..., Uy, U1,..., Us von U
und
(% %) zu einer Basis vy,..., v,, wy,...,w;von W.

Behauptung: Das System S: vy, ..., Vs, Uy, ..., Us, Wy,..., W; ist eine Basisvon U + W.
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Sobald die Behauptung gezeigt ist, sind wir fertig, weil die entsprechenden Dimensionen sich
jawie folgt ergeben: dim(U + W)+dim(UNW) = (r+s+ ) +r=(r+s)+(r+t) =dimU+dimW.

S ist linear unabhidngig: Sei Ayv1 +...+ A v +piug +...+ psus+viwy +..+viw =0 (4),
dann ist

Z}Livi+2ujuj = —kawk euUnw
U ew

und somit auch darstellbar als )_ p;v;. Wir erhalten ) p;v; = =} v wy, was aber wegen (x %)
erzwingt, dass alle p; = 0 und alle v, = 0. Weiters sind nun wegen (+) und (%) aber auch alle
Ai=0undalle u; = 0.

S ist ein Erzeugendensystem: Sei v = u+ w mit u € U, w € W. Mittels Basisdarstellungen
u=3Aivi+} pjujund w= 2/1;. v; + ) viwy erhalten wir dann eine Darstellung

v= u+LU:Z(/li'i‘/l;)Vi"'ZHjuj"’kawk

von v durch Elemente von S. O

Beispiel: FiirV = R3, U eine Gerade und W eine Ebene mit U ¢ W erhalten wir in der obigen
Dimensionsgleichung 3 +0 =1+ 2; wenn U und W verschiedene Ebenen sind, 3+ 1 =2+2.

3.31. Korollar: dim(Ue W)=dimU +dimW.

Fiir die Behandlung des Losungsraumes eines inhomogenen linearen Gleichungssystems be-
noétigen wir noch den Begriff des affinen Teilraumes eines Vektorraumes.

3.32. Definition: Sei V ein K-VR. Eine Teilmenge L < V heift affiner Teilraum von V,
wenn L von der Gestalt
L=x+W={x+w|weW}

ist, wo x € V und W ein Teilraum von V ist. Wir setzen dim L = dim W.

Achtung! Mit y # x kann trotzdem x+ W = y + W gelten;

L=x+W aber verschiedene W'’s ergeben auf jeden Fall verschie-

dene affine Teilrdume. Falls x € Wist,ist L=x+ W =W,

W also L selbst ein Teilraum. Im Allgemeinen ist ein affiner

X Teilraum aber kein Teilraum, weil ersterer ja oft an Null

vorbei geht! [Das ist eigentlich ein terminologisches Ungliick, weil nun

Teilrdume eben spezielle affine Teilrdume sind, dies aber in der Namensge-

bung gerade andersrum klingt; es liegt hier also nicht so verniinftig wie etwa

beim Oberbegriff Auge mit den Unterbegriffen linkes Auge und rechtes Auge.]
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S4. LINEARE ABBILDUNGEN

4.1. Definition: Seien V und W jeweils K-Vektorraume. Eine Abbildung ¢: V — W heil3t
(K-)linear, wenn gilt

e +rv) = @) +e(vs) (v, 12€V),
pAv) = Ap(v) AeK,veV).

Strukturmathematisch gesprochen: , ¢ respektiert die VR-Operationen®.
4.2, Beispiele:

1. ¢: Dla,b] — Fla,b], p(f) := f' istlinear: o(f+g) =(f+2) ' =f+g =) +¢(g),
und @(Af) = (Af) = Af" = A@(f), wobei die mittleren Gleichheitszeichen jeweils aus
entsprechenden Sédtzen in der Analysis folgen.

b
2. ¢: Cla,bl =R, o(f) := [ f(t)dr istlinear: folgt analog aus passenden Formeln der Art

a
J(f+g) = [f+[gund [Af =A[f in der Analysis.
3. Seip: R" — R linear, dann erhalten wir mittels Standardbasisentwicklung
Ppx)=@pxie1+...+xpe,) = x190(e1) +... + xpp(ey).

Schreiben wir nun die Bilder ¢(e;) € R der Basisvektoren e; € R” jeweils als Spalten-

vektoren
an ay ain

ple=] + |,...,pledd=] + |,...,pley) = N
ami Ami Amn

so kommen wir zu einer Matrixdarstellung
amn ain ai - AQin
eX)=x1|  |+...+x5]  |=Ax mit A=
ami Amn am1 **° Amn
4.3. Satz: (i) Jede lineare Abbildung ¢: K" — K™ ist von der Gestalt
p(x)=A-x,

wobei die Spalten von A € M(m, n;K) die Bilder der Vektoren der Standardbasis sind.
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(i) Fiir jede Matrix A € M(m, n;KK) ist die Abbildung ¢ 4: x — A- x linear K" — K.

Beweis: (i): analog zu 4.2.3.

(): palx+y)=A-(x+y) = Ax+Ay=0a0)+Pa(}); pa(Ax) = A-(Ax) = A(A-x) = Apa(x). O
Wir fassen im Folgenden einige der grundlegenden Eigenschaften linearer Abbildungen zu-
sammen.

4.4. Proposition: (i) ¢ linear = ¢(0)=0

(i) p linear = @(vy—v2) = (V1) —@(v2)

(iii) Die Verkniipfung linearer Abbildungen ist wieder linear.

Beweis: (i): ¢(0) = ¢(0+0) = ¢(0) + ¢(0), daher ¢(0) = 0.

(i): @(v1) = (V1 — v2) + v2) = p(v1 — v2) + @(v2), daher p(v1) — P(v2) = p(v1 — v2).

(iii): Seien U, V, W jeweils K-VR und v: U — V sowie ¢: V — W linear, dann berechnen wir
fiir die Verkniipfungsabbildung ¢ oy : U — W quasi mechanisch

(o) (uy +up) = @y (uy + up)) = @y (uy) +y(up))
=@ (u1) + e (u)) = (@oy)(ur) + (pow)(uy)
und (@oy)(Aw) =y (Auw) = Ay (w) = Ap(y () = M@ oy) (u). O

Jede Nullabbildung 0: V — W, v— 0, istlinear (V, W beliebige [K-VR); jede identische Abbil-
dung idy: V — V, v— v, istlinear (V beliebiger K-VR).

4.5. Einige Beispiele fiir das Auftreten bzw. die Verwendung linearer Abbildungen:

1. Als linke Seite von linearen Gleichungssystemen, linearen Differentialgleichungen oder li-
nearen Integralgleichungen.

2. Um Bilder von geometrischen Objekten auf lineare Art zu erzeugen:

0 z.B. bei der links skizzierten Parallelprojek-

tion ¢, die 2-dimensionale Bilder von 3-
dimensionalen Korpern erzeugt: es ist

1 0 1
p(e)) = (0 , p(e) = (1), @(e3) = (1), daher

\ / o v iﬁi)ﬁ(; 0 ;).(iﬁi)

€3

X3 X3
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3. Um eine Situation auf eine andere Weise zu beschreiben:

X
(*1,X2) z.B. in um den Winkel a gedrehten
NG v Koordinaten:

x;) _(cosa sina)(x
S x,) \-sina cosaf|x,

> (vgl. 4.38 spéter).

Unser Programm ist nun die Entlarvung aller n-dimensionalen Vektorrdume iiber K als Ko-
pien von K" sowie die Entlarvung aller linearen Abbildungen ¢: V — W zwischen endlich-
dimensionalen K -Vektorrdumen V und W als Kopien von durch Matrizen gegebene lineare
Abbildungen @ a: x— A-Xx.

4.6. Basisdarstellung von Vektoren: Essei V ein endlichdimensionaler IK-VR mit Ba-
sis B = (by, ..., by). Fiir jeden Vektor v € V haben wir die gemaR 3.27(iv) eindeutige Basisdar-
stellung v = Y_ A;b; mit Skalaren A14,...,A,. Dies definiert eine Abbildung ®5: V — K", gege-
ben durch

M M
n
Vav=) A;b; 28, : ek [vlg:=]| : |... ,Koordinatenvektor von v bzgl. B“.
i=1
An An
A .
Wir erhalten ebenso eine Abbildung Wg: K" — V durch K" 3| : X, Z Aib;.
/111 i=1

Offenbar gilt Yo ®p = idy und ®p o ¥ = idk~, d.h. beide Abbildungen sind bijektiv und

V=0,

Beide Abbildungen sind auch linear; z.B. fiir die Additivitdt von ®p miihelos nachgerechnet:
A+ M H

Op(v+w) =@ (XAibi + L pibi) =@ (XAi+p)bi)=| 1 [=|: [+] 1 |=Ps)+Pp(w).

An+ pn An Hn
Analog fiir ®p(Av) = ... und die Linearitidt von ¥p wére sogar noch leichter nachzupriifen.
Wegen ¥V = (131_31 folgt letztere aber auch aus allgemeineren Prinzipien, wie wir nun sehen.

4.7. Proposition: ¢: V — W linear und bijektiv = ¢! ist linear
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Beweis: Zu w,, w, € W existieren (eindeutige) vy, v» € V mit w; = ¢(v;) (i = 1,2), daher
@ wr+ w2) = o 1) +@(2) = P (P (V1 + 12)) = V1 + V2 = 9 (w1) + ¢! (w2) und weiter
¢ ' Awr) =7 A1) = 9 A1) = Avy = A~ (wy). O

4.8. Definition: Seien V,W VR iiber K. Eine lineare Abbildung ¢: V — W heiRt Isomor-
phismus, wenn sie bijektiv ist. In diesem Fall heilen V und W ,isomorph* (griech. gleichge-
staltig) via ¢ und wir schreiben V = W.

Nun konnen wir die Erkenntnisse aus 4.6 so formulieren:

4.9. Satz: Jeder n-dimensionale K-VR V istisomorph zu K", also V = K"; bei Vorgabe einer
Basis B = (by,..., by) ist ein derartiger Isomorphismus gegeben durch

M
n
Op: VK", v=) Ajbj—| : |=[vlp.
i=1 A
n

4.10. Beispiele: 1.V = P3(R) mit der Basis 1, x, x%, x> ergibt den Isomorphismus

ap

a)
a3x3+a2x2+a1x+a0-—> e Pg(lR)—>R4.
2

as
2. V = K" mit der Standardbasis E = (ey, ..., e,): wir erhalten als Isomorphismus

X1 n X1
x=|:[=) xies — | 1 |=xlg
i=1

Xn Xn

d.h. bzgl. der Standardbasis in K" ist jeder Vektor sein eigener Koordinatenvektor (®g = idk»).

1 0 0
3.Vgl. Beispiel 3.12.4: by =|0]|,bo=| 1 |,b3=| 1 |isteine Basis B des R3.
1 -2 -1
a
Zu a = | ay | fiihrt die Berechnung der Koeffizienten fiir die Darstellung a = 01 b, +02b2+03b3
as

mittels Gau3-Elimination (vgl. auch den Absatz vor 3.15) auf das Schema

1 00 a) o1 =4a,,
011 ar daher O2=d)—dp—dads,
0 0 1| —aj+2ay+as o3=—a;+2ay+ as,

35



01 ay
und somit [alg=Dga)=|02|=| ai—ar—asz |.

O3 —a)+2ay + as

Dieses Beispiel ist im folgenden Sinne ,schwierig“: Wir haben im R® ohnehin die Standardba-
sis E, und [a] g = a; wir wiahlen aber bewusst eine andere Basis B (wie es auch in den Anwen-
dungen oft nétig ist) und behandeln R® mit B wie einen abstrakten 3-dimensionalen R-VR,
den wir als isomorph zu R? ,entlarven“! Dieser Isomorphismus von R® mit sich selbst ist ex-

plizit gegeben durch
a; a
R33d: ay — lalg = ar—ay—das ER?’.

as —ay+2ay + as

Wir kdnnen nun auch mit der Entlarvung der linearen Abbildungen beginnen.

4.11. Seien V,W endlichdimensionale K-VR, dimV = n, dimW = m und ¢: V — W line-
ar. Weiters sei B = (by,...,b,;) eine Basis von V und C = (cy,...,c;;) eine Basis von W. Dann
erhalten wir das folgende , kommutative Diagramm®“ von linearen Abbildungen:

¢
\%4 w
Op ‘CI)C
n _ :D_ _ ___1 > Km
CO(poCI)B
PA

Die Abbildung ®¢ o ¢ o @' ist gemaR 4.4(iii) und 4.7 linear K" — K™, daher gibt es nach 4.3
eine Matrix A € M(m, n;K), sodass ¢ oo ®@y! = ¢, gilt.

Wir nennen [¢]p,c := A die Matrix von ¢ beziiglich der Basen B und C. Wie sieht A explizit
aus? Gemal} 4.3 ist die

1. Spalte von A = Bild von e; unter ¢4 :@CO(poq)l;l(el) = (®cop)(1-by+0-bo+...+0-by,) =

®c(p(bh)) =lp(b1)lc ... Koordinatenvektor von ¢(b;);

und analog fiir die anderen Spaltenvektoren; also ergibt sich

[plgc=A=]| | | -

~—~— N~

lp(b1)lc [p(bn)lc

und [p()]lc=Dcle®)) = <Dc(<p(<1>§1(®3(v)))) =@allvlg) = A-[v]g = [@lpc-[V]B.
——— R,—J o

YA (vl
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4.12. Zusammenfassung (und Umkehrung): Es seien V, W endlichdimensionale [K-VR,
dimV = n, dimW = m und ¢: V — W linear. Weiters sei B = (b, ..., b,) eine Basis von V,
C =(cy,...,c;y) eine Basis von W und

alj

m

p(bj) = Z ajjci, d.h. ¢ | =lg(bj)]c ist der Koordinatenvektor von ¢(b;) bzgl. C.
i=1

Dann ist die Matrix von ¢ bzgl. B und C definiert durch

und es gilt fiiralle ve V
[p(V)]c =lplpc-lvip=A-[V]p

beziehungsweise
v ? w
Op Oc
K" ——K"™

[wir schreiben ab jetzt einfach A statt ¢ 4 in den Diagrammen].

Umgekehrt liefert jede gegebene Matrix A € M(m, n;KK) eine lineare Abbildung ¢: V — W
durch ¢ := CIDE1 o@poDp.

Bezeichnen wir mit L(V, W) die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W, dann erhal-
ten wir also nach Vorgabe der Basen B und C eine bijektive Abbildung

LV, W)— M(m,n;K).

4.13. L(V,W) ist ein [K-VR bzgl. der Operationen

(+y)(v)
(Ap) (V)

o) +y(v),
Ap(v)

(der Beweis ist straightforward und fad).

M(m, n;K) ist ebenfalls ein K-VR und aus 4.12 folgt unter Beachtung von (¢ +v)(b;) = ¢(b;) +
w(b;) usw. nach einfacher Rechnung

[ +vlB.c [plg,c+ [W]Bc)
A@lgc = Alglsc,

d.h. die Zuordnung L(V, W) — M(m, n;K) ist auch linear, also wegen der Bijektivitit sogar ein
Isomorphismus.
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Wir zeigen nun, dass der Isomorphismus aus 4.13 dariiberhinaus die Eigenschaft hat, Ver-
kntipfungen linearer Abbildungen in Produkte von Matrizen iiberzufiihren.

4.14. Satz: Seien B,C, D Basen in den endlichdimensionalen IK-Vektorraumen V, W, U und
¢: V— W sowiey: W — U linear. Dann gilt:

[Wowlpp=I[¥lcp-[@lsc.

Beweis: Wir setzen T = [@]p,c und S = [¥]¢,p und betrachten das kommutative Diagramm

Yoy
vo—2 —w—r =y
dp D¢ Op
K" T K™ S KP
w
x—8+(T-x)=(8-T)-x
dessen dullere Teile zeigen, dass die Matrix von ¥ o ¢ bzgl. B und D gerade S- T ist. O

4.15. Beispiel: Fiir V = W = P3(R) wollen wir die lineare Abbildung ¢ (p) := p— p’ bzgl. der
Basen B = C = {1, x, x2, x3} als Matrix darstellen. (Linearitdt von ¢ folgt aus kurzer Rechnung.)

Wir berechnen die Bilder der Basiselemente und deren Koordinatenvektoren bgl. C:

1 -1
. . 0 . 1
@(1)=1-0=1 mit Koordinatenvektor ol px)=x—-1=-14+x mit ol
0 0
0 0
P(x?) =x*-2x=-2x+x* mit _1 , (%) =x3-3x*=-3x*>+x° mit 5l
0 1
daher erhalten wir
1 -1 0 O
0O 1 -2 0
A=lplse=1y o 1 _3
0O 0 O 1

Vorteile dieser Darstellung: Probleme iiber ¢ sind auf Matrizenprobleme zuriickgefiihrt, z.B.:
Sei r € P3(R) gegeben. Wir betrachten die Gleichung ¢(p) = r fiir pe P3(R),dh. p-p'=r.
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Wir fragen uns: Existiert immer eine Losung? (D.h.: Ist ¢ surjektiv?)
Wenn ja: Ist sie eindeutig? (D.h.: Ist ¢ injektiv?)

Aus spédteren Sdtzen werden wir sofort sehen, dass die Abbildung x — A - x bijektiv ist, somit
ist auch ¢ bijektiv und die Antwort heillt beide Male JA! (Siehe 4.52.2.)

Wir verwandeln auf diese Art also abstrakte endlichdimensionale Probleme in konkrete K" -
Probleme! Nochmals fiir obiges Beispiel in Diagrammform:

P;(R) P3(R)
R4 R4

A

Abstrakt ist ¢(p) = p — p’ fiir jedes p € P3(R). In der iiblichen Polynomschreibweise p(x) =
ap + a, x + a x> + az x°, die hier der Basisentwicklung bzgl. B = C entspricht, erhalten wir

@plap+ar1x+ a2x2 + agxs) =(ag+a;x+ a2x2 + a3x3) — (a1 +2axx+ 3a3x2)

=(apg—a)+ (a1 —2ax)x + (ay —3a3)x2 +azx”.

3

An den Koeffizienten ldsst sich hier schon die Wirkung der Matrix A = [¢]p ¢ ablesen:

a) (1 -1 0 0) (ao ap— ay
~ _ a| [0 1 -2 0 a a—2a
lPlc=1plsc-Ple=4-1 =10 o 1 —3||a|™|a-3as|"
as 0 O 0 1 as as
@ /
Kurz gefasst: pi p—-p
Op @c

ao
a |,
ap :
as

apg— ay

a)—2ap

A ap —3az
as

4.16. Spezialfall: vV =K", W =K™, B und C jeweils die Standardbasen und ¢ = ¢ 4: x —
A- x, dann ist die Matrix von ¢ 4 bzgl. der Standardbasen gerade A selbst, weil jeder Vektor
sein eigener Koordinatenvektor ist (vgl. 4.10.2).

4.17. Beispiele: 1. Nullabbildung: unabhéngig von Basen ist ¢(b;) =0 fiir p =0: V — W
und daher [0]g,c = 0 (Nullmatrix).

2. Identische Abbildung: mit B = C ergibt sich ¢(b;) = bj = 0b; +...+1bj +...0b, fiir ¢ =
idv: V — V und daher [idV]B,B =1.
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Kann eine lineare Abbildung die Dimension verkleinern oder vergroBern?

4.18. Definition: Seig: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-VR, dann nennen wir
kerg:={veV|p) =0=¢ (o) cV
den Kern von ¢ und
im:={weW|FIveV:iw=p)}=¢@V)cW
das Image oder Bild von .

Die Menge ker ¢ ist also die Losungsmenge der homogenen linearen Gleichung ¢ (v) = 0, wih-
rend im¢ aus allen Vektoren in W besteht, die als Bilder unter ¢ von Vektoren aus V auf-
treten konnen, d.h. die als rechte Seite in der linearen Gleichung ¢(v) = w zu einer ldsbaren
Gleichung fiihren.

4.19. Proposition: Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen [K-VR. Dann ist ker ¢
ein Teilraum von V und im ¢ ein Teilraum von W.

Beweis als Ubung.

4.20. Beispiele: 1.¢: P3([R) — P3(R), ¢(p) = p’ hat
kerp ={p|p' =0} ={p| pkonstant} = {p | p(x) = ap} = Po(R) und

imo=1{p|p=gq mit ge P3(R)} = {a; +2a,x +3azx* | a;, a, az € R}
= {b() +byx+ b2x2 | bo,bl,bg eER} =P (R).

b
2.¢:Cla,bl =R, o(f)= [ f(t)drhat
a
b
kero ={f | [ f(t)dt =0} ={f | Fldche tiber der x-Achse = Fliche unter der x-Achse} und
a
b
(im Falle a < b) im¢ =R, weil z.B. fiir jede reelle Zahl A gilt: [ ﬁ dt=A.
a

3.Seip: R®* > Rlinear,dh.p =@ mit A= (a1 ar a3),

X1
(p(x) =A-x= (611 ap 613) . (XZ) =a)xX)+ ax + asxs.
X3

ImPFalle (a1 a, a3)#(0 0 0)ist

a
kerp = {x| a;x, + axx + a3x3 = 0}, also eine Ebene durch 0 mit Normalvektor (az).
as
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4. Sei ¢: K" — K™ linear, d.h. ¢ = ¢ 4 mit A€ M(m, n;KK), dann ist

kerg = {x| A-x =0} = Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems A-x = 0.
5. Sei ¢ wie in 4.; fiir welche b € K™ ist A- x = b 16sbar?

Genau fiir jene, fiir die es ein x € K” mit ¢ 4(x) = A- x = b gibt, d.h.

img={b| A-x=bistlosbar}.

4.21. Proposition: Sei¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-VR, dann gilt:
(i) g istinjektiv <= ker¢ = {0}
(ii) @ ist surjektiv < imp=W

Beweis: (i) =: Aus v € ker¢ folgt ¢(v) = 0 = ¢(0), daher wegen der Injektivitdt v = 0. (Somit
ker ¢ < {0}; aber ker ¢ = {0} ist ohnehin klar, weil ker ¢ ein Teilraum ist.)
<) =) = pv1—1v2) =) —p(r2) =0 = vi—vrekergp={0} = v1—vy2=0.

(ii) ist klar nach Definition von im ¢. O

4.22, Proposition: Sei¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-VR, dann gilt:
i) @(v1),...,@(vE) linear unabhdngig — v;,..., v linear unabhéngig

(i) Falls ¢ injektiv ist, gilt auch

v1,..., Vg linear unabhingig = ¢(v1),...,¢(vy) linear unabhéngig.

Beweis: (i) Angenommen vy, ..., Vx sind linear abhéngig, d.h. es gibt eine nichttriviale Line-
arkombination } A;v; = 0, dann kénnen wir ¢ auf die Gleichung anwenden und erhalten
YAiow;) = Aivi) = ¢(0) = 0. Somit wiren aber ¢(vy),...,¢@(vi) linear abhéngig — ein
WIDERSPRUCH!

(ii) Sei Y A;p(v;) =0, dann folgt ¢ 3-A;v;) =Y Aijp(v;) =0, also ) A;v; € ker. Gemal3 4.21(i)
erzwingt dies aber )’ 1;v; =0. Da vy, ..., v linear unabhéngig sind, miissen weiters alle 1; =0
sein. Somit ist die lineare Unabhéngigkeit von ¢(11), ..., @(vy) gezeigt. O

4.23. Korollar: Seig: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-VR, dann gilt:
(i) dimim¢ <dimV [Bild hat hochstens die Dimension des Definitionsbereiches]
(ii) ¢ injektiv = dimim¢ =dimV

Beweis: (i) Sind w; = ¢(v1),..., wix = @(vy) linear unabhéngig in im¢, so sind nach 4.22(i)
auch vy,..., vk linear unabhédngig in V. Daher hat V mindestens so lange linear unabhéngige
Systeme wie im ¢.
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(ii) Erinnere: Die Dimension eines VR ist die maximale Linge linear unabhéngiger Systeme
(Zusatz zu Definition 3.23). Nach (i) hat im ¢ immer hiéchstens so lange l.u. Systeme wie V,
nach 4.22(ii) wegen der Injektivitdt aber auch mindestens so lange l.u. Systeme wie V; also
muss Gleichheit der Dimensionen gelten. O

Bemerkung: Fiir dimV < oo folgt die Umkehrung von (i7)
dimimg =dimV = ¢ injektiv
unmittelbar aus dem folgenden Satz.
4.24, Satz: Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen K-VR,

dann gilt:
dimker ¢+ dimim¢ = dim V.

Beweis: Sei w, = ¢@(vy),..., w, = @(v,) eine Basis von im¢ (und somit dimim¢ = r). Nach
4.22(i) ist vy, ..., vy linear unabhéngig.
Sei weiters u;, ..., u; eine Basis von ker ¢ (und somit dimker¢ = ).

Behauptung: Das System S: vy,..., v, Uy, ..., 4; ist eine Basis von V (und somitdimV =r +1,
sodass dann der Beweis fertig ist).

Lineare Unabhingigkeit von S: Es gelte > A;v; + 3 uju; = 0. Wir wenden ¢ auf die Gleichung
an und erhalten
i)+ pjeu;) =0.
YA+ pjplu;
wi 0

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der w; miissen alle A; = 0 sein, und daraus in Folge auch
alle uj = 0, weil auch die u; linear unabhéngig sind.

S ist Erzeugendensystem: Sei v € V, dann haben wir mit geeigneten Skalaren A; die Darstel-
lung p(v) =Y Ajw; =Y Lip(v;) = (3 A;v;). Daraus folgt p(v—Y A;v;) =0, d.h. v-) A;v; €
ker¢. Somit gibt es Skalare u;, sodass v—3} A;v; = ¥ uju; gilt. Dies ergibt die Darstellung
U:Z/livi+2,ujuj. ]

4.25. Korollar: Sei¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen K-
VR mit dim V = dim W, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist bijektiv (d.h. ein I[somorphismus)

(i) ¢ ist injektiv

(iii) ¢ ist surjektiv

Beweis: (i) = (ii) ist klar.

.. .. . 421 . 424 . .. 3.28 . .

(ii) = (iii): ¢ injektiv = dimker¢p = dimV =dimim¢ < dimW =dimV =

dimime =dimW = im¢ = W, d.h. ¢ surjektiv.
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(iii) = (i): @ surjektiv = dimim¢ =dimW =dimV = dimkerp =0 =

ker¢ = {0} S @ injektiv. O

4.26. Satz: Esseien V und W endlichdimensionale [K-VR, dann gilt:

Vund W sind isomorph <= dimV =dimW
Beweis: =: Sei ¢: V — W ein Isomorphismus. Aus der Surjektivitdt von ¢ folgt dimW =
dimim ¢ und aus der Injektivitdt auch dimim¢ = dim V, insgesamt daher dim W =dim V.

«:Seien B,C Basenvon V, W und dimV = dim W = n. Betrachte ¢ := @BoCI)El VKPS W.
Sowohl @3 als auch d)(_:l ist linear und bijektiv, daher ist es auch deren Verkniipfung ¢. Also ist

@ ein Isomorphismus von V mit W. O
w
4.27. Eine schematische Illustration v 0
zu 4.24 konnen wir versuchen, indem Hier ist @
wir die Dimension als entsprechen- injektiv,
ke auf d einfach also atm-
de Strecke auftragen und einfach pro erhaltend
Basisvektor einen Teilstrich machen: (vel. 4.23)
imoe
kero
0 > 0

4.28. Beispiel: Wir hatten in 4.5.2 die Projektion ¢: R® — R? auf die x-y-Ebene, die durch
¢ = ¢ 4 mit Matrix (bzgl. der Standardbasen)

gegeben ist. Wir berechnen Kern und Bild:

1 1
kergp = {x e R® | A- x = 0}: das GauR-Schema ist 0 (1) 1 8 ,daher x3=t¢, x, = —t, x; = —t,
-1
d.h. kero={t-|-1]||t€R} undhat Dimension 1 (Gerade durch 0).
1
X1 X
imp={A-x|xe R3} = R2, weil fiir beliebige x;, x, € R gilt, dass A- | xz | = (xl)'
0 2

(Die Projektion wirkt auf der x- y-Ebene wie die Identitét.)
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4.29. Invertierbare Matrizen - Motivation: Wenn wir ein lineares Gleichungssystem A-x = b
vorliegen haben, dann wiirden wir im besten Fall und in Analogie zu Rechenregeln fiir reelle
Zahlen (oder allgemeine Korper) erwarten, eine Losung in der Form ,,x = A~L1.b“ zu erhalten.

Betrachten wir zwei durch Matrizen gegebene lineare Abbildungen ¢ 4: x— A-xund ¢p: y—
B -y, die invers zueinander sind, d.h.

B-A-x=x und A-B-y=y Vx,),
d.h.’B-A: I, ‘und’ A-B=1,,|,wobei Ae M(m,n;K)und B € M(n,m;K). Dannistp,: K" —

K™ linear und umkehrbar, also bijektiv, und somit gilt gema® 4.26 die Gleichheit [n =m]|.
(Matrizen mit Zeilenanzahl = Spaltenanzahl nennen wir auch ,,quadratisch®.)

4.30. Definition: Eine quadratische Matrix A € M(n, n;K) ist invertierbar, wenn es eine
quadratische Matrix B € M(n, n;K) gibt, sodass gilt:

A-B=I, und B-A=I,.

In dem Fall wird A~! := B die zu A inverse Matrix genannt.

Die Inverse A~! ist eindeutig bestimmt: Sind nédmlich B und C beide invers zu A, dann folgt
B=B-1,=B-(A-C)=(B-A)-C=1,-C=C.

4.31. Beispiele: 1. Die Nullmatrix hat nie eine Inverse, denn 0- B=B-0=0# I.

2. Die Einheitsmatrix ist zu sich selbst invers: I-I = I.
1

an 0 0 a_ll 0
0 ap -+ 0 0 aLzz e 0 )
3. hat als Inverse, falls alle a;; # 0 sind. (Ubung.)
0 0 0 .0
0 0 ann 0 A 0 ain
4abh 1 d_bll falls ad — bc # 0; andernfalls gibt es keine I
. d at - _o g | s nverse, falls ad — ¢ # 0; andernfalls gibt es keine Inverse.

Ersteres kann natiirlich einfach nachgerechnet werden, zweiteres ist mit ein bisschen mehr

Theorie sehr einfach (siehe spéter), sonst ein wenig miihsam nachzupriifen. Zum Beispiel ist

(%, 2) nicht invertierbar.

10 1 0 1 00
5((1) (1) 8) 01 :((1) (1)):[ und |0 1 ((1) (1) 8): 01 0f|#1,
00 00 0 0O

d.h. aus A-B = I folgt nicht B- A = I bei rechteckigen Matrizen. Wie wir in 4.29 gesehen haben,
miissen fiir die Giiltigkeit von A-B = I und B- A = I ohnehin beide Matrizen quadratisch sein.

4.32. Proposition: Seien A, B € M(n, n;K), dann gilt:
A-B=1 = B-A=1I
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Beweis: A-B=1 = @ao@p=¢=id: Kn 25 Kn 2L K = ¢ 4 surjektiv £y ¢ 4 bijektiv
EN (pB:((p;lo(pA)O(pB:(pzlo((pAO(pB):(p;l => (pBO(pA:(pzlo(pA:id = B-A=1 O

4.33. Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix: ,,GauR verlingert“.

Gegeben sei A = (a;j) € M(n, n;IK) und gesucht sei B = (b;j) € M(n, n;K), sodass A- B = I gilt.
Wir teilen Bund I in Spalten: B={/p; | --- | b, ), I= ( ei1| -+ |e,||,dannbedeutet A-B =1
gerade

A-by=ey,...,A-b,=e,, dassind nlineare Gleichungssysteme fiir die gesuchten by,..., by,.

Betrachten wir zunéchst die Gaul3-Elimination fiir das erste Gleichungssystem A- b; = e;:
Ausgehend vom Schema erreichen wir wie tiblich die Zeilenstufenform, wobei wir bei
invertierbarem A eine obere Dreiecksform bekommen und nach eventueller Division einzel-
ner Gleichungen entlang der Diagonalen jeweils 1 stehen haben:

Nun kénnen wir aber auch oberhalb der Diagonale iiberall Nullen erzeugen, indem wir suk-
zessive passende Vielfache der untersten, zweituntersten, ... Zeile zu den oberen Zeilen da-
zuzdhlen, bis wir auf die folgende Form kommen:

1 0 0
01
0 0 1

Hier steht links die Identitédt I,,, daher muss rechts auch schon der Losungsvektor b; stehen,
weil die Variablenwerte sich nun unmittelbar aus den Eintrdgen der rechten Seite ergeben.

Alle Gleichungssysteme A- b; (i = 1,...,n) haben dieselbe Koeffizientenmatrix, daher sind
auch dieselben Umformungen notig; wir rechnen daher alles auf einen Schlag, indem wir alle
n rechten Seiten zusammenfassen:

’ Alejer--- ey ‘ fithrt mittels , verlangertem Gaul3verfahren“ auf ’ I|b1by--- by,

d.h. wird zu umgeformt, dann ist A 1=B.
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1 2 -1
Beispiel: A=|0 1 -4]|, wir berechnen schrittweise

1 1 2
1 2 -1/1 0 O 1 2 -1|]1 0O 1 2 -1}/ 1 0O
01 -4/0 10 > O 1 -4,0 10 ~y 01 4,0 10
11 2 (0 01 0O -1 3|-1 01 00 -1]-111
1 2 -1|/1 0 O 1 2 012 -1 -1 1 0 0/,-6 5 7
~ 01 -4/0 1 0 ~ 0104 -3 4 ~ 0104 -3 -4
00 1|1 -1 -1 00 1|1 -1 -1 00 1|1 -1 -1
-6 5 7
und erhalten A1 =| 4 -3 -4}|.
1 -1 -1

Das System ist iibrigens genau dann losbar, wenn A eine Inverse besitzt.

4.34. Definition: Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen wird mit GL(n,K) :={A€
M(n, n;K) | Ainvertierbar} bezeichnet und hei8t auch ,general linear group®.

4.35. GL(n,K) bildet bzgl. der Matrizenmultiplikation eine Gruppe, d.h. es gilt:

1.A,Be GL(n,IK) = A-Be GL(n,K): DieInverse zu A-B ist nimlich durch B~!- A1 gegeben,
weil B -A™).A-B=B1.(A'-A)-B=B"!.I-B ™! =TIgilt;alsoist A- B € GL(n,K).

2. Assoziativitdt: Gilt gemdf 2.6.b)1.
3. Die Identitét I gehort zu GL(n,K) und ist neutrales Element: I- A= A-1 = A.

4. Jedes Element A € GL(n,K) besitzt ein inverses Element in (!) GL(n,K): A~! ist invertierbar
und hat als inverse Matrix A, weil A- A™1 = A™1. A = I gilt.

Fiir n = 2 ist die Gruppe GL(n,K) nicht kommutativ: Zum Beispiel

1 0 0 1 1 ««+ --- 0 1 =1 - -+ 0
-1 -0 o1 0 --- 0 0O 1 0 -0

A=10 0 1 - 0],B=(0 0 1 0 [sindinvertierbar: B~1 =0 0 1 -0
: .0 : 0 : .0

0 0 1 0 e 001 0 - 001

und A~! = A; also gilt A, B € GL(n,K).
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1 1 0 1 -1 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0
Esist A-B=|0 0 1 - 0fx(0 0 1 0|=RB-A.
: .0 : 0
0 e 01 0 e 0 1

Bemerkung: GL(1,K) = {Ae M(1,1,;K) | Ainvertierbar} = {1 € K | A # 0} ist kommutativ.

4.36. Satz: Sei@: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen [K-VR, B
eine Basis von V und C eine Basis von W. Dann gilt:

@ istinvertierbar <= [¢@]pc ist invertierbar

und in dem Fall gilt ([qD]B,cr)_1 =lp Ypc.

Beweis: =: I = [idy]gg=[¢  oplps i l9~"1c,5- [@]B,c und analog I = [l c- (¢~ Ic,5.
<: Sei A = [@]p,c; wir definieren dhnlich wie in 4.12, Umkehrungsteil: ¢ := CI)]E1 op-10Dc.
Dannisty: W — V linear und es gilt
wop= (0o 10Dc)o (D opao®p)=Dplogp0pa0dy=idy
und analog @ oy =idy . O

Bei den ,Entlarvungen® von abstrakten Vektorraumen und abstrakten linearen Abbildungen
hatten wir jeweils die Wahl von Basen frei. Wie verhalten sich die verschiedenen , Entlarvun-
gen“ zueinander, die man bei Verwendung verschiedener Basen enthilt?

4.37. Basiswechsel in einem endlichdimensionalen Vektorraum V:

Seien B = (by,...,b,) und B’ = (b},...,D},) Basenin Vund sei ve V.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen [v]p und [v]p/?

n n
Seiv:Z)L,-b,-:Zyjb} und by =) anb;, ..., b,,=) ai,b;. Esist
i=1

i=1
n n n n
2 K (Z a,-,-bl-) =2 (Z ai,-uj) bi,
=1 i=1 i=1\j=1

n n
Zlibi =vV= Z[J]b; =
i=1 j=1 j= = 1=

n
daher wegen der Eindeutigkeit der Basisdarstellung A; = Z aijpj, d.h.
j=1

M an o ain) (M1
= , (vlg=S-[v]p
~——
An ap1 - dpn Hn alt” »heu”
S—\— ~~ s N
[V]B S [U]B’



Die Matrix S vermittelt also zwischen den Darstellungen von Vektoren bzgl. der Basen B und
B'; wir nennen sie daher die Matrix des Basiswechsels von B auf B’ und schreiben S = [B — B'].

an
1.Spaltevon § = | : = Koordinatenvektor von b| bzgl. B = (b}

an1
usw. fiir die weiteren Spaltenvektoren von S: j. Spalte = [b;.] B

Es werden also jeweils die Darstellungen der ,neuen” Basisvektoren durch die ,alte“ Basis als
Spaltenvektoren verwendet.

Ein Diagramm fiir den Basiswechsel sieht so aus
st K"

S

B!
,neu“ K”

und eines fiir zwei Basiswechsel hintereinander [B — B"1=S-T = [B — B']-[B' — B"] ist auch
noch recht iibersichtlich:

Kl’l
/ST (I)B
Dp
ST, KP<=——V
NpZ
(I)BH
Kn

Setzen wir speziell B” = B und beachten, dass [B — B] offensichtlich I ist, so folgt:
I=[B— B]=[B— B']-[B'— B], alsoistS stets invertierbar und

S'=B—B1'=[B' - Bl

4.38. Beispiel: vgl. 4.5.3 2
2y (X1,X3)

Drehung um den Winkel a (X0.%)

yalte Basis“ B = (ej, e;)

~neue Basis“ B’ = (e}, €}) AV
) e
Einheitsvektoren (,am Einheitskreis®) a ,
. a
,  [cosa ,  [—sina —¥ >1
e 1= . ’ 62 = N\ !
sina cosa \

Das heildt
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e =% =cosa-e +sina-e, also CATE cosa

17 |sina 1 2 LB~ \sina )’

el = —sina =(-sina)-e;+cosa-e,, also [e)]lp= —sina
27\ cosa )~ 1 2 21B=\ cosa |
und daher

X1\ _ o (¥ : (e 1 y_ [cosa —sina
(xz)_s (xé) mit 5= (le1ls [eZ]B)_(sina cosa)'

Die inverse Matrix ist (geméf3 4.31.4)

1o cosa sina
—sina cosal’

/ !/
daher S7!- (xl) =s571.s. (x}) = (x}) und somit
X X X,
x;) _(cosa sina (a1
x,) \-sina cosa) \xz)

4.39. Basiswechsel bei linearen Abbildungen:

Seien V, W endlichdimensionale K-VR mit dimV = n, dim W = m; seien B, B’ Basen von V
und C, C' Basen von W. Die zugehorigen Basiswechselmatrizen seien S = [B — B'] € M(n, n;K)
und T =[C — C'] € M(m, m;K).

Fiir eine lineare Abbildung ¢: V — W wollen wir eine Relation zwischen A’ := [¢]p ¢ und
A := [@lp,c herstellen. Dies erreichen wir sehr iibersichtlich durch ein kommutatives Dia-
gramm:

n 4 o m
[0F:} C
S \V?W/ T
A!

Wir lesen ab, dass A'=T71-A-S gilt, d.h.

[¢lp,cr = [C"— Cl-lglpc-[B— Bl

Der Rest dieses Kapitels befasst sich mit dem sogenannten ,Rang“ einer Matrix bzw. einer
linearen Abbildung. Aus dem Rang bestimmt sich die Zahl der freien Parameter eines linearen
Gleichungssystems.
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4.40. Definition: Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen den K-VR V, W, dann
definieren wir den Rang von ¢ durch

rgy :=dimim.

4.41. Definition: Sei A€ M(m, n;K), dann ist

ZR(A) := Maximalzahl linear unabhingiger Zeilen von A
der Zeilenrang von A und

SR(A) := Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten von A

der Spaltenrang von A.

In welchen Relationen stehen hier die obigen Rangbegriffe zueinander angesichts der Zusam-
menhénge zwischen linearen Abbildungen und Matrizen?

4.42. Definition: SeiV ein K-VR und S < V, dann heif3t

n
[S]:={)_AjviIneN;1<i<n: A €K, v; €S}
i=1

das lineare Erzeugnis von S (auch ,lineare Hiille“).

Bemerkungen: (i) [S]2S,dennveS=>v=1-ve[S].

(ii) [S] ist ein Teilraum von V.

(iii) [S] ist kleinstmoglich mit den Eigenschaften (i) und (ii), d.h. [S] ist der kleinste Teilraum,
der S umfasst: Ist ndmlich W irgendein Teilraum, der S umfasst, dann enthdlt W alle Linear-
kombinationen wie in der Definition von [S] angegeben und somit auch ganz [S].

(iv) Nach Definition ist S ein Erzeugendensystem fiir [S].

(v) Seien vy, ..., vy € V; statt [{vy,..., v;}] schreiben wir oft auch einfach [v,..., vi]. Setzen wir
r:=dim[vy,..., v¢], dann ist r die Maximalzahl linear unabhédngiger Vektoren unter den Vek-
toren vy, ..., vx: Verkiirzt man ndmlich das Erzeugendensystem vy,..., vy zu einer Basis von

[v1,..., Vk], dann verbleiben gerade r Vektoren; mehr als r linear unabhéngige Vektoren kann
es aber unter den vy, ..., v nach dem Zusatz zu 3.23 nicht geben.

(vi) Ist A= : mit Zeilenvektoren z,..., z,, so folgt ZR(A) = dim|zy, ..., z,];

sind s1,..., s, Spaltenvektoren und A = H H , dann ist SR(A) = dim[sy,..., s,].
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4.43. Satz: (i) Fir Ae M(m, n;K) gilt rgp4 = SR(A).

(ii) Sei ¢p: V — W eine lineare Abbildung zwischen den endlichdimensionalen [K-VR V, W mit
Basen B, C. Dann gilt rg¢ = SR([¢]p c)-

X1 anxy+...+ainxn
Beweis: (i): @a(x) = A-x=||s1|--- [sn||-| : | = : = X181 ...+ X5 Sp,

Xn Am1 X1+ ...+ QmnXn

n
daherist im@a=1{) x;s;|x; €K} =1[sy,...,5,] undsomit rge, =dimlsy,...,s,] = SR(A).
i=1
(ii): Sei G := [¢] ¢, dann gilt: K"
—~—,, [®_!injektiv;4.23]
®p(V) =

) =

= dimg (K™ = dimimeg = rgpc 2 SR(G) = SR(@lp.c). O

rge =dimime = dimimCDE1 opgoPp= dim@El (‘PG(

Fiir die Anwendung auflineare Gleichungssysteme bendtigen wir noch die keineswegs selbst-
verstdndliche Tatsache, dass ZR(A) = SR(A) gilt. Im Beweis verwenden wir die , Transpositi-
on“ einer Matrix, d.h. die Spiegelung an der ,Hauptdiagonalen®, die aus Spalten Zeilen macht
und umgekehrt.

4.44. Definition: Sei A € M(m,n;K), A = (a;;). Die Transponierte von A ist die Matrix
A’ € M(n, m;KK), die durch

Al = (bij), bijtz aji i=1....,mj=1,....m)

gegeben ist.

t 1 4
4.45. Beispiele: 1. (1 2 3) =12 5
4 5 6 3 6

2. Die Transponierte eines Spaltenvektors ist der entsprechende Zeilenvektor und umgekehrt.

4.46. Proposition: (i) (A= 4,

(i) (A+B) = A"+ B!, (MAI=21A",

(iii) (A-B) = B*- A,

(iv) Ist A invertierbar, so ist auch A’ invertierbar und es gilt: (A)™! = (A1),

Beweis: (i) ist klar und (ii) ist sehr schnell klar gemacht.
(iii) [(A-B)"1;j = (A-B)ji =Y AjBii =) (AD;(BYi =) (BN u(AY; = (B"- ADj;.
1 I 1
(iv) A- A1 y (A ht.At=1"=] und A1 - A= IgAt-(A‘l)t: I'=1,
daher ist A? invertierbar und hat (A~1)? als Inverse. O
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4.47. Satz: Fiir jede Matrix A€ M(m, n;K) gilt ZR(A) = SR(A).

Beweis: Sei A = (a;;) = : =||s1|-+- | sp||lund r:=ZR(A) sowie W :=[z1,..., Z,].

Sei by, ..., by eine Basis von W (es ist ja dim W = r). Wir definieren die r x n-Matrix

Jedes z; ist Linearkombination der by, d.h. es gibt ¢ € K, sodass

(bij) :=

r
(%) Zi:ZCikbk (i=1,...,m).
k=1

Aus den Koeffizienten c;; erhalten wir eine m x r-Matrix, die wir in Spaltenvektoren organi-

sieren
(cik) = H I .
ay j
Wir hatten fiir die Zeilenvektoren z; = (ail ceeay n) und fiir die Spaltenvektoren s; =

Daher heil3t Gleichung (%) komponentenweise gelesen
r
aij = Z Cikbkj (i = 1,...,m;j = 1,...,1’1).
k=1

Wenn wir diese Gleichunge spaltenweise, d.h. jeweils fiir i = 1,..., m, zusammenfassen, erhal-
ten wir die folgende Gleichung von Spaltenvektoren

.
SjZkZ: tkbkj (j=1,...,n).
=1

Wir sehen somit, dass 11,..., t, ein Erzeugendensystem fiir [s1,..., s,] bildet, also ist
SR(A) =dim[sy,...,s,] <17 =ZR(A).

Nun kénnen wir analoge Uberlegungen fiir A’ statt A anstellen und erhalten SR(A?) < ZR(A?).
Klarerweise ist aber SR(A’) = ZR(A) und ZR(A") = SR(A), sodass wir insgesamt die Unglei-
chungskette ZR(A) < SR(A) < ZR(A) und somit SR(A) = ZR(A) gezeigt haben. O
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4.48. Definition: Fiir A€ M(m, n;K) definieren wir den Rang von A durch

rg A:=7ZR(A) =SR(A).

Bemerkungen: 1. Es gilt natiirlich stets rg A < min(m, n).
2. Mit 4.47 und 4.48 lautet nun 4.43 so: (i) rgp 4 =1g A und (ii) rgp =18[YlB C.

Mit den in 2. erhaltenen Beziehung lassen sich nun die Aussagen in 4.21-4.25 in anderer Ge-
stalt schreiben.

4.49. Seien V,W endlichdimensionale K-VR, dimV = n, dimW = mund ¢: V — W. Seien
B,C Basenin V bzw. W und A = [¢]p,c. Dann gilt:

(1) @ injektiv & rgA=n (aus 4.23 Prop. und Bem.)
(2) @ surjektiv © r1gA=m (wegen rg A = dimim ¢)
(3) ¢ bijektiv & rgA=n=m (Kombination der beiden vorhergehenden Aussagen)
(4) dimkergp +rgA=n (aus 4.24)

(5) Ist n = m, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) ¢ bijektiv
(ii) ¢ injektiv
(iii) ¢ surjektiv
(iv) 1gA=n (aus 4.25 und (3) oben)

4.50. Alle obigen Aussagen gelten natiirlich erst recht im Spezialfall V = K", W = K™, B =
C = Standardbasis, wobei wir statt ¢ in 4.49(1)-(5) jeweils ¢ 4 lesen.

4.51. Satz: Sei Ae M(n,n;K), dann gilt:

Aistinvertierbar <= rgA=n (also groftmoglich).

. . . 4.36 . . oo . 44905)
Beweis: Ainvertierbar < ¢4 invertierbar, d.h. bijektiv < rgA=n O

4.52. Beispiele: 1. Fiir eine Matrix C, wie sie am Ende einer GauR-Elimination fiir ein
lineares Gleichungssystems entsteht, also von der folgenden Form (mit allen ¢;;, # 0)
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0 Cpjy % * * % 21
0 22
C=
0 Crj, * % % %% Zr
0 Zr+1=0
0
0 zZm =0

-

sind die Zeilen z,,..., 2z, linear unabhéngig: Aus der Gleichung Z Aiz; =0 folgt ndmlich der
i=1

Reihe nach A; = 0 (mit Blick auf die Komponente j;), 1, = 0 (Komponente j») usw. Daher ist

die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen gleich r und somit .

2. Fiir ¢: P3(R) — P3(R), o(p) = p' — p (vgl. 4.15) ist rg = 4:

1 -1 0 O
1 -2
rgp =r1gl@lpp =rg 0 = 4 (GauB3-Schema!), daher ist ¢ bijektiv, was die beiden
’ g 8 (1) _13 ,Ja“ in 4.15 begriindet.

4.53. Praktische Bestimmung des Ranges einer Matrix — wieder Gauf3!

Die einzelnen Schritte im Zuge des Gaul3-Eliminationsverfahrens lassen den Zeilenrang un-
verdndert: Das ist klar beim Vertauschen zweier Zeilen. Wird nun etwa zur Zeile i das A-fache
der Zeile j addiert, also z;" = z; + 1z j» 0 ist die lineare Hiille der neuen Zeilenvektoren si-
cherlich in der linearen Hiille der urspriinglichen Zeilenvektoren enthalten. Andererseits gilt
wegen z; = z;' — Az; auch die umgekehrte Inklusionsrelation der gerade genannten linearen
Hiillen, sodass sie gleich sind und somit auch der Zeilenrang unverdndert bleibt.

Wir erhalten also folgendes Rezept: Zur Bestimmung von rg A wendet man auf A das Verfah-
ren der Gaul-Elimination an und liest am Ergebnis C den Rang wie oben in 4.52.1 ab. Zum
Beispiel sehen wir nun mit einem Blick, dass die Koeffizientenmatrix fiir das Gleichungssys-
tem in 1.4 den Rang 4 hat.
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§5. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME I1

Wir kénnen nun mit Hilfe der bisher entwickelten Theorie die folgenden Themen kurz und
schlagkréftig behandeln:

[a—

. Losbarkeit tiberhaupt
2. Form der Losungsmenge:

a) homogenes System

b) inhomogenes System
3. Losbarkeit fiir beliebige rechte Seite
4. Eindeutigkeit der Losung

5. Eindeutige Losung fiir beliebige rechte Seite

anxy+...+aipnxy

SeiA: ay|---|an||,dh. A-x= : =x1a1+...+Xpap.

aAmiX1+...+AmnXxn

Dann haben wir folgende Kette von Aquivalenzen:

A-x=Db istlosbar — Ax1,..0Xn: X101 +...+xpa,=Db

— [alr---)an]:[al)---)an)b]

3.28 ) .
— dim[a,,...,a,;]) =dim|a,,...,a,, b]

4.48
— 1gA=r1g||a1|-- |an =r1g(A b)

N J/
~~

(A D)...erweiterte Matrix
des Gleichungssystems

Somit erhalten wir die folgende Aussage:

5.1. Satz: A-x = bist genau dann lésbar, wenn der Rang der erweiterten Matrix (A b) mit
dem Rang von A iibereinstimmt.
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Wir betrachten das Gleichungssystem A- x = 0. Die zugehorige lineare Abbildung ist
pa: K" > K™ x— A-x,d.h. der Losungsraum des Gleichungssystems ist gerade ker ¢ 4 und
ist also ein Teilraum von K", fiir den dimkerp 4 = n—dimimg4 = n—rgA gilt. Wir haben
daher die folgende Aussage gezeigt:

5.2. Satz: Der Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems A- x = 0 ist ein
Teilraum von K" der Dimension n —rg A.

Der Losungsraum kann daher z.B. durch Angabe von n —rg A linear unabhéngigen Losungs-
vektoren’ beschrieben werden. Diese Basisvektoren werden dann mit n —rg A Koeffizienten
— das sind die freien Parameter! — linear kombiniert. Vergleiche 4.52.1.: 1g A = r und entspre-
chend in 1.3.4.: n—r freie Parameter.

ad 2.b) | Das Gleichungssystem A-x = b sei ldsbar. Wir nehmen irgendeine Losung x;, (p fiir
ypartikuldr®) und halten sie fest. Wie sehen eventuelle andere Losungen aus?

Ist x, eine andere Losung, d.h. A- x; = b, dann folgt
A'(xa_xP) :A'xa_A'xp = b_bzo.
D.h. y:= x, — xp ist eine Losung des homogenen Systems A-x = 0.

Ist umgekehrt y eine Losung von A- x = 0 und x, := xp + y, dann folgt
A-xg=A-(xp+y)=A-xp+A-y=b+0=b.
D.h. x, ist ebenfalls eine Losung von A- x = b. Wir fassen dies im folgenden Satz zusammen:

5.3. Satz: Sei A-x = blosbar. Dann ist der Losungsraum L dieses Systems ein affiner Teil-
raum des K" von der Gestalt L = x,, + W, wobei W = ker ¢ 4 der Losungsraum des homogenen
Systems A- x = 0 ist; weiters gilt dim L =dimW =n -rg A.

A-x = bistlosbar fiir jedes b € K [,,universell 16sbar“] genau dann, wenn ¢ 4: x — A-x
surjektiv K" — K™ ist. Dies ist gleichbedeutend mit im ¢ 4 = K™, was wiederum (wegen 3.28)
dquivalent zu dimimg 4 = m ist. Nun lehrt uns 4.49(2), dass letzteres gerade rg A = m heil3t,
womit wir zur unten stehenden Aussage gelangen:

5.4.Satz: Fiir Ae M(m,n;K) ist A- x = b genau dann universell 16sbar, wenn rg A = m gilt.

A-x = b seilosbar. Dann gilt:

5.3
A-x = bist eindeutig 16sbar = L = xp + W besteht nur aus {x,}
= W = {0}
= dimW =0

4.49(1)
— rgA=n.

"Diese bilden dann automatisch eine Basis fiir den Losungsraum.
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Mit anderen Worten:

5.5.8atz: Fiir A€ M(m, n;K) sei A-x = blosbar. Die Lésung ist genau dann eindeutig, wenn
rg A= ngilt.

A-x = bistfiir jedes b € K" eindeutig 16sbar

5.4,5.5

= rgA=nund rgA=m

— Aist n x n-Matrixund rgA=n
4.51 . .

— Aist invertierbar

6.11

— det A #0.

ODER

A-x = bistfir jedes b € K" eindeutig 16sbar
@a: x— A-xistbijektiv
@ 4 ist invertierbar

A st invertierbar
det A #0.

120810 1

Somit gilt:

5.6. Satz: Sei A € M(m,n;K). Das Gleichungssystem A-x = b ist genau dann eindeutig
l6sbar fiir alle b € K™, wenn A quadratisch ist (d.h. m = n) und eine der folgenden (fiir qua-
dratische Matrizen) dquivalenten Bedingungen erfiillt:

(i) AhatgroBtmoglichen Rang, d.h. rg A = n.

(ii) Die Zeilen von A sind linear unabhingig. [4.48]
(iii) Die Spalten von A sind linear unabhéngig. [4.48]
(iv) Die Zeilen von A bilden eine Basis des K. (3.27(v)]

(v) Die Spalten von A bilden eine Basis des K". [3.27(V)]

(vi) Aistinvertierbar.
(vii) detA #0.

(viii) A-x =0 hatnur die triviale Losung x = 0. (5.2]
Es giltin diesem Fall: A-x=b < x=A"!-b.

Im Falle, dass A invertierbar ist (¢ detA # 0), kann man anstelle des Verfahrens von Gaufd
auch die sogenannte Cramersche Regel zur Losung von A- x = b verwenden:

57



5.7. Satz: Sei A€ M(n,n;K) invertierbar und b € K”. Dann hat die (eindeutig bestimmte)

X1
Losung x=| : | von A-x = b die Gestalt
Xn
det4; it A a a a a (i=1 )
Xi= mi j 1= e lag- i1 i=1,...,n).
i det A i 1 i-1 i+1 n

[

\

Vv
i-ter Spaltenvektor ersetzt durch b

Beweise fiir die Cramersche Regel finden sich in den Standardlehrbiichern® und wir kénnten
im nédchsten Kapitel ohne Miihe einen nachliefern, werden im Rahmen dieser Vorlesung aber
darauf verzichten.

Die Cramersche Regel ist praktisch fiir n = 2, eventuell auch fiir n = 3. Fiir groRere Systeme
bzw. in numerischen Algorithmen ist sie fiir die praktische Berechnung der Losung wenig
geeignet, da sie viel mehr Rechenschritte erfordert als etwas die Gau3-Elimination. Allerdings
hat sie eine wichtige theoretische Bedeutung: Als explizite Formel fiir x;, in der rechts nur
die mit den Grundrechnungsarten verkniipften Grofen a;;, b; vorkommen, zeigt sie, dass
eine kleine Anderung der a;;, b; auch nur eine kleine (d.h. nicht sprunghafte) Anderung der
x; bewirkt — , stetige Abhdngigkeit der Lésung x von den Ausgangsdaten A und b“. Das ist
wichtig, wenn A und b etwa gemessene Werte beinhalten und daher prinzipiell mit einem
»Fehler®, also einer gewissen Unsicherheit behaftet sind.

DUALRAUME

Fiir ein genaueres Studium linearer Gleichungssysteme ist es oft notig, nicht nur das gesamte
System (bzw. seine ,linke Seite“) ¢ 4: x — A-x zu betrachten, sondern auch einzelne Glei-
chungen, d.h. in der Form ¢,: x — a- x, wo a eine (1 x n)-Matrix (also ein Zeilenvektor) ist:

X1
a=(ay,...,an); @ux):=(ay,...,ay)| : |=a1x1+...+ayxy.

Xn

Solche linearen Abbildungen ¢,: K" — K bzw. allgemein V — KK erhalten eine eigene Be-
zeichnung, ebenso der Vektorraum L(V,K) aller dieser linearen Abbildungen (siehe die fol-
gende Definition). Unter anderem lédsst sich mit der darauf aufbauenden Theorie die Aufgabe

87.B. in Fischers Biichern im Kapitel Determinanten, bei Muthsam im Kapitel Lineare Abbildungen — Deter-
minanten, bei Janich im Kapitel Lineare Gleichungssysteme und bei Brocker im abstrakteren Kapitel Ringe und
Moduln.
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16sen, zu einem gegebenen Teilraum W des K" lineare Gleichungssysteme A- x = 0 zu kon-
struieren, deren Losungsraum gerade W ist.

5.8. Definition: Sei V ein K-Vektorraum. Ein lineares Funktional oder eine Linearform
auf V ist eine lineare Abbildung f: V — K. Der Vektorraum L(V,K) aller linearen Funktionale
auf V wird mit V* bezeichnet und Dualraum von V genannt, mit anderen Worten

V*:={f: V—>K| f linear}.

5.9. Beispiele:

1. Der Dualraum von K” ist (K™)* = L(K",K) £ M(1, n;K), d.h. die Linearformen f € (K")*
sind genau die Abbildungen der Gestalt
X1
fax):=(ay,....,an) | ! |=ax1+...+apxy (x e K™.
Xn

2. Auf V = P(R) sind die folgenden Abbildungen Beispiele fiir Linearformen f, g € (P(R))*:
1

£ PR —R, f(p):= -

und g: P(R) nd [R, g(p) = f p(t) dt (Linearitét ist leicht nachzurechnen.)
0

5.10. Duale Basis zu einer Basis
SeiV ein endlichdimensionaler K-VR und B = (b, ..., b;) eine Basis von V.

(i) Wir definieren n lineare Funktionale f7,..., f;, auf V wie folgt:

Al ek
h
) /
Vav=3Y A;b; :
i=1
Jn
An e
A
[d.h. fj = pjo®p,wobeip;: | : |— A;die (lineare!) Projektion auf die j-te Achse ist].
An

. . I (j=10),
Esgilt fi(b;))=fi0-by1+...+1-b;j+...+0-by,) = =0;.
(i) Es gilt f;(b;) f](\ 1+...+ it t @) {0 G # i) } ij




(iii) Die Funktionale fi,..., f;; bilden eine Basis von V*:

n
Lineare Unabhéngigkeit: Seien 1, ..., u, € K,sodass . p;fj =0 (linksstehteinlineares
j=1
Funktional und rechts die Nullabbildung: V — K);

dh.VveV: 0=(Zpu;fi)w) =X u;fiw).

n
Setzen wir speziell v = b; ein, so ergibtsich0= Y u;6;; = ;.
j=1

Erzeugendensystem: Sei f € V* beliebig. Dann gilt fiir alle v € V mittels Basisdarstel-
lung bzgl. B, dass

n

F=fO_ Aib) =) Aifb) =) fiw)fb) =) f(by) f;(v) = (Z f(b,-)ﬁ) (),
i=1 i=1 i=1 i:lT i=1
]

n
daheristalso f= ) f(b)fi€lfi,..., fnl

i=1
Definition: B* :=(fj,..., f;) heilt die zu B = (by, ..., b,) duale Basis; sie ist durch die
Gleichungen f;(b;) = 0; j eindeutig bestimmt.

(iv) Die Situation ist im folgenden Sinne spiegelbildlich:

/
\

A= fi(v) w1 = f(by)
Vav= f Aib; :
- \

v* Bf: Z Iljfj
i j=1
An :fn(v) Hn :f(bn)

(v) Aus (iii) folgt dimV* = n = dimV, daher gilt nach 4.26 auch V = V* (explizit via
@: Y Aib; — Y A; f;). Achtung! Letzteres ist falsch, wenn V unendlichdimensional ist.

5.11. Beispiele

1. Fir V=K" mit B= (ey,...,e,) ist B* = (e},..., e}) (mit e] = (1,0,...,0) usw.), denn

0

e;-ei:(o,...,l,...,0)~ 1 :51']-

1 an j-ter Stelle
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2. Sei V.=K" und B = (by,...,by) eine beliebige Basis (von Spaltenvektoren); sei B* =
(a1,...,a,) die zu B duale Basis (bestehend aus Zeilenvektoren), d.h. a;-b; =6;;. Dann

folgt
: Albi| |bu||=(ai-bj)=(6;j) =1,
an
-1
d.h. die a; sind die Zeilen der inversen Matrix | | by |--- | by,

Die Berechnung der dualen Basis erfolgt hier also mittels Matrizenrechnung.

3. Fiir V = P3(R) mit Basis B = (1, x, x?, x°) ist B* = (fy, f1, f2, f3), wobei fiir jedes p € P3(R)
gilt
plll(o)

’ f3(P) = 3! .

p/(o) _ p/l(o)
1 ’ fZ(P)— 21

fo(p):=p0), filp):=

(Rechnen Sie das nach!)

1
4. Aufgabe: Stelle f € (P3(R))*, gegeben durch f(p) := f p(t) dt, als Linearkombination der
0
Elemente der Dualbasis B* aus 3. dar! (Verwende dafiir 5.10(iii) bzw. (iv).)

Wir erhalten durch einfache Berechnung der Integrale f(b;) (i =0,1,2,3)
3 ] ) .
f:Zf(bi)fi:1-f0+—-f1+_.f2+_,fé’
i=0 2 3 4

d.h. bei Anwendung auf p € P3(R)

1
! " "
fp(t)dtzp(0)+l9(0)+p (0)+p (0)
1! 2! 3! 4!
0

Achtung! Diese Formel gilt nur fiir Polynome vom Grad kleiner gleich 3.

5.12. Duale oder adjungierte lineare Abbildung zu einer gegebenen linearen
Abbildung

Seien V und W Vektorrdume iiber K, ¢: V — W linear und ge W*.

i v —w Die Verkniipfung go ¢ ist linear V — [K, also ist gop € V*.
18
8°p
K
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(i)

(iii)

(iv)

Die Abbildung ¢*: g — gog istlinear W* — V*: Esist p* (g1 + &) = (g1 + &)o@ e V",
kann also auf v € V angewendet werden und ergibt

(g1 + &) o)) =(g1+ &) (@W) = g1(p(V) + &) = (g109) (V) + (g0 ) (V),

daher @*(g1+82)=(g1+8)op=8g100+gop=¢"(g1)+¢"(g).
Analog zeigt man ¢@*(1g) = 1p*(g).

Definition: Die lineare Abbildung ¢*: W* — V*, g — go ¢ heildt die zu ¢ adjungierte
(oder duale) lineare Abbildung.

Matrix der adjungierten linearen Abbildung: Seien V und W endlichdimensional,
dimV=n,dimW =mund B = (by,...,b,), C=(c,...,c;) Basen von V, W. Seien
B*=(fi,..., fn) bzw. C* = (g1,..., gm) die entsprechenden Dualbasen in V* bzw. W*.
Es sei A= (a;j) = [¢lp,c € M(m,n;K) und B = (b;;) = [9*1c B+ € M(n, m;K).

Welcher Zusammenhang besteht zwischen A und B?

alj
A=l¢plpcheiltja| : |=I[p(b))lc,d.h. a;;istder i-te Koeffizient von ¢(b;) bzgl. C,
d.h. a;j = gi(¢(b;)) nach 5.9(iv).

by
B=[¢p*]c+ - heilBt| : |=I[p*(gj)]p+, d.h.b;;istder i-te Koeffizient von ¢*(g;) bzgl. B*,

d.h. gemdl 5.9(iv) also b;; = ¢* (g;)(b;) = g (@(b;)).
Daher folgt b;j = aj; (i=1,...,m; j=1,...,n),dh. B= A" oder

@™l B = [(p]]tgyc-

rgp*=rgB=rgA'=rgA=rg¢

(poyw)* =w* o™ folgtaus den Diagrammen U 174 w

und (idy)* =idy+ istleicht zu zeigen.
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S6.

DETERMINANTEN

6.1. Ubersicht

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Die Determinantenfunktion ordnet jeder quadratischen Matrix mit Eintragungen aus K
eine Zahl det A e K zu.

Es gilt det(A-B) = (detA)(detB) und detl=1.
Bedeutung der Determinante:
(a) Sie liefert ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit einer Matrix.
(B) Sie gibt das Volumen von Parallelotopen® (oder Parallelepipeden) an.

(y) Ihr Vorzeichen zeigt die Orientierung von Basen an.

(0) Sie beschreibt das Verhalten von linearen Abbildungen bzgl. (8) und (y).

Konkrete Formeln fiir det A lauten so: Fiir 2 x 2-Matrizen
b
det(a ) =ad - bc,
c d

fiir 3 x 3-Matrizen die sogenannte Regel von Sarrus

a b c
det(d e f)—ael+bfg+dhc ceg — bdz—fha,
N B e ol el e

& SO G 0D o

und allgemein fiir n x n-Matrizen

det(a;;) = ) (SgN0) A1o(1)A20(2) *** Ano(n)»
geS,

wobei S, die sogenannte symmetrische Gruppe bezeichnet, definiert als die Menge aller
Permutationender Menge {1, ..., n}, das sind bijektive Abbildungen {1,...,n} — {1,..., n}.
Das Signum einer Permutation ist so erklért: Es ist sgno = —1, falls o eine ungerade An-
zahl an sogenannten Fehlstinden aufweist, und sgno = +1, falls die Anzahl der Fehl-
stdnde gerade ist. Ein Fehlstand von o ist ein Paar i < j mit o (i) > o(j).

9Verallgemeinerung von Parallelogrammen im R? oder Spaten, ,schiefen Quadern®, im R3.
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ad (a): detA#0 <= Aistinvertierbar,d.h.3 A™!
<:Wegen A- Al=7 folgt mit (ii), dass (det A)(det A H=1 gilt; also muss det A # 0 sein.

=: Wir werden in 6.15 sehen, dass es eine Formel fiir A~! gibt, in der ,,det A“ im Nenner
vorkommt. (Vgl. auch die Cramersche Regel, die wir im Kapitel 5 erwéihnt hatten.)

ad (B): Fiir n Vektoren vy,..., v, im R” ist das davon aufgespannte Parallelotop P definiert
durch P:={Ajv1+...+ A,y | 0= A; =1(j = 1,...,n)} und fiir das Volumen von P gilt
Vol(P) = |det(v; --- vy)|. Dies kann man fiir den Flacheninhalt eines Parallelogramms
(n = 2) oder fiir das Volumens eines Spates (n = 3) elementargeometrisch nachrech-
nen und fiir den allgemeinen Fall entweder zur Definition erheben oder auf Basis der
mehrdimensionalen Integralrechnung ermitteln.

ad (y): Im R3 gilt

by, b2, b3 sind wie Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger

det(by b, b 0
et(by b2 b3) >0 — { der rechten Hand,

by, b2, b3 sind wie Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger

det(b; by b 0
et(by b2 b3) <0 { der linken Hand.

Allgemeiner gilt fiir Basen B und C im R”: det B und det C haben genau dann das gleiche
Vorzeichen, wenn sich B stetigin C deformieren ldsst (durch Drehen, Strecken/Stauchen,
Spreizen), sodass wiahrend des Deformationsvorgangs jederzeit eine Basis vorliegt. Man
sagt in dem Fall ,, B und C sind gleich orientiert”. Andernfalls kann B nur unter zusétz-
licher Verwendung einer Spiegelung (das ist eine sprunghafte Anderung!) in C iiberge-
fiihrt werden und man sagt, dass ,,B und C verschieden orientiert sind*.

ad (0): Sei ¢: R" — R" linear und B eine beliebige Basis von R” dann gilt:
e Ist P ein Parallelotop und Q = ¢(P) das Bild von P unter ¢, dann ist

Vol(Q) = |detl¢]p,g| - Vol(P).

* Istdet[@]p s > 0, dann ldsst ¢ die Orientierung jeder Basis gleich; ist det[¢]p p <0,
dann ist das Bild einer Basis gerade umgekehrt orientiert wie die Ausgangsbasis.

Kursorischer Zwischenbericht iiber Permutationen
Es gibt verschiedene Zuginge fiir die systematische Behandlung von Determinanten, im wesentlichen
ist eine Wahl zwischen folgenden beiden Mdoglichkeiten zu treffen:

(a) Zuerst grundlegende Axiome formulieren, dann zunédchst daraus die wichtigsten weiteren Eigen-
schaften und Methoden ableiten und schliefllich die Existenz und Eindeutigkeit der Determinanten-
funktion mittels der Theorie der Permutationen zeigen.
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(b) Gleich konkrete Formeln fiir die Determinante angeben und damit ihre Eigenschaften nachweisen
und die wesentlichen Methoden ableiten, wobei von Anfang an Permutationen gebraucht werden.

Wir haben haben mit 6.1.(iv) also mal brutal den Zugang (b) er6ffnet — in der Variante (a) hétten wir
die Eigenschaften (D1)-(D3) gemail} unseres Punktes 6.11 als Axiome an die Spitze gestellt. In jedem Fall
ist die Theorie der Permutationen eher als voriibergehende Kriicke anzusehen, derer wir uns ohnehin
entledigen, sobald wir aus den Grundeigenschaften praktischere Berechnungsmethoden fiir Determi-
nanten entwickelt haben. Wir werden daher auch nicht alle technischen Subtilitdten des Umganges
mit Permutationen im Detail durchgehen, sondern uns teilweise mit kursorischen Notizen begniigen.

6.2. Permutationen: Wir hatten fiir die Determinante einer n x n-Matrix A = (a; ;) die Formel

detA= ) (sgno) ais1)a20 " Anon
€S, ~ -

(%)

und S, ={o: {1,...,n} —{1,...,n} | o bijektiv}. Daher kommt in (%) aus jeder Zeile und aus jeder Spalte
genau ein Element vor. (Fiir die Zeilen war dies ohnehin offensichtlich; fiir die Spalten folgt dies eben aus der Bijektivitdt von o.)
Mit der Verkniipfung von Abbildungen als Operation bildet S, eine Gruppe, die sogenannte symmetri-
sche Gruppe der Ordnung n, in der die identische Abbildung das neutrale Element ist und die inverse
Abbildung 0! das zu o inverse Element bildet.

Betrachte zum Beispiel fiir n = 5 die hier gegebene Permutation o: 1 1
2 2

. N . . . 2 3 45
wir verwenden hierfiir auch die Schreibweise o = ( 43 5 1 2); 3 3
4 y 4
() ergibt fiir dieses 0: a4 ap3assaa; asy. 5< 5

Wieviele Elemente hat S;,? Fiir o(1) gibt es n Mdéglichkeiten, dann fiir 0(2) noch n —1 Mdoglichkeiten
usw. Daher kommen wir auf n! = n(n—1)---2-1 Elemente. Daher hat S5 also 120 Elemente, d.h. fiir
5 x 5-Matrizen hat die Determinante 120 Summanden!

Etwas allgemeiner werden {ibrigens Permutationen auf einer beliebigen Menge X als bijektive Abbil-
dungen X — X definiert. Wir haben oben also stets von Permutationen auf der Menge {1, ..., n} ge-
sprochen und das ist auch der Rahmen, der uns wir fiir die Determinanten gentigt.

6.3. Eine kleine Warnung: Es ist zwar populdr, Permutationen auch als ,Anordnungen von 7 Elemen-
ten“ oder als ,Vertauschungen“ zu bezeichnen, aber bei ersterem ist nicht klar, was Verkniipfungen
sein sollen und zweiteres ist ungiinstig, weil zur Klarheit immer dazu gesagt werden muss, was ei-
gentlich vertauscht werden soll, ndmlich die Elemente auf den Pldtzen Nummer so und so oder die
Elemente mit den Nummern so und so, egal auf welchem Platz die gerade sind ... und dann muss man
nochmal extra aufpassen, in welcher Reihenfolge Verkniipfungen auszuwerten sind. In speziellen An-
wendungen und Modellen mag das wichtig und sinnvoll sein, wir bleiben aber stur bei der Auffassung
von Permutationen als bijektive Abbildungen!

6.4. Das Signum (oder Vorzeichen) einer Permutation: Entsprechend der Erkldrung in 6.1.(iv) kén-
nen wir schreiben

sgno = (-1)F@,
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wobei F(0) die Anzahl der Fehlstdnde von o ist. Fehlstand hiel§ ein Paar i < j mit (i) > o (j), d.h. F(0)
entspricht der Anzahl an Pfeilkreuzungen einer Tafel von Abbildungszuordnungen fiir o wie wir sie im
Beispiel in 6.2 verwendet hatten. Fiir das dortige o zdhlen wir sieben solcher Pfeilkreuzungen, also ist
F(o) =7, somitsgno = —1.

Fiir manche Zwecke ist es giinstig, eine konkretere Formel fiir das Signum einer Permutation o zu
haben. Dazu beobachten wir zunéchst, dass fiir i < j der Bruch %‘;m negativ ist, falls (i, j) ein Fehl-
standspaar ist, andernfalls positiv (und niemals null). Bilden wir das Produkt P {iber all diese Briiche
mit 1 <i < j < n, so besteht dort der Nenner aus allen Differenzen j — i mit i < j als Faktoren und im
Zahler kommen wegen der Bijektivitdt von o auch genau all diese Paarungen vor, aber fiir jeden Fehl-
stand eben in der ,falschen“ Reihenfolge. Daher konnen wir P als Produkt von lauter Faktoren +1 oder
—1 schreiben, wobei genau fiir jeden Fehlstand ein Faktor —1 zu nehmen ist. Somit haben wir gezeigt:
S sgno =[] —a(j)—a(i).

1<i<j<n J—1

Auf Dauer sind diese Berechnungen des Signums aber ziemlich kompliziert, daher suchen wir einfa-
chere Methoden, indem wir Permutationen in iibersichtliche Grundbausteine zerlegen.

6.5. Transpositionen sind die einfachsten Permutationen (abgesehen von der Identitédt), ndmlich jene
von der folgenden Form 7: Es gibt k, [ € {1,..., n} mit k # [, sodass gilt

| furi=k,
T(i)=<k furi=I,
i sonst.

Wir sehen aus dieser Darstellung tibrigens sofort, dass jede Transposition selbstinvers ist, d.h. 7ot = id.

Im Fall k < [ liefern genau die Paare (k, k+1),...,(k,I) und (k+1,1),...,(I-1,1) alle Fehlstdnde, das sind
(I-k+1)+ -k =2(-k)+1viele, also eine ungerade Zahl. Im Fall / < k sind nur die Rollen von k
und [ vertauscht, daher die Anzahl der Fehlstinde ebenfalls ungerade. Somit gilt

sgnt =-1.
6.6. Zerlegung einer Permutation in Transpositionen: Ist o = id, so kdnnen wir eine beliebige Trans-

position T wihlen und erhalten o = id = 7 o 7, weil Transpositionen selbstinvers sind.

Ist o #id, dann gibt es ein minimales k; € {1,..., n} mit o(k;) # k;. Wegen der Minimalitdt von k; muss
also I; := o(ky) > k; gelten. Wir definieren die Transposition 7; durch

l1 fliri= kl,
Tl(i): k1 ﬁiri:ll,
i sonst.

Es gilt dann bereits 77 0o (i) = i fiir i < k;. Im zweiten Schritt wihlen wir das minimale k, € {1,..., n}
mit o (k) # ko (es folgt k» > ky), also l» := o(k2) > kp wegen der Minimalitdt, und definieren 7, durch
T2(k2) = b, 12(lr) = kp und 12(i) = i fir i # ko, i # l». Dann gilt 1 00 (i) = i fiir i < kp. Wir kommen

66



nach endlich vielen Schritten zur Situation 7, o...07; oo = id mit Transpositionen 71, ...,T;, was nach
Verkniipfung von links mit 7,, dann 7,_; usw. schliellich die Gleichung o =7, 0...0 7, ergibt.

Wir haben also gezeigt: Jede Permutation kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden.

Bemerkung: Es gibt allerdings stets mehrere Moglichkeiten der Zerlegung in Transpositionen; z.B. gilt
ja die Gleichung id = 7 o 7 fiir jede Transposition.

6.7.Satz: Vo,p € S;: sgn(oop)=sgn(o)- sgn(p).

Mit anderen Worten: ,Die Abbildung sgn: S, — {—1, +1} ist ein Gruppenhomomorphismus, wobei auf
{—1,+1} die gewdhnliche Multiplikation als Operation betrachtet wird.“

Beweis: Wir verwenden die Formel (S) fiir die Berechnung des Signums von o o p und erweitern dann
jeden Faktor im Zdhler und Nenner um den entsprechenden Faktor p(j) — p(i):

o) =op) 17 o) =0(E) 1 pl)=pl)
seneep =1 === =11= G ==

J N\ J

(%) sgn(p)

Zu zeigen ist nun noch, dass (x) = sgn(o) gilt. Wir lassen in (x) die Faktoren mit p (i) < p(j) unveridndert
und schreiben aber jene Faktoren, wo p(i) > p(j) gilt, auf den dquivalenten Ausdruck %g((g(m
um. Wegen der Bijektivitdt von p durchlaufen die Faktoren in dieser Form nun alle Briiche der Form
% mitl < k<l <n(setze k= p(i), = p(j), falls p(i) < p(j), und k = p(j), [ = p(i) andernfalls).

Also erhalten wir in der Tat () = sgn(0o). O

6.8. Korollar: Isto =7;o0...07, eine Zerlegung der Permutation ¢ in Transpositionen 71, ...,7, so gilt
sgno =sgn(ry)---sgn(r,) =(-1)". [Folgt unmittelbar aus 6.7.]

6.9. Korollar: sgn(a’l) =sgno.

Beweis: coo ! =id = sgn(a)-sgn(a‘l) =sgnid=1 = sgn(o_l) = Sg:w =sgno (weilsgno=+1). O

Der folgende Satze wird hier zwar héchstens fiir den Spezialfall G = S, benétigt, aber es kostet nichts
(abgesehen von einer anderen Wahl der Buchstaben) und ist auch interessant, ihn als Aussage fiir ganz
allgemeine Gruppen zu formulieren:

6.10. Proposition: Sei (G, o) eine Gruppe und g € G. Dann gilt:

(i) Durchlduft x die Gruppe G, dann auch xo g [analog fiir go x|; d.h. die Abbildung x — x0g, G— G
ist bijektiv.

(ii) Durchlauft x die Gruppe G, dann auch x~1: d.h. die Abbildung x — xList bijektiv.

Beweis: (i): Injektivitédt: x;og = xpog = x = xlo(gog‘l) = (xlog)og‘1 = (xzog)og_l = xzo(gog_l) = Xo.
Surjektivitdt: Sei y € G beliebig; setze x:= yo g~!. Dann folgt xog = yogo g™ = y.

1

(ii) Injektivitat: xl_1 =X, = X]=X10 (xz_1 0Xp)=X10 (xl_1 oXxp) = (x1 oxl_l) 0 Xy = Xp.

Surjektivitit: Sei y € G beliebig; setze x := y~'. Dann folgt x ! = (y™1)"! = y. O
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6.11. Eigenschaften der Determinante:

(D1) detist linear in jeder Zeile der Matrix (bei jeweils fixen restlichen Zeilen).
(D2) Sind zwei Zeilen von A gleich, so ist det A=0.

(D3) detI =1.

Die Punkte (D1)-(D3) sind die ,Grundeigenschaften“ der Determinante (vgl. Satz 6.12 bzw.
auch die Axiome in Fischers ,Lernbuch®, Abschnitt 3.2.1). Weitere Eigenschaften sind:

(D4) Geht die Matrix A" aus der Matrix A durch Platztausch zweier Zeilen hervor, so gilt
det A’ = —det A.

(D5) Sei A € K. Entsteht A’ aus A durch Addition des A-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile,
dann gilt det A’ = det A.

(D6) det A” = det A.
Wegen (D6) gelten also (D1), (D2), (D4) und (D5) auch fiir Spalten anstelle von Zeilen.
(D7) Ist A = (a;;) eine untere oder obere Dreiecksmatrix, d.h.
an 0 an - Qi

A=+ . (i<j:a;j=0) oder A= oot | >jraij=0),

an1 ann 0 Ann
soist detA=aq;- - anp-

(D8) Ist A eine ,Blockmatrix“ mit quadratischen Matrizen A;,..., A;;, d.h. von der Gestalt

0 *

A= oder A= ,danngilt det A= (detA;)---(detA,).
. :

[nach 4.51] -1
(D9) detA#0 <— 1gA=n — JAT.

(D10) det(A- B) = (det A) - (detB).
Wir werden einige Teile des Beweis von Satz 6.11 als optionale Zusatzlektiire im Detail ausfiih-
ren; vor allem sei herausgestrichen, dass (D4) schon allein aus (D1) und (D2) gefolgert werden

kann. AuBerdem zeigen wir in 6.12 und 6.13 unten, dass (D10) recht elegant auf abstrakte Wei-
se aus der Eindeutigkeit der Determinantenfunktion folgt.
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Zu den Beweisen: Wir schreiben A = : mit Zeilenvektoren ay = (ayy, ..., ar,) 1 <k < n).

(D1): Ist der i-te Zeilenvektor eine Summe a; = a; + a;.’ von Zeilenvektoren, dann folgt

dﬂA:Zdlau)---(d;—U(i)+6l;~/0(,~))"'6lna(n) Zala(l) *Ano(n +Zala(1) w(, **Ano(n)
g

=det a. +det a’

Analog erhalten wir
det 2“10(1 -(Aaig) * Anom =AY Ao+ Aio(i) ** Ano(n) = Adet :
o

(D2): Seifiir 1 < i < j < ndie i-te Zeile gleich der j-ten Zeile, d.h. a; = a;.
Sei 7 die Transposition mit 7(i) = j, t(j) =iund (D) = I fir [ # 1, [ # j.

Gemail 6.10.(i) ist die Abbildung H: S, — S;, 0 — o o1 bijektiv. Wir betrachten die Teilmenge S;; =
{o € Sy, |sgno = +1} c S, und behaupten, dass

) S;NHSH =9 und S;UH(S;)=S,

gilt: Die erste Relation folgt sofort aus sgn(oo1) = sgn(o) sgn(r) = —sgno; in der zweiten Relation ist die
Inklusion ,,=“ klar und es bleibt nur noch S, \ H(S}) < S}, zu zeigen; ist 0 € S, \ H(S})), so folgt wegen
der Bijektivitdt von H, dass es ein eindeutiges p € S, \ S, gibt (d.h. sgnp = —1), sodass o = H(p) gilt;
daher ist sgno = sgn(p) osgn(r) = —sgnp = +1, also o € S}..

Mit Hilfe von (Z) kénnen wir nun die Berechnung der Determinante wie folgt aufspalten:

detA= ) (Sgn0) Qo) * Ano(my + ), (SNOOT) Alo(r(1) ** Ano(z(n)
oeS, T oeS T T
= Z A1) Qic(i) " Ajo(j) """ Ano(n) ~ Z Ao (r(1) " Qic() " Ajo(j) " Ano(t(n))
o€S;, oeS;, —_— =~ Y
15(1) Ajg(j) Ajoi) Ano(n)
[beachte: aiq(j) = ajo(j), Ajoti) = Aio()

= Z Aig(1) " " Aio(i) " Ajo(j) " Ano(n) — Z Aig(1) " Aio(i) " Ajo(j) " Ano(n) = 0.
geS; o€S;,

Bemerkung: S} ist eine Untergruppe von S,, (verwende 6.7), sie hei3t alternierende Gruppe.

(D3): Es ist detI, = ).(sgno) 815(1)* * * O no(n), Wwobei nur der Summand mit (1) = 1,...,0(n) = n nicht

o
verschwindet, d.h. jener fiir o = id. Somit folgt det I, = (sgn(id))1---1 =1.
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(D4):Seil <i < j<nund A" aus A durch Vertauschen der Zeilen a; und a; entstanden. Dann folgt mit
(D1) und (D2)

det A+det A’ = det +det

ai

det +det +det +det

=det : +det : =det : =0.

(D5)-(D9): Beweise fiir diese Aussagen, librigens basierend allein auf den Eigenschaften (D1)-(D4), fin-
den sich zum Beispiel in Fischers , Lernbuch®, Abschnitt 3.2.2 (wobei unser (D5) dem dortigen D4 ent-
spricht, (D6) ist D12, (D7) ist D6, (D8) ist D8, (D9) ist D7).

(D10) wird in 6.13 bewiesen. O

Die Determinante ist schon durch die Eigenschaften (D1)-(D3) festgelegt und allein daraus
lasst sich auch schon die wichtige Eigenschaft (D10) ableiten, wie wir in den beiden folgenden
Aussagen zeigen:

6.12. Satz: Jede Abbildung F: M(n,n;K) — K, die (D1) und (D2) erfiillt [d.h. jeweils mit
»F“ statt ,det], ist ein Vielfaches der Determinantenfunktion; genauer gilt F = A - det mit
A = F(1,). Erfillt F also zusétzlich auch (D3), dann ist F = det.

Beweis: Ist A = : mit Zeilenvektoren ay, ..., a,, so erhalten wir
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. ot r
Lji 45:¢, %

F(A)=F : =F : DY 4, F : =
1

Cars el g ol
Ljyaj,ej, Zjn @j€j,

[Linearitit in den Zeilen 2,...,n] = Z .. Z aj, - anj, F
jl ]n t

e,
(%)

Nach (D2) ist (%) # 0 nur dann, wenn alle j; verschieden sind, also j; = o(1),..., j, = o(n)
t
€1
mit einer Permutation o € Sj, gilt. Nun entsteht | : | aus I,, durch r Zeilenvertauschungen

t
ea(n)
gemil einer Zerlegung o = 1;0---07, in Transpositionen 7;. Da (D4) schon direkt aus (D1) und

(D2) folgt, diirfen wir auf (x) = (—1)" F(I,) = (sgno) - F(I) schliefen und erhalten insgesamt
F(A) = F(I)-det A. O

6.13. Korollar: det(A-B) = (detA)- (detB).

Beweis: Fur festes B € M(n, n;K) erfiillt F: M(n,n;K) — K, definiert durch F(A) := det(A- B)
die Eigenschaften (D1) und (D2): Sowohl det als auch A+— A-Bistlinear in jeder Zeile und zwei
gleiche Zeilen in A ergeben zwei gleiche Zeilen in A- B. Daher folgt aus 6.12 direkt det(A- B) =
F(A)=F(I)-det A=det(I-B)-(det A) = det(B) - (det A). O

Zur praktischen Berechnung von det A ist die allgemeine Formel mit der Summe iiber alle Per-
mutationen viel zu aufwendig. Besser ist es, A mittels Gaul$-Verfahren auf , Zeilenstufenform*
C zu bringen, dann ist det A = (—1)*det C, wobei k die Anzahl der dabei ausgefiihrten Zeilen-
tausche ist (hier wird (D4) und (D1) verwendet). Aulferdem ist C eine obere Dreiecksmatrix,
weil wir es hier ja nur mit quadratischen Matrizen zu tun haben, sodass det C einfach nach
(D7) berechnet werden kann.

Weiters kann man mit der unten folgenden Formel im Entwicklungssatz von Laplace die Be-
rechnung der Determinante einer n x n-Matrix auf die Berechnung von n Determinanten von
(n—1) x (n—1)-Matrizen zuriickfithren. Wir treffen zundchst die nétigen technischen Vorbe-
reitungen: Sei A = (a;) € M(n,n;K) und 1 < k, [ < n, dann definieren wir

Ai,n € M(n—1,n-1;K), indem wir in A die Zeile k und die Spalte [ streichen

und
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A1y € M(n, n;K), indem wir in A die Zeile k durch e] und die Spalte ! durch ey ersetzen:

Ay = (% wie in A).

Dann gilt nach mehrfacher Anwendung von (D4) und schlieflich noch (D8):

Lo 1t [ o | 1

detA<k’l> :(_l)k_l det — (_l)k—l(_l)l—l det
Atk

=(-D** det Ay .

6.14. Satz (Laplacescher Entwicklungssatz): Sei A€ M(n,n;K) und i ein Zeilen-
index (1 < i < n). Dann gilt die folgende Formel fiir die ,,Entwicklung nach der i-ten Zeile“:

n + |-+
detA=Y a;; (-1 detAy; . Schachbrett: ((—1)"”), ==t~
. — — L] —
/=1 Eintrage Schachbrett- gyeiche 7. u.S., + +
i-te Zeile ~ Muster Wo a; j steht

Analog gilt fiir jeden Spaltenindex 1 < j < n:

n . .
detA=) a;j(-1)""/ detAy .
i=1

Beweis: Wegen (D6) gentigt es, die erste Formel zu beweisen. Es ist mit Zeilenvektoren a; =
(aiiy..., ar1n) USW.

a) ]
: ,: O
det A = det %“ijej (D:DZaij det || ,
j Lo ] 1t [ o |
an M

~ J

Einser in Zeile i und Spalte j

wobei hier in den Determinanten die Eintrdge in den Bereichen @ nicht vorkommen, weil
aus der Zeile i ja der Einser gewdhlt werden muss, um in der Determinantensummenformel
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einen Term ungleich null zu bekommen, und somit aber die Spalte j schon vergeben ist. Da-
her konnen diese @—Bereiche ohne Schaden jeweils mit 0 gefiillt werden, d.h.

0
detA:Zaij det ] :Zaij (—1)i+j detA[i,]-].
J Lo 1o J i
0
A?;D
O
1
. -1 — .. l+]
6.15. Korollar: A etA(detAU,n),- de tA(( D'/ det Ay, ,])
Beweis: Sei B := £ (det Ay, ,>) , dann folgt
=1 furi =k,
det A, j)
A-B)ixr=) aj; : a;i det A = Zeile i: a;
( )ik ; J det A detAZ ij ey = 3 1 ele.z i o
Jorz det : =0 fiiri#k.
Zeile k: a;
[

6.16. Ein Beispiel zu 6.14: Bei der folgenden Determinante bietet sich Entwicklung nach
der zweiten Zeile an (d.h. i = 2 in 6.14), weil dann schon 2 von 4 Koeffizienten null sind!

Z (1) _01 _51 1 -1 5 7 1 -1
det =-2-det|-2 1 4|+(-1)-det|-3 -2 1
o2 1o 0 1 0 2 0 1

2 0 1 0 o g ) o g ,
Entw. nach Zeile 3 Entw. nach Zeile 3

1 1 -1 7 1

:(—2)(—1-det( ) 4))—(2 de t( ) 1 +1-det(_3 _2))

=(-2)(-14)-2(-1)+1(-11))=28—-(-13) =
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6.17. Proposition: Sei S M(n, n;K) invertierbar, dann gilt det(S™!) =

detS’
Beweis: S-S '=1 = (detS)det(S™)=detI=1 O

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber K. Fiir Problemstellungen mit linearen Ab-
bildungen ¢: V — V in Hinblick auf Invertierbarkeit, Volumsdnderung oder Orientierungs-
dnderung (siehe 6.1(iii), (@) und (8)) benoétigen wir den Begriff der Determinante einer (ab-
strakten) linearen Abbildung.

Sind B, C Basen von V, dann gilt fiir die Matrixdarstellungen von ¢ gemal} 4.39 die Gleichung
[plec=S" plps-S,
wobei S den Basiswechsel [B — C] beschreibt. Daraus ergibt sich nun
detlglc,c = (detS™ ") (detlp] 5 5) (et S) °2’ detlg] 55,

also geht die folgende Definition in Ordnung:

6.18. Definition: Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢: V — V linear.
Dann setzen wir
dety := det[¢plp 5,

wobei B irgendeine Basis von V ist.

6.19. Satz: Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢: V — V linear. Dann gilt:

@ istinvertierbar <= detg #0.

) ) ) 4.36 ) ) (D9) 6.18
Beweis: ¢ invertierbar < [¢@]p p invertierbar < detlplpp#0 < detyp #0. O
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§7. VEKTORRAUME MIT SKALARPRODUKT

Das Skalarprodukt im R” (vgl. 2.3.3) besitzt die folgenden Eignschaften — in bereits bewéhrter
Manier schreiben wir diese aber gleich etwas abstrakter fiir Vektorrdume iiber R oder C auf:

7.1. Definition: Sei V ein Vektorraum iiber R [oder C]. Eine Abbildung (. |.): VxV — R[C]
heil$t Skalarprodukt auf V, wenn die folgenden Eigenschaften fiir alle u,v,w € V und 1 € R
[C] gelten:'0

S wulv+w)=<u|v)+{u|lw)und (v | Aw) = A{v| w) linear im 2. Argument,
S2){u+v|w)y=<(u|w)+<{v|w)und{Av| w) :Z<v| w) [konjugiert] linear im 1. Argument,
(S3) (vl w) =(w|v) symmetrisch [hermitesch!!],

SH)wlvy=0;v|vy=0< v=0 positiv definit.

Die Eigenschaften (S1) und (S2) bedeuten, dass (. | .) eine bilineare [sesquilineare] Abbildung
ist. Ein Skalarprodukt ist also eine bilineare [sesquilineare], symmetrische [hermitesche], po-
sitiv definite Abbildung V x V' — R [C]. Ein reeller VR mit Skalarprodukt wird euklidisch ge-
nannt, ein komplexer VR mit Skalarprodukt heildt unitdir.

Eigenschaft (S2) folgt eigentlich schon aus (S1) und (S3); wir werden aber spéter auch bilinea-
re Abbildungen betrachten, die nicht notwendig symmetrisch [hermitesch] sind.

7.2. Sinn und Zweck: Vektorrriume mit Skalarprodukt erlauben es, folgende Begriffe ein-
zufiihren und zu studieren: Abstdnde bzw. Lingen durch dist(v, w) := v{(v—w| v —w) bzw.
vl := V(v | v), Orthogonalitdt durch die Definition ,v L w < (v | w) = 0“ und Winkel durch
COS K ( v, IU) = ”f}lﬁlTwui” (aus 7.4 und 7.6 sieht man, dass der Betrag dieser Zahl zwischen 0 und 1 liegt).

Lineare Abbildungen, die Langen und Winkel gleich lassen, sind die (Verallgemeinerungen
von) Drehungen und Spiegelungen. Symmetrische bilineare Abbildungen R” x R — R, in der
Gestalt von sogenannten quadratischen Formen, definieren einerseits die bekannten Kegel-
schnitte und deren hoherdimensionale Pendants und spielen andererseits in der Relativitéts-
theorie eine wesentliche Rolle (Lorentz-Metrik, Minkowski-Raum). Last but not least agieren
die sogenannten Observablen in der Quantenmechanik in dem mathematischen , Biihnen-
bild“ eines komplexen Hilbertraumes, das ist ein unitédrer Vektorraum mit einer zusétzlichen
Vollstandigkeitsbedingung (die im Endlichdimensionalen immer automatisch erfiillt ist).

19Der Querstrich fiir komplex Konjugierte ist im reellen Fall natiirlich einfach zu ignorieren.
oft auch hermitisch genannt, geht aber auf Charles Hermite zuriick . ..
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n n
7.3. Beispiele: 1. Standardskalarprodukt: (x| y) := ¥ x; y; aufR”, (x| y):= ) Xjyj auf C".
j:l j=1

. 1 -2
2. R>mit (x| y):= X131 —2(x1 Y2 + X2 1) + 5x2)2 = (X x2)~(_2 . )(2)

(Beweis von (S1)-(S4) als Ubung.)

1
3.C[0,1]1={f: [0,1] = C| f stetigt mit (f | g):= [ f(t) g(B) dt
0
(§1)-(S3) ist sehr leicht zu zeigen, (S4) ist ein bisschen heikler.

(Nimmt man statt stetiger Funktionen alle Riemann-integrierbaren Funktionen, dann ist (§4) nicht mehr giiltig!)
n
4. M(n,n;R) mit (A| B) := trace(A’ - B), wobei trace C := }_ ¢;; die Spurvon C = (cij) ist;
i=1

dh.(A|B) = ‘ZI(A""B)ii =Y X.(AN;;(B)ji = X aji bj;.
1= L L]

o0
5.2 :={(xp) nen | X, €C, Y |x,]|? < oo} ist ein VR {iber C mit Skalarprodukt
n=1

(e 0]
x1yy:=)Y Xnyn
n=1
(hier ohne Beweis'?); dies ist der Prototyp eines sogenannten Hilbertraumes.

1 1
6. L?[0,1] := {f: [0,1] — C | f Lebesgue-messbar und [|f|> < oo} mit (f | g) := [ f(H) g() d¢
0 0

ist auch ein Hilbertraum. (Analog L?(R), L?(R®) etc; wichtig in der Quantenmechanik!)

7.4. Proposition (Cauchy-Schwarz-Ungleichung): Sei V ein euklidischer oder
unitdrer VR und v, w € V. Dann gilt

(vl w)l? < (vl v)(w]| w).
AuBerdem tritt Gleichheit genau dann ein, wenn v, w linear abhéngig ist.
Beweis: 1. Fall w = 0: dann sind beide Seiten 0 und v, w ist tatsdchlich linear abhéngig.
2. Fall w # 0: Fiir einen beliebigen Skalar A gilt stets

O<sv-Awlv-Aw)={(v| v)—%(wl V) =AM | w) + AP (w | w).

Nun setzen wir A := % (hier verwenden wir w # 0!) und erhalten aus obiger Ungleichung
Kvlw)l> Kvlw)*  Kvlw)l? v | w)l?
0<(v|v)— - + swlw)=w|v)—-———-,
(w| w) (wlwy (w|w) (w| w)
2Nur soviel: |x, | < M, daher ist die angegebene Summe absolut konvergent.
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daher nach Multiplikation mit (w | w) insgesamt die behauptete Ungleichung.

Gilt |[{v | w)|? = (v | v){w | w), dann folgt (v | v)—% = 0 und in obigen Ungleichungsketten

sind nur Gleichheitszeichen moglich. Daher folgt 0 = (v - Aw | v — Aw), somitist v —Aw =0
(wegen (S4)!), d.h. v, w linear abhéngig.

Sei v, w linear abhéngig: Im Falle w = v ergibt sich [(v | w)|? = |ul>(v | v)? = (v | v){uv | uv) =
(v| v){w | w); und fiir den Fall v = ow ist die Rechnung analog. O

n n
</ X Ixil>1 ] X lyil*
i=1 i=1

7.5. Definition: SeiV ein VR iiber R oder C. Eine Normauf V ist eine Abbildung ||| : V — R
mit folgenden Eigenschaften:

Fiir das Standardskalarprodukt besagt 7.4 tibrigens

n —
> XY
i=1

(ND llvll=0; vl =0 <= v =0,
(N2) [[Av] = 1ALV,
(N3) llv+wl < llvll+lwll (,Dreiecksungleichung®).

Eine Norm dient zur Bestimmung der Linge eines Vektors v (ndmlich | v||) bzw. zur Bestim-
mung des Abstandes zweier Punkte/Vektoren v und w (ndmlich ||v — w| = ||w — v||). Ein Vek-
tor mit || v|| = 1 heiRt normiert.

7.6. Proposition: Aufjedem euklidischen/unitédren Vektorraum stellt

(R4 PRERVAC AR

eine Norm dar. (Die sogenannte euklidische oder 2-Norm.)
Beweis: (N1) folgt direkt aus (S4).
(N2): [|Av]5 = (Av | Avy =AM | v) = A2 (v | ).

(N3): ||v+w||§:(v+w|v+w):<v|v)+<v|w)+(w|v>+(w|w):
——

(vlw)
=v|vy+2Re{v|w)+{w|w)<{v|v)+2|(v| w)|+{(w| w)

74 , )
< lvlz+2lvizllwlz +lwl; = (viz +lwll2)”. O

n
Im Spezialfall des Standardskalarprodukts erhalten wir gemd3 7.6 die Norm || x|, = |x;]2.
\/ i=1
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n
Weitere Beispiele fiir Normen auf R” sind || x|, := X |x;|, deren Abstandsbegriff gemaQR ||x — yll,
i=1

iibrigens die sogenannte ,New Yorker Taximetrik* ist'3

, oder [ xlloo := max |x;].
1<i<n

Bemerkung: Die beiden letztgenannten Normen stammen jedoch nicht von einem Skalarprodukt.
Es gilt ndmlich: Eine Norm stammt genau dann von einem Skalarprodukt via 7.6 ab, wenn sie die Par-
allelogrammgleichung

o+ wl? + v = wi® =21 v+ wl®)

erfiillt;'* die Normen |. [l; und |||l erfiillen die Parallelogrammgleichung nicht.

7.7. Definition: Sei V ein euklidischer oder unitirer VR und v, w € V. Wir sagen v ist
orthogonal zu w, in Zeichen v L w, wenn (v | w) = 0 gilt.

7.8. Definition: Sei V ein euklidischer oder unitirer VR.
Ein System von Vektoren vy,..., vi € V heilst

Orthogonalsystem, falls (v; | v;) = 0 fiir i # j gilt,
und Orthonormalsystem (ONS), falls (v; | v;) = 6;; fiir alle i, j gilt (Orthogonalsystem u. ||v; || = 1).

Ein Orthonormalsystem, das auch eine Basis von V ist, nennen wir Orthonormalbasis (ONB).

7.9. Proposition: Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhingig.

Beweis: Es sei 0 = A v; +...+ A vi. Wir nehmen beide Seiten dieser Gleichung ins Skalarpro-
dukt mit v; und erhalten

0=Awlv)+...+ A(vi vy =A;- 1.

Firi=1,...,k ergibt sich somit 1; =... = 1, =0. O

7.10.Satz: Ausjedem linear unabhingigen System vy, ..., vy in einem euklidischen/unitiren
Vektorraum V lédsst sich ein Orthonormalsystem w, ..., wy gewinnen mit der Eigenschaft

(vy,..., vl =lwy,...,w;] A=<l<k).

Beweis mittels Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidrt:

* Setze w) := vy; es ist w| # 0, da vy,..., vi linear unabhéngig ist; fiir w; := mwi gilt
1
_1

auch |un | =
T

lwill =1 und [w;] = [w]] = [v1].

Machen Sie eine Skizze im R?, um diesen Namen zu verstehen!
14Einen Beweis dafiir finden Sie z.B. am Ende von §1 aus Kapitel 5 in M. Koecher, Lineare Algebra und analy-
tische Geometrie, Springer-Verlag, 4. Auflage 1997.
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* Die Idee fiir den ndchsten Schritt ldsst sich in der ,von w; und v, aufgespannten Ebene*
gut veranschaulichen:

Der Vektor u := (w; | v2) w; entspricht
der Projektion von v, auf w;; daher
steht wé := 15 — u senkrecht auf v;.

Setze w; 1= v, — (w1 | v2)wy; es ist w, # 0, weil andernfalls v, = (wy | V) wy = /11/1 im

Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von vy, ..., vy wire; der Vektor w, := ”w i w,

hat Lange 1 und es gilt

1 1
(Wi | way = ——(wy | va—(wr | v2)wr) = ——((wr | v2) — (wr | v2) (wr | wy)) =0
lw, I llw, —

d.h. w;, w, ist ein Orthonormalsystem, also nach 7.9. linear unabhéngig; weiters ist
nach Konstruktion [wq, wy] = [wi, wé] c [vy, v, un] = [v1, V2] und wegen Dimensions-
gleichheit (ndmlich jeweils 2) sind diese linearen Erzeugnisse nach 3.28(ii) sogar gleich.

e Esist wg = v3—{(wy | v3)w; — (w- | v3)w> # 0, weil sonst v3 als Linearkombination von
v1 und v, darstellbar wére (im Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit von vy, ..., vg);

ws = ”ui ” wj hat Lange 1 und es gilt fiir i = 1 oder i =2

1
(Wi | wz) = ——(w; | v3—(w | v3y w1 —(wz | v3)Wo)

s
(wilv3) —(wj | vs)
lwg

1
= ——((wi | vs) = (w1 | v3) (wi | wy) —(wa | vs) (w; | wo)) =
lwsll — —

daherist wy, wo, ws ein Orthonormalsystem und nach 7.9 linear unabhéngig; nach Kon-
struktion ist [w;, wo, w3] = [wl, wz, wg] c (1, vy, V3, W1, W2] = [V1, V2, V3], wobei alle li-
nearen Erzeugnisse aber die gleiche Dimension 3 haben, also nach 3.28(ii) gleich sind.

j-1
e usw. d.h. eigentlich vollstdndige Induktion: es ist w} =vj— Y (wlvj)w; #0wegender
1=1
linearen Unabhéngigkeit von vy,..., vx; sodann normieren wir w; := mw und be-

merken analog zu oben, dass [wy,..., w;] S [vy,..., v;] gilt; schlieflich zeigen wir durch
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explizite Berechnung fiir 1 < i < j, dass wy,..., w; ein ONS ist:

j-1

(wilvi=Y (wilvpywp)
I=1

(wi | wj) =

1
I w’. l
j-1

= ((u;, | vj)— Z(wl lvi)(w; | wz))

I ’|| ——((w; | vj) = (w; | v)) =0.

1

!

w’
l ]||

511

(. S

(w;lv))

Daher ist wy,..., w; nach 7.9 linear unabhingig ist und [wy, ..., w;] = [vy,..., v;] folgt
wiederum aus 3.28(ii). O

7.11. Korollar: Jeder endlichdimensionale euklidische oder unitire Vektorraum besitzt
Orthonormalbasen.

Beweis: Wende das Gram-Schmidt-Verfahren auf eine beliebige Basis an. O

7.12. Beispiele: 1. Die Standardbasis ey, ..., e, ist eine ONB in R” bzw. C" bzgl. des Stan-
dardskalarprodukts.

2. In V = R? mit dem Standardskalarprodukt wenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren auf

. . (1) (O ) , (1) _ 1 1
die Basis (1),(1) an: wl_(l)’ wl_x/i(l) und

i O - - 3 =)

Orthonormalbasen haben viele Vorteile. Zwei davon zeigt die folgende Proposition: Bei der
Darstellung eines Vektors bzgl. einer ONB kann man sich die Berechnung mittels Gaul3-Verfahren
ersparen, denn es gibt eine explizite Formel fiir die Koeffizienten; und bzgl. einer ONB sieht
das betreffende (abstrakte) Skalarprodukt aus wie das Standardskalarprodukt.

+

1
2
1
2

7.13. Proposition: Sei b;,..., b, eine ONB in dem euklidischen oder unitéren VR V:

(W) Istv= 3 A;b;, s0gilt Ap = (b | v), dh.|v= 3 (b; | v)bi |,
i=1 i=1

n n n __
(i) Istv =% A;bjund w= } u;bj,sogilt|(v|w)= Z Aipi| (=X (b;| v)y{b;| w) nach (i)).
i=1 j=1 i=1

Beweis: (i) (b | v) =(bx | _ Aib;) =X Ai (b | bj) = Ay
)
ki

(i) (v w) = CAibi | L by = ¥ Aipj (b | bj) = ¥ Aq . O
1 J 1] N—— 1
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Bemerkung: Das Ergebnis A = (by | v) sollte nicht allzu sehr verwundern, denn die linearen Funktio-
nale v — (b | v) wirken auf den b; ja gerade wie die Elemente fj der Dualbasis (ndmlich mit Resultat
0x), somit auf jedem Vektor v € V wie f, also (bi | v) = fi.(v) = Ap.

7.14. Definition: Sei V ein euklidischer oder unitidrer VR und S < V. Die Menge
Sti={veV|(wlwy=0VYwe S}
heil3t orthogonales Komplement von S.

7.15. Proposition: (i) S* ist immer ein Teilraum von V.
(ii) SN S+ = {0}.
Beweis: (i) (v; | w) =0und (v, | w) = 0 impliziert (v; + v2 | w) = 0 sowie (Av; | w) = 0.

(ii)vESmSL:(vlv):O:v:O. O

7.16. Beispiele: 1. Im R? mit Standardskalarprodukt: Fiir einen 1-dim. TR W, d.h. eine Ge-
rade durch 0, ist W+ die auf W senkrecht stehende Gerade durch 0.

2. Im R3 mit Standardskalarprodukt: Fiir einen 2-dim. TR W, d.h. eine Ebene durch 0, ist W+
die auf W senkrecht stehende Gerade durch 0; fiir einen 1-dim. TR W, d.h. eine Gerade durch
0, ist W+ die auf W senkrecht stehende Ebene durch 0.

Wir versammeln einige Eigenschaften orthogonaler Komplemente in den folgenden beiden Proposi-
tionen, deren Beweise jeweils durch kurze Uberlegungen und Rechnungen zu jedem Punkt als freiwil-
lige Zusatziibung erbracht werden kénnen.

7.17. Proposition: Sei V ein euklidischer oder unitdrer VR und S, S1, Sy Teilmengen von V. Es gilt:
@) t=V und V*={0}

i) $icS = So8;
(i) Sc(sHt=:st

(iv) (SJ_J_)J_ — SJ_

V) (S1US)t =Sy NSy
i) St=[81*

7.18. Proposition: Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitiarer VR und S € V. Dann gilt
S+t = [S]; insbesondere ist WL = W, falls W ein Teilraum ist.

7.19. Satz: Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitirer VR und W ein TR
von V. Dann gilt
V=wewt

und damit insbesondere
dimV =dim W +dim W+,

81



Beweis: Wihle eine ONB by, ..., b von W und ergdnze diese zu einer Basis von V. Mittels
Gram-Schmidt-Verfahren wird daraus eine ONB by,..., b, von V.

Behauptung: by, 1, ..., by, ist eine ONB von W+,

Die lineare Unabhéngigkeit ist klar, weil die genannten Vektoren Teil eines Orthonormalsys-

tems sind. Wir zeigen, dass sie auch ein Erzeugendensystem von W+ bilden: Ein beliebiger
n

Vektor v € W' < V lisst sich jedenfalls bzgl. der ONB von V darstellen durch v = Y (b; | v) b;.
=

1

n
Wegen v € wt giltaber v L b; fir 1 <i <k, alsofolgtv= } <(b;|v)b;€ [bgs1,-..,bu] und
i=k+1
die Behauptung ist bewiesen.

Nun haben wir bereits die Dimensionsgleichung gezeigt, weil aus der Behauptung dim V' = n,
dim W = k und dim W+ = n— k folgt.

Wegen W N wt =0 (vgl. 7.15(ii)) miissen wir nur noch V. =W + wt zeigen. Dies folgt aber
n k n

aus der Beobachtung v= Y (b; | v)b; =) (b;|vyb; + Y (b;|v)b;fiirjedesveV. O
i=1

Z:l 4 i=k+1

J

g

eEW ewl

7.20. Wir besprechen in einem kurzen thematischen Einschub den Begriff der Projektion in allgemei-
nen Vektorrdaumen (also ohne euklidische/unitédre Struktur), bevor wir dann in 7.24 speziell zum Begriff
der Orthogonalprojektion kommen. Die Punkte 7.21-7.23 kénnen aber auch {ibersprungen werden,
wenn die in 7.24 am Schluss angegebene Formel als Definition gelesen wird. Andernfalls folgt diese
Formel dort eben aus dem Halbsatz vor ,,, d.h. ...

7.21. Definition: Sei V ein beliebiger K-VR und U, W TR von V, sodass V = U @ W. Dann definieren
wir die Projektion von V auf U parallel zu W durch ny: V — V, ny(v) = v1, wobei v = v + v, die
eindeutige Zerlegung von v mit v; € U und v, € W ist. (Analog definieren wir die Projektion von V auf
W parallelzu U durch ny : V — V, 1y (v) = v2.)

7.22. Proposition: Die Projektion 7y (und ebenso my) ist linear.
Beweis: Seien v,z€ V und v = 11 + 12, 2 = 21 + 2 die Zerlegungen bzgl. U @ W. Dann gilt

nyWw+2)=ny((r1+v2) + (21 +22)) =y((r1 +21) + (V2 + 22)) = V1 + 21 =Ty (V) + Ty (2)
—_—— Y
eUu ew
und ny(Av) =ayA(vy + 12)) =y (Avy + Ave) = Avy = Ay (v). O
——
eU ew
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Offenbar giltimny ={v; |v1 e U} =Uund kerny ={v=v1+ vy | 11 =0} = {vy | v, € W} = W; analog ist
imny =W, kerny = U; daher gilt ny + nyw =idy.

7.23. Proposition: Eine lineare Abbildung ¢: V — V ist genau dann die Projektion auf einen Teilraum
U von V, wenn @ o ¢ = ¢ gilt (bzw. P? = P fiir die Matrix von ¢ bzgl. einer beliebigen Basis von V).

Beweis: Wenn ¢ = ny gilt, dann folgt fiir jedes v = v1+ v, mit vy € U, v € W, stets pop(v) =ty (ny (V) =
ny(v) =7wy(v1+0) = vy =7y (V) = @), d.h. pop = .

Ist andererseits @ o ¢ = ¢, dann setzen wir U := im¢ und W := ker¢. Wir bemerken, dass v —¢(v) €
kerp = W ist, weil (v —@(v)) = (V) —p(p(v)) = @(v) —p(v) = 0 gilt. Weil wir stets v = @ (v) + (v — @(v))
schreiben konnen, ist somit offensichtlich V = U + W. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass dies eine
direkte Summe ist, denn dann gilt 77 (v) = ¢(v) nach Konstruktion von U. Sei v e Un W =im¢@nker ¢.
Weil v € img ist, gibt es ein z € V mit v = ¢(z), und, weil v € ker ¢ ist, gilt ¢(v) = 0. Daher folgt v =
P(2) =) =¢)=0,dh. UnW = {0}. O

Nach 7.19 gilt V = W & W fiir jeden TR W eines endlichdimensionalen euklidischen oder
unitdren VR und wir haben den folgenden Projektionsbegriff.

7.24. Definition: Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitirer VR und W
ein TR von V. Die Orthogonalprojektion my von V auf W ist die Projektion von V auf W
parallel zu W+, d.h. fir v = wy + w, mit eindeutigen w; € W und w» € Wist mw (v) = wy.

WL

7.25. Bemerkung: Der Beweis von 7.19 zeigt, dass 7y (v) durch folgende Formel gegeben
ist:

k
mw(v) =) (bi | v) b,
i=1
wobei by, ..., by eine (beliebige) ONB von W ist (vgl. 7.13(i)).

7.26. Beispiele: 1.In V = R? oder R* mit dem Standardskalarprodukt betrachten wir die
orthogonale Projektion auf eine Gerade W durch 0: Sei W = {1a | A € R} mit a € V' \ {0}. Es
ist dann 1 a eine ONB von W und die orthogonale Projektion eines Vektors v € V auf W ist

Tal
1 (a|v) (a|v)

egeben durch 7y (v) =(—a|v) a= a=

8¢8 WA e T ez T @l
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2. In V = R® mit Standardskalarprodukt betrachten wir die Orthogonalprojektion auf eine
Ebene W durch 0: Wir haben also dim W = 2 und W+ ist eine Gerade durch 0; fiir v = vy + v»
mit eindeutigen Vektoren v; € W und v, € W+ ist Ty (v) = v; und wir haben zwei Moglich-
keiten, um explizite Formeln zu erhalten:

(i) Bestimme eine ONB by, b, von W (z.B. mittels Gram-Schmidt-Verfahren), dann ist
aw (V) ={b1 | v) b1 + (b2 | V) bs.

(ii) Beachte mw(v)=v)=v—-v,=v—my.L(v).Istalso n ein Normalvektor von W, dann ist

m n eine ONB von W+ und somit

1 1 (n|v)
aww)=v—-(—nlvy—n=v-

=v n
Il Il (n|n)

(Bemerkung: by, by, n ist eine ONB von R3.)

Einige wichtige Klassen von Matrizen

7.27. Definition: Fiir A € M(m, n;C) definieren wir die zu A adjungierte Matrix A* =
(bij) € M(n,m;C)durch b;j:=aj; (i=1,...,n, j=1,...,m).

. -7 =t . . I . .
Das heiSt A* = A* = A" ist die komponentenweise konjugiert komplexe transponierte Matrix
oder auch die transponierte der komponentenweise konjugiert komplexen Matrix; fiir relle
Matrizen ist A+ = At. (Es ist zwar weithin die Notation A* fiir die Adjungierte im Sinne von 7.27 gebriuchlicher, aber wir verwen-

den im Rahmen dieser VO die *-Notation lieber nur fiir die dualen Abbildungen und Rdume.)

7.28. Proposition: (i) (A")* = A.

(i) (A+B)* = A*+B* und (AA)" = 1A*.

(iii) (A-B)" =B*- A*.

(iv) Ist A invertierbar, so auch A*, und es gilt (A")"! = (A™1)".

Beweis: Wie jener fiir 4.46 mit zusitzlicher komplexer Konjugation. O

7.29. Bemerkung: Das Standardskalarprodukt auf R” bzw. C" lésst sich somit schreiben
als
n N
xlpy=Y%yi=0 - Xn)|: |=x"y =x"yfirR".
i=1
Yn
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7.30. Definition: FEine Matrix A€ M(n, n;C) bzw. A€ M(n, n;R) heifst
1. unitir, falls A*-A=A-A* =1 gilt (d.h. AT=A"1)
orthogonal, wenn Areellistund A’-A=A-A'=1 gilt (dh. A'=A"1)

2. selbstadjungiert (hermitesch), falls A* = A gilt
selbstadjungiert (symmetrisch), wenn Areell istund A=A gilt

3. antiselbstadjungiert (schiefhermitesch), falls A* =—-A gilt
antiselbstadjungiert (schiefsymmetrisch), wenn Areell istund A’ =-A gilt

4. normal, falls A" -A=A-A" gilt
5. nichtnegativ, falls At =A und (x| Ax) =0VxeC" gllt ((.1.) Standardskalarprodukt)
6. positiv (definit), falls A*=A und (x| Ax)>0VxeC"\{0} gilt (., Standardskalarprodukt

7. Orthogonalprojektion!®, falls A-A=A und A" =A gilt

7.31. Beispiele:

ad 1. Wir bestimmen alle (reellen) orthogonalen 2 x 2-Matrizen: Fiir A = (Z 2) gilt

Al A= ] = () . ( ) = ((1) (1)) — (Z) , (2) ist ein ONS, also eine ONB!
c

c —sina
d (d) B ( cosa )’

-+

Daher konnen wir fiir passendes «a € [0, 27| schreiben: (Z) = (Z?; g ) un

also erhalten wir

_[cosa —sina
“\sina cosa

), detA=1,

was die schon aus Kapitel 4 bekannte Drehung um den Winkel a beschreibt, oder

(COS a sina

. ), detA=-1,
sina —cosa

was sich durch eine Skizze als Spiegelung an der Geraden mit Winkel § entlarven ldsst.

0i 0 V3+2 V3-2 -iV2
Beispiele fiir unitdre 3 x 3-Matrizensind |1 0 0 und}1 V3-2 V3+2 —iv2]|.
00 —i V2 V2 23

I Diese Bezeichnung ist eigentlich durch 7.24 schon vergeben, passt aber wegen 7.44 hier auch.
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cosa —sina 0
Die 3x3-Matrix | sina cosa 0 |istorthogonal und beschreibt eine Drehung um die
0 0 1
z-Achse im R3.

2—i -3
selbstadjungierten Matrix gilt a;; = a;;, daher miissen also die a;; reell sein.

1 +1
ad 2. Die Matrix ( Z) ist selbstadjungiert. Beachte: Fiir die Diagonalelemente einer

. . (2 7). Lo
Die Matrix (7 5) ist reell und selbstadjungiert.
. . 0 2+1). . Lo . . C s
ad 3. Die Matrix | o4i 3 ) ist antiselbstadjungiert. Beachte: Hier miissen die Diagonal-

elemente wegen a;; = —a;; rein imagindr sein.

0 4
Die Matrix (_ 4 0) ist reell und antiselbstadjungiert.

ad 4. Alle Matrizen der Klassen 1.-3. und 5.-6. sind normal. Ein Beispiel fiir eine Matrix, die
: PRSI & B A T S U AN N A N
nicht normal ist, 1stA—(0 1). A A_(l 2)75(1 1)_A AL,

adS.A:(1

0 _
0 O) ist nichtnegativ, weil selbstadjungiert und (x| Ax) = x; x1 = |x1 12> 0.

5 ) ist positiv, weil die Formel in 7.3.2 ein Skalarprodukt definiert, das

)

2
ja insbesondere positiv definit ist.

ad 6. Die Matrix (_1

ad 7. Betrachte die Matrix A der Projektion auf die 1. Mediane im R?, d.h. A-e; = A-ep = (

D= DN |~

11
. . 1 .
was die Matrix A = 5 (1 1) ergibt.

Welche Bedeutung haben die obigen Arten von Matrizen jeweils bzw. wo treten sie beispiels-
weise auf?

ad 1. x — A- x lasst das Standardskalarprodukt und somit Lingen und Winkel gleich — das
sind also Drehungen und Drehspiegelungen im Fall von R3 bzw. gewisse unitire 2 x 2-
Matrizen fiir den Spin in der Quantenmechanik.

ad 2. Selbstadjungierte Matrizen (bzw. lineare Abbildungen oder Operatoren) spielen ei-

ne wesentliche Rolle bei der Behandlung von Kegelschnitten, als Tragheitstensor eines
starren Korpers bei der Rotation und als Observable in der Quantenmechanik.
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ad 3. Die elektromagnetische Feldstdrke in der speziellen Relativitidtstheorie ldsst sich als
schiefsymmetrische 4 x 4-Matrix auffassen (eigentlich ein schiefsymmetrischer Tensor
zweiter Stufe).

ad 4. Die normalen Matrizen sind gerade die allgemeinsten ,unitdr diagonalisierbaren“ Ma-
trizen (siehe Kapitel 8).

ad 5. Sei p: R?> — R eine rein quadratische Polynomfunktion (in zwei reellen Variablen), d.h.

plx,y) = ax? +2bxy+ cx? = ((;) | (Z IZ) . (;)) Es gilt p(x,y) = 0 fiir alle (x, y) genau

. . [a
dann, wenn die Matrix ( b

b\ . .
c nichtnegativ ist.
ad 6. Die positiven Matrizen beschreiben die allgemeinste Form des Skalarprodukts auf R

oder C" (siehe 7.51).

ad 7. Die Bezeichnung , Orthogonalprojektion im R” bzw. C"“ wird durch 7.44 gerechtfertigt.
Zum Teil ist dies schon klar, weil eine Projektion ¢ gema(3 7.23 die Eigenschaft po¢@ = ¢
hat, daher fiir deren Matrix A also A- A = A gilt.

Die ganze Liste 7.30 gibt es auch im ,abstrakten Fall“ einer linearen Abbildung ¢ zwischen
euklidischen bzw. unitiren'® Riumen.
7.32. Satz: Fiir jede unitire Matrix A gilt |det A| = 1; und det A = +1 fiir orthogonales A.

Beweis: A*-A=1 = 1=det] = det(A* - A) = det(A - A) = (det A)(det A) = (det A)(det A) =
|det A|2. Wenn A reell ist, dann auch det A und somit det A = +1. O

7.33. Satz: Fiir A€ M(n,n;C) [bzw. M(n, n;R)] sind folgende Bedingungen #dquivalent:

(i) Aistunitdr [bzw. orthogonal].

(ii) Die Spalten von A bilden ein ONS bzgl. des Standardskalarprodukts (daher nach 7.9 also

sogar eine ONB).
(iii) Die Zeilen von A bilden ein ONS bzgl. des Standardskalarprodukts (daher nach 7.9 also
sogar eine ONB).
(iv) (Ax| Ay)=<(x|y) fir alle Vektoren x, y. (Standardskalarprodukt)
(v) ||lAx|l = ||l x|l fiir alle Vektoren x. (lxll = vV Tx)

(vi) ¢a: x— A-xbildet jede ONB auf eine ONB ab.

(vii) ¢a: x— A-x bildet eine ONB auf eine ONB ab.

16Dafiir muss eben noch ¢* definiert werden und deshalb kam die Liste 7.30 auch erst in diesem Kapitel vor
und nicht schon in Kapitel 4.
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Beweis: Bevor wir loslegen, veranschaulichen wir zunédchst die gesamte Implikationsstruktur
dieses Aquivalenzbeweises im folgenden Diagramm

(iii) (i) (iv) )

| S|
(vii)
AN

(i) &= (vi)

Nun zu den einzelnen Verbindungsstiicken im obigen Diagramm:
(1) = (v): (Ax | Ay)y = (AX)TAy =xT AT Ay =xTTy=x"y = (x| y).
(iv) & (v): (=) IAx]1? = (Ax | Ax)y = (x| x) = | x]|*.
(<)inC"gilt: (x| y) = i (lx+yl?=ilx+iyl> —lx—yl?+ilx—iyl®),
in R gilt: (x| y) = i (lx+ yll*> = llx— ylI*) Polarisierungsidentitciten (ohne Bew.).
Laut (v) &ndert A nichts an ||.||, daher auch an (.| .) nichts.

(iv)

(iv) = (vi): (b; | bj) =6;; = (Ab; | Abj) = 6.

(vi) = (ii): ey, ..., e, ist ONB, daher auch Aey, ..., Aey; letzteres sind aber die Spalten von A.

() e (i): A" A=1 = s7 e Isi o = @)

wegen 4.32 folgt aus A* - A = I auch schon A- A* = [ automatisch.

i) © (i): A- AT = | <> e | E ] ] = @

wegen 4.32 folgt aus A- A™ = I auch schon A* - A = [ automatisch.
(vi) = (vii): ist klar.

(vii) = (@i): Sei by, ..., b, eine ONB, sodass auch ¢c; = A- by,...,c;, = A- b, eine ONB ist; setze
B:=1--- und C:=|--- Ci T E

beide Matrizen sind wegen der bereits bewiesenen Aquivalenz (i) < (ii) unitir bzw. orthogo-
nal. Nach Konstruktion gilt A-B = C,daher A= C-B~! = C-B* und weiter A" A= (CB")*CB* =
BC*CB* = BIB* = I und wegen 4.32 gilt somit auch AA™ = I, also ist A unitar. O
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Bemerkung: 7.33(v) besagt, dass die Abbildung x — A-x ldngentreu ist und 7.33(iv) sogar, dass
sie langen- und winkeltreu ist, denn es gilt ja

x|y

lxll =v{x|x) und cosd(x,y)=—-—"-——.
Y VX TxXy 1y

7.34. Einige Matrizengruppen: Beziiglich der Matrizenmultiplikation sind folgende Teil-
mengen der quadratischen Matrizen jeweils Gruppen:!”

GL(n,K)={Ae M(n,m;;K) |detA#0} .............. allgemeine lineare Gruppe der Ordnung n
SLin,K)={AeMn,nK)|detA=1} ............... spezielle lineare Gruppe (der Ordnung n)
Un)={UeMn,n,C)|Uunitér} ...........c.ocoveiiiiinnin... unitidre Gruppe der Ordnung n
O(n)={Ae M(n,n;R) | Aorthogonal} .................. orthogonale Gruppe (der Ordnung n)
SO(n) ={Ae€ M(n,n;R) | Aorthogonalund detA=1} .......... spezielle orthogonale Gruppe

Ein weiteres Beispiel, ndmlich die Lorentzgruppe O(3, 1) findet sich in 7.54.

cosa TFsina
sina *cosa
cosa -—sina
sina cosa

Nach 7.31.ad 1. ist O(2) = {( )}, besteht also aus den Drehungen und Spiegelun-

gen, und SO(2) = {( )}, besteht also aus den Drehungen.

Vor allem in der theoretischen Physik spielen die Linearformen f € V* = L(V,K) auf Vektor-
rdumen V eine wichtige Rolle. Ist V' ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitérer VR
[oder allgemeiner ein Hilbertraum], dann kénnen wir in gewisser Hinsicht die Linearformen
(und damit den Dualraum) aus der Theorie ,rausschmeiflen”; die Vektoren selbst zusammen
mit dem Skalarprodukt iibernehmen ndmlich die Rolle der Linearformen, und zwar so:

7.35. Sei V ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitidrer VR und f € V*. Wir wihlen
eine ONB by, ..., b, in V und erhalten gemaR 5.10 die dazu duale Basis fj, ..., f;, in V*.

Sei f = Zn: u;j f die entsprechende Basisdarstellung von f und setze vy := f uib;eV.
j=1 j=1
Firv=3 A;b; € Vgiltdann f(v) = (X u;j f)XAib)) =X pjAifi(b) =X piAi

und (vy | v) = (T bj | X Aibiy = Y 1 Ai<bj | by = ¥ i Ay, also

(%) f) =<vrlv)

"Hier ohne Beweise, die aber sehr leicht zu erbringen sind.
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Die folgende Proposition zeigt, dass vy durch (x) eindeutig bestimmt ist:

7.36. Proposition: Sei V ein euklidischer oder unitérer VR und w;, w, € V, dann gilt:
(| vy=<(wy | v) YveV — wj=w-.

Beweis: Fiir beliebiges v € V gilt (w; — w» | v) = 0; setzen wir speziell v = w, — w, ein, dann
folgt wegen Eigenschaft (S4) des Skalarprodukts sofort w; — w» = 0. O

7.37. Bemerkung: (i) Da vy in (%) also gemiR 7.36 eindeutig bestimmt ist, hétten wir auch
bei Verwendung einer anderen ONB dasselbe vy erhalten.

(ii) Die Abbildung y: f— vy, y(X 1 fj) = X itj bj, ist offenbar bijektiv V* — V' (und wegen (i)
auch unabhéngig von der Wahl der ONB B = (by,..., by) von V; die Basis fi,..., f istja durch
B als deren duale Basis bestimmt). Die Gleichung (x) schreibt sich mit Hilfe der Abbildung y
nun so:

fW=qv)]
Wir haben also f € V* durch y(f) € V und (. | .) ersetzt. Die konkrete Gestalt von y wollen wir
in einigen Beispielen anschauen:

1. Im R mit dem Standardskalarprodukt ist y: (R")* — R" gegeben durch
a
y(ay,...,an) =| & |,
an
denn f € (R™)* ist durch einen Zeilenvektor (ay, ..., a,) gegeben und
X1 a X1
fx)=(ay,...,an)-| : [=axi+...apxy = : || : D=0
Xn an Xn

2. Ahnlich ist fiir C" mit dem Standardskalarprodukt y: (C")* — C" gegeben durch
a,
y(as,...,an)) =
anp

3. In V = R? mit dem Skalarprodukt (x | y) = x’- A-y, wobei A = ( 1

o 5 ) ist (vgl. 7.3.2),

erhalten wir

Y((al,az)) = ((al as) ,A—l)t _ (A—l)t_ (Cll) _ (5@1 +2a2)’

ax 2a;1+ ay

denn £(x) = (a1 612)'(2) = (a aZ)'(A_I'A)'(Z) = ((am az)-A—l).A.(g)

=WmaﬂAﬂWG»=WUHm
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Jetzt schmeif3en wir auch noch die dualen Abbildungen ¢*: W* — V* aus der Theorie raus
und ersetzen sie durch passende Abbildungen ¢*: W — V: Seien V und W euklidische oder
unitdre VRund ¢: V — W linear. Gemal 5.11 ist die duale Abbildung gegeben durch ¢*(g) =

go fiirjedes ge W*, d.h. ¢*(g)(v) = glp(v)) fiir jedes v € V; als Diagramm V —w
o VE
g

*

Nun definieren wir | ¢* := yo¢* oy~! |bzw. in Diagrammform V* <L W

7| VY

vV <~ w
[
Eine explizite Formel fiir ¢ ohne y erhalten wir so:
@) 1) = @ a1 v E o w) ) P2y w) ()

"2 (N w)) () = (w | p(v)),

d.h. zusammengefasst | (¢ (w) | v) = (w | ¢(v)) | Daher kbnnen wir jetzt ¢* sogar ohne Zuhil-
8

fenahme von ¢* definieren.!

7.38. Definition: Seien V und W euklidische oder unitire VR und ¢: V — W linear. Sei
w € W. Die Abbildung f: v — ¢@(v) — (w | ¢(v)) ist linear, also eine Linearform auf V. Nach
7.35und 7.36 gibt es ein eindeutig bestimmtes vy € V mit f(v) = (vg | v) fiiralle ve V,d.h. (w |
@(v)) = (v | v); wir definieren ¢* (w) := vy und erhalten dadurch eine Abbildung ¢*: W — V,
die durch auch die Gleichung

(W) =" (w)|v)

eindeutig bestimmt ist und adjungierte Abbildung zu ¢ heil3t.

7.39. Proposition: ¢* istlinear

Beweis: Seien wy, w, € W. Fiir jedes v € V gilt (p* (w1 + wy) | v) = (w1 + w2 | (1)) =
(w1 1 @) +{w2 | @) = (@™ (w1) | v) +{@™ (w2) | V) = (@™ (w1) +¢™" (w2) | v) und daher wegen
7.36 also @ (wy + wo) = @T (wy) + @* (wy).

IstweWw und A € R (bzw. C), dann gilt (" (Aw) | v) = (Aw | p(v)) = z(w lp(v)) =
Mo (w) | vy = (Ae™ (w) | v) fiir jedes v € V, daher folgt ¢ (Aw) = Ap™ (w) aus 7.36. O

Wir geben in den folgenden Punkten ohne Beweise einige Eigenschaften der adjungierten Abbildung
an, geben das Verhiltnis zu den entsprechenden Matrizen an und liefern auch die abstrakten Begriffe
passend zu jenen in 7.30 nach. (Die ausgelassenen Beweise sind relativ einfach zu fithren und finden
sich in den meisten Lehrbiichern.)

18Was zumindest jenen zugute kommt, die ,sich mit dem Begriff duale Abbildung auf Kriegsfu befinden®.
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7.40. Proposition: Seien V, W, Z endlichdimensionale euklidische oder unitdre VR und die Abbildun-
gen @,y: V — W sowie 0: W — Z linear. Dann gilt:

M) @O =9

(i) (@+y) " ="+, Ap)* = Ap*

(iii) (o)t =@t oo™, idy* =idy

(iv) Ist ¢ bijektiv, dann auch ¢* und es gilt (")} = (¢~ H)*.

7.41. Spezialfall: Fiir V = K" und W = K" mit K = R oder C und mit dem Standardskalarprodukt
betrachten wir eine durch eine Matrix A € M(m, n;K) gegebene lineare Abbildung ¢ = p4: x— A- x.
Wie sieht die Matrix von ¢, aus?

Fiir jedes y gilt ((pj‘(x) [ =&x|la)y=x"-(A-y)=(x"-A)-y=(A"-x)"-y= (A" x| y), daher erhalten

wir | @ (x) = A* - x |fiir K = C bzw. | ¢ (x) = A" - x | fiir K = R. Die adjungierte Abbildung ist hier also

durch die adjungierte Matrix gegeben. Das gilt beziigich ONB (!) auch im ,.abstrakten Fall:

7.42.8atz: Seien V und W euklidische oder unitdre VR und ¢: V — W linear. Sei B eine ONBin V, C
eine ONB in W. Dann gilt:
[¢"1s.c=lplc

Das abstrakte Gegenstiick zu 7.30 ist

7.43. Definition: Seien V und W euklidische oder unitére VR.
1. Eine lineare Abbildung ¢: V — W hei8t unitdr bzw. orthogonal, falls ¢* o =idy, o' =idy

(d.h. T =¢™h.
Eine lineare Abbildung ¢: V — V heilst
2. selbstadjungiert (hermitesch), falls o™ = ¢,

3. antiselbstadjungiert (schiefhermitesch), falls ¢ = —¢,
4. normal, falls "o =@o@*,
5. nichtnegativ, falls ¢* =@ und (v | @) =0VveV,

6. positiv, falls ™ =@ und (v | @(v)) >0 Vv e V\{0}.
7.44. Proposition: ¢ Orthogonalprojektion <= ¢@o@=¢und ¢* =¢.

Wir fiigen dies quasi als 7. Eigenschaft zur Liste in 7.43 hinzu.

7.45. Aufgrund von 7.41 gilt fiir R” bzw. C"* mit dem Standardskalarproduktund j =1,...,7:

’ @a: x— A-xhatdie Eigenschaft Nr. j aus 7.43 < A hat die Eigenschaft Nr. j aus 7.30 ‘

Aufgrund von 7.42 gilt fiir euklidische/unitdre VR V, W mit ONB B, C:

’ ¢: V — W hat die Eigenschaft Nr. 1 aus 7.43 < [¢]p,c hat die Eigenschaft Nr. 1 aus 7.30 ‘

und fiir j =2,...,7

’ ¢: V — V hat die Eigenschaft Nr. j aus 7.43 < [¢]p p hat die Eigenschaft Nr. j aus 7.30 ‘
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7.46. Bemerkung: Fiir Eigenschaft 5 und 6 in 7.43 benétigt man auch 7.13(ii), ndmlich gleich am Be-
ginn der folgenden Rechnung:

W o))=Y bi [0y bi | p(w)) = ([wlp | lp(W)1p) “27 ([W1p | (@5 5 - V1) ... entspricht (x| Ax) in 7.30.

Das Pendant zu 7.33 lautet nun so:

7.47. Satz: Seien V und W euklidische oder unitire VR und ¢: V — W linear. Dann sind folgende
Eigenschaften dquivalent:
(i) ¢ istunitdr [bzw. orthogonal].

(i) () @w))=(v|w)firalleve Vund we WunddimV =dim W.
(i) @)l = llv| fir alle alle v € V und dimV =dim W. I = VaTD
(iv) ¢ bildet jede ONB auf eine ONB ab.

(v) ¢ bildet eine ONB auf eine ONB ab.

7.48. In der Physik wird oft folgende Terminologie verwendet:

Y21 00 ' 7 | 1) ket-Vektor
Linearform v — (W | V) ..oovviiiiiiiiiinnnnn.. (w| bra- Vektor
lineare Abbildung ............ ... (linearer) Operator
lineare Abbildung v—(w | v)u ...ccovviiiiiii lu) (w|

Ist by,..., b, eine ONB, dann bedeutet die Gleichung

|biy<bil, d.h. [v)y=Ilv)=) |b)){bilv) Vv,

i=1 i=1

n
I=
(unter Beachtung von 7.13(i)) nichts anderes als

n
v=Iv=) (bjlv)b; Y.
i=1

Analog kénnen wir die Orthogonalprojektion P auf W := [by,..., bi] mit 7.25 schreiben als

k
P =) b (bl
i=1
Falls fiir den Operator A gilt, dass mit passenden Skalaren A; die Gleichungen Ab; = A;b;
(i=1,...,n) gelten (d.h. b; ist Eigenvektor zum Eigenwert A;; siehe Kapitel 8), so folgt
Av=AQ(b; | v)b;) =Y.Ab; | v)Ab; = Y (b; | V)A;b;, also

n
A=) Ailby) (bil.
i=1
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Fiir eine kurze Behandlung der Raum-Zeit-Metrik, wie sie in der speziellen Relativitidtstheo-
rie verwendet wird, miissen wir allgemeinere bilineare Abbildungen in den Grundkérper be-
trachten als die Skalarprodukte aus 7.1. Es sei also K voriibergehend wieder ein beliebiger
Korper.

7.49. Definition: Es seien V, W, Z VR iiber K. Eine Abbildung 8: V x W — Z heilt bilinear,
wenn gilt:

Bistlinear im 1. Argument, d.h. f(v; + v», w) = f(v1, w) + B(v2, w) und B(Av, w) = AB(v, w),
und

B istlinear im 2. Argument, d.h. S(v, wy + w») = B(v, wy) + B(v, w2) und B(v, Aw) = AB(v, w).
Eine Bilinearform auf V x W ist eine bilineare Abbildung V x W — K.

Analog werden multilineare (n-lineare) Abbildungen V; x ... x V,, — Z und Multilinearformen
V1 x...x V, — K definiert.

Ein Skalarprodukt auf einem reellen VR V ist demnach eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf V x V. Die Determinante ist eine ,alternierende“ [d.h. Platztausch kostet ein
Minus] Multilinearform auf K" x ... x K" (n Spaltenvektoren einer n x n-Matrix).

—_

n mal

7.50. (i) Bilinearformen auf K" x [K": Sei f: K" x K" — K bilinear, dann gilt:

Blx,y) =P _xien) yje)) =3 3 xiyjPleie)=x"-B-y.
i j i j —’—b
ij

Jede Bilinearform sieht also so aus, und umgekehrt stellt jede derartige Formel eine Biline-
arform dar (vgl. 4.3). [Ein analoger Beweis zeigt librigens , dass die Sesquilinearformen auf
C" x C" immer von der Form y(x, y) = x* - C- y sind.]

(ii) Matrix einer Bilinearform: Seien V und W VR iiber K, f: V x W — K bilinear und B =
(b1,...,bm) bzw. C = (cy, ..., ¢,;) eine Basis von V bzw. W. Mittels Basisdarstellungen von v € V
und w € W erhalten wir

B, w)=PO_Aibi, Y pjc) =YY AipjBbi,cj) = vl B-[wlc,
i j i j ‘“f—"b”
ij

wobei wir [B]p,c := B die Matrix von f bzgl. B, C nennen.

(iii) Verhalten bei Basiswechsel: Betrachte die Situation wie in (ii), wobei zusétzlich weitere
Basen B’ = (b},..., b)), C" = (c},...,c},) von V,W gegeben seien. Es sei weiters S = [B — B']
und T =[C — C'],d.h. [v]g=S-[v]p und [w]¢c = T - [w] . Dann folgt

B, w) =[vl;-[Blpc-wlc =Vl S [Blac- T-wle

und der Vergleich mit B(v, w) = [v]}, - [Blp:,cr - [wlc liefert | [Blp,cr = S*- [Blpc- T | (vgl. 4.39).
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7.51. Bemerkung: Aus 7.50() ist ersichtlich, wie alle Skalarprodukte auf R” [C"] aussehen:
(S1)-(S2), also die Bi[Sesqui]linearitit, ist zur Gestalt x*- B -y [x* - B - y] dquivalent; (S4) ist
dazu dquivalent, dass B positiv ist; und (S3) dazu, dass B symmetrisch [selbstadjungiert] ist:
(83) impliziert bj; = (ej | e;) = (e; | ej) = b_,], istandererseits B symmetrisch [selbstadjungiert],
d.h. B" = B, so folgt (y | x) :g/+Bx = (y*Bx)’i: (y*Bx)" =x"By= (x| y).

~~

ytBx=(y*Bx)'ekK!

7.52. Definition: Der Minkowski-Raum (oder die 4-dimensionale Raum-Zeit)
U t

ist der Vektorraum R* = { U lu; €eR(i=0,1,2,3)}={ “
U X2

| t € R, x1, X2, X3 € R} zusammen
Us X3

mit der Bilinearform u: R* x R* — R als Raum-Zeit-Metrik, gegeben durch'®

-1 0 0 0
0 1 0O
L — .t .
plu, w) = —upwo + Wi+ UpWp + UsWg = U+ | o (4 | W
0 0 01
EZY;ij)

Die Raum-Zeit-Metrik ist zwar symmetrisch und bilinear, aber nicht positiv definit (z.B. ist
L(eg, eg) = —1), also kein Skalarprodukt im Sinne von 7.1 (blof$ seine Einschrankung auf den
Teilraum mit ¢ = 0 erftillt (S4)).

Auf dem Teilraum der Vektoren ﬁl kann p wie iiblich zur Bestimmung von Lingen und
2

X3
Winkeln verwendet werden, insgesamt auf R* hat es jedoch eine andere Funktion, z.B. dient
es zur Berechnung der Eigenzeit von bewegten Beobachtern.

Obzwar (S4) nicht erfiillt ist, gilt fiir u eine wichtige (etwas schwichere) Eigenschaft:

7.53. Definition: Eine Bilinearform : V x W — K heilt nicht ausgeartet, wenn gilt:

Yu#0 Jw#0: Bu,w)#0

(NA) Yw#0 FJu#0: Pu,w)#0

Im endlichdimensionalen Fall ist das dquivalent zur Invertierbarkeit von [f]p ¢ (daher folgt
dann insbesondere dim V = dim W).

Aus (S4) folgt stets (NA) (vgl. 7.36): zu u # 0 wahle w := u, dann ist f(u, u) > 0; zu gegebenem
w # 0 wihle analog u := w.
Auch mit (NA) anstatt (S4) kann man ,Dualrdume aus der Theorie rausschmeifSen*!

9Hier bequemer Weise mit Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1, sonst wére u(u, w) := — 2 Uo Wo + Uy W + U Wo + Uz W3.
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Up — Uy
231 251

Die Raum-Zeit-Metrik p erfiillt (NA): zu gegebenem u = N # 0 wihle w := o | dann ist
2 2
Us us
—v 2
pu, w) =y u; #0.
t Zweidimensionale Skizze fiir Aus-

breitung eines Lichtblitzes zu ¢ = 0
im Ursprung.

x=t (bzw. x =ct)
x =-t (bzw. x =-ct)

Fiir Vektoren u aus der Kegelflache

< mit der Gleichung || x|?> = ¢* im R*
gilt u(u, u) = 0; diese u heillen licht-
artig und definieren den sogenann-
ten Lichtkegel.

zeitartig. Es gibt dann ein Intertialsystem, in dem 0 und u am gleichen Ort (zu

X Fiir Vektoren u im Inneren des Doppelkegels gilt u(u, u) < 0; diese u heillen
verschiedenen Zeiten) sind.

Fiir Vektoren u auerhalb des Doppelkegels gilt u(u, u) > 0; diese u heien
raumartig. Es gibt dann ein Inertialsystem, in dem 0 und u gleichzeitig (an ver-
schiedenen Orten) sind.

7.54. Definition: 0(3,1) := {L € M(4,4R) | u(Lu, Lv) = u(u, v) Yu, v € R*} ist die soge-
nannte Lorentz-Gruppe.

Die Bedingung u(Lu, Lv) = u(u, v) fiir alle u, v € R* ist dquivalent zu (L-u)"-E-(L-v) = u’-E-v
fiir alle u, v € R*; und letztere ist wiederum gleichbedeutend mit

(x) L'-E-L=E,
was sich gut mit der Bedingung O*-1-O = O'-O = I fiir orthogonale Matrizen vergleichen lasst.

Die Elemente der Lorentz-Gruppe heillen Lorentztransformationen. Sie beschreiben (als Ma-
trizen von Basiswechsel im R*) den Ubergang von einem Koordinatensystem zu einem zwei-
ten, das sich relativ zum ersten geradlinig gleichférmig bewegt. Die Bedingung (x) ergibt, dass
E (und somit u) dabei ungeidndert bleibt (denn an und fiir sich geht ja E nach 7.50(iii) in L'EL
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iiber, wenn ein Basiswechsel mit der Matrix L durchgefiihrt wird.) Die Invarianz von E bedeu-
tet die Invarianz der Lichtgeschwindigkeit (siehe unten).

Ein typisches Element der Lorentz-Gruppe (Bewegung in x-Richtung mit Geschwindigkeit v)
sieht so aus:

Yy yv 0 O
lyvr v 00 . =y 1
L= 0 0 1 0 mit y = — —l—vzy
0 0 01 ¢?

esist L- [U]pewegt = [Ulruhend = U.

Wir rechnen nach, dass L zu O(3,1) gehért: Damit u invariant bleibt, muss L'EL = E gelten;
wir miissen das nur in den linken oberen 2 x 2-Kédstchen nachpriifen und berechen

Y yv\' (-1 0\ (v yv\_(r yv\ (v —yv\_(-V*+r® —YPv+yiv
yv y) {0 1) \yv v) \yv v)\yv v | \=Yv+y’v —y*v*+y*

(—r*a-v?) 0 _(—1 o)
- 0 v’a-v») " \o 1)

Insbesondere gilt also: Aus p([u]uhends [#]ruhend) = 0 folgt auch p([ulpewegt, [Ulpewegt) = 0. So-
mit ist auch fiir den bewegten Beobachter die Lichtgeschwindigkeit 1 (bzw. c).

97



§8. EIGENWERTE

8.1. Motivation: Wenn wir fiir eine gegebene quadratische Matrix A € M(n,n;K) eine
Basis B = (by,..., by) von K" finden konnen, sodass jedes b; auf ein Vielfaches seiner selbst
abgebildet wird (d.h. Ab; = 1;b;), dann hat das eine Reihe von Vorteilen:

(i) Die Matrix von @ 4: x — A-x bzgl. B, gegeben gemiR 4.39 durch S~!- A- S mit Basiswechse-
labbildung S = [E — B] zwischen der Standardbasis E und der Basis B, hat eine sehr einfache,
namlich Diagonalgestalt:

Ay, 0 -~ 0

0 A - 0 .
[palB=|. . . . |= diag(Ay,...,4,)

0o 0 - A,

31
(ii) Die geometrische Wirkung von ¢ 4 ist leicht zu durchschauen: Was macht z.B. A = (1 3)

mit den Punkten des R? geometrisch?

In diesem Fall konnen wir die ONB b; := % (i),

by := % (_11) von R? angeben, fiir die A- b; = 4b;
und A-b, = 2b, gilt. Daher streckt A einfach in Rich- K
tung der 1. Mediane um den Faktor 4 und in Rich-
tung der 2. Mediane um den Faktor 2, d.h. aus dem
Einheitskreis K wird eine Ellipse.

(iii) Potenzen von A sind leicht zu berechnen: Ist D := diag (11,...,A,) = [@alp,B = S71. A-S mit
S=[E— B]=(b; -+ by), sofolgt A=S-D-S™! und weiter

/1/16 0o --- 0
k -1 -1 k o-1 0 Ag 0 -1 k ky o—1
A :SS-D-S )---(S-D-S l:S-D ST =85 . o . |'ST =S-diag(A},...,A;)-S.
kMa;mern 0 0 ﬂfl
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Zum Beispiel > ls—Ll -1) (42 0) 1 (1 1)_,(4 -2°) (1 —1)_(528 496
P 3) 72l 1 )lo 23/ -1 1)72(e8 2 1 1) 7 laee 528/

(iv) Sogar wildere Funktionen von A als Potenzen und Polynome kénnen berechnet werden,
wie zum Beispiel

,1716 0O --- 0
0 ] 0o ] o 1]l0 AF ... 0
A_ N 2 ak_ N Lo phk gl _c. 1 2 o1
e.—zk!A—Zk!SDS _S(Zk! N R
k=0 k=0 k=0 : : S
0 0 Ak
R 0
0 et ... 0
=S| . .. . -S_l:S-diag(e’h,...,eln)-s_l;
0 0 e/ln

oder fiir die Potenzreihe der Sinus-Funktion ergibt sich sin A = S-diag(sinAy,...,sinA,) - sL
diese Techniken geh6ren zum sogenannten Funktionalkalkiil und sind auch analog auf dem
abstrakten Level fiir lineare Abbildungen ¢: V — V verfiigbar, sobald eine Basis B = (b, ..., by)
von V mit den Eigenschaften ¢(b;) = A;b; (i = 1,...,n) existiert. (Es ergibt ja dann wieder
[@lp p =diag(Ay,...,A,) usw.)

8.2. Definition: Sei A€ M(n,n;K), A € K und x € K". Dann heilt x Eigenvektor von A zum
Eigenwert A, falls x #0 und A- x = Ax gilt.

8.3. Definition: Sei V ein K-VR, ¢: V — V linear, A € K und v € V. Dann hei3t v Eigen-
vektor von ¢ zum Eigenwert A, falls v # 0 und ¢ (v) = Av gilt.
8.4. Definition: (i) Fiir A€ M(n, n;K) und A € K heif3t

E(A, A) :={ Eigenvektoren von A zum Eigenwert A } U {0} € K"

der Eigenraum von A zum Eigenwert A.

(ii) Fiir V ein K-VR, ¢: V — V linear und A € K heil3t
E(¢p, 1) := { Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert A } U {0} c V

der Eigenraum von ¢ zum Eigenwert A.

Wegen (¢p(v)=Av © (@-21id)(v) =0) ist ’E((p,/l):ker((p—/lid).

Die Eigenrdume sind Teilrdume von K" bzw. V.
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Weiters gilt offensichtlich:
x ist Eigenvektor (EV) von A zum Eigenwert (EW) A <<= xistEVvon ¢4 zum EW A,
vistEVvon g zum EWA <= [v]pist EVvon [p]p p zum EW A fiir jede/eine Basis B.

In diesem Sinne sind also 8.2 und 8.3 gegeneinander austauschbar.

8.5. Bestimmung von Eigenwerten (in endlichdimensionalen VR):

AhateinenEVx#0zumEW A1 << 3Jx#0:A-x=Ax
— Ix#0:A-x—-Ax=0
— Jdx#0:(A-AD-x=0
<= (A—-AD-x=0hatnichttriviale Losungen
5.6 . . . .
<  A-Alistnichtinvertierbar
6.11 (D9)
— det(A-AI)=0,
@ hateinenEVv#0zum EW A << 3Jv#0: ¢(v)=Av
— Jv#£0: ) -Av=0
<~ Jv#0: (¢p—-Aid)(v) =0
<= @ —Aid ist nicht injektiv
<2 - Aid ist nicht bijektiv
22 det(p-Aid) =0
< det([¢lpp—Al) =0 fiir jede BasisB.

Die Eigenwerte A sind also Losungen der Gleichung

bij=ajj (i#j)Typl,

O=det(A-tI) = (sgno)b ---b mit
— 2, 8 to et {bii =a;;—t Typ2,

B o€eS,

daher ist det(A — ¢I) ein Polynom p(#) mit Koeffizienten aus K. Die héchste Potenz von ¢ er-
halten wir aus dem Summanden, wo alle b;4(;) vom Typ 2 sind, was nur fiir o = id moglich ist.

Der entsprechende Term lautet

L-(ay =t (@nn—0=(=0"+ =" ayn +...+ ann) + q(2).
————

trace A

Hier ist g(¢) ein Polynom vom Grad n — 2. Die Potenz t"~1 kénnen wir nur aus Summanden
gewinnen, wo alle b;4(;) bis auf hochstens eines vom Typ 2 sind, d.h. es gilt 0 (i) = i mindestens
(n—1) mal; damit muss o aber schon die Identitdt sein und wir sind also wieder beim obigen

Term gelandet. Daher wissen wir jetzt schon, dass

pt)= (=" + 0" ay +...+ any) + Q1)
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gilt, wobei Q(¢) ein Polynom vom Grad héchstens n -2 ist. Das konstante Glied des Polynoms
ist p(0) = det(A—0I) = det A. Somit haben wir insgesamt gezeigt, dass

det(A—tD) =p(t) = (=1)" "+ (=1)" (trace A)t" ' +... + det A

gilt. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von p(?) in K.

8.6. Definition: (i) Fiir A€ M(n, n;K) heillt p4(1) := det(A — tI) das charakteristische Po-
lynom von A. Das Spektrum von A ist die Menge aller Eigenwerte von A (gleichbedeutend:
Menge aller Nullstellen von p4(1)).

(ii) Fiir eine lineare Abbildung ¢: V — V des endlichdimensionalen Vektorraumes V heil3t
Py (1) := det(yp — tI) das charakteristische Polynom von ¢. Das Spektrum von ¢ ist die Menge
aller Eigenwerte von ¢ (gleichbedeutend: Menge aller Nullstellen von py,(1)).

8.7. Satz: Die Eigenwerte von ¢ bzw. A sind die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms von ¢ bzw. A.

Beweis: Haben wir in 8.5 gesehen O

3-1 1

I 31 . _
8.8. Beispiel: FurA—( ) ist A—M_( .

1 3 ), daher

0=det(A-AD=0B-1)°-1 < 3-A=+1,dh.1=37F1,

daher ist das Spektrum von A gleich {4, 2}.

X1
N
chungssystems (A—41)v; =0, d.h.

-1 1 X1) _ 0 _ 14
(1 _1)-(y1)_(0),daherv1—(t) (teR,t#0).

X2
Yo

Ein Eigenvektor v; = ( ) € R? zum Eigenwert A; = 4 ist eine nichttriviale Lésung des Glei-

Einen Eigenvektor vy = ( ) € R? zum Eigenwert 1, = 2 erhalten wir als nichttriviale Lésung

von (A—-20v, =0, d.h.

1 1 X2\ 0 =S
(1 1)-(y2)_(0),dahervz—(s) (seR,s#0).

Wir bemerken, dass v; L vy gilt — das ist kein Zufall, siehe spéter; wir normieren die Vektoren
damit wir eine ONB B = (b;, b») von R? erhalten:

1
v2 |1

1
b : L(1) ist EVZumEW A; =4 und b, :=

7 )1st EVzum EW 1, = 2.
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4 0
Mit der Basis B gilt nun [@alpp = (O 2), was wir zur Probe auch mit Satz 4.39 und der

orthogonalen Basiswechselmatrix S = [E — B] = (b; b,) nachrechnen kénnen:
11 1) (3 1} (1 -1 1(4 4\ (1 -1 1(8 0 4 0
-1 . .S = r, Q= — . . = — . = — =
S A= AS 2(—1 1) (1 3) (1 1) 2(—2 2) (1 1) 2(0 4) (0 2)'

Kurzer Einschub iiber Nullstellen von Polynomen?’
8.9. Proposition: Hat das Polynom p(¢) mit Koeffizienten aus K die Nullstelle A € K, so ist p(¢) ohne
Rest durch (£ — A) teilbar.

8.10. Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom p(t) = a,t" + a,-; "+ ...+ a1t + ap mit Koef-
fizienten aus C, n = 1 und a, # 0 hat n komplexe Nullstellen, wenn man die Vielfachheiten mitzahlt,
d.h.: Es gibt ein k € Nmit k < n und k paarweise verschiedene komplexe Zahlen y;, ..., 1y mit Vielfach-
heiten 1 < ny,...,nig < n, die n; +...+ ny = n erfiillen, sodass

p(t) = an(t—p)"™ - (£ —p)"™*
gilt. Es ist also y; jeweils eine n;-fache Nullstelle von p.

8.11.Korollar: ay = a,(—p1)™ --- (—ug)™ = ay - (-=1)" - Produkt aller Nullstellen.

Wegen R < C gilt der Satz auch fiir Polynome mit REELLEN Koeffizienten, ABER niemand garantiert uns,
dass die Nullstellen dann ebenfalls reell sind: z.B. hat das reelle Polynom p(¢f) = t2 +1 die komplexen
Nullstellen +i.

8.12. Einige Fakten: (i) Bei reellen Polynomen treten nicht-reelle Nullstellen immer als Paare konju-
giert komplexer Zahlen auf; daher haben wir fiir ein Polynom von ungeradem Grad immer mindestens
eine reelle Nullstelle.

(i) Ein Polynom der Form p(f) = t"+a,_1 t""! +...+ay mit Koeffizienten a i € Zhatin R nur ganzzahlige
oder irrationale Nullstellen (also keine echt rationalen). Wegen 8.11 ist jede ganzzahlige Nullstelle ein
Teiler von ay — was die Suche auf endlich viele Méglichkeiten beschrénkt.

(iii) Ein Polynom p(f) = a, t" + an_1t" "' +...+ ay mit aj € Z, an # 0, geht durch Substitution ¢ = ain und
Multiplikation mit a;l’_l tiber in g(s) = s" + an18S" Y+ ap_san,s" ..+ aoaz_l. Nach (ii) hat g(s) in R
nur ganzzahlige oder irrationale Nullstellen, daher hat p(z) in R nur rationale Nullstellen der Gestalt
o mitseZ, steilt a a1, oder irrationale Nullstellen.

8.13. Definition: Es sei V ein endlichdimensionaler VR iiber K. Eine lineare Abbildung
¢: V — V heildt diagonalisierbar, wenn es eine Basis B = (by, ..., b,) von V aus Eigenvektoren
von ¢ gibt.

20Mehr Information und Beweise oder Hinweise zu Beweisen finden sich in den bekannten Lehrbiichern; vgl.
z.B. in Fischers Lineare Algebra das Kapitel iiber Grundbegriffe.
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A 0

In diesem Falle ist [@]p = diag(Ay,...,A,) = . (wir schreiben ab jetzt [¢] p statt [¢] s p),
0 An

wobei A; EW zu bj ist, und py, (1) = det([@lg — t1) = (A1 — 1) -+- (A, — D).

8.14. Definition: Eine Matrix A € M(n, n;KK) heit diagonalisierbar iiber K, wenn es eine
Basis B = (by,..., b;) von K" aus Eigenvektoren von A gibt.

In diesem Fall gilt mit S = [E — B] = (b; --- b,) die Gleichung STLAS=[pslp= diag(11,...,4,)
und pa(f) = det(A— t1) = det([@alp — D) =" det([@alp — D) = (A = D) - (A — D).

8.15. Beispiel: Die Matrix der Drehung um den Winkel a € [0,27[ im R? ist gegeben durch
(cos a -sina

. ) € M(2,2;R) € M(2,2;C). Das charakteristische Polynom
sina cosa

cosa—A -—sina

. =(cosa—A)?+sina=A?-2Acosa +1
sina cosa—A

pa(d) =det(A-AD) = det(

hat die Nullstellen 1, » = cosa + Vcos?a—1=cosa +iVv1—cos’a =cosa +isina.
. 10 o
l1.Falla =0: Esist A= 01 bereits diagonal und A; = 1, = 1.

2.Falla:7r:EsistA:(0

_01) bereits diagonal und 1; = 1, = -1.

3.Fall0 < a <27 und a # m: Wegen sina # 0 sind 1; und A, nicht reell und wir stellen fest:
o Aist NICHT diagonalisierbar iiber R (was eigentlich klar sein sollte, weil eine Drehung um «
keinen Vektor # 0 auf ein Vielfaches von sich selbst abbildet!),
cosa+isina 0 )_(ei“ 0 )
- 0 e—ia :

e Aist diagonalisierbar iiber C zu ( .
0 cosa—isina

8.16. Untersuchung der Diagonalisierbarkeit mit Hilfe des charakteristischen
Polynoms

Alle folgenden Uberlegungen gelten gleichermalen fiir lineare Abbildungen ¢: V — V auf ei-
nem endlichdimensionalen Vektorraum V und fiir quadratische Matrizen A. Wir formulieren
jeweils nur fiir den Fall von ¢, die Matrix-Versionen der Sitze ergeben sich sofort, wenn man
@QY=@a: x— A-xsetzt.

1. Fall: p, (1) ldsst sich tiber K NICHT in ein Produkt von Linearfaktoren (A ; — 1) zerlegen.
Dann sind die Diagonalisierungsbemiihungen aussichtslos: Hatten wir namlich fiir eine Basis

B die Gleichung [¢]p = diag(A1,...,A,), so wire p,(f) = (A1 = 1) -+ (A, — £) — ein Widerspruch!
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Zur Illustration sei an den Fall 0 < a < 27, a # 7 aus 8.15 erinnert, wo wir gesehen haben, dass
die Drehmatrix fiir den Winkel a iiber R nicht diagonalisierbar ist.

2. Fall: p, (1) zerfdlltin (A; — £)-+- (A, — ) = (g = )" -+ (g — 1) "%,
(Uber C ist das nach dem Fundamentalsatz der Algebra immer der Fall.)

Dann gilt:
Sind alle A; verschieden (d.h. alle n; = 1), so ist ¢ diagonalisierbar (siehe 8.18).

Sind die A; nicht notwendig verschieden, dann miissen die Eigenrdume grofRtmoglich sein,
damit ¢ diagonalisierbar ist (siehe 8.20).

8.17. Lemma: Sei@: V — V linear. Weiters seien 14, ..., 1, paarweise verschiedene Eigen-
werte von .

(i) Seien vj € E(p,A}) (j =1,...,k), dann gilt:
vp+...+tve=0 = v;=0(=1,...,k

(ii) Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

Beweis: (i) durch Induktion nach k: Der Fall k = 1 ist klar. (Beachte: Der Nullvektor ist nie
Eigenvektor, gehort aber natiirlich zu jedem Eigenraum.)

k
Induktionsschluss k—1+— k: Aus )} v; = 0 folgt einerseits durch Anwendung von ¢ auf beide

j=1
Seiten

(%) 0=p0) =pQ v)=) ¢wp =) Ajv;
und andererseits nach Multiplikation mit A auch

(0) 0=Ar) vj=) Akvj.

Wir bilden die Differenz auf beiden Seiten von (x) und (o) und erhalten

0=M - A +...+ A1 = A) Vg1 + OV .
- N N

€E(p,A1) €E(p,Ak_1) 0

Nach Induktionsvoraussetzung gilt (1;—Ag)v; =0 (j =1,...,k—1) und somit wegen 1;— A # 0
auch v; = 0 fiir j = 1,..., k- 1. Daher impliziert die oben angenommene Gleichung vy +... +
Vr = 0nun auch vy = 0. Somit ist die Aussage bewiesen.

k
(ii) Ist wj BV zum EW A; und } f;w; = 0 fiir Skalare §;, dann gilt ja ;w; € E(p,A;) und
j=1

somit nach (i) jeweils §;w; = 0, was aber wegen w; # 0 sofort §; = 0 impliziert. O
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8.18. Satz: Sei V ein endlichdimensionaler VR mit dimV = n und ¢: V — V linear. Das
charakteristische Polynom von ¢ habe n paarweise verschiedene Nullstellen, d.h. esist p,, () =
M =18 (Ap— ) mit A; # A; fiir [ # j, dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis: Sei bj EVzu A; (j =1,...,n), dannist by, ..., b, gemiR 8.17(ii) linear unabhéngig und
somit wegen dim V = n eine Basis von V. O

8.19. Lemma: Sei V ein endlichdimensionaler VR, ¢: V — V linear, k > 1 und A € K ei-
ne k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms py, (), d.h. p,(f) = (A - ¥ q(t) fir ein
Polynom g mit g(1) # 0. Dann gilt: 1 <dimE(p,A) < k.

Wir nennen dim E (¢, A) die geometrische Vielfachheit und k die algebraische Vielfachheit des
Eigenwertes A.

Beweis: Sei by,..., b; eine Basis von E(¢@, A); wir ergdnzen diese zu einer Basis B von V und

erhalten
A0
[(P]B = (0 ..A ))
0]

wobei A hier [ mal auftritt. Daher berechnen wir mittels Eigenschaft 6.11 (D8) fiir Determi-
nanten von Blockmatrizen

po(t) = det((plp — tD) = (A— 1)’ det(C - t)

und somit muss [/ < k gelten. O

8.20. Satz: Sei V ein endlichdimensionaler VR mit dimV = n und ¢: V — V linear mit
charakteristischem Polynom

Po(0) = (1 = O™ -+ (ug — 1),

wobei y,..., ur € K paarweise verschiedenen sind und n; +...+ n; = n gilt. Dann sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) ¢ ist diagonalisierbar
(i) dim E(g, uj) = nj furalle j = 1,..., k (d.h. alle geometr. und algebr. Vielfachh. stimmen {iberein).

Beweis: (i) = (ii): Sei B eine Basis von V bestehend aus EV, von denen fiir j = 1,..., k jeweils
m; viele EV im Eigenraum E(¢, u;) liegen. Dann gilt nach 8.19 immer m; < n; und weiter

n=mi+...+mp<ny+...+ng=n,

was nur fiir m; = n; moglich ist, weil wir hier durchwegs natiirliche Zahlen vorliegen haben.
Nach 8.17.(ii) ist E(¢p, itr) N E(p, us) = {0} fiir r # s (kein EV kann in zwei Eigenrdumen zu ver-
schiedenen EW liegen), daher folgt dim E(¢@, ;) = mj = n; fiir j =1,..., k.
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(if) = (i): Fiir j =1,..., k wihlen wir jeweils eine Basis B; = (b} ..., b)) von E(g, j4}). Das Sys-
tem B = (By, ..., Br) besteht aus n; +...+ ny = n Vektoren. Aullerdem ist B linear unabhéngig:
Ist ndmlich

5 005 (6

Y AUDY +.+) Ab)Y =0,

=l ) =l )

€E.pu1) CE(@,p1p)

dann sind nach 8.17(i) alle Einzelsummen 0 und somit wegen der linearen Unabhéngigkeit

jedes Teilsystems B; schliefflich alle Agj ' =0,

Daher ist B eine Basis von V, die aus EV besteht, also ist ¢ diagonalisierbar. O

8.21. Proposition: Ist¢: V — V eine Projektion, d.h. ¢ o ¢ = ¢, dann kommen nur 0 und
1 als Eigenwerte von ¢ in Frage.

Beweis: Fiir v # 0 mit ¢(v) = Av gilt Av = (1) = po (V) = P(P(V)) = P(Av) = AAv = A%,
daher 12y = Av und weiter A(1—1)v = 0. Wegen v # 0 ist somit A(1—1) = 0. O

Aus 8.20 ist ersichtlich: Gibt es zu einem EW u ; weniger als n; linear unabhingige EV, dann ist
@ nicht diagonalisierbar. Das folgende Beispiel zeigt den Extremfall 1 = dim E(¢, u;) < n; = n.

8.22. Beispiel: Wir betrachten die obere Dreiecksmatrix der Form

A1 o ... 0
o A 1 ... 0
A=|: . . 0 it leMmnK).
: . .1
o ... ... 0 A

Das charakteristische Polynom berechnen wir mittels 6.11 (D7) einfach zu

A-t 1 0 ... O
0 A-t 1 ... 0
pa(t) =det| : .o s ==
: T |
0 i e 0 A-—t

daher hat der EW A die algebraische Vielfachheit n. Wir bestimmen den Eigenraum zu A aus
den Losungen der Gleichung (A—A1)x =0:

0 1 0O ... 0
00 1 .. 0 é
x=0 = x3=...=x=0x1=t = EMAAN)={.]|lteR}.
1 0
0 0 O
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Somit ist die geometrische Vielfachheit von A gleich dim E(A, A) = 1 und A ist also hochgradig
nicht-diagonalisierbar!

Ein nédherer Blick auf die Matrix N := A— Al in diesem Beispiel zeigt, dass N die Standard-
basisvektoren wie folgt abbildet: e;, — e,,—1, €,-1 — en—2, ..., €2 — ey, e; — 0. Daher bildet die
n-malige Anwendung von N alle e; auf 0 ab, d.h. N" = 0 (die Einserkette in der Matrix wandert
beim Potenzieren nach rechts oben und schrumpft).

8.23. Definition: Einelineare Abbildung ¢: V — V heiRt nilpotent, wenn es ein k € N gibt
mit p¥ := go---0@=0. (Analog fiir eine Matrix A mit A¥ =0.)
—_——
k mal

Fiir nicht-diagonalisierbare lineare Abbildungen kann man durch Wahl geeigneter Basen im-
merhin die unten beschriebene Jordansche Normalform erreichen, d.h. schlimmer als in Bei-
spiel 8.22 kann es nicht werden.

8.24. Satz iiber die Jordansche Normalform: Sei V ein endlichdimensionaler VR,
@: V — V linear mit charakteristischem Polynom p,,(f), das vollstédndig in Linearfaktoren zer-
fallt (wie z.B. stets im Fall K = C):

Pe(t) = (U1 — )™ -+ (ug— 0", alle u; paarweise verschieden, n; +...+ ni = n.

Dann existiert eine Basis B von V, sodass [@]p in Jordanscher Normalform gegeben ist, d.h.

[l = ,

wobei jedes ,Jordan-Kastchen“ J; € M(n;, n;;K) die folgende Gestalt hat:

P
Ji=
s
M1 0
und jedes J ﬁl) ist entweder gleich y; oder hat die Form : ,
0

Fiir eine quadratische Matrix A sagt der Satz, dass eine Basis B existiert, sodass mit dem Basis-
wechsel S = [E — B] die Matrix S™!- A- S = [¢ 4] g Jordansche Normalform wie oben annimmt.

Beweise dieses Satzes sind langwierig und finden sich z.B. in Fischers Biichern.
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8.25. Beispiel: Die Matrix J = A 1

A 1
A2

;m

entspricht der Jordanschen Normalform einer Matrix mit charakteristischem Polynom gleich
jenemvon J, ndmlich p;(f) = (A, — 13 (Aa—1)°(A3—1), insbesondereist n; =3, n, =5, n3 = 1; die
EV finden sich genau in den Spalten ohne Einser, also ist dimE(J,A;) =2 < n;, dimE(J, Ay) =
2<nyund dimE(J,A3) =1 = n3.

Eine Matrix ist offensichtlich genau dann diagonalisierbar, wenn ihre Jordansche Normalform
nur 1 x 1-Kastchen, also keine Einserketten, enthalt.

8.26. Definition: Zwei quadratische Matrizen A, B € M(n, n;K) heiRen dhnlich zueinan-
der, in Zeichen A ~ B, wenn es eine invertierbare Matrix S € GL(n, K) gibt, sodass B = S~L.A.S.

Die Matrizen A und B sind also dhnlich, wenn sie dieselbe lineare Abbildung bzgl. verschie-
dener Basen beschreiben. Die Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation und erzeugt daher eine
Klasseneinteilung in der Menge aller n x n-Matrizen. In jeder dieser Klassen ist die Jordansche
Normalform eine Vertreterin moglichst einfacher Gestalt. Ist A diagonalisierbar, dann ist die
Jordansche Normalform sogar eine Diagonalmatrix.

Eigenwertprobleme in euklidischen oder unitiren Vektorraumen

8.27. Satz:
orthogonalen/unitédren vom Betrag 1
selbstadjungierten . reell

A . L Matrizen oder ) .. o

Die Eigenwerte von { antiselbstadjungierten . . sind { rein imagindr ;.
. . linearen Abbildungen . .
nichtnegativen nichtnegativ
positiven positiv

Beweis: Sei jeweils ¢ (v) = Avund v #0.

@ unitér: (v | v) = (P () | v) ={P) | (V)) = (Av | Av) = X/l(v | v) = |A%(v | v), daher
A% =1, weil (v ]| v) #0.
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@ selbstadiungiert: A(v | v) =(v | Av) =(v | (V) ={pV) | v) =(Av| V) :Z(vl vy, daher A = A.

) antigelbstadiungiert: AMv|v)y=<v|Av) =<v | o) =) | v)=—Av]|v) = —%(v | v),
daher A = —A.

@ nichtnegativ: A(v | v) =(v | Av) = (v | ¢(v)) =0, daher A = 0. Ist ¢ sogar positiv, dann erhal-
ten wir jeweils > statt >. O

8.28. Bemerkung: (i) Warum kommen in 8.27 die ,normalen“ Matrizen nicht vor? Weil in

dem Fall jedes A € C als EW auftreten kann: z.B. ist A = (/11 0 ) fiir alle A1, 1, € C normal bzgl.

0 A
des Standardskalarproduktes und hat die EW Ay, A,.

(ii) Warum kommen in 8.27 keine ,,Orthogonalprojektionen vor? Weil diese schon durch 8.21
erledigt sind, wonach fiir jede Projektion nur die EW 0 und 1 in Frage kommen.

Orthogonale bzw. unitire Diagonalisierbarkeit

8.29. Besonders nett ist es, wenn in einem euklidischen/unitiren VR V die zum Diagona-
lisieren beniitzte Basis B = (b, ..., b,) als ONB gewidhlt werden kann — eine Matrix A bzw.
lineare Abbildung ¢ heil3t in diesem Fall orthogonall/unitdr diagonalisierbar:

(i) Ab; = Ab; beschreibt dann eine Stauchung/Streckung in Richtung von orthogonalen Ach-
sen; vgl. Beispiel 8.8;

(ii) fiir die Basiswechselmatrix S = [E — B] ist S™! = S (oder = S*) dann besonders leicht zu
berechnen;

(iii) wegen S 1 AS = S* AS haben wir dann mit einem Schlag nicht nur lineare Abbildungen,
sondern auch Bilinearformen durch Basiswechsel auf Diagonalform gebracht; das kann in
der sogenannten ,Hauptachsentransformation“ zum Entlarven von Kegelschnitten bentitzt
werden, wie wir im Folgenden an einem einfachen Beispiel zeigen.

8.30. Beispiel: Welchen Kegelschnitt beschreibt die folgende Gleichung?
(%) 3xf +2x1X2 + 3x§ =8
Diese Gleichung kénnen wir auch so schreiben:

3 1
w6

~——
A

Die linke Seite ist also eine Bilinearform S(x,y) = x’- A- y mit symmetrischer Matrix A, in
der y = x gesetzt wurde. So etwas nennt man quadratische Form. [Allgemein lassen sich ,ver-
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allgemeinerte Kegelschnitte“, sogenannte Quadriken in R mit Hilfe quadratischer Formen
definieren.]

1 -1
Wir iibernehmen aus Beispiel 8.8: Ist B die ONB bestehend aus b; = % (1), by = %( 1 )’

1
1

4 0

-1 o120
1),dannlstS AS—(O 9

daher mit Basiswechsel S = (b; b,) = % ( ); da S orthogonal ist,

aber auch STAS = (4 0). Die Bilinearform f hat daher bzgl. B gemal} 7.50(iii) die Gestalt

0 2

4 0
Blx, y) = [x]5S ASIylp = [x] (0 2) V1b-

/

Daher lautet die gegebene Gleichung (x) in Koordinaten [x]p = (i}) bzgl. B nun einfach
2

4 0 !
8=p(x,x) = (x] xé)-(o 2)(?) :4x12+2x§2.
2

X2 Y

Es handelt sich also um eine El-

lipse mit groBer Halbachse 2 auf 2
der 2. Mediane und kleiner Halb- vz
achse v/2 auf der 1. Mediane. ¢

Kurz zusammengefasst: Substituiere in der Gleichung x’ Ax = ¢ einfach x durch S[x] g, wobei
B die Matrix A orthogonal diagonalisiert und S = [E — B] ist.

Im Fall von K = C ist die Lage ausgezeichnet: Jede normale lineare Abbildung und jede nor-
male Matrix ldsst sich unitir diagonalisieren — und damit alle linearen Abbildungen und Ma-
trizen aus den Listen 7.30 und 7.43!

8.31. Satz:*! Sei V ein endlichdimensionaler unitérer VR und ¢: V — V linear. Es gilt: ¢ ist
genau dann normal, wenn ¢ unitdr diagonalisierbar ist, d.h. wenn es eine ONB B von V gibt,
sodass [p]p = diag(Ay,...,A,).

8.32. Korollar: Jede reelle symmetrische n x n-Matrix l4sst sich orthogonal diagonalisie-
ren und ihre Eigenwerte sind reell. Dariiberhinaus sind EV zu verschiedenen EW orthogonal.

21E{ir einen Beweis siehe z.B. Kapitel V, §4 in Brockers Buch.
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Beweis: Sei A € M(n, n;R) symmetrisch, dann ist ¢ 4: x — Ax selbstadjungiert bzgl. des Stan-
dardskalarproduktes, also normal. Daher gibt es ein T € U(n), sodass T* AT = diag (A4,...,1,)
gilt. Nach 8.27 sind die EW A; von A reell, also sind die homogenen linearen Gleichungssys-
teme (A—A;I)x =0, mit denen die EV bestimmt werden, ebenfalls reell. Das Gauf3-Verfahren
liefert daher reelle Eigenvektoren b},..., b, e R" < C" zuden EW A,,..., 1, € R.

In jedem der Eigenrdume E(A, A;) konnen wir das Orthogonalisierungsverfahren von Gram-
Schmidt anwenden und erhalten eine neue Basis by,...,b,; von V. Ist nun b; € E(A,A;) und
bje E(A,Aj) mit A; # A}, so folgt

Ajdby | bj)y =<b;| Ajbj) ={b;| Abj) = (Ab; | bj) = (Aib; | bj) = A;{b; | b}),

daher muss (b; | b;) = 0 gelten, d.h. b; L b;.

Somit bilden die by, ..., b, auch insgesamt ein ONS (also nicht nur in jedem Eigenraum sepa-
rat) und ergeben somit eine ONB aus EV. O

8.33. Beispiel: Wie sehen die Matrizen aus SO(3) bzgl. ihrer geometrischen Wirkung aus?
(Erinnere: SO(2) besteht aus den Drehungen in der Ebene.)

Sei Ae SO(3), d.h. Aist eine 3 x 3-Matrix mit A’/A=TunddetA=1.

Das charakteristsiche Polynom von A ist vom Grad 3 und zerfillt iiber C:
palt) =ap+art+at*— 1 = (A — Ay — (A3 — 1).

Nach 8.5 ist ay = det A =1, daher gilt 1; 1213 = 1, und gemal 8.27 ist [A1]| = |[A2] = [A3] = 1.
Nach 8.12(i) gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Fall: Alle drei A1, A2, A3 sind reell, also gleich +1.

Dann kommen fiir die EW nur die Werte 1,1,1 oder 1,—1, -1 in Frage.

2. Fall: Zwei der EW sind nicht-reell und konjugiert komplex zueinander.

OBdA sind A, und A3 diese; dann folgt 1,43 = /12/1_2 =|A2/2 =1 und somit muss 1; = 1 gelten.

In jedem Fall haben wir einen EW 1 und wir konnen eine ONB B = (by, b, b3) von R3 wihlen
mit Abs = bs. Dann gilt

* % 0
[palp=1||* =| O
c31632 1

Nach 7.45 ist [¢ 4] p wiederum orthogonal, also bilden die Zeilen eine ONB. Daher muss c3; =
c32 = 0 sein. Die linke obere 2 x 2-Matrix ist daher orthogonal und hat Determinante 1, ist also
eine ebene Drehung um einen Winkel a.
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Somit erhalten wir insgesamt: A bewirkt eine Drehung um die Achse b3 und sieht nach geeig-
netem Basiswechsel so aus
cosa -—sina 0

[palp=|sina cosa O0].
0 0 1

8.34. Quadriken im R": Diese sind definiert als Lésungsmenge einer Gleichung fiir x € R”
der Gestalt

xtAx+2atx+a::0,

wobei A € M(n, n;R) symmetrisch ist, a € R” und a € R. Wir haben also neben Termen zweiter
Ordnung (das sind rein quadratische und gemischte) im Allgemeinen auch noch lineare und
konstante Glieder. Diese Gleichung kann mit einer (n + 1) x (n + 1)-Matrix umgeschrieben

werden in die Form
t
n. (@ a) (1)_

—
symmetrisch

Zuniéchst beseitigt man mittels orthogonaler Transformation die ,gemischten® Glieder (durch
Diagonalisierung der symmetrischen Matrix) und bringt dann in weiteren Schritten, die auch
Translationen beinhalten, die linearen Glieder bis auf hochstens eines zum Verschwinden.
Man erhdlt dann eine der in diversen Listen aufgefiihrten ,Normalformen®, der man direkt
die Art der Quadrik ansieht. Thre urspriingliche Lage erkennt man durch Zuriickverfolgen der
ausgefiihrten Transformationen. Beschreibungen und Illustrationen der typischen Quadriken
im R3 finden sich zum Beispiel in Fischers Biichern.

8.35. Spektralsitze: Sitze, die Aussagen iiber die Diagonalisierbarkeit linearer Abbildun-
gen ¢: V — V machen, werden oft Spektralsditze genannt. Sie werden meist so formuliert,
dass V, idy sowie ¢ in einzelne ,Stiicke“ zerlegt werden, die den verschiedenen EW p, also
dem , Spektrum*, entsprechen:

V= @ E((P; IJ,) ’
1€ Spektrum(¢p)

idy = Z”M (... Projektion auf E(¢p, 1)),
u

p= Z,uﬂy-
m

Sei speziell V' endlichdimensional, ¢ diagonalisierbar und py, ..., ux die paarweise verschie-
denen EW mit Vielfachheiten ny,..., ng, n1 +...+ n; = n = dim V. Die ausfiihrlichen Bezeich-
nungen fiir eine Basis B = (b, ..., b,) aus EV seien wie folgt: bgl) :=b;firl=1,...,n; seien die

EV zum EW p,, bgz) :=bj4p, firl=1,..., ny seien die EVzum EW p, usw. ...
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Dann gilt E(p, uj) = [bij L b%)] und jedes v € V ldsst sich schreiben in der Form

=1
S—— S—

Ty, (VEE(p,u1) Ty, (VEE(Q,pg)

. . 11 ng
_ (D4, _ (1) 4,(1) (k) 1,(k)
v—g El a, bl = 12 a, bl +...+ E a, bl
j =1 =

sowie @(v) = (p(Z_ Ty, (v)) = Z(p(]‘[w (v) = Z_u]- Ty, (v). Somit erhalten wir:
J J J

V=E(p,u)e...0 E(p, u),
idV:nul+...+”'uk,

Q= Ty + o+ P Ty

Falls V ein euklidischer/unitdrer VR ist und B eine ONB aus EV, dann gilt v = Y} (b; | v) by,
1

n“j(v) = l /IZ (by | vyb;und @(v) = %)Ll (b; | v)b;. Somit in bra-ket-Notation:
s A=p;g

idy =)_ | by)(by|,
[
mu =), Lbhidbyl,

l: Al:/.lj
@=) A1 1 b)b .
!

113



ANHANG

A0. Korper

Die unten angefiihrten Rechenregeln (K1)-(K10) gelten in den aus der Schule bekannten Zah-
lenmengen R (reelle Zahlen), @ (rationale Zahlen, Bruchzahlen) und C (komplexe Zahlen). Fiir
den algebraischen Begriff eines (kommutativen) Korpers stellt man diese Regeln als Axiome
voran.

Definition: Eine Menge K zusammen mit zwei Operationen

+: KxK—-K, A,p)— A+u,

s KxK-—=K, A,p)— A-pu,
heildt Kérper, wenn die folgenden Rechenregeln fiir alle Elemente A, u, v € K gelten:
K1) A+pw+v=A+(u+v) (Assoziativitit der Addition).

(K2) A+p=p+A (Kommutativitdt der Addition).

(K3) Es gibt ein Element 0 € K mit 0+A=A1+0.

(K4) Zujedem A existiert ein Element —A in K mit A+ (—A) =0.
(K5) (A-p)-v=A-(u-v) (Assoziativitdt der Multiplikation).

(K6) Es gibt ein Element 1 e K mit 1-A1=A.

(K7) Zujedem A mit A # 0 existiert ein Element A~ mit A- 17! = 1.
(K8) A-(u+v)=A-u+A-v (Distributivitit).

(K9) 1#0.

(K10) A-p=p-A (Kommutativitdt der Multiplikation).

Bemerkung: (K1)-(K4) besagen gerade, dass K bzgl. der Addition eine kommutative Grup-
pe ist; (K5)-(K7) und (K9) besagen gerade, dass die Menge K ohne das Element 0 bzgl. der
Multiplikation eine kommutative Gruppe bildet.
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Al. Das Vektorprodukt im R®
ay by axbs — az b,
Definition: ay | X bg =1ds bl —a) bg
as bs a1 by — ax by

Geometrisch: Sind a, b € R3 linear unabhingig (andernfalls ist a x b = 0, vgl. (iv)), dann steht
a x b normal sowohl auf a als auch auf b (vgl. (i)), die Lange von a x b ist gleich dem Flachen-
inhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms (vgl. (vii)) und a, b, a x b bildet ein
Rechtssystem (vgl. (viii)).

Einige Eigenschaften:

(i (axbla)y=(axb|by=0

(i) axb=-bxa

(iii) a x bistlinear in a und in b, d.h.

(a+c)xb=axb+cxb ax(b+c)=axb+axc
(Aa) x b= A(a x b) ax (Ab) =A(a % b)

(iv) axb=0 <= a,b,linear abhdngig

(V) ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0 (Jacobi-ldentitdt)

(vi) ax(bxc)={alc)b—{a|b)c und (axb)xc={alc)b—{(b|c)a

(vii) llax bl =llallblsin£(a,b) und (a|b)=allbllcos£(a,b),

woraus nach Quadrieren und Addieren folgt: |la x b||?> + [(a | b)|?> = ||all®|| b||?

(viii) (ax b|c)=det(a,b,c) Spatproduktvon a,b,c (Spat = Parallelepiped im R%);
Absolutbetrag davon = Volumen des von a, b, ¢ aufgespannten Spates.

Aus den Rechenregeln fiir die Determinante (Spaltenvertauschung!) folgt:

{axb|lcy={(bxcla)={cxalb).

[Beweise durch Einsetzen der jeweiligen Definitionen und Nachrechnen.]
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A2. Gleichungen von Geraden und Ebenen

Vektorformen Koordinatenform
(p Punkt; v, w Richtungsvektoren; n Normalvektor)
Gerade im R? xX=p+Av (x—pln)y=0 ax+by=ey=kx+d
Gerade im R3 x=p+Av (x-p)xv=0
EbeneimR3 | x=p+Av+uw {(x-p|ln)=0 ax+by+cz=e
Normalabstand des Punktes g von der Geraden (x—p | n) =0im R2: Kg—-pl ﬁ)l
n
des Punktes g von der Ebene (x — p | n) =0im R3: Kg—p| ﬁﬂ
des Punktes g von der Geraden x = p+ Av im R3: I(g—p)x ﬁ [
v
der Geraden y = g + uv von
der parallelen Geraden x = p+ Avim R3: (g —p) x ﬁ I
v

der Geraden y = g+ pw von

der dazu windschiefen Geraden x = p + Avim R3: Kg—-pI —” Z - Z” i
X

Definition: Eine Hyperebene H in einem K-Vektorraum V ist ein affiner Teilraum , mit einer
uns 1 kleineren Dimension®, d.h. ein affiner Teilraum H = p + L (L Teilraum), sodass fiir x €
V'\ Lstets [L, x] = V gilt (,eine Dimension dazu ergibt schon ganz V*).

(Es gilt tibrigens: Vxe V\L: [L,x]=V << 3xeV\L:[Lx]=V.)

Esist in diesem Fall immer moglich, eine Linearform f: V — K zu konstruieren mit L = ker f,
dh. L={xe V]| f(x) =0} [vgl. ,Normalvektor“!]]. Setzt man e := f(p), dannist H={x e V|
f(x) = e}, d.h. H wird durch die Gleichung f (x) = e beschrieben (f € V*, e € K).

Daraus folgt: Eine Hyperebene in einem K-Vektorraum der endlichen Dimension 7 ist ein
(n—1)-dimensionaler affiner Teilraum; dieser l4dsst sich durch eine Gleichung f(x) = e (f € V¥,
e € K) beschreiben. Spezialfall V = K": Gleichung der Hyperebene: a; x; +...+ a, x, = e, wobei
(ai,...,a,) € (KM* und e K.

Die Hyperebenen im R? sind die Geraden, im R? die Ebenen.
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A3. Algebren

Auf der Menge M (n,n;K) der n x n-Matrizen hatten wir die Operationen der Addition, der
Multiplikation mit einem Skalar und der Matrizenmultiplikation. Die ersten beiden Opera-
tionen verleihen M (n, n;K) eine Vektorraumstruktur, wahrend die erste und dritte Operation
dieselbe Menge auch zum Ring machen. Eine abstrakte Version so einer ,Verschmelzung von
Vektorraum- und Ringstruktur® finden wir im folgenden Begriff.

Definition: Eine Algebra iiber einem Korper K ist eine Menge A (# @) mit drei Verkniipfun-
gen+: AxA— A,-: KxA— Aunde: AxA— A, sodass folgende Eigenschaften gelten: (A, +,)
ist ein IK-Vektorraum, d.h. + und - erfiillen die Axiome (V1) — (V8), und zusétzlich haben wir
firalle a,b,ce Aund L e K

(A9) ae(bec)=(aeb)ec (d.h.eistassoziativ)
(A10) ae(b+c)=aeb+aec und (a+b)ec=aec+bec
(Al11l) ae(Ab)=A(aeb) und Aa)eb=A(aeb).
Bemerkung: Die Axiome (A10)-(A11) besagen gerade, dass ¢ eine K-bilineare Abbildung ist.
Die Axiome (V1)-(V4) zusammen mit (A9)-(A10) ergeben, dass (A, +, ¢) ein Ring ist.

Eine Algebra heilst kommutativ, wenn fiir alle a, b € A die Relation a« b = b« a gilt; sie heil3t
Algebra mit Eins(element), wenn ein e € A existiert miteea=aee=afiiralle ac A.

Beispiele:
1. Cla, b] mit den iiblichen Rechenoperationen fiir Funktionen ist eine kommutative Al-
gebra mit Einselement.

2. G(®) ={f: R—R]| f stetig, liIP f(x) = 0} ist eine kommutative Algebra ohne Einsele-
X— 00

ment, denn dies konnte nur die konstante Funktion mit Wert 1 sein, und die geho6rt aber
nicht zu Cy(R).

3. M(n,n;K) (n = 2) ist eine nichtkommutative Algebra mit Eins (siehe Kaiptel 2).
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