VII. Folgen und Reihen von Funktionen
(Vertauschung von Grenzprozessen)

Definition. Sei {f,} eine Folge von Funktionen, die auf einer Menge
E definiert sind. Die Folgen der Funktionswerte { f,(x)} seien fir jedes
x € E konvergent. Dann ist durch f(z) := lim, . fu(z) fir x € E
eine neue Funktion f auf E definiert. Man sagt: {f.} konvergiert
punktweise auf E gegen die Funktion f.

Konvergiert die Reihe Y ", fo(x) fir jedes x € E, so definiert man
analog f(x) :=Y ", fo(z) fir x € E.

Es stellt sich die Frage, ob Stetigkeit, Differenzierbarkeit oder Integrier-
barkeit bei diesen Genzprozessen erhalten bleibt. Die Antwort ist im
allgemeinen NEIN (siehe Beispiele in der Vorlesung).
So ist etwa die Stetigkeit der Grenzfunktion f in einem Haufungspunkt
x von E gleichbedeutend mit lim,_., f(¢) = f(z). Sind alle f,, stetig an
der Stelle z, so ist die Grenzfunktion f genau dann stetig an der Stelle
x, wenn

o, Jnlt) = ltg i Ju(0)
Es kommt hier also darauf an, ob man die beiden Limiten miteinander
vertauschen kann.
Um positive Resultate in dieser Richtung erhalten zu konnen, fiihrt
man den Begriff der gleichméfiigen Konvergenz ein.

Gleichmaflige Konvergenz

Definition. FEine Folge von Funktionen {f,} konvergiert gleichmajig
auf E gegen eine Funktion f, wenn fur jedes ¢ > 0 ein N € N existiert,
sodass fir alle n > N und fir alle x € E gilt: |f,(x) — f(z)| <e.

Die Reihe Y | fu(x) konvergiert gleichmdfSig auf E, wenn die Folge
{sn} der Partialsummen s,(x) = > ;_, fx(x) gleichmapig auf E kon-
vergiert.

Satz (Cauchy-Kriterium fiir die gleichméfige Konvergenz). Die Folge
von Funktionen { f,,} definiert auf E konvergiert genau dann gleichmdpfig
auf E, wenn fur jedes € > 0 ein N € N emistiert, sodass fir jedes
m,n > N und fir jedes x € E stets |fn(x) — fm(z)] < € gilt.

Fiir die Anwendungen von besonderer Bedeutung sind die beiden fol-
genden Satze:

Satz. FEs sei lim, . fo(z) = f(x) fir x € E. Weiters sei M, =
SUp,ep | fu(z) — f(2)|. Dann erfolgt die Konvergenz von f, gegen f
genau dann gleichmdfig auf E, wenn lim,,_, ., M, = 0.
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Satz. Fir die Folge {f,} von Funktionen auf E gelte : |f,(x)| < M,
fir n € N und fir jedes x € E. Wenn Y .~ M, konvergiert, dann
konvergiert die Summe Y " | fn gleichmdfig auf E.

Gleichmaflige Konvergenz und Stetigkeit

Satz. Die Funktionenfolge {f.} konvergiere gegen f gleichmdflig auf
einer Menge E in einem metrischen Raum. Sei x ein Hdaufungspunkt
von E und sei limy_,, f,,(t) = A, firn € N. Dann konvergiert die Folge
{A,} und es gilt lim;_, f(t) = lim, . A,.
Anders formuliert: dann gilt

lim lim f,(¢) = lim lim f,(¢).

t—x n—oo n—oo t—x

Daraus ergibt sich nun sofort:

Satz. Ist {f,} eine Folge von stetigen Funktionen auf E und kon-
vergiert {fn,} gleichmafig auf E gegen eine Funktion f, dann ist f
stetig auf E.

Die Umkehrung dieses Satzes ist im allgemeinen falsch, sie gilt jedoch
im folgenden Fall:

Satz. Sei K eine kompakte Menge und {f,} eine Folge stetiger Funk-
tionen auf K. {f,} konvergiere punktweise gegen eine stetige Funktion
[ auf K, ferner sei fn(x) > foi1(x) fir jedes v € K und fir jedes
n € N.

Dann konvergiert { f,} gleichmdfig auf K gegen f.

Definition. Sei X ein metrischer Raum und C(X) die Menge aller
komplexwertiegen, stetigen, beschrankten Funktionen mait Definitions-
bereich X. (Ist X kompakt, so besteht C(X) aus allen stetigen Funk-
tionen auf X.)

Fir f € C(X) definieren wir ||f|| = sup,ex |f(x)]. Dann ist ||.|| eine
Norm auf C(X) und d(f,g) = ||f — gl eine Metrik auf C(X).

C(X) ist ein normierter Vektorraum. Eine Folge {f,} aus C(X) kon-
vergiert beziiglich der Metrik auf C(X) genau dann gegen f, wenn { f,,}
gleichméBig auf X gegen f konvergiert.

Aus dem Cauchy-Kriterium fiir die gleichméafige Konvergenz erhalten
wir

Satz. C(X) ist mit der obigen Norm ein vollstindiger, normierter Vek-
torraum (Banachraum).



Gleichmaflige Konvergenz und Integration

Satz. Sei a monoton auf [a,b]. Sei ferner f, € R(«) auf [a,b] firn €
N, weiters konvergiere { f,} gleichmaflig auf [a,b] gegen eine Funktion
f. Dann ist f € R(«) auf [a,b] und es gilt
b b

fda = lim fnda.

n—oo
a

Korollar. Ist f, € R(«) auf [a,b] und ist f(x) = > " fa(z), wobei
die Reihe gleichmaf$ig auf [a, b] kom)ergzert dann gilt

/ fda— fnda

n=17%

(d.h. die Reihe kann gliedweise integriert werden).

Gleichmaflige Konvergenz und Differentiation

Satz. Sei {f,} eine Folge von auf |a,b] differenzierbaren Funktionen,
so dass {fn(xo)} fiir einen Punkt xo € [a,b] konvergiert. Konvergiert
{fl} gleichmafsig auf [a,b], dann konvergiert auch {f,} gleichmdfig auf
la,b] gegen eine Funktion f, und es gilt

f’(%) = Jggofé(x) , T € [a,b].

Bemerkung. Mit den nun entwickelten Methoden kann man eine stetige
Funktion f : R — R konstruieren, die an keiner Stelle differenzierbar
15t.

Die in diesem Abschnitt erzielten Resultate lassen sich besonders gewinn-
bringend auf Potenzreihen anwenden.

VIII. Potenzreihen

Wir beschranken uns nun auf reelle Funktionen.

Definition. Konvergiert die Potenzreihe

oo
= Z Cn(z — x0)"
n=0

fir |x —xo| < R, R >0, so nennt man die Funktion f reell analytisch
auf (rg — R,xo + R).
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Satz. Konvergiert die Reihe Y - c,x™ fir |x| < R, so ist f(x) =
Yo g™ auf jeder kompakten Teilmenge von (—R, R) gleichmdfig
konvergent, weiters ist f stetig und differenzierbar auf (—R, R) und es

qilt
o0
= chnxn_l , x| < R,
n=1

man kann die Potenzreihe gliedwiese differenzieren.
Die Funktion f hat auf (—R, R) Ableitungen beliebiger Ordnung und es
qgilt

Znn—l (n—k+1)ea" ",
n==k

insbesondere ist f*)(0) = kley fir k =0,1,2,....

Ist0<x< R, S0 gilt
dt
/ f 17

man kann die Potenzreihe gl@edwezse mtegmeren.

Bemerkung. Die Funktion f(z) = e Y/* fir x > 0 und f(z) = 0
fir x < 0 besitzt an der Stelle v = 0 Ableitungen beliebiger Ordnung
und es gilt f*(0) = 0 fir k = 0,1,2,.... Die Funktion f hat keine
Taylorentwicklung um x = 0, sie ist zwar eine C*° -Funktion auf R,
d.h. besitzt auf ganz R Ableitungen beliebiger Ordnung, ist jedoch auf
keinem offenen Intervall, das den Nullpunkt enthdlt, reell analytisch.

Satz (Abel’scher Grenzwertsatz). Konvergiert die reelle Reihe Y~ ¢,
und setzt man f(x) = > 7 cx™ fir x| <1, so gilt

lim f(z) = ch.

r—1~

Als Anwendung dieses Satzes erhalt man aus der Taylorentwicklung

o L a2
t = -1 <1
arctan Z( ) TR ||
k=0
die Formel -
fanl=—=1—-+4-—+.
arctan 4 st

Satz. Gegeben sei eine Doppelfolge {a;;} , i,j € N. Gilt Z;’il la;;| =
b; firi=1,2,... und konvergiert die Reihe > ;~, b;, so folgt:

co 0o co 0o
CLZ']‘ = E E CLZ']‘.
i=1 j=1 7j=1 =1

Als Anwendung dieser Summenvertauschung erhéalt man
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Satz. Die Potenzreihe f(x) =Y - c,a™ sei konvergent auf (—R, R).
Ist a € (—R,R), dann kann f in eine Taylorreihe um den Punkt a
entwickelt werden und es gilt fir |x —a] < R —|al :

) (g
:anf >(:17—a)”.

Von grofler theoretischer Bedeutung ist der folgende

Satz (Identititssatz fiir Potenzreihen).

Angenommen die Reihen Y " a,x™ und Y > b,x™ konvergieren auf
S = (—R,R). Sei E die Menge aller x € S, fur die .~ ja,x" =
Yoo o bua™ gilt. Hat die Menge E einen Haufungspunkt in S, dann folgt
an = by, fir allen =0,1,2,.... Also gilt dann )"~ a,a™ = > ba”
fiir alle x € S.

Die Gammafunktion

Satz (Holder’sche Ungleichung). Seien p,q > 1 mit ]13 —i—é =1, und
seien f,g € R(«a) auf [a,b]. Dann gilt

[rosf=(f o) ([ )

Definition. Sei 0 < x < 00 :
[(x) =: / t" et dt.
0
Das obige Integral ist an beiden Grenzen uneigentlich, aber konvergent.

Satz. (a) Fir0 <z < oo gilt I'(x + 1) = 2I'(z).

(b) T'(n+1) =n! firn € N (die Gammafunktion ist eine Fortsetzung
von n — n! auf RY).

(c) logT" ist eine konvere Funktion auf (0,00), d.h. fir z,y € (0,00)
und A € (0,1) gilt

log T(Az + (1 — A)y) < AogT'(z) + (1 — ) log T'(y).

Die obigen drei Eigenschaften charakterisieren die Gammafunktion voll-
standig:

Satz (Bohr-Mollerup). Ist f eine positive Funktion auf (0,00) und gilt:
(a) flx+1)=af(x), (b) f(1) =1, (¢)log f ist eine konvexe Funktion,
dann ist f(z) =T'(z).

Satz. Fiur xz > 0 gilt

nln®

H(z) = A z(x+1)..(x+n)
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Fir x,y >0 gilt
! [(z)T
[eta—orta- T - sy,
0 ['(z +y)
die Funktion B heifit Betafunktion.

Daraus ergeben sich die folgenden Formeln :

r(1/2) = V7, T(z) = 2;;1”(%)1“(33;1).

Das Verhalten der Gammafunktion bei x — oo beschreibt die Stir-
ling’sche Formel:

r 1
lim (x * )

% ()7 Vo

= 1.



