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1 Hilbertraume

Definition 1.1.
Ein Vekktorraum H iiber C heifit innerer Produktraum , wenn eine Abbildung

(.,.):HxH—C

existiert mit folgenden Eigenschaften

L (y,2) = (z,y), z,y € H,

2. (v4uy,2)=(zr,2) + (y,2) , x,y,2 € H,
3. (ax,y) =a(zr,y), a € C, z,y € H,
4. (z,x) > 0Vzr € H,

5. |z]|* = (z,2) =0 & 2 =0.

Bemerkung 1.2. Aus (2) und (3) folgt: @ — (x,y) ist fiir jedes fixe y € H ein lineares
Funktional auf H.

Satz 1.3. Sei H ein innerer Produktraum. Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:

(@)l < llell Iyl , Yo,y € H.

Beweis. Sei A = ||z||? , B =|(x,y)| , C = ||y||*>. Dann existiert ein a € C mit || = 1
und a(y,z) = B. Fiir jedes r € R gilt

0 < (ZIZ' —ray,r — ray) = (l’,l’) - Ta(y,x) - T@(x,y) + T2(y>y)‘

Daraus folgt
0<A—2Br+0Cr?, Vr eR.

Ist C'= 0, dann ist auch B = 0. Ist C' > 0, dann gilt fir r = B/C :
0<A-2B*/C+ B?/C.
Nach Multiplikation der letzten Ungleichung mit C' folgt daher

0< AC — B2

Aus diesem Satz folgt sofort die Dreiecksungleichung

Satz 1.4.
|z +yll < [lz| + [yl Y,y € H.



Definition 1.5. Durch d(z,y) = ||z — y|| ist eine Metrik auf H definiert. Eine Folge
(1) von Elementen in H konvergiert gegen x € H, wenn ||z, — z|| — 0 bei n — oo.

H heifit Hilbertraum , wenn H vollstandig ist beziiglich der oben definierten Metrik,
d.h. wenn jede Cauchyfolge (z,), in H konvergent ist: also existiert fiir jedes € > 0 ein
N, € N mit ||z, — z,|| < € fiir alle n,m > N, so gibt es ein z € H mit lim,_, x, = .

Beispiele 1.6. (a) z,w € CN mit (z,w) = Y1, 2% als innerem Produkt. CV ist ein
Hilbertraum.

(b) N
P={¢= () : 1, €C, > |x,|> < o0}

n=1

[
n=1

mit

als innerem Produkt. )
[? ist ein Hilbertraum (Vollstéindigkeit siche Ubungen).

(c) Sei (X, u) ein Mafiraum mit positivem MaB f.

L*(u) = {f : X — C messbar :/X|f\2d,u<oo}

/fgdu

L?(p) ist ein Hilbertraum (siehe [R1]). L?(u) ist dabei ein Raum von Aquivalenzklassen
von messbaren Funktionen.
Ein wichtiger Spezialfall ist

mit innerem Produkt

LA(T) ={f: ’]I'—>(Cmessbar:—/ f(e®)?db < oo}

— o | renaiem s

(d) Der Hardyraum H? : sei D = {2 € C : |z| < 1} und f eine holomorphe Funktion
auf D mit Taylorentwicklung f(z) = >~ a,2"

mit innerem Produkt

o
anz" Z |an|? < oo}

n=0

WE

={f:D — C holomorph : f(z) =

3
Il
o

Fir f,g € H* mit f(2) = Y oo jan2" und g(z) = > 02 b,2" setzt man fiir das innere

Produkt .
g) = Z anE
n=0



Man sieht sofort, dass H? = [?. Auflerdem kann H? als abgeschlossener Teilraum von
L*(T) aufgefasst werden (siehe [R1] ).

(e) Der Bergmanraum A%(Q) : sei Q C C" ein Gebiet und
lﬂm%:H:Q—ACMMmMMJE/V@WdM@<a&
Q

dabei ist A das Lebesguemaf} auf C". Das innere Produkt ist gegeben durch

(f.9) = / £(2)902) dAC2),

fir f,g € A%(Q). Die Vollstandigkeit des Bergmanraumes beruht auf dem Cauchy’schen
Integralsatz (siche Ubungen). A?((2) ist ein abgeschlossener Teilraum von L?(2).

(f) Sei
C([0,1]) = {f : [0,1] — C stetig}

(f.g) = / £(t) 908 dt
fiir £,g € ([0, 1]).
1

Wir zeigen: C([0, 1]) ist nicht vollstéandig: sei dazu 0 < ¢ < 1; fiir jedes n € Nmit 0 < c—%
definiere

mit innerem Produkt

0 0<t<c—1=
fat) ={nt—mc+1 c—21<t<c
1 c<t<1
Dann gilt
11
1fr = fll® < = + —

also ist (f,), eine Cauchyfolge in C([0,1]). Sei f € C([0,1]). Dann gilt

=g = [P [ 1o - sorac [ sopa

Wenn || f,, — f||*> — 0 bei n — oo, dann miisste f(t) = 0 fiir ¢ € [0,¢) und f(¢) = 1 fiir
t € (¢, 1]. Somit wére f unstetig. Widerspruch!

Satz 1.7.

Sei H ein Hilbertraum, y € H fiz. Die Abbildungen x — (z,y) , v — (y,x) , = +— ||z
sind stetige Abbildungen von H nach C.

FEin linearer Operator T : Hi — Ho zwischen Hilbertrdumen Hy und Hy ist genau dann
stetig, wenn eine Konstante C' > 0 ezistiert, sodass ||Tz|| < C||z| , Vx € H;.

Beweis. Fiir xq,x9 € H gilt

|(21,y) = (22, 9)] = [(21 — 22, y)| < [l — 2| [y,

weiters ist | [|lz1|| —[|z2]| | < [lz1 —a2f], also sind die Abbildungen sogar gleichméfBig stetig.
Charakterisierung der Stetigkeit von T : sieche Ubungen. 0
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Definition 1.8. Sei V' ein Vektorraum iiber C. Eine Teilmenge E C V' heifit konvex ,
wenn mit z,y € E auch tz + (1 —t)y € E, fir jedes 0 <t < 1.

Bemerkung 1.9. Jeder Teilraum von V ist konvex. Ist £ C V konvex, so ist auch
r+E={xr+e : e€ E} konvex.

Definition 1.10. Sei H ein Hilbertraum. x € H heiffit orthogonal zu y € H, wenn
(x,y) = 0, wir schreiben = L y.
Fiir € H definieren wir

rt={yeH : (z,y)=0}.

Ist M C H, so definieren wir
M*+={yecH : (2,9)=0, Yz € M}.

Bemerkung 1.11. x! ist ein abgeschlossener Teilraum von H, daher selbst ein Hilber-
traum.
Da M+ = (0,c,, «*, ist auch M~ ein Hilbertraum.

Beispiele 1.12. (a) Sei e, = (0,...,0,1,0,...), es gilt (en, ) = ., und in 1? gilt
62‘ = {(Ik)k S 2 Ty = 0}

(b) Im L2(T) gilt
1 ™

. emt 6—2mt dt = 5n,m-
2 J_,

(c) zH?* = {f : f(2) = zg9(2) , g € H?} ist ein abgeschlossener Teilraum von H?2.
Weiters ist

(zH* ) ={c : c€C}, (z"H** ={p : p Polynom vom Grad <n — 1}.
Fiir die weitere Theorie fundamental ist der folgende

Satz 1.13.
Jede nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge E in einem Hilbertraum H enthdlt ein
eindeutig bestimmtes Element mit kleinster Norm.

Beweis. Es gilt, wie man leicht nachrechnet, die sogenannte Parallelogrammregel
lz + gl + llo = ylI* = 2|2 + 2 |ly* . 2,y € H.
Sei § = inf{||z|| : z € E} Fiir z,y € E ist 1 (z +y) € E und daher folgt aus
1Allz = yl* = 1/2||=l* + 1/2 [yl* = 11/2(z + »)II?,
dass fiir x,y € E die Abschétzung
lz =yl < 2[l2))* + 2 ||y|)* — 46°
gilt. Wenn also ||z]| = ||y|| = ¢ ist, dann ist = = y (Eindeutigkeit).
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Nach Definition von ¢ existiert eine Folge (y,), in E mit ||y,|| — 0 bei n — co. Wegen
der Abschéitzung
1y = ymll® < 2{|yall* + 2 [lym]|* — 467

erkennt man leicht, dass (y,), eine Cauchyfolge in H ist. Da H vollstindig ist, existiert
ein xop € H mit ||y, — x| — 0 bei n — oco. Weil E abgeschlossen ist, ist g € E; die
Abbildung = — ||z|| ist nach 1.7 stetig und somit ist ||zo| = lim,— [|Ynl| = 9. O

Theorem 1.14.
Sei M ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraumes H. Dann existieren eindeutig

bestimmte Abbildungen
P:H— M, Q:H— M

mit folgenden FEigenschaften
l.z=Pr+Qx, Ve e H

2. fiirx € M gilt Px = x, also P?> = P und Qx = 0; fiirx € M* gilt Pv =0, Qx = x,
also Q% = Q.

3. Der Abstand von x € H zu M st
inf{[|z —y|| : y€ M} =z - Pzl
4. Fiir jedes x € H qilt
l|1* = || P ])* + [|Q]|*.
5. P und Q) sind stetige, lineare, selbstadjungierte Operatoren.
P und Q sind die orthogonalen Projektionen von H auf M bzw. M.

Beweis. Fiir jedes x € H ist die Menge x4+ M = {x+y : y € M} konvex. Daher existiert
nach 1.13 ein eindeutig bestimmtes Element von kleinster Norm in x+ M, welches wir mit
Qx bezeichnen. Wir setzen Px = x — QQx und erkennen, dass Pz € M, weil Qx € x + M
ist.

Nun behaupten wir, dass Qx € M*. Dazu zeigen wir (Qz,y) =0, Yy € M : 0.B.d.A.
konnen wir voraussetzen, dass ||y|| = 1, dann gilt

(Qz,Qx) = |Qz]* < |Qz — ay||* = (Qz — oy, Qz —ay) , Ya €C

wegen der Minimalitdt von Qx. Daraus ergibt sich die Ungleichung

0 < —a(y,Qz) —a(Qu,y) + |af?,

setze nun fiir a = (Qz,y), dann folgt 0 < —|(Qz,y)|> und (Qz,y) = 0; somit ist
Q:H— M*.

Wenn z = zy + x; mit 2o € M und z; € M+, dann folgt g — Pz = Qx — x;, und weil
M N M+ = {0} ist, erhilt man 2y = Pz und ; = Qz, daher sind P und Q eindeutig
bestimmt. Auf d&hnliche Weise sieht man, dass

P(ax + By) — aPx — BPy = aQu + fQy — Q(az + By).
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Die linke Seite gehort zu M, die rechte Seite zu M=, daher sind beide Seiten 0, was die
Linearitdt von P und () impliziert.
Eigenschaft 3 folgt nach Definition von @, Eigenschaft 4 wegen (Pz,Qz) =0, Vo € H.
Weiters gilt

1Q(z —y)l| = inf{[lx —y +m| : me M} <|z—yl,
daher sind ) und P = I — @ stetig.
Fiir beliebiges x,y € H gilt

(Pz,y) = (P, Py + Qy) = (Pz, Py) und (z, Py) = (P + Qz, Py) = (Pz, Py)
daher ist (Px,y) = (z, Py) und P selbstadjungiert. O

Korollar 1.15.
Ist M #+ H ein echter abgeschlossener Teilraum des Hilbertraumes H, dann existiert ein
y#0mity L M.

Beweis. Sei x € H mit x ¢ M. Setze y = Qx : da x # Px folgt y # 0. O

Satz 1.16.
Sei L ein stetiges lineares Funktional auf dem Hilbertraum H. Dann existiert ein ein-
deutig bestimmtes Element y € H mit Lx = (x,y) Ya € H.

Beweis. Wenn L(z) = 0 Vo € H, dann setze y = 0. Sonst definiere M = {x : Lz = 0}.
Dann ist M wegen der Stetigkeit von L ein abgeschlossener Teilraum von H Wegen 1.15
ist M+ # 0. Sei z € M+ mit z # 0. Dann ist Lz # 0. Setze nun y = az, wo @ = 2

[l
Dann ist y € M+ und

Lz Lz|?
by="tos) =g e = |||z|||2 = (y.9) = laf (2. 2).

Fiir x € H definiere nun
L
x/:x——xyund:c”: —:Ey.
(y, ) (y,v)

Aus der obigen Gleichung folgt dann Lz’ = 0 und 2’ € M, daher ist (2/,y) = 0 und

ro) = () = L
(z,y) = (z ,y)—((y’y)y,y)—L :

Ist (z,y) = (z,y') Vx € H, dann folgt (x,y—vy') = 0 Vo € H, insbesondere (y—vy',y—y') =
0. Daher ist y = 3/, und es folgt die Eindeutigkeit. O

Der Dualraum H’ eines Hilbertraumes H kann daher mit dem urspriinglichen Raum
identifiziert werden.

Beispiele 1.17.
(a) Sei L € (1?)". Dann existiert eine eindeutig bestimmte Folge | = (1), € I? mit

L(z) = (z,1]) = anE ;2= (zp)n € 1%
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(b) Sei Q C C ein Gebiet. Wir betrachten den Bergmanraum A?(Q) und spezielle stetige
lineare Funktionale: die Punktevaluationen. Sei dazu z € €2 fix. Nach dem Cauchy’schen
Integralsatz [Hasl] gilt

f(2) = — f(w) dAM(w),

mr? D(z,r)
dabei ist f € A%(Q) und D(z,r) = {w : |Jw—z| <r} C Q, sowie A das Lebesguemaf in
C. Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung ergibt dann
1f(2)] # Joen - 1f(w)] dA(w

)
1/2
2 (o 2a3@)) " (Jpey L) dAw))
e (Jo 1 (@) drw)
7z £

Daraus folgt, dass die Abbildung f +— f(2) ein stetiges lineares Funktional auf A%(Q)
ist, daher gibt es nach 1.16 eine eindeutig bestimmte Funktion k., € A%*(Q) mit

IA

| /\

IAINA

F(2) = (fok) = / £ (w) F(w) dA(uw).

Setze K(z,w) = k,(w). Dann gilt nach Definition: w — K(z,w) = k,(w) ist eine holo-
morphe Funktion, ein Element von A%(Q2), also ist die Funktion w — K(z,w) antiholo-
morph auf . Es gilt

:/QK(z,w)f(w) d\w) , f € A(Q).

Die Funktion zweier komplexer Verdnderlicher (z,w) +— K (z,w) heifit Bergmankern von
2 und die obige Identitdt die reproduzierende Eigenschaft des Bergmankerns .

Wir verwenden die reproduzierende Eigenschaft fiir die holomorphe Funktion z — k,(2),
wobei u € 2 fix ist:

9= [ Kk diw) = [ E) Kl wjdiw)

- ([ Kwwk @ aw) =5,

daher ist k,(2) = k.(u), oder K(z,u) = K (u, 2).

Daraus folgt insbesondere, dass der Bergmankern in der ersten Verénderlichen holomorph
und in der zweiten Verdnderlichen antiholomorph ist.

Sei nun ¢ € L*(Q). Da A%(Q) ein abgeschlossener Teilraum von L?(€2) ist, existiert
nach 1.14 eine eindeutig bestimmte orthogonale Projektion P : L*(Q)) — A?(Q). Wir
verwenden fiir die Funktion Py € A?(Q) die reproduzierende Eigenschaft und erhalten

Py(z) = / K (2, w)Po(w) dA(w) = (P, k) = (9. Pk.) = (p. k.);



dabei haben wir noch verwendet, dass P selbstadjungiert ist und dass Pk, = k, gilt, weil
k. € A%(Q). Daher folgt

Pgo(z):/QK(z,w)go(w) dA(w).

Der Operator P wird in diesem Zusammenhang auch als Bergmanprojektion bezeichnet.

Definition 1.18. Ein System {u, : « € A} von Vektoren in einem Hilbertraum H
heiBt Orthonormalsystem , wenn (uq,ug) = 0 Voo # G und |lus|| =1 Va € A. Fir x € H
setzen wir Z(«a) = (x,u,) ,a € A.

Beispiele 1.19. (a) Die Funktionen ¢ — ¢ | n € Z bilden ein Orthonormalsystem in
L*(T).

(b) Die Funktionen z + 2" , n.=0,1,2,... bilden ein Orthonormalsystem in H?2.

(c) Die Funktionen z — (/2 2" ' 'n=0,1,2,... eines in A*(D) , D={z€C : |z <
1}.

(d) Seien uy, . .., uy orthonormal und z = S

j—1 G- Dann ist ¢; = (v,u;) , 1< j <k
k
und [Jz]|* = 325 lel*.

Als Anwendungsbeispiel 16sen wir nun das Problem der besten Approximation in einem
Hilbertraum H : seien dazu wvy,...,v; linear unabhéngige Vektoren in H und x € H
gegeben. Gesucht sind ¢y, ..., ¢, € C, sodass ||z — Zle ¢;v;]] minimal wird.

Dazu benoétigen wir das folgende

Lemma 1.20. Wenn V' ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraumes H ist, weiters
y € H mity ¢V, sowie V* = (V,y) das lineare Erzeugnis von V und y ist, dann ist V*
ebenfalls abgeschlossen.

Beweis. Sei z = lim, _oo(x, + A\y) , v, € V , A\, € C. Dann exixtiert ein 7 > 0 mit
|z + Ayl < n, Vn € N. Angenommen die Folge (\,),, ist unbeschréinkt, dann existiert
eine Teilfolge (A, )x mit |A,, | — oo bei & — oco. Dann folgt aber

1A 2, + yll <

n
— —

o 0, k— o0

und y € V, weil V' abgeschlossen ist. Widerspruch!

Daher existiert eine Konstante C' > 0 mit |\, < C Vn und somit eine Teilfolge
(An, )k, welche eine Cauchyfolge ist. Sei A = limy_.o A,,. Es folgt, dass auch (z,, )
eine Cauchyfolge ist und weil V' abgeschlossen ist, existiert limy_,o z,, = @ € V. Daher
ist z=ax+4+ Ay e V™. O

Um das Problem der besten Approximation zu losen, setzen wir a;; = (vj,v;) und b; =
(z,v;) fiiri = 1,..., k. Nach dem vorigen Lemma ist M = (vy, ..., v;) ein abgeschlossener

Teilraum, somit existiert nach 1.13 ein eindeutig bestimmtes Element xq = 2521 cj vj,



sodass ||z — Zle ¢jv;|| minimal ist, auBerdem ist * —zg € M+, d.h. (z — xg, v;) = 0, fiir
t=1,..., k. Dies entspricht in unserer Notation dem System von k Gleichungen

k
ZCLZ'J'C]':()Z', 1§Z§]€

Jj=1

Da z, eindeutig bestimmt ist, ist die Determinante der Matrix (a; ;) ungleich Null, und
die Koeffizienten ¢; konnen berechnet werden.

Sei ¢ = min ||z — Z?Zlcjvjﬂ = |l — xo||. Da (z — zg,v;) = 0 fir i = 1,...,k, folgt

(x — xp,79) = 0, und daher ist

k
6 = (r —xg,x —10) = (1,2 — 70) = (1,2 — chvj),
j=1
somit folgt

k
0 = Jall* = Y0,
j=1

und das Problem der besten Approximation ist gelost.
Spezialfall: wird {vy,..., v} durch ein orthonormales System {ui,...,u;} ersetzt, so
folgt a; ; = 6;; (Einheitsmatrix ) und ¢; = b; fir i = 1,..., k sowie

k
6% = |lz|® = Y I(x,u)P?,
1=1

also haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 1.21.
Sei {uy,...,ux} ein orthonormales System in einem Hilbertraum H und x € H. Dann
qilt
k k
lz = (@ u)ull < Jlw =D Nl VA, A €C.
j=1 Jj=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn \; = (z,u;) , 1 < j < k. Der Ausdruck Z;?:l(x, u;)u,
ist die orthogonale Projektion von x auf M = (uq,...,uy). Ist § = dist(z, M), so gilt

k

Dol =l — 8%

i=1

Definition 1.22. Sei A eine Indexmenge (sie kann iiberabzidhlbar sein) und p das
Zahlmaf auf A, d.h. pu(F) = |F|, falls ' C A eine endliche Teilmenge ist, sonst wird
w(F) = oo gesetzt. Wir definieren 1?(A) = L?(u), wobei

L(u) = {p: A—C : /Alw(a)|2du =Y Jp()? < oo},

acA
hier ist > 4 [o(a)]? = sup{>_ cr|p(@)]* : F endlich , F C A}.
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Korollar 1.23.
Wenn {u, : a € A} eine orthonormale Menge in H ist und x € H, sowie &(a) = (x, uy),
dann gilt die Bessel’sche Ungleichung

> @) < el

acA
und die Menge {a € A : Z(a) # 0} ist hochstens abzihlbar.

Beweis. Die Bessel’sche Ungleichung folgt sofort aus Satz 1.21. Wére die Menge {« €
A : #(«a) # 0} iiberabzédhlbar, so miisste eine der Mengen B,, = {« : n%rl < |&(a)| < 1}
unendlich sein, was einen Widerspruch zur Bessel’schen Ungleichung ergibt. O

Satz 1.24.

Sei {u, : a € A} eine orthonormale Menge im Hilbertraum H. Sei F : H — [%(A)
gegeben durch F(x) = ((x,uq))aca. Dann ist F' eine stetige, surjektive, lineare Abbildunyg.

Beweis. Die Linearitéit von F' folgt sofort aus der Definition. Es gilt nach 1.21

1E@ = y)I? = (@ = y,ua) < o =yl

acA

somit ist F stetig. Wir haben noch zu zeigen, dass F surjektiv ist. Sei dazu ¢ € [2(A) und
A, ={a : |p(a)] > L}, n € N. Die Mengen A, sind endlich, sie haben héchstens n?||¢||?
Elemente. Nun setzen wir x,, = ) ., ¢(a)u, und erhalten 2, (a) = o(a)xa, (), wobei
Xa, die charakteristische Funktion der Funktion A, ist. Es gilt #,(a) — ¢(a) bei n —
0o , Ya € A. Wir zeigen nun, dass (), eine Cauchyfolge in [*(A) ist. Es gilt

Y lela) = da(@) < lp(a)
acA acA

daher gibt es hochstens abzdhlbar viele o; € A mit () — 2, () # 0, also ist

Y lela) = @) = Z o) — (),

acA

und zu einem vorgegebenen € > 0 existiert ein N = N, > 0, sodass Y .~ v [¢(a;)]?

wiihle ferner n so groB, dass [p(a;) — &, ()]* < 5% fiir i = 1,..., N gilt, dann erhalten
wir
Z |90(O‘) - xn Z |90 az - In Oé, |2 Z |90 az - In Oé,)|2
acA i=N+1
N
<D lplon) — & Z\wm2<N—+§=
i=1 i=N+1

d.h. || — Zn]| — 0 bei n — oo und (), ist eine Cauchyfolge in {?(A). Nach Definition
ist ||z, — xm|| = |Zn — Tm|| und daher ist (x,), eine Cauchyfolge in H. Also existiert ein
x € H mit lim,,_ . x, = x und YVa € A gilt

(o) = (r,uq) = hm (:cn,ua) = lim z,(a) = ¢(a).

n—oo
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Definition 1.25. Ein Orthonormalsystem {u, : « € A} in H heifit vollstindig , wenn
T =3 ealrua)uq , Vo € H.

Bemerkung 1.26. Gilt die obige Formel, so ist die Darstellung von x eindeutig.

Satz 1.27.
Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

1. {uy : o€ A} ist ein vollstindiges Orthonormalsystem;
2. ist (x,uy) =0, Ya € A, dann ist x = 0

3. die Menge S aller endlichen Linearkombinationen von Elementen aus {u, : « €
A} st dicht in H;

4. Yz e H gilt ||z]|* = ,cql2(a)* (Parseval’sche Gleichung) ;

5. Vx,y € H gilt (z,y) =3 e 4 T()§(e).

Beweis. 1. = 2. :ist (z,uy,) =0, Va € A, dann ist x = ), (,uq)uq = 0.

2. = 3.:Sei M = S. Dann ist M ein abgeschlossener Teilraum von H. Angenommen M #
H, dann ist nach 1.15 M=+ # {0}, d.h. 32 # 0 mit (z,u,) =0, Yo € A Widerspruch!
3. = 4.:8Seix € H fixund € > 0 beliebig. Dann existieren u,,, ..., u,, und ¢1,...,¢c, € C

mit
n
|z — chuakﬂ < €.
k=1

Nach 1.21 gilt fiir 2 = >} _, (2, Uq, )Ua, die Ungleichung ||z — z|| < € und daher ||z| <
||z|| + €. Daraus folgt

(lzll = € < ll=l* = |#(aa)* + - - + 2(an) P < Y |#(a) .

Da € > 0 beliebig war, erhalten wir somit ||z|* < > 4 |Z(a)[* und zusammen mit der
Bessel'schen Ungleichung 1.23 die Aussage 4.
4. = 5. : Aussage 4. kann auch in der Form (x,x) = (&, %) geschrieben werden. Sind
x,y € H fest und A € C beliebig, dann folgt aus (x + Ay, z + A\y) = (& + Ay, T + A\y) die
Gleichung

Az, y) + Ay, x) = A(Z,9) + A9, 2);
setzt man nun fir A = 1 bzw. A = i so ergibt sich 2R(x,y) = 2R(Z, y) bzw. 23 (z,y) =
23(2,9), und daraus folgt 5.

5. = 1.: Angenommen es gibt ein x € H mit  # > __, (%, uy)u,, dann ist

acA

y=1x— Z(m,ua)ua # 0,

a€cA

daraus folgt jedoch (y,u,) =0, Yoo € A und Aussage 5. wiirde ergeben, dass 0 # (y,y) =
lyll* = ZaeA |(y, ua)|? = 0 Widerspruch! 0
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Definition 1.28. Seien H;, H, Hilbertrdume und A : H; — Hs ein Isomorphismus. A
heifit Hilbertraumisomorphismus, wenn (Ax, Ay) = (z,y) , Vo,y € H; ist.

Satz 1.29.
Wenn {u, : « € A} ein vollstindiges Orthonormalsystem des Hilbertraumes H ist,
dann ist die Abbildung F : x v % ein Hilbertraumisomorphismus zwischen H und [*(A).

Beweis. Nach 1.24 ist F surjektiv; ist Z(a) = 0, Va € A, dann ist nach 1.27 4. x = 0
und F' injektiv, weiters ergibt 1.27 5., dass (Fz, Fy) = (z,vy). O

Definition 1.30. Ein Hilbertraum H heifit separabel , wenn eine abzédhlbare, dichte
Teilmenge von H existiert.

Satz 1.31. Der Hilbertraum H st genau dann separabel, wenn H eine abzdihlbares,
vollstandiges Orthonormalsystem besitzt.

Beweis. Ist A = {x1, 22, ...} eine abzdhlbare, dichte Teilmenge von H, dann kann man
darauf das Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren anwenden, und erhélt
dann nach 1.27 3. ein abzédhlbares, vollstdndiges Orthonormalsystem. Die Umkehrung
ist klar. O

Wir wollen nun zeigen, dass jeder Hilbertraum ein vollstindiges Orthonormalsystem
besitzt. Dazu benotigen wir eine Aussage iiber partiell geordnete Mengen, die zum Aus-
wahlaxiom und zum Zorn’schen Lemma &quivalent ist.

Definition 1.32. Eine Menge P heifit partiell geordnet , wenn auf P eine Relation <
existiert mit: a < a, Va e P; a<b,b<a=a=0b a<b,b<c=a<ec

Eine Teilmenge () einer partiell geordneten Menge P heifit total geordnet , wenn fiir alle
a,be @ gilt: a < boder b <a.

@ heifit maximale totalgeordnete Teilmenge von P, wenn fiir alle Teilmengen @' C P
mit Q C Q' gilt: @’ ist nicht mehr totalgeordnet.

Satz 1.33. Jede nichtleere partiell geordnete Menge enthdlt eine mazimale totalgeordnete
Teilmenge.

Satz 1.34.
Jedes Orthonormalsystem B in einem Hilbertraum H st in einem vollstindigen Ortho-
normalsystem von H enthalten.

Beweis. Sei P die Klasse aller Orthonormalsysteme in H, welche B enthalten. P ist
durch C partiell geordnet. Da B € P, ist P # (). Daher enthélt P nach dem vorigen Satz
eine maximale totalgeordnete Teilklasse Q. Sei

S=JA

AeQ

Dann ist B C S und wir behaupten, dass S ein vollstdndiges Orthonormalsystem ist.
Seien dazu wuq,us € S. Dann existieren A;, Ay € Q mit u; € A; und uy € Ay. Da Q
totalgeordnet ist, folgt A; C A; oder A, C A;. In beiden Féllen erhalten wir daher
(u1,uz) = 0, weil Ay, Ay Orthonormalsysteme sind. Also ist S ein Orthonormalsystem.
Angenommen S ist nicht vollstdndig. Dann wiirde ein  # 0 in H existieren mit (x,s) =
0, VseS. Sei S*=S5U{x}. Dann gilt: S C S* und S* ¢ Q, weiters enthilt S* alle
A € Q, somit ist QU {S*} eine totalgeordnete Menge: Widerspruch! O
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Beispiele 1.35.
(a) Die Folgen e, = (8,4)n , k € N bilden ein vollstéindiges Orthonormalsystem in (%

fiir jedes & € [? gilt
£=> (L en)e
n=1

(b) Im Hardyraum H? bilden die Monome {1, z, 2%, ... } ein vollstindiges Orthonormal-
system, dabei folgt die Vollstandigkeit des Systems aus der Eindeutigkeit der Taylorent-
wicklung einer holomorphen Funktion in H2.

(c) Auch im Bergmanraum A?(D) sind die Monome {1, z, 22, ...} ein vollstéindiges Or-
thogonalsystem:

27 2
/ I AN (2 / / neind pmeimd . qrdf = — =5,
D n+m+2

Daraus folgt, dass die Funktionen

1
on(z) = nr 2", n=0,1,2,...
7T

ein Orthonormalsystem bilden. Zur Vollstdndigkeit des Systems geniigt es nach 1.27 4.
zu zeigen, dass fiir jedes f € A*(D) gilt

A=D1 o),
n=0

was zur Aussage

117 = ZM”fwzz%f
n=0

aquivalent ist; diese Aussage folgt lelcht aus den obigen Orthogonalitéitsrelationen.
Es ist also jedes f € A?(D) eindeutig darstellbar in der Form f = "> ¢, ¢y, wobei die
Summe im Sinne der Norm von A?(D) konvergiert. Aus 1.17 (b) folgt, dass dann auch

= Z Cn Qpn(z)

im Sinne der gleichméfBigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von D gilt. Fiir die
Koeffizienten ¢, gilt : ¢, = (f, pn).

Wir berechnen nun den Bergmankern K (z,w) von D. Die Funktion z — K(z,w) gehort
bei fixem w € D zum Bergmanraum A%(D). Setzt man diese Funktion in der obigen
Formel fiir f ein, so erhélt man

= Z Cn Qpn(z)

dabei ist ¢, = (K(.,w), ¢,), oder, anders geschrieben
= (o K (w) = [ (K (w,2)d() = puw),

14



nach der reproduzierenden Eigenschaft des Bergmankernes. Somit lésst sich der Berg-

mankern in der Form .
w) = pn(w) gu(2)
n=0

schreiben, wobei die Summe in der Variablen z gleichméfig auf allen kompakten Teil-
mengen von D konvergiert. (Diese Formel gilt auch fiir jedes andere vollstéindige Ortho-
normalsystem.) Eine einfache Rechnung zeigt nun, dass

S 1 — 1 1
=2 enl)eale) =2 3+ DG = D
n=0 n=0

Fiir beliebiges f € A?(D) gilt daher

>]

fz) =2 / (%zf(w) dA(w),

© Jp (1 — zw)

setzt man bei fixem z € D in dieser Formel fiir f(w) = 1/(1 — wZz)?, so erhélt man

1 1 1
— ——d)\ = .
w/Du—zw W) =T pp

(d) Tm Raum L*([0,1]) iiber R bilden die Legendrepolynome ein vollstandiges Ortho-
normalsystem; in L?(R) die Hermitefunktionen (siche Ubungen).

(e) In L*(T) (iiber C) bilden die Funktionen {¢™ : n € Z} ein vollstindiges Or-
thonormalsystem: fiir jedes f € L*(T) gilt f(t) = > 07 _ (f,e™)e™. Wir schreiben
auch

£ i 1 " —in
fo = () = o [ sy
(L
f(n) sind die Fourierkoeffizienten von f . Nach 1.29 gibt es fiir jede Folge (c,), mit

S ez lenl? < o0 eine Funktion f € L*(T) mit f(n) = ¢, , n € Z. Die Parseval’sche
Gleichung 1.27 4. ergibt

S IFF = 1P = 5= [ 150k

neL

(Details sieche Ubungen)

Ubungen

1. Sei H ein Vektorraum iiber C mit innerem Produkt. Man beweise: fiir z,y € H
gilt die Polarisierungsidentitét

A(z,y) = o+ yll* = llz = yI* +ille +iyl]* —ille —iy||* 2,y € H.
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10.

11.

12.

13.

14.

Man finde eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass in der Cauchy-
Schwarz’schen Ungleichung Gleichheit gilt.

Sei H ein Hilbertraum, M eine abgeschlossene, konvexe Menge in H. M heif3t strikt
konvex , wenn der Rand von M keine Strecke enthélt. Man zeige: die abgeschlossene
Einheitskugel B ={z € H : ||z| < 1} in H ist strikt konvex.

Man beweise die Vollstindigkeit von /2.
Man beweise die Vollstindigkeit von A%(Q2). (Verwende 1.17 (b)).

Man beweise: ein linearer Operator T : H; — H, zwischen Hilbertraumen H;
und H, ist genau dann stetig, wenn eine Konstante C' > 0 existiert, sodass ||Tz|| <
CHLEH y Vo € Hl.

Sei H ein Hilbertraum, M ein abgeschlossener Teilraum von H. Man zeige: (M+)* =
M. Was geschieht, wenn M nicht abgeschlossen ist?

. Fiir f € H? bestimme man ein Polynom p vom Grad kleiner gleich n, sodass

| f — pll2 minimal wird.

Man wende das Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren auf das System
{1, z,2%, 23, ...} in L*[-1,1].

Man berechne
(a) ming . f_ll |23 — a — bx — ca?|* du,

(b) ming . [ [#* — a — bx — ca®|? e™" du.

Sei H ein Hilbertraum, zy € H und M ein abgeschlossener Teilraum von H. Man
beweise:

min{||z — x|l : x € M} = max{|(zo,y)| + y €M, [ly| =1}

Sei H ein Hilbertraum. Man zeige: zq,xs,...,z, € H sind genau dann linear
unabhéngig, wenn die Gram’sche Determinante

G(x1, 29, .., wn) = det((w, 21)) =y # 0.

Sei H ein Hilbertraum, y, x1, xs, ..., 2, € H linear unabhingig und M die lineare
Hiille von x1, s, ..., z,. Man zeige:

G(y,l'l,l'g, s axn)

) 2
(dist(y. M) = o o)

Fiir n € Ny seien

H,(z) = (=1)" exp(2?) exp™(—2?) Hermite Polynome.
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15.

16.

17.

18.

Man bestimme Hy, Hy, H, und Hs. Ferner zeige man, dass die Hermite Funktionen

#n(x) = exp(—2*/2) Hn(z)
ein Orthogonalsystem in L?(R) bilden.

Anleitung: man zeige zuniichst ¢/ (x) = (2% — 2n — 1), (x) und @, — PPl =

Man berechne ||p,]|2 fiir n € Nj.

Anleitung: man beweise zunéchst H], = 2nH, _ fir n € N, anschlieend verwende
man partielle Integration.

Man zeige, dass die normalisierten Hermite Funktionen eine vollstéandiges Ortho-
normalsystem in L?(R) bilden.

Anleitung: sei f € L*(R) mit (f,¢,) = 0 fiir n € Ny; man definiere

Fz) = \/LQ_W /Rexp(—izx _ 2/ @) de , z€C

und zeige: F ist eine ganze Funktion. Man berechne F(0) fiir n € Ny und ver-
wende den Eindeutigkeitssatz fiir Fouriertransformierte.

Sei f € L*(T). Man beweise:

S IF@E =P = 5 [ 150

neL

Sei K(z,w) der Bergmankern von A%(D). Man zeige:

K(z,2) =sup{|f(2)]” : fe€A*D),|If] =1}

17



2 Banach - und Fréchetriaume

Definition 2.1. Ein Vektorraum X iiber C (oder R) heifit normiert , wenn eine Abbil-
dung [|.|| :— Ry existiert mit (i) ||z|| =0 < x =0; (i) ||[Az|| = |[\|||z|| Yz € X , VA €
C; (i) [l +yll < [zl +llyll, Yo,y € X.

d(x,y) = || — y|| ist eine Metrik auf X. Wir betrachten X zusammen mit dieser Metrik
als topologischen Raum.

Ein normierter Vektorraum heifit Banachraum , wenn er beziiglich der oben definierten
Metrik vollstandig ist.

Bemerkung 2.2. (a) Die Menge U, = {z : ||z|| < €} nennt man eine e-Umgebung
der 0. Die Mengen {U;, : n € N} bilden eine abzéhlbare Nullumgebungsbasis fiir die
Topologie eines normierten Vektorraumes.

Fireiny e Xist y+U. ={y+x : = € U} eine e-Umgebung von y. Zur Beschreibung
der Topologie in X geniigt es daher eine Nullumgebungsbasis heranzuziehen.

(b) Die Abbildung (z,y) — x + y ist eine stetige Abbildung von X x X nach X.
Die Abbildung (A, z) — Az ist eine stetige Abbildung von C x X nach X.

(c) Eine Teilmenge B C X heifit beschriankt , wenn sup{||z|| : = € B} < oo; z.B: die
Einheitskugel {z : [|z]| < 1}.
Ein normierter Vektorraum besitzt eine Nullumgebungsbasis aus beschrankten Mengen.

Beispiele 2.3. (a) Ist K ein kompakter topologischer Raum, so ist der Raum C(K) aller
stetigen, komplexwertigen Funktionen auf K mit der Supremumsnorm ein Banachraum.

(b) Der Raum ¢ aller konvergenten Folgen mit der Supremumsnorm bildet einen Ba-
nachraum, desgleichen der Raum ¢y aller Nullfolgen.
Fir 1 <p < oo sei

o 1/p
P={{=(xn)n : 2. €C, [&ll,= (Z ‘xn‘p> < oo},

n=1
[*° ist der Raum aller beschrinkten Folgen mit der Supremumsnorm. Auch diese Raume
sind Banachrédume.

Sei (X, ) ein Mafiraum mit positivem Mafl p. Fiir 1 < p < oo sei

1/p
D) = 7 X — C st < 71, = ([ 1rpan) < ok

L>(p) ist der Raum der im wesentlichen beschrinkten, messbaren Funktionen auf X.
Auch dies sind Beispiele fiir Banachrdume (néhere Details siehe [R1]).

(c) H* ={f:D — C holomorph : [|f|loc =sup,ep|f(2)| < oo} ist ein Banachraum
holomorpher Funktionen (sieche auch Ubungen).

(d) Sei M der Vektorraum aller Folgen ¢ komplexer Zahlen, die nur endlich viele Glie-
der # 0 besitzen mit der Supremumsnorm |[|{||oc = Sup, ey |2n|. Der Raum M ist kein
Banachraum: & = (1,1/2,1/3,...,1/k,0,...) ist eine Cauchyfolge ohne Limes in M.
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Definition 2.4. Seien X,Y normierte Rdume und A : X — Y ein linearer Operator.
A heifit beschrénkt , wenn die Norm des Operators ||A|| = sup{||Az| : [|z] <1} < c0.

Satz 2.5. Fin linearer Operator A : X — Y zwischen normierten Rdumen X und Y,
der in x = 0 stetig ist, ist iberall stetig und beschrinkt. Umgekehrt ist jeder beschrdnkter
linearer Operator auch stetig.

Beweis siche Ubungen.

Beispiele 2.6. (a) Jeder linearer Operator zwischen endlichdimensionalen normierten
Vektorrdumen (C") ist stetig.

(b) Sei L : M — C definiert durch L(§) = > 7 | x,,. Dann ist L ein lineares Funktional
auf M; weil fiir die Folgen
& =(1,...,1,0,...)

———
k

gilt: ||| = 1 und L(&) = k, ist L unbeschrankt und daher nicht stetig.

(c) Sei f € H™ fix und As(g) = fg fir g € H* der Multiplikationsoperator. Dann ist
Ay H® — H®* ein beschrinkter linearer Operator und es gilt [[Af|| = || f]|oo-

(d) Der Shift-Operator S : H> — H? ist definiert durch S(f)(z) = zf(z) fiir f € H%
Esgilt (Sf,Sf) = (f, f) und daher ist S beschrankt, sogar eine Isometrie: ||Sfl2 = || f||2-

(e) Sei K : [a,b] x [a,b] — R eine stetige Funktion und Af(z) = fab K(z,y)f(y)dy ein
Integraloperator mit Kern K. Dann ist A : Cla,b] — Cla,b] ein beschrinkter, linearer
Operator, ein wichtiges Beispiel fiir einen kompakten Operator .

Definition 2.7. Ein topologischer Vektorraum X ist ein Vektorraum, versehen mit einer
Topologie, fiir welche die Addition 4+ : X x X — X und die skalare Multiplikation
.1 C x X — X stetig sind.

Ein lokalkonvexer Raum X ist ein topologischer Vektorraum, in welchem jeder Punkt
eine Umgebungsbasis aus konvexen Mengen besitzt.

Eine Teilmenge M eines Vektorraumes X heifit absolutkonvex , wenn fiir alle z,y € M
und alle A\, p € C mit |A| + |p| <1 gilt Az + py € M.

Eine Abbildung p : X — R, heifit Halbnorm auf X, falls die Eigenschaften (ii) und
(iii) von 2.1 erfiillt sind.

Bemerkung 2.8.

(a) Jeder normierte Raum ist lokalkonvex.

(b) Fiir einen topologischen Vektorraum X sind dquivalent: (i) X ist ein lokalkonvexer
Raum; (ii) X besitzt eine Nullumgebungsbasis aus konvexen Mengen; (iii) X besitzt eine
Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen Mengen.

Ist X ein lokalkonvexer Raum, so gilt fiir jede absolutkonvexe Nullumgebung U in X :
das Minkowski-Funktional ||.||y :  — inf{t > 0 : =z € tU} von U ist eine stetige
Halbnorm auf X.

(Details siche Ubungen und [MV])

19



(c) Eine Menge U von Nullumgebungen in einem lokalkonvexen Raum X heifit Funda-
mentalsystem von Nullumgebungen , falls es zu jeder Nullumgebung U ein V € U und
ein € > 0 gibt mit eV C U.

Eine Familie (||.]la)aca stetiger Halbnormen auf X heifit ein Fundamentalsystem von
Halbnormen, falls die Mengen U, = {z € X : |[z|lo <1}, a € A, ein Fundamentalsy-
stem von Nullumgebungen bilden.

Es gilt: Jeder lokalkonvexe Raum X besitzt eine Fundamentalsystem von Halbnormen.
Jedes Fundamentalsystem von Halbnormen (||.||o)aca hat die folgenden Eigenschaften:
(i) zu jedem z € X mit = # 0 gibt es ein a € A mit ||z]|, > 0; (ii) zu o, B € A existieren
v € Aund C > 0 mit max(|.|a, ||z) < C|.|l,-

Ist umgekehrt X ein Vektorraum und (||.||o)aca €ine Familie von Halbnormen auf X mit
den obigen Eigenschaften (i) und (ii), dann gibt es genau eine lokalkonvexe Topologie
auf X, fir welche (||.|[a)aca ein Fundamentalsystem von Halbnormen ist.

Die letzte Aussage wird haufig dazu benutzt, lokalkonvexe Rdume durch Angabe einer
Familie von Halbnormen mit (i) und (ii) einzufiihren , wir schreiben dann (X, (|.||a)aca)-

Seien X und Y lokalkonvexe Rdume mit den Fundamentalsystemen von Halbnormen
(Pa)aca bzw. (gg)sep. Fiir jede lineare Abbildung A : X — Y sind dquivalent: (i) A ist
stetig; (ii) A ist stetig in 0; (iii) zu jedem [ € B existieren v € A und C' > 0, so dass fiir
alle z € X gilt g3(Ax) < Cpu(z).

Insbesondere ist ein lineares Funktional ' auf X genau dann stetig, wenn o € A und
C > 0 existieren mit |2'(z)| < Cp,(z) fiir alle x € X.
(Details siehe Ubungen und [MV])

Beispiele 2.9.

(a) Sei 2 C R™ eine offene Teilmenge. Mit £™(£2) bezeichnen wir den Raum aller Funk-
tionen f : ) — R, deren Ableitungen

ap 1 ap n

oxt T ol

f =

bis zur Ordnung m existieren und stetig sind.

Die Familie der Halbnormen ¢ ,(f) = max,ex |07 f(z)| mit K C Q kompakt, beschreibt
die Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf den kompakten Teilmengen von €2 und
beziiglich aller Ableitungen.

(b) Der Raum S der schnell fallenden Funktionen besteht aus all jenen C*°-Funktionen
auf R”, fiir die die Halbnormen

Gp(f) = sup (1 +[x)* 07 f ()] < oo,

fir alle p = (p1,...,p,) und alle k € N.

(c) Sei © C C" eine offene Teilmenge und (K,,), eine kompakte Ausschopfung von
QQ, d.i. eine Familie kompakter ineinandergeschachtelter Teilmengen K,, C K,,;; mit
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U, K, = Q. Auf dem Raum H(Q) aller holomorphen Funktionen auf Q wird durch das
System von Normen || f||,, = max.cg,, |f(z)| die Topologie der gleichméfigen Konvergenz
auf den kompakten Teilmengen von €2 beschrieben.

(d) w(= C=) ist der Raum aller Folgen & = (z,), komplexer Zahlen mit dem System
(pr)r von Halbnormen pg(§) = max<n<i |Tn]-

(e) Sei P C w mit folgenden Eigenschaften: (i) fiir jedes p = (pn)n € P ist p, € Rt Vn €
N; (ii) Vn € N dp € P mit p, # 0; (iii) Vp,q € P 3C >0 und r € P mit p+ q < Cr,
d.h. p, + g, < Cr, Vn e N.

Der Kothe-Folgenraum A(P) besteht aus allen Folgen &, fiir die die Halbnormen |||, =
Yo |walpn < 00 Vp € P.

Ein Spezialfall ist der Raum s der stark fallenden Folgen &, wobei die Halbnormen ||£]|,,, =
Yoo zn|n™ < 0o ¥m € N erfiillen.

(f) Sei (X, (Pa)aca) ein lokalkonvexer Raum. Eine Teilmenge B C X heifit beschrénkt |
wenn fiir jedes a € A gilt sup, 5 pa(z) < 0.

In einem normierten Raum (X [|.||) ist jede Menge B der Gestalt B = {x € X : |jz|| <
C'} beschrankt.

Sei nun X’ der Dualraum von X , d.i. der Raum aller stetigen linearen Funktionale auf
X. Wir betrachten die folgenden lokalkonvexen Topologien :

1.) die schwache Topologie auf X : (X, (pu)wex’) wobei py(z) = |2/ (x)],

2.) die schwache Topologie auf X' : (X', (py)srexr) wobel pyr(2') = |2"(2')],

3.) die schwach - * Toplogie auf X' : (X', (ps)zex) wobei p,(z') = |2/(z)],

4.) die starke Topologie auf X' : (X', (pg)pes) wobei pgp(z’) = sup{|z/(z)| : = € B}
und B die Familie der beschrénkten Mengen von (X, (pa)aca) ist.

Im Falle eines normierten Raumes (X, ||.||) ist die starke Topologie auf X’ durch die
Norm ||2'|| = sup{|z’(z)| : ||z|| < 1} definiert.

Satz 2.10.
Sei (X, (pn)nen) €in lokalkonvexer Raum. Dann existiert eine translationsinvariante Me-
trik d: X x X — RT mit (X, (pn)nen) = (X, d).

Beweis. Sei rp(x) =Y p_, pr(x). Dann gilt r(x) < ro(z) < ... und durch

ist eine translationsinvariante Metrik d(z + a,y + a) = d(z,y) Ya,z,y € X gegeben,
welche die urspriingliche Topologie von X erzeugt (Details siehe Ubungen) U

Definition 2.11.
Ein metrischer, lokalkonvexer Vektorraum (X, d) (im Sinne von 2.10), der beziiglich der
Metrik d vollstandig ist, heilt Fréchetraum .

Beispiele 2.12. Die Réaume S, s, H(2) sind Fréchetraume.

Definition 2.13.
Sei (X, (pa)aca) ein lokalkonvexer Raum und Y ein Teilraum von X. Wir versehen Y
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mit der von X induzierten Topologie. Die Topologie auf Y wird dann durch die Familie
von Halbnormen (p,|y)aca beschrieben.

Um auf dem Quotientenraum X /Y eine Topologie einzufiihren, betrachtet man die Quo-
tientenhalbnormen

Pa(?) = inf pu(§) =inf{p.(v+y) : yeV},
geq (@)

dabei ist ¢ : X — X/Y die Quotientenabbildung.

Bemerkung 2.14. Ist (X, (pa)aca) €in lokalkonvexer Raum und Y ein Teilraum, so hat
das System der Halbnormen (P4 )aca) genau dann die Eigenschaften (i) und (ii) von 2.8
(c), wenn Y in X abgeschlossen ist.

Definition 2.15. Sei (X, (pa)aca) ein lokalkonvexer Raum, Y ein abgeschlossener Teil-
raum von X. Dann bezeichnen wir mit (X/Y, pa)aca) als den Quotientenraum von X
modulo Y.

Satz 2.16.
Seien (X, (pa)aca) €in lokalkonvezer Raum und Y ein abgeschlossener Teilraum von X.
Dann ist die Quotientenabbildung q : X — X/Y stetig und offen.

Ubungen

19. Sei H*® der Raum aller beschrankten, holomorphen Funktionen auf D mit der Norm

[ flleo = Sup 1f(2)|, feH™.

Man zeige: (H*, ||.||s) ist ein Banachraum.
20. Sei .
X ={€= (@a)z1 : €l = lza] + Y |wns1 — za| < 00},

n=1

Man zeige: (X, ||.||) ist ein Banachraum.

21. Sei P[0, 1] der Vektorraum aller Polynome p(t) = ag + a1t + - - - + a,,t" mit der Norm
Ipll = > r_o lak|. Man zeige: (P[0, 1], ||.]]) ist kein Banachraum.

22. Sei (X, ||.|l) ein normierter Raum. Eine Folge (z,,),>1 von Elementen aus X heifit
summierbar mit Summe x € X, wenn

n
lim [z — Y ] = 0.
n—o0 1

Die Folge (2,,)n>1 heifit absolut summierbar, wenn » 7, ||z,| < co. Man zeige: (X, ||.|)
ist genau dann ein Banachraum, wenn jede absolut summierbare Folge summierbar ist.
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23. Sei U eine absolutkonvexe Nullumgebung in einem lokalkonvexen Raum X. Man
zeige: das Minkowski-Funktional

|||y = inf{t >0 : z € tU}
ist eine stetige Halbnorm auf X.

24. Man zeige: Jeder lokalkonvexe Raum X besitzt eine Fundamentalsystem von Halb-
normen. Jedes Fundamentalsystem von Halbnormen (||.||o)aca hat die folgenden Eigen-
schaften: (i) zu jedem z € X mit x # 0 gibt es ein a € A mit ||z|, > 0; (ii) zu o, F € A
existieren v € A und C' > 0 mit max(||.||a, [|-|[3) < C |||+

Ist umgekehrt X ein Vektorraum und (||.||a)aca eine Familie von Halbnormen auf X mit
den obigen Eigenschaften (i) und (ii), dann gibt es genau eine lokalkonvexe Topologie
auf X, fiir welche (||.||a)aca ein Fundamentalsystem von Halbnormen ist.

25. Seien X und Y lokalkonvexe Rdume mit den Fundamentalsystemen von Halbnor-
men (pa)a € A bzw. (¢3)ses. Man zeige: fiir jede lineare Abbildung A : X — Y sind
dquivalent: (i) A ist stetig; (ii) A ist stetig in 0; (iii) zu jedem [ € B existieren a € A
und C > 0, so dass fiir alle z € X gilt ¢z(Az) < Cpa(z).

Insbesondere ist ein lineares Funktional 2’ auf X genau dann stetig, wenn o € A und
C > 0 existieren mit |2/(z)] < Cp,(z) fur alle z € X.

26. Man beweise: der Raum H(ID) ist topologisch isomorph zum Kéthe-Folgenraum

A(N) = {& = (@r)iso ¢ l€llr =D Jaelr® < co¥r < 1},

k=0

Anleitung: ordne jeder holomorphen Funktion aus H(D) die Folge ihrer Taylorkoeffizien-
ten zu und verwende die Cauchy’schen Abschétzungen fiir die Taylorkoeffizienten (siehe
[Has1]).

27. Man beweise Satz 2.10.

28. Man beweise: der Raum H(C) ist ein Fréchetraum, der nicht normierbar ist, d.h.
dessen Topologie nicht von einer einzelnen Norm beschrieben werden kann.

29. Sei H ein separabler Hilbertraum und {w, : n € N} ein vollstdndiges Orthonormal-
system. Man beweise: (uy,),>1 ist eine schwach (*) konvergente Folge.

23



3 Der Satz von Hahn-Banach

Fiir viele theoretische und praktische Belange der Analysis ist der folgende Satz von
fundamentaler Bedeutung.

Satz 3.1. (Helly 1912, 1921; Hahn 1926; Banach 1929)
Sei X ein Vektorraum iber R und ||.|| eine Halbnorm auf X. Ferner sei'Y ein Teilraum
von X wund [ ein lineares Funktional auf Y mit l(y) < Clly|| ,Vy € Y, dabei ist C > 0

eine Konstante. Dann besitzt | eine auf ganz X definierte, lineare Fortsetzung L (d.h.
L|y =1) mit L(z) < Cljz| ,Vz € X.

Beweis. Sei xy ¢ Y und Z = (Y, x¢) das lineare Erzeugnis von Y und xz,. Ist z € Z,
dann folgt x =y +cxy, y €Y, ¢ € R und die Darstellung von z ist auch eindeutig.
Wir setzen ¢(x) = l(y) + cap fiir ein ay € R. Dann ist ¢ eine Fortsetzung von [ auf Z.
Nun zeigen wir, ag kann so gewéhlt kann, dass ¢(x) < C||lz|| , V x € Z, d.h.

cag < Clly + cxol|| — U(y). (3.1)

Fiir ¢ = 0ist (3.1) immer erfiillt. Ist ¢ > 0, so ist (3.1) dquivalent zu ag < C|2+x0 || —1(%);
ist ¢ <0, so ist (3.1) dquivalent zu ag > —C'|| — £ — z¢[| — [(£). Wir miissen also zeigen,
es existiert ein ag mit

—Cll =y =l = U(y) < a0 < Clly + a0l = U(y) , Vy e (3.2)
Seien dazu yq,y2 € Y. Dann gilt

l(y2) = 1(y1) = Uy2 — 1) < Cll(y2 +20) + (=41 — 20| < Cllly2 + ol + || = w1 — 20l)),

und daraus folgt

—CH — ¥ — SE0|| - l(yl) < C’||y2 +ZEO|| - l(yz) , Vy,yp €Y,

somit existiert ein ay € R mit (3.2). Wir haben daher eine lineare Fortsetzung ¢ von I
auf Z gefunden derart, dass

¢(z) < Cllaf|, Vo ez

Sei nun £ die Menge aller linearen Fortsetzungen A von [, die auf ihrem Definitionsbereich
dom(A) von C|| - || dominiert werden.
Auf & definieren wir nun eine partielle Ordnung : fiir A;, Ay € & sei

A1 < A2 & )\, ist eine Fortsetzung von Ay , dom(\;) C dom(As).

Es gilt @ ist Ay < A und Ay < A3, dann ist \; < Ag; fiir jedes A € &€ gilt A < \. Ist ferner
)\1 S )\2 und )\2 S )\1, dann ist )\1 = )\2.

Sei nun F eine total geordnete Teilmenge von &, d.h. fiir jedes Paar A\, Ay € F gilt
)\1 S )\2 oder )\2 S )\1.

Wir definieren jetzt ein lineares Funktional

U: | Jdom()) — R



durch U(z) = A(z), wenn x € dom(\). U ist wohldefiniert, da F total geordnet ist. U ist
auch eine Fortsetzung von [ und es gilt

U(z) < C|z| , Va € dom(U).
Also ist U € £ und U ist eine obere Schranke von F.

Lemma von Zorn: Sei £ eine nichtleere partiell geordnete Menge, in welcher jede total
geordnete Teilmenge eine obere Schranke besitzt. Dann enthélt £ mindestens ein maxi-
males Element.

Das Zorn’sche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom.

Die Voraussetzungen des Zorn’schen Lemmas sind in unserem Fall erfiillt, also existiert
ein maximales Element L in &.

Angenommen dom(L) = M # X, dann existiert ein zy € X\ M und eine Fortsetzung von
L auf (M, x) mit den erforderlichen Eigenschaften, was ein Widerspruch zur Maximalitét

von L ist. [
Satz 3.2.
Sei X ein Vektorraum iber C und ||.|| eine Halbnorm auf X, sowie Y ein Teilraum von

X. Weiters seil : Y — C ein lineares Funktional aufY mit
l(z)] < Cllz]| , Vz €Y,

dabei st C > 0 eine Konstante.
Dann existiert eine lineare Fortsetzung L von | auf ganz X, d.h. L|, =1, mit

[L(z)] < Cll]| , ¥z e X.

Beweis. Sei ly(x) = Rl(x). [ ist nun komplex linear. Es gilt il(x) = (iz) = I3 (iz)+iS1(ix)
und andererseits il(z) = i(l;(z) +iS(x)) = —S(x) + ily(x), somit ist S(x) = —1; (ix).
[; ist ein reell lineares Funktional auf Y und es folgt aus der Voraussetzung

LI <Cllyll, VyeY.

Daher existiert nach 3.1 eine reell lineare Fortsetzung Ly von [; auf ganz X mit |Li(x)| <
Cllz| , V2 € X.
Die Uberlegungen zu Beginn des Beweises legen nun den folgenden Ansatz nahe :

L(z) = Li(z) —ilq(iz) , z € X.
L ist zunéchst reell linear und es gilt
L(ix) = Li(iz) —iLy(—x) = i[L1(x) — il (ix)] = iL(z),
also ist L auch komplex linear. Weiters gilt fiir y € Y
L(y) = Li(y) —iL1(iy) = Li(y) — il (iy) = U(y),

daher ist L eine Fortsetzung von .
Sei nun L(z) = |L(x)|e. Dann ist

|L(w)] = e L(x) = L(e™"2) = Li(e7"z) < Clle™z| = C|lz].
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Satz 3.3.
Sei (X, (pa)aca) ein lokalkonvexer Raum, Y ein Teilraum von X und [ ein stetiges li-
neares Funktional auf Y. Dann existiert eine stetige Fortsetzung L von | auf ganz X.

Beweis. Da [ stetig ist existiert nach 2.8 (c¢) ein @« € A und eine Konstante M, > 0 mit
l(y)] < My pa(y) ,Vy € Y. Daher existiert nach 3.2 eine Fortsetzung L von [ auf ganz X
mit |L(z)| < My pa(z) ,VYo € X. Daher ist L auch stetig auf ganz X. O

Satz 3.4.
Sei (X, (pa)aca) ein lokalkonvexer Raum, xo € X ein vorgegebener Vektor und p eine

stetige Halbnorm auf X. Dann ezistiert ein stetiges lineares Funktional L auf X mit
L(xo) = p(x0) und |L(z)| < p(x) ,Vz € X.

Beweis. Sei l(Azg) = A\p(xg) fiir A € C. Dann ist [ linear auf (zo) und |i(y)| < p(y) ,Vy €
(xp). Daher existiert nach 3.2 eine Fortsetzung L von [ auf ganz X mit |L(z)| <
p(z) ,Vx € X. Da p stetig ist, folgt, dass auch L stetig ist. O

Bemerkung 3.5. Ein topologischer Vektorraum X besitzt genau dann ein nichttriviales,
stetiges, lineares Funktional L # 0, wenn X eine konvexe Nullumgebung U # X besitzt.
Ist L # 0 und stetig, dann ist {x : |L(x)| < 1} eine konvexe Nullumgebung, die nicht
mit X iibereinstimmt.

Ist umgekehrt U # X eine konvexe Nullumgebung, dann ist das Minkowski Funktional
p von U (siehe 2.8 (b) ) stetig und es existiert ein xy € X mit p(xy) # 0. Nach 3.4 gibt
es daher ein nichttriviales, stetiges, lineares Funktional L auf X.

Satz 3.6.
Sei (X, (Pa)aca) ein lokalkonvezer Raum, Y ein abgeschlossener Teilraum von X und
z€ X mit z ¢ Y. Dann ezistiert ein L € X' mit L(z) =1 und L(y) =0 ,Vy € Y.

Beweis. Sei ¢ : X — X/Y die Quotientenabbildung und 2 = ¢(z). Dann ist 2 # 0
und weil X/Y ein Hausdorff-Raum ist, existiert eine Halbnorm p, mit po(2) # 0. Auf
dem eindimensionalen Teilraum (2) von X/Y ist durch [(AZ) = A ein lineares Funktional
definiert mit

Pa(A2)

Pa(2)

[(A2)] = A =

Nach 3.2 existiert eine Fortsetzung L von [ auf ganz X/Y mit

A 1

L(2)| < —— pu(3) , Vi € X/Y.

| L(2)] B (%) /
L ist also stetig auf X/Y (siehe 2.13). Es gilt L(2) =1 und das lineare Funktional
L = Lo q ist stetig und erfiillt L(y) =0 ,Yy € Y und L(z) = L(2) = 1. O
Satz 3.7.

Sei (X, (Pa)aca) ein lokalkonvezer Raum und Y ein Teilraum von X. Der Teilraum Y
ist genau dann dicht in X (d.h. Y = X ), wenn die folgende Figenschaft erfillt ist: jedes
L e X' mit L(y) =0 ,Yy €Y ist das Nullfunktional auf ganz X.
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Beweis. Ist Y dicht in X, dann folgt fiir ein L € X' mit L(y) =0 ,Vy € Y, dass L =0
auf ganz X, weil L stetig ist.

Angenommen Y # X und 7y ¢ Y, dann existiert nach 3.6 ein L € X’ mit L(y) = 0,Vy €
Y und L(zo) = 1. Widerspruch! O

Satz 3.8.

Seir X ein normierter Vektorraum und 'Y ein Teilraum von X. Sei l ein stetiges, lineares
Funktional auf Y, d.h. ||l|| = sup{|l(y)| : v €Y, ||yl <1} < co. Dann existiert eine
stetige, lineare Fortsetzung L von | mit | L|| = sup{|L(z)| : v € X, ||z|]| < 1} = |||

Beweis. Es gilt |[[(y)| < ||lI|| lly]| Yy € Y. Setze p(y) = ||I|| ||ly|| fir y € Y. Dann ist p eine
Halbnorm und nach 3.2 existiert eine Fortsetzung L von [ mit |L(x)| < ||{|| ||z] Vz € X.
Dann ist auch

IL] = sup{|L(z)| : =€ X, [laf] <1} < [l

und
Il = sup{|L(z)| : z €Y, |z <1} <|L].

O

Satz 3.9. Sei H ein Hilbertraum und M ein Teilraum von H. Sei l ein stetiges, lineares
Funktional auf M. Dann existiert eine eindeutig bestimmte, normbewahrende Fortsetzung
L von I auf ganz H mit L|,,, = 0.

Beweis. [ lisst sich stetig auf M fortsetzen. Nach 1.16 existiert ein eindeutig bestimmtes
z € M mit [(x) = (x,2) ,Vo € M. Nach 3.3 existiert eine stetige Fortsetzung L von [ auf
ganz H. Es gilt wieder nach 1.16: 3y € H mit L(x) = (z,y) ,Vx € H. Sei y = y1 + ya
mit y; € M und y, € M*. Fiir m € M ist (m,y) = L(m) = I[(m) = (m, z). Nun ist aber
(m,y) = (m,y1), weil y, € M+. Daraus folgt, dass y; = 2, da z eindeutig bestimmt ist.
Also gilt

L(x) = (va + y2) = (Iv Z) + (SL’,yg)

und

LI = 12 + y2ll* = [l2l* + lly2ll* = N2 + [y
Daher ist ||L|| = ||l|| & y2 = 0. O
Ubungen

30. Man beweise: fiir jede beschriinkte Folge reeller Zahlen (z,),>1 existiert eine reelle
Zahl Limz, mit folgenden Eigenschaften:

(a) Limz,,,; = Limx,;

(b) Lim(ax, + By,) = alimz, + fLimy, , «a, € R;

(¢) ist @, > 0 fiir alle n > 1, dann ist auch Limz,, > 0;

(d) liminf,z, < Limz, < limsup,z,;

(e) wenn (x,)n>1 € ¢, so ist Limz,, = lim,, z,.
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Anleitung: sei M der Teilraum aller Folgen & = (z,,),>1 in {*°, fiir welche

auf M und verwende den Satz von Hahn-Banach.

31. Man beweise: Sei M ein abgeschlossener Teilraum eines normierten Raumes X und
xo ¢ M. Dann existiert ein stetiges lineares Funktional f auf X mit ||f|| =1, f(z) =0
fir alle z € M und f(zo) = dist(xq, M).
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4 Dualridume

Ist H ein Hilbertraum und L € H’, dann existiert ein eindeutig bestimmtes Element
yp € H mit L(z) = (w,y;) und es gilt [|L]| = sup{l(z,yz)| : Jall < 1} = [lye. Die
Zuordnung L — y;, liefert daher eine konjugiert lineare Isometrie zwischen H und H'.

Beispiele 4.1. (a) (I?)" = [, isometrisch isomorph, wobei 1 <p < ocound 1/p+1/¢ =1.
Weiters gilt (cg)’ = ! isometrisch isomorph bzw. ¢ = ! und (1) = [* (sieche Ubungen).

(b) (LP(u)) = L%(u), isometrisch isomorph, wobei 1 < p < oo und 1/p+ 1/¢q = 1.
Weiters gilt (L*(n)) = L (p) (siehe [R1]).

(c) Sei K C C™ eine kompakte Teilmenge. Jedem stetigen, linearen Funktional ¢ €
(C(K))" entspricht ein eindeutig bestimmtes komplexes, regulires Borelmafl p mit

3(f) =/deu fec(K)

und ||| = |u|(K) (Totalvariation des Mafles p, siehe [R1]).

Satz 4.2.

Sei X ein normierter Raum. X" der Bidualraum von X mit der Norm ||¢|| = sup{|p ()] :
Le X' )| <1} fir o € X". Sei x € X fix und p,(2') := a'(x) fir 2’ € X'. Durch
(x) = @, ist eine lineare Abbildung 1 : X — X" definiert und es ist X isometrisch
isomorph zu 1(X).

Beweis. Es gilt
oo ()| = |2/ ()] < [|2]] |||

und daher ist ||¢(z)]| = ||z|| < ||z, also ist ¢ linear, stetig und injektiv. Nach 3.8 existiert
ein ¥y € X’ mit y/(z) = ||z|| und ||3/|] = 1. Dann erhalten wir

lpall = sup{lpa(z')] : [|2'| <1} = [ea(¥)| = [y ()] =[],
also insgesamt ||y, || = ||z]|. O

Definition 4.3. Ein Banachraum X heifit reflexiv , wenn die Abbildung ¢ : X — X"
surjektiv ist, d.h. «(X) = X".

Beispiele 4.4. (a) Die Rdume [P und LP(u) sind reflexiv, wenn 1 < p < oc.

(b) ¢o ist nicht reflexiv, es gilt (¢p)” = *°.
Es gibt Banachriume, die zu ihrem Bidualraum isometrisch isomorph sind, fiir die jedoch
die Abbildung ¢ nicht surjektiv ist.

Nun geben wir noch einige Beispiele von Dualrdumen von nicht normierten Rdumen.
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Beispiele 4.5. (a) Der Dualraum (A(P))’ des Kéthe-Folgenraumes A(P) (siche 2.9 (e))
kann mit dem Folgenraum

M(P)={n= (yn)n : Ip € P mit supw<oo}

n

identifiziert werden (siche Ubungen).
So ist der Dualraum s’ der stark fallenden Folgen der Raum

s'={n=(Ypn)n : Im € N mit supM < oo}
n nm
der schwach wachsenden Folgen. Setzen wir ||£]|x = sup,, |z,|n* fiir & = (z,), € s, s0
gilt ||l < |ILll2 < ..., setzen wir ||n]|, = sup, |y.|/n* fir n = (yo)n € &, so gilt
=1 =

(b) Sei G C C ein beschrinktes Gebiet und H(G) der Fréchetraum aller holomorphen
Funktionen auf G versehen mit der Tolopologie der gleichméfligen Konvergenz auf den
kompakten Teilmengen von G (siehe 2.9 (c)). Sei A = C\G und H(A) der Raum aller
Funktionen F' mit F'(co) = 0, fiir die eine offene Menge U DO A existiert, sodass I auf
U holomorph ist. Dann existiert fiir jedes stetige lineare Funktional L € (H(G)) ein
eindeutig bestimmtes Element F' € H(A), sodass

1
o

L(f) /F@ﬂOMyfeH@%

o

dabei ist v ein negativ orientierter, geschlossener Pfad in G N U; fiir A € A setzt man
fir(z) =1/(z = A) und F(X) = L(f)) (siche auch [Has2] IV). Ist n = (w,,), eine Folge in
A, die in jeder Zusammenhangskomponente von A einen Haufungspunkt besitzt, dann
ist die lineare Hiille R, der Funktionen r,(z) = 1/(z — w,,) fiir n € N dicht in H(G).
Dies ist eine Version des Runge’schen Approximationssatzes (vgl. auch [Has2]). Zum
Beweis dieser Aussage verwendet man die oben beschriebene Dualitédt und den Satz von
Hahn-Banach: Nach 3.7 hat man zu zeigen: ist L € (H(G))' mit L(r,) = 0 fiir allen € N,
dann ist L = 0. Zu L € (H(G))’ existiert ein F' € H(A) mit

Mﬂ-i4/F©ﬂO%yf€H@%

271 .

insbesondere folgt fiir f = r,,, dass

L(r,) = 2% / CF_(?]” dC = F(w,) = 0.

Aus dem Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen ([Hasl]) folgt nun F' = 0 und daher
L = 0. (Details siehe [LR]).
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Ubungen

32. Man beweise : (I?)" = [7 isometrisch isomorph, wobei 1 <p < oo und 1/p+1/q =1,
ferner zeige man: (I')’ = [°° isometrisch isomorph.

33. Man beweise: ein abgeschlossener Teilraum eines reflexiven Banachraumes ist reflexiv.

34. Man zeige: der Dualraum s’ des Raumes s der stark fallenden Folgen besteht aus
allen Folgen n = (y)n>1 mit
sup M < 00
n nm

fiir ein m € N.
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5 Open mapping - closed graph

Bei den folgenden Sétzen spielt wieder der Begriff der Vollstindigkeit eine zentrale Rolle.
Daher noch einige diesbeziigliche Vorbereitungen:

Satz 5.1. Sei (X, (pn)nen) ein Fréchetraum (siehe 2.10 und 2.11) und Y ein abgeschlos-
sener Teilraum von X. Dann ist Y ein Fréchetraum und auch der Quotientenraum XY
mit der Quotiententoplogie (2.13).

Beweis. Die erste Behauptung ist klar. Sei d die translationsinvariante Metrik auf X
(siehe 2.10) und (Z,), eine Cauchyfolge in X/Y. Dann existiert eine Teilfolge, die wir
wieder mit (), bezeichnen, so dass OZ(QC"HH —1,,0) <2771 ¥n € N, dabei ist d=infd.
Also existieren Reprisentanten y,.1 € &p11 — &, mit d(y,+1,0) < 27" ,¥n € N. Sei
x1 € o1 beliebig gewéhlt. Dann ist x, = 1 + 2222 Yk € Tp ,Vn > 2 und es gilt

(T, Tm) = d(@n — 2, 0) = d( > yp,0) < Y 275,
k=m-+1 k=m+1
weil d(z+y,0) < d(x+y,y)+d(y,0) = d(x,0)+d(y,0). Somit ist (x,), eine Cauchyfolge
in X und weil X vollsténdig ist, existiert ein z € X mit z,, — . Sei & = ¢(x). Weil nach
2.16 die Quotientenabbildung ¢ stetig ist, folgt &, — & in X/Y. O

Satz 5.2.

Sei X ein normierter Raum und Y ein Banachraum. Mit L(X,Y) bezeichnen wir den
Raum aller stetigen, linearen Abbildungen A : X — Y mit der Norm ||A|| = sup{||Az|| :
|z|| < 1}. Dann ist L(X,Y) ein Banachraum. Insbesondere ist X' ein Banachraum.

Beweis. Sei (A,), eine Cauchyfolge in L£(X,Y). Dann ist fiir jedes € X die Fol-
ge (A,x), eine Cauchyfolge in Y, und weil Y vollstindig ist, existiert ein y € Y mit
lim,, .o, A,z = y. Der so definierte Operator A ist linear. Weiters gilt nach Vorausset-
zung:

[Anz — Amz|| < [[An — Al |2]] < €llz]l ,Vn,m = N(e).
Daraus folgt

|Az — Apz|| = lim ||Ayx — Apz|| < €||z]| ,Vz € X und Ym > N..

Fiir e = 1 gilt daher
[Az|| < [|Az = Apa| + [[Apz]| < (14 [[An[D]l]l Vo € X und m > N(1).
Also ist A € L(X,Y) und (A,), konvergiert in £(X,Y") gegen A. O

Definition 5.3. Seien XY lokalkonvexe Riéume, A : X — Y ein stetiger, linearer
Operator. A heifit offen , wenn A(G) offen in Y ist, fiir jedes offene G C X.

A ist ein topologischer Homéomorphismus, wenn A stetig und offen ist.

Ist ¢ : X — X/kerA die Quotientenabbildung und ¢ : A(X) — Y die Einbettung,
weiters Ag(z) = A(x) fiir © € £ € X /kerA, dann ist Ay bijektiv und A =1 o Agogq.

A ist stetig (offen) < Ay ist stetig (offen).
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Daraus folgt insbesondere:

Satz 5.4. Sei (X, (pa)a € A) ein lokalkonvezer Raum, Y ein endlichdimensionaler Raum
und A : X — 'Y ein linearer Operator. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(i) A ist stetig: (ii) kerA ist abgeschlossen: (iii) A ist ein topologischer Homdéomorphismus.

Korollar 5.5. Sei (X, (pa)a € A) ein lokalkonvexer Raum. Dann ist jedes L € X' ein
topologischer Homdéomorphismus.

Fiir das open mapping Theorem benétigen wir noch die folgenden Hilfssétze, wobei nur
die Vollstandigkeit der Rdume wichtig ist und nicht die Eigenschaft, ein Vektorraum zu
sein.

Lemma 5.6. (Satz von Baire) Sei X ein vollstindiger metrischer Raum. Ist X die Ver-
einigung von abzdihlbar vielen abgeschlossenen Mengen M,,, so enthdlt eine der Mengen
M,, einen inneren Punkt.

Beweis. Angenommen es gilt My = () fiir alle n € N. Dann gilt fiir U.(z) = {y € X :

d(z,y) <e}:
U(x)N(X\M,) #0,Vee X Ve>0, VneN.

Sind zy € X und ¢ > 0 beliebig vorgegeben, dann ist U, (z) N (X \ M;) offen und
nichtleer. Es gibt daher ein x; € X und 0 < ¢; < ¢y/2 mit

Ugel (1’1) C UEO(LL’()) N (X \ Ml)

Wendet man dieses Argument induktiv an, so erhélt man eine Folge (z,),>1 in X und
eine Folge (€,),>1 positiver Zahlen, so dass fir alle n € N gilt

U2en+1(xn+1> C Ue (@) N (X N\ Mpy1) , 0 <ént1 <en/2.
Fiir n,m € N mit m > n folgt daher
d(zp, ) < €, < €/2".

Also ist (2,)n>1 eine Cauchy-Folge in X. Da X vollsténdig ist, existiert ein £ € X mit
lim,, .z, = &. Es folgt
A&, x,) = m d(x,, 1,) < €, < 2¢€,.

Daher ist { € Uy, (z,) C X \ My, und da n € N beliebig war, folgt § & (J, ey M, und
X # U,en M. Widerspruch! O

Definition 5.7. Seien X ein metrischer Raum und M C X eine Teilmenge. M heif3t
nirgends dicht in X , wenn M keine inneren Punkte hat. M heiBt von erster Kategorie
in X, falls M Vereinigung von abzéhlbar vielen, nirgends dichten Mengen ist. M heifit
von zweiter Kategorie in X , falls M nicht von erster Kategorie ist.

Wir haben also gezeigt: ein vollstdndiger metrischer Raum ist von zweiter Kategorie in
sich.
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Lemma 5.8.
Seien X und Y metrische Raume; X sei vollstindig. Die Abbildung f : X — Y sei
stetig, und es gelte Ve > 0 existiert ein § > 0, so dass fir alle x € X gilt

f(Ue(x)) D Us(f(2))- (*)
Dann ist die Abbildung offen.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Ve > 0 existiert ein 9; > 0, so dass fiir alle z € X gilt

f(Uc(x)) D Us, (f ().

Sei dazu € > 0 gegeben. Wir setzen €, = ¢/2" fiir n € N und wéhlen unter Verwendung
der Voraussetzung zu €, ein 0, < 1/n. Ist dann x € X fixiert und y € Uy, (f(x)) beliebig
gegeben, so wihlen wir induktiv eine Folge (x,,)n>0 in X mit z = 27 und

d(f(zn),y) < dps1 < 1/(n+ 1) und d(zn, Tpo1) < €, = €/2" |, ¥n > 1. (¥%)

Dazu verwenden wir folgende Schlussweise: sei x, gewahlt mit d(f(x,),y) < dnt1, SO
folgt aus (%) und ()

Y € Uss (f(2)) € fUii (@) € Usa(F(6):

§6U57L+1 (-Tn)
Daher gibt es ein z,41 € Ue,,,(z,) mit y € Us, ., (f(zn11)), d.h.

A(f(xns1),y) < Opro und d(Tpi1, Tn) < €ny1-

Aus (xx) folgt, dass (x,), eine Cauchyfolge in X ist. Also existiert lim,, .., x, = & und
es gilt nach (xx)

k 00
d(x,&) = d(xo,&) = kll_)rglo d(xg, x)) < ]}LIEOZd(zn,zn_l) < 262_" =,
n=1

n=1
d.h. € € U(x). Da f stetig ist, folgt aus (xx): y = lim, . f(z,) = f(£). Also gilt
fUz)) > Us, (f (). O

Theorem 5.9. (Open mapping)
Seien X und Y Fréchetraume. A : X — Y ein stetiger, linearer Operator mit
(A(X))~ =Y. Dann ist A(X) von erster Kategorie in Y oder A(X) =Y und A ist

ein topologischer Homdomorphismus (also zusdtzlich offen).

Beweis. Angenommen A(X) ist nicht von erster Kategorie (man sagt auch nicht mager)
inY.Seir>0fix, U={x € X : d(x,0) <r}. Weil die Abbildung (x1, z3) — x1 — x2
stetig ist, existiert eine Nullumgebung V mit V' —V C U. Es gilt

o0

AX) = [ nA(W).

n=1
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Ist B C A(X), so bezeichnen wir mit [B]~ den Abschluss von B in A(X). Da A(X) nicht
mager ist, existiert ein n € N, sodass [nA(V)]™ einen inneren Punkt besitzt, und weil
y — ny ein Homéomorphismus auf Y ist, besitzt auch [A(V)]” einen inneren Punkt z.
Dann erhalten wir

AW =z =[A(V) =27 C[A(V) =AWV = [A(V = V)]” C [A(U)]7,

daher ist 0 = z — z innerer Punkt von [A(V)]” — 2z C [A(U)]~. Somit existiert ein
p > 0mit A(X)NK, C [AWU)]~, wobei K, = {y € Y : d(y,0) < p}. Wir kénnen
daher Lemma 5.8 fiir Y = A(X) anwenden und erhalten, dass A offen ist. Daher ist
Ap : X/kerA — A(X) ein topologischer Isomorphismus, es ist X/kerA vollsténdig und
daher ist auch A(X) vollstindig, da A(X) dicht in Y ist, folgt A(X) =Y. O

Korollar 5.10.

Seien X, Y Fréchetrdume und A : X — Y ein stetiger, linearer Operator. A ist genau
dann ein topologischer Homdomorphismus, wenn A(X) abgeschlossen in Y ist. Ist A
insbesondere surjektiv, dann ist A offen.

Beweis. Ist A ein topologischer Homéomorphismus, so ist X/kerA = A(X) und weil
X /ker A vollsténdig ist, ist auch A(X) vollstandig und somit abgeschlossen. Ist umgekehrt
A(X) abgeschlossen in Y, dann ist A(X) selbst ein Fréchetraum und wir kénnen 5.6 und
5.9 anwenden. O

Korollar 5.11. (a) Sei X ein Fréchetraum, Xy, Xo abgeschlossene Teilrdume von X
mit X = X1 @ Xy algebraisch. Dann gilt X = X1 @ Xo auch topologisch.

(b) Sei X ein Fréchetraum beziglich beider Topologien 7 und To. Ist T feiner als 7o,
dann gilt 7 = 7.

Beweis. (a) Wir haben zu zeigen, dass die Abbildung (z1,x2) — x1 + x5 als Abbildung
von X; X X3 nach X ein topologischer Isomorphismus ist. Diese Abbildung ist nach
Voraussetzung stetig und bijektiv, also nach 5.9 ein topologischer Isomorphismus.

(b) Die identische Abbildung ist stetig von (X, 1) nach (X, ) und nach 5.9 daher auch
offen. O

Theorem 5.12. (closed graph)
Seien X und Y Fréchetrdume und A : X — Y ein linearer Operator. Der Graph G
von A

G={(z,Az) : € X} CX XY

ist genau dann abgeschlossen in X XY, wenn A stetig ist.

Beweis. Ist A stetig, so folgt sofort, dass G' abgeschlossen in X x Y ist (ist (x,9) € G,
dann existiert eine Folge (), in X mit lim, . z, = = und lim,,_., Az, = y, und weil
A stetig ist, gilt Ax =y, d.h. (z,y) = (v, Az) € G.)

Ist umgekehrt G abgeschlossen in X x Y, dann ist G vollstdndig und die Abbildung
(x, Ax) — x ist linear, bijektiv und stetig, daher nach 5.10 ein topologischer Isomor-
phismus, und die Abbildung = — (x, Az) ist genau dann stetig , wenn x — Az stetig
ist. ]
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Beispiele 5.13.

(a) Sei (@nk)nk>1 eine unendliche Matrix mit folgender Eigenschaft: V€ = (z4)5>1 € [
sel Yn = D 1oy ATy konvergent und 7 = (yp)n>1 € I°°.

Dann ist durch A(£) = 7 eine stetige lineare Abbildung A € L£(I*,1°) definiert. Diese
Aussage kénnen wir mit Hilfe des closed-graph-Theorems beweisen: da ), @,y fiir
alle & = (zx)r>1 € [ konvergiert, ist -

Z || < o0,

k>1

setze dazu xy, = Tur/|ank|- Sei nun

An(f) = Z [0y

Dann ist A,, € (I°°)’ ein stetiges lineares Funktional auf [*°.

Wir zeigen nun G = {(&, A¢) : € € [®} ist abgeschlossen: sei dazu (£,7) € G. Dann
gibt es eine Folge (&);>1 in [*° mit lim; & = & und limy_oc A(§) =1 = (Yn)n>1, d.h.
lim; o An(&) = yn. Weil die Funktionale A, stetig sind, gilt lim; ., 4,(£) = A,(£) und
Yo = An (&) fiir alle n > 1, d.h. n = A() und (§,7) € G, daher ist A stetig.

(b) Interpolation in H* : eine Folge (z)x>1 in D heifit interpolierend , wenn fiir jede
Folge (wg)g>1 in 1> eine Funktion f € H* existiert mit f(zx) = wy, fiir alle £ > 1.

Wir leiten eine notwendige Bedingung dafiir ab, dass (zx)r>1 eine interpolierende Folge
ist: sei dazu

R: H* — [* gegeben durch R(f) = (f(2k))k>1-

Es gilt | R]| = sup{||R(f)]] : [|fllc <1} < 1. Also ist R stetig. Setzen wir voraus, dass
R surjektiv ist, dann ist
Ro: H®/I — ™

bijektiv und stetig, dabei ist I = {f € H® : f(z) = 0 Vk > 1} ein abgeschlossener
Teilraum, ¢ : H>* — H/I die Quotientenabbildung und Ro(f+1) = R(f), f € H®.
Nach 5.9 ist Ry' stetig, d.h. es existiert eine Konstante M > 0 derart, dass

IRs ()|l = nf [| f + gllec < M]7llco,
gel

dabei ist Ro(f + 1) = n. Ist also n € I®° mit ||n|lec < 1, so gibt es ein f € H™ mit
f(zx) = wy , VkE > 1 und || f|l« < M. Insbesondere existieren fiir die Folgen (d;1)>1 in
[* Funktionen f; € H*® mit f;(zx) = 0 , Vj, k > 1 und || fjllcc < M , Vj > 1. Fiir
J > 1 betrachten wir das Blaschkeprodukt

0
Zk — 2 Zk

Bj(z) = —
I My 1 —Zxz |2
Dann gilt f;/B; € H* und || fi|lcc = ||fj/Bjllcc < M, insbesondere daher

fi(z)
Bj(z;)

LI
|Bj(2)| —

M, Vj=1,
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und somit gilt

1|22 >0 %=1
K1ty | T CkE

(Carleson-Bedingung). Diese Bedingung ist auch hinreichend (siehe [G]).

(c) Schauder-Basen : Sei (X, (pa)aca) ein lokalkonvexer Raum. Eine Folge (z,,),>1 in
X heifit Schauder-Basis fiir X, wenn fiir jedes x € X eine eindeutig bestimmte Folge von
Skalaren (c,,),>1 existiert mit
T = Z Cnn,
n=1

wobei die Summe in (X, (pa)aca) konvergiert.

So bildet das System (e, ),>1 eine Schauder-Basis in [P fiir 1 < p < oc.

Die Monome {z" : n > 0} bilden eine Schauder-Basis in H(D) und in H(C).

Ist nun (X, (||.||m)m>1) ein Fréchetraum mit Schauder-Basis (z,),>1, dann sind die Ko-
effizientenfunktionale 2/, (z) = ¢, fiir x = Y 7 | ¢,x, gleichgradig stetig, ja es sind sogar
die Partialsummen-Operatoren

N
Pn(z) = Z CnTn
n=1

gleichgradig stetig, d.h. fiir jedes m € N existiert ein [ € N und eine Konstante M > 0,
so dass
[1Pn (@)l < Ml|zf], , Vo € X, VN € N.

Um das zu zeigen, betrachtet man zunéchst den Raum

Xy ={n=(ck)rz1 : chxk konvergiert in X'}

k=1

versehen mit den Halbnormen
n
Inll;, = sup IS il
" k=1

und zeigt, dass (X1, (||.||%,)m>1) ein Fréchetraum ist (siehe Ubungen).

Die Abbildung A : X; — X definiert durch A(n) = >",-, ¢xzy ist dann linear, bijektiv
und stetig (nach Konstruktion von X;), daher ergibt das open-mapping Theorem 5.8 die
gewiinschte Behauptung (Details siehe Ubungen).

Das letzte Beispiel leitet iiber zum néchsten Abschnitt

Ubungen
36. Seien X und Y Banachriaume, D(7T) C X, und
T:D(T)—Y
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ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(T'). T" heifit abgeschlossen, wenn fiir jede
Folge (2,)n>1 in D(T') mit lim,, z,, = z und lim,, T'(x,,) = y folgt: z € D(T) und y = Tx.
Man zeige: Wenn D(T') abgeschlossen in X und T stetig ist, dann ist 7" abgeschlossen.

37. Man zeige: T ist genau dann abgeschlossen, wenn der Graph
G(T)={(z,Tx) : € D(T)}
abgeschlossen in X x Y ist (Voraussetzungen wie in 35.).

38. Man zeige: Ist D(T) und G(T') abgeschlossen, dann ist 7" stetig (Voraussetzungen
wie in 35.).

39. Man zeige: Der Differentialoperator (T'f)(t) = f'(t) auf C|0, 1] ist abgeschlossen, aber
nicht stetig (dabei ist D(7") der Raum aller stetig differenzierbaren Funktionen auf [0, 1]).

40. Man beweise die Behauptungen in Beispiel 5.13 (c).
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6 Gleichgradige Stetigkeit - Der Satz von Banach-
Steinhaus

Satz 6.1.
Seien (X, (pa)aca,) und (Y, (qp)pea,) lokalkonvexe Réiume und T € L(X,Y), B eine
beschrinkte Teilmenge von X. Dann ist T'(B) beschrinkt in'Y.

Beweis. Weil T' stetig ist, existiert fiir jedes § € As ein @ € A; und eine Konstante
M >0, so dass ¢3(T'(z)) < Mp,(x) , Vo € X. Es gilt nach 2.9 (f):

sup{pa(z) : x € B} =M, <
und daher ist
sup{qs(T(x)) : x € B} < M M,,.
U

Definition 6.2. Seien (X, (pa)aca, ) und (Y, (g5)sea,) lokalkonvexe Rdume. Wir betrach-
ten £(X,Y) und fithren darauf die folgenden Topologien ein:
L(X,Y) : Topologie der einfachen (punktweisen) Konvergenz, erzeugt von den Halb-
normen

prg(T) =supgg(T(x)) , F C X endlich.

zeF

L.(X,Y) : Topologie der kompakten Konvergenz, erzeugt von den Halbnormen

pr,p(T) =supqs(T(z)) , K C X kompakt.
zeK

Ly(X,Y) : Topologie der beschrankten Konvergenz, erzeugt von den Halbnormen

pea(T) =supqs(T(x)) , B C X beschrankt.

zeB

Bemerkung 6.3. Jede kompakte Menge in einem lokalkonvexen Raum ist auch be-
schriankt (siehe Ubungen). Daher existieren nach 6.1 alle Halbnormen der obigen Defini-
tion.

Beispiele 6.4. Sind X und Y normiert, so beschreibt die Norm
T[] = sup{[[T(x) ]| = [l=]] <1}
die Topologie £,(X,Y) der beschrinkten Konvergenz.
Wie sehen die beschrankten Mengen H C L(X,Y) in den obigen Topologien aus?

Satz 6.5.

Sei H C L(X,Y). Dann gilt:

H st beschrinkt in Ly(X,Y) & Upey T(F) ist beschrinkt in'Y , VF C X endlich.

H st beschrinkt in L.(X,Y) < Upey T(K) ist beschrinkt in'Y , VK C X kompakt.
H st beschrinkt in Ly(X,Y) < Upey T(B) ist beschrinkt inY , VB C X beschrinkt.
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Beweis. Es gilt:

sup{gs(y) : y € | T(F)} = sup{qs(T(2)) :x € F, T € H} = sup{pps(T) : T € H}.

U
Eine Verschirfung der Beschrinktheit in £(X,Y) liefert der folgenden Begriff:

Definition 6.6. Eine Teilmenge H C L(X,Y) heifit gleichgradig stetig, wenn fiir jedes
[ € Ay ein a € Ay und eine Konstante M > 0 existiert mit

qs(T (7)) < Mpy(x) , Vo € X und VT € H.

Aquivalent dazu ist die Aussage: fiir jede Nullumgebung V in Y gibt es eine Nullumge-
bung U mit T(U) C V fiir alle T € H.

Satz 6.7. Jede gleichgradig stetige Teilmenge H C L(X,Y) ist beschrinkt in L,(X,Y),
‘CC(Xa Y)> *Cb(Xa Y)

Bewets. Nach 6.5 haben wir zu zeigen, dass

sup{gs(T(x)) :x € F, T € H} <oo, V3 € Ay und VF C X endlich .
Dies folgt sofort, weil gg(T'(z)) < Mpa(z) gilt. O
Die Umkehrung ist i.a. falsch; es gilt jedoch der folgende

Satz 6.8.
Sei (X, (pn)n>1) ein Fréchetraum und (Y, (¢3)pea,) ein lokalkonvexer Raum. Sei H C
L(X,Y) eine beschrdinkte Menge von Operatoren. Dann ist H gleichgradig stetig.

Beweis. Sei € Ay , € >0 und

Vee={yeY : qs(y) <e}.
Dann gilt Vg,e/g + V@E/g - Vg,e. Sei
W= () T"(Vaes)
TeH

W ist abgeschlossen in X. Sei x € X beliebig; nach 6.5 ist | J,., T'({x}) beschrénkt in
Y. Also gilt

q5(T(x)) < Mg, < o0, VT € H.
D.h. T(x) € Mg, 2 V.3, VT € H. Daher folgt

3 —_ 3
T e Mg,x E ﬂ T_I(VI@@/g) = Mﬁ,x E W.

TeH

Somit gilt X = (J,,cy nW, und weil X insbesondere ein Baire’scher Raum ist (siehe 5.6),
gibt es ein n € N, sodass nW/W und daher auch W einen inneren Punkt besitzt. Die
Menge U = W + W ist daher eine Nullumgebung in X. Nach Definition von W gilt:
T(W) C V3,3 und nun auch

TWU)=TW+W)CVges3+Vzes S Vae, VI € H.
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Theorem 6.9. (Satz von Banach-Steinhaus, Prinzip von der gleichmdfigen Beschrdnkt-
heit)
Seien X,Y normierte Raume, H C L(X,Y) und sei M C X wvon zweiter Kategorie in
X. Ferner sei

sup{||T(z)|| : Te H} = M, < oo, Yz € M.

Dann gilt sup{||T|| : T € H} < .
Beweis. Sei X = (M) das lineare Erzeugnis von M. Weil [M]° # (), enthilt M eine

ganze Kugel von X. Also ist Xj; = X. Ferner gilt M C X, und somit ist auch X,
von zweiter Kategorie. Sei Hy = {T|y,: T € H} die Menge der Einschréinkungen
der Operatoren T auf X,,;. Nach Voraussetzung ist Hy beschriankt in L,(X,/,Y) und
daher nach 6.8 und 5.6 gleichgradig stetig. Weil X); = X gilt, ist T + T| x,, €n
Normisomorphismus und H ist in der Operatornorm beschrinkt. O

Korollar 6.10.
Sei X ein normierter Raum, M C X wvon zweiter Kategorie in X. Ist (f,), eine Folge
in X' mit sup,, |fu(z)| < 0o, Yo € M, dann gilt sup,, || fu| < oo.

Korollar 6.11.
Sei X ein normierter Raum und (x,), eine Folge in X mit

sup | f(zn)| < oo, Vf € X".

Dann gilt sup,, ||z,| < oo.

Beweis. Sei F,, € X" definiert durch F, (f) = f(z,) fiir f € X'. Es gilt
sup [y, (f)] = sup [ f(z)] < o0, Vf € X"

X’ ist ein Banachraum und daher kénnen wir 6.9 anwenden und erhalten sup,, || Fy, || <
oo. Aus 4.2 folgt || F,, || = ||zn]|- O

Korollar 6.12.

Seien X,Y Banachrdume und T,, € L(X,Y) mit sup,, |Tx| < oo , Yo € X. Ferner
existiere lim, o Thx fir alle v € E, wobei E C X eine dichte Teilmenge von X ist.
Dann existiert lim, o, T,,x fir alle x € X und Tx := lim,,_,, T,,x ist ein stetiger linearer
Operator.

Beweis. Nach 6.9 gilt sup,, [|T,| < oco. Somit existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0, so dass
fiir alle x € X mit ||z]| < ¢ gilt ||T,x|| < € fir alle n € N.
Sei zp € X beliebig. Dann existiert ein € F mit ||xg — x| < 0. Also folgt

1Twzo = Tonwol| < T (o — )| + [ Towe = Tnel| + (| T (2 — o) || < 3¢,

fiir alle geniigend grofien n und m. Somit ist (7,xq), eine Cauchyfolge in Y und es
existiert lim,,_.. T,,xo = Txy; weiters ist

[Tzoll = lim [0 < sup |7 [|oll,
n—oo n

und daraus folgt ||T']] < oo.
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Beispiele 6.13. (a) Als Anwendungsbeispiel betrachten wir die sogenannten reguléren
Summationsmethoden: sei £ = (z,,),>1 € ¢ und A = (a;;);k>1 eine unendliche Matrix.
Wir setzen

A;(&) = Zajkiﬂk , §€¢,
k=1

und nennen A regulér , falls lim;_ .., A;(§) = A(&) existiert und falls fiir die Folge A(§) =

(yn)nZI gﬂt:
lim x, = lim y,.

n—oo n—oo

A ist genau dann regulir, wenn die drei folgeden Bedindungen erfiillt sind:

> lajk]l <M, VjeN, M>0;

(11) llIl’l] Qi = 0 y Vk e N 3 (111) lll'Ilj ZZOZI A = 1.

Wenn A regulér ist, dann konvergiert die Folge (Y, a;xxy);>1 fiir jedes € = (xx)g>1 € c.
Sei fr,;(€) = > p_, ajrxy. Dannist f,; € ¢ und nach 6.12 ist lim,, . f,; = A; € ¢, und
weil lim; .. A;(§) = A(£), folgt noch einmal aus 6.12, dass sup, ||A;|| < M < oco. Sei
nun xj = sgn(a;,) fir k =1,..., N und z;, = 0 fiir £ > N. Dann folgt

N o)
D lagel < A und ) Jajl < M Vj €N,

k=1 k=1

also Eigenschaft (i).
Ferner gilt A;(e;) = a;i; daher folgt aus der Regularitidt von A, dass lim;_.. a;; = 0 fiir
alle k € N, d.i. (ii). Setzt man die konstante Folge ¢y = (1,1,...) ein, so ergibt sich

o0

Ai(eg) = Zajk — 1,wenn j — o0,
k=1

also Eigenschaft (iii).
Seien umgekehrt (i), (ii) und (iii) erfiillt. Fiir j € N fix sei

N
By (€)= ajwy, N €N

k=1
Dann ist By ; € ¢ und

1Bl < lags] < M.
k=1

Ferner konvergiert By (e0) = Son a; bei N — oo gegen Aj(e)) = S50, a;x und
By j(en) = aj, gegen Aj(e,) = ajn.
Nun liegt das lineare Erzeugnis (eg, e, o, ... ) dicht in ¢ (ist £ € ¢ beliebig, mit lim,, o, z,, =
x, dann liegt die Folge £ — xeq in ¢y und die Folgen eq, ey, ... spannen ganz ¢y auf). Da-
her gilt nach 6.12, dass By ;(£) gegen A;(§) fiir alle £ € ¢ konvergiert, und dass A; € .
Ferner ist

1451 = sup{] Y agnanl = €1 <1} <D lagel < M,
k=1 P
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fiir jedes 7 € N. Nun verwenden wir noch einmal 6.12 fiir die Funktionale A; und erhalten:
Jlim; . A;(§) fiir alle £ € ¢. Weil

i Ay(eo) = Jim )z =1
und fir n > 1

lim A;(e,) = lim aj, =0,

j—o00 j—00
gilt lim; o A;(§) = lim,,_ x, fir jedes & = (2,)n>1 € ¢, well ja & — xey € ¢. Somit ist
A = (a;i);k>1 reguldr. Weitere Details siehe [Mal].

(b) Mit Hilfe des Satzes von Banach Steinhaus kann gezeigt werden, dass eine stetige
Funktion mit Periode 27 existiert, deren Fourierreihe im Punkt 0 divergiert (Details siehe
Ubungen).

Zum Abschluss dieses Kapitels wird noch ein wichtiger Zusammenhang zwischen gleich-
gradiger Stetigkeit und Kompaktheit untersucht.

Seien (X, (pa)aca) und (Y, (gg)pen) lokalkonvexe Rdume und L(X,Y) die Menge aller
linearen Abbildungen von X nach Y. Wir betrachten den Raum Y ¥, das sind X Kopien
von Y versehen mit der Produkttopologie, jede Abbildung f : X — Y kann als Element
in YX aufgefasst werden: (f(z)).ex € Y. Die Produkttopologie auf YX entspricht der
Topologie der einfachen Konvergenz: ein Netz (f,), konvergiert gegen f genau dann,
wenn die Projektionen p,(f,) = f.(z) gegen f(z) fiir jedes z € X konvergieren. Weil die
Abbildung f +— f(x) stetig ist, ist fiir festes z,y € X und A\, u € C die Menge

M(z,y, A\ p) ={f € Y™ : f(Az+ py) — Mf(z) — pf(y) = 0}

abgeschlossen in Y und daher ist auch
L(X,Y) = [ M(z,y, A, p)

abgeschlossen in Y.

Satz 6.14.

Sei H C L(X,Y) gleichgradig stetig und H, der Abschluss von H in Y~ (also in der To-
pologie der einfachen Konvergenz). Dann ist auch Hy C L(X,Y) und H; ist gleichgradig
stetig.

Beweis. Nach der obigen Bemerkung gilt fiir ein 77 € Hy : 17 € L(X,Y). Nun gibt es
fiir jedes 5 € B ein o € A sowie eine Konstante M > 0, sodass ¢3(1(z)) < Mp,(z) fiir
jedes x € X und fiir jedes T' € H gilt. Ist 17 € Hy, so existiert ein Netz (7,),, das gegen
T konvergiert. Das bedeutet, dass T,(x) fir jedes z € X gegen Ti(x) konvergiert; und
weil g3(7,(x)) < Mp,(z) fir jedes ¢ und fiir jedes z gilt, ist auch gg(71(z)) < Mpa(z)
und H1 Cﬁ(X,Y) U

Satz 6.15. (Alaoglu-Bourbaki)
Sei (X, (pa)aca) ein lokalkonvezer Raum. Jede gleichgradig stetige Teilmenge von X' =
L(X,C) ist schwach * relativkompakt.
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Beweis. Die schwach * Topologie ist die Topologie der einfachen Konvergenz in X’ =
L(X,C), wird daher induziert von der Produkttopologie auf CX. Nach dem Satz von
Tychonov ist H C C* genau dann relativkompakt in C*, wenn die Mengen {T'(z) :
T € H} fur alle z € X relativkompakt in C sind. Da H C X’ gleichgradig stetig ist,
existiert ein o € A und eine Konstante M > 0, sodass |T'(z)| < Mp,(x) fir jedes z € X
und fiir jedes T' € H gilt. Die Mengen {T'(z) : T € H} sind beschrinkt in C und daher
relativkompakt, somit ist auch H C C¥ relativkompakt. Also ist der Abschluss H; von
H kompakt in CX. Nach 6.14 ist H; C X’ und H; ist auch der Abschluss von H in der
schwach * Topologie. O

Auf gleichgradig stetigen Teilmengen stimmen verschiedene Topologien iiberein:

Satz 6.16.

Seien (X, (pa)aca) und (Y, (qs)pen) lokalkonvere Riume. Sei H C L(X,Y) gleichgradig
stetig. Die Einschrinkungen auf H der folgenden Topologien sind identisch:

(i) die Topologie der einfachen Konvergenz auf einer totalen Teilmenge Xo von X (X
heifit total, wenn (Xo)~ = X);

(i1) die Topologie der einfachen Konvergenz auf X;

(111) die Topologie der kompakten Konvergenz auf X.

Beweis. Wir zeigen : die Topologie von (i) ist feiner als jene von (iii), d.h.: fiir jedes
Ty € H, fiir jede kompakte Teilmenge K C X, fiir jedes § € B und fiir jedes € > 0
existiert eine endliche Teilmenge Fy C X, ein ' € B und ein 6 > 0 mit

[To +{T": sup g (T'(x)) <o NH C Ty +{T" : Sup qs(T(x)) < €}
€ Fy T
Fiir €/5 existieren n > 0 und o € A mit U = {z : po(2) < n} und ¢3(T(x)) < €/5 fiir
alle x € U und fiir alle T € H.
Da K kompakt ist, gibt es fiir die offene Uberdeckung K C U,ex (@ 4 U) endlich viele
Ty, ..., Ty, € K mit K CJ",(x; + U). Weiters existieren x;; € X, und \;; € C mit
T; € Z;;l Aijxi; + U. Dann folgt

Es existiert ein 0 > 0 mit >, ;[ Aijlgs(y) < €/5 fiir gs(y) < 6. Wir setzen nun Fy = {z;; :
i=1,....m,j=1,...,n}.
Fiir ein 7 mit SUD,c 1y qs(T(2)) < 6 gilt qs(T(x)) < 6 fiir alle 7 und j. Fir z € K gilt
dann: es gibt uy, us € U mit

n

05(T(2)) = gs(>_ (N T(x57)) + T(wr) + T(u2)).

J=1

Ist nun Ty € H und T mit SUP,c qs(T(2)) < 6 derart, dass S = Ty + T € H, dann gilt
fir jedes u € U : T'(u) = S(u) — To(u) und

g5(T(w)) < q5(S(u)) + qs(To(u)) < 2¢/5
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und fir z € K

n

g(T(x)) = qs(D>_ NijT (wi) + T(wr) + T(un)) < €/5+4e/5 = ¢,

j=1
also gilt fiir S = Ty + T, dass

SeTy+{T : supgs(T(x)) < €}.
zeEK

O

Satz 6.17.

Seien X und Y Fréchetrdume und T,, € L(X,Y) derart, dass der Limes lim,,_., T,(x) =
T(z) fir alle x € X existiert. Dann ist T € L(X,Y) und (1), konvergiert gleichmdjSig
auf allen kompakten Teilmengen von X.

Beweis. Die Folge (T,,),, ist beschriankt in der Topologie der einfachen Konvergenz und
daher ist H = {T,, : n € N} gleichgradig stetig (6.8). Sei H; der Abschluss von H in Y.
Dann ist 7' € Hy; und H; C L£(X,Y) und H; ist gleichgradig stetig (siehe 6.14). Nach
6.16 folgt dann, dass T;,, — T gleichméfig auf den kompakten Teilmengen von X. O

Satz 6.18.

Seien X und Y Banachrdume und M C X wvon zweiter Kategorie in X. Ferner seien
T, € L(X,Y) derart, dass (T,,(x)), fir jedes x € M eine Cauchyfolge in'Y ist. Dann
konvergiert T,, gegen ein T in L.(X,Y).

Beweis. Sei X); = (M). Dann ist X); = X. Wir betrachten nun die Einschrinkungen
von T,, auf Xj; und erhalten die gewiinschten Aussagen aus 6.14 und 6.17. O

Satz 6.19.

Sei X ein separabler, lokalkonvexer Raum und (Y, (pg)x>1) metrisierbar. Sei ferner H C
L(X,Y) gleichgradig stetig. Dann ist die Topologie der einfachen Konvergenz einge-
schrinkt auf H metrisierbar.

Beweis. Nach 6.15 geniigt es die Topologie der einfachen Konvergenz auf einer totalen
Teilmenge zu betrachten. Da X separabel ist, existiert eine abzdhlbare, totale Menge
A ={z, : n € N} von linear unabhéngigen Vektoren x,,. Sei S,, = {x; : [ <n} und

Gni(T) = sup pp(T'(z)).

TESH

Dann definieren diese abzahlbar vielen Halbnormen die Topologie der einfachen Konver-
genz auf H. O

Definition 6.20. Sei X ein lokalkonvexer Raum. Ein linearer Operator T : X —
Y heifit endlichdimensional, wenn es Vektoren y, € X und lineare Funktionale zj €
X', k=1,...,n gibt, sodass

T(x) = Zx%(m)yk , Vo e X.

k=1

X besitzt die Approximationseigenschaft , wenn sich die Identitéat in £.(X, X) durch
endlichdimensionale Operatoren approximieren lasst.
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Satz 6.21. Jeder Hilbertraum H besitzt die Approximationseigenschaft.

Beweis. Nach 1.34 besitzt jeder Hilbertraum ein vollstandiges Orthonormalsystem {z,, :
a € A}. Daher existiert fiir jedes € > 0 und fiir jedes z € X eine endliche Menge F' C A,

sodass
lr = (@, 20)zall < e
ackF
Die Operatoren Tr(x) = Y .p(2,7q)z, sind orthogonale Projektionen, und es gilt
|Tr|| = 1, VF C A endlich. Daher ist {Tp : F C A endlich} gleichgradig stetig
und nach 6.18 folgt T — id in L.(H, H). O

Satz 6.22. Sei X ein Fréchetraum mit Schauderbasis (xy, x) )p>1. Dann besitzt X die
Approximationseigenschaft.

Beweis. Die Operatoren
Po(x) =Y aj(w)ay
k=1

sind nach 5.13 (c) gleichgradig stetig und es gilt fir jedes z € X : P,(x) — =z bei
n — oo. Also konvergiert P, gegen die Identitdt in L£.(X, X) (siehe 6.17).
0

Bemerkung 6.23. Besitzt ein Fréchetraum nicht die Approximationseigenschaft, so
besitzt er auch keine Schauderbasis. Es gibt separable Banachrdume, die die Approxi-
mationseigenschaft nicht besitzen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer in der Analysis hdufig verwendeten Aussage:

Satz 6.24.
Sei X ein normierter Raum. Dann ist die Finheitskugel des Dualraumes B° = {2’ €
X' ||| <1} schwach * kompakt.

Beweis. Sei B = {x € X : ||z|| < 1} die Einheitskugel in X. Die Einheitskugel des
Dualraumes ist ein gleichgradig stetige Menge. Fiir ein fixes x € X ist die Menge B, =
{2’ . |2'(z)| < 1} schwach * abgeschlossen in X'. Daher ist auch

B°= () B,
zeB
schwach * abgeschlossen. Nun verwenden wir noch 6.15. O

Beispiele 6.25.
Komplexe Borelmafle und harmonische Funktionen: Sei p ein komplexes Borel-
maf auf [—7, 7] und

Plnlre®) = o [ g dutt)
a 2 ) 1 —2rcos(d —t)+r2 S

fiir z = re® € D. Man nennt P[du] das Poisson-Integral von u. Es gilt

et 4z 14ze ™
et —z 1 —ze

_ (1 + Ze—it) Zzne—int _ 1 + 222”6_int,
n=0 n=1
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diese Reihe konvergiert fiir ein fixes z = re? gleichmiBig auf T. Daher ist die Funktion

o) = 5 [ St - ( [ auto+ 2§ ([ emautn) )

holomorph auf D. Ferner gilt P[du| = Rg und daher ist P[du] harmonisch auf D, d.h.

AP[dy] = <a‘9—22 + 86_22) Pldy) = 0.

Ist umgekehrt u eine harmonische Funktion auf D mit

1 [ ’
sup — | (re®)|df = C < oo,

0<r<1 27

dann existiert ein komplexes Borelmafl p auf [—7, 7] derart, dass

u(re) = = / ' Lo du(t)
2m ) 1 —2rcos(d —t) +r2 HAL-

Um diese Aussage zu beweisen, verwenden wir den vorigen Satz: sei dazu p,.(—m) = 0
und

1 (1) = / t u(re®) do.

—Tr

n

Sei —m =ty <t; <---<t, = eine beliebige Partition des Intervalls [—m, 7]. Dann gilt
Z|Mr (tk) — pr(te—1)| = Z

die Abschétzung
ik ) th—1 .
/ u(re') d@—/ u(re') d@'
=117 -7

< Z/ Y| 46 _/ lu(re®)| do < C,
trp—1

—T

fiir jedes 0 < r < 1.

Somit sind die Funktionen {u, : 0 < r < 1} C (C[—m,7])" von gleichmé&figer be-
schrankter Variation. Die Mafle du, = p, dt liegen alle in der Kugel mit Radius C' des
Dualraumes (C[—m, 7). Diese Kugel ist nach 6.24 schwach * kompakt, aber auch metri-
sierbar (siehe 6.19), daher ist die Kugel auch schwach * folgenkompakt und es existiert
eine Folge (r,), mit lim, . 7, =1 und

i [ o(t) dpn, (£) = / " olt) dut),

n—oo
—T ™

fir alle ¢ € C[—m, 7], man sagt auch p ist der schwach * Limes von (). AuBerdem
kann man zeigen, dass dieser Limes eindeutig bestimmt ist. Setzt man nun fiir ¢ den
Poisson Kern ein, so erhélt man

1 [7 1—r 1 [" 1—r
- du(t) = lim — dp,. (t
27r/_ﬂ1—2rcos(9—t)+r2 (t) n1—>rgo27r/_ﬂl—2rcos(9—t)—l—r2 Hra (1)
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1T 1—1? it . i0 i
— tim - T Sroos(s — 2 e di = lim u(rure®) = u(re®).

Dabei haben wir in der letzten Zeile eine Identitat fiir harmonische Funktionen verwen-
det, die sich aus der Losung des Dirichlet-Problems ergibt, nihere Details siehe [G], [R1],
[Has2|. Also ist u das Poisson-Integral des Mafles (.

Ubungen

41. Man zeige: Jede kompakte Menge in einem lokalkonvexen Raum ist auch beschrankt.

42. Sei (ank)nr>1 eine unendliche Matrix mit folgenden Eigenschaften:

lim a,, =0, keNundM:supZ|ank| < 00.
" k=1

Man setze y,, = > po @iy und A(§) = n, wo § = (z)k>1 und n = (yx)k>1. Beweise:
A € L(cy, o) und ||A|| = M.

43. Man beweise: Ist A € L(co, o), so gibt es eine unendliche Matrix (@, ), k>1 mit den
Eigenschaften: y, = > 7o anpxy und A(§) = n, wo & = (2y)k>1 und 1 = (yx)k>1, und

lim a,, =0, k€ Nund ||A4| = supz |ank| < o0.

n—00
k=1

Hinweis: Man verwende den Satz von Banach-Steinhaus (siehe auch [Ma]).

44. Sei f € C[0, 27| und

sp(x; f) = %/ ' f(t)dt + Z %/ 7rf(t)(cos(k:t) cos(kx) + sin(kt) sin(kx)) dt
0 = T Jo

die n-te Partialsumme der Fourierentwicklung von f. Man beweise:
1 [ sin[(2n + 1)(t — 1) /2]

Wl f) = — t - dt.

sn(@; /) 27T/0 IO — =72

45. Sei E der Banachraum aller stetigen, periodischen Funktionen mit Periode 27 und
der Norm || f|| = sup{|f(x)| : = € [0,27]}. Man zeige: u,(f) = s,(0; f) ist ein stetiges
lineares Funktional mit
1 2
= 5= |

Hinweis: Man verwende Aufgabe 44.

sin[(2n + 1)t/2]
sin(t/2)

a

46. Man zeige: Es gibt eine stetige Funktion f, deren Fourierreihe im Punkt 0 divergiert.
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Anleitung: Man verwende Aufgabe 45. und den Satz von Banach-Steinhaus (angenommen
sup,, |s,(0; f)| < oo fiir alle f € E, dann wére sup,, ||u,|| < oo.

47. Man zeige direkt, dass die Koeffizientenfunktionale der Schauderbasis {1, z, 2%,... } in
H[D] stetig sind. Ferner finde man mit der Methode von 4.5 (b) eine Integraldarstellung
fiir die Koeffizientenfunktionale.

48. Sei fo(z) = > p_, 2" fiir n =0,1,2,.... Man zeige: [f,)n>0 bildet eine Schauderbasis
in H(Dg), wobei D = {z : |z] < R} und 0 < R < 1. Auflerdem finde man eine
Integraldarstellung fiir die zugehorigen Koeffizientenfunktionale. Bildet (f;,)n>0 auch eine
Schauderbasis in H(D)?

49. Sei E' der Vektorraum aller stetigen, reellwertigen Funktionen f auf [0, 1], die in einer
Umgebung von ¢t = 0 (abhéngig von f) verschwinden, versehen mit der Topologie der
gleichméBigen Konvergenz erzeugt von der Norm || f|| = sup{|f(z)| : = € [0,1]}. Sei
L,(f) =nf(n™') fir f € F und n € N. Man zeige: {L,, : n € N} ist eine beschriinkte
Teilmenge von L(F,R), aber nicht gleichgradig stetig.

50. Man gebe ein Beispiel einer nicht gleichgradig stetigen Familie von stetigen, reellwer-
tigen Funktionen auf [0, 1].

51. Sei X ein reflexiver Banachraum und (x,),>; eine Folge in X derart, dass {z, :
n € N} schwach relativ kompakt ist. Man zeige: es existiert eine schwach konvergente
Teilfolge von (x,,)n>1.

Anleitung: man ersetze X durch den separablen Teilraum F = (z, : n € N) und
verwende den Satz von Alaoglu-Bourbaki.

52. Sei (x,)n>1 eine Folge in [0, 1]. Man zeige es existiert eine Folge natiirlicher Zahlen
(Ng)g>1 derart, dass der Limes

1
]}ggom 2 9(zn)

fiir alle g € C[0, 1] mit sup{|g(z)| : = € [0,1]} < 1 existiert.
Anleitung: man verwende den Satz von Alaoglu-Bourbaki.
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7 Kompakte Operatoren

7.1 Definition, Beispiele und wichtigste Eigenschaften

Definition 7.1. Seien X,Y normierte Rdum und A : X — Y ein linearer Operator.
A heifit kompakt , wenn es eine Nullumgebung U in X gibt, sodass A(U) in Y relativ
kompakt ist (d.h. A(U) ist kompakt in V).

Definition 7.2. Ein metrischer Raum E heifit prikompakt , falls es zu jedem ¢ > 0
endlich viele Punkte 1, ...,z, in £ gibt, so dass & = J]_, Uc(x;) gilt.

Bemerkung 7.3. Fiir einen metrischen Raum E sind dquivalent: (i) E ist kompakt; (ii)
jede Folge in E besitzt eine konvergente Teilfolge; (iii) £ ist vollstdndig und priakompakt.
(siche [MV] )

Es folgt sofort aus der Definition, dass jeder kompakte Operator auch stetig ist.

Ferner gilt: A ist genau dann kompakt, wenn jede beschrinkte Menge in eine relativ
kompakte Menge iibergefiihrt wird.

Weiters gilt: ist X ein Banachraum, so ist A genau dann kompakt, wenn fiir jede be-
schriankte Folge (z,), in X die Folge (A(x,)), eine konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 7.4.
Die kompakten Operatoren auf einem Banachraum bilden ein abgeschlossenes Ideal in
L(X, X) versehen mit der Operatornorm.

Beweis. Ist T : X — X stetig und A : X — X kompakt, dann sind 7o A und
A o T ebenfalls kompakt. Sind Ay, Ay € L(X, X) kompakt, dann auch AA; + pAs. Sei
nun (A,), eine Folge kompakter Operatoren mit ||A, — A|| — 0 bei n — oo und A €
L(X,X). Sei M C X beschriankt. Dann ist A, (M) fiir jedes n relativ kompakt, also
auch prakompakt, weil X vollstandig ist, d.h. fiir ein festes n und ein vorgegebenes € > 0
existieren z1,...,x, € M, sodass fir jedes © € M ein z; (1 < j < n) existiert mit
|A,z; — Ayz|| < €/3. Nach Voraussetzung existiert fiir jedes e > 0 ein ny € N mit
|Apx — Az|| < €/3 fur jedes n > ng und fir jedes x € M. Somit existiert fiir jedes x € M
ein j (1 <j <k) mit

A2 = Azl < Az = Ayl + A0z — Aty + [ Ana; — Ag]] < e,
also ist A(M) relativ kompakt. O

Satz 7.5. Ein normierter Raum X st genau dann endlichdimensional, wenn seine ab-
geschlossene Einheitskugel U kompakt ist.

50



Beweis. Ist X endlichdimensional, so folgt die Behauptung aus dem Satz von Heine-
Borel.

Ist andererseits U kompakt, so auch S = {z € X : ||z|| = 1}. Fiir 2/ € X" ist X \ ker(2')
offen, und es gilt S C (J,/c /(X \ ker(a')) (siehe 3.6). Daher gibt es 21, ..., 2], € X’ mit

n

S c | J(X \ ker(z))).

J=1

Sei A(z) = (2)(z),..., 2/ (z)). Dann ist A eine injektive Abbildung von X nach C".

Somit ist X endlichdimensional. O

Korollar 7.6. Ist X ein unendlichdimensionaler Banachraum und A ein kompakter
Operator auf X, dann ist A nicht stetig invertierbar.

Beispiele 7.7. (a) Ist X endlichdimensional, dann ist jeder lineare Operator auf X
kompakt.
(b) Die Operatoren

A(x):Zx’n(x)xn, dheX  weX, k=1,...,n

k=1
haben endlichdimensionales Bild und sind daher kompakt.
(c) Sei G[0,1] = {f € C[0,1] : fo |f(t)]?dt < oo} und

/ K(z,y)f(y)dy fir K € C([0,1] x [0,1]).

Dann ist Ay : G[0,1] — C[0,1]. Sei ferner U = {f € G[0,1] : || f]l2 < 1}. Wir zeigen:
Ap(U) ist relativ kompakt in C[0, 1], dann folgt Ay ist kompakt. Dazu verwenden wir
den Satz von Arzela-Ascoli : ist B C C[0, 1] gleichgradig stetig (d.h. Ve > 0 36 > 0 mit
|f(t) — f(t)| < € fiir alle ¢, mit |t — /| < 0 und fiir alle f € B) und beschrénkt, dann
ist B relativ kompakt in C[0, 1].

Zunéachst gilt fir f € U :

[ A0 (f)lloo < /Ol\K(:c,y)| F ()| dy < (/OI\K(:c,y)de)l/z (/Ol\f(y)|2dy>l/2

1/2

< (/01|K<x,y>|2dy) <o,

somit ist Ag(U) beschréankt. Weiters gilt

A7) = o) < ([ 1K) - <xy|2dy) (/ e |2dy)
< ([ 1K@ - k6P "
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und weil K gleichméBig stetig ist (d.h. Ve > 0 30 > 0 mit |K(x,y) — K(2',y)| < € fiir
jedes y € [0, 1] und fiir jedes x, 2’ € [0, 1] mit |x — 2’| < ), folgt

1Ao(F)(x) — Ao(f)(@)| < e, firlr — /| < & und Vf € U.

Daher ist Ay(U) relativ kompakt in C[0,1]. Sei Ay die stetige Fortsetzung von Ay auf
L?[0,1]. Dannist Ay : L?[0, 1] — C[0, 1] ebenfalls kompakt. Die Einbettung i : C[0, 1] —
L?[0, 1] ist stetig und daher ist der Operator A =i o Ay ebenfalls kompakt.

Der folgende Satz zeigt, dass man die Kompaktheit eines Operators als Verscharfung der
Stetigkeit auffassen kann.

Satz 7.8.
Sei X ein separabler, reflexiver Banachraum und A € L(X, X). A ist genau dann kom-
pakt, wenn jede schwache Cauchy-Folge in eine stark konvergente Folge tibergefiihrt wird.

Beweis. Sei A € L(X, X) kompakt. Ist (x,), eine schwache Cauchy-Folge in X, dann ist
fiir jedes ' € X' die Folge (2/(x,)), eine Cauchy-Folge in C, daher ist sup,, |2'(x,)| < oo
fiir jedes 2 € X’ und wegen 6.11 sup,, ||z,|| < oo. Also besitzt die Folge (A(x,)), eine
(stark) konvergente Teilfolge. Andererseits ist aber die Folge 2'(A(z,,)), fir jedes 2/ € X'
ebenfalls eine Cauchy-Folge in C. Da die schwache Topologie auf X Hausdorff’sch ist,
kann (A(z,)), nur einen Limes haben, und (A(z,)), ist stark konvergent.

Zur Umkehrung haben wir zu zeigen, dass jede Folge in A(M) eine konvergente Teilfolge
besitzt, dabei ist M C X eine beliebige beschrankte Teilmenge von X. Da X" = X
gilt, ist die beschrinkte Menge M C L (X', C) gleichgradig stetig (siehe 6.8). Nach
6.19 ist daher die schwache Topologie auf X eingeschréankt auf M metrisierbar, in dieser
Topologie ist M aber auch schwach (= schwach *) relativkompakt (6.15 Satz von Alaoglu-
Bourbaki). Sei nun (y,), eine Folge in A(M). Dann existiert eine Folge (x,,), in M mit
yn = A(z,) VYn € N. Die Folge (x,,), besitzt eine schwach konvergente Teilfolge (z,, )i,
die dann auch eine schwache Cauchy-Folge ist und nach Voraussetzung durch A in eine
stark konvergente Folge tibergefithrt wird, also ist (A(z,,))r stark konvergent und A
daher kompakt. O

Satz 7.9.

Seien Hy und Hy separable Hilbertraume, A € L(Hy, Hs). Dann sind die folgenden Be-
dingungen dquivalent:

(i) A ist kompakt;

(i1) A*A ist kompakt;

(111) A* ist kompakt.

Beweis. Aus (i) folgt (ii) (siehe 7.4). Sei A*A kompakt und (), eine schwache Cauchy-
folge in H;. Dann konvergiert (A*Az,), stark. Wie im vorigen Beweis sieht man, dass

eine schwach konvergente Teilfolge (z,, ), existiert. Sei zy der schwache Limes dieser
Teilfolge. Dann ist (A*A(z,, — x¢))n eine starke Nullfolge und es gilt

Az, — 350)H2 = (A(zn — 9), A(Ty, — 20)) = (A"A(20, — T0), 1 — T0) — 0,

daher ist (Axz,), stark konvergent und A kompakt nach 7.8. Also sind (i) und (ii)
dquivalent.

Ist nun A kompakt, dann auch AA* = (A*)*A* somit aber auch A*. Analoges gilt auch
fiir die Umkehrung. O
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7.2 Spektrum und Resolvente eines stetigen linearen Operators

Definition 7.10. Sei X ein Banachraum und A € £(X, X).

(a) {\ € C : A — Anicht injektiv} = 0,(A) ist das Punktspektrum von A.

(b) {\ € C : A — Ainjektiv, nicht surjektiv, [(A — A)(X)]” = X} = 0.(A4) ist das
kontinuierliche Spektrum von A.

(¢) {A € C : X[ — Ainjektiv, [(A] — A)(X)]” # X} = 0,(A) ist das Restspektrum von
A.

(d) {\ € C : A\ — Anicht stetig invertierbar} = o(A) ist das Spektrum von A.

C\ o(A) = p(A) ist die Resolventenmenge von A.

Die Elemente A € 0,(A) heiflen Eigenwerte von A (fiir A € 0,(A) existiert ein « # 0 mit
Az = Az). Diese z heiflen Eigenvektoren und ker(AI — A) der Eigenraum zum Eigenwert

A

Bemerkung 7.11. Da eine stetige bijektive lineare Abbildung 7" : X — X nach 5.10
auch eine stetige Inverse besitzt, gilt

g(A) =0,(A)Uoc.(A)Uo.(A)
als disjunkte Vereinigung.

Satz 7.12. Sei X ein Banachraum und A € L(X, X). Dann ist das Spektrum o(A) eine
kompakte Teilmenge von C und es gilt |\| < ||A|| fir alle A € o(A).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass p(A) offen ist: fiir A € p(A) ist AT — A stetig inver-
tierbar. Sei By = (A — A)™L. Dann ist ||By]|™! = a > 0. Sei p € C mit |u| < a. Wir
zeigen (A + p)l — A ist stetig invertierbar, dann ist p(A) offen. Es gilt

A+ —A=XN—A+pl =M — A +pM — A~ = (M — A + uB)).
Formal gilt
(I + puBy)~ —I+Z BBy )"

Nach Wahl von 4 erhalten wir die Abschatzung

I Z “(uB)"| < ZWI IBA]I* < oo

k=1

Die Partialsummen von Y .-, (—1)¥(uB)y)* bilden eine Cauchyfolge in £(X, X) und we-
gen der Vollstandigkeit von £(X,X) (5.2) ist Y oo, (—1)*(uB))* € L(X, X). Also ist
o(A) abgeschlossen. Ist weiters n € C und || > [|A||, dann ist [ — % stetig invertierbar,

denn es gilt
A -1 e8] A k
(-4 g
n iy \7

Also ist auch nI — A invertierbar, d.h. fir A € o(A) gilt |A\| < ||A||. Somit ist o(A) auch
beschréankt. O
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Beispiele 7.13. (a) Ist X endlichdimensional, A € £(X, X), dann gilt 0(A) = 0,(A),
weil jeder injektive Operator schon bijektiv ist.

(b) Sei X = C[0,1) und (Af)(t) =t f(t) fur f € X. Wie man leicht sieht, folgt aus
A € o(A), dass |A| < 1. Weiters ist A\l — A stets injektiv. Fiir A ¢ [0,1] ist A\l — A
surjektiv, weil (A —A)(f(t)/(A—t)) = f(¢) gilt. Ist g € (A — A)(X), dann gilt g(A) =0
und daher ist [(A] — A)(X)]” # X. Somit ist 0(A) = o,(A) = [0, 1].

(c) Sei X = [? und A € L(X,X) der shift-Operator A(§) = (xq,x3,...) fir £ =
(x1,22,...). Es gilt |JA|| = 1 und daher ist 0(A) € {A € C : |A] < 1}. Aus der Be-
dingung (A — A)(§) = 0 folgt sofort ;1 = Az, fiir k¥ > 0. Also besteht der Kern von
(A — A) aus allen Folgen ¢ € [? der Gestalt £ = (¢, Ac, N%¢, ... ), wobei ¢ € C beliebig ist
und |A| < 1, d.h. 0, = {\ : || < 1}, die Eigenrédume sind alle ein-dimensional; nach 7.9
ist o(A) ={\ : [N <1}

Nun behaupten wir, dass 0.(4) = {\ : |A\| = 1} und 0,(A) = (). Dazu seien n = (yx)r>1 €
I? und € > 0 beliebig vorgegeben. Dann existiert ein n € N mit Y2 . |yx|> < € und es
existieren xp € C mit Axy — xp 1 = y fir K = 1,...,n, dabei setzen wir x,,,; = 0. Fiir
52 (xl,...,an,O,...) fOlgt

n

o 1/2
[(A — A)E — | = <Z|m—xk+l P+ ) kaIQ) <¢

k=1 k=n-+1
das bedeutet, dass n € [(A — A)(X)]” und X € o.(A), sowie o,.(A) = 0.

Definition 7.14. Wir definieren eine operatorwertige Funktion Ry : p(A) — L(X, X)
durch Ra(A\) = (M — A)7! fiir A € p(A) in der Resolventenmenge. R4 heifit Resolvente
von A .

Bemerkung 7.15.
(a) Fur A\, € p(A) gilt

Ra(A) = Ra(p) = (= A)Ra(A) Ra(p).
Das liefert die Rechnung
Ra(A) = Ra(N) (il — A)Ra(p) = Ra(AN) (M — A) + (1 — M) Ra(p)
= Ra(p) + (1 — M) Ra(A) Ra(p).
(b) Ist A € p(A) und |A — p| < [Ra(N)||7!, dann gilt

o0

Ra(p) =Y (A= w)F[Ra(N)],

k=0

man sagt daher: R4 ist holomorph auf p(A).
Dazu berechnet man

pl — A= — A+ (u—NI =M — A+ (n—NRa(\)

und bildet links und rechts die Inversen:

Ra(p) = (Z(—l)’%u - A)’f(RA(A))’“) Ra(A) =Y (A= mF(Ra(N)*.

k=0 k=0
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Wir werden spéter einen allgemeinen Spektralsatz fiir selbstadjungierte (unbeschrénkte)
Operatoren auf einem Hilbertraum behandeln.

7.3 Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren auf
einem Hilbertraum

In der Folge sei H immer ein separabler Hilbertraum.

Definition 7.16. Sei A : H — H ein stetiger linearer Operator und y € H fix. Dann
ist die Abbildung = +— (Ax,y) ein stetiges lineares Funktional auf H. Daher existiert
nach 1.16 ein eindeutig bestimmtes y* € H mit (Az,y) = (z,y*). Durch die Zuordnung
A*y = y* wird ein linearer Operator A* definiert, der adjungierte Operator zu A. Der
Operator A heifit selbstadjungiert , falls A = A* ist.

Bemerkung 7.17.

(a) Es gilt immer A** = A. Weiters ist ||A]| = ||A*|| und [|A*A|| = || A

(b) Sei A € L(H,H) = L(H) und H ein Hilbertraum iiber C, weiters sei (Az,z) = 0
fiir alle z € H. Dann ist A = 0. Es gilt

0= (Al +y),z+y) — (Alx —y),z —y) = 2[(Az,y) + (Ay, 7)),

also ist (Az,y)+ (Ay,z) = 0, ersetze nun x durch iz, dann folgt i(Ax,y) —i(Ay,x) = 0,
daher insgesamt (Azx,y) = 0 fiir alle z,y € H. Somit ist A = 0.

(c) A=A"< (Az,x) e R, Vz € H.

Ist A* = A, dann folgt (Az,x)” = (v, Az) = (Az,x) € R. Ist umgekehrt (Az,z) =
(Az,z)” fiir alle x € H, dann ist auch (Az,z) = (z,A*z)” = (A*z,x), also ((A —
A"z, x) = 0 fiir alle z € H. Nach (b) ist A = A*.

Satz 7.18.
Sei A € L(H) selbstadjungiert. Dann gilt

|Al = sup |(Az, z)].

ll=]=1
Beweis. Sei Ng = sup,=; |(Az, z)|. Dann folgt Na < ||A[|. Andererseits ist
2[(Az,y) + (Ay, )] = (Alz +y), 2 +y) — (Alx —y), v —y)
und wegen A* = A und der Parallelogrammregel
[4R(Az,y)| < Na(llz +yl* + |z = ylI*) = 2Na(ll=[* + [ly[*)-
Es gibt ein 6 € R mit e~ (Axz,y) = |(Az, y)|. Ersetzt man y durch e~*y, dann folgt
2|(Az,y)| < Na(ll=l* + lly[*).

Fiir t > 0 ersetze man z druch tz und y durch y/t. Dann erhélt man
1
2n )] < Na (Ehal? + 7).
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Wir fassen die rechte Seite dieser Ungleichung als Funktion in ¢ auf und erhalten bei
Ableitung nach ¢

2
2t)2]” = llyll®,
daher wird die rechte Seite der letzten Ungleichung minimal, falls t* = ||y||/||z||. Damit

erhalten wir
2|(Az,y)| < 2Na|lz| |y,

also ||A]| < Na. O

Satz 7.19.
Ist A € L(H) ein kompakter selbstadjungierter Operator, A # 0, dann existiert ein
Figenvektor xo € H mit ||zo|| = 1 und

| (Ao, z0)| = [|All = sup [(Az, z)].

ll=l|=1
Der dazugehdrige Eigenwert \g ist reell und es gilt |No| = || A]|.

Beweis. Nach 7.18 gilt [|Al| = sup, = |(Az,z)|. Daher gibt es eine Folge (7,),>1 in

H mit ||z,|| = 1 und lim,,_ [(Az,, x,)| = |[|A||. Die inneren Produkte (Az,,z,) sind
reell, daher existiert eine Teilfolge, die wir wieder mit (z,),>1 bezeichnen, so dass der
lim,, oo (Az,, x,) = Ao existiert. Es gilt dann \g = ||A|| oder \g = —||4]|.

Fiir diese Folge gilt
0 < [|Azn = Aozl = [[Awnl* — 200 (A, ) + Ngllwal|* < JAIP = 2X0(Azn, 20) + [|A]%,
und beim Grenziibergang n — oo erhalten wir

nh—>r20 | Az, — Aoz || = 0.

Da A kompakt ist und (x,),>1 eine beschréankte Folge ist, existiert eine Teilfolge (x,, )k
mit limy_,. Az,, = . Daher gilt auch limy_,., Aoz, = x, und weil Xy # 0 ist, existiert
auch limy_, T, = 2o mit A\grg = x. Weil A stetig ist, folgt

lim Az, = Axo,
k—o0

und somit x = A\gxg = Axg. Daher ist xy ein Eigenvektor von A mit Eigenwert A\q. [

Theorem 7.20. (Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren)
Sei A € L(H) ein kompakter selbstadjungierter Operator. Dann gilt

Ar = Z ez, xp)xy , Yo € H,

0<k<wv(A)

dabei sind alle A\ reell, |No| > |M\1| > .... Alle Ny sind Eigenwerte # 0 von A, jeder
mit seiner Vielfachheit gezihlt, v(A) ist die Anzahl der von Null verschiedenen Eigen-
werte von A; xp sind die zugehdrigen, normierten Eigenvektoren und {x;} bildet ein
vollstindiges Orthonormalsystem in 1mA.
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Beweis. Zunéchst ist jeder Eigenwert von A reell: ist Az = Az und x # 0, dann folgt
Mz, 2) = (Ar,2) = (1, Az) = (2, \) = \(2, 7). Also ist A € R.
Sei Hy = {x € H : Ax = Az} der Eigenraum zum FEigenwert \. Da A stetig, ist
H), abgeschlossen. Nach 1.34 existiert ein vollstdndiges Orthonormalsystem in H, aus
Eigenvektoren von A.
Sind Ay # Ao Eigenwerte, dann gilt Hy, L H,,, weil fir z € Hy, und y € H,, folgendes
gilt: A\(z,y) = (Az,y) = (x, Ay) = (z, \2y) = Aa(x,y), also (z,y) = 0.
Fiir einen Eigenwert A # 0 ist der dazugehorige Eigenraum H, immer endlich-dimensional,
denn wire H), unendlich-dimensional, dann gédbe es ein unendliches Orthonormalsy-
stem {z,}aea mit Az, = Az, und weil die Einschriankung von A auf H, ebenfalls
kompakt ist, gidbe es eine konvergente Teilfolge von (Ax, )., was einen Widerspruch zu
ATy — AZa, ||? = 2|N|? fiir oy # as ergibt.
Nun sind zwei Fille moglich: (i) es gibt endlich viele Eigenwerte # 0; (ii) es gibt unendlich
viele Eigenwerte # 0.
(i) In diesem Fall ist

H=H, & ---®&H,_,®M,

wobei M = (Hy, @ ---® Hy, ,)*. Wir behaupten A(M) C M : fir y € M gilt (Ay,x) =
(y,Az) =0, fur allex € Hy & ---® H,,_,, weil Axv € Hy,®--- B H,, |, alsoist Ay € M.
Die Einschréinkung A; von A auf M ist wieder kompakt und selbstadjungiert: fiir x,y €
M gilt (Ayz,y) = (Az,y) = (z, Ay) = (x, Apy), weil A(M) C M. Wir behaupten nun,
dass Ay = 0. Angenommen A,; # 0, dann gibt es nach 7.19 ein A # 0 mit Ay x = Az
fiir ein x # 0, also wére x € Hy, Widerspruch.

Sei P, : H — H,, die orthogonale Projektion. Dann gilt nach 1.14

r=FPax+Px+---+ P2+,
mit Ay = 0, also folgt
Ax = )\QPQZL' + )\1P1[L’ + -4 )\k—lpk—lx-
(ii) Fiir jedes € > 0 ist {\; : \; Eigenwert von Amit |\;| > €} eine endliche Menge, denn
sonst gibe es ein unendliches Orthonormalsystem {x;} mit Ax; = A\x; und die Folge
(Az;); miisste eine konvergente Teilfolge enthalten, es gilt jedoch
HA$k — A(L’l||2 = ||)\kflfk — )\lxl||2 = ‘)\k‘2 + |)\l‘2 Z 262,

Widerspruch!

Seien A, ..., A1 die Eigenwerte mit |\;| > ¢ und sei M = (Hy, ® --- & H,,_ ,)*. Die
Einschrinkung Ay, von A auf M ist selbstadjungiert und kompakt, daher existiert nach
7.19 ein Eigenvektor x mit Ayz = Az und |A| = ||An||, es gilt somit auch Az = Az.
Also ist z € (Hy,)* und |\ = || An|| < €. Es gilt

Ax = Az, +AM$2, X1 € MJ' , Ig € M,
weil Axy = Ao FPox + - -+ + A\p_1 P12 folgt nun

HAMIQH = HA.Z’ — )\OPO'I — e — )\k‘—lpk—lx” < EHI‘H
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Bei € — 0 erhalten wir

AZL’ = Z >\ij.§L’.
j=0

Sei {11, ...} ein vollstéindiges Orthonormalsystem von H),. Dann ist

AP(w) = NP () = A D (058

Die Folge der Eigenwerte kann wie folgt geordnet werden:
Aol > | M| > ..o,
weil fiir jedes € > 0 nur endlich viele \; die Eigenschaft |);| > ¢ haben. O

Bemerkung 7.21.
Es folgt aus der Orthogonalitit der Eigenvektoren xp und der Bessel’schen Ungleichung
1.23

[Az = " Nl zp)ael® = D (@, 2> < (] sup M),
k=1 k=n-+1 k>n

da (Ax)k>1 eine Nullfolge ist, konvergiert die Reihe daher in der Operatornorm gegen A.

Beispiele 7.22. Sei a eine stetige reellwertige Funktion mit a(—t) = a(t). Der Operator

Af(z) = / a(e — (1) dt , f e L3(T),

ist nach 7.7 ¢ kompakt und selbstadjungiert. Fiir o, (t) = ™%t |k € 7Z gilt

1 1
Api(z) = / alx — )™k gt = / a(—t)e*™*e2m ke qt — (k) (z).
0 0

Die Eigenwerte von A sind daher die Fourierkoeffizienten von a. Nach 7.20 gilt

oo

Af(z) = Y a(k)f(k) e,
k=—o00
Satz 7.23.
Sei A ein kompakter, selbstadjungierter Operator auf einem unendlich-dimensionalen,
separablen Hilbertraum H und (A\)k>1 die Eigenwerte von A. Dann ist das Spektrum
von A

o(A) ={\ : ke N}uU{0}.

Beweis. Es gilt A\, € o(A), fiir alle k € N; wiire 0 ¢ o(A), dann wiirde A™! existieren und
stetig sein, sowie I = AA~! ein kompakter Operator sein, also wire die Einheitskugel in
H kompakt und H daher endlich-dimensional, Widerspruch.

Sei nun p # Mg, 0, Vk und
Ax = Z )\k(l’, S(Zk)l’k,

k=1
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und (y;); die Ergdnzung von (xy), auf ein vollstdndiges Orthonormalsystem von ganz
H. Dann gilt

Iv =) (x,zp)z, + > (2,95,
k=1 J

und der Operator

=1 1
Bxr = (l',l’k)l’k - (Z’,y)y
;)\k—ﬂ MZ 7

J

hat die Norm || B|| = sup{1/|A\x — u|,1/|¢|} und ist daher stetig. AuBerdem ist B der
Inverse zu A — ul, weil fiir alle k und j gilt B(A — ul)zy, = B(Ax — p)zx = 2 und B(A—
ul)y; = —Buy; = y;. Daher ist B = (A — pl)™' und u ¢ o(A).

U

7.4 Die kanonische Darstellung eines kompakten Operators

Satz 7.24.

Seien Hi und Hsy separable Hilbertriume und A : Hy — Hy ein kompakter, linearer
Operator. Dann gibt es eine fallende Nullfolge (S,)n>0 in RT und Orthonormalsysteme
(en)n>0 n Hy und (fy)n>0 in Ha, so dass

Az = an(x, en)fn , © € Hy,

n=0
wobei die Reihe beziiglich der Operatornorm konvergiert.

Beweis. Der Operator A*A : Hy — H; ist kompakt und selbstadjungiert, nach 7.19
und 7.24 ist das Spektrum o(A*A) in [0, | A||%] enthalten, denn fiir jeden Eigenwert A
von A*A gilt

A= (Az,z) = (A" Az, x) = (Ax, Az) > 0,
wobei z ein Eigenvektor mit [|z|| = 1 ist.

Nach 7.20 gibt es daher eine fallende Nullfolge (s,),>0 und ein Orthonormalsystem
(en)n>0 in Hy, so dass

A*Ax = Z s2(x,en)en. ()

n=0

Fiir n € Ny mit s, > 0 setzen wir f, = s 'Ae,. Dann gilt fiir n, m € Ny mit s,,, s, >0

1 1 s2
ny Jm :—AmAm = A*A ny Em) = - nsy Em :5nm
(s fn) = —— (e Ae) = —— (A" Aen ) = 2 (er ) = by,

Ist N={n €Ny : s, >0} eine endliche Menge, dann erweitern wir das Orthonormal-
system (fp,)nen zu einem Orthonormalsystem (f,),>0 in He. Fiir y € H; mit y L e, fiir
alle n € Ny gilt nach (x)

| Ay||” = (Ay, Ay) = (A" Ay, y) = 0.
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Daher gilt fiir jedes x € H;

Ax = A (m — Z(m, en)en> + A (Z(m, en)en>

- Z(CL’, en)Aen = an(x7€”)fn'
n=0

n=0

Analog wie in 7.21 beweist man, dass die Reihe ) s,(z, e,) f,, beziiglich der Opera-
tornorm gegen A konvergiert. ]

Korollar 7.25. Jeder kompakte Operator ist im Sinne der Operatornorm Grenzwert
einer Folge von Operatoren mit endlich-dimensionalen Bild.

Definition 7.26. Die Zahlen s,, heiflen s-Zahlen von A.

Wir wollen noch die Eigenschaften der s-Zahlen untersuchen. Dazu benétigen wir noch
das sogenannte Minimaximalitdtslemma .

Lemma 7.27. (Minimazimalititslemma)
Sei H ein separabler Hilbertraum und A : H — H ein positiver, kompakter Operator
(d.h. (Az,z) > 0 Yo € H) mit Spektraldarstellung

Ar = i (T, x0T,

n=0
wobei \g > A1 > .... Dann qilt
(i) s, 2)
T, T
Ao = hen (x,z)’

wobei das Maximum von einem Figenvektor zum Figenwert \g angenommen wird.

(ii)
Aj = min max M

> 1
LeN; zert (z,2) J=5

daber bezeichnet N; die Menge der j-dimensionalen Teilrdume von H. Das Minimum
wird fir den Teilraum L = L; = (zo,...,x;_1) angenommen, d.h.

A
A\j = max ( x,:c).
z€L (SL’, LL’)

Beweis. (i) folgt aus 7.17 (c) und 7.19.

Fir j > 1 gilt \; = (Axj,x;)/(x;, x;). Die Behauptung folgt daher, wenn wir zeigen
konnen, dass fiir jeden j-dimensionalen Teilraum L ein zy L L mit 29 # 0 und z, =
> 7 —o(Z0, Tk )k existiert, denn dann wiirde folgen:

(Az,20) D50 Mil(z0, 2|2 S

(z0.20) S _ol(zooz)2 T
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weil \; < \; fiir 0 <4 < j und daher gilt dann auch

(Azx, z)

max >\
vert (x,x) 7
Die Existenz von zj folgt daraus, dass fiir eine Basis {y, : £k =0,...,7 — 1} von L das
Gleichungssystem
J
Zai(zi,yk) =0, k=0,...5—1,
i=0
nichttrivial losbar ist. Setze zg = Zgzo a;x;, dann ist zy L L. O

Die s-Zahlen haben die folgenden Eigenschaften:

Satz 7.28. Sei A: H — H ein kompakter Operator. Dann gilt fir die s-Zahlen so(A) >
81(14) > sl

(a) so(A) = ||A|l; (b) ist A* = A, dann gilt sp(A) = |\

(c) sk(AA) = |Alsk(A); (d) se(A%) = si(A);

() su(BA) < |Bllss(A) fiir B € L(H):

() si(AB) < |Bllsu(A) fiir B € L(H).

(9) 5;(A) = mingex, ||[A— K[|, wobei KC; die Menge der Operatoren mit j-dimensionalem
Bild bezeichnet.

Beweis. (a),(b) und (c) folgen aus der Definition und 7.17.

(d) ist Az =Y 72 si(A)(z, ex) fi, dann ist A*z = > 77 sp(A)(z, fi)ex. Die kanonische
Darstellung eines kompakten Operators ist jedoch eindeutig: ist Az = 372 t;(z, x;)w;
eine andere Darstellung mit to > ¢; > ... und Orthonormalsystemen (x;); bzw. (w;);,

dann folgt
A*Aa:_Zt Zt T, X)Wy, Wi) Xi Zt2 T, Xi)Xis

und #? sind die Eigenwerte von A*A.
(e) Sind A;, As kompakte Operatoren mit A; > 0 und A — A; > 0, dann folgt 0 < A; <
A und fiir jeden j-dimensionalen Teilraum L

max (Avz, ) < max (Asz,7)
velt (x,x vell (x,7)

und nach 7.27

A A
Aj(A1) = min max (Arz, ) < min max (457, 7)
LeN; zeLt+ (:L’, x) LeN; zeL+ (x, :L’)

= \j(A2),

fir j = 0,1,2,.... Nun gilt (A*B*BAz,z) = ||BAz|]*> < ||B|]?||Az|* = (|| B|?A* Az, z),
daraus folgt 0 < A*B*BA < ||B||*A* A, und daher

N(A*B*BA) < Ni(|| BIPA™A) = || B|*A; (A" A),

also s;(BA) < ||B]|s;(A) fur j > 0.
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(f) Aus (d) und (e) folgt
si(AB) = s;((AB)") = s;(B"A") < ||B*||s;(A") = [| Bl|s;(A).

(g) Es gilt nach 7.27

A*A
s2(A) = \;(A*A) = min max (A" Az, z)
I LEN; zeLt  (x,x)
daraus folgt
[Az]]

%(4) = min max o
Ist K € K;, dann ist auch K* € K; und es gilt (imK*)* = ker K, weil
(K*'z,y) =0Vz & (v,Ky)=0Vx & Ky=0.

Daher folgt

A
s;(A) < max | IH
zekerK ||,§L’H

Fir x € kerK gilt Az = (A — K)z und ||Az|| < ||A — K||||z] und somit

si(A) < [|A = K.
Fiir
i1
Kz = Kz = Zsk(A)<xv fr)ex
k=0

gilt andererseits

(A—Kj)z = Z sk(A)(z, fr)ex,

k>j
daher folgt ||A — Kj|| = supy; sp(A) = s;(A), also ist

5(4) = min 4 - K.

Beispiele 7.29. B
Der kanonische Lésungsoperator zu 0.
Wir wollen die inhomogene Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichung

a—l_L:g kurz Ou = f
0z
l6sen, dabei ist
ﬁ—l g—i-zg 2=x+1
oz 2\ar ay) Y

und g € A*(D).
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Sei
_ /D K (2, w)g(w)(z — w)~d\(w),

dabei ist K(z,w) der Bergmankern von A%(D) (siehe 1.35 (c)). Dann gilt

S(9)(2) = Zg(2) — P(9)(2),

wobei P : L*(D) — A?(D) die Bergmanprojektion bezeichnet (siehe 1.17) und g(w) =
wg(w). Wir behaupten S(g) ist eine Losung der inhomogenen Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichung:

8 =, _ag oP@G)

weil g und P(§) holomorphe Funktionen sind, daher ist 9S(g) = g. Weiters gilt S(g) L
A%(D), weil fiir beliebiges f € A*(D) gilt:

(Sg,f) = (3= P(9),f) =, f)—(P(@).f)=(9,f) = (@.Pf)=(3.f) = (9, f) = 0.

Man bezeichnet S : A%(D) — L?(D) als den kanonischen Lésungsoperator fiir 0.

Wir zeigen nun, dass S ein kompakter Operator ist. Dazu berechnen wir S* und zeigen
S*S ist kompakt, was nach 7.9 dquivalent zur Kompaktheit von S ist.

Fiir g € A%2(D) und f € L*(D) gilt

s0.0= [ ([ 5wt - 0 arxw) ) FEaxe

~ [ K- s ix) ) ixw) = (0.5

und daher ist

_ /DK(w,z)(z — W) () dA ().

ézfm%w@:
D

dann bilden die Funktionen ¢, (2) = 2" /¢, ,n € Ny ein vollstdndiges Orthonormalsystem
in A?(D) und der Bergmankern K (z,w) kann in der Form

00 — L
)=> %8
C

k=0

Wir setzen jetzt

geschrieben werden (siche 1.35 (c¢)). Nun berechnen wir

T X, 2k wrw" Cp2t
= o d)\(w) =) —— / dA\(w) = = ;
D; i ; o1 Jo G i
also gilt
ann—l
Spa)(2) =Zpulz) ~ 22— meN
n—1



Jetzt wird noch der Operator S* angewandt
-1

whzk zz" 2t
AZ Z— <Z— Cgl_l ) d)\(Z)

k=0

Dieses Integral wird in zwei Schritten berechnet : zunéchst die Multiplikation mit z

[T (e o

k=0 n—1

:/D > =5 dA(z) = — /zz —d\(2)

Cn = G

— / |Z‘2n+2 d)\
1 Cn
= ("; - = ) w"”.
Cn Ch—1

Nun noch die Multiplikation mit w

2\2" d\(z

n X k=k+1 n—1 k=k
— w/Z—ijz2 d)\(z)—w/an w;d)\(z)
D G D -1 o Gk
(cnw”‘1 cnw”_l)
= w N
i i
= ()’
daher folgt
Chi1 &
S*S(on)(w) = ( 2 — Ci—l) on(w) ;n=1,2,...,
fiir n = 0 zeigt eine analoge Rechnung
. ‘i
5*S (o) (w) = & poluw).
0

Wir erhalten daher

2

n C
(¢, %0 %+Z( e )(so,son)son

n—1

S*Sgp—

ow|»—lw

fiir jedes ¢ € A*(D). Eine einfache Rechnung liefert

1
= — 0 bein — oo,

Chi _ ¢
2 (n+2)(n+1)

2
2

womit die Kompaktheit von S*S und auch jene von S folgt.
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Ubungen

53. Sei X ein Banachraum und A € £(X) kompakt. Man beweise: der Kern von I — A
ist endlichdimensional.

54. Sei X ein Banachraum und A € £(X) kompakt. Man beweise: das Bild von [ — A
ist abgeschlossen.(Anleitung: verwende das open mapping Theorem fiir den Operator
I-A)

55. Man beweise: fiir jedes € > 0 existiert ein C. > 0 so, dass fiir alle z,y € R gilt:
lzy| < ex? 4+ Coy?.

Weiters zeige man: ist H ein Hilbertraum, dann gilt: fiir jedes € > 0 existiert ein C, > 0
so, dass |(z,y)| < €|lz]|* + Ce|ly||* Vx,y € H.

56. Sei H ein Hilbertraum und A € £(H). Man zeige, dass die drei folgenden Aussagen
dquivalent sind:
(i) A ist kompakt; (ii) fiir jedes € > 0 existiert ein C. > 0 und ein kompakter Operator
K. € L(H) so, dass

|Az|| < el|lz]| + C||Kex| Va € H.

(iii) fiir jedes € > 0 existiert ein C, > 0 und ein kompakter Operator K. € L(H) so, dass

||Ax||2 < e||93||2 + C’E||KE:17||2 Vr € H.

57. Man zeige: ist H ein Hilbertraum und X ein Banachraum, so ist ein Operator A €
L(H,X) genau dann kompakt, wenn fiir jede orthonormale Folge (e,)n>1 aus H gilt
Ae,, — 0 bei n — oo.

58. Man zeige: sind H; und Hy Hilbertraume, so ist ein Operator A € L(H;, Hy) genau
dann kompakt, wenn fiir beliebige orthonormale Folgen (e,,),,>1 in Hy und (f,),>1 in Hy
gilt (Ae,, f) — 0 bei n — oo.

59. Sei A € L(H) ein kompakter, selbstadjungierter Operator und p ¢ o(A) U {0}. Man
zeige: die Gleichung (A — pul)z = y hat fiir jedes y € H eine eindeutig bestimmte Losung
x € H.

60. Sei (dy)n>1 eine Nullfolge und D : [? — [? definiert durch D(§) = (dpxp)n>1 fiir
£ = (Tn)n>1 € 2. Man zeige: D ist ein kompakter Operator, ferner bestimme man die
s-Zahlen von D.
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8 Hilbert-Schmidt und nukleare Operatoren

Definition 8.1. Sind H; und Hs Hilbertrdume, so definiert man fiir 0 < p < oo die
Schatten p-Klasse als

SP(Hy, Hy) = {A € L(Hy, H) kompakt : (s,(A))n>0 € I"}.

Die Elemente von S?*(H;, Hy) heifilen Hilbert-Schmidt Operatoren , die Elemente von
S1(Hy, Hy) nukleare Operatoren .

Hilbert-Schmidt Operatoren kann man auf folgende Art und Weise charakterisieren

Satz 8.2.

Fiir jede lineare Abbildung A : Hy — Hs sind dquivalent:

(i) es gibt ein vollstindiges Orthonormalsystem (e;);er von Hy, so dass Y, ; || Ae;||* < oo;
(ii) fiir jedes vollstindiges Orthonormalsystem (f;)jes von Hy gilt 37, ; [|Af;||* < oo;
(i1i) A ist ein Hilbert-Schmidt Operator.

Beweis. (i) = (ii): Sei (e;)ier wie in (i) und (g;)ier ein vollstandiges Orthonormalsystem
von Hs. Dann gilt nach der Parseval’schen Gleichung 1.27

DolAalP =3 I(Agne)l’ =YY g Ae)P =Y [l Aei]|* < co.

leL leL iel i€l leL el

Ist nun (f;);es ein beliebiges vollstandiges Orthonormalsystem von H;, dann folgt analog

STALI2 = S 1A%l = 3 e < oo

jed leL iel

(ii) = (iii): Ist (e;)ier ein vollstdndiges Orthonormalsystem von H; und M eine endliche
Teilmenge von I, so setzen wir Pyx = >, (z, €;)e;. Dann folgt aus 1.27

(A= APy)z|| = AU = Pa)al = || Y (2, e)Aei|

ieI\M
1/2 1/2 1/2
< | D2 I Ael? ol@e)l | < | DD el ]l
ieI\M ieI\M ieI\M

Nach Voraussetzung ist > . ; [|Ae;]|* < oo, somit kann A durch endlichdimensionale
Operatoren im Sinne der Operatornorm approximiert werden, A ist daher kompakt und
besitzt eine kanonische Darstellung

Ax = Z Sn(T, T0) fo-
n=0
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Nach 1.34 existiert ein vollsténdiges Orthonormalsystem (;);es, welche das Orthonor-
malsystem (z,,),>0 umfasst. Dann gilt

ZHAngz ZHZSn £j7xn fn” —ZS < 00,

JE€I jeJ n=0

also ist A ein Hilbert-Schmidt Operator.
(iii) = (i): ist A ein Hilbert-Schmidt Operator, so besitzt A eine kanonische Darstellung
wie oben, und Aussage (i) folgt aus dem letzten Schluss im vorigen Beweisschritt. 0

Korollar 8.3. Ist A: Hy — Hy ein Hilbert-Schmidt Operator, so gilt fiir jedes vollstindige
Orthonormalsystem (e;);e; von Hy

= sn(A)? =D [ Aeil* > || Al
n=0

iel

Insbesondere ist vy eine Norm auf dem Raum Sa(H,, Hy) der Hilbert-Schmidt Operatoren
zwischen Hy und Hs.

Beweis. Es gilt

1/2
1Az]| = | > (2, ) Aes < (Z !|A6i!|2> [z,

iel icl
somit folgt die erste Aussage aus 8.2. Ferner siecht man leicht, dass A — (},; ||Aei||2)1/ ?
eine Norm ist. O

Sind nun H; und H, separable Hilbertriume und A € L(Hy, Hy), sowie (e,)p>1 ein
vollsténdiges Orthonormalsystem von H; und (f,,),>1 ein vollstiandiges Orthonormalsy-
stem von H,, dann gilt fiir alle x € H;

Az = Z(m, en)Aey,
n=1
und daher fiir alle 7 € N
(AZL’, f]) = Z(‘% en)(Aem f])
n=1

Die Koeffizienten von Az beziiglich (f;);>1 berechnen sich also aus den Koeffizienten von
x beziiglich (e,,),>1 mittels der unendlichen Matrix

a]n = (Aen,fj) s j,n - N.
Es folgt mit Hilfe der Parseval’schen Gleichung 1.27

Z jajn|* = Z |(Aen, f3)|* Z | Aen]l?,

j,n=1 j,n=1

und wir erhalten
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Korollar 8.4.

Sind Hy und Hy separable Hilbertraume, so ist A € L(Hy, Hy) genau dann ein Hilbert-
Schmidt Operator, wenn die Matriz (a;,)jn>1 von A beziglich beliebiger vollstindiger
Orthonormalsysteme quadratisch summierbar ist, d.h. wenn

o
Z |a;n® < o0o.
jn=1

In diesem Fall ist

va(A) = Y lagal®

Jn=1

Korollar 8.5.
Eine lineare Abbildung A : 1> — [? ist genau dann ein Hilbert-Schmidt Operator, wenn
es eine Matriz (aj,)jn>1 gibt mit 322 ajn|* < 00, so dass fir alle v = (2n)p>1 € 17

qilt
Az = (Z ajvnzzn)
n=1

Beweis. Hat A die angegebene Form, so gilt nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

o
1Az]3 < <Z Iaj,n|2> 13,

Jn=1

Jj=1

daher folgt alles aus dem vorigen Korollar. O

Satz 8.6.

Seien S C R™ und T C R™ offene Mengen und A : L*(T) — L?(S) eine lineare
Abbildung. A ist genau dann ein Hilbert-Schmidt Operator, wenn eine K € L*(S x T)
existiert, so dass

Af(s):/TK(s,t)f(t)dt . € LXT).

vo(A) = (/ST K (s,)|? ds dt) "

Beweis. Seien (gi)r>1 und (f;);>1 vollstindige Orthonormalsysteme von L*(T) bzw.
L*(S). Dann ist (hj);x>1 definiert durch

Ist dies der Fall, so gilt

hik(s,t) == fi(s)gr(t) , (s,t) € SxT

ein vollstindiges Orthonormalsystem von L*(S x T'). Denn fiir F' € L?(S x T) ist t —
F(s,t)f;(s) fast iiberall in L*(T). Aus F L h;y fiir alle j,k € N folgt wegen 1.27
angewandt fiir die Funktionen ¢ — F'(s,t)f;(s), dass diese Funktionen fiir alle j € N fast
tiberall beziiglich s in L?(T') verschwindet. Dies impliziert F' = 0 und dass (h;;);r>1 ein
vollstéandiges Orthonormalsystem bildet.
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Ist nun A ein Hilbert-Schmidt Operator und (a;y);x>1 seine Matrix beziiglich (gi)k>1
und (f;);>1, so ist nach 8.4

j{: a]khﬂk S, t j{: a]kfy gk

7,k>1 7,k>1
in 12(S x T) und |Kl2 = 3, 4o, a4l? = va(A). Fiir f € IA(T) gilt:
= ajilf. 90 fi(s) /Za’jkf] $)gu(t) f(t) dt = /KSt
k=1 k=1

Ist umgekehrt A durch einen Kern K € L*(S x T') gegeben, so ist A stetig, da

sl < ([ itsopasi) [ 15

Fiir die Matrix (a;x);x>1 von A gilt fiir alle j, k € N :

~ (Age. £) /(/Kstgmdt) () ds = (K, hy).

Aus der Bessel’schen Ungleichung und 8.4 folgt daher, dass A ein Hilbert-Schmidt Ope-
rator ist. U

Beispiele 8.7. B
Wir beweisen, dass der kanonische Lsungsoperator S : A%(D) — L*(D) fiir J sogar ein
Hilbert-Schmidt Operator ist. Nach 7.29 ist S ein kompakter Operator und es gilt

- / K (2, w)g(w)(z — w)~dA(w),
fiir g € A%(D).

Wir zeigen, die Kernfunktion (z,w) — K(z,w)(z — w)~ liegt in L*(D x D).
K(zw)=2 %E)Q ist nach 1.35 ¢) der Bergmankern von D. Somit ist zu zeigen, dass

a
/ / 11— Zu||24 (2) dA(w) < oo.

Eine einfache Abschitzung zeigt |z — w| < |1 — zw|, for z,w € D. Daher gilt

//H_ZJ; )dA(w)S/D/Dmdx(z)dA(w).

Mit Polarkoordinaten z = 7 e? und w = s €*® kann man das letzte Integral folgenderma-
Ben schreiben

// ///2”/27r rsdfdédrds
|1—zw\2 1—27rscos(d —¢)+1r2s?
1 1 2m 2m 1 — 2 .2
:/ / / / rs "5 40dedrds.
o Jo Jo Jo 1—2rscos(d—¢)+r2s? 1—r2s?
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Integration des Poissonkerns beziiglich 6 liefert

27 1_p2
dd =27 ,0<p<l.
/0 1 —2p cos(f — @) + p? " P

Somit folgt

1 1 2 27 1—7°2$2 e
dOdodrd
/o/o/o /0 1—2rscos(f—¢)+r2s? 1—r2s? ¢ drds

'og(1 — s?)

(2 = (o) | =7/ .
) // 1_T282drd8 (71‘)/0 5 ds < oo
Satz 8.8.

Ein Operator A € L(Hy, Hs) ist nuklear genau dann, wenn es Folgen (x;);>0 in Hy und
(yj)j=0 in Hy gibt, so dass

Aw =) (w,a;)y; , x € Hy und Y |lay|llysl| < oo.
=0 =0

Beweis. Ist A nuklear, so ist (s,(A)),>o € I*. Daher hat die kanonische Darstellung von
A die angegebenen Eigenschaften.
Hat andererseits A die angegebene Darstellung, so gilt fiir jedes m € N

1A = Z 23)y5l| < Z [l 1l

j=m+1

Daher ist A ein kompakter Operator und hat nach 7.24 die kanonische Darstellung
A:L’—an Wz, en)fn, x € Hy.

Fiir jedes n > 0 gilt nach Definition der s-Zahlen und der Bessel’schen Ungleichnung

oo
E ejaxk yk7f]

k=0

n

Zsj(A) ZAe],fJ Z

J=0

0
Daher folgt (s,(A))n>0 € I*. O

Beispiele 8.9. Sei S > R > 0und E : A%>(Dg) — A?(Dp) die Einschriinkungsabbildung,
die jeder holomorphen Funktion f auf Dg = {z : |z| < S} ihre Einschrankung auf
Dr ={z : |2| < R} zuordnet.

Wir zeigen, der Operator F ist nuklear, als Operator zwischen den Bergmanridumen
A?(Dg) und A*(Dg). Sei dazu f € A?(Dg) mit Taylorentwicklung f(z) = > 7, a,2". Die
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normierten Monome ¢f(z) = /2 =25 bilden ein vollsténdiges Orthonormalsystem in

A%(Dg), und da f auch in A?(Dg) liegt, gilt in A%(Dp)

F=Y (freDrel,
n=0

dabei ist (.,.)r das innere Produkt in A?(Dpg) und

[ T n
(fa(pf)R: n+1anR +1-

Fiir die normierten Monome 2 in A?(Dyg) gilt

Rn+1
(f, %}E)R = (f, Snrl SDS)S,

dabei ist (.,.)s das innere Produkt in A%(Dg), weiters ist die Holomorphie von f ganz
wesentlich fiir diese Identitdat. Daher folgt

> e n+1
Ef =) (frefrel =Y (f Gt Pn)s P
n=0 n=0

und weil

0 Rn—l—l o0 Rn+1
S gy eSls el = 3 ooy < o0,
n=0 n=0

ist £ : A%(Dg) — A%(Dg) nuklear.

Abschlielend beweisen wir noch die Fredholm’sche Alternative:

Satz 8.10. Sei H ein separabler Hilbertraum und T € L(H) ein kompakter, selbstadjun-
gierter Operator. Dann gilt:

(i) ker(I — T) ist endlichdimensional;

(11) im(1 —T) ist abgeschlossen mit endlichdimensionalen orthogonalen Komplement (von

endlicher Kodimension);
(ii) im(I — T) = H < ker(I — T) = {0}.

Beweis. (i) Wir wissen bereits, dass die Eigenrdume von 7" endlichdimensional sind (siehe
7.20).

(i) Sei (Yn)nen eine Folge in im(I — 7T") mit lim, o ¥, = y in H. Wir haben zu zeigen,
dass y € im(I — T'). Seien x, € H mit y,, = x,, — Tx,,. Wir konnen voraussetzen, dass
x, € ker(I — T)*, weil sonst y, = 0 wire. Nun behaupten wir zunichst, dass die Folge
(7n)nen beschrénkt ist: angenommen es existiert eine Teilfolge (w,;); mit |z,,| — oo,
dann betrachten wir die Folge u,; = 7y, /||y, | und stellen fest, dass

1
T (xnj - Txnj) = —ynj — 0 (*)

Uy, — LUy = =
" o || [0,

Auflerdem ist die Folge (uy,); beschrénkt, besitzt daher nach 6.24 eine schwach konver-
gente Teilfolge, die wir ebenfalls mit (uy,); bezeichnen. Da T' kompakt ist, ist (T'u,,);

71



stark konvergent (7.8). Aus (*) folgt nun, dass auch der Limes lim;_, u,; = u existiert
und Tu = u gilt, weiters ist ||u|| = 1, andererseits jedoch u € ker(I — T)*, also u = 0,
Widerspruch!

Somit ist die Folge (z,,), beschrinkt und es existiert wieder eine schwach konvergente
Teilfolge (,,,); mit Limes z,.,. Weil T' kompakt ist, ist die Folge (1T'z,); stark konvergent
mit Limes y.,. Dann gilt

(T, 2) = (10, T"2) = (Too, T72) = (T200,2), V2 € H
also T'Tog = Yoo und lim; o T'x,,; = T'xo. Daraus folgt

Wie oben erhélt man lim; ., 7, = %o und schliefllich y+T'ro, = 2 oder y = Too—TT0o .
Wenn ker(/—T") = {0}, dann ist auch ker(/—7") = {0}, und weil im(/—7") abgeschlossen
ist, gilt

im(I —T) = ker(I — T*)* = H.

Die Umkehrung folgt aus 7' = T™.
Es gilt
im(/ —T)*" =ker(] —T*) =ker( —T),
und daraus folgen die restlichen Behauptungen.
O

Bemerkung 8.11. Der letzte Satz stimmt auch fiir A\l — T fir jedes A € C\ {0}.
Die Fredholm’sche Alternative gilt allgemeiner fiir kompakte Operatoren auf einem se-
parablen Banachraum: siche [MV].
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9 Sobolevraume

Um den geeigneten theoretischen Rahmen zur Behandlung unbeschrankter Operatoren
(insbesondere Differentialoperatoren) zu schaffen, benétigen wir einige grundlegende In-
formationen iiber die Fouriertransformation und iiber Sobolevriaume.

Definition 9.1. Fiir Vektoren x, & € R" setzen wir 2§ = > ;¢ und 2> = 377, 7.
Ist f € L'(R"), so wird durch

~

flQ =0t [ faear  cer

eine Funktion f auf R™ definiert, welche man die Fouriertransformierte von f nennt. Die
Abbildung f — f heifit Fouriertransformation .

Ist a € R" und f eine Funktion auf R", so wird die Translation von f um a durch
T.f(x) = f(x—a) definiert. Offenbar ist T, eine Isometrie auf LP(R™) fiir jedes p € [1, o0].
Fiir f,g € L'(R") definieren wir fiir x € R :

frg(z) = . fy)g(x —y)dy,

und nennen f x g die Faltung von f mit g.

Satz 9.2.
Fiir f,g € LY(R") , z,& € R™ und \ > 0 gelten:

(i) (T.f)(€) = e € f(€), (i) [ * 9(€) = (2m)™2F(€)§(€),

A

(iii) Jgu F(£)g(A) dE = [g. F(A)G(E) dE.

Beweis. (i) folgt durch eine Variablentransformation. Fiir (ii) verwendet man den Satz
von Fubini

Fra©) = en ™ [ e [ pgte =) dyds

—(am [ [ e y)g(a) dyda = )2 (€3(6)

Fiir (iii) verwende man die Variablentransformation ' = A™'z und £ = A\¢ und den Satz
von Fubini:

/ . ( e dx) 9N dE = | fA') ( / g(€)e e dg’) da'.
0

Um die Umkehrformel zur Fouriertransformation zu beweisen, verwendet man die Funk-
tion

1
o(z) = exp(—§|x|2) , T €R"
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und die Tatsache, dass ¢ € L'(R") und ¢ = ¢ (Cauchy’scher Integralsatz). Weiters
setzen wir fiir o > 0 :

—n —n |"’lj|2 —-n —-n n
0o (z) = (2m) 26 " exp <_Tﬂ = (27) 20 "p(x/0) , x € R™.

Dann gilt:
/ Yo(r)dr =1 | lim o () dz =0,

770 Jialzs
fiir alle 0 > 0, sowie
Po(8) = (2m) " p(0¢),

fiir alle £ € R™.
Auflerdem ist ¢, € LP(R") fiir alle p € [1, 00| und fiir p € [1,00) und f € LP(R™) gilt in
LP(R™) :

lirr(l] f*xp,=1f.
Sei Co(R™) der Raum aller stetigen Funktionen f auf R", fiir die fiir jedes € > 0 eine
kompakte Teilmenge K C R™ existiert, so dass sup,cgn\ x | f(7)] < €.

Satz 9.3.

(i) Fiir jedes f € L'(R") ist f € Co(R™).

(i) Seien f € L*(R") und f € L*(R™). Dann besitzt f einen Reprisentanten in Co(R™),
und fiir diesen gilt:

J@)=@m | JEe e,

fiir alle x € R™ (Umkehrformel), weiters ist dann f(z) = f(—x)

Beweis. Es gilt - A )
Fxeq(€) = 2m)"2f()$4(€) = f()p(at), (%)

fiir alle £ € R", also ist f/*—E, € Co(R™) fiir alle ¢ > 0. Aulerdem folgt, dass fiir o — 0
die Funktionen f * ¢, gleichméflig auf R™ gegen f konvergieren. Daher gilt f € Co(R™).
Ist f € L'(R™), so folgt aus (*) und 0 < ¢ < 1, dass f * ¢, € L'(R"), fiir alle o > 0.

Somit gilt bei ¢ — 0, dass ||f * ¢» — f|l1 — 0 (Satz iiber die dominierte Konvergenz).
Aus 9.2 (iii) folgt

| J©e0)de= | JOw)e(e)de, YA>0,

R

Setzt man zunéchst voraus, dass f beschrinkt und stetig ist, dann ergibt wieder der Satz
iiber die dominierte Konvergenz, dass bei A — 0

| J©de= | JO)e()de = (2m)"7[(0).

Also gilt die Umkehrformel fiir z = 0. Wendet man nun den Fall z = 0 auf 7", f an
und beachtet (T_,f) (&) = € f(£), so erhdlt man die Umkehrformel fiir stetige und
beschrénkte Funktionen.
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Daher kann die Umkehrformel nun auf die stetige und beschréinkte Funktion m
anwenden und erhalt, dass f * ¢, fir o — 0 gleichméBig auf R™ gegen die Funktion

gla) =@ | J(€)e de = f(~)
Rn
konvergiert. Wegen f € L*(R™) folgt aus (i), dass g € Co(R™). Da f % ¢, in L*(R™) gegen
f konvergiert, folgt g = f in L*(R"), also f = g € Cy(R"). O

Wir setzen nun R
L:={fecL'R" : fe L' R}
Aus dem letzten Satz folgt, dass die Fouriertransformation L bijektiv auf sich abbildet.

Lemma 9.4.
Fiir jedes p € [1,00) ist L ein dichter Teilraum von LP(R™).

Beweis. Nach 9.3 ist L C L°(R™) N L'(R™) und daher
[f (@) de < | fIE Al VS € L.
R

Hat nun eine stetige Funktion f kompakten Trager, d.h. f € C.(R"), so ist f * ¢, nach
9.2 in L. Andererseits konvergiert f*, in LP(R™) gegen f bei o — 0. Daher ist L dicht
in LP(R™). O

Satz 9.5. (Satz von Plancherel) R
Es gibt einen unitiren Operator F in L*(R™), so dass F(f) = [ gilt fiir jedes f €
LY(R™) N L*(R™).

Beweis. Zunéchst gilt fiir jedes g € L :

i) = en ™ [ e = o ([

n

Ge)ee ds) _ 5.

n

Daher gilt nach 9.2 fiir f € L'(R") und g € L fiir das innere Produkt in L*(R") :

Gy = [ JeaEas= [ swian= (.o
Daher wird durch f — f eine Isometrie des in L2(R™) dichten Teilraumes L nach L2(R™)
definiert. Diese setzt sich zu einer Isometrie F : L?(R™) — L?(R"™).
Setzt man Gf : £ — Ff(=£), so ist auch G eine Isometrie, und auf L gilt nach 9.3
GoF =id. Weil L in L*(R™) dicht ist, gilt Go F = id auf L*(R"). Daher ist G und damit
auch F bijektiv. Folglich ist F unitér.
Weil fiir f € L'(R") N L2(R") und g € L gilt

| J©30de = (f.9) = (F[.Fg) = | FI©)(E)de.

RTL

Weil {g : g € L} = L in L*(R") dicht ist, impliziert dies , dass Ff und f als Elemente
von L*(R™) gleich sind. O
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Bemerkung 9.6.
(i) Fiir jedes f € L*(R") gilt im Sinne der L?-Konvergenz:

Ff() = lim (27r)_"/2 / <Tf(:x)e_””5 dux,

T—o00

weil die durch Fr(z) = f(z) fiir x| < T und Fr(x) =0 fir |z| > T definierte Funktion
Frin LY(R™) N L?(R") ist und bei T — oo in L*(R™) gegen f konvergiert.

(ii) Fiir jedes g € L*(R™) ist F'g(x) = Fg(—=x), siehe 9.5. Daher gilt nach (i) im Sinne
der L*-Konvergenz

Flg() = lim (27) "2 / 9(6)e" de.
le|<T

T—o00

Korollar 9.7.

Ist f € L*(R™) und Ff € L*(R"), so ist f € Co(R™), und es gilt:
1 flloo < IF £l

Beweis. Nach 9.6 (ii) und 9.5 gilt

f(a) =F o Ff(x) = F o Ff(~u) = Ff(~a).
Wegen Ff € L'(R") folgt hieraus mit 9.3 die Behauptung. O

Mit Hilfe des Satzes von Plancherel fithren wir nun die folgende Familie von Hilbert-
rdumen ein:

Definition 9.8.
Fiir s € [0, 00) sei

H* ={f € L*R") : (1+[£)PFf(&) € L*(R)},

versehen mit der Norm

1= ([ 0+ lepriEser ac) "

Fiir s € (—00,0) sei H* die vollstéindige Hiille von L?*(R™) beziiglich der Norm ||.||,. wir
nennen H?® den Sobolevraum zum Exponenten s € R.

Bemerkung 9.9.
Fiir s > 0 wird die Norm ||.||s offenbar durch das innere Produkt

(Fa)= [ L+ Py FHOFo@

erzeugt. Ist L** := L*(R™, (1 + |£[*)® d€), so ist L** ein dichter Teilraum von L*(R")
und H*® = F~Y(L**). Daher folgt aus dem Satz von Plancherel, dass F den Raum H*
isometrisch auf den Hilbertraum L?* abbildet. Folglich ist H* ein Hilbertraum, und es
gilt H° = L*(R").

Fiir s < 0 ist L*(R") ein dichter Teilraum von L** und daher setzt sich F zu einer
Isometrie von H* auf L*® fort, welche wir ebenfalls mit F bezeichnen. Daher ist H® ein
Hilbertraum.
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Lemma 9.10.

(1) Fiir 0 < s <t gelten H' C H* und ||.||s < ||.||; auf H".

(ii) Fir s < t < 0 setzt sich die Identitit von L*(R™) zu einer stetigen Einbettung
ji: H' — H® fort, und es gilt fiir alle f € H'

172 flls < 11 £1]e-

Beweis. (i) folgt aus der Definition. Bei (ii) bezeichnen wir mit ¢ : L*»' — L** die
Inklusion und setzen

ji=F loifo F.
Weil j¢ auf L*(R™) die Identitét ist, folgt die Behauptung. O

Wir betrachten die Einbettung j; von 9.10 als kanonisch und werden sie nicht mehr
extra angeben; in diesem Sinne ist dann H' C H*® fiir alle s, € R mit s < ¢, und es gilt
I-lls < II-lle auf H*.

Lemma 9.11.
(i) Fiir t > 0 setzt sich das innere Produkt in L*(R") auf H' x L*(R™) zu einer stetigen
Sesquilinearform

(,):H'*xH'"—C

fort. Es gilt dann
(f,9)= [ F(HIEF(9)(E)dE.

R
(11) Die Sesquilinearform aus (i) setzt H' und H™" in Dualitit zueinander, d.h.

(H) ={fr=(f9) rgeH "} , (H)={f—(9,f) g H}.

(111) Die durch (ii) gegebenen Isomorphismen (H') = H™" und (H™")' = H' sind isome-
trisch.

Beweis. (i) Fiir f € H' und g € L*(R") gilt nach dem Satz von Plancherel

\(f,9)l = (Ff, Fg)l =

/n(l +IEP) P FFOA+[E)2 Fg©) d| < [ fllllgll-e.

Nach Definition von H~* folgt hieraus (i).

(i) Nach (i) ist f — (f, g) fiir jedes g € H™" ein Element von (H')'. Um nachzuweisen,
dass man auf diese Weise ganz (H') erhilt, sei y € (H')" vorgegeben. Weil H' ein
Hilbertraum ist, gibt es nach 1.16 ein h € H' mit ||h||; = ||y]|, so dass

y(f) = (f; h)s

fiir alle f € H'. Wir definieren H € L*>~* durch H(§) := (1 + [£]?)!Fh(£) und setzen
g :=F'H. Dannist g € H!, und fiir alle f € H? gilt

o) = [ (LHIERIFHOTRE e = (1.9)

Den zweiten Teil von (ii) beweist man analog.
(iii) Der Beweis von (ii) liefert ||y|| = ||kl = [|H]|L2—t = ||g||—¢- O
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Die Rédume (H");cg bilden eine fallende Skala von Hilbertrdumen und (H*)" kann mit
H~" identifiziert werden.

Lemma 9.12.
Fiirt] <ty <ts und f c H gllt

t3—to oty

LAl < AN MMl

Beweis. Dies folgt aus der Holder’schen Ungleichung und der Definition der Norm in

L*', wenn man beachtet, dass fiir p := =L, ¢ := 2= und f € H™ die Funktion
(L 1P FOP)YP in LP(R™) und (1 +[€]*)*|£(£)[*)/ in LI(R") ist. O

Wir untersuchen nun die Differenzierbarkeitseigenschaften der Elemente von H®. Dazu
setzen wir fir f € H°und 1 < j<n:

D;f =F YFfe H™,

wobei &; die Multiplikation mit der Variablen ¢; bezeichnet. Ist & = (aq,...,a,) € Nj
ein Multiindex und |a| = >°7 | a;, so setzen wir D* = D{"... Dy und erhalten fiir
feH?

Df = F'¢Ffe H T,

wobel £ = £ ... €0, also ist fiir jedes o € Nj der Operator D* stetig und linear als
Operator von H* nach H*~1*l mit Norm gleich 1.
Wir interpretieren nun die Operatoren D; und damit auch die Operatoren D als Ablei-

tungsoperatoren.

Lemma 9.13.
Fiir jedes f € H® und 1 < j <n gilt in H*™' (mit e; = (6;,)"_,)
1 f(z+hej) — f(o)
Diftw) =5 lim h ’
Beweis. Nach 9.2 folgt F(T,f)(€) = e " F f(€) fiir alle a € R™ und alle f € H*. Daher
gilt fiir alle h € R\ {0}

F (5 U+ 1) = 1)) © = 7 (9 -1) 1)

1

Wegen '

i (¢4~ 1) < g
fir alle h € R\ {0} , & € R folgt die Behauptung aus dem Satz {iber die dominierte
Konvergenz und der Definition der Norm in L*71!. O

Bemerkung 9.14.

Fiir s > 1 konvergiert der Differenzenquotient in 9.13 in L*(R™). Weil jede in L?(R")
konvergente Folge eine Teilfolge besitzt, die fast {iberall konvergiert (siehe [R1] oder
[MV]), existiert eine Nullfolge (h,),>1 in R und eine Lebesgue-Nullmenge N C R™, so
dass fiir alle z € R\ N die Folge (i *h,'(f(z + hn%,-) — f(2)))n>1 konvergiert. Ist f

sogar in H* N C*(R™), so stimmen daher D;f und %a_g{] fast iiberall {iberein. Also gilt
191 — p,fin L*(R™). Induktiv folgt

i Ox;
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Korollar 9.15.
Istk €Ny, k<sund f € H NCFR"), so gilt fiir alle || <k in L*(R") :

olel
ozt ... 0xon

Wir zeigen nun, dass die Elemente von H? fiir hinreichend grofle s bis zu einer gegebenen
Ordnung im {iiblichen Sinne differenzierbar sind. Dazu setzen wir fiir k € N :

CHR™) := {f € CF(R™) : f@ € Cy(R™) Va € NI mit |a| <k},

Dof =il — el o),

versehen mit der Norm

£l = sup{|f(z)| : 2 €R", |a] < k}.

Satz 9.16. (Finbettungssatz von Sobolev)
Fiir k € Ny sei s — k > n/2. Dann ist H® in C¥(R™) enthalten, und die Einbettung ist
stetig.

Beweis. Fiir jedes f € H® gilt nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

L QP Er e = [+ €B 0+ IR A de

1/2
<Ifl ([ avieprae) = .
Fiir k = 0 folgt hieraus Ff € L'(R"). Nach 9.7 gelten daher f € Co(R"™) und

[fllo < 1FFx < ClIAs-
Fiir £ > 1 folgt aus (*) und 9.2, dass in L'(R") gilt

SFHE) = fim - (9 = 1) 71 = g 7 (T f = 1))

—01

Nach 9.7 konvergiert daher i=1h=1(T _he;,f — f) gleichméflig auf R™ gegen D;f. Da wir
bereits wissen, dass f, also auch T_j,, f in Co(R™) sind, ist D;f € Co(R™), und es gilt
nach 9.7 und (*)

1D flloo < 1EF Fllx < ClIfls-

Iteriert man diese Argumentation, so erhélt man die Behauptung. O

Wir beschreiben nun die ganzzahligen Sobolevraume, ohne die Fouriertransformation zu
benutzen.

Lemma 9.17.

Fiir jedes s € R gilt

(i) IFIZ = Iy + 225 1D fII fiir alle f € H*.

(ii) H* = {g = go+ 3.1 Djg; : g; € H**" fiir j =0,...,n} und ||.|[s ist dquivalent 2u
-], wobei

lglls = inf{(|lgoll? 1+Z||g]||5+1 )2 g=g0+>_ Djgs, 9; € H'™ fiir j=0,...,n}.
j=1
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Beweis. (i) folgt aus

1712 = / 1+ ey (1 + fo—) F Q)P de.
j=1

(ii) Tst g € H*® gegeben, so setzen wir h(§) := (1 + X7 [§;]) 7' Fg(§) und hy(€) =
h(¢)signé; , 1 < j < n. Dann sind g := F'h, g; := F 'h; in H** und es gilt
9= g0+ 5 Djg;, sowie

lgollZ 1 + > llgsllZes = /Rn(l HEP (RO + D i (E)) de
j=1 j=1

= /Rn(l +IE) (1 + Z 16172 (n+ DIFg(©)*ds < (n+ 1)llgll<-

Also ist H® in der angegebenen Menge enthalten, und es gilt ||.||s" < v/n + 1]|.||s.
Andererseits ist die angegebene Menge nach 9.12 in H® enthalten und mit Hilfe der
Dreiecksungleichung folgt auch ||.||s < vn+ 1.4 0O

Definition 9.18.
Ist f € L*(R") und existiert

h—0 ih

in L?(R™), so bezeichnen wir diesen Grenzwert mit D; f und nennen ihn die L*-Ableitung
von f nach der Variablen &; . Rekursiv erklirt man analog die L*-Ableitungen D f.

Satz 9.19.
Fiir jedes k € N ist H* die Menge aller L?-Funktionen f, fiir welche alle L?-Ableitungen
D> f bis zur Ordnung k existieren, und es gilt

k!
(k —|a)ar!. .. a,!

£ = D BraID*fll72 mit Bya =

la| <k

Weiters ist die Norm

70 = 111 + > 1D fIIZ

|a|=k
dquivalent zu || f1|x.
Beweis. Nach 9.13 folgt rekursiv, dass fiir jedes f € H* alle L?-Ableitungen bis zur
Ordnung k existieren. Den Beweis der Umkehrung fithren wir fiir k=1. Dazu sei f eine

L*-Funktion, deren erste Ableitungen D, f alle in L*(R™). Daher ist (1+ |£]*)|Ff(§)]? €
LY(R™), also f € H'. Aus

k k!
arlerr= 3 (B)amgn= ¥ e = Y B

o [=k lal <k lal <k
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und der Definition von ||.||x folgt nun die angegebene Identitét.
Die letzte Aussage folgt aus der Ungleichungskette

L+ IZk € < L1+ [¢)" < G lek 67 < C5(1 + max ) < (1+ |Zk €7,
o|l= ag e

mit geeigneten Konstanten C, Cy, C3, die nur von n und k abhéngen. 0

Definition 9.20.
Aus dem Sobolev’schen Einbettungssatz und 9.19 folgt

(VH* ={f €C*R") : f € L*(R") VYo € Ny}.

s>0

Wir nennen diesen Raum Djz(R™). Er ist dicht in H® (denn C.(R") ist offenbar in
M=o L**(R™) enthalten und dicht in L**(R™), daher ist F~'C.(R™) in Dj2(R") enthalten
und dicht in H*.)

Auflerdem setzen wir

D(R"™) :={f € C>(R") : Tr(f) kompakt},
wobel Tr(f) ={z € R" : f(x) #0}".

Beispiele 9.21. Die folgende Funktion ist in D(R") :

0 sonst

bt {7 <

Es gilt Tr(¢p) = {z € R" : |z| < 1}.

Satz 9.22.
D(R™) liegt dicht in H*fiir alle s € R.

Beweis. Sei 1) wie im obigen Beispiel. Fiir k € N setzen wir

Xi(z) =™ Ll<k+1¢(x —y)dy , c:= /n W(z) da.

Dann ist x € D(R") mit Tr(xx) C {z € R" : |z| < k + 2}, und es gelten xx(z) =1 fur
|z| < k sowie

sup [ (@) < et [ @) dx, (%)
reR™ Rn

fir alle € Nj. Fiir f € Dr2(R") und k € N ist daher f := fx; in D(R"). Aufgrund
der Leibniz-Formel gilt fiir alle o € Nj :

PO 0 = (=) = 1O = ()0,
B<a,f#a
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mit (ﬁ) =11, (5 ). Hieraus folgt mit (*), dass es zu jedem a € N ein C,, > 0 gibt, mit

1 = e < €0 3 (/ )\2dx)1/2.

z|>k
Daher konvergiert (f]ia))k21 in L?(R") gegen f fiir jedes a € Nj. Da Dy2(R") in H*
dicht ist fiir alle s € R, folgt hieraus die Behauptung.
O

Sind f,¢g € D(R") und a € Nf, dann folgt durch partielle Integration fiir das innere
Produkt in L?(R") :
(Df,9) = (f,D%). (%)

Dabei bewahrt sich auch die Notation D, f = —i gg :

D, f()glaydr =i | S )5 [ J@)Dyga)d

Rn l']

Da sich dieses innere Produkt nach 9.11 fiir jedes s € R zu einer stetigen Sesquilinearform
auf H~*x H* fortsetzt, folgt aus 9.13 und 9.19, dass (*) sogar fiir alle f € H—**lel | g € H*
gilt. Ist s > |al, so ist D*g € L*(R™). Weil D(R™) in L?(R") dicht liegt, ist D*g bereits
dadurch eindeutig bestimmt, dass (*) fiir alle f € D(R") gilt. Dies gilt auch, wenn
man nur g € L?(R") voraussetzt; allerdings ist dann die Existenz von D®g nicht mehr
gesichert.

Definition 9.23.
Falls zu g € L?*(R") ein D%g € L*(R"™) existiert, so dass (*) fiir alle f € D(R") gilt, so
nennt man D%g die a-te schwache Ableitung von g.

Die Bedeutung der schwachen Ableitung klart der folgende Satz:

Satz 9.24.
Fiir jedes k € Ny st

H* = {f € L*(R") : f besitzt schwache Ableitungen D*f € L*(R™) Vo € NI mit|a| < k},
und es gilt || f||? = ngk Bk,a||Daf||2L2

Beweis. Jedes f € H* besitzt fiir |a| < k nach der Voriiberlegung schwache Ableitungen
D*f € L*(R™), und nach 9.19 gilt die Aussage iiber || f]|x.

Besitzt umgekehrt f € L*(R") schwache Ableitungen D°f in L*(R") fiir |a| < k, so gilt
nach 9.15 und 9.6 fiir alle ¢ € D(R") und |a| < k:

/n PEFFE) de| = (D%, )l = (¢, D*F)] < llellz 1D fll22 = @]l 22 1D f] -

Weil mit D(R") auch F(D(R")) in L*(R") dicht liegt, folgt hieraus, dass £*F f(€) fiir
la] <k in L*(R™) ist. Da es ein C' > 0 gibt mit

(1+ [¢[)* 1+Z|@ F<o P

o<k
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fiir alle ¢ € R™, erhalten wir
[averriErore<e Y [ jeFore <.
n ‘a|§k Rn
Also ist F(f) € L**(R") und daher f € H*. O

Definition 9.25.
Sei ) eine offene Teilmenge von R"™. Wir setzen

D) :={f e DR") : Tr(f) Cc Q}
und definieren fiir s € R den Raum H{(Q2) als die AbschlieBung von D(£2) in H*.

Da D(2) offenbar ein linearer Teilraum von H* ist, ist H$(2) ein Hilbertraum. Aus 9.10
folgt, dass fiir s < t der Raum H{(Q) stetig in H§(2) eingebettet ist. Fiir beschrinktes
Q) gilt dariiber hinaus:

Satz 9.26.
Fiir jede beschrdnkte, offene Menge €2 in R™ und alle s,t € R mit s <t ist die Finheits-
kugel von H{(QY) relativ kompakt in H§(Q), d.h. die Einbettung

Ji + Hy(2) = Hi ()
ein kompakter Operator.
Beweis. Wir wéhlen ¢ € D(R") mit ¢|, = 1. Dann gilt fiir f € D(Q) :
(1) fE) =fol@) =m0 | fa)ole)e ™ de, R
R

Aus der Umkehrformel folgt ¢(z)e™™¢ = F~1(T_¢p)(x). Daher gibt es zu jedem r > 0
ein C' > 0, so dass fiir alle £ € R mit [£] < r gilt:

lo()e N2, = IT-¢ Nz = o [y + (L + [y[*) ™" dy

= [ |eW)PA+]y—&P)Tdy <C* | 1@W)P+ |y*) " dy = C?|lel2,.
R» R»

Fasst man nun das Integral in (1) im Sinne von 9.11 (i) auf, so folgt fiir |£] < r:

2)  F O < Clfllellel -
Da fiir 1 < j < n gilt

a f .
oLe)=m " [ fapla) (i) de,
agﬁ Rn
erhélt man analog zu jedem r > 0 ein D > 0 mit
of
(3) % (5)' < D fll,
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fir €| <rund 1 <j <n. Aus (2) und (3) folgt, dass fiir jedes f € HE(Q) die Funktion
f in CY(R") ist, und dass (2) und (3) fiir alle f € H{(Q) gelten.

Ist nun ( f)gen eine Folge in der Einheitskugel U von H}(Q), so folgt hieraus, dass (f,)nen
auf jeder kompakten Teilmenge von R™ die Voraussetzungen des Satz von Arzela-Ascoli
erfiillen: Beschrénktheit und gleichgradige Stetigkeit (siehe [MV]). Nach dem bekannten
Diagonalfolgenargument gibt es daher eine Teilfolge ( f,,, )xen, welche auf jeder kompakten
Teilmenge von R™ gleichméBig konvergiert. Um nachzuweisen, dass (f,, )ren in Hg(£2)
konvergiert, seien f € D(£2) und R > 0 fixiert. Dann gilt

V- </Zg3'f(5”2““+'5F)Sdf)lﬂ‘* </;23'f<fnzu-+|sﬁ>8d€)lﬁ

< M(R) sup |f(€)] + (L+ )2 f]l.
I€I<R
Diese Abschitzung gilt wegen (2) fiir alle f € H{ (). Wendet man sie fir grofles R in
dieser Form auf f, — f, an, so folgt, dass (f,, )ren eine Cauchy-Folge in H{(Q) ist.
Daher ist U in H(2) relativ kompakt. O

Aus dem Sobolev’schen Einbettungssatz 9.16 folgt, dass fiir offene Mengen €2 in R, die
von R™ verschieden sind, der Raum HE(2) fiir k¥ > n/2 nur Funktionen enthiilt, welche
samt allen Ableitungen bis zur Ordnung & — n/2 am Rand von € verschwinden. Die
Dualitat wie bei den Rdumen H? ist daher nicht zu erwarten.

Definition 9.27.
Fiir jede offene Teilmenge 2 von R™ und s € R setzen wir Hi($2) := H;*(Q)".

Fiir s < t ist die Einbettung j : H;*(Q) — H, " () stetig und hat dichtes Bild,
da D(Q) in allen Raumen H(Q) dicht liegt. Daher ist j' : HL(Q2) — HE() stetig
und injektiv. Wir fassen HE(Q) vermoge j' als Teilraum von HZ(Q) auf und erhalten so
eine fallende Skala (HZ(f2))ser von Hilbertrdumen. Wegen HJ(Q) = L?(Q) kénnen wir

HX(Q) = HQ(Q) mittels des inneren Produktes in L*(Q) mit L?(Q2) identifizieren. In
diesem Sinne ist dann H () fiir s > 0 ein Teilraum von L?((Q).
Fiir o € Nj mit || < k definiert der Ableitungsoperator D* eine stetige lineare Abbil-
dung von H;*(Q) nach Hy* (). Die ebenfalls mit D® bezeichnete duale Abbildung ist
daher eine stetige lineare Abbildung von H:**(Q2) nach H3(Q).

Definition 9.28.
Fiir f € L?(Q2) bezeichnen wir mit D*f € L*(Q) die a-te schwache Ableitung von f, falls
fiir alle p € D(N) gilt
(D f,9) = (f, D%).
Weil D(Q) dicht in L*(Q) liegt, ist D*f durch f eindeutig bestimmt.
Fiir jede offene Teilmenge 2 C R™ und k € Ny setzen wir
H*(Q) = {f € L*(Q) : f besitzt schwache Ableitungen D*f € L*(Q)Va € NI mit |a| < k}

und versehen H*(Q) mit der Norm

1/2

1l = | D_ BralID*flltaq

lo| <k
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H*(Q) ist ein Hilbertraum, der fiir 2 = R™ nach 9.19 mit H* {ibereinstimmt. Die Bezie-
hung zwischen H¥(Q) und H*(Q) klirt das folgende Lemma:

Lemma 9.29.

Fiir jede offene Menge Q2 C R™ und jedes k € N gelten:

(i) HE(Q) € HYQ) und | f])x < |If]}2 fiir alle f € HE(Q).

(i) Die Einschrinkungsabbildung p : f — f|, ist eine stetige Surjektion von H* auf
(i) HE(Q) = H*(Q) gilt genau dann, wenn jedes f € H*(Q) sich zu einem F € H*
ausdehnen lisst. Ist dies der Fall, so existiert ein E € L(H"(Q), H*) mit (Ef)|q = [
fiir alle f € H*(Q).

Beweis. (i) Fiir f € H¥Q) und a € NI mit |o| < k ist D*f in HY*W(Q) ¢ L*(Q).
Daher gilt fiir jedes ¢ € D(Q) C L*(Q) c Hi1(Q) :

(Df ) = (f, D%p).

Also ist f € H*(Q2). Um die Normabschitzung zu beweisen, wihlen wir nach Hahn-
Banach ein F' € (H7*) = H* mit F|H0—k(Q) = fund ||F||x = || f|l}- Nach 9.19 gilt fiir
alle o € D(2) und |a| < k:

(DUF, @) = (F,D%) = (f, D) = (D*[, ),
also D*F|, = D*f. Hieraus folgt mit 9.19

1/2 1/2

A1 =1FNk = | D Bral D*Flltagn | 2 | Do BrallD®fllia@ | = I1fllk-

o <k lo| <k

(ii) Dies wurde schon im Beweis von (i) gezeigt.
(iii) folgt aus (ii) und (i), sowie daraus, dass H* ein Hilbertraum ist. O

Es gilt, siehe [St]: (iii) ist erfiillt, wenn €2 einen gentigend glatten Rand hat.

Satz 9.30.
Ist Q0 eine beschrinkte, offene Teilmenge von R™ mit C'-Rand, so gibt es ein E €
L(H*(Q), H*) mit (Ef)|, = [ fir alle f € H*(Q).

Korollar 9.31.
Ist Q eine beschrinkte, offene Teilmenge von R™ mit C'-Rand, so gilt HF(Q) = H*(Q)
fiir jedes k € N.

Satz 9.32.
Fiir jede beschrdnkte, offene Teilmenge 2 des R™ und alle s,t € R mit s < t ist die
FEinheitskugel von HL(Q) relativ kompakt in HE(Q).

Beweis. Nach 9.26 ist die Einheitskugel von H;*(Q) in Hy*(Q) relativ kompakt, d.h.
die Einbettung j : H,*(2) — H,"(Q) ist kompakt, daher auch die adjungierte j :
HL(Q) — HE(Q) (siehe 7.4). O
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Korollar 9.33.
Fiir jede beschrinkte, offene Teilmenge Q des R™ mit C'-Rand und jedes k € Ny ist die
Einheitskugel von H*™1(Q) relativ kompakt in H*(Q).

Satz 9.34.
Fiir jede beschrinkte, offene Teilmenge Q des R™ mit C*-Rand und m < k — n/2 gilt

H*(Q) c Cc™(Q).
Beweis. Zu jedem f € H¥() gibt es nach 9.30 ein F' € H* mit F|, = f. Nach dem

Sobolev’schen Einbettungssatz ist F' € C™(R"), also f = F|, € C™(£2). 0O
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10 Unbeschriankte Operatoren

Definition 10.1. Sei H ein Hilbertraum und 7 ein linearer Operator definiert auf einem
Teilraum D(T') von H. Wir setzen voraus, dass D(T") dicht in H ist.
T heifit abgeschlossen , falls der Graph

GT)={(r,y) e HxH : 2 € D(T),y="Tx}
eine abgeschlossene Teilmenge in H x H ist.

Bemerkung 10.2. T ist abgeschlossen, wenn fir u,, € D(T') mit v, — w in H und mit
Tu, — v in H folgt, dass v € D(T") und v = T'u.

Beispiele 10.3.

a) Sei Tp = —A = -1 2 mit D(Ty) = D(R") und H = H? (Sobolevraum, siehe
9.8). J

Ty ist nicht abgeschlossen: dazu betrachte man ein u € H?, das nicht in D(R") liegt,
weiters eine Folge u, € D(R™) mit u, — u in H? Dann ist (u,, —Au,) in G(Ty) und
konvergiert in H? x H? gegen (u,—Au), und dieses Element gehort nicht zu G(Tp).
Ahnliches gilt, wenn man fiir den zugrundeliegenden Hilbertraum den L?(R") wiihlt.
b) Sei T} = —A und D(T}) = H? und H = L*(R"), dabei interpretieren wir den Laplace-
Operator A im Sinne der L?-Ableitungen. Dann ist 7} ein abgeschlossener Operator:
wenn u, — u in L*(R") und (—Au,) — v in L*(R"), dann ist (u,), nach 9.19 eine
Cauchy-Folge im Sobolevraum H?, und daher konvergent in H?. Somit gilt nach 9.19
(u, —Au) € G(T1) und T; ist abgeschlossen.

Diese Beispiele legen die folgende Begriffsbildung nahe:

Definition 10.4. Ein Operator T heifit abschliebar , wenn der Abschluss des Graphen
von 7' selbst ein Graph ist.
Den Abschluss T des Operators T" kann man dann wie folgt definieren:

D(T):={r € H : 3y € H mit (z,y) € G(T)}.

Fiir jedes x € D(T) ist, da G(T") ein Graph ist, y eindeutig bestimmt, wir setzen daher
Tr=y.

D(T) kann auch als die Menge aller x € H beschrieben werden, fiir welche eine Folge
(xn)n in D(T) existiert, so dass x,, — x und (T'x,), eine Cauchy-Folge ist. Wir setzen

dann Tx = lim,,_.o Tx,,.

Beispiele 10.5.
Sei To = —A und D(Ty) = D(R™), wie in 10.3. Dann ist T abschlieSbar und der Ab-
schluss von T ist der Operator Ty aus 10.3 b. Sei dazu u € L*(R"), so dass eine Folge
u, € D(R") existiert mit u,, — w in L*(R") und —Awu,, — v in L?*(R"). Dann gilt fiir
jedes g € D(R") :

(Uvg> = (hm (_Aun)vg> = lim (_Aunvg) = I_)H;O(um _Ag> = (u7 _Ag>7

n—0o0 n—~0o0 n
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und daher gilt v = —Awu im schwachen Sinne und nach 9.24 ist u € H 2 also gilt
D(Ty) € H? Nach 9.22 ist D(R") dicht in H?, daher ist H?> C D(Ty). Folglich gilt
H? = D(Ty) = D(Ty). Somit ist Ty =Ty (siehe 9.19 und 9.24).

Bemerkung 10.6. Ist ein Operator T" auf ganz H definiert, also D(T') = H, dann ist T
genau dann abgeschlossen, wenn T stetig ist (closed graph Theorem).

Definition 10.7. Ist T" ein unbeschrankter Operator mit dichtem Definitionsbereich
D(T), so definiert man D(T™*) als die Menge aller u € H, fiir welche die Abbildung
v — (u, Tv) zu einem stetigen, konjugiert-linearen Funktional auf H fortgesetzt werden
kann.

Nach 1.16 existiert dann ein f € H mit (f,v) = (u, Tv), fur alle w € D(T™*) und fiir alle
v € D(T). Weil D(T) dicht in H ist, folgt, dass f eindeutig bestimmt ist und wir setzen

T u = f.

Bemerkung 10.8. Ist D(T) = H und T stetig, dann ist 7™ der gewohnliche adjungierte
Operator zu T.

Beispiele 10.9. Fiir die Operatoren in 10.3 gilt: T = T3.

Zunéchst ist u € D(T7) genau dann, wenn die Abbildung v +— (u, —Av) von D(R")
zu einem stetigen, konjugiert-linearen Funktional auf L?(R") fortgesetzt werden kann.
Dafiir muss nach 1.16 ein eindeutig bestimmtes Element —Au € L*(R™) existieren mit

(u, —Av) = /n u(z)(—Av(z)) dz = (—Au,v),

d.h. —Awu existiert im Sinne der Distributionen, also als schwache Ableitung im L*(R").
Daher ist
D(Ty) = {u € L*(R") : —Au € L*(R™)}.

Daraus folgt D(T3) = H? und Tju = —Au, fiir alle u € H?.
Satz 10.10. Sei T ein dicht definierter Operator. Dann ist T™ abgeschlossen.

Beweis. Sei (vy,), eine Folge in D(T*) mit v,, — v in H und T*v, — w* in H. Wir haben
zu zeigen, dass das Paar (v, w*) € G(T™*). Fiir jedes u € D(T) gilt:

(Tu,v) = lim (T'u,v,) = lim (u, T*v,) = (u,w").

Daraus folgt, dass v € D(T™) und T*v = w*, also ist (v,w*) € G(T™). 0O

Satz 10.11.
Sei T ein dicht definierter Operator mit Definitionsbereich D(T). Dann gilt fir den
Graphen G(T*) von T™ : -

G(T*) = (V(G(T),

wobei V : H x H — H x H der unitire Operator ist, gegeben durch V(u,v) = (v, —u).
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Beweis. Fiir jedes u € D(T') und (v, w*) € H x H gilt
(V(u, Tu), (v,0"))gxn = (Tu,v) — (u, w").

Die rechte Seite verschwindet fiir alle u € D(T') genau dann, wenn v € D(T*) und w* =
T*v, das heifit, wenn (v, w*) € G(T*). Die linke Seite verschwindet fiir alle u € D(T)
genau dann, wenn (v, w*) € V(G(T))*.

Weiters gilt V~! = —V und beide Operatoren V und V! sind stetig, daher folgt

O

Nun untersuchen wir die Frage, unter welchen Bedingungen der Definitionsbereich von
T dicht liegt.

Satz 10.12.
Sei T ein abschlief$barer Operator. Dann gilt : D(T*) ist dicht in H und T* := (T*)* =

T, dabei ist T jener Operator, welcher G(T) als Graphen hat.
Ist T schon abgeschlossen, dann ist D(T*) dicht in H und T** =T.

Beweis. Angenommen D(T™) ist nicht dicht in H. Dann existiert ein w # 0 mit w €
D(T")". Es folgt fiir jedes v € D(T™) :

((0,w), (T"v, —v))gxg = 0.
Somit ist (0,w) € (V(G(T*))*. Der vorige Satz liefert jedoch:
V(G(T)) = G(T")*.
Wendet man V' auf diese Identitéit an, so folgt wegen V2 = —I
V(G(T)*") = G(T).

Fiir jeden Teilraum L von H x H und eine beliebige Isometrie V auf H x H gilt V(Lt) =
(V(L))*, weil

(V(ua )> (Ivy))HXH = ((uvv)>v(x>y))HXH'
€

v
Daher erhalten wir nun (0,w) € G(T) und das ist der Graph von T, somit ist w = 0,
Widerspruch!

Fiir die zweite Behauptung erwidhnen wir zunéchst, dass (7*)* definiert ist, weil D(T™)
dicht in H ist. Da T™* abgeschlossen ist, erhalten wir nach 10.11, dass G(T**) = G(T))

und T** = T. Das bedeutet: D(T**) = D(T) und T**u = T(u), fiir alle u € D(T). O

Satz 10.13.

Seit T ein dicht definierter Operator von Hy nach Hy. Dann gilt
(i) kerT* = (imT)*.

(i1) T* ist dicht definiert genau dann, wenn T abschliefbar ist.
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Beweis. (i) Sei x € kerT* und y € im7. Dann existiert ein v € D(7T") mit Tu = y und es
gilt (z,Tu) = (T*x,u) = 0, daher ist x € (imT)*+. Ist umgekehrt = € (im7")*, dann ist
(x,Tu) = 0 fir alle w € D(T), also auch (T*z,u) = 0 fur alle w € D(T'), und weil D(T)
dicht in Hy liegt, folgt T*x = 0 und = € kerT™.

(ii) Zunéchst gilt: ein linearer Teilraum L von H; X Hy ist genau dann Graph eines linearen
Operators A von Hy nach Hy, wenn {(x,y) € L : = =0} = {(0,0)} gilt: offensichtlich
reicht es zu zeigen, dass die angegebene Bedingung die Existenz eines Operators A mit
G(A) = L impliziert; dazu seien wp, bzw. 7y, die kanonischen Abbildungen von L nach
H,y bzw. Hy. Dann sind 7y, , mp, linear, und nach Voraussetzung gilt ;' ({0}) = {(0,0)}.
Also ist 7, injektiv; definiert man D(A) := 7y, (L) und A := 7y, o 75!, so ist A ein
linearer Operator von Hy nach Ho, fiir den G(A) = L gilt.

Aus dem Beweis von 10.11 folgt: G(T*) = V(G(T))*, dies impliziert

G(T) = G(I)H = (VTHG(T)*,

daher ist (0,n) € G(T) genau dann, wenn

((07 77)7 (_Zv y))HlXH2 =0

V(y
Dies ist dquivalent zu (y,n)g, = 0 fiir alle y € D(T*), also dquivalent zu n € D(T*)*.
Nach der obigen Bemerkung folgt hieraus, dass G(7T') genau dann Graph eines Operators

ist, wenn D(T*) in H, dicht liegt. O

,2) € G(T™).

Bemerkung 10.14.
Ist T: D(T) — H injektiv, dann wird auf D(T~!) = imT durch 7! der zu T inverse
Operator definiert. Es gilt

GT™ ) ={(y,T7"y) : y e DT} ={(Tz,2) : € D(T)},

daher ist ein injektiver Operator T' genau dann abgeschlossen, wenn 7! abgeschlossen
ist.

Weiters gilt: ist 7" ein injektiver, dicht definierter Operator und sei im(7) dicht in H.
Dann ist T* injektiv, und es gilt (7T%)~' = (T~!)*. Es gilt kerT* = (im7)* = {0}. Um die
angegebene Identitdt zu beweisen definieren wir U : H x H — H x H durch U(z,y) =
(y,z). Dann ist U unitir und es gilt UV = V-1U~!. Aufgrund der Vorbemerkung gilt
G(T*)™) =UG(T*) und U'G(T) = G(T™"). Weil T~ dicht definiert ist, erhlt man
aus 10.11 und dem Beweis von 10.12:

G((T")™) =UG(T") = U(V(G(T)))" = UV(G(T)")
=VUTHG(T)T) =V HUHG(T)" =V HG(T )" =G(T™)).

Beispiele 10.15. Sei 2 C C” eine offene Teilmenge und f : 2 — C stetig differenzier-
bar (im reellen Sinne). Wir definieren

_ " Of
8f = Z %dek,
k=1

wobei die rechte Seite eine (0, 1)-Form auf €2 ist (siche auch 7.29). Mit L%OJ)(Q) bezeich-
nen wir den Raum aller (0, 1)-Formen g = Y _,_, grdz;, mit Koeffizienten g, € L*(Q) , k =
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1,...,n.Sind g,h € L%0,1)(Q) zwei (0, 1)-Formen, so ist das innere Produkt in L%0,1)(Q)
definiert durch

n

(ga h) = Z(gka hk)

k=1

so wird L%o,1)(Q) ein Hilbertraum. Fasst man die Ableitungen bei 0 im schwachen Sinne
auf, so ist B B
9:D(0) — L?O,l)(Q)

ein dicht definierter, abgeschlossener Operator (siehe 10.3). Die genaue Beschreibung des
adjungierten Operators 0 insbesondere seines Definitionsbereiches D(g*), sowie Existenz
und Eigenschaften der Losungen der inhomogenen Cauchy-Riemann’schen Differential-
gleichungen Of = g, bei vorgegebener rechter Seite g € L%OJ)(Q)’ sind zentrale Probleme
der modernen Komplexen Analysis. Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit der
Gleichung 0f = ¢ ist g = 0 im Sinne der Distributionen. Ist diese Bedingung auch
hinreichend?

Die folgenden Sétze tiber unbeschrinkte Operatoren sind vor allem fiir das oben geschil-
derte 0-Problem von Bedeutung.
Zunéchst einige vorbereitende Aussagen iiber beschrinkte Operatoren:

Lemma 10.16.
Sei T : Hi — Hy ein beschrinkter, linearer Operator zwischen Hilbertrdumen. T'(Hy)
15t genau dann abgeschlossen, wenn T|(,€6TT)¢ von unten beschrinkt ist, d.h.

ITfII = ClIfIl, Vf € (kerT) ™
Beweis. Ist T'(H;) abgeschlossen, dann ist Abbildung
T : (kerT)* — T(H))

bijektiv und stetig und nach dem open-mapping Theorem (5.10) auch offen. Daraus
ergibt sich die gewiinschte Ungleichung.

Zur Umkehrung sei (f,), eine Folge in H; mit T'f,, — y in Hy. Wir haben zu zeigen, es
existiert h € Hy mit Th = y. Wir zerlegen f,, = g,, +h,, mit g, € kerT und h,, € (kerT)> .
Nach Voraussetzung gilt

||hn - hm” S CHThn - Thm” = CHTfn - T.fm” < €,

fiir alle gentigend grofien n und m. Daher ist (h,,), eine Cauchy-Folge. Sei h = lim,, ., h,,.
Dann folgt
|Zfn = Thil = [ Tha = Th]| < || | = .

und somit
y= lim Tf, =Th.

O

Lemma 10.17.
Sei T wie im vorigen Lemma. T'(Hy) ist genau dann abgeschlossen, wenn T*(Hsy) abge-
schlossen ist.
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Beweis. Da T** = T, geniigt es zu zeigen, dass aus der Abgeschlossenheit von T'(H;)
jene von T%(H,) folgt. Wir werden beweisen, dass aus der Abgeschlossenheit von 7'(H)
folgt, dass (kerT)* = imT™; da (kerT')* abgeschlossen ist, sind wir dann fertig.

Sei x € imT™. Dann existiert y € Hy mit x = T*y. Fiir 2’ € kerT gilt nun

(z,2) = (T"y,2") = (y, T') = 0,

also ist im7T™ C (kerT)L.
Fiir 2’ € (kerT)* definieren wir auf dem abgeschlossenen Teilraum T'(H;) von H, durch

MNTz) = (z,2")

ein lineares Funktional (es ist wohldefiniert, da aus Tx = T'Z folgt, dass * — & € kerT,
also ist (z — Z,2") = 0 und (z,2) = (Z,2’) ). Der Operator T : H; — T'(H,) ist stetig
und surjektiv und weil T'(H;) abgeschlossen ist, folgt aus dem open-mapping Theorem
(5.10) ||z|| < C||Tx||, fir alle z € Hy, wobei C' > 0 eine Konstante ist. Fiir y = T'z folgt
daher

AW = [(z,2)] < [lz]lll="]] < Cllyl[[]2"]]-

Daher ist A stetig auf im7". Nach 1.16 existiert daher ein eindeutig bestimmtes Element
z € imT" mit

My) = (y,2)2 = (z,2");.

Daraus folgt: (y,2)2 = (Tx,2)y = (2,T%2); = (x,2), fir alle x € H;, und daher
=Tz € imT™. 0
Lemma 10.18.

SeiT' : Hi — Hy ein dicht definierter, abgeschlossener Operator. imT ist genau dann
abgeschlossen in Hy, wenn T\D(T)O(IWTH von unten beschrdankt ist, d.h.

ITFI = Clfll Y e DT)N (kD)™

Beweis. Auf dem Graphen G(T') definieren wir durch T'({f, T'f}) = T f einen beschrinkten,
linearen Operator

T:G(T) — Ho,

denn es gilt

ITHLTIDN =T < AP+ ITFIDY2 = ILL T

weiters ist im7 = im7.

Nach 10.16 ist daher im7" genau dann abgeschlossen, wenn T von unten beschréankt

(kerT)L

ist.

Es gilt kerT = kerT @ {0}, und es bleibt zu zeigen, dass T| _  genau dann von unten

(kerT)L
beschrénkt ist, wenn 7| D(T)n(kerr): VO Unten beschrénkt ist. Dies folgt aus

ITHLTION =T = CUFP + T I,
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und bei 0 < C' < 1 (0.B.d.A.) ergibt sich

C2

2
>
ITAP 2 T

£,

und daraus folgt die gewiinschte Aquivalenz.
O

Lemma 10.19.

Seien P, () : H — H orthogonale Projektionen auf dem Hilbertraum H. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) im(PQ) ist abgeschlossen;

(11) im(QP) ist abgeschlossen;

(i1i) im(I — P)(I — Q) ist abgeschlossen;

(iv) P(H)+ (I — Q)(H) ist abgeschlossen.

Beweis. (i) und (ii) sind dquivalent, wegen QP = Q*P* = (PQ)* und 10.17.

Sei nun (ii) erfiillt und seien (f,,), und (g,), Folgen in H mit Pf, + (I — Q)g, — h.
Dann gilt

QP fu+ I —Q)gn) = QPfn — Qh.

Nach Voraussetzung ist im(Q P) abgeschlossen, daher existiert ein f € H mit QP f = Qh;
es folgt Qh = Pf — (I — Q)(Pf) und

h = Qht(I-Q)h = Pf~(I-Q)(Pf)+(I-Q)h = Pf+(I-Q)(h—Pf) € im(P+(I-Q)).

also gilt (iv).
Ist umgekehrt (iv) erfiillt und (f,), eine Folge in H mit QP f, — h. Dann folgt:

QPfn=Pf,—(I—-Q)Pf, € P(H)+ (I —Q)(H),
und daher existieren f,g € H mit h = Pf 4+ (I — Q)g; es folgt

Qh = Q(lim QPf,) = lim Q*Pf, = h,

und
h=Pf+(I—Q)g=Qh=QPf €im(QP),
also gilt (ii).
Ersetzt man schlieflich P durch I — P und @ durch I — @, so folgt aus dem bisher
bewiesenen Aussagen die Aquivalenz von

im(/ — P)(I — Q) abgeschlossen < (I — P)(H) + Q(H) abgeschlossen,
und daraus ergibt sich der Rest der Behauptungen. O

Nunmehr sind wir in der Lage, Satz 10.17 auf dicht definierte, abgeschlossene Operatoren
zu lbertragen:

Satz 10.20.
Sei T : Hy — H,y ein dicht definierter, abgeschlossener Operator. imI' ist genau dann
abgeschlossen, wenn tm1T™ abgeschlossen ist.
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Beweis. Sei P : Hy x Hy — G(T) die orthogonale Projektion von H; x Hsy auf den
abgeschlossenen Teilraum G(T') von Hy x Ho, weiters () : Hy x Hy — {0} x H; ebenfalls
die orthogonale Projektion. Dann gilt : im7 = im@QP und weil [ — Q : Hy X Hy —
H; x {0} und

I —P:H x Hy— G(T)* =V(G(T") = G(T%)

gilt (siehe 10.11), folgt der Satz aus 10.19.
U

Satz 10.21. Sei T : Hy — Hy ein dicht definierter, abgeschlossener Operator. Dann
st ker'l' abgeschlossen in H.

Beweis. Es gilt: kerT* = (imT)* (siehe 10.13).
Ersetzt man T durch T*, dann ist wegen 7' = T** (siehe 10.12) kerT** = kerT = (imT*)*
und kerT" ist abgeschlossen. O

Satz 10.22. Sei T : Hy — Hy ein dicht definierter, abgeschlossener Operator und G
ein abgeschlossener Teilraum von Hy mit G 2O imT. Sei ferner T*‘D(T*)DG von unten
beschrankt, also || f|| < C||T*f|| fir alle f € D(T*)NG, wobei C > 0 eine Konstante ist.
Dann gilt G = imT.

Beweis. Es gilt: kerT* = (imT)*. Da imT C G, folgt kerT* O G*. Angenommen G+
ist eine echte Teilmenge von kerT™, dann ist G N kerT™ # {0} im Widerspruch zur
Voraussetzung, dass T p(rne von unten beschrinkt ist. Daher folgt ker7™ = G+ und

G = G+ = (kerT*)t = imT+t = (imT). Weiters gilt

T*|D(T*)OG = izw‘D(T*)ﬁ(korT")l

und wir erhalten aus 10.18, dass im7T™ abgeschlossen ist, wegen 10.20 ist dann auch im7T
abgeschlossen und es folgt G = imT. 0

Bemerkung 10.23. Es gilt auch die Umkehrung des obigen Satzes: Ist T': H; — H,
ein dicht definierter, abgeschlossener Operator und G ein abgeschlossener Teilraum von
Hy mit G = 1imT, dann ist T p(T)nG Von unten beschréinkt. Ist ndmlich G = imT, dann
ist im7" abgeschlossen und daher auch im7™ (10.20), dann folgt aus 10.18 und wegen
G = (kerT™)*, dass T*| p(r+)ne von unten beschrénkt ist.

Satz 10.24. Se: T : Hi — Hy ein dicht definierter, abgeschlossener Operator und G
ein abgeschlossener Teilraum von Hy mit G O im1. Sei ferner T*|D(T*)OG von unten
beschrinkt. Dann gilt: fir jedes v € Hy mit v L kerT ezistiert ein f € D(T*) NG mit
T f = v und ||| < Clol].

Beweis. Es gilt: kerT = (imT™*)*, und daher ist v € (kerT)t = imT*. Ferner ist G+ C
(im7T)* = kerT* und daher gilt

. * o *
imT™| ppeyng = imT™,

also ist imT™ abgeschlossen und fiir v € (ker)t = imT* existiert ein f € D(T*) N G mit
T* f = v. Die gewiinschte Normungleichung folgt aus der Voraussetzung, dass 7| D(T)NG
von unten beschrankt ist. O
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Bemerkung 10.25. Wir werden spéter diese Sitze anwenden fiir T' = 0 (im schwachen
Sinne) und fiir G = kerd und damit die inhomogene Cauchy-Riemann’sche Differential-
gleichung 16sen.

Definition 10.26. Sei T': H — H ein dicht definierter Operator. T heifft symmetrisch,
falls
(Tu,v) = (u, Tv) , Yu,v € D(T).

T heiBt normal , falls D(T) = D(T*) und ||Tx|| = ||T*x|| fiir alle z € D(T) gilt (mittels
Polarisierungsidentitat folgt (Tx, Ty) = (T*x, T*y) fiir alle z,y € D(T)).
T heifit selbstadjungiert , falls

D(T)=D(T*) und Tu=T"u Yu € D(T).
T heifit wesentlich selbstadjungiert , wenn T selbstadjungiert ist.

Beispiele 10.27.
(a) T'= —A mit D(T) = D(R") ist symmetrisch, desgleichen T' = D, = 19 mit
D(T) = D(R™).
(b) Wir definieren den Multiplikationsoperator M auf L*(R) durch (M f)(t) = tf(t) fiir
t € R, auf

D(M):={f e L*R) : Mf e L*(R)}.

M ist dicht definiert,weil die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger dicht in L?(R)
liegen und auch in D(M) liegen. Fiir f,g € D(M) gilt

(Mf,g) = / LF(8)g(0) dt = / F(Oig(E) dt = (f, Mg),

also folgt ¢ € D(M*) und M*g = Mg. Daher gilt M C M*. Um zu zeigen, dass M* =
M, betrachten wir ein ¢ € D(M*) und setzen h,, = M(gX[-nn]), WObel X[_pnn die
charakteriestische Funktion des Intervalls [—n, n| ist. Dann ist h,, € D(M) fiir allen € N
und es gilt

Il = [ 1t9(0 dt = (b 9) = (s 20°9) < ] 1211
Hieraus folgt sup,, ||h,|| < [[M*g|, d.h.Mg € L*(R) und daher g € D(M); insgesamt also
M = M* und D(M) = D(M*) und M ist selbstadjungiert.

Dieses Beispiel ist fiir den Spektralsatz fiir allgemeine selbstadjungierte Operatoren rich-
tungsweisend (siehe Kapitel 12).

Bemerkung 10.28.

Ist 7" symmetrisch, so folgt D(T) C D(T™*) und Tu = T*u, fiir alle u € D(T). Daher
kann man (7%, D(T*)) als Fortsetzung von (T, D(T)) auffassen.

Man sieht leicht, dass ein symmetrischer Operator abschlieBbar ist. Fiir symmetrische
Operatoren hat man zwei natiirliche, abgeschlossene Fortsetzungen

Toin =T und Ty := T
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Ist T, eine selbstadjungierte Fortsetzung von T, so ist T, eine Fortsetzung von T},;, und
lasst selbst eine Fortsetzung auf Ti,.x zu (siche 10.11). Es stellt sich hier die Frage nach
der Eindeutigkeit einer selbstadjungierten Fortsetzung eines symmetrischen Operators.
Ferner gilt: ein selbstadjungierter Operator ist abgeschlossen; ist 7" ein selbstadjungierter
Operator, der invertierbar ist, dann ist auch 7! selbstadjungiert ( hier bedeutet inver-
tierbar, dass T eine Inverse T~! von imT" auf D(T') besitzt, in diesem Fall ist im7T" dicht
in H, weil aus (Tu,w) = 0 fiir alle w € D(T) folgt, dass w € D(T™*) und T*w = 0, und
somit ist w = 0 wegen der Selbstadjungiertheit und Injektivitit von T'; also ist D(T')
dicht in H). Siehe auch 10.14.

Weiters gilt: Ist T selbstadjungiert, so auch T'+ AI fiir jedes A\ € R (siehe 10.11).
Beispiele 10.29. Sei H = L*(R) und 7' = i-£ mit Definitionsbereich D(T) = C}(R),
dem Raum aller einmal stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger. Dann
ist T symmetrisch und die AbschlieBung T ist selbstadjungiert (siehe [L]).

Ist H = L*(R}) und T = i-L mit Definitionsbereich D(T) = C}(R.), dem Raum aller
einmal stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager in (0, 00), dann ist T
symmetrisch, aber die AbschlieBung T ist nicht selbstadjungiert. 7" hat iiberhaupt keine
selbstadjungierte Fortsetzung (siehe [L]).

Satz 10.30. Ein abgeschlossener, symmetrischer Operator T ist genau dann selbstad-
Jungiert, wenn T symmetrisch ist.

Beweis. Ist T selbstadjungiert, so ist 7' = T* und D(T) = D(T*), somit ist T* symme-
trisch. Ist umgekehrt 7% symmetrisch, dann gilt (7%u, v) = (u, T*v) fiir alle u,v € D(T™),
daher folgt auch (T*u,v) = (T**u,v) und weil nach 10.12 T' = T** gilt, folgt, dass T
selbstadjungiert ist. O

Satz 10.31. Ein symmetrischer Operator T' ist genau dann wesentlich selbstadjungiert,
wenn T* symmetrisch ist; es gilt dann T = T™.

Beweis. Tst T wesentlich selbstadjungiert, so ist nach 10.12 7* = (T)* =T = T**, d.h.
T~ ist selbstadjungiert, also auch symmetrisch, und es gilt 7' =T".
Fiir die Umkehrung beweisen wir zunéchst, dass die AbschlieSung 7" eines symmetrischen

Operators T" wieder symmetrisch ist: seien f, g € D(T'); dann existieren Folgen (f,,), und
(gn)n in D(T) mit f, — f, g, — g, sowie T'f, — T'f und Tg,, — Tg; weil T symmetrisch
ist, folgt daher

(Tf,9) = lim (T o, g0) = T (fu, Tg,) = (£.T9),

und weil D(T') dicht ist, folgt, dass T' symmetrisch ist.
Ist nun 7" und 7™ symmetrisch, so ist 7" abschlieBbar (10.13) und aus 10.11 folgt:

G(T") = (V(G(T)))* = (V(G(T))*" = G((T)"),
und daher ist 7* = (T)*; also gilt
Tc(TY=T"cT*=T,
somit ist T = (T)*. O
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Satz 10.32.
Ist T wesentlich selbstadjungiert, so ist seine selbstadjungierte Fortsetzung eindeutig be-
stimmdt.

Beweis. Sei S eine selbstadjungierte Fortsetzung von 7. Dann ist S abgeschlossen und
auch eine Fortsetzung der kleinsten Fortsetzung T von 7. Nach 10.12 gilt T = T** und
daher folgt

TcS=S"cT)=(T*)=T"=T,

also ist S = T™**. Dabei haben wir verwendet, dass fiir dicht definierte Operatoren T;
und 75 aus T C T, folgt, dass T C T7. O

Beispiele 10.33. Sei Q C R" eine offene Teilmenge, H = L*(2) und 7" = —A mit
D(T) = D(Q). Wir bestimmen die AbschlieBung T und den adjungierten Operator T* :
aus der Definition 9.25 folgt HZ(Q2) € D(T) (siehe auch 10.5). Zum Nachweis der um-
gekehrten Inklusion sei f € D(T) gegeben. Dann gibt es eine Folge (f,), in D(£2) mit
fo— fund Tf, — g =Tf in L*(Q) und damit auch in L*(R"), wenn wir alle Funk-
tionen durch Null fortsetzen. Folglich gelten Ff,, — Ff und |(|2F f, — Fg in L*(R").
Also konvergiert (1 + |£|?)(F f, — Ff) gegen Null in L?(R™). Dies impliziert f € HZ(2)
und D(T) = HZ(Q).

Wir behaupten nun D(T*) = H2(Q) = H,*(2)' (siche 9.27). Sei f € H2(). Weil die
Abbildung g — —Ag eine stetige lineare Abbildung von L?(R"™) nach Hj%(f) ist (siche
Bemerkung nach 9.12), ist die Linearform

g f(=Ag) , g€ D) (*)

stetig beziiglich der von L?(f2) induzierten Topologie. Also gilt nach Definition von
D(T*), dass f € D(T*) und daher H2(Q2) C D(T*). Ist andererseits f € D(T*), so
wird durch (*) eine beziiglich L*(Q) stetige Linearform auf D({2) definiert. Daher ist

g—((1—=A)g,f) , g€ H(Q)

stetig abhiingig von g beziiglich der L?(2)-Norm. Wir bemerken nun, dass fiir g € HZ(2)
und i := (1-A)g gilt ||g|l .z = ||| zz-2. Daher ist h — (h, f) stetig auf E := (1—-A)HZ(2)
beziiglich der H~2(Q2)-Norm. Weil H2(Q) dicht in L?*(Q) liegt, ist £ in Hy?(Q) dicht.
Daher definiert f eine stetige Linearform auf H;?(2) und ist daher in H2(().
Insgesamt haben wir also gezeigt, dass

D(T) = Hy(Q) € HJ(Q) = D(T7),
ist 2 = R" so gilt D(T) = D(T*).
Es gilt: A ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn HZ(Q)) = HZ(Q).
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11 Sesquilinearformen und halbbeschrinkte Opera-
toren

Definition 11.1. Sei V' ein Hilbertraum und a : V' x V — C eine stetige Sesquilinear-
form, d.h. es existiert eine Konstante C' > 0 mit

|a(u,v)| < Cllull||lv]] Vu,veV.
Die Sesqulinearform a heifit V-elliptisch , falls eine Konstante o > 0 existiert, so dass
la(u, u)| > allul|* ,Yue V.

Bemerkung 11.2.
Bei fixem u € V existiert fiir die konjugiert-lineare Abbildung v — a(u,v) nach 1.16 ein
eindeutig bestimmtes w € V mit a(u,v) = (w,v). Wir setzen Au = w und stellen fest,
dass A € L(V), weil

la(u, Au)| = |(Au, Au)| = [|Au]* < Cllul [|Aul| , Yu €V,
und daher ||Aul| < Cljul| gilt.

Satz 11.3.
Sei a eine stetige, V-elliptische Sesquilinearform auf V' x V. Dann st der zugehdrige
Operator A :'V — V ein topologischer Isomorphismus.

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, dass
|(Au,u)| = |a(u, u)| > allul]® ,Vu eV,
und mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
[Aull [Juf] > aflul* und [[Au|| > aflul| ,Vue V.

Daraus folgt die Injektivitat von A. Weiters ist A(V') dicht in V' : ist (Av,u) = 0 fur
alle v € V, dann folgt fiir v = u die Aussage a(u,u) = 0 und daher u = 0. Andererseits
ist A(V') abgeschlossen in V' : sei dazu (v,,), eine Cauchy-Folge in A(V'), dann existieren
u, € V mit Au, = v, und wir erhalten aus der obigen Ungleichung, dass auch (u,),
eine Cauchy-Folge ist; sei u = lim,,_, o u,, dann folgt aus der Stetigkeit von A, dass
Au = lim,, o, Au, und v, — v = Au € A(V).

Somit ist A bijektiv, und die Stetigkeit von A~! folgt aus der Ungleichung ||Au| >
alful] O

Wir betrachten nun zwei Hilbertraume H und V und setzen voraus, dass V C H und
dass die Einbettung von V' in H stetig ist, d.h. es existiert eine Konstante C' > 0 mit
lullg < Cllul|y fir alle uw € V.

Weiters setzen wir voraus, dass V' dicht in H ist. In diesem Fall existiert eine natiirliche
Einbettung von H in den Dualraum V' : fiir h € H betrachten wir die Abbildung
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u— (u, h)g, die auf V stetig ist; daher existiert ein ¢, € V' mit ¢;,(u) = (u, h)y fir alle
u € V. Die Injektivitat der Abbildung h +— ¢}, folgt aus der Dichtheit von V in H.

Ist a: V xV — C eine stetige, V-elliptische Sesquilinearform, so kénnen wir nun einen
unbeschrankten Operator S auf H zuordnen:

D(S):={u eV : v a(u,v) ist stetig auf V fiir die Topologie induziert durch H };
wegen der Dichtheit von V' in H existiert nach 1.16 ein Su € H mit
a(u,v) = (Su,v)g , Yo eV.

Satz 11.4.

Unter den obigen Voraussetzungen ist der Operator S bijektiv von D(S) auf H und
S—Y e L(H). Weiters ist D(S) dicht in H.

Beweis. Es gilt
allullfy < Callully, < Cla(u, w)| = C|(Su, w)n| < C||Sullullulln

fir alle w € D(S) und daher ist of|ul|g < C||Su||g fir alle w € D(S) und S ist injektiv.
Sei nun h € H vorgegeben. Dann ist die Abbildung v +— (h,v)y wegen

|[(h, v)u| < |[Allullvlla < CllAlallvllv
stetig auf V' und daher existiert nach 1.16 ein eindeutig bestimmtes w € V mit
(h> 'U)H = (w>v)\/ , Vwe V.

Wir setzen nun v = A~'w und erhalten a(u,v) = (w,v)y. Weil dann a(u,v) = (h,v)g
fiir alle v € V gilt, folgt, dass u € D(S) und Su = h. Also ist S surjektiv. Die Stetigkeit
von S™! folgt aus der Ungleichung a|ul|z < C||Sul|x fiir alle u € D(S).

Sei nun h € H derart, dass (u,h)y = 0 fiir alle u € D(S). Wegen der Surjektivitidt von
S existiert ein v € D(S) mit Sv = h. Also gilt (Sv,u)y = 0 fiir alle u € D(5). Somit
erhalten wir a(v,u) = (Sv,u)g = 0 fiir alle v € D(5). nun setzt man v = v und erhélt
aus der V-Elliptizitdt von a, dass a||v||# < a(v,v) = 0, also v = 0 und somit h = 0, und
daher ist D(S) dicht in H. O

Satz 11.5.

Seien a,V und H wie im vorigen Satz. Zusdtzlich sei die Sesquilinearforma :V XV —
C auch noch Hermite’sch , d.h. a(u,v) = a(v,u) fir allew,v € V. Dann gilt: der Operator
S ist abgeschlossen und selbstadjungiert und D(S) ist dicht in V.

Beweis. Weil a Hermite’sch ist, folgt (Su,v)g = a(u,v) = a(v,u) = (u, Sv)y fir alle
u,v € D(S). Also ist S symmetrisch und insbesondere ist D(S) C D(S%).

Sei nun v € D(S*). Weil S surjektiv ist, existiert ein vy € D(S) mit Svg = S*v. Fiir
jedes u € D(S) gilt daher

(Su,v9)g = (u, Svo)g = (u, S™v)g = (Su,v)y.

Verwendet man noch einmal die Surjektivitéat von S, dann folgt v = vy € D(S), und wir
erhalten D(S) = D(S*) und Sv = S*v fiir alle v € D(S5).
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Da S* immer abgeschlossen ist, folgt S = S* ist abgeschlossen.
Sei h € V derart, dass (u, h)y = 0, fiir alle uw € D(S). Sei f € V derart, dass Af =h (A
ist ein Isomorphismus auf V'). Dann gilt

0= (u,h)y = (u, Af)y = (Af,u)y = a(f,u) = a(u, f) = (Su, f)u,
und weil S surjektiv ist, folgt f =0 und h = Af = 0. 0

Beispiele 11.6. Sei Q2 C R" ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand. Sei H = L?(2)
und V = HY(Q). Fiir u,v € H(Q) sei

a(u, v) :/Q<Vu, Vo) d:c+/Q dm-/Z%% dm+/ﬂu(m)v(m) dr,

wobei die Ableitungen im schwachen Sinne zu verstehen sind. Dann ist a eine Hermi-
te’sche H'(Q)-elliptische Sesquilinearform, denn es gilt

a(u,u):/§2|Vu|2d:B+/Q|u|2da:: ||u||§{1(9)

Nach Definition des Definitionsbereichs des Operators S gilt: fiir u € D(S) existiert ein
f € L?(Q) derart, dass

a(u,v):/gf(x)de , Yo e HY(Q);

d.h. bei v € D(2) folgt im Sinne der Distributionen
—Au+u=f,
und daher ist
D(S) c W(Q) :={ue H'(Q) : —Au e L*(Q)}.

Man schreibt S = —A 4+ 1 und nennt S die Neumann’sche Realisierung des Laplace
Operators in L?(2). S — [ ist eine selbstadjungierte Erweiterung von —A (siehe 10.28).
Weitere Details siehe [Hel].

Definition 11.7.
Sei Tp ein symmetrischer, unbeschriankter Operator mit Definitionsbereich D(7y) C H.
Wir sagen, Ty heifit halbbeschriankt (von unten), falls eine Konsatnte C' existiert so , dass

(Tow, )i > —Cllull% . Yu € D(Tp).

Beispiele 11.8. Wir betrachten den Schrédinger Operator Ty = —A + V(z) auf R™,
wobei V' eine stetige Funktion (Potential) ist, mit

V(z) > -C , Yz € R™.
Nimmt man als D(7y) = D(R"); so ist T ein symmetrischer, halbbeschrénkter Operator:
fir u € D(R") gilt:

(Tou,u) = /n(—Au(x) + V(2)u(z))u(z) de = \Vu(z)|* do —I—/ V(z)u(x)|? de

R n
> —C|lull*.



Wir kénnen nunmehr das Problem der Existenz einer selbstadjungierten Erweiterung auf
eine weitere Art und Weise behandeln.

Satz 11.9. Sei Ty ein symmetrischer, halbbeschrdinkter Operator mit Definitionsbereich
D(Ty) dicht in H. Dann besitzt Ty eine selbstadjungierte Erweiterung, diese nennt man
die Friedrich’sche Erweiterung .

Beweis. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass Ty strikt
positiv ist, d.h. (Tou,u)g > |[ul|3; , Yu € D(Ty), indem man Ty durch Ty + Ao/ ersetzt.
Auf D(T,) x D(Tp) definieren wir eine Sesquilinearform ag durch

ao(u,v) = (Tou, v)n.
Dann folgt aus der Voraussetzung der Halbbeschranktheit, dass
ao(u,u) > ||lull} , Yu € D(Ty).

Nun definieren wir den Hilbertraum V" als die Vervollstandigung in H von D(1y) beziiglich
der Norm py(u) = v/ap(u,u), d.h. ein u € H gehort zu V, wenn eine Folge (uy,), in D(Tp)
existiert, derart dass u, — w in H und (u,), eine Cauchy Folge beziiglich der Norm py
ist. Als Norm in V definieren wir

[ully := Tim po(un),
n—o00

wobei (u,), eine Cauchy Folge beziiglich py ist, welche in H gegen u konvergiert. Wir
zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl der Cauchy Folge ist:

Ist (z,), eine Cauchy Folge in D(Tp) beziiglich py derart, dass z,, — 0 in H, dann gilt
po(zn) — 0.

Diese Behauptung beweisen wir indirekt. Angenommen pg(x,) — « > 0, dann gilt
zunéchst

ao(Tn, T) = ao(Tn, Tn) + ao(Tn, Ty — ),

und nach der Cauchy Schwarz’schen Ungleichung

laog (@, T — )| < \/ao(:cn, xn)\/ao(xm — Ty, Ty — T)-

Da (z,), eine Cauchy Folge beziiglich p, ist, folgt daher, dass fiir jedes € > 0 ein N € N
existiert, so dass
lao(2y, ) — 2| <€ , ¥n,m > N.

Setzt man fiir € = %2, dann erhalten wir

2
|(Toxn, Tm)H| > % , Vn,m > N.

Geht man mit m — o0, so strebt linke Seite der letzten Ungleichung gegen 0, weil ja
Tm — 0 in H. Somit erhalten wir einen Widerspruch.

Es gilt nun |jully > ||ul|g, fir jedes u € V, also ist die Einbettung von V nach H
stetig. Weiters ist V' dicht in H, weil V' den Definitionsbereich D(Tp) enthélt, der nach
Voraussetzung dicht in H ist.
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Das innere Produkt in V' ist als Erweiterung von aq definiert:

(u,v)y = 71113010 ao(Unp, Up),
wobei (uy,), und (v,), Cauchy Folgen beziiglich py sind, die gegen u bzw. v in H kon-
vergieren.
SchlieBlich verwenden wir 11.5 fiir a(u,v) = (u,v)y und erhalten einen unbeschréinkten,
selbstadjungierten Operator S auf H, welcher eine Erweiterung von T} ist und dessen
Definitionsbereich D(S) C V. O

Beispiele 11.10. Sei 2 C R™ ein glatt berandetes, beschrinktes Gebiet, H = L?*(f2)
und Ty = —A, sowie D(T,) = D(Q). Wir betrachten wieder Ty = Ty + I an Stelle von
To und erhalten so einen symmetrischen und positiven (daher auch halbbeschrénkten)
Operator und vollziehen die Konstruktion im letzten Beweis: der Hilbertraum V ist dann
der Abschluss von D(€2) im Sobolevraum H', das ist der Raum H{(£2) (siehe 9.25). Somit
gilt

D(S) :={ue Hj(Q) : —Au e L*(Q)},

dabei ist S = —A + 1 wieder im schwachen Sinne zu verstehen.

Aus 11.4 folgt, dass S~ € L£(L*(2)). Man kann S~! auffassen als die Verkniipfung eines
stetigen linearen Operators von H = L*(Q) in den Raum V = H}(Q) mit der nach 9.26
kompakten Einbettung von H{(Q) in L*(Q) = HJ(€2), dabei hat man zu beachten, dass
fir u € D(95) gilt

ISullzllullzr > (Su, w)r = au,u) > allully, > allully ],

das ergibt ||Sullg > allul|y, daher folgt aus der Surjektivitét von S, dass

||S_1||L(H,V) <

Y

LIr

in unserem Beispiel ist a = 1; weil die Verkniipfung eines stetigen Operators mit einem
kompakten Operator kompakt ist, erhalten dass der ”Losungsoperator” S—! zu S =
—A + 1 ein kompakter Operator von L?(€) nach L?(2) ist.
Weiters gilt

D(S) = H*(2) N Hy(2)
(siche [Hel]) und wir erhalten aus dem vorigen Satz die Aussage:
Der Operator Ty = —A mit D(Ty) = H?(2) N H}(Q) ist selbstadjungiert und wird die

Dirichlet’sche Realisierung von —A in ) genannt .
Wir setzen dabei T3 = S — I und verwenden 10.28.

Im Falle eines beschréankten Gebietes 2 ergeben die Neumann’sche und die Dirichlet’sche
Realisierung verschiedene selbstadjungierte Erweiterungen von —A; —A ist nicht wesent-
lich selbstadjungiert (siehe 10.32 und 10.33).

102



12 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operato-
ren und Folgerungen

In diesem Abschnitt beweisen wir den Spektralsatz fiir unbeschrinkte selbstadjungierte
Operatoren und erldutern einige wichtige Anwendungen dieses Satzes. Zunéchst noch
einige ergédnzende Bemerkungen zu beschrankten selbstadjungierten Operatoren:

Satz 12.1. Sei T € L(H) ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum H. Dann
ist das Spektrum o(T') enthalten im Intervall [m, M|, wobei

T T
m = inf ( u,g) und M = sup ( u,g)
w0 |[ul w0 lull

Weiters gilt: m, M € o(T).
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass o(T) C R : ist A € o(T") mit I\ # 0, dann folgt
wegen (Tu,u) € R (siehe 7.17 c)

S ull® = [SUT = ADu, w)| < (T = M)l [Jull.

Daraus folgt, dass T — A\l und T — AI injektiv ist und dass im(7 — AI) abgeschlossen ist.
Allgemein gilt fiir einen dicht definierten Operator A : kerA* = (imA)* (siehe 10.13),
daher folgt fiir A =T — X : ker(T — X ) = (im(T — AI)*. Daher ist T — AI bijektiv und
A ¢ o(T), Widerspruch!

Sei nun A > M. Dann erfiillt die Sesquilinearform

(u,v) — Mu,v)g — (Tu,v)y

die Voraussetzungen von 11.3 und 7" — AI ist bijektiv, also A ¢ o(7'); analog verfahrt
man fir A < m.

Wir zeigen nun, dass M € o(T) : dazu verwenden wir die Cauchy-Schwarz’sche Unglei-
chung fiir das innere Produkt (u,v) — M (u,v)y — (T'u,v)y und erhalten:

|(Mu—Tu,v)y| < (Mu— Tu,u)}f(]\/[v —Twv, v)}f,
setzt man nun fir v = Mu — Tu ein, so folgt

[ Mu — Tul|%, < (Mu — Tu,w) || MI — T||X2 | Mu — Tul,

L(H)
also
1/2 1/2
|Mu = Tull i < (Mu — Tu,u) || MI =TIl
Sei nun (u,), eine Folge in H mit ||u,| = 1 fiir alle n € N und (Tuy, u,)yg — M bei

n — oo. Dann ergibt sich aus der letzten Ungleichung, dass (17" — M1)u,, gegen 0 strebt
bei n — oo. Angenommen M ¢ o(T'), dann wiirde

U, = (T — MI)" (T — MI)u, — 0 bein — oo,

im Widerspruch zu [|u,| = 1 fiir alle n € N.
Analog beweist man, dass m € o(T). O
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Korollar 12.2.
Sei T € L(H) ein selbstadjungierter Operator mit o(T) = {0}.Dann ist T = 0.

Beweis. Ist m = M = 0, so folgt (T'u,u) = 0 fiir alle v € H. Nun verwende 7.17 (b). O

Wir iibertragen nun den Begriff des Spektrums auf dicht definierte unbeschriankte Ope-
ratoren.

Definition 12.3. Sei T ein abgeschlossener Operator. Eine komplexe Zahl z heifit Ei-
genwert von T, wenn ein f € D(T) existiert mit f # 0 und T'f = zf, d.h. wenn der
Operator T" — zI nicht injektiv ist.

Die Menge

p(T)={z€ C : T — zI ist injektiv , Rp(z) = (T —zI)~' € L(H)}
heiffit Resolventenmenge von 7', die Funktion
Ry : p(T) — L(H)
heifit Resolvente von 7', und die Menge
o(T) = C\ p(T)

heifit Spektrum von T.
Die Menge 0,(T") der Eigenwerte von 7" heifit Punktspektrum von 7',

Bemerkung 12.4. Ist 7' nicht abgeschlossen, so sind auch 7" — zI und Ry(z) nicht
abgeschlossen, d.h. es gilt dann p(7T") = (.
Fiir abgeschlossene Operatoren T gilt nach dem closed graph Theorem

p(T)={z¢€ C : T — zI ist bijektiv}.

Satz 12.5. Sei T ein abgeschlossener Operator. Dann ist p(T) offen und die Resolvente
Ry ist eine holomorphe operatorwertige Funktion auf p(T).

Beweis. Sei zy € p(T). Dann ist (20 — T)~' € L(H). Wir setzen € := ||(z0 — T)7}|~*
und fixieren z € C mit |z — 2| < €. Dann gilt 21 — T = (2 — 29)! + 20 — T und daher

2l —T = ((z—2)(20] = T) " +1)(20] = 1T).

Wegen ||(z — 29) (20 —T)7!|| < 1 ist der erste Operator auf der rechten Seite der letzten
Ungleichung invertierbar. Folglich ist zI — T" bijektiv. Siehe auch 7.15 fiir den Rest des
Beweises. O

Wir untersuchen nun die Resolvente eines selbstadjungierten Operators. Dabei verwen-
den wir die Notationen

Ct:={2€C:S$2>0} und C :={z€C: 32 <0}
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Satz 12.6.
Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators T' ist reell, die Resolventenmenge p(T)
enthilt C* und C~. Ist z € C*, dann gilt Rp(2)* = Ry(Z) und

1R (2)|| < |92
Beweis. Fiir z=x +iy € C\ R und h € D(T) gilt wegen (h,Th) € R :
1((z +iy)] = T)AI* = (2* + y*) 2" — 2R((w + iy)h, Th) + || Th|?

= y7lIRl* + (@] = T)R|* = y*||al* ()
und daher ist zI — T injektiv und im(zI — T') ist abgeschlossen, weil mit 7" auch zI — T
ein abgeschlossener Operator ist. Desgleichen ist ZI — T injektiv, und weil

(im(z] — T))* =ker(z2] —T)* = ker(zI — T) = {0},

folgt, dass im(z2I —T) = H und z € p(T).
Es gilt (T — 21)* = T* —zI = T — zI. Daher ist wegen (B~!)* = (B*)~! die gewiinschte
Formel fiir die Resolvente gezeigt (siehe 10.14). Die Normabschéitzung folgt aus (*). O

Bemerkung 12.7. Gehoren ¢ und —i zur Resolventenmenge eines abgeschlossenen Ope-
rators T und ist Rr(i)* = Rr(—1), dann ist T" selbstadjungiert. Denn es gilt

T +il = (T =) = ((Re(i) )" = ((Rr(2))") " = (Rp(—=1)) ™" =T +1l,
und somit T* =1T.

Satz 12.8.

Sei T ein selbstadjungierter Operator und f € H, f # 0, und sei ®;(2) = (Rp(2)f, f).
Dann ist @ auf C\R definiert und dort holomorph und hat die folgenden Eigenschaften:
(i) ¢(Ct) CCt und 4(C~) CC;

(i) (%) = O4(2);

(iii) | s (2)| < (f, f) 2|7

Beweis. (ii) und (iii) folgen aus 12.6. Fiir den Beweis von (i) setzen wir g = Rp(z2)f,
dann folgt f = (T — zI)g und g # 0, sowie

s(2) = (Rr(2)f, f) = (9, (T = 2I)g) = (T'g,9) + (=2)(9,9),

und wir haben noch zu verwenden, dass (T'g, g) € R fiir jedes g € D(T). O

Um den allgemeinen Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren formulieren zu kénnen,
benotigt man einige Begriffe aus der Mafitheorie, die alle in [E] oder [R1] nachzulesen
sind.

Satz 12.9. (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Opertaoren, 1. Version)

Sei H ein separabler Hilbertraum und A ein dicht definierter, selbstadjungierter Operator.
Dann kann man A darstellen als Multiplikationsoperator auf einem Raum L*(M,do),
wobei M ein MafSraum mit positivem Mafs do ist und der Multiplikationsopeator auf
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L*(M,do) durch eine messbare, reellwertige, fast-iiberall endliche Funktion a auf M ge-
geben ist (vgl. 10.27 (b)). Genauer: es existiert ein unitirer Operator

U:H— L*(M,do),
so dass f € D(A) genau dann, wenn f € H und aU f € L*(M, do), und
(UAf)(m) = a(m)(Uf)(m) , me M;

oder anders ausgedriickt

Af =UtaU¥,
wobei hier a den Multiplikationsoperator auf L?(M,do) bezeichnet.

Fiir die 2. Version des Spektralsatzes benotigen wir den Begriff einer Spektralschar:

Definition 12.10.

Sei H ein separabler Hilbertraum. Eine Spektralschar £ : R — L£(H) ist eine Familie
von orthogonalen Projektionen E(A) auf H mit folgenden Eigenschaften:

(a) EQNE(p) = E(n)EX) = E()) fir A < p;

(b) limesg o E(A + €)z = E(N)z in der Norm von H, fiir jedes x € H (wir sagen auch
E(A+0) = E()) in der starken Operatortopologie);

(¢) imy—_oo E(A) =0, limy_, 1 E(X) = I in der starken Operatortopologie.

Fir ein x € H setzt man

pe(t) = (z, E(t)x) = | E(t)z]* . t €R,
dann ist p, : R — R beschrankt, nichtfallend und rechtsstetig, und es gilt

lim p,(t) =0 , lim po(t) = |z

t——o00 t
Durch den Ansatz
pa((t1, t2]) = pa(tz) — pa(ty)
(analoge Formeln gelten fiir die Intervalle (¢q,ts), [t1,t2), [t1, 2], siehe [W]) wird ein
Lebesgue-Stieltjes-Mafl auf R definiert.
Eine Funktion v : R — C ist E-messbar, wenn sie p,-messbar ist fiir jedes © € H.

(Jede Funktion, die punktweiser Limes von Treppenfunktionen ist, also insbesondere jede
stiickweise stetige Funktion, ist E-messbar.)

Beispiele 12.11.
(a) Ist T' € L(H) selbstadjungiert und kompakt, dann gilt nach 7.20

Tx = Z APz,
j=1

wobei |A1] > |\ > ... die Eigenwerte von 7" sind und P; die orthogonalen Projektionen
auf die zugehorigen Eigenrdume. Wir nennen hier F, die orthogonale Projektion auf
kerT. Dann gilt > ;7 P, = I im Sinne der starken Operatortopologie: ist G das lineare
Erzeugnis aller Eigenrdume, dann folgt T(G) C G und auch T(G*) C G*, dies folgt
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sofort aus der Selbstadjungiertheit von 7T'; nennen wir T die Einschrinkung von T’ auf
G, dann bleibt T kompakt und selbstadjungiert, es gilt aber auch o(T) = {0} und
daher ist nach 12.2 T = 0; es gilt G C kerT C G und daher G- = {0}, also ist G dicht
in H.

Sei

Dann ist F eine Spektralschar.

Eigenschaft (a) von Definition 12.10 ist klar. Um Eigenschaft (b) nachzuweisen, bemerken
wir zunéchst, dass Y oo, || Pez]|? = ||lz|* gilt; also gibt es zu jedem € > 0 ein kg € N mit
> koo 1 Pe]]? < €. Sei nun t € R. Wiahlt man dy > 0 so, dass Ay ¢ (¢, + do] fiir & < kg
gilt, so folgt

IE(t+8)z—E@zl>= > [[Pall> <> [Pl® <,
{k: ApE(t,t+0]} k>ko

fiir alle 6 € (0, do).
Fiir die Eigenschaft (c) wihlt man ky wieder wie vorhin. Dann gibt es ein s € R mit
A, > s fiir £ < kg, also

IE@z>= Y lPal® <) Pe]® <e

{k: M\ <t} k>ko

fiir t < s. Weiters gibt es ein 8’ € R mit A, < & fiir k£ < kg und somit folgt

lz = E@®al*= Y Bl <) [Pal® <«

{k: Ap>t} k>ko

fir t > ¢
(b) Sei p ein Borelma$i auf R und der L*(R, p) der entsprechende L?*-Raum (siehe [E],
[R1]). Dann ist durch den Ansatz

E(t)f = X(-oonf , [ €L*R,p)

eine Spektralschar definiert.
Analog auf der direkten Summe @®qe4L?*(R, po) durch

E(t)(foc)aeA = (X(—oo,t}foc)oceA s fa S Lz(Ra Pa)~

(c) Sei (X, u) ein Mafiraum, ¢g : X — R eine p-messbare Funktion. Dann wird durch

E(t)f = X{xEX:g(m)St}f ) f S L2(X, ,U,)
eine Spektralschar in L?(X, 1) definiert.

Lemma 12.12.
Sei E eine Spektralschar in H und x € H. Sei




der Abschluss der linearen Hille in H. Dann ist
Vi(ENz : NeR) — L(R,p2) , > EN)T = Y ¢iX(—oo]
j=1 j=1

isometrisch; die Abschliefung U :=V : H, — L*(R, p,) ist unitir. Bezeichnen wir mit
E.(.) die Finschrinkung von E(.) auf H,, so gilt

UE,(A) = X(—onU bzw. E,NU'=U""X(_con

Beweis. Ohne Einschrinkung kann jedes y € (E(t)x : t € R) in der Form ), di(E(by)—
E(ay))x mit disjunkten Intervallen (ay, bx] geschrieben werden (eventuell kann ein a, =
—o00 sein). Dann gilt

Vyl? =11 dixtaesll” = D 1 (0e(br) = palar)) = D ldil*I1(E(by) = E(ay))z|?
k

= 1Y du(B(be) — E(ar))z]]* = |1y,

dabei wird Eigenschaft 12.10 (a) verwendet, also ist V' isometrisch.

imV enthilt alle linksstetigen Treppenfunktionen; da diese in L*(R, p,) dicht sind (es
geniigt zu zeigen, dass jede Treppenfunktion approximiert werden kann), ist imV =
imV = L2(R, p,), d.h. U =V ist unitér.

Fir y =377, ¢;E(\))z gilt

UE\)y = UZ e B (min{\, Ay )z = Z Ch X (—o0,min{ A\ e }]
p p

= X(=00] Z CkX(—o0 ] = X(—ooNUY-
!

Durch Grenziibergang folgt dies fiir alle y € H,. Multiplikation von links und rechts mit
U~! liefert die letzte Behauptung. O

Lemma 12.13.

(a) Fir alle x € H gilt v € H,.

(b) Fiir alley € H, und t € R gilt E(t)y € H,; insbesondere gilt H, C H,.

(¢) Aus y L H, folgt E(t)y L H, fir alle t € R; insbesondere gilt H, L H, und

Paty = Pzt Py-
(d) Fir jedes y € H, ist p, absolut stetig beziiglich p,.

Beweis. (a) Fir x,, := E(n)zx gilt z, € H, und x,, — x.

(b) Ist (yn)n eine Folge in (E(A\)x : A € R) mit y, — vy, so gilt offenbar E(s)y, €
(E(N)z @ A € R) und somit E(s)y = lim, . E(s)y, € H,.

(c¢) Aus y L H, folgt y L E(t)z fiir alle t € R, also

(E(s)y, E(t)z) = (y, E(min{s, t})z) = 0,
d.h. es gilt E(s)y L (E(A\)z : A € R) und somit E(s)y L H,.
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(d) Fir y € H, und t € R gilt mit U aus 12.12

py(t) = IE@y* = IVE®y]* = [IX(-caUyll* = / Uy (s)|* dpa(s),

(—OOJ}

d.h. p, ist py-absolut stetig mit Dichtefunktion |Uy(s)|*.
U

Satz 12.14.
Ist E eine Spektralschar im separablen Hilbertraum H, so gibt es beschrinkte Borelmafe
pi (j=1,...,NmitN < 00) auf R und eine unitire Abbildung U : H — @} L*(R, p;)
so, dass gilt

UE#)U™" = X(—coy fiir allet € R.

Beweis. Sei {x;} eine abzdhlbare totale Menge in H, sei ferner hy := z; und hj; =
(I — P, — -+ — Pj)zjs1, wobei Py, die orthogonale Projektion auf Hy := H,, ist (das
Verfahren bricht ab, wenn @}, H; = H ist). Man erhélt eine (eventuell endliche) Folge
(hj)j mit @jHj = H.

Definieren wir p; := py,; und

n

Vi i (EWh; : XER) — L*(R,p) , > crE\)hj = > X (ol

k=1 k=1

so sind die Abschlieungen (vgl. 12.12)

Uj=V;: Hy=(E(\h; : A€ R) — L*(R, p))
sowie deren orthogonalen Summe
U= &;U;: H=a;H; — &;LR,p;), (y5); — (Usyy);
unitir. Es gilt fur x = (y;); € ®;H; = H
UE)z = UE(t)(y;); = U(E(t)y;); = (U;E@)y;); = (X(-00.qUj¥5);

= X(=o0tl(Uj¥j); = X(=o0.t1U (45)j = X(~o0 g Uz
Damit folgt E(t) = U™ x(—ooyU. O

Definition 12.15.
Wir koénnen nun das Integral beziiglich einer Spektralschar erkléaren: Fiir eine Treppen-
funktion (0.B.d.A. mit disjunkten Konstanzintervallen I;)

u:R— C , u(t) :ZC]'X]J-
J
definieren wir das Integral

/R u(t) dE(t) = / u(t) dE(t) == chE(Ij)
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mit F((a,b])) = FE

-
| [ wrdB el =3 e PEE)el = 3 e on(h)

_ / () dpa(t) < |2l max [uf>

Fiir eine Treppenfunktion w ist also [wu(t) dE(t) ein Operator in £(H) mit Norm <
max |ul.

Ist nun v : R — C eine beliebige E-messbare Funktion, so gibt es fiir jedes © € H
mit v € L*(R, p,) eine Folge (u,), von Treppenfunktionen mit u, — u in L*(R, p,).
Insbesondere ist (u,), eine Cauchyfolge in L*(R, p,), und es gilt

|| / wn(t) dE(t)z — / wn(t) dE (2|2 = | / (un(t) — (1)) dE ()2

E(a). Fiir alle x € H gilt dann

- / () — i (E) dpalt) — 0 fitr m,m — o0,

h. ([ u,(t) dE(t)x), ist eine Cauchyfolge in H. Daher kénnen wir definieren

/u(t) dE(t)z := lim [ u,(t)dE(t)x,

n—oo

diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Folge (u,),. Es gilt

I [ wtt) dBl? = im | [ () dE@a|?

—tim [ Ju, () dp (1) / () dpalt) = [ull2s(e,.-

n—oo

Das Integral ist offenbar linear in dem Sinn, dass fiir u,v € L?(R, p,) und a,b € C gilt

/(au(t) +bu(t))dE(t)x = a/u(t) dE(t)x + b/v(t) dE(t)x.
Die wichtige Linearitédt in x ist wesentlicher Bestandteil des néchsten Satzes.

Im folgenden wollen wir zeigen, dass durch das Integral

/ u(t) dE(t)

ein linearer Operator auf H definiert ist, und wie man mit diesen Operatoren rechnen
kann. Dabei benutzen wir folgende Funktionenfolgen ¢, : C — C,

) z fir |z <n
n\<) =
4 0 fir |z|>n

und y, : C — C,



Satz 12.16.
Sei E eine Spektralschar im Hilbertraum H, und u : R — C eine E-messbare Funktion.
Dann wird durch

D(ug):={r € H :uec L*R,p,)}, ugz := /u(t) dE(t)z fir x € D(ug)

ein normaler Operator ug erkldart; fir den so definierten Operator ug schreiben wir im
folgenden auch [w(t)dE(t). Ist u reellwertig, so ist ug selbstadjungiert.

Sind u,v : R — C E-messbar, so gilt:

(a) Fiir x € D(ug) und y € D(vg) gilt

(upy. vp) = i | Golo@hon(ult) iy, E@)2) i= [ o0u(t) dpy.t

dabei ist das komplexe Maf p,, mittels Polarisierungsidentitit als Linearkombination
von vier positiven Maflen zu verstehen, py. = pytz — Py—z + 1Py—iz — 1Py+iz; das letzte
Integral ist formal zu verstehen, es ist durch den davor stehenden Grenzwert zu definiert,
wenn dieser existiert.

(b) Fiir x € D(ug) gilt |upz||* = [|u(®)]® dps(t) = [ull72gg ,,)-

(c) Ist u beschrinkt, so ist ugp € L(H) mit HuEH < supyep |u(t)|.

(d) Fiir die Einsfunktion 1 gilt 15 = 1.

(e) Fiir x € D(ug) und alle y € H gilt (upz,y) = [u(t)dpy.(t).

(f) Ist u(t) > c fir alle t € R, so ist ug nach unten halbbeschrankt mit unterer Schranke

(g) (u+v)g Dug+vg und D(ug +vr) = D((|u] + |v])g).

(h) (uwv)p D upve und D(ugvg) = D(ve) N D((uv)g).

(i) D(ug) ist dicht in H, weiters ist D(ug) = D(ug) und (ug)* = ug.

(j) Ist u = xs die charakteristische Funktion einer Menge S C R, so dass u E-messbar
ist, so ist ug = (xs)g eine orthogonale Projektion. Wir schreiben dafir kurz E(S),
wodurch ein projektionswertiges Maf auf R definiert wird.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ug ein linearer Operator ist: D(ug) ist ein linearer
Teilraum von H und up : D(ug) — H ist linear. Fiir a € C ist ax € D(ug) und
up(az) = aup(x) fiir alle x € D(ug), noch zu zeigen: ist z,y € D(ug) so folgt v +y €
Sei zundchst u beschrankt, (u,), eine beschrinkte Folge von Treppenfunktionen mit
un(t) — u(t) p-fast iberall mit p = p, + p,. Dann gilt U, (t) — u(t) p,-fast iiberall und
somit nach dem Satz von Lebesgue u,, — u im Sinne von L*(R, p,) fiir 2 = z, 2 = y und
z = x +y. Fur beschrinkte Funktionen u gilt * +vy € D(ug), weil D(ug) = X, also ist

up(r +y) = lm (u,)p(z +y) = Im ((un)pr + (un) py) = wp(r) + upy).

n—oo n—oo

Sei nun u eine beliebige E-messbare Funktion mit x,y € D(Ug). Die Folge (|, o ul),
konvergiert punktweise nichtfallend gegen |u|, und es gilt

1/2
([ 1D doe @) = 1w 0wl + )] = o Wz + (o0 e
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< ll(pnou)mz] + | (pn o wmyll = ( [ entute?dnut ) (/ [en(u(®)I* dp, ¢ >)1/2
< </|u(t)|2dpx(t)) + </|u(t)|2dpy(t)) 2: gz + |[ugy|| < oo.

Nach dem Satz iiber die monotone Konvergenz (siche [R1] ) folgt v € L*(R, p,1,) und
¢onou— uin L*(R, py4y), also 2 +y € D(up) und

up(z +y) = lim (ppou)p(z +y) = lim ((¢n 0 u)pz + (pn 0 u)py) = upt +upy.

(a) Die Aussage ist wahr fiir Treppenfunktionen fir alle z,y € H. Ein Grenziibergang
liefert die Aussage fiir alle beschrankten E-messbaren Funktionen v und v, wobei in der
Formel der Grenziibergang n — oo entfillt, da fiir grofie n gilt ¢, ou = v und ¢, ov = v.
Sind u und v beliebige E-messbare Funktionen, so gilt fir x € D(ug) und y € D(vg)

(upy, vpx) = lim ((¢n 0 u)gy, (pn 0 v)pT)

n—oo

— lin [ @ (®) dpyelt) = [ Tu(t) a0

(b) Folgt aus (a) mit v = und y = x.

(c) Ist u beschrinkt, so ist u € L*(R, p,) fiir alle x € H, weil p,(R) = ||z||? endlich ist,
d.h. es gilt D(ug) = H. Die Normabschétzung folgt aus (b).

(d) Nach (c) ist 15 € L(H). Es gilt x(—nn — 1 in L*(R, p,), also

lgx = lIm (X(—nn)er = lim (E(n) — E(—n))z =« , fiir allex.

(e) Folgt aus (d) mit v = 1 unter Beriicksichtigung von (a).

(f) Folgt aus (e) mit y = z.

(g) Ist x € D(Ug +vg) = D(ug) N D(vg), so gilt u,v € L*(R, p,), also x € D((u +v)g);
die Linearitét des Integrals liefert (u 4+ v)pr = upx + vE.

Da fiir E-messbare u,v offenbar u,v € L*(R,p,) genau dann gilt, wenn |u] + |v| €
L3R, p,) gilt, folgt auch D(ug +vg) = D(|u| + |v|)g).

(h) Fiir eine beschrankte E-messbare Funktion u und z,y € H gilt

(upz,) 2 [ ult)dpylt) = [ W@ dpuylt) = e,2) = (0, 750).
Damit folgt fiir beschrankte F-messbare Funktionen u und v
(upvpz,y) = (up(veT),y) = (VET, UpY)
D [ uft)o(t) dpya(t) = (w)pay).
also upvg = (uv)g.
Seien nun wu,v beliebige E-messbare Funktionen, x € D(ugvg) (d.h. z € D(vg) und

vgx € D(ug). Da ¢, o u fiir festes n beschrankt ist, gilt

(0n 0 w)(@mov) — (p,ou)v in L*(R,p,) fiir m — oo,
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und somit

upvpr = lim (@, o u)gvpr = lim (¢, ou)g < lim (¢,, o U)E:B>

n—oo n—oo m—00

= lim lim (p, ou)g(pmov)pr = lim lim ((p, ou)(@mov))gr = lim ((¢, o u)v)gz.

n—oo m—oo n—oo m—oo n—oo
Die hiermit gezeigte Existenz dieses Grenzwertes besagt, dass ((¢, o u)v), eine Cauchy-

folge in L?(RR, p,.) ist. Diese konvergiert nach Konstruktion punktweise gegen uv. Also ist
uv € LA(R, p,) , © € D((uv)g) und (uwv)pzr = ugvpz, d.h. es gilt

D(Ugvg) C D(vg) N D((uwv)g) und ugvg C (uv)g.

Sei nun = € D(vg) N D((uv)g); wegen |(¢, o u)v| < |uv| ist dann = € D(((¢, 0 u)v)E)
und (p, ou)v — uv in L*(R, p,), also

(wv)pr = lim lim ((p, o u)(pm o v))pr

n—0o0 Mm—0oQ

= lim lim (¢, o u)g(pm ov)pr = lim (¢, o u)pvpe.

n—00 M—00

Die hiermit gezeigte Existenz dieses Grenzwertes liefert u € L?(R, p,,,) und vgz €
D(ug), also z € D(ugvg).

(i) D(up) ist dicht in H : es gilt (xm o u)pr € D(up) fir alle x € H und m € N, denn
es ist (da Xy, o w und w.(x,, © u) beschrénkt sind)

D(ug(Xm © u)g) = D((t-(xm © u))g) N D((xm o u)r) = H.

Wegen = = lim,,, . (xm © u) gz folgt die Dichtheit von D(ug).
Die Gleichung D(ug) = D(ug) ist offensichtlich; fiir x,y € D(ug) = D(ug) gilt

(e) — () == _
(UE‘LU,y) = /U(t) dpy,x = /U(t) dpm,y = (uEyvx) = (%UEZ/)a

d.h. ug und wg sind formal adjungiert; insbesondere gilt T = (ug)* fiir beschréanktes u.
Fir allgemeines u bleibt D((ug)*) C D(ug) zu beweisen: Sei y € D((ug)*). Dann gilt
fir alle z € D(ug)

= ((pn o u) gy, ) = lim ((¢n 0 U)py, T).

n—oo

Insbesondere gilt fiir jedes + € H und m € N (da x,, reellwertig ist und (x,, o u)gx €
D(ug) gilt)
((Xm 0 w)p(up)y,x) = ((up)"y, (Xm © u)px)

= lim ((pn 0 W)y, x) = lim (((xm 0 u)(pn 0 W))py, ) = ((Pm 0 W) sy, ©),

n—oo n—~o0

d.h. es gilt fiir alle y € D((ug)*)
(up)™y = lim (xm o u)(up)y = lim (o 0 W)ry.
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Die Existenz dieses Limes bedeutet y € D(ug.
Damit folgt nun auch die Normalitdt von ug, denn es gilt: D((ug)*) = D(ug) = D(ug),

I(up) z|* = |upz|® 2/\U(t)|2dpm(t) = [lupz|*.

Insbesondere ist ug selbstadjungiert, falls u reell ist.
(j) Folgt aus (c),(h) und (i).
O

Fiir den Beweis des Spektralsatzes benotigen wir nun noch zwei Satze aus der Komplexen
Analysis bzw. Mafitheorie.

Eine Funktion w : R — C heift von beschrénkter Variation , wenn es vier beschréankte
nicht-fallende Funktionen w; : R — R gibt mit w = w; — wy + w3 — tw,. Man kann
zeigen (siehe [R1]), dass w genau dann so darstellbar ist, wenn es ein C' > 0 gibt mit
> lw(b,) —w(a,)] < C fiir jede Folge von disjunkten Intervallen (a,, b,]; das kleinste
C mit dieser Eigenschaft heifit die Variation von w.

Satz 12.17.
Set w : R — C eine Funktion von beschrinkter Variation; aufSerdem sei w rechtsstetig
mit w(t) — 0 firt — —oo. Wir betrachten wir das Stieltjes-Integral der Form

f(z) ;:/_Ootizdw(t) , fir ze C\R. (%)

o0

(a) Fiir allet € R gilt

w(t) = lim lim L/ (f(s+ie)— f(s—ie))ds,

§—0+ e—0+ 277 J_

insbesondere ist w durch f eindeutig bestimmit.
(b) Ist w reellwertig, so gilt fiir allet € R
1 t+9

w(t) = lim lim — S f(s + i€) ds.

0—0+ e—=0+ 77 o

Beweis. Ist w = u + v mit reellwertigen u und v, und sind f, und f, entsprechend
definiert, so folgt (a) aus (b) wegen f,(s —i€) = fu(s +i€), und f,(s —i€) = f,(s + ie).
Ist w reellwertig, so gilt fiir jedes € > 0

S (s + ie) :/oo 3 <ﬁ) dw(r) = /Zﬁdwﬁ'),

—00 —

und es folgt aus dem Satz von Fubini folgt fiir jedes r € R

/_;Sf(s—l—z'e)ds:/_:/_;stdw(ﬂ:/_C: (arctanT;T—l—g) dw(T).

Wegen |arctan =" + 7| <  fiir alle 7 € R, und

s fir r > 7,
T
+§—> w/2 firr=r,

0 fiir r < 7,

r—T

arctan
€
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bei € — 0+, folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz

T

lim Sf(s+ie)ds:/

=0+ J (—o0,7)

mdw(T) + /{T} g dw(T) + /(mo 0 dw(T)

T T
= mw(r—) + §(w(7’) —w(r—)) = §(w(7’) +w(r—)).

Ersetzt man hier r durch ¢ + 9, so folgt bei 6 — 0+ die gewiinschte Behauptung, da w

rechtsstetig ist.

Ist f(z) = 0 fiir alle z € C,, dann folgt w(t) = 0 fur alle t € R, also ist w durch f
eindeutig bestimmt. O

Satz 12.18.
Sei M >0 und f: Cy — C holomorph mit Sf(z) > 0 und |f(2)Sz| < M fir z € C,.
Dann gibt es genau eine rechtsstetige nicht-fallende Funktion w : R — R mit w(t) — 0

bei t — —o0 und ~
fe) = [ dutt

ot — %

fir z € Co. Fir allet € R gilt w(t) < M und

1 t+9

w(t) = lim lim — S f(s + i€) ds.

0—0+ e—=0+ 77 o

Beweis. Die Darstellung und Eindeutigkeit von w folgt aus dem vorigen Satz, wenn wir
die Existenz gezeigt haben. Wir benutzen die folgenden Integrationswege:

I'., : von —r+1ie geradlinig nach r +ie und auf dem oben liegenden Halbkreis mit Radius
r zuriick nach —r + ¢,

', : nur der Kreisbogen aus I'c, von r + ie nach —r + ie,

I'. : die Parallel zur x-Achse von —oo + ie nach oo + ie.

r,,

—r 4 e T+ i€

r ! R
0

Dabei sei z =z + iy € C; und 0 < € < y (also liegt z innerhalb von I'., und Z + 2ie
auBlerhalb von I, fiir hinreichend grofie ). Nach der Cauchy’schen Integralformel und
dem Cauchy’schen Integralsatz gilt also

10 =5 [ Hac—o (1 S )f<c>d<

T omi L C—z T 2mi ro, \(—2z (—(Z+ 2ie)

_ 1 (z — Z — 2ie) 1 y—e
" 2mi /p C-9C 22 V% =7 /F =g O %

Wegen

—92 p. ’
(€= 2)(C—7 =2 <Cr7 fir¢el,
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strebt das Integral iiber I'{ . gegen 0 bei r — oo, d.h. es gilt

flz) =1 /F Vo de

n (¢ —2)(¢ —z — 2ie)
L S i€ :1 h y—c i€
_ﬁ/_oo(t+ie—z)(t—ie—2)f(t+ ) dt W/_oo(gj_t)2+(y_€)2f(t+ ) dt.

Mit v(z) = Sf(z) gilt also

U(z):—/_oo  _u(t+ie)dt.

o (T =1+ (y—¢)

Aus |v(2)y| < |f(2)Sz| < M folgt

1 ) L . — — €)X
;/_w(x_t)z+(y_€)2v<t+ze>dt—|<y Ju(z)| < M.

Bei y — oo folgt hieraus mit dem Lemma von Fatou (siehe [R1]) die Integrierbarkeit von
v(. + i€) und
1 oo
0< —/ v(t +ie)dt < M fiir alle € > 0.

™

— 00

Da fiir € < y/2 gilt

y—¢€ )
RN RS A CEI LR

folgt bei € — 0+

/—Z <(fl7—t)?;—l_—(€y—e)2 B (x_t?§2+y2) v(t +ie) dt — 0,

also
(z) = lim L /OO Y v(t + i€) dt
v(z) = — —_— )
—0+ T J oo (2 — 1) 492
Definieren wir nun fiir € > 0 die Funktion w, : R — R durch
1 t
we(t) == —/ v(s+ie)ds firt e R,
™ —00

so ist w, stetig differenzierbar, nicht-fallend, und es gilt 0 < w,(t) < M.
Auf dhnliche Weise wie in 6.25 verwenden wir nun 6.24, um zu zeigen, dass eine Nullfolge
(€n)n und eine Funktion @ von beschrinkter Variation existieren mit

o1 [ Y . N Y
v(z) = nh_>n(r)10 - . —(x T v(t +iey) dt = nll_}ﬂ(f)lo - N ‘(x — )2 + 2 wgn(t) dt
N y - Y ;
=1 ——— dw,,(t) = dw(t).
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Definieren wir

w(t) :=1inf{w(s) : s >t} und w(t):=w(t) — lim w(s),

S§——0

so ist w rechtsstetig und nicht-fallend mit w(t) — 0 fiir £ — —oo, und es gilt

N y N y
0= [ a0 = [ e

denn w unterscheidet sich von w hochstens in den abzéhlbar vielen Unstetigkeitsstellen
von w, w und w unterscheiden sich nur um eine additive Konstante; beides hat keinen
Einfluss auf das Integral, da der Integrand stetig ist.

Die Funktion

F(2) ::/_OO L )

ot — 2

ist holomorph in C; mit SF(2) = v(z) = Sf(z). Also gilt Rf(z) = RF(2) + C, d.h.

f(z):/C>O ! dw(t) + C.

t—z

Wegen | f(2)Sz| < M und

%z/_m 1Zdw(t)'§ ‘/_Zldw(t)‘gM

folgt C' =0, d.h. w hat alle gewiinschten Eigenschaften. O

Wir formulieren und beweisen nun die 2. Version des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte
Operatoren, um damit die 1. Version zeigen zu konnen.

Satz 12.19.
(Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren, 2.Version) Zu jedem selbstadjungierten
Operator T im Hilbertrum H gibt es genau eine Spektralschar E mit idg = T, anders

ausgedriickt
T = / LAE(D),
1

(y, E(t)z) = lim lim — /H (y, (T = (s +ie) )" — (T — (s —ie) ) ")x) ds (x)

§—=0+ =0+ 271 | _

dabei st & gegeben durch

fir alle x,y € H und t € R.

Beweis. Eindeutigkeit: Ist 7' = idg, so gilt nach 12.16 mit u(t) := (t—2)7! fir z € C\R
(T'=z2I)(u.)p =1 und (u.)p(T — 2I) = I|pm),

d.h. es gilt (u,)p = (T — 2I)7! fiir alle z € C\ R, und somit nach 12.16

1

-z

(T = 2) ) = [l E )
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fir x;y € H, z € C\ R. Aus 12.18 folgt damit die Darstellung (*) fir (y, E(t)x).
Das bedeutet, dass die Spektralschar, die T" erzeugt (falls eine solche existiert) durch T’
eindeutig bestimmt wird.

Existenz: Falls eine Spektralschar E mit idg = T existiert, ist diese nach dem bereits
Bewiesenen durch (*) gegeben. Wir gehen deshalb von dieser Formel aus und zeigen,
dass durch sie eine Spektralschar E definiert ist mit idg = T.

Nach 12.8 ist die Funktion f,(z) = (x, (T — 2I)~'z) holomorph auf C \ R und es gilt

|fo(2)S2] < ).
Daher folgt aus 12.18

(z,(T — zI)'2) = /t

mit der rechtsstetigen nicht-fallenden Funktion

1

-z

dw,(t) fir z€ C\R

we(t) = 51ir(1)1+ EEI& QLm/ (z, (T — (s +ie))™ — (T — (s —ie)]) M) ds.

—0o0

Es gilt auBlerdem w, (t) — 0 fiir t — —oo und w,(t) < ||=|]? fiir alle t € R. Mit Hilfe der
Polarisierungsidentitét folgt auch
1

(y, (T — 21)"'x) = /m dw, -(t) fir z€ C\R

mit

t+6
welt) = Jim Jim o [ (T = s iD= (T (s = D) o) ds

— 00

Die Abbildung H x H — C, (y,z) — w, ,(t) ist fiir jedes ¢ € R eine Sesquilinearform;
diese ist Hermite’sch und nichtnegativ, w, ,(t) = w,(t) > 0, weiters beschrénkt, weil
|wy . ()]* < wy(H)w,(t) < [Jy||*||z||?, daher existiert nach 11.5 fiir jedes ¢ € R ein eindeutig
bestimmter selbstadjungierter Operator E(t) € L(H) mit (y, E(t)x) = w,,(t) fir alle
x,y € H.

Wir zeigen, dass E(.) eine Spektralschar ist. Fiir z, 2 € C\ R mit z # 2’ gilt wegen 7.15

(a)

/ ! d(T—2'1) 'y, E(t)x) = (T—2'1) Yy, (T—2I)'2) = (y, (T—2'T) " (T—2I)"'z)

t— =z

=L (. (= 2D ) - (5, (T — 21) ) = 1Q/(1 - 1,)a%E@@

z— 2z Z—z t—z t—=z

1 1 1
- [t = [ e,

Mit der Eindeutigkeitsaussage in 12.17 folgt daraus

1

S —Z

(@ =7y B0 = [ e B
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also fiir alle 2/ € C\ R

/ Ly, B)E()r) = (. (T — 1) B(t)a)

1

s— 2z

(@7 Ty O = [ o B

Nochmalige Anwendung der Eindeutigkeitsaussage in 12.17 liefert

y,E(s)r) firs <t,
(v, B(s)B(t)r) = { V- EI0)

(y, E(t)z) fiir s > ¢,
d.h. es gilt E(s)E(t) = E(min{s,t}). Insbesondere ist E(t) idempotent. Also ist E :
R — L(H) eine wachsende projektionswertige Abbildung. Die starke Rechtsstetigkeit
folgt aus der Rechtsstetigkeit von wy, :

IE(t + 8)x — E()z|)? = | E(t + 6)z|]® — | E@)z||* = wa(t + 8) — wy(t) — 0 bei § — 0.

AuBlerdem gilt ||E(t)x|]* = w,(t) — 0 also E(t) — 0 in der starken Operatortopologie
bei t — —o0. Aus der Monotonie erhélt man die Existenz einer orthogonalen Projektion
Eo mit E(t)r — Eox bei t — oo und E(t) < E fir alle € R. Fir F':= [ — E, gilt
also

E(t)F =E(t)(I — Ex)=E(t)— E(t) =0 furallet € R,

und somit fir alle z,y € H

(y,(T—z])_lFx):/tl di(y, E(t)Fz) =0 fir z€ C\ R.

—Z

Also ist (T — 2I)™'F = 0 und somit F' = 0 bzw. E,, = I, d.h. es gilt E(t) — I in der
starken Operatortopologie bei t — co. E ist also eine Spektralschar.

Wegen (u,)p = (T —2I)7! fiir u.(t) = (t —2)7! gilt somit (v,)p =T — 21 fiir v, = id — 2,
also ist idg = T. O

Beispiele 12.20.
Seien (X, p) ein Maffraum, g : X — R eine p-messbare Funktion und 7" = M, der
Multiplikationsoperator T'f = ¢gf mit Definitionsbereich

D(T)={f e L*(X,p) : gf € L*(X,p)}.

Dann ist T selbstadjungiert und fiir 2 € p(T) und f € L*(X, pu) gilt (T —2I)7' f = ﬁ f
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und daher gilt nach 12.19

t+6
B0 = Jin Jin oo [ e @) di(o)
t+6
= tim i~ [ (@) ds du(o)
e . 1 _ g(flf) t+46
_51—1>%1+ 61—1)1&/ f(x)h(x ;arctan ; N du(z)

1 fir t +9 > g(z)
= 51ir(1]1+/ f(x)h(z 1/2 fir t +6 = g(z) du(x)
fir t + 6 < g(z)

:/ f(@)h(z) dp(r) = (Xqeex : g@)<tr fr ).
{zeX : g(z)<t}

Also ist E(t) gleich der Multiplikation mit der Funktion X(sex:g@)<s (vgl. 12.11).

Satz 12.21.
Zwei selbstadjungierte Operatoren T und S sind genau dann unitir dquivalent (S =

U=ITU), wenn ihre Spektralscharen E und F unitir dquivalent sind mit der gleichen
unitiren Abbildung (F(t) = U 'E(t)U).

Beweis. Dies folgt aus Formel (*) von 12.19. Gilt F(t) = U 'E(t)U, so sind offenbar
E- und F-Messbarkeit dquivalent, und es gilt u € L*(R,pf) genau dann, wenn u €
L*(R, pf;-1,) gilt. Fiir Treppenfunktionen u ist up = U~ tupU offensichtlich; fiir beliebige
E- bzw. F-messbare Funktionen folgt dies durch Grenziibergang. 0

Wir sind nun in der Lage, die erste Version 12.9 des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte
Operatoren zu beweisen: sei dazu E die Spektralschar von 7. Nach 12.14 gibt es eine
unitére Abbildung U mit E(t) = U~ x(_ee,qU. Nach 12.21 folgt

UTU ' = UidgU ™! = idypyu-1 =1idy_ ; = M,

wobei wir im letzten Schritt 12.20 verwendet haben, und M;q die Multiplikation mit
der identischen Funktion auf &7, L*(R,p;) bezeichnet. Als Mafiraum kann man nun
die disjunkte Vereinigung der Maﬁraume (R, p;) wihlen, dabei stellt man sich M als
Vereinigung von disjunkten Geraden I; (Kopien von R) vor und sagt eine Menge B C M
ist genau dann messbar, wenn B N [; fiir jedes j messbar ist und setzt

= dp(BNy).

Dann gibt es eine unitéire Abbildung zwischen L?(M,do) und &, L*(R, p;) und insge-
samt eine o-messbare Funktion g : M — R und eine unitére Abblldung V:H—
L*(M,do), so dass T = V~'M,V, damit ist der Spektralsatz auch in der 1. Version
bewiesen.

Als Anwendung des Spektralsatzes untersuchen wir nun Funktionen von selbstadjungier-
ten Operatoren. Ist T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E, so schreiben
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wir im folgenden u(T) fiir den Operator ug. Wir wissen bereits, dass fiir u.(t) = (t—2z)~!
gilt u,(T) = (u,)g = (T — 2I)~!, diese Schreibweise wird gerechtfertigt durch Satz 12.16
(g), (h) und durch

Satz 12.22.
Ist T ein selbadjungierter Operator mit Spektralschar E und u(t) = Z?:o cit?, so ist
ug = Y717, dabei ist T° = I.

Beweis. Induktion nach n : fir n = 0 gilt ug = col = ¢yT°. Sei die Aussage fiir Polynome
vom Grad < n — 1 richtig, d.h. fir v(t) = Y77, ¢t~ gilt o(T) = Y77 ;7771 Fiir die
Funktion u = v.id + ¢, folgt aus 12.16 (h):

u(T) D (1T + col = (D _ ;T NT + col.

j=1
Firn > 1ist D(T) = D(idg) D D(ug), also nach 12.16 (h)
D(u(T)) = D(T) N D(u(T)) = D(u(T)T),
und daraus folgt die Behauptung. O

Wir sind jetzt in der Lage, die n-te Wurzel eines nichtnegativen, selbstadjungierten Ope-
rators zu erklaren und die polare Zerlegung unbeschrinkter Operatoren anzugeben.

Definition 12.23.

Ein linearer Operator U von H; nach Hy mit D(U) = H; heifit partielle Isometrie ,
wenn ein abgeschlossener Teilraum M von H; existiert mit ||Uzx| = ||z|| fir z € M, und
Ur =0 fiir o € M+

imU ist abgeschlossen: ist (Ux,,), eine Folge in imU mit Uz, — y, so ist wegen Uz, =
UPyx, auch (Pyxy,), = (z,)n eine Cauchyfolge in M; sei z = lim,, z, € M; dann ist
y = lim, Ux,, = lim, Uz, = Uz € imU. Die abgeschlossenen Teilrdume M und imU
heilen Anfangs- bzw. Endmenge der partiellen Isometrie U.

Satz 12.24.
(a) Jeder nichtnegative, selbstadjungierte Operator T besitzt genau eine nichtnegative
selbstadjungierte n-te Wurzel TY™. Ist E die Spektralschar von T, so gilt

T = /tl/" dE(t),

dabei ist t'/™ > 0 fiir t > 0; fiir t < 0 braucht t'/™ nicht festgelgt zu werden, da (—o0,0)
fiir jedes © € H eine py-Nullmenge ist. Ist T kompakt, so ist auch TY™ kompakt.

(b) Sei T ein dicht definierter abgeschlossener Operator von Hy nach Hs. T lisst sich
eindeutig darstellen in der Form T = US, wobei S ein nichtnegativer selbstadjungierter

Operator in Hyist und U eine partielle Isometrie mit Anfangsmenge imS und Endmenge
imT. Es gilt S = (T*T)Y? =:|T).

121



Beweis. (a) Nach 12.16 (f),(h) und (i) ist der angegebene Operator 7"/" eine nichtnegati-
ve n-te Wurzel von T. Der Operator T/" hat die Spektralschar Ey ,(t) = E(t") fiir t > 0
(ist u eine reellwertige E-messbare Funktion, so gilt fiir die Spektralschar F' von u(T) :
F(t)=E({s€R : u(s) <t}) fir jedest € Rund F(B) = E({s € R : u(s) € B}) fiir
jede Borelmenge B, weil F(B) = xg(u(T)) = (xp o u)(T) und x5 © B = X{scr:u(s)cB}
gilt, siche auch 12.20).

Ist nun S eine beliebige nichtnegative n-te Wurzel von 7" mit Spektralschar F, so hat
T = S™ die Spektralschar F,(t) = F(t/") fiir t > 0. Wegen der Eindeutigkeit der
Spektralschar von T (siehe 12.19) folgt £ = F,, also F' = E;, und somit S = TV,

Ist T'kompakt, Tz = ). A;(z, 7;)x; die Darstellung aus 7.20, so ist Sz = )\;/"(55, T;);
eine kompakte nichtnegative n-te Wurzel von T', wegen der Eindeutigkeit ist der hier kon-
struierte Operator T'/" kompakt.

(b) Der Operator T*T ist nach 10.30 selbstadjungiert und nichtneagtiv, besitzt also nach
(a) eine eindeutig bestimmte Quadratwurzel |T'| := (T*T)'/? so gilt nach 12.16 (h) und

(i), dass D(|T'|) = D(T). Weiters ist
NT)2))* = (T2, |T]e) = (T2, 2) = (T"T, 2) = (T2, Tz) = | T|]?,

fir alle z € D(T).

Definiere nun V' (|T'|z) := Tz fiir jedes |T'|x € im|T’|. Dann ist V' isometrisch von im|7|
auf imT und U := V die geforderte partielle Isometrie.

Eindeutigkeit: ist T'= US eine solche Darstellung, so gilt

T*T = S*U*US = SU*US = S?,

weil U*U die orthogonale Projektion auf imS ist. Daher folgt aus Teil (a): S = (T*T)"/? =
|T'|. Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt, denn U ist durch U|T|x = Tx eindeutig be-
stimmt. U

Abschlieflend verwenden wir den Spektralsatz zur genaueren Bestimmung des Spektrums.

Definition 12.25.

Das wesentliche Spektrum o.(7") eines selbstadjungierten Operators ist die Menge der
reellen Zahlen, die Eigenwerte unendlicher Vielfachheit, oder Haufungspunkte des Spek-
trums oder auch beides sind. Offenbar ist o.(T") eine abgeschlossene Teilmenge von o(T").
Das diskrete Spektrum o4(7") ist die Menge der Eigenwerte endlicher Vielfachheit, die
isolierte Punkte von o(7') sind. Also 04(T) = o(T) \ 0.(T).

Satz 12.26.
Sei T ein selbstadjungierter Operator mit Spektralschar E und X € R. Die folgenden
Figenschaften (i), (ii), (i) bzw. (iv) sind jeweils dquivalent:

(a)
(i) X\ ist Eigenwert von T,
(ii) es gibt eine Cauchyfolge (z,), aus D(T) mit x, - 0 und (T — \)x, — 0,

(iii) E({\}) == E(\) — E(A=) # 0, d.h. X ist eine Sprungstelle von E (dabei ist
E(\=) =lim. oy E(A—¢€)).
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(b)
(1) A € o(T),
(ii) es gibt eine Folge (xy,), aus D(T) mit x, - 0 und (T — X))z, — 0,
(iii) fiir jedes € > 0 ist E(A+¢€) — E(A—¢€) # 0, d.h. X ist eine Wachstumsstelle von E.
(iv) A= 2)"t € o((T — 2I)7Y) fiir ein / alle z € p(T).
(c)
(i) A € 0.(T),

(ii) es gibt eine Folge (x,,), aus D(T) mit x, - 0, x, — 0 schwach und (T'—\I)x,, — 0,
eine solche Folge heifit eine singuldre Folge zu T und X,

(iii) fiir jedes € > 0 gilt dimim(E(X +¢€) — E(A —¢€)) = o0,

(iv) fir jedes z € p(T) existiert eine Folge (xy,), in H mit x, - 0, x, — 0 schwach
und (T —zI)™' = (A —2)"Hz, — 0.

(d)
(Z) A € Ud(T)>

(ii) es gibt eine Folge (xy,), aus D(T) mit x, - 0 und (T — \I)z,, — 0, und jede Folge
dieser Art enthdlt eine konvergente Teilfolge,

(i11) E({\}) # 0 ist endlichdimensional und es gibt ein € > 0, mit E(A+¢)—E(A—¢) =
E({A}).
e) In allen Fillen (a) bis (d) gilt:
(e) g

Ist (x,), eine Folge mit der Eigenschaft (ii) und 6 > 0, so hat auch die Folge y, :=
(E(A+0) — E(A—0))z, diese Eigenschaft.

Beweis. (a) (i) = (ii): Ist  # 0 ein Eigenvektor von 7" zum Eigenwert A, so kann man
x, = x fir alle n € N wéahlen.

(ii) = (i): Da T abgeschlossen ist, ist x := lim, oz, € D(T'), und es gilt  # 0 und
(T'— M)z =limy, oo (T — A )z, = 0, d.h. X ist Eigenwert von 7T

(i) = (iii): Angenommen E({A\}) = 0. Dann gilt fiir alle x € D(T), wegen (t — A\)? > 0
fiir p,-fast alle t € R,

H@—ADMP=/ﬁ—AV@Aﬂ>Q

d.h. X ist nicht Eigenwert, Widerspruch!
(iii) = (i): Fir z € imE({\}) \ {0} gilt, wegen (¢ — \)? = 0 fiir p,-fast alle t € R,

I = A0l = [ =32 dpatt) =0,
d.h. X ist Eigenwert von T.
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(b) (i) = (iii): Angenommen es gibt ein € > 0 mit E(A +¢€) — E(A — ¢) = 0, dann gilt
fir alle z € D(T), wegen (t — \)* > € fiir p,-fast allet € R

(T = AD)z||* = /(t = A)?dpy(t) = €],

d.h. (T — M) ist stetig invertierbar, Widerspruch!
(iii) = (ii): Fiir z,, € im(E(A+1/n)—E(\—1/n)) mit ||z,|| = 1 gilt, wegen (t—\)? < 1/n?
fiir p,, -fast alle t € R, also

1 1
I = A0z = [(6 = AV dps (6) < 5 ol = = 0.

(ii) = (i): Wegen (ii) ist T'— AI nicht stetig invertierbar, also A € o(T).

(i) & (iv): (T —z2I)' = (A=2)"' T = [[(t—2)7' = (A= 2)7'|dE(t) ist genau dann
stetig invertierbar, wenn |(t —2)~! — (A — z)~!| E-fast iiberall nach unten beschrinkt ist,
d.h. wenn ein € > 0 existiert mit E(A +€) = E(A —¢€).

(c) (i) = (ii): Ist A unendlich-vielfacher Eigenwert, so kann fiir (z,), z.B. jede ortho-
normale Folge aus dem Eigenraum ker(7T — M) gewéahlt werden. Ist A Haufungspunkt
von o(T), so gibt es eine Folge (\,), aus o(T) mit A\, — A, A, # A und \, # A, fir
n # m. Es gibt weiters €, > 0 so, dass die Intervalle (\, — €,, A\, + €,] disjunkt sind,
natiirlich gilt dann €, — 0. Wegen A, € o(T) ist E(\, + €,) — E(A, — €,) # 0. Fiir
z, € Im(E(\,+€,) — E(N\, —€,)) mit ||z,| =1 gilt also z,, L x,, fiir n # m, also z, — 0
in der schwachen Topologie und

(T = AD)z,)|* = / (t=X)dps, (t) < (A=Al +en)*llzall* = (A=Al +€)* — 0.
|t_>\n|§5n

(ii) = (iii): Angenommen es gibt ein € > 0 mit dimim(E(A+¢€) — E(A —¢)) < oo. Dann

ist die orthogonale Projektion P = E(A+¢€) — E(A—¢) endlichdimensional, also kompakt,

und es gilt Px,, — 0 (siehe 7.8). Damit folgt

I(T — A2 = / (t— N dpa, (1) > / (t— N dps, (1)

R\(A—¢,A\+¢]

> [(1= X)) dpa, () = (o = [ Pa) = 0

in Widerspruch zu (ii).

(iii) = (i): Ist dimim(E(X) — E(A—)) = oo, so ist A unendlich-vielfacher Eigenwert, also
A€ o (T). Ist dimim(E(A+¢€) — E(A—¢)) = oo fiir alle € > 0, aber dimimE({\}) < oo,
so enthélt nach Teil (b) das Intervall (A — €, A + €] fiir jedes € > 0 mindestens einen von
A verschiedenen Punkt des Spektrums; also ist A Haufungspunkt von o(7"), d.h. es gilt
A€o (T).

(i) = (iv): Ist A € 0.(T), so gibt es eine orthonormale Folge x,, € im(E(A+1/n)— E(A—
1/n)), also x,, — 0 in der schwachen Topologie und z,, - 0 (siehe oben). Fiir diese Folge
gilt mit c:=inf{|t —z| [N —2| : t€a(T)} >0

2

1 1
d| E(t)za”

| (T = 21)™ = 1/(A = 2)) 2| = / IR

t—z A—=z
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A—t P 1
d| E(t)z,|]* < o |2 ]* — 0.

N /(A—l/n,)\—i-l/n]

(t—2)(AN—=z2
(iv) = (i): Ist A & 0.(T"), so gibt es ein € > 0 so, dass E(A+¢€) — E(\ — €) endlichdimen-
sional, also kompakt ist. Fiir jede schwache Nullfolge (z,,), mit ||x,| = 1 gilt also

(I —EX+¢€)+ E\—¢€x,| — 1,

und somit

(@ =20 =1/ =) P =

{t:A—t]>¢}

2

A—t
d| E(t)za|”

(t—2)(A—2)
> inf{|[(A=)/((t=2)A=2))I* : A =t| > e, t € o(D)}|(I = EQA+¢) + E(A =€) |°
—inf{|(A —t)/((t —2)A=2))]* : [N —t|>¢€ t €a(T)} > 0.

(d) (i) = (iii): Da A endliche Vielfachheit hat, ist ker(7"— AI) = imE({\}) endlichdi-
mensional. Da auflerdem in einer Umgebung (A — €, A + €] keine weiteren Spektralpunkte
liegen, gibt es dort keine Wachstumspunkte, d.h. es gilt E({\}) = E(A +¢€) — E(\ —¢).

(iii) = (ii): Jede normierte Folge (z,), aus imE({A}) hat die gewiinschte Eigenschaft.
Ist (z,,), eine beliebige Folge mit (T" — AI)z, — 0, und

Yn = Tpn — E({\})x, = ER\ (A — €, A+ €]) 2y,

so gilt
ellynll < (T = AD)ynll < [|(T" = AD)zy|| — 0,

also ||z, — E({\})z,|| — 0; da imE({A}) endlichdimensional ist, enthélt (E({\})z,)x
eine konvergente Teilfolge, was dann auch fur (z,), gilt.

(ii) = (i): Ohne Einschrankung kann die Folge (x,,), als konvergent angenommen werden;
dann ist x = lim,_, ., Eigenvektor zum Eigenwert A. Wire A unendlich-vielfacher
Eigenwert oder Haufungspunkt des Spektrums, so wire jede orthogonale Folge (z,)n
aus imE({\}) eine Folge mit Eigenschaft (ii), die keine konvergente Teilfolge enthélt, im
Widerspruch zu (ii).

(e) Sei P:=1—E(A+J)+ E(N\—9), und 2, := Pz,. Dann gilt

8[| zal1* < (T = AD)a|* — 0,
also z, — 0. Damit gelten fiir vy, := x,, — 2, die gewiinschten Eigenschaften. O

Aus den letzten Resultaten lisst sich sofort das folgende Korollar ablesen:

Korollar 12.27.

Sei T selbstadjungiert mit Spektralschar E.

(a) Fir —oo < A < pu < oo gilt k:= dimim(E(u—) — E(\)) < oo genau dann, wenn in
(A, p) nur endlich viele Figenwerte endlicher Vielfachheit und keine weiteren Spektral-
punkte liegen. Die Gesamtuvielfachheit (= Summe der Vielfachheiten) ist k.

(b) Ist (N, u)Noo(T) # O, so ist dimim(E(u—)—E(X\)) = oo; ist dimim(E(u)—E(A—)) =
00, so ist [\, p] Na.(T) # 0.

(¢) T ist halbbeschrdnkt nach unten (bzw. oben), wenn ein X € R ezistiert mit dimim(E(\)) <

oo (bzw. dimim(I — E(\)) < oo ).
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Die Halbbeschrianktheit (siche 11.7 ) eines selbstadjungierten Operators kann wie folgt
charakterisiert werden:

Satz 12.28.
Fiir einen selbstadjungierten Operator T sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) T ist halbbeschrankt nach unten mit unterer Schranke -,
(i) E(t) =0 firt <+,
(iit) (—00,7) C p(T).
Beweis. (i) = (iii): Fiir A <y und alle z € D(T) mit ||z|| =1 gilt
(T = ADzl| > (T = M)z, 2) > (v = Mz]|* = v = A,

d.h. T'— A ist stetig invertierbar, A € p(T).

(iii) = (ii): Wegen (—o0,7v) C p(T) ist nach 12.26 (b) dort E(.) konstant, also E(t) = 0
fir t € (—o0,7).

(ii) = (i): Fir alle z € D(T) gilt

Tem)= [rp= [ vanzy [ dnio)=alel?,

[v,00)

d.h. T hat untere Schranke ~. 0

Wir konnen nun einen eventuell diskreten unteren Teil des Spektrums eines halbbe-
schrankten Operators (siehe 11.7) mit Hilfe der zugehorigen Sesquilinearform analog
zum Minimaximalitdtslemma (7.27) fiir kompakte Operatoren beschreiben und erhalten
auch eine Beschreibung des unteren Randes des wesentlichen Spektrums.

Satz 12.29.
Sei a eine nach unten beschrdnkte, Hermite’sche Sesquilinearform und S der durch a
erzeugte selbstadjungierte Operator (siehe 11.5).
Sei ¥ = info.(S), ferner beschreibe man die Menge o(S) N (—o0,X) als eine Folge
(endlich oder unendlich) \y < Ay < ... wvon Eigenwerten von S.
Dann gilt

A = inf{a(z,x) : x € D(S), ||z|| = 1}.
und fiirn > 2

A\, = inf{a(z,z) : 2 € D(S), ||| =1, v € K},

wobei K; = @,; ker(S — Ail).

Beweis. Sei py = inf{a(z,z) : © € D(S), ||z|| = 1}. Ist ¢; ein Eigenvektor zum Eigen-
wert A;, dann folgt sofort p; < Ap.
Ist £ die zu S gehorige Spektralschar, dann gilt nach 12.26 (b) fiir alle x € D(S)

a(x,r) = (Sz,x) = / td|E(t)z]|* > inf o(9)]|z||?.
o(S)

Dabher folgt inf o(S) < py. Ist nun das Spektrum von S unterhalb von ¥ nichtleer, dann

folgt A\ < 1 und somit \; = py.

Anschliefend verwende man fiir n > 2 dasgleiche Argument fiir den Operator S einge-

schriinkt auf D(S) N K- . O

Der letzte Satz ist sehr hilfreich bei der Untersuchung des Spektrums von vielen wichtigen
Differentialoperatoren (Laplace-Operator, Schrodinger-Operatoren, siehe [Hel], [He2]).

126



Literatur

[E]
[G]
[Hasl]

[Has2]

[Hel]

[He2]

[Heu]
[Ho]

J. Elstrodt, Maf$- und Integrationstheorie, Springer Verlag, 1996.
J. Garnett, Bounded analytic functions, Academic Press, 1980.

F. Haslinger, Funktionentheorie I, Skriptum zur Vorlesung, Universitdt Wien,
2005.

F. Haslinger, Funktionentheorie II, Skriptum zur Vorlesung, Universitat Wien,
2005.

B. Helffer, Spectral theory and applications, Lecture Notes , Paris, 2003.
http://www.math.u-psud.fr/ helffer/

B. Helffer, Introduction to semi-classical methods for Schridinger operators with
magnetic field, Lecture Notes, Wien, 2005. http://www.math.u-psud.fr/ helffer/

H. Heuser, Funktionalanalysis, Teubner, Stuttgart, 1986.

J. Horvath, Topological vector spaces and distributions, Addison-Wesley, Reading,
1966.

H. Jarchow, Locally convex spaces, Teubner, Stuttgart, 1981.
G. Kothe, Topological vector spaces I, II, Springer Verlag, 1969, 1979.
P. Lax, Functional Analysis, Wiley-Interscience, 2002.

D.H. Luecking and L.A. Rubel, Complex Analysis, a Functional Analysis Ap-
proach, Springer Verlag, 1984.

[.J. Maddox, Elements of functional analysis, Cambridge University Press,1988.

R. Meise und D. Vogt, Einfihrung in die Funktionalanalysis, vieweg studium,
1992.

W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 1974.
W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill, 1991.
H. H. Schaefer, Topological vector spaces, Springer Verlag, 1971.

E. Stein, Singular integrals and differentiability properties of functions, Princeton
University Press, 1970.

J. Weidmann, Lineare Operatoren in Hilbertraumen I, II, B.G. Teubner, Stuttgart
2000, 2003.

127



Index

A%(Q), 4 closed graph, 35

H27 3 . . . .

H>® 18 Dirichlet’sche Realisierung, 102
12 Ableitung 30 diskrete Spektrum, 122

SP(H,, Hy) E;G Dreiecksungleichung, 2
V-elliptisch, 98 Dualraum, 21

A(P), 21

Eigenraum, 53

£m($2), 20 Eigenvektoren, 53

H($), 21 Eigenwert, 104

S, 20 FEigenwerte, 53

w, 21 Einbettunssatz von Sobolev, 79
9, 62 erste Kategorie, 33

1,5

p(A), 53 Faltung, 73

p(T), 104 Fourierkoeffizienten, 15

o(A), 53 Fouriertranformation, 73

o(T), 104 Fréchetraum, 21

o.(A), 53 Fredholm’sche Alternative, 71
oqa(T), 122 Friedrich’sche Erweiterung, 101
o.(T), 122 Fundamentalsystem, 20

op(A), 53 Funktion von beschrinkter Variation, 114
o.(A), 53

2,3 Gram’sche Determinante, 16

s, 21 halbbeschrankter Operator, 100
sn(4), 60 Halbnorm, 19

abgeschlossener Operator, 87 Hardyraum, 3

abschlieBbar, 87 harmonische Funktion, 46
absolutkonvex, 19 Hermite Funktionen, 17
Alaoglu-Bourbaki, 43 Hermite’sche Sesqulinearform, 99
Approximationseigenschaft, 45 Hilbert-Schmidt Operatoren, 66
Arzela-Ascoli, 51 Hilbertraum, 3

Auswahlaxiom, 13 Hilbertraumisomorphismus, 13
Banachraum, 18 inhomogene Cauchy-Riemann’sche Differen-
Bergmankern, 8 tialgleichung, 62
Bergmanprojektion, 9 innerer Produktraum, 2
Bergmanraum, 4 interpolierende Folge, 36

beschrinkte Menge, 18, 21
beschréinkter Operator, 19
Bessel’sche Ungleichung, 11

beste Approximation, 9
Blaschkeprodukt, 36

Koéthe-Folgenraum, 21
kompakter Operator, 19, 50
kontinuierliche Spektrum, 53
konvex, 5

Lebesgue-Stieltjes-Maf, 106

Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung, 2 lokalkonvexer Ratm, 19

128



maximale total geordnete Menge, 13
Minimaximalitédtslemma, 60
Minkowski-Funktional, 19

Neumann’sche Realisierung, 100
nirgends dicht, 33

normaler Operator, 95
normiert, 18

nuklearer Operator, 66

offen, 32

open mapping, 34
orthogonal, 5
orthogonale Projektion, 6
Orthonormalsystem, 9

Parallelogrammregel, 5
Parseval’sche Gleichung, 12
partiell geordnet, 13
partielle Isometrie, 121
Plancherel, 75
Poisson-Integral, 46

polare Zerlegung, 121
Polarisierungsidentitit, 15
prakompakt, 50
Punktspektrum, 53, 104

Quotientenraum, 22

reflexiv, 29

reguldre Summationsmethode, 42
reproduzierende Figenschaft, 8
Resolvente, 54, 104
Resolventenmenge, 53, 104
Restspektrum, 53

Runge’sche Approximationssatz, 30

s-Zahlen, 60

Schatten p-Klasse, 66
Schauder-Basis, 37
Schrodinger Operator, 100
schwach - * Topologie, 21
schwache Ableitung, 82
schwache Topologie, 21
selbstadjungiert, 55
selbstadjungierter Operator, 95
separabel, 13
Sobolevraum, 76

Spektralschar, 106
Spektrum, 53, 104

stark fallenden Folgen, 21
starke Topologie, 21
Stieltjes-Integral, 114

strikt konvex, 16
symmetrischer Operator, 95

topologischer Vektorraum, 19
total geordnet, 13
Translation, 73

Variation, 114
vollsténdig, 3
vollstéandiges Orthonormalsystem, 12

wesentlich selbstadjungierter Operator, 95,

102
wesentliche Spektrum, 122

Zorn’sches Lemma, 13, 25
zweite Kategorie, 33

129



