Ubungen zu Hohere Analysis und Differentialgeometrie

F. Haslinger

Wiederholung der Aufgaben 80-93 vom vorigen Semester.

1.) Man berechne das Volumen des Kérpers zwischen der Ebene z = z 4 y
und dem Rechteck [0, 1] x [0, 2].

2.) Man berechne das Volumen des Korpers der oben von dem Paraboloid
z = 2% + 9* und unten von dem Quadrat [0, 1] x [0, 1] begrenzt wird.

3.) Man berechne das Volumen des Korpers, der unterhalb der Fléche z =
ry? + y3 und oberhalb des Quadrats [0, 2] x [0, 2] liegt.

4.) Man bestimme den Flécheninhalt der Ellipse

$2 y2
2reEst

5.) Man bestimme das Volumen des Ellipsoids

2 2 2
S
a C

6.) Man bestimme den Inhalt der n-dimensionalen Einheitskugel
K,={xeR" : |x| <1}

Hinweis: Man fihre einen Induktionsbeweis nach n und verwende den Satz
von Cavalieri.

7.) Man bestimme das Volumen zwischen der Viertelkreisflache vom Radius
1 im ersten Quadranten der zy-Ebene und der Flache z = zy.

[ i)

1

8.) Man berechne



wobei B die obere Halfte des Kreises mit Radius 2 um den Nullpunkt ist.
9.) Man berechne
[ @)
B
wobei B das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (0, 1) ist.
10.) Man berechne
[+ )0,
B
wobei B das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (1,0) und (1/2,1/2) ist.

[t

wobei B der Bereich im ersten Quadranten zwischen der Geraden y = z und
der Parabel y = 22 ist.

11.) Man berechne

12.) Man berechne das Volumen des Tetraeders, der von den drei Koordi-
natenebenen und der Ebene z = 2 — 2x — y begrenzt wird.

/Bl‘Qd(x,y),

wobei B = {(z,y) : |z[+ |y[ <1}

13.) Man berechne

14.) Man berechne
/ vyzd(z,y, ),
B

wobei B = {(z,y,2) : 0<z<y<z<l1}

/ eV d(z,y),
C

wobei C' = {(z,y) : |z|] <y < 1}. Integrationsreihenfolge!

15.) Man berechne

16.) Man berechne




wobei B das Dreieck mit den Ecken (0,0), (1,0), (1,1) ist. Integrationsrei-
henfolge!

17.) Man zeige fiir n,m € Ny gilt

n! m!
2" y"d(x,y) = ————
/B y"d(w,y) (n+m+ 2)!

wobei B ={(z,y) : >0,y >0,z +y <1}
Hinweis: Beta-Funktion.

18.) Man zeige fiir n,m, k € Ny gilt

/B:c"yma—x—y)kdw,y)—(

wobei B ={(z,y) : x>0,y >0,z +y < 1}.
Hinweis: Substitution y = (1 — x)t.

n+m+k+2)

19.) Man berechne
cos(z +y + z)d(z,y, 2),

\

wobei W = [—7/2, /2] x 7r/2 /2] x [-7/2,7/2].
20.) Man bestimme das Volumen der Menge

A={(z,y,2) : z,y,2>0,x+y+2< V2,22 + 42 < 1}.
21.) In das Paraboloid z = é (Polarkoordinaten in der zy-Ebene) soll ein
Kreiskegel mit der Spitze im Punkt (0,0,4) so eingebaut werden, dass sein
Volumen moglichst grofl wird. Welches Volumen hat dieser Kegel und in

welchem Verhaltnis steht dieses Volumen zum Volumen der abgeschnittenen
Paraboloidkappe?

22.) Man zeige : ein Kreissektor mit Radius r und Offnungswinkel a hat
den Fliacheninhalt r?a/2.

23.) Man berechne den Inhalt des Bereichs, der von der archimedischen
Spirale 7 = ap (0 < ¢ < 27) und dem Intervall [0, 2ar] begrenzt wird.

24.) Man berechne den Inhalt des Bereichs, der von der Kardioide

=a(l+cosp) (0<¢p<2m)
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umschlossen wird.
25.) Es sei I das Einheitsquadrat in der (u,v)-Ebene. Die Abbildung T :
I — R? mit

T(u,v) = (arcsinu, (1 — u)v)
stellt eine Parameterdarstellung eines gewissen Bereiches B C R? dar. Man
zeichne den Bereich B und verwandle das Integral

/B(y cosx — sinz) d(x,y)

in ein Integral tiber I.

26.) Man bestimme das zwischen der Kugel z? + y? + 22 = 8 und dem
Paraboloid 4z = 22 + y* + 4 eingeschlossene Volumen.( Hinweis: Zylinderko-
ordinaten!)

27.) Berechne das Integral

/B VETgd(n,y),

wobei B={(z,y) : 0<zx+y<1,0<2z—3y <4}
Hinweis: man stelle B als Bild eines Rechtecks in der (u,v)- Ebene dar.

28.) Man berechne den von der Astroide
o[ + [y = a* 0 >0,

eingeschlossenen Flacheninhalt.
Hinweis: man stelle den im ersten Quadranten liegenden Teil der Flache als
Bild eines Kreisscheiben-Viertels dar.

29.) Bei Rotation der Kurve y = % um die y-Achse entsteht eine Flache
konzentrischer Wellenberge und Wellentéaler. Man bestimme die Volumina
der von diesen Drehflachen und der Ebene z = 0 eingeschlossenen Bereiche.
Hinweis: Zylinderkoordinaten.

30.) Von der Lemniskate r? = cos 2¢p (Skizze!) sind zu berechnen:

a) die umschlossene Fléche,

b) das Volumen des Drehkérpers mit der Achse ¢ = 0 (Kugelkoordinaten
mit der Achse p = 0),



c) das Volumen des Drehkorpers mit der Achse ¢ = 7/2 (Kugelkoordinaten
mit der Achse ¢ = 7/2).

31.) Es sei B der Bereich, der von der Kardioide r = a(1 4 cos¢) (0 < p <
27r) umschlossen wird. Man berechne

/B 22 d(z, ).

32.) Es ist das Volumen des Kérpers K zu bestimmen, den der elliptische
Zylinder x?/a® + y?/b*> < 1/2 aus dem Ellpsoid z?/a® + y*/b* + 2%/c* < 1
ausschneidet.

Hinweis: verallgemeinerte Polarkoordinaten!

33.) Sei B die Kugel um den Nullpunkt mit Radius R. Man berechne:
/ Vat+y?+ 22d(x,y, 2).
B

34.) Fiir (x,y) € R? definiere man
F(z,y) = (e"cosy — 1,e"siny).
Man beweise, dass F' = G5 o (51 ist, wobei
Gi(z,y) = (e"cosy — 1,y) , Ga(u,v) = (u, (1 + u) tanv)

in einer Umgebung von (0,0) primitiv sind.
Man berechne die Jacobi-Determinanten von G7,Go und F an der Stelle
(0,0). Man setze

Hy(x,y) = (x, e siny)

und suche
Hi(u,v) = (h(u,v),v),

so dass F' = H; o Hy in einer Umgebung von (0, 0) gilt.

35.) Sei H das Parallelogramm in R? mit den Ecken (1,1), (3,2), (4,5), (2,4).
Man suche die affine Abbildung 7, die (0,0) in (1,1), (1,0) in (3,2) und (0, 1)
in (2,4) uberfiihrt und zeige, dass Jr = 5 ist. Man verwende 7', um das

Integral
a:/ e Vd(x,y)
H
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in ein Integral iiber I? = [0,1] X [0, 1] umzuwandeln, und berechne damit «.

36.) Sei
I"={u=(up,...,up) €R* : 0<uy; <1, i=1,...,k}

und sei

Q" ={x=(21,...,21) €ER" : 2, >0, ingl}.
Man definiere x = 7'(u) durch
1 = Uy, Ty = (1 —ul)u2,...,wk = (1 —Ul) (1 —uk,l)uk

und zeige
k

k

S aw=1-]]0 - w).

i=1 i=1
Man zeige ferner, dass 7' den Einheitswiirfel I* auf Q* abbildet, dass T
injektiv im Innern von I* ist und dass die Inverse S von 7' im Innern von Q¥

durch
Z;
Uy = T1,U; =

1—[22'1—...1‘1'_1

fir ¢« = 2, ..., k definiert ist. Man beweise

JT(H) = (]. — U1>k_1(1 — u2)k—2 Ce (]. — uk_l)

und
Jsx)=[1-2)1 -2 —2)...(1L—2y — ... —mp_1)] "
37.) Seien 11, ...,r nichtnegative ganze Zahlen. Man beweise
il
o d(ey, . xy) = .
/Qk vt @) (k+ri+...mp)!

Hinweis: man verwende die vorige Aufgabe und beachte, dass fiir den Spezial-
fall 7, = ... = r;, = 0 das Volumen von Q* gleich 1/k! ist.

38.) Man berechne fvw, wobei (t) = (cost,sint) (0 < t < 27 und w =
e” sin ydx + e* cos ydy ist.



39.) Wie Aufgabe 38 fiir v der positiv orientierte Rand des Quadrats B :
0<2<1,0<y<1und fir w=_2ydr + 6xdy.

40.) Wie Aufgabe 38 fiir v(t) = (¢,?) (0 <t < 1) und fir w = ydz + zdy.
41.) Wie Aufgabe 38 fiir y(t) = (2t,4t) (0 <t < 1) und fiir w = 2?dx +y>dy.
42.) Wie Aufgabe 38 fiir v(t) = (v/t,1?) (0 <t < 1) und fiir w = e*dz+e¥dy.

43.) Wie Aufgabe 38 fiir 7 der geschlossene Polygonzug durch die Punkte
(0,0),(2,0),(2,1),(0,1) und (0,0) (in dieser Reihenfolge) und fiir w = zydx+
yerdy.

44.) Wie Aufgabe 38 fiir v(t) = (—sint,cost,0) (0 < ¢ < 27) und fir
w=(y—x)dxr —ydy + dz.

45.) Wie Aufgabe 38 fiir v(t) = (sint,cost,t) (0 < t < 27) und fiir w =
(2% + by + 3yz)dx + (5z + 3z — 2)dy + (3zy — 42)d=.

46.) Man bestimme die Normaldarstellung der folgenden Differentialformen:
.CCle’g N dﬂ?l — .Z'ld.ng VAN dﬂ?g + xgdl'g VAN dl’g — dl'l A dl'Q,

dry A dre N\ drs A dz.

47.) Seien w = xy?dr A dy — zdy A dz und ¢ = xdx + ydy + zdz Differential-
formen im R3. Man berechne : w A C.

48.) Fiir die folgenden 1-Formen auf R? berechne man das dufiere Differen-
tial:

a) 2dr + ydz,

b) xdx + xydy + xzdz,

¢) e¥dx — sinydy + zdz,

d) (z + cosy)dy + 3dz.

49.) Berechne das dufBlere Differential der folgenden 2-Formen auf R? :
a) 22dx A dy + e*dy A dz,
b) (z + sin z)dx A dy + ydx A dz + xyzdy A dz.

50.) Seien P,(Q stetig differenzierbare Funktionen auf G C R? und w =
Pdx + Qdy. Man berechne : dw.



51.) Seien P,Q, R stetig differenzierbare Funktionen auf G C R? und w =
Pdx + Qdy + Rdz. Man berechne : dw.

52.) Seien P,Q, R stetig differenzierbare Funktionen auf G C R? und w =
Pdy N dz + Qdz N\ de + Rdx A dy. Man berechne : dw.

53.) Sei f eine 0-Form der Klasse C! auf £ C R". Man zeige :

(df (z))h = f'(z)h,
fiir jedes z € F und jedes h € R™. Es gilt daher df = f'.
54.) Sei w eine n-Form der Klasse C' auf £ C R™. Man zeige : dw = 0.

55.) Seien w eine k-Form und A eine m-Form. Man zeige :

WAX=(=DF" XA w.

56.) Seien w und ¢ Differentialformen der Klasse C?. Man bestimme :

d(dw AN ¢ —w AN dC).

57.) Man zeige : sind w und ¢ geschlossene Differentialformen, so ist auch
w A ¢ geschlossen.

58.) Seiw =7 | f;dr; eine 1-Form der Klasse C! auf E C R"™. Man zeige :

= ofi _ of
a) dw = k<j (ﬁ-ﬁ) d!lfk/\dl']
Ofi _ Ofx

b) w ist genau dann geschlossen, wenn Doy = Or fir j,k=1,...,n ist.

59.) Sei o = [pg, p1, po] ein orientiertes affines 2-Simplex. Man zeige %0 = 0.
Analoges fiir o = [po, p1, D2, P3)-

60.) Sei o = [po,p1,-..,px] ein orientiertes affines k-Simplex. Man zeige
0?0 = 0.
61.) Man setze J? = 7, +73, wobei 11 = [0, €1, e1+es] und 75 = —[0, €9, e3+¢1]

ist. Man erklire, warum es sinnvoll ist, J? das positiv orientierte Einheits-
quadrat in R? zu nennen. Man zeige, dass 0J% die Summe von vier orien-
tierten affinen 1-Simplexen ist und beschreibe diese. Was ist 0(1 — 72)7



62.) Man betrachte das orientierte affine 3-Simplex
o1 = [0, €1,€1 + €9, €1 + €9 + 63]

in R3. Man zeige, dass oy (als lineare Abbildung betrachtet) die Determinante
1 hat. Somit ist oy positiv orientiert.

Seien o, . . ., 0g fiinf weitere 3-Simplexe, die man wie folgt erhalt: es gibt fiinf
von der Identitét verschiedene Permutationen (i;.is,43) von (1,2,3). Man
ordne jedem (i;.i9,13) das Simplex

Sgn(il‘i% 23) [07 €iys €iy T €iy,y €3y T €y T eis]

zu. Man zeige, dass o9, ..., 04 positiv orientiert sind.

Setze J? = o1 +. . .+0g. Wir nennen J? den positiv orientierten Einheitswiirfel
in R?. Man zeige, dass 0.J° die Summe von 12 orientierten affinen 2-Simplexen
ist.

63.) Man fiihre Bedingungen an, unter welchen die Formel

/q)fdwz/%fw—é(df)Aw

gliltig ist, und zeige, dass sie die Formel fiir die partielle Integration verall-
gemeinert.

Hinweis: d(fw) = (df) ANw + fw.

64.) Welche der Aufgaben 38-45 kann man mit Hilfe des Satzes von Stokes
berechnen? Falls es moglich ist, fiihre man die Rechnung auch aus.

65.) Auf R?\ {(0,0)} betrachte man die 1-Form
_xdy—ydz
24 Y2 ’
Man zeige dn = 0.

66.) Sei v(t) = (rcost,rsint) fiir r > 0, und sei I' eine C*-Kurve in R? \
{(0,0)} mit Parameterintervall [0,27] mit I'(0) = I'(27) und so, dass die
Intervalle [y(¢), ['(¢)] fir beliebige ¢ € [0, 27] nicht (0, 0) enthalten. Sei n wie
in Aufgabe 7. Man beweise:
/ n = 2.
r

9



Hinweis: Fir 0 <t <27 und 0 < u < 1 definiere man
O(t,u) = (1 —u)l(t) + uy(t).

Dann ist @ eine 2-Fliache in R?\{(0,0)}, deren Parameterbereich das angegebene
Rechteck ist. Man zeige : 9 = I' — 7. Dann verwende man den Satz von
Stokes zusammen mit dn = 0 zum Beweis von

Jo= I

67.) Man setze ['(t) = (acost,bsint), wobei a,b > 0 fest sind. Mit Aufgabe
8.) zeige man

2
ab
dt = 2.
/0 a?cos?t + b2sin?t 4
68.) Auf R3\ {(0,0,0)} betrachte man die 2-Form

_xdyNdz+ydzNdr+ zdr Ndy
= -

¢

Y

wobei r = (22 4 y? + 22)1/2 ist. Man beweise: auf R3\ {(0,0,0)} gilt d¢ = 0.

69.) Man setze A = —(z/r)n, wobei n wie in Aufgabe 7.) ist. Dann ist A
eine 1-Form in jeder offenen Menge V' C R3, in der 22 + y? > 0 gilt. Man
zeige, dass ¢ in V exakt ist, indem man zeigt, dass ( = d\ gilt, wobei ( wie
in Aufgabe 10.) ist.

70.) Man berechne die Rotation der folgenden Vektorfelder auf R? :
a) rye; + r’zes + yes,

b) 2e; + xz%es + wsin yes,

c) eey + wyzes + rlycres.

71.) Man zeige, fiir das Vektorfeld
F = xe; + yes + zes
gilt rotF = 0.

72.) Die Vektorfelder F und G und das Skalarfeld ¢ seien differenzierbar
auf einer offenen Menge E C R3. Man zeige : auf E gilt
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a) rot(F + G) = rotF + rotG,
b) rot(aF) = arotF , a € R,
¢) rot(¢pF) = protF + gradp x F.

73.) Man berechne die Divergenz der folgenden Vektorfelder:
a) z?yze; + e*T*eq + sin y cos zes,
b) sin(zy)e; + y3ze; + z%e¥7es.

74.) Seir = xe; +yes + zez , v = |r| und m € Z. Man zeige :
div(r™r) = (m + 3)r™
insbesondere gilt divr = 3.

75.) Die Vektorfelder F und G und das Skalarfeld ¢ seien differenzierbar
auf einer offenen Menge F C R?. Man zeige : auf F gilt

a) div(F + G) = divF + divG,

b) div(aF) = adivF | a € R,

c) div(¢F) = ¢ divF + grady - F,

d) div(F x G) = G - rotF — F - rotG.

76.) Sei ¢ ein zweimal differenzierbares Skalarfeld und

Py  Pp Py
Ay = Ox? + Oy? + 022"

A wird Laplaceoperator genannt. Man zeige:

div(grady) = Agp.

77.) Mit Hilfe des Satzes von Green berechne man den Flacheninhalt der
Kreisscheibe mit Radius 7.

78.) Mit Hilfe des Satzes von Green berechne man den Flacheninhalt des
Bereiches, der von der Ellipse

eingeschlossen wird.
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79.) Mit Hilfe des Satzes von Green berechne man den Fliacheninhalt des
Bereiches, der von der Zykloide z = r(t—sint) , y = r(1—cost) (0 <t < 27)
und dem Intervall [0, 27r] eingeschlossen wird.

80.) Mit Hilfe von Flichenintegralen bestimme man die Oberfliche einer
Kugel mit Radius 7.

81.) Man zeige : wird ein Flachenstiick durch die Gleichnug z = f(z,y)
gegeben, so ist sein Fldcheninhalt (unter geeigneten Voraussetzungen iiber
die Funktion f und ihren Definitionsbereich D) gleich

@ G e

82.) Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig differenzierbar und > 0. Laft
man ihr Schaubild um das Intervall [a, b] rotieren, so erhélt man eine soge-
nannte Rotationsflache mit der Parameterdarstellung

O (u,v) = (u, f(u)cosv, f(u)sinv) , (a <u<b,0<v<2m).

Man zeige, dass ihr Flacheninhalt gegeben ist durch

/ 2
27r/bf 1+<%) du.

83.) Man berechne den Flicheninhalt desjenigen Teils des Paraboloids z =
2% 4+ 92, der zwischen den Ebenen z = 0 und z = 4 liegt.

84.) Man berechne den Flacheninhalt desjenigen Teils des hyperbolischen
Paraboloids z = zy, der iiber dem Viertelkreis 22 +y?> <1, = > 0,y > 0,
liegt.

85.) Man berechne den Fliacheninhalt desjenigen Teils der Halbkugeloberflache
22 +y*+22 = R?, 2 > 0, welcher in dem zur z-Achse parallelen Kreiszylinder
(x — R/2)* + y* < R?/4 liegt.

86.) Ein Kegel der Hohe h entstehe, indem man die Gerade y = az (a > 0)
um die x-Achse rotieren lait. Man berechne den Inhalt seiner Mantelflache.
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87.) Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man das Integral

/ (4zzey — yPes + yzes) -ndA,

o0

wobei © der Wiirfel [0,1] x [0,1] x [0,1] und n die nach aufien weisende
Normale ist.

88.) Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man das Integral

/ (z°e1 + y’ea + 2e3) - ndA,
9
wobei ) die Kugel mit Radius R > 0 um den Nullpunkt und n die nach
auflen weisende Normale ist.
89.) Mit Hilfe des Satzes von Stokes berechne man das Integral
/ —Pde + 2> dy — 23 dz,
”

wobei v der Durchschnitt des Zylinders 22+y? = 3 mit der Ebene z+y-+2z = 1
ist und v entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn orientiert ist, wenn man v von
einem gentigend hoch gelegenen Punkt auf der z-Achse betrachtet.

90.) Mit Hilfe des Satzes von Stokes berechne man das Integral

/yQ cos(zz) dx + z3e¥* dy — e™¥* dz,
v

wobei v der positiv orientierte Kreis 22 4+ y? = 4 der (x,y)-Ebene ist.

91.) Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man

/ divF dV,
Q

wobei Q der Zylinder {(z,y,2) : 2> +4®> <1, 0 < z < 1} und
F(.CC, Y, Z) = (1 - (33'2 + y2)37 1 (1'2 + 3/2)3, 37222)

1st.
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92.) Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man

/ (* +y + 2) dA,
o0

wobei € die Einheitskugel 2% + y? + 22 < 1 und 99 positiv orientiert ist.

93.) Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man
/ zvy*dy A dz + 2%y dz A dx +ydx A dy,
o9

wobei Q der Zylinder x? + y? < 3 beschrankt von oben durch die Ebene
x + z = 0 und von unten durch die Ebene z = 0 ist.

94.) Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man

/ yz2e " 4V,
Q

wobei Q = {(z,y,2) : 0 <uz,y,z <1} ist.

95.) Mit Hilfe des Divergenzsatzes berechne man
/ 22 dy A dz — 2zydz A dx + 3zzdx A dy,
o0N

wobei Q = {(z,y,2) : z,y,2>0,2% + 9>+ 22 < 4} ist.
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