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1 Einfiihrung in die globale Optimierung

1 Einfiihrung in die globale Optimierung

1.1 Kilassifizierung der betrachteten Probleme

Wir werden in dieser Vorlesung Probleme folgender Natur betrachten: Seien f und F' zwei
Funktionen mit f : R” +— R und F : R” — R™.

min f(x)
st. F(x) e F (1.1)

T EeX

Definition 1.1. Seien z,z,7 € R", x := [z, Z]|. Der Ausdruck z € x bedeutet, dass z € [z,T].

Das Ziel der Vorlesung ist es, Methoden zu entwickeln, mit deren Hilfe das globale Optimum
fiir das Problem (1.1)) gefunden werden kann.

1.2 Inhalte der Vorlesung

Im Zuge dieser Vorlesung werden folgende Punkte betrachtet werden:

e Welche unterschiedlichen Arten und Typen von Algorithmen es gibt und eine Klassifi-
zierung dieser Algorithmen.

e Betrachtung einiger Anwendungsprobleme die zu globalen Optimierungsproblemen fiih-
ren.

e Ideen der unvollstéandigen, auch genannt heuristischen, und asymptotisch vollstdndigen
Algorithmen.

e Theorie fiir die Entwicklung vollstandiger Algorithmen, unterteilt in folgende Kapitel:

— Branch and Bound

— Intervallanalysis

— konvexe und DC-Funktionen
— Relaxationen

— Constraint Propagation

e Theorie zur Losung polynomialer globaler Optimierungsprobleme.

1.3 Komplexitdtstheorie

Im Folgenden gibt es nun einen kleinen Auszug aus der Komplexitdtstheorie: Globale Opti-
mierung ist schwieriger als lokale Optimierung, lineare Optimierung oder konvexe Optimie-
rung. Um in diesem Zusammenhang den Begriff schwieriger genauer definieren zu kénnen
braucht man Komplexitétstheorie: Die Standard-Komplexitétstheorie kiimmert sich um Ent-
scheidungsprobleme: Probleme dieser Form kénnen die Antwort Ja oder Nein haben.

Beispiel 1.2. Ist 3413961271 eine Primzahl? Ist Z ein globales Minimum von (1.1))?
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Wir bestimmen das worst-case Verhalten des besten Algorithmus zur Lésung des Problems
und sein Verhalten: A(n).
Gibt es ein Polynom, sodass Vn € N: A(n) < p(n), dann sagt man, dass das Entscheidungs-
problem zur Klasse P-resource gehort.
PTIME =: P...Klasse der in polynomialer Zeit 16sbaren Probleme
PSPACE...Klasse der mit polynomialem Speicherbedarf l6sbaren Probleme

Weil jeder Speicherzugriff Zeit benétigt gilt: P C PSPACE

Gibt es ein Polynom p(n), sodass Vn € N: A(n) < eP(™  dann liegt das Entscheidungspro-
blem in EXP-resource (also EXPTIME oder EXPSPACE), die Klasse der mit exponentiellem
Ressourcenaufwand losbaren Probleme. Weiter kann man zeigen:

P C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE
Definition 1.3. Sei e € R". Der Vektor e ist in dieser Vorlesung definiert als: e := (1, ..., 1)7.

Nun werden wir anhand einiger Beispiele eine Motivation geben globale Optimierungspro-
bleme zu betrachten:

e Das erste Beispiel ist die Keplersche Vermutung:
Die Aussage dieser Vermutung lautet, dass das kubisch flichenzentrierte Gitter die dich-
teste Kugelpackung im R? erzeugt. Bewiesen wurde die Keplersche Vermutung von Ha-
les.

e Ein weiteres Beispiel kommt aus dem Sektor der Graphentheorie: Das Maximum-Clique-
Problem. Wieviele Ecken enthilt die maximale Clique in einem Graphen (Clique ist ein
vollstandiger Teilgraph; vollstéindig bedeutet, dass je zwei Ecken miteinander verbunden
sind)?

Beispiele fiir vollstindige Graphen:

e A

K, K, K, K, Ky

Abbildung 1: Die obige Abbildung zeigt die vollstindigen Graphen K, ..., K5.

Im Jahr 1965 wurde von Motzkin-Strauss gezeigt: Aquivalent zu diesem Problem ist es,
das globale Maximum von

max 27 Az
st.ele =1
x>0
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zu finden, wobei A die Adjazenz-Matrix des Graphen ist.

{: 1, Ecken i und j sind verbunden
]

=0, Ecken i und j sind nicht verbunden
Das ist ein QP (quadratic problem). Im Allgemeinen ist es indefinit.

Eine Frage ist, ob dieses Problem (genauer die Frage, ob n die Grofle der maximalen Clique
ist) in P liegt.
Angenommen, wir haben ein ,,Orakel®, das uns die (Ja-)Losung eines Entscheidungsproblems
mitsamt Begriindung verrét. Wir kénnen jetzt analog zur Definition der Klassen P, PSPACE,
EXPTIME, EXPSPACE messen, was die worst-case-Komplexitit fiir die Uberpriifung der
Begriindung ist.
Ist der Aufwand A\(n) zum Uberpriifen der Losung durch ein Polynom abschiitzbar, d.h.
A\(n) < p(n) V n, so sagen wir, das Problem liegt in der Klasse NP-resource (nicht determini-
stisch polynomial).
Ist die Abschédtzung exponentiell, d.h. E(n) < eP(") ¥ n, dann ist das Problem Teil der Klasse
NEXP-resource. Auf diese Weise formen wir die Klassen NP=NPTIME, NPSPACE, NEX-
PTIME, NEXPSPACE.
Offensichtlich gilt:

P C NP
PSPACE C NPSPACE
EXPTIME C NEXPTIME

Uberraschender (und auch nicht-trivial) sind die folgenden Resultate:
NP C PSPACE
AuBerdem gilt:

PSPACE = NPSPACE
NPSPACE C EXPTIME
P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME

Das Zeithierarchie-Theorem in der Komplexitatstheorie impliziert, dass
P ¢ EXPTIME

Fiir die Beantwortung der Frage, ob ,P=NP 7¢ gilt, ist ein Preis von 1 Million US Dollar
ausgesetzt.

Ein Problem P heiffit K-hart, wenn sich jedes Problem in Komplexititsklasse K mit pas-
sendem Ressourcenaufwand auf die Losung von P zuriickfithren lédsst. P heifit K-vollsténdig,
wenn es selbst in K liegt.

Es geniigt, um P=NP ? zu lésen, ein NP-vollstindiges Problem zu analysieren. Findet man
einen Algorithmus, der dieses Problem in polynomialer Zeit 16st, dann gilt P=NP. Beweist
man, dass sich das Problem nicht in polynomialer Zeit 16sen lésst, dann ist P # NP.

Das Maximum-Clique-Problem ist NP-vollsténdig. Daher ist auch das Losen von QPs mit
indefiniten Matrizen NP-hart.

Das erste Problem, fiir das bewiesen wurde, dass es NP-vollstdndig ist, ist 3SAT.
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Beispiel 1.4. 3SAT: Gegeben sei eine Menge logischer Ausdriicke in den binéren Variablen
x1, ..., N, sodass in jedem logischen Ausdruck hochstens drei Variablen vorkommen. Gibt es
eine Belegung aller Variablen mit 0 oder 1, sodass alle logischen Ausdriicke wahr sind?

Nachdem schon das Losen von QPs (nicht konvex!) NP-hart ist, muss natiirlich auch das
allgemeine Globale Optimierungsproblem NP-hart sein. Es kann also (aufler der Fall P=NP
tritt ein) nur Algorithmen geben, deren worst-case-Komplexitéit exponentiell von der Pro-
blemgrofle abhingt. Es ist unbekannt, ob das allgemeine Optimierungsproblem in NP liegt.
Es liegt sicher in EXPTIME.

1.4 Wozu globale Optimierung?

Als Ausgang fiir den kommenden Abschnitt betrachten wir den Spezialfall von Problem
mit f(x) = 0. In diesem Fall ist jeder zulissige Punkt globales Optimum. Solch ein Problem
heifit Zul#ssigkeitsproblem (oder auch CSP: constraint satisfaction problem).

Sei z* ein zuldssiger Punkt fiir (1.1]). Dann muss ein globales Optimum von jedenfalls
f(z) < f(z*) erfiillen. Ist z* ein globales Minimum, dann miissen alle anderen globalen
Minima f(x) = f(«*) erfiillen. In jedem Fall liefert das Zuléssigkeitsproblem

flz) < (@)
F(x)eF
TrEeX

Informationen iiber das globale Optimierungsproblem und iiber z*. Sei etwa % eine kleine
Box, die x* enthilt. Wenn das Zuléssigkeitsproblem

fz) < f(ax)
F(z)eF

rex\x

keine Losung besitzt, dann liegt das globale Minimum von (|1.1)) in x.

1.5 Anwendungsprobleme, die auf globale Optimierung fiihren

Im Folgenden werden wir jetzt ein paar Beispiele aus verschiedenen Richtungen betrachten,
die aber immer auf ein globales Optimierungsproblem zuriick gefiithrt werden kénnen.

Beispiel 1.5. Unsere ersten beiden Beispiele fithren in die Chemie:

e Ein Problem bei dem unter anderem die globale Optimierung als Hilfsmittel genommen
wird ist das Auffinden von Phaseniibergingen. (MEHR INFOS EV...)

e Eine zweite Anwendung in der Chemie ist es, Reaktionsgleichgewichte vorherzusagen.
Wenn man eine chemische Reaktion, die unter anderem mit der Gibbs-freien Energie
zusammenhéngt, betrachtet, bei der man mit den Stoffen A und B die Stoffe C und
D herstellt, will man in unserem Fall 0.B.d.A. wissen unter welchen Vorraussetzungen
(welche Temperatur, wieviel braucht man von welchem Stoff) man moglichst viel von
Stoff C bekommt.
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Beispiel 1.6. Das dritte Beispiel stammt aus der Robotik. Wir betrachten hier sogenannte
Gough-Platforms (auch genannt: Parallelroboter).

Abbildung 2: Dies ist ein Modell einer Gough-Platform. Der zu bearbeitende Teil liegt auf
der oberen Platte.

Bei dieser Art von Roboter konnen alle Beine ihre Liange d&ndern. Bei diesem Problem geht
es darum, Singularitéten in der Konstruktion zu finden und dann gegebenenfalls den Roboter
anzupassen um diese zu vermeiden (wenn man nur in die Nihe der Singularitit kommt hat
das in Vergangenheit zur Zerstérung solcher Roboter gefiihrt). J.P. Merlet hat gezeigt, dass
man das Singuldrwertproblem durch ein Zuléssigkeitsproblem beschreiben kann und dann
auch mit globaler Optimierung dieses 16sen kann.

Beispiel 1.7. Dieses Problem ist nun mal eines anderer Natur als die vorherigen. Es ist auch
bekannt als das Knapsack-Problem: Bei diesem Problem ist die Annahme die, dass ein Dieb
sich in einem Haus befindet und einen Sack dabei hat, den er gerne mit moglichst wertvollen,
aber leichten Sachen fiillen wiirde. Also etwas formalisierter ausgedriickt: haben Objekte

O; = (v;, w;) mit v;...Werte der einzelnen Objekte, w;...Gewichte der einzelnen Objekte. Ziel
des Diebes ist nun:

n
max E T;U;
i=1

n
s.t. Zaziwi <Ww
i=1
x; € {0, 1}

wobei W das Gewicht ist, das der Dieb noch tragen kann.

Beispiel 1.8. Eine weitere ganz wesentliche Klasse von Problemen, in denen globale Optimie-
rung zum Zug kommt, sind Zeitplanungsprobleme (oder auch scheduling problems). Hierbei
geht es darum, fiir eine Fluglinie oder Bahnlinie einen Fahrplan zu erstellen, der alle relevan-
ten Gegebenheiten beriicksichtigt und auch noch robust genug ist (zum Beispiel falls mal ein
Zug ausfallen sollte, dass dann nicht das ganze Bahnnetz zum Erliegen kommt). Oder aber
auch den Stundenplan fiir eine Universitdt oder Schule zu erstellen gehort zu dieser Klasse
dazu.
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Generell ist es sinnvoll, bei der globalen Optimierung zu unterscheiden, aus welchem Bereich
das Problem kommt. Kommt es aus der Wirtschaft, so reicht oftmals eine Lésung die ,, gut
genug“ (oder auch robust genug wie wir gesehen haben) ist aus. Stammt das Problem aber aus
der Chemie, Mathematik (Keplersche Vermutung) oder Robotik, so ist es in der Tat meistens
notwendig, wirklich das globale Optimum zu finden (und auch zu beweisen, dass man eines
gefunden hat).

Beispiel 1.9. Das mit Abstand bekannteste Problem das mit Mitteln der globalen Opti-
mierung behandelt wird ist die Proteinfaltung. Es ist mittlerweile nicht mehr schwierig, das
Genom eines Lebenwesens zu sequenzieren. Das ergibt

A TCG SATTACCAAAGC... (also eine DNA-Sequenz).
——

je 3 gehodren zusammen

3 Buchstaben bestimmen eine von 20 moéglichen Aminoséduren. Ketten von Aminosduren bil-
den Proteine. Wir kennen von jedem Protein die Primérstruktur, das ist die Aminosduren-
sequenz, aus der das Protein besteht. Die Aminosdurensequenz bildet eine 3D-Struktur, die
Tertidrstruktur, die die chemischen Eigenschaften des Proteins bestimmt. Die Bestimmung
der Tertidrstruktur aus der Primérstruktur ist ein schwieriges Problem. Zur Zeit ist dies auf
,chemischem Weg"“ moglich, bendtigt allerdings 2-6 Monate pro Protein! Die Tertidrstruktur
ist jene Form, in der das Protein minimale chemische Energie hat. Das heiffit wir bestimmen
das chemische Potential von V (), x € R3, x stellt die Koordianten der Atome dar, und suchen
das globale Minimum (ca. 10000-100000 Variable).



2 Grundlagen

2 Grundlagen

2.1 Die mathematische Formulierung

Das Optimierungsproblem werden wir nun wie folgt formulieren, weiter untersuchen und auch
klassifizieren: Seien f, F' Funktionen mit f: R" — R, F: R" — R™, I C {1,....,n}.

min f(x)
st. F(zx) e F (2.1)
T EX

xrr € Zul

(2.1) ist ein gemischt-ganzzahliges Optimierunsproblem, f die Zielfunktion, F' die Ne-
benbedingungen und x € x sind die Schrankennebenbedigungen (bound contraints). Gilt

F, = [ﬁz,ﬁz}, dann heifit F; € F; Gleichungsnebenbedigung, sonst Ungleichungsnebenbe-

dingung. Ist F; bei einer Ungleichungsnebenbedingung beschriankt, dann heift sie zweiseitige
Ungleichungsnebenbedingung.

Falls I = {1, ...,n}, dann liegt ein diskretes oder kombinatorisches Optimierungsproblem vor.
Ist I = (), so sprechen wir von einem stetigen Optimierungsproblem.

F :={z e R"|F(z) € F,x € x,x; € Z} ist die zuléissige Menge und alle z € F heilen zulés-
sige Punkte. z; mit ¢ € I heiflen diskrete Variable, z; mit j ¢ I heiflen stetige Variable.

Das Problem (2.1) ist ein Problem mit einfachen Schranken (bound constrained), falls
m = 0. Oft wird, wie hier, in der Literatur verlangt, dass fiir ein bound constrained problem
auch I = 0 gilt.

Eine Funktion f heifit separabel, falls sie von der Gestalt f(xz) = Y p_; fu(zr) (also als
Summe eindimensionaler Funktionen) ist. Sie heifit faktorabel, falls sie als endlicher alge-
braischer Ausdruck in (+, —, %, /,! und Elementarfunktionen sin, cos, exp, log, arctan 2,etc.)
geschrieben werden kann. Ein Optimierungsproblem heifit separabel (faktorabel), falls alle
fi, F; separabel (faktorabel) sind. Ein globales Optimierungsproblem heifit DC (difference
of convex), falls f und alle F; als Differenz je zweier konvexer Funktionen geschrieben werden
konnen.

2.2 Klasseneinteilung der Algorithmen zur L6sung globaler
Optimierungsprobleme

Man kann die Menge der Algorithmen zur Losung globaler Optimierungsprobleme in 4 ver-
schiedene Klassen einteilen:

(i) Unvollstéindige Algorithmen (incomplete)
Diese Algorithmen verwenden clevere Heuristiken, um nach dem globalen Optimum zu
suchen, haben jedoch keinerlei beweisbare Konvergenzeigenschaften und keinerlei Absi-
cherung dagegen, in einem lokalen Minimum (oder gar keinem Minimum!) zu stoppen.
Beispiele hierfiir sind: genetische Algorithmen oder auch der sogenannte ,, Ameisenkolonie-
Algorithmus®.
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(ii) Asymptotisch vollstindige Algorithmen (asymptotically complete)
Solch ein Algorithmus findet die globale Losung mit Sicherheit oder wenigstens mit
Wahrscheinlichkeit 1, wenn man ihm erlaubt, unendlich lange zu laufen. Der Algo-
rithmus erlaubt zu keinem endlichen Zeitpunkt festzustellen, ob das globale Optimum
bereits gefunden wurde, oder auch nur wie weit der Zielfunktionswert des globalen Op-
timums bereits angenédhert wurde.
Beispiel hierfiir ist das sog. ,,simulated annealing® (besonders beliebt in der Wirtschaft).

(iii) Vollstdndige Verfahren (complete)
Ein vollstédndiges Verfahren erreicht das globale Optimum mit Sicherheit, vorausgesetzt
es darf unendlich lange laufen und alle durchgefithrten Rechnungen sind exakt (also
ohne Rundungsfehler). Das Verfahren weifl zu jedem endlichen Zeitpunkt, ob ein ap-
proximatives globales Optimum erreicht wurde und wie weit dessen Zielfunktionswert
hochstens vom Zielfunktionswert am globalen Optimum abweicht.

(iv) Rigorose Verfahren
Solch ein Algorithmus findet mit Sicherheit das globale Minimum innerhalb festgeschrie-
bener Toleranz innerhalb endlicher Zeit trotz des Vorhandenseins von Rundungsfehlern.
Ausgenommen sind numerisch degenerierte Probleme, bei denen die vorgeschriebenen
Toleranzen {iberschritten werden.

Abbildung 3: Diese Beispiel zeigt, wie Rundungsfehler die Sache numerisch degeneriert und
unlésbar machen: Der rote Bereich zeigt die Menge der eigentlich zuléssigen
Punkte an. Mit Rundungsfehler gibts es aber auf einmal keinen zuléssigen Punkt
mehr (Zeichnung in griin).

10
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3 Unvollstandige und asymptotisch vollstandige Verfahren

Alle bekannten unvollstdndigen und asymptotisch vollstéindigen Verfahren wurden urspriing-
lich entwickelt, um Probleme mit Schrankennebenbedingungen zu 16sen:

min  f(x) (3.1)

st. xEX

Die einfachste Methode, eigentlich die erste die erfunden wurde, basiert auf dem numeri-
schem Grundprinzip: ,Ist etwas zu komplex, um es zu bearbeiten, versuche es mit Zufallsme-
thoden®.

3.1 Multiple random start

Erzeuge eine Zufallsfolge auf x gleichverteilter Punkte und verwende jedes Folgenglied als
Startwert einer lokalen Optimierung. Generiert der Algorithmus Startwerte, die dicht liegen
im zuléssigen Bereich, dann ist das Verfahren asymptotisch vollstédndig. Die meisten heu-

Abbildung 4: Dieses Problem ist ungut fiir multiple random start da die Chance klein ist, in
das ,tiefe Loch“ hineinzufallen

te gebriauchlichen asymptotischen Verfahren sind im Prinzip Beschleunigungen von Multiple
random start. Die Uberlegungen, die zur Erfindung der meisten unvollstéindigen Algorithmen
gefithrt haben, sind aus der Natur entlehnt.

Ublicherweise werden sie in Anwendungen eingesetzt, wo gute lokale Minima aber nicht not-
wendigerweise das globale Minimum benétigt werden (zum Beispiel in der Wirtschaft).

3.2 Glattungsmethoden (Homotopie-Methoden)

Als Motivation fiir diesen Abschnitt versuchen wir, in den Bergen den Berg auszumachen, der
den hochsten Gipfel hat. In den Bergen findet man die hochsten Gipfel aus grofler Entfernung
leichter, also dann, wenn man nur die grobe Form der Berge betrachtet. In Homotopieverfahren
werden die ,,mikroskopischen* Variationen der Zielfunktion zugunsten der ,,makroskopischen*
Variationen vernachléssigt.

Mathematisch etwas préziser formuliert: Betrachten wir und konstruieren uns eine Ho-
motopie von f auf eine einfachere Funktion g.

11
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H(z,t);x € R",t € ]0,1] stetig (eventuell auch differenzierbar)
H(x,0) = f(x)
H(z,1) = g(x)
Beispiel 3.1. Ist f DC, f(z) = g(z) — h(z) mit g,h konvex: H(z,t) := g(x) — (1 — t)h(z)
Lose fiir eine geeignete Nullfolge (%), sukzessive die Probleme

min H(z,t,) (3.2)

st.rex

lokal, wobei der Startwert fiir (HO,)(=(3.2))) die Losung von (HO,_1) ist. Das Problem
(HOy) fiir t9 = 1 kann von einem beliebigen Startwert aus gelost werden.

Gibt es Nebenbedingungen, dann kann man Homotopie-Methoden auch einsetzen:

min xy
st. F(z)=0 (3.3)

rex

ist eine andere, dquivalente Form fiir (1.1)). Wir definieren H(z,t) als Homotopie zwischen F’
und G, der linearen Approximation von F. Dann l6sen wir die Probleme

min xy
st.H(z,t,) € [—aty,aty],a € RT

Homotopie-Methoden sind unvollstéindig. Sie liefern meist gute lokale Minima mit relativ
wenigen Funktionsauswertungen, haben aber kaum beweisbare Konvergenzeigenschaften.

3.3 Responce-Surface-Methoden

Diese Verfahren sind speziell entwickelt, um Probleme mit aufwéndigen Funktionen zu l6sen
(zum Beispiel den Auftrieb eines Schiffsrumpfes berechnen). Die Idee ist, eine Folge von so
genannten Surrogatfunktionen zu erzeugen, die die bereits bekannten Funktionswerte von
f moglichst gut approximieren, im Idealfall interpolieren und zur Theorie passen, aus der f
entwickelt wurde. Anstelle der Originalfunktion f wird die dann die Surrogatfunktion ¢y, iiber
dem zulédssigen Bereich optimiert:

min ¢, (3.4)

st.rex

(F(z) € F ist moglich, falls F leicht auszuwerten ist).

An der Losung zj von (3.4) wertet man dann f das néchste Mal aus. Diesen neuen Funkti-
onswert verwendet man, um ¢ zu bilden. Der Vorgang wird so lange iteriert bis

Om(Tm) =~ f(xn,) gilt. Das ist ein unvollstindiger Algorithmus. Erzeugt man zusétzlich in
jeder Iteration Punkte so, dass die Punktmenge bei unendlicher Laufzeit dicht im zuléssigen
Bereich liegt, ergibt das einen asymptotisch vollstindigen Algorithmus.

12



3 Unvolistandige und asymptotisch vollstindige Verfahren

3.4 Simulated Annealing

Der Bereich der Algorithmen, die Simulated Annealing verwenden, wurde schon in ungefihr
5000-10000 wissenschaftlichen Arbeiten abgehandelt. Man kann aber zusammenfassend sagen:
Alle Simulated Annealing Verfahren erzeugen Folgen xj die mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit
absteigen, manchmal aber auch nicht. Schritte, bei denen der Funktionswert ansteigt, werden
mit einer Wahrscheinlichkeit zugelassen, die mit Hilfe der Boltzmann-Verteilung bestimmt
wird. Die Dichte dieser Verteilung lautet: e T

K ... ist eine Konstante (in der Physik die Boltzmann-Konstante)

T ... ist die Temperatur

Die Hintergrundidee dieses Verfahrens ist Folgende: Erhitzen eines Stoffes und langsames Ab-
kithlen fiihrt zu einer sehr regelméfigen Kristallstruktur. Die Energie einer Kristallstruktur
wird mit einer Potentialstruktur beschrieben. Der perfekte Kristall entspricht dem globalen
Minimum der Potentialfunktion. Die verschiedenen Simulated Annealing Verfahren unter-

Abbildung 5: Diese Grafik veranschaulicht den Fall, dass der Algorithmus ein lokales Mini-
mum gefunden hat, aber trotzdem iiber den ,Hiigel“ zu einem besseren Minimum
kommt, indem er den Bereich um den Punkt untersucht.

scheiden sich dadurch, wie die neuen Punkte erzeugt werden und mit welchen Wahrscheinlich-
keiten Punkte mit hoheren Funktionswerten akzeptiert werden. Im Originalverfahren werden
die Punkte gleichverteilt erzeugt und ., wird akzeptiert, wenn

K
T

f(@neu) — f(xan) < e”

gilt. Die Temperatur 7" wird im Verlauf des Algorithmus von Startwert Ty aus in jedem
Schritt verkleinert. Man kann beweisen, dass Simulated Annealing Verfahren asymptotisch
vollstéindig sind. Das Originalverfahren ist iibrigens furchtbar langsam. Simulated Annealing
Verfahren sind die am meisten verbreiteten Verfahren zur Globalen Optimierung. Es gibt
SEHR viele Varianten, die alle typischerweise in ihrer Performance stark von den Parametern
abhéngen. Die ,beste” Parameterwahl muss meist fiir jede Problemklasse getrennt gefunden
werden.

Simulated Annealing Verfahren sind iiblicherweise sehr schlecht, wenn andere als Schranken-
Nebenbedingungen existieren. Grund sind die grofien Unterschiede in den Funktionswerten bei
Straffunktionen. Das verleitet Simulated Annealing Verfahren dazu, einfach zuléssige Punkte
zu finden und dann aufzuhoren.
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3 Unvollstdndige und asymptotisch vollstdndige Verfahren

Abbildung 6: Auf der x-Achse sind die Anzahl an Funktionsauswertungen logarithmisch und
auf der y-Achse die Funktionswerte dargestellt. Das heifit also, dass man beim
Originalverfahren ca 10x so viele Auswertungen braucht fiir einen echt besseren
Punkt.

3.5 Genetische Algorithmen

Genetische Algorithmen sind die wohl populédrsten Algorithmen in der Globalen Optimie-
rung: Es gibt mehr als 1000 Arbeiten dariiber und unzihlige Software-Pakete. Die Idee dieser
Algorithmen ist Folgende: Die Punkte bilden eine ,Population®, die nach dem Prinzip ,An-
dern durch Mutation“ oder ,Andern durch Sex“ und Uberleben der Fihigsten ,lebt. Es gibt
eine Populationsgrofie N (zu Beginn werden zufiillige N Punkte erzeugt). Ein gewisser Pro-
zentsatz p € (0,1) wird festgelegt und zu Beginn jeder Iteration ,sterben“ pN Individuen,
abhingig von ihren Funktionswerten. Niedrige Werte haben héhere Uberlebenschancen als
hohere Funktionswerte. Mit Hilfe von ,Mutationen®, ,cross-overs* (Sex) und anderen Metho-
den (,,Spontangeburten®) wird die Population wieder auf ,N“ Individuen aufgefiillt.
Statistisch untersucht sind Genetische Algorithmen besser als Multiple-Random-Start Algo-
rithmen, wenn man am Ende vom besten Punkt aus noch eine lokale Optimierung durchfiihrt
(warum das so ist ist noch nicht geklirt). Genetische Algorithmen sind unvollsténdige Algo-
rithmen. Genetische Algorithmen erzeugen meist robuste Minima, die auch kleine Parame-
terdnderungen in der Zielfunktion iiberleben. Beim Auftreten von Nebenbedingungen sind sie
meist auch nicht sehr gut.

Eine wichtige Idee, die Genetische Algorithmen beschleunigt, ist ,,parallele Evolution“(MEHR,
INFOS EV...). Fiir die Losung des Problems ist zur Zeit kein Verfahren mit paralleler
Evolution bekannt.
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4 Transformation allgemeiner Probleme auf einfache Schranken

4 Transformation allgemeiner Probleme auf einfache Schranken

In diesem Abschnitt wollen wir uns kurz folgendem Punkt widmen: Das Problem ist, (|1.1)) in
geeigneter Form auf

min g(y)

st.ycy

zu transformieren. Dazu haben wir in der Vorlesung Optimierung und Variationsrechnung
schon einige Wege kennengelernt, hier nochmal eine kurze Zusammenfassung:

4.1 Barriere- und Straffunktionen

Bei dieser Form der Transformation betrachten wir statt der eigentlichen Zielfunktion f fol-
gende Funktion: g(y) = f(y) + ¢ (o, F(y),F), o ist hierbei der Strafparameter.

Bei vielen unvollstdndigen Algorithmen treten Konvergenzprobleme auf, wenn Straffunktionen
zur Entfernung der Nebenbedingungen verwendet werden. Die Steilheit und Enge der Téler

Sigma klein

"Sigma=unendlich"

Abbildung 7: Wie die Téler aussehen, je nachdem welches ¢ man gew#hlt hat.

bei groflem Strafparameter behindert Simulated Annealing und Genetische Algorithmen sowie
alle Verfahren, die durch zufillige Suche Punkte erzeugen.

Satz 4.1. Soft Optimality Theorem
Seien A, 04,05, fo € R. Setzt man

f(x) = fo
A+ [f(x) = fol

q(z) :==

(U) il , falls Fi(z) < F;
oi (x) := Fi(zz)fﬁ , falls Fy(z) > F;
0 solnst
o) 2Tute)
143707 ()

dann ist die Funktion fpmerit(x) := q(x) + r(x) beschrinkt mit Wertebereich (—1,3) und das
globale Minimum T von fmerit in T erfillt entweder

15



4 Transformation allgemeiner Probleme auf einfache Schranken

F(2) e [F,—oi, Fi+07) Vi
f(2) <min{f(z)|F(z) € F,z € x}
oder eine der beiden folgenden Bedingungen ist erfillt:
e F=10
e fo<min{f(x)|F(x) € F,x € =}

Beweis. Ohne Beweis. O

Man konnte also sagen, dass man die Nebenbedingungen mithilfe dieses Theorems etwas
yaufweichen“ kann. Nachteil dieses Vorgehens: Auch Gleichungsnebenbedingungen werden auf-
geweicht und im Allgemeinen in der Losung nicht erfiillt.

Lineare Gleichungen hingegen sind kein Problem, da sie wegsubstituiert werden kénnen. Im
Notfall kann man von der Losung aus eine lokale Optimierung starten, die danach die Glei-
chungsnebenbedingungen erzwingt.

4.2 Projektionsverfahren

Die in diesem Abschnitt beschrieben Verfahren wurden von Janosch Pinter entwickelt. Die
Idee dahinter is folgende: Man projeziere unzulissige Punkte in den zuléssigen Bereich. Die
Grundannahme ist: Ein Punkt z ist im relativen Inneren von F bekannt (funktioniert also
nur bei linearen Gleichungen und allgemeinen nichtlinearen Ungleichungen). Man definiert
sich eine neue Zielfunktion f(z) := f(Z) + v ||z — z|* wobei v > 0 und beliebig sein kann,
T = Azo+ (1 — A)a mit A € [0,1] und A minimal, sodass € F. Fiir lineare und quadratische

Nebenbedingungen ist die Berechnung von = leicht. Fiir allgemeine nichtlineare Nebenbedin-
gungen kann die Berechnung aufwindig werden (etwa fiir a’z < a = X > aﬁ;fﬁ, falls
Zghler und Nenner > 0). Fiir allgemeine nichtlineare Nebenbedingungen kann man ein eindi-
mensionales Nullstellenverfahren zur Bestimmung von A\ verwenden. Im zuléssigen Bereich F
gilt f = f. AuBerhalb von F wichst f an, sofern v wesentlich gréfer ist als der betragsméBig
grofite Eigenwert der Hesse-Matrix von f. Die Losung von

min f()

st.rex
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4 Transformation allgemeiner Probleme auf einfache Schranken

ist dann Losung des Originalproblems. Ein Problem ist, dass f im Allgemeinen nicht C? son-
dern nur Lipschitz-stetig ist. Das macht das lokale Optimieren von f schwierig. Verwendet
man f in unvollstindigen oder asymptotisch vollstindigen Verfahren, wie Simulated Anne-
aling oder Genetische Algorithmen, dann wiegt der Nachteil der Lipschitz-Stetigkeit nicht so
schwer.

17



5 Vollstandige und rigorose Verfahren

5 Vollstandige und rigorose Verfahren

5.1 Reine Branching-Methoden

Reine Branching-Methoden sind auch unter reinen Teilungs-Methoden bekannt. Das sind die
einzigen Verfahren, die noch funktionieren, wenn von den Funktionen nur lokale Informationen

(f(z), F(z),Vf(z), VF(x),V2f(x), V?F(z),...) bekannt sind (also Punktauswertungen).

Satz 5.1. Dichheitstheorem von Téorn und Zinlinskas

Jedes Verfahren, das nur lokale Informationen verwendet und fir jede C*°-Funktion f gegen
ein lokales Minimum von f in einem zuldssigen Bereich C' konvergiert, muss eine Folge (x;)ien
von Punkten erzeugen, die dicht in C liegt. Es gilt: lim;_,  f(z;) = min {f(x)|z € C}.

Beweis. Angenommen, (x;); liegt nicht dicht in C. Dann gibt es eine offene Menge U C C, in
der kein Element von z; liegt. O.B.d.A. ist U = B,(x¢), 2z € C,r > 0.

Sei g C*° mit supp g € B,(x0),g(xg) = 1. Dann sind fiir das Verfahren die Funktionen
f—Ag V X\ € R ununterscheidbar und fiir A grofl genug liegt das globale Minimum von f — \g
in B,(zo). Das widerspricht der Konvergenz des Verfahrens und

limy_ . f(21) = min {f(z)]a € C}. =

Definition 5.2. Ein Verfahren, das wie im obigen Theorem beschrieben eine dichte Folge
von Punkten erzeugt, heifit konvergent.

Im Folgenden werden jetzt 5 verschiedene Branching-Methoden vorgestellt:

(i) Vollstédndige Gittersuche
Die Idee ist sehr einfach: Wir teilen den Suchbereich x in immer kleinere Teile durch
Halbierung in allen Dimensionen. Nach der n-ten Unterteilung ist die Kantenlinge der
einzelnen Boxen, der Gitterabstand, 2% Mal des Originalabstandes. Das Verfahren ist
offensichtlich konvergent. Man kann den Abstand zum globalen Optimum durch den
Gitterabstand in jedem Schritt abschéitzen. Der Aufwand ist exponentiell.

[ @ | ]
€ g

@ o—C ®

C )

@ © —O L]

Abbildung 8: Dies ist eine mogliche Unterteilung der Box. Die schwarzen Punkte sind dabei
gegeben im ,,0.“ Schritt, die roten entstehen im 1. Schritt und die griinen im 2.
Schritt.

(ii) Andere Verfahren, die nur lokale Informationen verwenden
Alle diese Methoden basieren auf dem Branching-Prinzip

st.xrex st.xexy st.x€Xy

min f(z) @min< min f(z) , min f(z) >
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5 Vollstandige und rigorose Verfahren

falls x; Uxy = x.

Abbildung 9: Beispiel eines Suchbaumes, der die Unterteilungsstruktur darstellt.

Die Unterteilungsstruktur ergibt in natiirlicher Weise einen Baum-den Suchbaum. Nun
koénnen wir auch eine exaktere Definition des Begriffs Branching geben: Teilung des
Gebiets x in endlich viele Teile T;, sodass |J;—; T; = x und T; N T; hat MaB 0 fiir ¢ # j
(besteht also nur aus Rand). Danach wird jedes Problem auf den Gebieten T; getrennt

Abbildung 10: Darstellung der Aufteilung der Gebietes in die Gebiete T;.

betrachtet. Wenn man rekursiv das Verfahren auf die T; anwendet ergibt sich ein Baum
von Problemen, dessen Wurzel zum Gebiet x gehort und dessen Blédtter Gebiete By
haben mit der Eigenschaft Ul]{\;l By = x und By N B; hat Maf} 0 fiir k # 1.

Wird in jedem Gebiet mindestens ein Punkt ausgewertet und ist sichergestellt, dass
das Maf} der Blatter mit Fortdauer des Algorithmus gegen 0 konvergiert, dann ist das
entstehende Verfahren konvergent. Alle Verfahren die nur diesem Prinzip folgen heiflen
reine Branching-Verfahren.

Das wesentliche Kriterium, das die Geschwindigkeit eines reinen Branching-Verfahrens
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5 Vollstandige und rigorose Verfahren

bestimmt, ist eine geschickte Balance zwischen lokaler Suche (dient dazu, moglichst
rasch lokale Minima zu entdecken) und globaler Suche (stellt sicher, dass das Maf der
Blétter gegen 0 konvergiert).

DIRECT
DIRECT wurde urspriinglich entwickelt, um Probleme mit Schrankennebenbedingungen
zu behandeln:

min f(x)

st.xrex

Die Idee dieses Verfahrens ist folgende: DIRECT erzeugt eine Liste von Teilboxen B;,
die jeweils durch ein Paar (f;,v;) bewertet werden, wobei v = vol(B;) und f der Funkti-
onswert am Mittelpunkt von B; ist (|J;; B; = x). Diese Liste wird nun nach minimalen
Elementen durchsucht beziiglich der folgenden Ordnungsrelation:

(v, f) < (', f') & (v >V)A(f < f'). Alle minimalen Elemente beziiglich dieser Halb-
ordnung werden in der Liste gesucht. Alle dazugehorigen B; werden in drei Teile geteilt
an ihrer ldngsten Seitenkante.

neu alt neu

Abbildung 11: Veranschaulichung des geteilten B;, wobei ,alt“ in der Mitte den schon gege-

benen Funktionswert darstellt und bei ,,neu“ werden die neuen Funktionswerte
bestimmt.

Das bendétigt zwei neue Funktionsauswertungen (fiir 3 neue Boxen, da man eine Aus-
wertung ja schon hat). In jedem Schritt wird das maximale Volumen verkleinert. Daher
ist das Verfahren konvergent.

MCS (Multilevel Coordinate Search)

Dieses Verfahren wurde von Huyer und Neumaier entwickelt und ist auch in der NAG
(Numcerical Analysis Group)-library zu finden. Dieses Verfahren behandelt folgende
Probleme:

min f(x)

st.rex

Jeder Box wird nach Anzahl der Unterteilungen, durch die sie entstanden ist, ein Level
l zugewiesen und anschlieffend eine Ordnungsrelation eingefiihrt:

(L)< f):& f<f undl <! Von den minimalen Elementen aus wird eine lokale
Optimierung gestartet in jedem Sweep (Liniensuche und quadratische Optimierung mit
Schrankennebenbedigungen). Die Boxen werden geteilt, indem die bekannten Punkte
eindimensional quadratisch interpoliert werden und am Minimum geteilt wird.
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5 Vollstandige und rigorose Verfahren

(v) LGO (Lipschitz Global Optimization)
Diese Methode stammt von Janos Pintér und behandelt Probleme folgender Natur:

min f(x)
s.t. F(z) € F (5.1)

rEeEX

Dabei ist F' linear oder quadratisch konvex. LGO verwendet die Projektionsmethode
aus 4.2, um eine Lipschitz-stetige Funktion f zu erzeugen und l6st dann

min f(z)

st.x ex

Um den Algorithmus konvergent zu machen muss auch dieses Programm branchen.
Dabei werden Abschétzungen an die Lipschitz-konstanten von f verwendet:

I > max | f(xr) — Fla)]

@
kl |zg, — 2y e @, 7 21

wobei die x; zuvor bestimmte Funktionswerte sind. |f(z) — f(y)| < L |z — y|| gilt, falls
L die Lipschitz-konstante ist. V x, 29 € Xo : f(z) > f(z0)—L ||z — 7ol|. Man kann darauf
verzichten, alle jene Boxen zu betrachten, in denen

f(xo) — L||w — z0|| > f(z*) V& € x0, 70 € X0 fiir irgendeinen Punkt z* € x.

5.2 Das Branch and Bound Prinzip

Die Idee die dahinter steckt ist die, dass man die reinen Branching-Methoden verbessert. Man
betrachtet wieder Probleme folgender Art:

min f(x)

st.rex

Beim Pure Branching wird nun x immer weiter unterteilt, siche Abbildung

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit haben wir eine lokale Optimierung durchgefiihrt und
kennen daher ein lokales Optimum z* und dazu f(z*) (Der Vollstindigkeit halber sei an
dieser Stelle erwahnt, dass es eigentlich reichen wiirde einen zuléssigen Punkt zu verwenden,
ein lokales Minimum fiir die weiteren Uberlegungen aber angenehmer in der Handhabung ist).
Im Folgenden werden wir nun zwei Annahmen titigen:

Annahme 5.3. Die erste Annahme ist die, dass wir auch globale Informationen von f ken-
nen, zum Beispiel: Fir alle y C x konnen wir x(y) bestimmen mit x(y) 2 {f(z)|x € y}.

Annahme bezeichnet man auch als Range- oder Wertebereichsabschatzung fiir f. Jetzt
wissen wir, dass ein globales Optimum z f(z) < f(z*) erfiillt. Daraus folgt aber unmittelbar:

Lemma 5.4. Gilt z(y) > f(z*), dann enthdlt y kein globales Optimum.

Beweis. Ohne Beweis. O

Der Schritt des Beweisens mit Lemma [5.4] oder dhnlichen Aussagen heifit Bounding. Gilt
fiir ein Blatt B; und das zugehorige Gebiet x;, dass & ¢ x; liegen kann, so kann man B; aus
dem Suchbaum streichen. Sind alle Kinder eines Knotens N des Suchpfades gestrichen, so
kann man auch N streichen.
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5 Vollstandige und rigorose Verfahren

Unterteilung
der Box x

Suchbaum zur Unterteilung

Abbildung 12: Links die Unterteilung von x und rechts der dazu passende Suchbaum, 1 bis
8 ... Blitter im Suchbaum.

5.3 Das Branch and Reduce Prinzip

Was passiert in Branch and Bound, wenn z(y) < f(2*)? Antwort: Nichts spezielles, es muss
geteilt werden (und das ist ja schlecht, denn dann muss man branchen und das verursacht
ja den exponentiellen Rechenaufwand!). Wenn z(y) < f(z*) (und y einen zulissigen Punkt
enthélt-ist bei immer der Fall), dann ist * nicht das globale Minimum und es lohnt sich,

in y nach einem besseren Punkt zu suchen.

Gilt 2(y) > f(«*), dann wissen wir immerhin: f(z) € [z(y), f(a;*)}, falls & € y gilt.

Annahme 5.5. Die zweite Annahme die wir machen ist die, dass wir eine Methode haben,
die zu jeder Box und jedem Intervall w eine Box y bestimmit mit
Yy 2y 2 {x € y|x ist zulissig und f(x) € w}.

Daraus kénnen wir sofort folgenden Schluss ziehen:
Lemma 5.6. Gilt fiir ein globales Optimum & € y, dann ist T € y fir w = [z(y), f(w*)]

Beweis. Ohne Beweis. O

Lemma ist eine besondere Form des Lemmas Gilt & € y, dann ist & € (). Sei B; ein
Blatt des Suchbaumes mit Gebiet x;. Dann diirfen wir B; durch B; ersetzen mit Gebiet ;.
Ist x; = (), so diirfen wir B; streichen. So ein Schritt heifit Reducing-Schritt.
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5 Vollstandige und rigorose Verfahren

neuer Suchbaum mit der
verkleinerten Box x

alter Suchbaum mit der
groReren Box x

Abbildung 13: Wenn das globale Minimum nur in 4\ 4’ liegen kann, so reicht es, nur noch den
Bereich 4’ zu untersuchen und kann diese Tatsache dann auch dementsprechend
im Baum adaptieren.
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6 Intervallmethoden

6.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir nun der folgenden Idee nachgehen: Wir weiten die Analysis
und Lineare Algebra auf eine neue Grundmenge von ,,Zahlen“ zum Zwecke der automatischen
Abschétzung aus.

Definition 6.1. (i) ZR := {[a,d] |a,a € R*,;a Ca} ,R* = RU {—o00, 00}
(Semantisch : [a,@] := {a € Rla Ca C a})

(ii) Firo: Rx R—R,0 € {+,—,%,/,! } definieren wir o : ZR x ZR + ZR durch
aob:=0{aobla € a,b € b}. O ist die Intervallhiille, also das kleinste Intervall.

infa:=ga;supa:=g;SCR:05:= merR,ngX
Fir ¢ : R— R sei ¢(a) :=0{¢(a)la € a,a € Def(p)}
a+b=[a+ba+b]

a—b=[a—ba—J

a/b=0{a/b,a/b,a/b,a/b} falls 0 ¢ b.

)
)
)
)
(vi) a-b=0{a-b,a-b,a-b,a-b}
)
) a/b = [—o00,+0o0] falls 0 € a und 0 € b, sonst ist es kompliziert.
)

Nun ist folgender Sachverhalt zu beriicksichtigen: sin ([—2,2]) = [—1, 1] # [sin(—2), sin(2)].
Betrachtet man nun das Beispiel f(x) = 22 so lisst sich diese Funktion analytisch gleichwertig
schreiben als f(x) = z - 2. Fiir die Intervalle gilt aber zum Einen f([—1,1]) = [-1,1]* = [0,1]

und zum Anderen f[—1,1] = [-1,1] - [-1,1] = [-1,1], das heifit also [0,1] C [—1, 1], man
erhélt also unterschiedliche Intervalle. Man nennt die Tatsache, dass [0,1] C [—1, 1] auch eine
Uberschitzung.

Wird eine Funktion durch einen arithmetischen Ausdruck beschrieben und werden in diesen
Ausdruck Intervalle eingesetzt, dann ist das Ergebnis ein Intervall, das den Wertebereich
der Funktion enthilt. Das Ergebnis hiangt vom arithmetischen Ausdruck ab. Als einfachstes
Beispiel hierfiir dient: f(z) =0 =2 — z; f([z,7]) = [2,7] — [2,7] = [t — 7, T — 2] D [0] falls
z # Z. Um Uberschitzungen zu vermeiden kann man sich an folgendem Resultat aus der
Intervallanalysis halten:

Tatsache 6.2. Wenn in einem Ausdruck jede Variable nur einmal vorkommt, wird durch
Intervallrechnung genau der Wertebereich bestimmt. Es gibt also keine Uberschdtzunyg.

Beziiglich der Distributivitéit gilt Folgendes: a- (b+¢) C a-b + a- ¢, man bezeichnet dies
auch als Subdistributivitit.
Nun wird anhand eines Beispiels erklért, wie man den Wertebereich bei Funktionen bestimmen
kann:
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Beispiel 6.3.

flz,y) =2 +3zy+1y> +4x+3y— 9,z € [-1,1],y € [0,2]
f([~1,11,[0,2)) = [-1,1]* +3 - [-1,1] - [0,2] +[0,2)* + 4 - [-1,1] +3-[0,2] —9 =
=1[0,1] +3-[-2,2] + [0,4] + [-4,4] +[0,6] — 9 =

=[0-6+0-4+0-9,1+6+4+4+6—9 =[-19,12]

also f(z,y) € [-19,12] V = € [-1,1],V y € [0,2]. Dies ist nun aller Wahrscheinlichkeit nach

aber eine Uberschitzung. Um nun das ,richtige“ Intervall zu finden kann man nun Folgendes
2z + 3y + 4) B (0
3r+2y+3) \O
unserem Fall liegt das Minimum ausserhalb des Definitionsbereiches, also bleibt noch folgende
Moglichkeit:

probieren mit: Vy = ( > das Minimum der Funktion aufzufinden. In

e Betrachte die Gleichung fiir y = 0 : f(z,0) = 22 + 42 — 9. Bei dieser Funktion liegt das
Minimum auch ausserhalb des Definitionsbereiches, also bleiben 2 mogliche Werte fiir
unser Intervall iibrig: f(—1,0) = —12, f(1,0) = —4.

e Fiir y =2: f(z,2) = 22 + 102 + 1 liegt das Minimum ebenfalls ausserhalb des Definiti-
onsbereiches = f(—1,2) = —8, f(1,2) = 12.

e Firz = —1: f(—1,y) = y*> — 12 hat das Minimum bei y = 0, das liefert aber nur den
hier schon bekannten Wert -12.

e Fiir z = 1: f(1,y) = y?> + 6y — 4 liegt das Minimum ebenfalls ausserhalb des Definiti-
onsbereiches = f(1,0) = —4, f(1,2) =12

Nun kann man sagen, dass der ,echte Bereich“ [—12,12] ist.

Anhand des folgendes Beispiels werden noch zwei weitere Methoden behandelt, einen Be-
reich zu finden, der einmal iiberschétzt ist und einmal nicht {iberschéatzt ist:

Beispiel 6.4. Betrachten wir fiir unser Beispiel die Funktion f(z) = 322+122+17,2 € [~1,1]

e Methode der Erginzung auf ein vollstindiges Quadrat:
322 + 120+ 17 =3(2% + 4z + &) =3(z + 2)2 + 5 = 3((z + 2)2 + ).
Wenn wir nun mit der urspriinglichen Funktion rechnen so erhalten wir:
3-[-1,1)> 412 [~1,1] + 17 = [5, 32] wiihrend wir mit der ergéinzten Funktion
N——

=[0,1]
3-(([~1,1] +2)*+2) = [8, 32] erhalten.

———

=[1,3]

——_———
=[1,9]

e Verwendung des Horner-Schemas: (3 - [—1,1] +12)-[—1,1] +17 = [2, 32]

=[9,15]

=[—15,15
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6.2 DAG-Reprasentationen globaler Optimierungsprobleme

Definition 6.5. Ein gerichteter Multigraph I"' = (V| E, f) besteht aus einer endlichen
Menge V # () von Knoten (vertex), einer endlichen Menge E von Kanten (edge) und einer
Abbildung f: E —V x V.

Fiir jede Kante e € F definieren wir die Quelle (source) von e durch s(e) := pry o f(e) und
das Ziel (target) von e durch t(e) := pro o f(e). Eine Kante e mit s(e) = t(e) heifit Schleife
(loop).

Die Kanten e und €’ heifien vielfach, falls f(e) = f(¢/). Fiir jeden Knoten v ist die Men-
ge der In-Kanten (in-edges) E;(v) := {e € E|t(e) = v} und die Menge der Out-Kanten
(out-edges) E,(v) := {e € E|s(e) = v} definiert. Der In-Grad (in degree) eines Knoten v ist
indeg(v) := |E;(v)| und der Out-Grad (out-degree) ist outdeg(v) := |E,(v)].

Ein Knoten v € V mit indeg(v) = 0 heifit (lokale) Quelle des Graphen, ein v mit
outdeg(v) = 0 heifit (lokale) Senke des Graphen I'.

Definition 6.6. Sei I' = (V, E, f) ein gerichteter Multigraph. Ein gerichteter Pfad ist eine
Sequenz von Kanten ey, ...,e, mit t(e;) = s(e;41) Vi = 1,...,n — 1. Wir sagen er fiihrt
von v € V nach v' € V| falls v = s(e1) und v/ = t(e,) gelten. Ein gerichteter Pfad heifit
geschlossen oder ein Kreis (Zyklus (cycle)), falls er von v nach v fithrt. Ein Multigraph T’
heifit azyklisch (acyclic) falls er keinen Kreis enthélt.

Proposition 6.7. Ein azyklischer gerichteter Multigraph T enthdlt mindestens eine Quelle
und mindestens eine Senke.

Beweis. Indirekt: Angenommen, es gibt keine Senke. Dann gilt V v € V' : outdeg(v) > 0.
Sei vg € V. Dann gibt es v; € V mit vyp # v; und eine Kante e; € E mit t(e;) = v; und
s(e1) = vo. Induktiv definieren wir Knoten v,, und Kanten e,, so, dass jeweils ¢(e,) = v, und
s(en) = vp—1 gelten. Weil V' nur endlich viele Knoten enthélt gibt es k,l mit vy = v;. Dann
ist der gerichtete Pfad ey, ..., e;_1 ein Zyklus. Widerspruch.

Analog beweist man, dass eine Quelle existieren muss. O

Definition 6.8. Ein gerichteter Multigraph mit geordneten Kanten ist ein Multigraph
I' mit einer Totalordnung < auf E. Fiir solch einen geordneten Multigraphen werden in
natiirlicher Weise auch die Mengen E;(v) und E,(v) ¥ v € V in natiirlicher Weise geordnete
Mengen durch die induzierte Totalordnung.

Wir stellen faktorable globale Optimierungsprobleme durch einen gerichteten azyklischen
Multigraphen mit geordneten Kanten dar:

Beispiel 6.9.

min 322 + 4zy + 2y

st T2 <y
z—3xy =0

Man kann dieses Problem nun wie in Abbildung [14] darstellen. Allerdings ist diese Darstellung
nicht eindeutig und benotigt noch Zusétze.

Fiir die Darstellung eines globalen Optimierungsproblems sind noch drei Zusétze notig:
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[0,0] min [-inf,4]

Abbildung 14: Dies ist eine mogliche (keineswegs eindeutige!) Darstellung mittels eines ge-
richteten Multigraphen. Allerdings enthilt diese noch nicht alle Informationen
um das Problem vollsténdig zu beschreiben.

(i) Eine endliche Menge O = {+, —, %, +, A, exp, sin, ... } von erlaubten elementaren Ope-
rationen zusammen mit einer Abbildung o: V' — O U Viy UR wobei Vy die Menge der
Variablen {v1,ve, ...} ist, zusammen mit den folgenden Vertriglichkeitsbedingungen:

e 0o(v) € VwUR = indeg(v) =0

e o(v) € {—,+,A} = indeg(v) =2

e o(v) € {exp,sin,cos,log, ...} = indeg(v) =1
e 0(v) ¢ Vi UR = indeg(v) >0

(ii) Eine Abbildung b : V' — IR, die die Schranken an die Knoten angibt (Im Graphen
schreiben wir b(v) unter (iiber) den Knoten falls b(v) # [—o0, 00]).

(iii) Eine Teilmenge M C V der zu minimierenden Knoten. Ist M = {), dann ist das Problem
ein CSP. Ist |[M| = 1, dann liegt ein gewohnliches Optimierungsproblem vor. Gilt nun
|M| > 2, dann ist das Problem ein multiobjective-Problem.

Wir werden in Zukunft (I, >, 0, 0,b, M) auch als Problem DAG bezeichnen.

Definition 6.10. Sei I' = (V, E, f) ein gerichteter azyklischer Multigraph. Wir sagen, dass
v € V ein Vater (parent) von v’ € V ist, falls es ein e € E gibt mit s(e) = v und t(e) = v'.
Dann heifit v” ein Kind (child) von v. v heiit Vorfahre (ancestor) von v, falls ein gerichteter
Pfad von v’ nach v existiert und v heifit dann Nachkomme von v/,

Proposition 6.11. Fir jeden gerichteten azyklischen Multigraphen T' = (V. E, f) existiert
eine Totalordnung < auf V mit der Eigenschaft: v ist Nachkomme von v' = v <.

Beweis. Weil V' endlich ist geniigt es eine Bijektion ¢ : V' — {0,...,|V| — 1} zu konstruieren
mit der Eigenschaft, v ist Nachkomme von v' = ¢(v) < p(v').
Dann gelte v < v’ 1< ¢(v) < p(v'). Beweis durch Algorithmus: O
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function ORDER(&k,v)
if v has been visited return; then
for all children v' of v do
order (k,v’)

end for
end if
o) =k
k=k+1
return
end function
k=0
for all sinks v of I do
order (k,v)
end for

Bemerkung 6.12. Man kann den Algorithmus aus dem Beweis der vorhergehenden Pro-
position auch leicht modifizieren und damit einen Test programmieren, ob der gerichtete
Multigraph azyklisch ist. Der Algorithmus sieht dann so wie der weiter unten angefiihrte
Algorithmus aus.
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function ORDER(&k,v)

if visited(v)== 1 then
error('nicht azyklisch’)

end if

if visited(v)== 2 return; then
visited(v)=1
for all children v’ of v do

order (k,v’)

end for

end if

e(v) ==k
k=k+1
visited(v)= 2
return
end function
k=0
visited(v)= 0V v

for all sinks v of T" do
order (k,v)
end for

Beispiel 6.13. Wenn wir das Problem 322 +4x + 3 betrachten, so lisst sich dieses fdquivalent
mit den folgenden zwei Graphen darstellen.

Dies ist die Darstellung des Problems als Baum mit 10 Knoten und 9 Kanten.

29



6 Intervallmethoden

Das ist nun zum Vergleich zu obiger Abbildung eine Darstellung mit 7 Knoten und 8 Kanten.
Diese Darstellung ist nun auch eine minimale Darstellung.

Der erste Graph ist offenbar ,, grofler” als der zweite Graph und ist ein Baum. Man kann
die erste Abbildung ,verkleinern®, indem man die Knoten 3,z und 4+ ,,zusammenlegt” und so
zur zweiten Abbildung gelangt.

Der Vorteil der Baumstruktur liegt darin, dass der Baum im Gegensatz zum azyklischen
gerichteten Multigraphen auch keinen Kreis enthélt, wenn man die Richtung der Kanten
weglésst.

Dies gibt nun Anlass zu folgender Definition:

Definition 6.14. Zwei Knoten v und v’ eines DAG I = (V, E, f,0,b, M, <) heiflen einfach
dquivalent, falls o(v) = o(v’) gilt und eine monoton wachsende, bijektive Abbildung

g : Ei(v) — E;(v') existiert mit s(e) = s(g(e)) V e € E;(v). Ein DAG heifit reduziert, falls
er keine einfach dquivalenten Knoten enthélt.

Die Verwendung von Assoziativitiat und Kommutativitit und deren Formulierung als Aqui-
valenz ist auch moglich-aber komplizierter. Sie benotigt Teilgraphen.

e  Kommutativ dquivalent*: o(v) = o(v’) ist kommutativ zum Beispiel mit € {+,*} und
es existiert eine bijektive Abbildung ¢ : E;(v) — E;(v') mit s(e) = s(g(e)) Ve € E;(v).

e Assoziativ dquivalent*: Bezieht sich auf Teilgraphen, siehe dazu die Skizze in Abbildung

Lol

Besitzt ein Graph T' zwei einfach (kommutativ) fquivalente Knoten v,0’; so lisst sich ein
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® ©

Abbildung 15: Eine Veranschaulichung beziiglich assoziativ dquivalent.

aquivalenter DAG T erzeugen, der einen Knoten weniger enthélt:

V=V \{v}
E = (E\ (El(’t),) U El(’U))) U {El, . . 7E\Eo(v’)\}
f B -V xV
f(e) , fallse € E
€ —
(v,t(e;)) , falls e = ¢;
o : V/HOUVNURZO‘UI
bV — IR
_ b(v) , falls v # v
UV =
b(v) Nb(V') , falls v = v)
M=MnV

Daher gibt es zu jedem DAG einen dquivalenten reduzierten DAG. Daher lassen sich faktorable

Optimierungsprobleme durch einen reduzierten DAG darstellen.

Beispiel 6.15. Betrachten wir nun folgendes Beispiel:

min (4x1 — zoxs)(z122 + 23)
s.t. x% + x% + x129 + Toxz + 12 =0
exp(z122 + xox3 + w2 + 1/73) € [—1,1]

Eine mogliche Darstellung dieses Problems als DAG ist Abbildung Wie man an dieser
Stelle bereits erkennt, ist das problem stark nicht linear und auch stark nicht quadratisch.

Nun kénnen wir aber das obige Problem umformulieren und den DAG interpretieren durch

Einfithren von Variablen fiir ,,Zwischenergebnisse®:
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Abbildung 16: Der Graph zum vorhergehenden Beispiel [6.15( und die Stellen an denen die
Variablen eingefiihrt werden.

linear min wvy
separabel quadratisch s.t. :1:% + J;% +vi4+vo4+x20=0
nichtlinear eindimensional exp(vs) € [—1,1]
quadratisch vy = (41 — va)(v1 + x3)
separabel vy = v1 + vy + T2 + /T3
quadratisch vo = xox3
quadratisch v1 = x1x2
Dieses Optimierungsproblem ist dquivalent zum urspriinglichen. Es ist zwar grofler, aber seine

Struktur ist viel einfacher. Die neue Struktur muss nicht durch erstellen eines neuen Graphen
erzeugt werden, sondern ist in natiirlicher Weise bereits vorhanden.

Wir werden uns nun iiberlegen wie man an einzelnen Punkten den Wert der Funktion und
des Gradienten der Funktion bestimmen kann sowie den Wertebereich der Funktion ermitteln
kann. Dazu werden wir die Funktion f(x1,x9,x3,) = (421 — zox3)(x122 + 3) betrachten.
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6.2.1 Punktevaluation

..... 8 entspricht der Ordnung

2,..., -96 entspricht den Funktionsauswertungen

Abbildung 17: Veranschaulichung der Punktevaluation

In dieser Abbildung nehmen wir an, dass wir bereits eine Ordnung festgelegt haben und
wollen den Funktionswert von f bestimmen. Der Funktionswert ist also f(2,4,4) = —96.
Man kann diese Form der Punktevaluation auch anhand Abbildung [17] darstellen. Diese Art

der Punktauswertung ist linear in der Anzahl der Knoten und Kanten (dies folgt aus der
Ordnung), also O(|V| + |E|).

6.2.2 Gradientenauswertung

( ) entspricht den Gradienten
¥ der einzelnen Knoten

(—64 )— 12 (—4) - 8(2 )
..... -96 entspricht den -56 -4 1

Funktionsauswertungen

Man nennt diesen Algorithmus auch automatische Vorwirtsdifferentiation. Automati-
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sches Vorwértsdifferenzieren: Hierbei nehmen wir an, dass wir bereits die Funktionsauswer-
tung in den Knoten (und damit in dem Punkt indem wir den Gradienten berechnen wollen)
berechnet haben und wollen den Gradienten von f ausrechnen. Der Aufwand ist linear in der
Anzahl der Knoten, Kanten und der Dimension, also O(n(|V| + |E|)).

Nun gibt es aber auch eine zweite Moglichkeit zu differenzieren-indem man die Kettenregel
verwendet und von ,unten nach oben“ rechnet, also automatische Riickwirtsdifferentia-
tion: ;2 (f 0 g)(x) = X, (52 F)(g(x)) %2

Man erhélt mit dem Algorithmus aus Abbildung das gleiche Resultat wie beim autma-

2,...,-96 entspricht den Funktionsauswertungen
1,...,-64 entspricht den Komponenten des Gradienten
-1,...,12 entspricht den inneren Ableitungen der Knoten

Abbildung 18: Automatisches Riickwirtsdifferenzieren: Hierbei nehmen wir an, dass wir die
Funktionsauswertung schon kennen und den Gradienten an einer Stelle bestim-
men wollen.

16
tischen Vorwértsdifferenzieren, nédmlich dass Vf(2,4,4) = | —64 |. Allerdings betrégt der
—56
Aufwand beim autmatischen Riickwiirtsdifferenzieren nur O(|V| + |E|). Man verwendet also
um den Gradienten an einer Stelle von f auszuwerten fiir gewthnlich nur die automatische
Riickwartsdifferentiation!

6.2.3 Abschatzungen des Wertebereichs 1

Gesucht ist in unserem Beispiel eine Abschitzung des Wertebereichs von f auf
[1,2] x [3,4] x [3,4]. Eine Moglichkeit an eine Abschétzung zu gelanden ist die Folgende:
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Mit dieser Methode erhélt man als Abschitzung [—144, —6] D f([1,2],[3,4],[3,4]). Dies ist
aber nicht die bestmogliche Abschitzung)!

6.2.4 Abschiatzungen des Wertebereichs 2

Fir f € C' gilt: f(z) = f(y) + f'(§)(z —y) (MWS) = f(z) € f(y) + /(@) (x — y). Sei nun
rex

= f(x) C fly) + F(x)(x—y) firy e x (6.1)

[ Diese Art der Abschitzung lisst sich auch wie in Abbildung [19] darstellen. Aus der In-

alte Box

neue Box

Abbildung 19: Man ermittelt die maximale Steigung der Kurve und schneidet anschliefend
mit dem Rand der Box. Die neuen kleineren Achsen stellen dann den neuen
Wertebereich dar.

tervallanalysis weiB man, dass die Uberschiitzung in der Berechnung von f(x) mit Hilfe der

(%) = OUpex f(2) S OUex(F@) + £ @) (@ —9) = f(1) + OU,ex /' @) (= —y) C
FW) 40U en f/(X)(x—y) = fy) + f(x)(x —y)

35



6 Intervallmethoden

Intervallarithmetik (Abschétzung des Wertebereichs 1) O(rad(x))

(rad(x) = (T —z)) ist. Wenn wir in das f/(x) mit Intervallarithmetik bestimmen, dann
ist die Uberschitzung von f/(x) von der GréBenordnung O(rad(x)). Das Ergebnis in (6.1)
hat also eine Uberschiitzung, die O(rad(x)?) ist. heifit Mittelwertform und y wird meist
als & := 1(Z + z) gewihlt.

Gesucht ist nun eine Wertebereichsabschitzung fiir Vf auf x = [1,2] x [3,4] x [3,4]. Auch
hier gibt es wieder 2 Moglichkeiten zu einer Abschéitzung zu gelangen: Zum einen die Wer-

tebereichsabschiitzung vorwiirts, siche Abbildung[20] Zum anderen die Wertebereichs-

-24, 4416,12]+[3,4]"[-12,-1]
72 = \[-4.-31[6,121+[1,2][-12,-1]
[-60,-19] [-4,-3](6,12]+1*[-12,-1]

Abbildung 20: Wertebreichsabschitzung vorwirts- analog in der Berechnung zum Vorwérts-
gerichteten Differenzieren

abschitzung riickwirts, siehe dazu Abbildung Hier gilt in beiden Féllen:

[—24, 45]
V£([1,2] x [3,4] x [3,4]) C | [-72,—19] | . Es ist Zufall, dass die beiden Gradientenabscht-
[~60, —19]

zungen in diesem Fall gleich sind! Ublicherweise ist die Vorwértsauswertung besser, aber
langsamer. Grund ist die Subdistributivitét.

Was zur Riickwérts- beziehungsweise Vorwirtsauswertung des Intervallgradienten noch
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[-12,-1]

Abbildung 21: Wertebereichsabschétzung riickwérts-die Berechnung erfolgt analog zum Riick-

wértsgerichteten Differenzieren.

fehlt, sind die partiellen Ableitungen der elementaren Funktionen:

f(x1,22) = Az + pxo
Y f(x1, x2) = (2)

f($1,$2) = T1T2
V(%1 %2) = <X2>

X1
X1
f(xh x2) =

Z2

1
vf(xla XQ) =\ _ x}2(1
(x2)?

Diese sind exakt, da in jeder Komponente jede Variable nur einmal vorkommt. Nun folgen
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noch partielle Ableitungen die nicht mehr exakt sind:

f(z1) = exp(z1)
vf(xl) = (Xl)
fz1) = /o1
1
VI = 5
fz1,20) = 272 = e2n(@1)
e2 In(z1) 22
Vi) = <€w2 In(@1) ln:glml)>

:>Vf(X1,X2):( fla,xa)yd )

f(x1,%x2) In(x7)

Diese EinschlieBungen verursachen Uberschétzung!.

6.2.5 Abschiatzungen des Wertebereichs 3

Wir werden nun im Folgenden noch eine Methode kennenlernen, um die Abschétzungen der
Wertebereiche von f und V f zu verbessern. Dazu verfolgen wir im Prinzip die selbe Idee wie
bei Abbildung aber wir werden nun nicht die Ableitung verwenden um den Bereich zu
verkleinern sondern die Sekanten.

alte Box

neue Box

An dieser Stelle werden wir mit dem mehrdimensionalen Pendant der Dividierten Differenzen
arbeiten, bekannt aus der Numerik, und diese mit f [z, z] bezeichnen. Ist f Lipschitz-stetig,
dann gibt es fiir je zwei z, z ein f [z, x] mit f(z) = f(2)+f [z, 2] (x—2) (im Mehrdimensionalen
ist f[z,x] ein Zeilenvektor). Unter dieser Annahme erhélt man im Eindimensionalen:

flz,x] = W fiir x # z. Man bezeichnet die Dividierte Differenz auch als Slope.

Im Mehrdimensionalen ist f [z, z] nicht eindeutig! Es folgt, dass

Veex: f(z) € f(z)+ flzx] (x— 2)
= f(x) S f(2) + flzx] (x = 2)
= f(x) € f(2) + f[2,x] (x — 2)
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Wir werden nun die Struktur der Slopes und der Ableitungen von verketteten Funktionen
untersuchen: Im Eindimensionalen gilt:

(fog)(m)—f(g(y)Jrg[, z)(z —y)
= f(9(v)) + flo(v), g(2)]
= (fog)(y) + fla(y), g(

Wenden wir uns nun dem Mehrdimensionalen zu: Geht g : R™ — R™, dann ist
gly, ] € R™ x R".

)=
(9(y) + gly,z](x —y) —g(y)) =
z)|glz, yl(x — y)

(fog)(x)=f(g(x))g(x) = (fog) = (fog)d

(fog)(x) = (fog)(y) + (fog)lyz(z —y) =
= (fo9)(y) + flg(y), 9(x)lgly, =] (z — )
Daraus folgt, dass (f o g)[y,x] gewidhlt werden kann als f[g(y), g(x)]g[y,z] (man kann im

Allgmeinen nicht = wihlen, da keine Eindeutigkeit gegeben ist im Mehrdimensionalen.)

Wir sehen also, dass Slopes und Ableitungen gleich strukturierte Kettenregeln haben. Also
konnen sie im DAG auf gleiche Weise berechnet werden. Das heifit zuerst miissen wir die
Slopes der elementaren Operationen bestimmen:

f(x1,xe) = Axy + paxs
f[(zleQ)’ ($17‘/E2)] = ()‘7/‘)
f(x1,22) = 2129

T —z

) = z129 + s1(x121) + s2(z2 — 22)
Tro — 29

xr1x2 = 2122 + (51, 52) (

X1Ty — 2129 = S1T1 — S121 + S2x9 — S229 (auflosen nach sy, s9)

s1=Arg+ (1 =Nz, AN €R
:(1—)\)$1+/\Z1,)\€R

An dieser Stelle ist natiirlich die Frage fiir welche A € R die Elnschheﬁung fiir f(x) bei z am
besten ist? Es gilt (und das ist nicht triviall): f(x) hat die geringste Uberschitzung, falls

\— 0 fir rad(x1)|z2] < rad(xz2)|z |
|1 sonst

f[(21722)7 ($17x2)] = (ZQ’xl)
Ty

f(xlaxQ) = ;

2

T
A 1-X
I 21 P +T r1 —
" :;+ )\:2E1712)\2’1 — AGR
2 2 22 T2 T2 22 x2 2
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Der giinstigste Slope ergibt sich fiir A = 1:

Fl(21, 22), (21, 22)] = (=, —— f (a1, 22))
2 )

1
z
fl@) =p(x),p:R—R,peC

©lz,x] C p[x,x] = o' (x),z€x
folgt aus dem Mittelwertsatz und peCl
et — e? LevTF—1 P
exp|z, x] = e =e exp; (z — 2)
t o k
et —1 t
e t) = =
() = = kZ_O (k+1)!

Nun wollen wir uns im Folgenden wieder anhand unseres Beispiels ausrechnen, wie grof3 die
Uberschéitzung durch Slopes im Vergleich zur unserer bisherigen Uberschétzung ist:

f(xlv .%'2,(E3) = (4'7;1 + .%‘2.%'3)(.%’1 + .%‘2.%'3) mit f[(2?474)7 ([L 2]7 [374}7 [374])]

Wir erhalten sowohl bei der Slopebrechnung riickwérts als auch bei der Slopeberechnung

) -eoa () (")
g =[6,12] ([4-31)-8
-56-32] -4 1

Abbildung 22: Slopeberechnung vorwérts, im Prinzip analog zum automatischen Vorwérts-

differenzieren.
) (8, 24] [—24, 45]
vorwiirts die Uberschitzung | [—64,—34] |, zur Erinnerung: f'(x) = | [-72,—19] |. Slopes
[—56, —32] [—60, —19]

haben also meist eine geringere Uberschitzung, bis zu 50 % in jeder Dimension, als f’(x).
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-81+4[-12,-6]

Abbildung 23: Slopeberechnung riickwérts, die Berechnung erfolgt analog zum riickwértsge-
richteten Differenzieren.

Beim Vorwértsauswerten von Intervallableitung und Slope kann man sich zunutze machen,
dass jeweils an den Knoten Ableitungen, beziehungsweise Slopes, beziiglich der Eingangsko-
ordinaten berechnet werden. So gilt zum Beispiel fiir Knoten 4 (x1, z2):

fa(z1, 22, 23) = z122
fa(x1,%x2,%x3) C X1X2

fa(x1,%x2,%3) C 2120 + s4(x — 2) = 2122 + (X2, 21) (2 - 2) —
=8+ ([3,4],2) (E SD =8+ [—4,0] +[-2,0] = [2,8]
= fa(x1,x%2,%x3) C (x1x2 N (2122 + s4(x — 2)))

Die Uberschiitzung, die durch die Abschiitzung mit Slopes entsteht, ist O(rad(x)?). Die Durch-
schnittsbildung f(x) N (f(z) + f[z,x](x — 2)) bezichungsweise
Fx)N(f(2)+ f(x)(x—%)) sollte man bei Vorwértsauswertung an jedem Knoten durchfiihren.
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6.3 Constraint Propagation
Betrachten wir wieder unser Beispiel aus dem vorigen Abschnitt, allerdings diesmal mit einer
Nebenbedigung mehr:

min f({L‘l, X2, .%'3) = (41’1 — $2$3)($1 + $2$3)

s.t.x € [1,2] x [3,4] x [3,4]

£(2,4,4) = 96

Fiir das globale Optimum z* muss f(z*) < —96 gelten. Das heifit wir kénnen, ohne die L&-
sungsmenge zu verdndern, die Nebenbedigung f(z) < —96 zu unserem Optimierungsproblem
hinzufiigen.

Die Constraint Propagation (CP) stammt aus dem Constraint Programming (Teilgebiet der
kombinatorischen Optimierung) z1,...,x; € {0,1}.

Beispiel 6.16. In diesem Beispiel suchen wir x1, z2, x3 die Folgendes erfiillen:

(1‘1/\1’2)\/l’3:1
To ANz =0

Nun gibt es mehrere Moglichkeiten um die richtigen Kombinationen zu finden:

(i) Wir untersuchen einfach alle moglichen Kombinationen:

Moglichkeit | x1 | 22 | 3 (:c1 A 1,‘2) Vz3 | T2 Nx3
1 010710 0 0
2 0 0 1 1 0
3 0 1 0 0 0
4 0 1 1 1 1
) 1 0 0 0 0
6 1 0 1 1 0
7 1 1 0 1 0
8 1 1 1 1 1

Wie wir der obigen Tabelle entnehmen konnen, gibt es 3 mogliche Kombinationen:
Moglichkeit 2,6,7.

(ii) Nun ist das Durchprobieren aller méglichen Kombinationen aber nicht der beste Weg,
es bietet sich daher an folgende Methode zu probieren: Sei z; = 0.

1‘1:0:>.Z‘1/\332:O:>(l‘1/\$2)\/1‘3:1<:>333:1
:>:E3:1:>($2A$3:0<:>1E2:0):>£L'2:0

Es folgt also: 21 =0 =29 =0 A x5 = 1.
Sei xr1 = 1.

:L'l:1:>l’1/\l'2:$2:>(SL‘1/\:L‘2)V(L‘3=1‘2\/$3
:>(LU2\/$3:1)/\($2/\‘T3):O:>l'2§é$3
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Es folgt also: 21 = 1= (zo =0Ax3=1)V (x2 = 1 Azg = 0). Also sind alle méglichen
Losungen gegeben durch (0,0,1),(1,0,1),(1,1,0).

Man kann sich diese Uberlegung auch im folgenden Graphen und dem dazupassenden
Suchbaum veranschaulichen:

Abbildung 24: Darstellung als Graph.

x_1 ={0,1}x{0,1}x{0,1}

x_2=1
~ 7/
{0140, 1}x{0,1} -
=>{0pOX{1} S [\
R 2 s
{14010, 1} (14110, 1}
=>{1I{O}x{1} =>{1Ix{1}x{0}

Abbildung 25: Der dazu passende Baum.

Wir verallgemeinern nun das Ziehen logischer Schliisse auf unser Problem:

i; Z«?O, 1) } = 11 A z9 = 0 bezeichnet man als ,,Schluss in Pfeilrichtung*
(331 VAN :CQ) =0

(21 Az2) V 1 } = x3 = 1 bezeichnet man als ,Schluss gegen die Pfeilrichtung*.
1 A T2 3=

Man kann diesen Schluss auch dquivalent umformulieren zu
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v=20
vVw=1 sw=1
w € {0,1}

Wenden wir uns nun einem allgemeineren Vorgehen zu-dem Vorwértsschritt: Propagation
in Pfeilrichtung. Hierbei nehmen wir an, dass wir bereits f kennen und diesen Bereich aber
verkleinern wollen: also f(x1,...,zy) verkleinern wollen, x1,...,x; — f(x1,...,x;) N{L.

Abbildung 26: Veranschaulichung eines Vorwértsschrittes.

Betrachten wir einen Riickwiirtsschritt (diesmal allerdings nur mit 2 Knoten z und y):
Dieses mal kennen wir f(z,y) € f mit z € x,y € y. Wir wollen hier den Bereich fiir z und y
verkleinern!.

x0., 2 0{z € x|f(z,y) € ffirein y € y}, y°., 2 O{y € y|f(z,y) € f filr ein = € x}.

Abbildung 27: Veranschaulichung eines Riickwirtsschrittes.

_ 0 _ 0
Xneu = XN Xpeys Ynew =Y N Yneu:

Vorwirts Evaluation (Forward Evaluation):
FE(N,f) =fN f(x1,...,X;) mit N = f(z1,...,2x), 21 € X1,...,T € Xp.
Riickwirtspropagation (Backward Propagation):
BP(N, .%'Z) =x; A0 {.fz € Xi’f(yl, s Yim 1, Ty Yig 1 7yk) € f fiir ein
(Y1 Yim 1o Yig 1o - YUk) € X1 X oo X X1 X X1 X -+ X Xp )}

Beispiel 6.17. Sei f(z) =22, x = [0,2],f=[1,8]. FE(f,f) = [1,8]N[0,2]? = [1,4].

BP(f) = BP(f,2) =1[0,2]nO< z €[0,2]| z* € [1,4] » = [1,2].

[—2,—1]JU[1,2]

(1,2]

Definition 6.18. 2 Knoten bei denen Vorwérts Evaluation und Riickwartspropagation keine
Verbesserung mehr bringen bezeichnet man als konsistent.
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Ist ¢ : R — R gegeben, so bendtigt man zur Implementation von B P eigentlich die ,,inverse
Funktion“ ¢! : ZR + ZR. Fiir uns interessanter ist aber eigentlich p=! : TR — [JZR
mit (JZR...Menge der abzihlbaren Vereinigungen von Intervallen. Wollen wir uns nun im
Folgenden iiberlegen wie wir Riickwértspropagation ausrechnen kénnen:

flxy) = e +uy, e +pyef=x¢€ A(f 1Y),y €y =1 € A(f 1y)

P(f,2) =x0 5 (E - y)

f(z,y) ==y
BP(f,2) =xN—
y
x T
fly)=—f=-ez=yf
Y Yy
BP(f,z) =xnNfy
X
BP(f.y)=yN%
In f
f(x7y) =¥ = €ylnx7f — eylnx N lnf _ ylnx Sr—ev
nf
BP(f,z) =xNev
Inf
BP(f,y)=yn—
nx
Bei Ausdriicken der Form i, 3 1lr?;£v ... gilt es zu beachten, dass man nicht nur ein Intervall

erhalten kann sondern auch die Vereinigung von 2 Intervallen, zum Beispiel:

=1 = [—o0, —1] U[1, 0],

{Nle man nun Vorwarts Evaluation und Riickwértspropagation konkret einsetzt wollen wir
uns wieder anhand unseres Beispiels iiberlegen:

win [ (21, 2, 23)

s.t. f(x1,x2,23) < —96
z1 € [1,2]
x2,x3 € [3,4]
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N[-infty,-96]

N[-infty,-96]

Zu obiger Abbildung ist noch Folgendes zu bemerken:

B = [-24,-8] = [-12,-1] N [-24, —§] = [-12, -8];
% = [8,18] = [8,18] N [6,12] = [8,12]. Nun ist dieses Vorgehen natiirlich nicht nur
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bei unserem Beispiel anwendbar sondern auch im Allgemeinen, wie der folgende Algorithmus
zeigt:

Ly :=0...Liste, die die Knoten enthélt, von denen aus man EinschlieBungen wahrscheinlich
durch Vorwirts Evaluation verbessern kann.

Ly :=0...Liste, die die Knoten enthilt, von denen aus man Einschliefungen wahrscheinlich
durch Riickwértspropagation verbessern kann.

Numeriere die Ecken gemif Proposition [6.11]

Voo = 0...Vektor, dessen Linge gleich der Anzahl der Knoten ist.

Ven, = 0... Vektor, dessen Lénge gleich der Anzahl der Knoten ist.
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for each node c, die eine Nebenbedingung beschreibt do
NodeOccurances(c,Voc)
ForwardEvaluation(c,Vp, Lp)
end for
while (L, # 0 oder Ly # () do
N:=getNextNode(Ly, L)
if (N war in £;) then
for (each child c of N) do
BP(N,c)
if ¢ = () then
return ,infeasible*
end if
if ¢ hat sich geniigend verkleinert seit der letzten Vorwérts Evaluation then
for each parent P von ¢ mit p # N do
if Voc(P) > 0 then
fiige P zu Ly hinzu
end if
end for
end if
if c hat sich durch das Riickwartspropagieren geniigend verkleinert then
fiige ¢ zu L hinzu
end if
end for
else[|| N war in L]
FE(N,N)
if N=0 then
return ,,infeasible
end if
if N hat sich genug gedndert then
for each parent P of N do
if Voc(P) > 0 then
fiige P zu L hinzu
end if
end for
end if
if N hat sich seit dem letzten BP genug gedndert then
fiige N zu L4 hinzu
end if
end if
end while
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function NODEOCCURENCES(N,& Vo¢)
Voc(N)+ =1;
for each child c of N do
NodeOccurences(c,Voc)
end for
end function
function FORWARDEVALUATION(M,&V,1,,&Lp)
if N ist lokale Quelle VV,(N) == 1 then
return
end if
for each child ¢ of N do
ForwardEvaluation(c,Vep, Lp)
end for
FE(N,N)
Ven(N) =1
if N== () then
return ,infeasible“
end if
if N hat sich genug geédndert then
fiige N zu Ly, hinzu
end if
end function
fiige N zu Ly hinzu: Das muss so gemacht werden, dass die Knotennummern in £, absteigend
und diejenigen in Ly aufsteigend sortiert sind.
function GETNEXTNODE(&Ly,&L¢)
entscheide,ob aus Ly, oder Ly gewdhlt werden soll — L wihle N als das erste Element
in der gewahlten Liste £. Entferne N aus L.
return N
end function
entscheide,ob aus Ly oder Ly gewdhlt werden soll: Propagationsstrategie:
Bei Tests am effizientesten (unter den einfachen Strategien!) war:
if £, # () then

L=1Ly
elsel = Ly
end if
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6.4 Synergie von CP und Auswertung

[1,2] [3,4] [3,4]
(- )16.241=418.121+(3 4112, 72, [12-8] +3.4] [12.-8] (s Y6032

Abbildung 28: Veranschaulichung des Optimierungsproblems.

Das Optimierungsproblem

min f(z1, 72, 73)
s.t.xp € [1,2]
x9,x3 € [3,4]
ist also demnach adquivalent zu
min f(x1,x2,x3)
s.t.xy € [1,2]
x9,x3 € [3,4]
flx1,x9,23) < —96
1T € [4, 8]
Tox3 € [12, 16]
xr1xe + x3 € [8,12]
dx) — xoxg € [—12, —8§]
Wollen wir f'(x N F) bestimmen, dann gilt:
(feg)(xNF)C fllgxnF)g'(xnF)C f(b)g(xnF).
Cb
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[—16,24] [—24, 45]
FxNF)C|[-72,-32 | c | [-72,-19] | = f'(x).
[—60, —32] [—60, —19]
[0, 24] [—8,24]
= flexNF] C ([64, 40]) C ([64,34]) = f[z,x].
[—56, —40] [—56, —32]
2 4 4
[1,2] Q 0,24]=4[8,12]-8 -56,-40]=
A

[-144,-96]

Abbildung 29: Veranschaulichung der Berechnung des Slopes.

6.5 Relaxationen

Betrachten wir wieder unser urspriingliches Problem
min f(z)
st. F(z) € F (6.2)
rEeXx
so ist eine Relaxation von (6.2)) gegeben durch
min r(x)
s.t. R(x) e R
T EX (6.3)
R={zxex|R(zx) e R} D F
VeeF r(x) < f(z)
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Ist & Losung von (6.3) und z* Losung von (6.2)), dann gilt: »(2) < f(z*). Gilt £ € F und
r(z) = f(Z) = & € Glob(6.2)). Diese Eigenschaften kann man auf zweierlei Arten verwenden,
um x zu verkleinern:

e Man verwendet (6.3), um ein kleineres Xpe,, zu finden mit X,e,, 2 R und Xpe,, C X.
Xney Kann man zum Beispiel mit linearer Optimierung berechnen.

Abbildung 30: Eine Moglichkeit, x,¢, zu berechnen.

e Man 16st (6.3) und erhélt Z. Dann iiberpriift man, ob & € F und r(z) = f(&) gilt.
Wenn ja, dann ist (6.2]) gelost. Wenn nein, dann hat immerhin eine neue implizite
Nebenbedingung f(z) > r(z) gefunden, die man zum Beispiel in CP ausnutzen kann.

6.5.1 Lineare Relaxation

In diesem Abschnitt wollen wir Relaxationen mit Hilfe von Slopes erzeugen:

Proposition 6.19. Sei f : R® — R eine L'-Funktion (Lipschitz-stetig). Ist z € x und
flz, @] =: s ein Slope fir f, dann ist die Funktion
n
S.

J@)=F+) Sile;— =)+ 8l 2) Sl m ) (g

T; — T,
i=1 v

eine lineare Funktion, die f auf @ unterschitzt, das heift f(x) < f(x) ¥V x € x. Die Funktion

n

fl@)=f+ Z&(L —z;) + 5il@i Z;) _il(xz ) (x; — ;)
i=1 v

dberschatzt f auf x. Hier ist f:= f([z,z]).
Bemerkung 6.20. Fiir f linear gilt f(z) = f(z) = f().

Beweis. Einfache Rechnung fiir n = 1. O
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Wie verwendet man nun Proposition [6.19] um eine lineare Relaxation zu erhalten?

min f(z)
st.F(z) eF&Vj:Fi(x) <FAFjz)>F (6.4)

rEX

(6.5) hat dieselbe Dimension wie (6.4]).

Beispiel 6.21. Betrachten wir wieder unser Problem

min f(z) = (o1 — xox3)(T122 + 23)

sit. f(x) < —96
[1,2]
xze |[3,4]
[3,4]
[0,24]
Bei z = (2,4,4) gilt f(z) = —96, f[z,x] = [ [-54, —48]
(56, —32]

f(z) =—-96+24(1—-2) + ?(ml - 1)

+(—48)(3 —4) + (64)1048(332 —3)
+(—32)(3—4) + _—32@:3 ~3) < —96

1
= 24(zy —2) — 48(wy — 4) — 32(x3 — 4) <0

Mit Hilfe dieser Ungleichung kénnen wir nun CP betreiben. Das Resultat ist, dass
x9,x3 € [3,4,4]. Nun kénnen wir mit folgendem Problem arbeiten:

min f(z)
s.t. 24(xy — 2) — 48(xg —4) — 32(x3 —4) <0
Trex

Im Allgemeinen macht es durchaus Sinn, obiges Problem zusiitzlich zu betrachten (in unserem
Fall reicht aber schon CP aus).

Eigentlich ist 24(x; — 2) — 48(xg — 4) — 32(z3 — 4) < 0 redudant, aber die Linearitét
ermoglicht es, die Ungleichung besser auszunutzen. Dies ist 6fters der Fall. Deshalb werden
globale Optimierungsprobleme ofters einfacher zu 16sen, wenn man redundante Gleichungen
und Ungleichungen hinzufiigt.
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6.5.2 Lineare Relaxationen durch Intervall-Taylor-Entwicklung bis zum Grad 1

Die Idee der wir nun nachgehen werden ist Folgende: Wir wissen, dass f(z) € f+ s(z — z) mit
s,z € R* fe IR gilt. Wenn wir nun f bei z Taylorentwickeln so sieht dies wie folgt aus:

f@) = f(2) + f(2)(x — 2) + Rz, 2)(x — 2)?

Fiir f ergibt sich damit nun Folgendes: f = f(2) + R(z,x)(x —2)2. Auch dieses s und f kénnen
auf dem DAG berechnet werden, analog zu Slopes. Hier ist es aber besonders giinstig die
Rechnung vorwirts zu fithren.

Aus

folgt, dass s(x —z) € F;—f; liegt. Unser Originalproblem lésst sich nun équivalent formulieren
zu

min [(z)
st. sV (z—2z) € F; —f;Vj
T EX

Dies hat dieselbe Dimension wie unser Originalproblem und dieselbe Anzahl an Nebenbedin-
gungen. Die Nebenbedingungen aus 6.5.1 und 6.5.2 kénnen auch direkt kombiniert werden.

6.5.3 Reformulierungs-Linearisierung

Die Idee hierzu stammt urspriinglich von Mc Cormick aus dem Jahr 1976. Idee: Jedes fakto-
rable Optimierungsproblem ldsst sich so umformulieren, dass die Zielfunktion linear ist und
jede Nebenbedingung die Form

z = (x) oder
Z:$Oy,06{+,*,/\}
zZ€z
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hat (z =z —y=>z+y=2x,2z= % = zy = x; eigentlich ist es auch méglich ” loszuwerden:

z=2a¥ e z=e" "% & 2 = e mit a = yb,b = Inx). Lineare Relaxationen fiir z = ¢(x) kann
mit Methoden aus Analysis 1 finden (Kurvendiskussion) siehe dazu Abbildung (31)).

Manchmal ist es giinstiger, aus einer Gleichung z = ) mehrere Ungleichungen zu erzeugen:
Sekante Tangente
tangente
Tangente

Abbildung 31: Lineare Relaxationen mittels Kurvendikussion und Tangenten, Sekanten und
Bitangenten.

N
3R A

Phi(x)

Z=2Y, TEX,YEY
r—z>0,y—y=>0
T—z>0,y—y=>0
0<(z—-z)(y—y) =2y —zy—zy+ay
:>zy+:1:g—§g§xy:z

Analog kann man die iibrigen 3 moglichen Produkte betrachten, die jeweils wieder zu einer
linearen Ungleichung fithren. 1983 wurde von Al Khayagal und Falk bewiesen, dass diese vier
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Ungleichungen bestmoglich sind, das heifit jede andere giiltige lineare Ungleichung, die z = xy
relaxiert ist eine Konsequenz aus diesen vier. Kennt man zusétzlich noch eine Einschlieffung
z € z, dann gibt es noch weitere Ungleichungen.

Proposition 6.22. Fir z =xy,x € x,y € y gilt:
® zZyr+zy—xy
o 2 >Yyr+7Ty —TY
e z<yr+7TYy—7TyYy
e z<yr+axzy—2zy

Eine weitere Moglichkeit, zu linearen Relaxationen zu kommen, ist die Funktion konvex zu
unterschétzen. Diese sind nédmlich durch Tangenten beziehungsweise Tangentialhyperebenen
sehr leicht zu unterschétzen.

Die konvexe Funktion ¢ kann durch lineare Unterschétzer beliebig gut approximiert werden.

Reformulierungs-Linearisierung ist sehr effizient! Die besten globalen Optimierungspakete,
darunter BARON und LINGO, verwenden den Hauptteil der Rechenzeit dafiir, lineare Re-
laxationen zu Erzeugen und zu Losen. Multilineare Funktionen f : R x -+ x R — R haben
optimale konvexe Unterschétzer, die durch endlich viele (2") lineare Nebenbedingungen be-
schrieben werden kénnen, zum Beispiel fir z = z1 - - - x,,.

Proposition 6.23. Gilt z; € [0,1],i = 1,...,n dann ist fir z=x1-- -z,

z>1—n+>p 42, 0<z<z;<1Vi=1,...n

eine optimale lineare Relazation.

o6



6 Intervallmethoden

Beispiel 6.24.

min vy

s.t. vs = v3V4
V4 = V1 + X3
V3 = 41‘1 — V2
V2 = X2X3
V1 = T1X2
r € [1,2]
x9,x3 € [3,4]

o7



6 Intervallmethoden

ldsst mit Hilfe der Reformulierungs-Linearisierung so anschreiben:

min vy
s.t. v5 > 8vg — 1204 + 96
v > 12v3 — 8vyg + 96
vs < 8vg — 8uy + 64
vy < 1203 — 1204 + 144
V4 = V1 + U3
v3 = 4x] — U9
v > 3r1 + 22 — 3
v > 41 + 229 — 8
vy <4z +a2—4
v1 < 3x1+ 229 — 6
vy > 3xo + 323 — 9
v > 4xo + 4x3 — 16
vy < 3xo + 4dag — 12
v < 4dxy + 323 — 12
x1 € [1,2], 29,23 € [3,4]
v1 € [4,8],v2 € [12,16]
v € [—12,—8],v4 € [8,12]
vs € [—144, —96]

Wie man anhand dieses Beispiels erkennen kann ist die Reformulierungs-Linearisierung
meist hochdimensional-dafiir aber diinn besetzt!

6.5.4 Semidefinite Relaxationen

Untersuchen wir vorerst einmal was wir unter einem semidefiniten Problem verstehen:

min f(x)

st.xeF
f:V—-R
V=R"V=_5(n)={AecR”"A" = A} = Sym(n)
V = Herm(n) = {A € C™"|A* = A}

verallgemeinert: V' =R" x Sym(m1) X -+ x Sym(my) (6.6)

f ist linear auf Sym(n), also :
f(z) =tr(CX) fir C € Sym(n)
F ...Polyeder in Sym(n), wobei die Ungleichungszeichen
< durch =X ersetzt werden
F=A{X € Sym(n)|tr(A;X) <b; firi=1,...,k, A; € Sym(n),X = 0}
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Fiir dieses Problem verwendbare Nebenbedingungen sind zum Beispiel:

ﬁi:ak)(kkjo
=1

k=
1> arXil| < c
||Az — bl < ax +

||Az — bl|2 <z

2
a0 = (D) (na) = (T8 ) 20w

A(z) hat Rang 1. Semidefinite Optimierungsprobleme lassen sich mit Inneren-Punkte-Verfahren
in polynomialer Zeit 16sen.

min f(z)
st. F(z) e F
f, F polynomial, also haben die Gestalt

g(z) = Z Cax™

aeNn
wobei « ein Multiindex ist mit || = > | a;, 2% = 2" - - - 2% Monome sind.
Beispiel 6.25.

f(z) = (4z12073) (1202 + 23) = 4x%x2 - 33190%563 + dx1x3 — x2x§ =
uyl =} wp =317 Uy = T3
U3 = T3 U9z = Taly U3z = T3
= dupr2 — uigugz + duiz — Touss
uil w2 13
ugr ugz ug2z | =0
U3l U32 U33
Nun werden wir das Vorgehen im obrigen Beispiel etwas systematischer untersuchen:
Wiéhle eine Menge {¢1,...,¢on} von Basisfunktionen, definiere M, (x) := w(x)pi(z)pr(z)
e1()
mit w(x) > 0. M(x) ist dann = 0, weil M (z) = : (er(z) -+ on(z)).

on(z)
Die ¢; wahlt man so, dass alle f, F; als Linearkombinationen der ¢; geschrieben werden
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konnen.
fl@) =) ap
l

Fi(z) =Y _der, (Y= @i(x),hm = orep)
.

wobei hier M (1)) = 0 die semidefinite Relaxation darstellt. ¢;(z)@;(z) > 0, generell: Soge-
nannte SOS (sum of squares) Polynome sind immer > 0. Jedes SOS-Polynom g(x) > 0 ergibt

eine lineare Nebenbedingung in den . Auflerdem gelten zum Beispiel:

g@ﬂ(g;g = (Fy(x) = F;)(Fj(x) = F;) > 0
F;— Fi(x) >0

Auf diesem Weg erhilt man neben der obigen Bedingung noch 3 weitere. Jedes solche Produkt
kann in 1 ausgedriickt werden.

f(x) = (dz1z0ms) (T120 4 3) = 4220 + 4123 — T10303 — ToT3

. 2 2 2
¢ {1, 21, 2, 23, 7, 25, 43, T1T2, T143, T2T3 |
1 21 a2 T3 33% x% :U% T1xTy X1T3  ToX3

I Jj% r1xg X1T3 ajzf xlx% xm% x%l’g x%l’g T1X2X3

2 3 2 2 4 2.2 2.2 3 3 2

i j = M; ; fiir j > i. Doppelte werden ,, gestrichen®, also zum Beispiel 92 4 = 119,923 = 1.

[ =4%pag + 4119 — g 10 + V4,10

1 @ x  x3 Y15 Y1 Y17 Yis Yo Y110
v r1 P15 Y1g Y19 o5 Y26 Y27 g 29 Y210
| 12 Y1g Y1 Y110 Y28 Y3 Y26 -
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mit
x1 € [1,2]
x9,x3 € [2,3]
x4+ 23>0
27> 0= 15 >0
Y16 >0

M >0
Es sind also relativ viele der Variablen gut einschrdnkbar. Mann kann auch noch zusétzlich
viele andere Ungleichungen wie zum Beispiel die folgenden Ungleichungen verwenden:
(21 F22)® 2 0= af F2mmo + 25 > 0= 975 F 218+ P16 =2 0

Es bieten sich auflerdem noch SOS Polynome an um die Anzahl der Nebenbedingungen zu
erhthen:

(23 — 23)% + (23 — 523)> > 0 & 25 — 22523 + 23 + 27 — 10233 4+ 2523 > 0

Auf diese Weise konnen wir beliebig viele lineare Nebenbedingungen hinzufiigen. E|

6.5.5 Konvexe Relaxationen

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit folgendem Problem befassen

min f(z)
s.t. F(z) € F
T EX
F={z ex|F(z) e F}

Die beste konvexe Relaxation fiir dieses Problem ist

min ¢(x)
st.zeC
mit C = ch(F)
c(z)ist die konvexe Hiille von f,das heifit die

grofite konvexe Funktion, die f unterschitzt.

Betrachtet man die Menge epif = {(x,t)|f(z) <t} den Epigraphen von f, dann gilt: f ist
konvex < epif ist konvex. ch(epif) =: G. Ist f nach unten beschrinkt, dann ist 0G der
Graph einer Funktion: ¢ (unter einfach Annahmen an f).

Bie Bestimmung von C ist im allgemeinen Fall leider NP-hart. Das Berechnen einer all-
gemeinen konvexen Relaxation durch Propagation im DAG ist nicht (leicht) mdoglich, da

2Man sollte so viele Nebenbedingungen wie Variable hinzufiigen damit das Problem verniinftig eingeschrinkt
wird. Je mehr man nimmt desto genauer kommt man an das Originalproblem heran.
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—

zum Beispiel das Produkt zweier konvexer Funktionen im Allgemeinen nicht konvex ist (Na-
tirlich konnte man eine , Reformulierungs-Konvexifizierung® analog zur Reformulierungs-
Linearisierung durchfiithren. Allerdings ist es fiir allgemeine konvexe Probleme ein Problem,
wenn die Dimension stark ansteigt.)

Ist f € C? und gilt Hf > 0 in x, dann ist f strikt konvex in x. Unter anderem ist das dann
der Fall, wenn es D = diag(d) mit d > 0 gibt und H f(x) = DV x € x. Wichtig:

1 4 1oy (14 10
g1 )7 Lo )iy 1 )7 g1
—_—— N —

indefinit positiv definit

Bei der Berechnung einer konvexen Relaxation muss man im ersten Schritt moglichst all Ne-
benbedingungen (Funktionen) finden, die bereits konvex sind, um das Problem nicht unnétig
zu relaxieren. Die Erkennung, ob eine Funktion g konvex ist, ist nicht trivial. Man kann im
DAG die Regeln zur Konvexitéatserkennung propagieren:

Ist f: R — R konvex in x, dann gilt:

(i) Ist g linear mit Werten in x, dann ist f o g konvex.
(ii) Ist g konvex mit Werten in x und ist f auf x monoton wachsend, dann ist f o g konvex.
(iii) Ist g konkav mit Werten in x und ist f monoton fallens auf x, dann ist f o g konvex.
Ist f: R — R konkav in f, dann gilt:
(i) Ist g konkav mit Werten in x und ist f auf f monoton wachsend, dann ist f o g konkav.
(ii) Ist g konkav mit Werten in x und ist f auf f monoton fallend, dann ist f o g konkav.

Wenn wir nun eine Verallgemeinerung fiir mehrdimensionale Funktionen betrachten so gibt
es hier folgende Regeln fiir die Erkennung der Konvexitét: Seien h : RF - R,g:R" — RF
, f:=hog:R"— R und h die erweiterte Funktion von h:

fiir h konvex.

~ fall
() = {h(w) alls x € dom h

“+00 sonst
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fiir h konkav.
—00 sonst

~ {h(:c) falls x € dom h
T):

Fiir n > 1 allgemein und k£ = 1 gilt:
f ist konvex, falls

(i) h konvex, h monoton wachsend und g konvex sind.
(ii) h konvex, h monoton fallend und g konkav sind.
f ist konkav, falls
(i) h konkav, h monoton wachsend und g konkav sind.
(ii) h konkav, h monoton fallend und g konvex sind.
Beispiel 6.26. Einfach Beispiele:
(i) g konvex = €Y ist konvex.
(ii) g konkav, g > 0 = log(g) ist konkav.
(iii) g konkav, g >0 = % ist konvex.
(iv) g konvex, g > 0, p > 1 = ¢P ist konvex.
(v) g konvex, dann ist —log(—g) konvex auf {z|g(x) < 0}

Firn > 1 und k > 1 gilt:
f ist konvex, falls h konvex ist:

(i) h ist monoton wachsend in Argument 7 und g; konvex ist V i.
(i) A ist monoton fallend in Argument i und g; konkav ist V i.

f ist 777konkav???, falls h konkav ist:
(1) I ist monoton wachsend in Argument ¢ und g; konkav ist V 4.
(i) A ist monoton fallend in Argument i und g; konvex ist V i.

Beispiel 6.27. Seien g; konvex auf R™. Dann ist die punktweise Summe der r grofiten g;

konvex. Fiir konvexe g; ist h(z) := log(gji.f:1 e9) konvex. Fiir p > 1 ist Zle gi(x)P konvex,
falls die g; konvex und g; > 0 sind.
Sind die g; konkav und g; > 0, dann ist das geometrische Mittel der g; konkav.

Eine andere Moglichkeit, die Konvexitéit einer Funktion f zu zeigen, ist die postiv Definitheit
ihrer Hesse-Matrix zu beweisen. Nach dem Satz von Taylor gilt:

£(@) = f(2) + F)e - 2) + SHAE) @ — 72— 2)
fkonvex inx < Hf(§) - 0VEex
H D Hf(x)
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Wie konnen wir verifizieren, ob jede symmetrische Matrix H € H positiv definit ist? Uns
interessieren an dieser Stelle aber auch nur wirklich symmetrische Matrizen und nicht Matrizen

wie die folgende:
(o 1) =(ol o)

o A= LL" fiir eine regulire untere Dreiecksmatrix L gilt.

A ist positiv definit, wenn

e A= BB fiir eine regulire Matrix B gilt.

e alle Eigenwerte von A positiv sind.

e 2TAx >0V 2 #0< 2T Az > 0V ||z]| = 1 gilt.
e A diagonaldominant ist.

e A= BTB fiir B € R™™ mit r¢gB = m > n gilt.

e B'AB™T = 0 fiir ein B : (7B ™ Y)A(B Tz) = 0 falls ¢ # 0 ist = y := B~ 1o =
yT Ay = 0 falls y # 0, weil B invertierbar ist.

Bevor wir das niichste Kriterium zur Uberpriifung auf positive Definitheit anfithren kénnen
benstigen wir noch eine Definition:

Definition 6.28. Wir definieren die Magnitude einer Box x als: |x| := max(|z|, |Z]).
min(|z|, |7|) falls 0 ¢ x

Wir definieren die Mignitude einer Box x als: < x >:=
0 sonst

Man kann auch den Satz von Gerschgorin fiir Intervallmatrizen verwenden: Falls

Hy; > 325, |Hij| Vi gilt dann ist jede Matrix H € H positiv definit.

Bestimme H = LL” fiir die Mittelpunktsmatrix H. Geht das schief, dann ist H % 0. Sonst
berechne A = L~'HL~7T (das kann man im Prinzip durch den DAG propagieren). Das heiBt
AD L 'Hf(E)L™TV ¢ € x. Dann verwendet man den Satz von Gerschgorin fiir A. Alternativ
zeigt man, dass A eine H-Matrix ist (fiir genauere Informationen zur konkreten Vorgehens-
weise sieche VO Intervallanalysis). Alternativ zu H kann man auch H f(Z) berechnen (das ist
dann aber nur eine Punktauswertung).

Wie bestimmt man nach Uberpriifung der Konvexitit eine konvexe Relaxation
von nichtkonvexen f?

Die 1. Variante stammt von Floudas und heifit: a«BB.
In der urspriinglichen Version von aBB wird jede Funktion und jede Nebenbedingung als
Differenz konvexer Funktionen geschrieben:

f(x) =fe(x) = folz) + filz)
fes fv konvex

fi linear
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Da das aber nicht immer geht und zudem auch nicht eindeutig ist hat man diese Version
weiterentwickelt und die neueste Version fiigt noch einen Term hinzu:

f(@) =fe(x) = fola) + filz) + fr(x)

fr(x) allgemein nichtlinear

fe ist schon konvex, — f,, kann man als konkave Funktion linear unterschétzen und fj ist linear.
fr,rel(x) = f?“(x)—i_% (‘T - @)T D (I - @)7 D = diag(d)7 d > 0.Ist D gI‘Oﬁ genug, dann ist fr,rel
e — SN e =
>0 20 <o
konvex wegen H f re(z) = H fr(x) + D.
Wie wahlt man D? aBB wahlt D = ol mit

a> | A (Hfr(x))| + eV e xfalls
An(H fr(z)) < 0 fiir ein z € x.

Am giinstigen wére es inf | J, ., o(H f,(x)) (mit o...Spektrum) zu berechnen. Etwas schlech-
ter ist inf e (HnSym(n)) Amin(H) fiir eine Intervall-Hesse-Matrix H von f, zu berechnen.
Eine praktikablere Moglichkeit ist zum Beispiel H = LLT — E mit E diagonal und > 0.
Berechne L' (H + E)L~" und bestimme 3 so, dass L™*(H + E)L~7 + I ~ 0.
LY H+ELT+8I=L""H+E+BLLY)L T und

—_——

<al

fr,rel(x) = fr(x) + %(‘FL‘ - g)T(E + /BLLT)(:E - T)T'
Eine Alternative um f, zu bestimmen ist, Taylor-Formen 2. Ordnung zu Hilfe zu nehmen:
f(z) e f+gT(xz —2) + 3(z — 2)TG(z — 2) mit G, g diinn und G symmetrisch V z € x.

f-i—gT(SU—Z)—i-(x—z)TG(w—z)Sf(:C)V:UEf,G:LLT—E

= (z—2)TG(x —2) = ||LT(x — 2)||3 = 3, Bu(wi — 2)? — (z; — 2)? fiir © € x-siehe dazu
Abbildung (32).

Li(x) = —(z; — )2 - O @ g g

f@) = fg" (@ —2) + 5|ILT(x = 2[5 = 32 Eiil(x).
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I
N

Abbildung 32: Veranschaulichung der Verwendung der /;(x).

Welche Art der Unterschitzung ist die giinstigste?

e Konstante Funktionen: f(z) € f= f < f(z) V z € x. Uberschitzung: O(rad(x)).
e Lineare Funktionen: Zum Beispiel f(z) € f(z)+ sT (z — z). Uberschitzung: O(rad(x)?).
e Konvexe oder quadratische Funktionen. Uberschitzung: O(rad(x)?).

Also scheint fiir groflere Boxen die konstante Einschliefung, fiir ,mittelgrofie“ die lineare Un-
terschiatzung und fiir kleine Boxen die quadaratische beziehungsweise konvexe Unterschéitzung
die beste zu sein.
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7 Der Cluster-Effekt

7 Der Cluster-Effekt

Ist 2 ein globales Minimum, so sind bei 2 die Karush-John Bedingungen erfiillt 7?7in den An-
hang?7??, die ein quadratisches nichtlineares Gleichungssystem ergeben. Was tut ein Branch
and Bound beziehungsweise Branch and Reduce Verfahren?

Die roten Boxen werden nach dem Teilen sukzessive ausgeschlossen. Es wird immer schwie-

riger, Boxen auszuschlielen, jeh niher die Box bei & liegt. Betrachten wir das Problem

min f(x)

st.rex

und sei & das globale Minimum. Ist f € C® dann gilt:

fx)=f@)+ V@) e —2)+ix—-2)THf(@)(z— 1)+ O(|z — 2|?). Es sei & € x°

= V(&) =0= f(z) = f(&)+5@@—2)TG(x—2)+O(||x— £|*). Nehmen wir an, wir kénnten
auf Boxen vom Radius ¢ die Funktion f mit einer Genauigkeit A = Ke*T! (mit

e <2,5€{0,1,2},K € R") abschétzen. In diesem Fall kénnen wir die Box y nicht ausschlie-
Ben, falls Va €y : 3(z — 2)TG(x — 2) + O(||lz — 2[]3) < A ist.

Hz—2)TG(x — 2) <0 mit G = 0= G =QTAQ mit A diagonal und > 0, Qz := z — &,
Y= A2z = 2TAz < 2A = ly||3 < 2A = ||y]| < V2A. Alle Boxen, die ||y|| < v2A erfiillen,
konnen vom Algorithmus nicht ausgeschlossen werden. Wir schéitzen die Anzahl der Boxen
vom Radius € ab, die bendtigt werden, um dieses Gebiet zu iiberdecken:

Voly = —1" SINE
O ) (24)

s @A)y
Volzfr(%_i_l) det(G)iVle

Eine Box vom Radius ¢ hat hochstens Volumen (2¢)”, also bendtigt man mindestens

(@)% 1 [ an
[(5+1)em\ det(G)

Boxen, um das Volumen zu iiberdecken, und alle diese Boxen kénnen nicht ausgeschlossen
werden. Setzen wir fiir A ein, so erhalten wir fiir die Anzahl der nicht ausschlieSbaren Boxen
1 Ce™5(det(G))"2  fir s =0
N =~ CE 2 T(G) == C(det(G))_% fiirs=1
¢ Ce’ (det(G))"3  fiir s = 2
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Fiir ¢ — 0 geht fiir s = 0 die Anzahl der Boxen — o0, die rund um % nicht ausgeschlossen
werden konnen (Dies ist der sogenannte Cluster-Effekt). Das ist eine Methode 0. Ordnung.
Fiir s = 1 bleibt die Anzahl der Boxen rund um % im Wesentlichen konstant und hingt von
der Determinante von G bei & ab. Das ist eine Methode 1. Ordnung.

Erst ab s = 2 ist damit zu rechnen, dass fiir € klein genug alle Boxen rund um & ausgeschlossen
werden konnen. Das ist eine Methode 2. Ordnung. Wir benotigen also Methoden 2. Ordnung,
um den Cluster-Effekt vollsténdig zu vermeiden (wenigstens in nicht-degenerierten Fillen:
Gilt ndmlich det(G) = 0, dann sind die Abschiitzungen sinnlos). Nachteile der Methoden 2.
Ordnung;:

e Aufwand ist gro-bis O(n?).

e Auf groBen Boxen wird die Uberschiitzung enorm gro8.

7.1 Back-Boxing

Ist «* der bislang beste gefundene Punkt, dann tritt der Cluster-Effekt auch in einer Um-
gebung von z* auf. Die Idee von Back-Boxing ist, das gleich von vornherein zu vermeiden.
Um Degeneration zu vermeiden, seien die hinreichenden Optimalitédtsbedingungen 2. Ordnung
777in den Anhang??? bei x* erfiillt. Back-Boxing wihlt eine Box zg 2 «* und versucht, mit
Methoden 2. Ordnung in einem ersten Schritt zu beweisen, dass x* das globale Minimum von

min f(z)

s.t.x € zg

ist (Wie? Mehr dazu spiter!). Meist wéhlt man zg so, dass z* = 2y und rad(zo) = /eps.
Danach wahlt man iterativ Boxen z, so, dass z, 2 zZ,_1 gilt und mit Methoden 2. Ordnung
ein Reduktionsschritt z,, — z; C z,_; moglich ist. Meist ist z,, die Box mit doppeltem Radius
von z,_1. Das ist dann ein Beweis, dass z,, auf zy und eventuell auch auf x* reduzierbar ist.
Die Iteration bricht ab, wenn kein z; O z;_1 gefunden werden kann, oder falls rad(zx—1) > 0,
wobei § eine Grenze ist, ab der Methoden 1. Ordnung wahrscheinlich funktionieren.

7.2 Ausschlussgebiete

Sei G : R — R"™ gegeben und # eine Nullstelle von G (so kann zum Beispiel G die Karush-
John-Bedingungen beschreiben). Dann gilt (fiir G € C?):

G(z) = G(&) + JG(¢)(z — ) + $HG(2)(x — &,z — &) + O(||z — 2|). Betrachten wir nun
unser Problem

min f(x)
st.F(z)eF

Die Karush-John-Bedingungen fiihren auf ein nichtlineares Gleichungssystem

G(z)=0
G:R" - R"

wobei hier G im Allgemeinen C? ist. Nun man kann analog zur Taylor-Entwicklung mit Slopes
vorgehen: G(z) = G(2) + Gz, 7](z — ). An dieser Stelle kann man G|z, z] C! wihlen.

68



7 Der Cluster-Effekt

4

Glz,z] = Glz, 2|+ > ¢y Gklz, 2, x] (zr — 2,,). Man ermittelt also einen ,,Slope vom Slope*.

Slope2.0rdnung
Im Spezialfall z = 2/ gilt:
G(z) = G(2) + (G'(2) + Xy (zk — 26)Gi[z, 2, 2]) (z — 2).

2?4+ 13— 25

Beispiel 7.1. G(z) := < o — 19
172 —

2= @ = G(2) = 0.

). Nehmen wir in diesem Fall das Zentrum

G (x) = ( 2;"21 2;2 > = G(z) = ( 0 >

Glz,z] = < xlx—g?’ x2;4 >

Wenn man nun G|z, z| zuerst nach x; (= G1) und dann nach x ableitet so erhélt man

Gﬂz,z,x]z(é 8) undGﬂz,z,x]z(? é)

Satz 7.2. Seiz € zC x. Gibt es C € R™™ mit der Eigenschaft, dass der Krawczyk-Operator
K(zx) == z— CG(x)(CGlz o] — I)(x— z) die Eigenschaft K(z,x) C x hat, dann enthdlt x
eine Nullstelle von G. Gilt weiters, dass K(x, x) C a°, so enthdlt x genau eine Nullstelle von
G.

Hat G in x eine Nullstelle, dann auch in K(z,x). Gilt K(z,x) Nz =0, dann enthdlt x keine
Nullstelle von G.

Beweis. Anwendung des Brouwerschen Fixpunktsatzes. O

Wollen nun versuchen, die Intervallmatrix ,loszuwerden® (vergleiche mit der ,, Taylor-Entwicklung®):

K(z,x) =z — CG(z) — (C(G'(2) + Z(:ck — 2)Gi|2,2,%X]) = I)(x — 2) =
k

=2—CG(x) - (CG'(2) + > (w2 — 2)CGCylz,2,%] — T)(x — 2) =
k
also C' ~ (G'(z))~! und z so, dass G(z) =~ 0

=2-CG(z) — (CG'(z) —I)(x — 2) + Y _(xx — 2)CGilz,2,X]|(x — 2)
k

Wir suchen b, b, By, B, By, mit
b>|CG(2)] >b
By > |CG'(z - I)|
By > |CG'(z)|
By > |CGlz,z,x]|V x € x,V k

Proposition 7.3. Fir jede Nullstelle x €  von G erfillt die Abweichung s := (z — z) die
Ungleichung 0 < s < (By + >, Br(x))s + b.
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Beweis. Glz,z|(z — z) = G(z) — G(z) = —G(z)
= —(z—2)=—(z—2)+C(Glz,z](x — 2) + G(z) + G'(2)(z — 2) — G'(2)(z — 2)) =
=C(Glz,z] — G'(2))(x — 2) + CG(z) + (CG'(z) = I)(z — 2) =
= (CG'(2) =T+ > (z — 2)CCilz, 2,2]) (2 — 2) + CG(2)
k

=s=|r—2| <(|CG'(2) - I| + Zsk|CGk[z,z,x]|)....termfehlthier!

= s < (Bo+ Y siBi(x))s+b
k

Satz 7.4. Sei 0 < u € R™ so gewdhlt, dass

(Bo+ Y axBr)u+b<u (7.1)
k

mit By(x) < By ¥ x € M,, wobei M, := {x € X||x — z| <u}, dann hat G eine Nullstelle
x € M,.

Beweis. Fiir z definieren wir K (z) := 2 — CG(x). Sei x € M,,.
K(z)=2—-CG(zx) =2—-CG(2) — (CGz,z] = I)(x — 2) =
=2-CG(2) - (C'G(z) —= T + Z(mk — 2,)(CGglz, z,7]) (x — 2)

k
= |K(x) - 2| =|-CG(2) — (CG'(z) =T + Z(:rk — 2)CGilz, z,2]) (x — 2)| <
k
< |CG(2)| + (I0G'(2) = I| + ) o = 2[k|CGlz, 2, 2]) |z — 2| <
k

<b+(Bo+ Zukpk)u
k

Gilt nun (7.1), so folgt K(x) < u. Weil das fiir alle z, z gilt, folgt aus Theorem dass eine
Nullstelle in M, existiert. ]

Es gilt insbesondere, dass Bou < u = p(B,) < 1 mit p der Spektralradius. Daher muss C'
eine gute Approximation von G’(z)~! sein.

Satz 7.5. Sei S eine Menge, die z enthdlt, und es gelte Bi(x) < B, Y o € S. Fiir beliebiges
0 <wv e R" setzen wir w := (I — Bo)v,a =) Byv.
Gilt nun Dj = w? —4ajb; >0V j=1,...,n dann definieren wir

A€ = wi++/Dj A= b
I 2a; ’ 7 agAg
€ . min. \€ - BY
A®:=ming A7, A" :=max; Aj

Ist dann \¢ > \', so gibt es mindestens eine Nullstelle z* von G in R* := SU[z— \v, 2+ \).
Alle Nullstellen von G, die in R liegen, wobei R := S U [z — Xv, 2 + \°0)] ist, liegen in R
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//

Nullstellen konnen also nur auBerhalb R®" oder in R’ liegen, in R®" \ R’ gibt eine kei-
ne Nullstellen. Man bezeichnet R¢ auch als Ausschlussregion (exclusion region) und R’ als
Einschlussregion (inclusion region).

Beweis. Sei v € R" und v > 0. Wir setzen u := Av. Wir untersuchen, wann (7.1)) gilt. Das ist
dann der Fall, wenn

AV > (B() + Z /\Uk§k>)\v + B
k

=b+ AByv + \? Z v B
k
=b+ Mo —w)+ Na
S Na—- A w+b<0
e Ma; - wj+b; <0Vi=1,...,n
Fiir j beliebig ist die letzte Ungleichung erfiillt, wenn )\é <A<A]
SN <A<

Angenommen z € R® \ R und G(z) = 0. Sei A\ minimal mit |z — z| < A\v. Nach Vorraus-
setzung gilt A < A < A". Weil G(x) = 0 ist folgt K(x) = x. Wegen Theorem und der
Dreiecksungleichung folgt

| = 2| < |CG(2)| + (ICG(2) = I| + ) _ |z = 2[k|CCilz, 2, a]|) |z — 2| <
k

<b+AByv+ A Brv =X+ (b - dw+ \a) (7.2)
—_———
k <0
Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitdt von A. O
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Auf R? kann man dann Iterationen von Theoremanwenden, entweder mit x = z C R um
die Eindeutigkeit zu zeigen, oder um R’ zu verkleinern unter Ausnutzung der quadratischen
Konvergenz.

Satz 7.6. Sei z eine approrimative Nullstelle von G, und sei B eine Matriz mit

ICGlz,a] = I| + ) |&— 2[4|CGylz, 2, 2| < B
Gilt ||B|| < 1 fiir irgendeine Operatornorm, dann enthdilt € hdochstens eine Nullstelle von G.
Beweis. Seien x und z’ zwei Nullstellen von G.

0=G(z) - G) =Glz,2'|(x — 2)

= (Gla, 2] + Y (2’ — 2)Gilz, z,2') (2’ — 2)
Sei C beliebig, dann gilt
r—12' = (CGlz, 2] - T+ Z(az' — 2)kCGilz, 2,2')) (2" — 2)
@ — /| < (ICGIx,2] =T+ ) |x = 2[x|CGx, 2, X]|)|2’ —a| < Bla' —«

= |lz = 2’| <[|Blll|l2" — 2[] <[|2’ - 2[| = 2 =2/

Beispiel 7.7. Fortsetzung von Beispiel Die Nullstellen von G sind =+ (Z) , <§),

-0

C=GGE"T=73 4 6

G(z)=0=b
By=|CG(2) —Z| =0

_ 1
Bl = |CGilz, 2, ]| = — ( 50 >

14\ 4 0
_ 1 8 3
BQZ‘CGQ[Z7zax]|:M( 6 4 )

U1 2
v = >0 w; =v;,D; =v5 >0
(112) ) Wi 5 g j

1
(30} + Svyvy + 303)

o=
1

az = ﬁ(llv% + 6v1vg + 403)
. 1 1 1 1
Selnunv—<1>:>w—<1>,D—<1>,a—<1>.
X=1 = X= .
J ) e 1
N0 = x:o}ﬁ'A > A
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7 Der Cluster-Effekt

R = [2,4] x [3,5]

\
\

" Nullstellen
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8 Polynomiale Probleme und reelle algebraische Geometrie

8.1 Algebraische Grundlagen

In dieser Vorlesung ist 0 € N. R[z] sei der Ring der Polynome in z = (z1,...,%,), R[x] ist
Ry

eine Algebra mit 1. Sei {R;} eine endliche Familie von Polynomen. R = | :
Ry,
Das von R erzeugte Ideal in R[z] ist
I(R) = I{Ry,.... By) = {$L, aifeila; € Rla]}
Das von R erzeugte multiplikative Monoid ist die Halbgruppe
M (R) = M (Ry,..., Re) = {TI5_, Bl“|hi € N}
Ein polynomialer Kegel C' ist eine Teilmenge von R[z| mit
erscC=r+secCr-seC
e acRz]=a?eC

Der kleinste polynomiale Kegel ist die Menge SO.S aller Polynome, die als Summe von Qua-
draten darstellbar sind. Der polynomiale Kegel C' (R), der von R erzeugt wird, ist der kleinste
polynomiale Kegel, der alle R; enthélt.

C(R) = C(Ry,..., Ry) := {yo +YTRslyo € SOS,Y € S05*" |
wobei Rg jener Vektor sei, der die 2¢ Polynome des quadratfreien Teils
S(R)=S(Ri,...,Ry) = {Hiil RSle; € {0, 1}}

von M (R) enthiilt.

8.2 Polynomiale Transpositionssitze

Satz 8.1. Polynomialer Transpositionssatz 1:
Seien P,Q, R Vektoren von Polynomen. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) 3z eR": P(x) >0,Q(x) =0,Ri(x) #0 firi=1,... k.
(i) 3feC(P),geI(Q),he M(R:,...,R;) mit f+g+h=0.

Beweis. (i) und (ii) schlieflen einander aus:
Gilt (i), dann haben wir fir f € C (P), dass f(z) > 0 gilt. Weiters gilt g(z) = 0 fiir g € 1 (Q)
und h(z) > 0 fiir h € M (R3,..., R}). Daher gilt:

f(x) +g(x) + h(z) >0

= (ii) gilt nicht.

Gilt (i) nicht, dann gilt (i) nicht: Das ist nicht trivial und folgt aus dem schwachen Posi-
tivstellensatz fiir Polynome (Fiir den Beweis dazu siehe: ,Positive Polynomials®, Bochnak,
Theorem 4.4.2). O
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Satz 8.2. Polynomialer Transpositionssatz 2:
Seien P,Q, R Vektoren von Polynomen. Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) 3z €eR™: P(z) > 0,Q(x) =0,R(z) >0
(i) IfeC(P,R),geI{(Q),he M(R) mit f+g+h=0.
Beweis. Gilt (i) so folgt:

VY feC(P,R): f(z)>0
Vgel(@):gx)
VheM(R):h(z)
= f(z) + g(x) + h(z)
Ist (i) nicht erfillbar, dann gibt es auch kein € R™ mit (P(x), R(x)) > 0,Q(z) = 0, R;(x) # 0
h

fir i =1,...,k. NachTheoremgiltﬂfEC(P,R>,g I{Q),h € M (R%,...,R}) mit
f+ g+ h=0, und auBerdem ist M (R},... R2) C M (R) = (ii) gilt. O

= (ii) ist falsch.

Satz 8.3. Polynomialer Transpositionssatz 3:
Seien P,Q, R und S1,...Sy, Vektoren von Polynomen. Dann gilt genau eine der folgenden
Aussagen:

(i) Iz € R": P(z) > 0,Q(z) = 0, R(z) > 0,Si(z) £ 0 firi=1,...,m
(i) 3feC(P,R),g€I(Q),h€ M(R,S{S1,...,58Sm) mit f +g+h=0.
Beweis. Gilt (i), dann haben wir:

VfeC(PR): f(z) >0

Vgel{Q):g(x)=0

VheM(R,S S, ....S558m) h(z) >0
=f(z) + g(z) + h(z) > 0= (ii) gilt nicht.

Wenn (i) nicht gilt, dann gibt es kein z € R™ mit P(x) > 0,Q(z) =0

(R(x), STS1(z),...,SmTSy,(x)) > 0. Wegen Theorem [8.2] gibt es daher
feC(PRSTS,. .. .81S,) g € 1(Q),h € M(R,STS,,...,STS,,) mit f+g+h =0
und S]-TS]' € SOS, also gilt C<P, R,ST,... ,S,TnSm> CC(P,R). O

Theorem ist nicht spezieller als Theorem weil fiir R = (), S; = (R;) folgt aus
sofort B.1]

8.3 Optimalitatsbedingungen fiir polynomiale Probleme

Definition 8.4. Ein Punkt  heifit schwach Pareto-optimal fiir das Optimierungsproblem

min f(z)
st.xeF

mit f: R" — R¥, falls kein y € F existiert mit f(y) < f(2).
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Satz 8.5. Optimalititsbedingungen fiir globale Optimalitdt in polynomialen Problemen:
Sei T ein zuldssiger Punkt des polynomialen Pareto-Optimierungsproblems

min f(x)
s.t.C(x) >0
F(z)=0

mit f € R[z]¥,C € Rz]™, F € R[z]", x € R". Wir definieren B(z) := <f iﬂC(m) . ),
G(z) := f(z) — f(z). Dann sind dquivalent:
(i) Z ist ein schwaches Pareto-Minimum.
(i) Fyo € SOS,Y € SOS"™" Z € Rla]" und einen Multiindex o € NF mit |a| > 0, sodass
G(x)* +yo(z) + Y ()" Bs(x) + Z(x)TF(z) =0 (8.1)

Weiters erfillt jede Losung von
yo(z) =0
inf{Y(2),Bs(z)} =0 » Komplementarititsbedingungen
F(&) =0
Sjai 1 f1 ()T = By(2)TY (2)+F'(2)T Z(2) (Karush-John-Bedingungen) wobei i so gewdhlt
ist, dass o = 1, falls |a = 1.

Beweis. & ist schwach Pareto-optimal genau dann, wenn die Bedingungen C(z) > 0,
F(z) =0,G(z) > 0 inkonsistent sind. Nach Theorem [8.2f folgt: 3¢ € C(B) ,r € I (F),
s€ M(G) mit g+7r+s=0.

Es gilt:

e ¢ =yo+ YT Bg fiir cin yo € SOS,Y € SOS>" ™"
o 7=Z1Y fiir ein Z € R[]
e s =G fiir ein a € N*.

= G(z)* + yo(z) + Y (x)" Bs(z) + ( )TF(x) =0, also gilt (8
% ist zuléssig, somit folgt F (&) = , B(z) > 0,G(z) = 0. Setzen wir & in (8.1]) ein, dann
(&

erhalten wir d|40 < dja),0 + Yo(2) + ( YBs(2)+ Z(2)T F(z) =0
—— \>,./ ~——
0 > =

4

5|a|70 — 0

= yo(f) =0
Y(2)'Bs(2) =0 = inf(Y(#),Bs(%)) =0
Es bleiben die Karush-John-Bedingungen zu zeigen: Wir differenzieren ({8.1).
0= 311 aiGo " ()G)() + yo(@) +Y'(2) Bs(2)Y (#) + Z'() F(2) +F'(2)" Z(2)
—— —~—
=0 : =0

yo(2) = 0, weil yo(z) = 0, also hat yo an & (weil es ja ein SOS-Polynom ist) eine doppelte
Nullstelle. G(2) = 0 = G(2)” = = 0)8],0-

= Z;C:l a; G (2)G(z) = Z _1 @ibja—e,|, 0Gi(2) #0 < a=e¢;j firein j & |of = 1.
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b oo [ GH@) = —fi(F) fiir o] =1
S e @ae = { 907 s

= 0= —0jq1f}(2)+Y"(2)" Bs(2)+ B5(2)"Y () + F'(2)" Z(2). Wegen inf {Y(2), Bs(2)} = 0

Y'(z
gilt: Bg ()4 7& 0= Y(:%)+ =0=Y'(2)y =0=Y'(2)"Bg(#) = 0. Daraus folgt:
Sal,1 fj(2) = Bg(2)"Y () + F'(2)" Z(%). H

(8.1)) ist ein polynomiales Zertifikat fiir (globale) Pareto-Optimalitidt von 2. Algorithmisch

bestimmt man zunéchst einen Kandidaten &, und danach versucht man, Gleichung (8.1)) se-
quentiell mit steigendem Totalgrad zu losen.
Alle Polynomkoeffizienten, die gesucht werden (die yp,Y') treten in linear auf. Die SOS-
Bedingungen sind semidefinit. Jeder einzelne Versuch, zu l6sen, fithrt zu einem semidefi-
niten CSP. Der Totalgrad kann sehr grofl werden fiir das Zertifikat. Dort steckt der potentiell
exponentielle Aufwand.

Satz 8.6. Kuhn-Tucker-Bedingungen:
Ist & ein globales Optimum des polynomialen Optimierungsproblems

mit k =1 und gilt G(z)* + yo(x) + Y (2)T Bs(z) + Z(z)T F(z) = 0 mit a = (1), dann gibt es
0<yeR" zeR" mit

Vi) =C'"(@)Ty+ Fl(2)Tz (8.2)
und inf {y,C(2)} = 0.

Beweis. Wegen den Karush-John-Bedingungen aus Theorem wissen wir
V(&)= Bg()"Y (2) + F'(2)" Z(). Fiir

1
ay(x)
CL1($) a2(x)
a(z) = [ az(x) | ist ag(z) = al(cf)(;g)(x) , B(x) = <g§3>
a3(7) ay(z)as(z)
az(x)az(x)
a1(z)az(z)as(x)
1
_ (@) | al=) _ bs(z)
0= (o) s = | ) | = st = (e )
a1 (x)az(z)
Cs(2)
= Bsle) = (o)) ) BL@) = | G/@)Cs(@) + Gl Cia)
=0

7



8 Polynomiale Probleme und reelle algebraische Geometrie

V(@) = Cy(@)TYW(@) + ((G'(&) Cs(@)" Y?(2) +F'(2)"Z(%)
=—Vf(#) >0 >0
T

Wf(fc)—zﬁe{o,l}m S et CU@) O (@)Y ()4 F(2)T Z(2), Cs(2) = (CP()) egorym,
zﬂe{o 1y g OO (@)YS(8) 2 0,2 = L2(2) = V(@) = C'(2)Ty + F'(#)z, also
(@) =LY ooy g CP@YIV@E) =0

_1
=3 ,
— ——
=0 wegen inf{Bg(&),Y (2)}=0
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9 MIP-Relaxationen und semilineare Relaxationen

MIP steht fiir Mixed Integer Programming und inkludiert aber auch immer linear, also Mixed
Integer (linear) Programming.

Definition 9.1. Eine Nebenbedingung heiflit semilinear, falls sie in jeder beschrinkten Box
dquivalent ist zu einer endlichen Liste von linearen Bedingungen und Ganzzahligkeitsbedin-
gungen. Ein Optimierungproblem heifit semilinear, wenn die Zielfunktion linear und alle
Nebenbedingungen semilinear sind.

Offensichtlich ist jedes semilineare Optimierungsproblem &quivalent zu einem MIP.

9.1 Seminlineare Nebenbedingungen

Hier eine (keineswegs vollsténdige) Liste an semilinearen Nebenbedingungen:
e Jede Schranken-Nebenbedingung ist semilinear.
e Jede lineare Nebenbedingung ist semilinear.
e Jede Ganzzahligkeits-Nebenbedingung ist semilinear.
e Jede bindre Nebenbedingung z € {0, 1} ist semilinear: z € [0, 1], z € Z.

e Eine Liste von Variablen x;, mit der Nebenbedingung » -2 = 1,2, € {0,1} ,k € K
heifit binéire speziell geordnete Menge (BSOS-binary special ordered set). Daher ist die
Nebenbedingung ,,zj, is BSOS“ semilinear.

o Weiters ist die Formulierung « = e fiir ein & € K ebenfalls dquivalent und somit
semilinear.

Satz 9.2. Sei Cp C R™ und seien Fy, : Cy — R™(k =1,...,d) Funktionen mit
Fi(x) > F,¥Y x € C (9.1)
Dann gibt es ein x € Cy mit
Fi(x) >0V ---V Fy(x) >0 (9.2)
genau dann, wenn 3z € R? und x € Cy mit z ist BSOS und
Fp(x) > F,(1—zp)VEk=1,...,d (9.3)
Das heif3t sind alle Fj, linear, so ist die Nebenbedingung semilinear.

Beweis. Angenommen es gilt (9.2)). Dann gibt es k£ mit F(xz) > 0. Jedenfalls gilt (9.1) fiir

Also ist (9.3)) erfiillt.
Umgekehrt: Ist z BSOS, so ist z = ey, fiir ein k. Daher ist wegen (9.3)) fiir ein & :

Fi(z) > Fi(1 —z,) = 0. O
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Sind alle F}, linear, so heif3t lineare disjunktive Nebenbedingung, und der Satz
beweist, dass jede lineare disjunktive Nebenbedingung semilinear ist.
Allgemeiner sind natiirlich auch lineare disjunkte Nebenbedingungen der Form
Aix € b1V Asx € by V.-V Agx € by semilinear, dquivalent kann man das umschreiben zu
Ajx e bjfurein j € {1,...,d}.
Halbstetige Variable sind Variablen, die folgende Nebenbedingung erfiillen: x =0V z € a.
(Als Beispiel hierfiir kann man angeben, dass solche Variablen eingesetzt werden wenn es um
Kraftwerke geht, die entweder mit einem gewissen Minimum betrieben werden miissen oder
ausgeschaltet werden miissen). Das ist eine semilineare Nebenbedingung.
Semiganzzahlige Variablen erfiillen die semilineare Nebenbedigung (z = 0Vz € a)Az € Z.
Eine numerisch speziell geordnete Menge (NSOS) ist ein Vektor y € R? von Variablen
mit y > 0, ZZZI yr = 1, hochstens zwei y; # 0 und sind zwei y; # 0, so miissen sie aufeinander
folgende Indizes besitzen. y ist NSOS ist semilinear, weil es dquivalent ist zu:

d Y +yre1 =1 fireinke {l,...,d—1})V
(y>0’2k:1yk:1>/\{( (yj:+1 ﬁireinjezil,...,d}) g
Ausschlussbedingungen der Form x ¢ y° sind semilinear, weil sie dquivalent beschrieben
werden konnen als x; < Y,V 2, fiir ein 7 € K.

Alle logischen Ausdriicke in bindren Variablen sind seminlinear umformulierbar:

k
:Cl\/‘--\/wk@inZl

i=1
TN ANrper=e=(1,...,1)
- x=0

({E1<:>$2)<:>1‘1:CCQ
(x1:>a:2)<:>m1§x2
((.I’l\/“-\/xk)=>($k+1\/--~\/xg))<=>I‘dSkarl—i-...ngﬁrd:l,...,k

Mit Hilfe der disjunktiven oder der konjunktiven Normalform kann man jeden logischen Aus-
druck semilinear formulieren.

Konditionale lineare Nebenbedingungen sind semilinear:

Az € a, falls Br <b< Axr € aV (Bx); > by V---V (Bx)g > bg. Nebenbedingungen der Form

alx < min;—;,__q(Az —b); a’x < (Az —b); Vi=1,...,d sind daher semilinear.
Auch die umgekehrte Nebenbedingung a’ z > min;—; _ q4(Az —b); & a’z > (Ax —b); fiir ein
i €{1,...,d} ist semilinear. Analoges gilt fiir max.

Dabher sind lineare Komplementaritidtsbedingungen semilinear:

inf (Az — b,Czx — d) = 0 und auch
ale—a<|plz—p)
ale—a>plz -3
e —a=pTz—p

Sei ¢ stiickweise linear mit endlichen vielen Unstetigkeitsstellen in der Ableitung. Die
Nebenbedingung

alx < p(x) (9.4)
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ist semilinear: Seien & < & < --- < &y die Unstetigkeitsstellen der Ableitung von . Das
heifit o ist auf jedem [&;, & +1] linear. Fiir £ € [€k, &pt1] gilt

(&) = i + (€ — &)

or = (&)
o = (k) — o(Ekt1)
F &k — &1

(9.4) ist dquivalent zu x; € [&, Epr1) A alx < g + @) (z; — &) fiir ein k, beziehungsweise:

Ti = Yoo Sk, y ist NSOS = &(2:) = Yi_g vwpr > a’w
In (9.4) kann man > auch durch < beziehungsweise = ersetzen. Daher ist

N

f(z) € amit f(z) =) i)

i=1

mit ¢, stiickweise linear, semilinear.
Die meisten typischen Nebenbedingungen der kombinatorischen Optimierung sind semilineare:

(i) all different: xj, € ZIK1 alle Eintrige verschieden, zj, € Z fiir k € K,
|zj —ap| > 1V Ek,j€ K,k +# j ist seminlinear.

(ii) Kardinalitidtsbedingung: Die Anzahl der xy, die # 0 sind, ist s.

Elzmit{ zr=1 fallsz >0

2 = s ist also seminlinear.
zr=0 fallszp <1 2%

9.2 Semilineare Relaxationen
In diesem Abschnitt werden wir Probleme folgender Natur betrachten:
min f(x)
st. F(x) € F (9.5)
IS Zm

wobei f(x) faktorabel sein soll, ist ein nichtlineares, gemischt-ganzzahliges, globales Optimie-
rungsproblem. Zunéchst transformieren wir auf eine Gestalt, in der alle Nebenbedingun-
gen entweder semilinear, quadratisch oder separabel sind.

Das kann man erreichen, indem man den DAG uminterpretiert-sieche dazu Beispiel Fiir

min f(z) = (4o1 — zoxs)(x122 + T3)
sieht das so aus:

min vs
s.t. v = 4x1 — xox3
V2 = T3 + T1T2

U3 = U102

AuBlerdem ersetzen wir Quotienten und allgemeine Exponenten wie folgt:
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° zz%@yz:x/\y#()

z=¢e9
e z=gV e =2 { g=yh
h=Inz,z >0

. 2 . . . . .
Funktionen der Form e®13%"I"% werden nicht weiter zerlegt, da sie nur von einer Variable
abhéngen. Um eine semilineare Relaxation zu bestimmen, bleiben noch zwei Probleme zu
16sen:

e Semilineare Relaxationen fiir eine separable Nebenbedingung;:
<o
>«
=«

Zz‘eK ©i(x;)

e Semilineare Relaxationen fiir eine quadaratische Nebenbedingung:

TQr+clzed

9.2.1 Semilineare Relaxationen eindimensionaler Funktionen

Wir wissen bereits, dass Nebenbedingungen mit stiickweise linearen Funktionen semilinear
sind. Wir kénnen also das Problem dadurch l6sen, dass wir stiickweise lineare Unter- und
Uberschitzung von eindimensionalen Funktionen ¢(z) bestimmen. Im Folgenden werden nun
zwei Moglichkeiten genauer erldutert:

Erste Moglichkeit:
Sei ¢ : R — R faktorabel. Dann gilt

o+ [ Y o(@)de = p(y) Y a,y (9.6)
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Nun gehen wir folgender Idee nach: Wir unterteilen [a, b] in Stiicke [§;, &+1] mit
a=¢& <& <--- <&y =>bund bestimmen ¢'([§;,&i+1]) = f;Vi=0,...,N — 1.
= Yy, c¢€la,bl:

Y

ﬂwewwwb+/w¢®MwaWmD+/f@mxz
Cy v c
= o(le ) + | f(x)dw,/[ F(x)dz] =: g(z)

wobei f(x) := f; fir z € [§;,&+1). Die oberen und unteren Schranken von g sind stiickweise
linear, weil f stiickweise konstant ist. Falls |f(z) — ¢'(x)] = O(e®) fiir € = |& — &i41] gilt:

9(y) —¢(y)| < /y |[f(@) = ¢(@)ldz < Ne®ly — ¢ < Ne®|[a,b] = ¢ = |a — ble*"(|[a, ] — c])

Das letzte = in dieser Kette hélt, da das Minimum fiir ¢ = ‘IT‘H’ angenommen wird. Die Uber-

schiitzung kann beliebig klein gemacht werden, wenn s > 2 ist, also falls zum Beispiel ¢’ mit
der Mittelpunktsregel ausgewertet wird.
Wie man das eben beschrieben in der Praxis umsetzen kann zeigt der folgende Algorithmus:

Setze ¢ = aTer

M:=0
L:={[a,c],[c, b]}
while L # () do
wahle x € L
L=L\{x}
bestimme d = f’(x)
if d —d > ¢ then
Teile x = x1 UXy
L=LuU {Xl, Xg}
else
x, T seien Stiitzpunkte von f
und f=d auf x, M = M U {(z,d)}
end if
end while
return M
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Zweite Moglichkeit: Automatische Kurvendiskussion: Bestimme alle Maxima und Mini-
ma von ¢” (das heiit alle Nullstellen von ¢™). Ausgenommen in degenerierten Bereichen liegt

zwischen einem Maximum und dem darauf folgenden Minimum ho6chstens eine Nullstelle von
"

o’

Zwischen zwei Nullstellen von ¢ gibt es dann hochstens eine Nullstelle von ¢’. Die Nullstellen
von ¢” und ¢’ kann man dann mit Intervall-Newton bestimmen. Moglich ist auch der Satz
von Miranda. Danach kennt man alle Extrema und Wendepunkte von ¢.

Die Wendepunkte liefern die Konvexitétsbereiche von ¢. Die Wendepunkte seien Stiitzstellen
der stiickweise linearen Funktion.

Mit Sekanten und Tangenten kann man ¢ beliebig genau stiickweise linear aproximieren.
¢©"" berechnet man zum Beispiel mit Differentialzahlen 3. Ordnung.

9.2.2 Semilineare Relaxationen qudaratischer Terme

Wir werden diesen Abschnitt in zwei Teile gliedern: Zuerst behandeln wir den eindimensio-
nalen Fall und danach den mehrdimensionalen:

o Wir untersuchen den Fall z = zy. Sei

u=ax+ Py
v=ar— Oy

= u? = a?2® 4 208zy + B2

v? = o?2? — 208zy + (%9?

u? —v? =4dafry = 4082V o, # 0

wobei u = ax + By linear sind und u? — v? = 4afzy = 4a3z separabel.
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e Betrachten wir nun den allgemeinen Fall 27 Hx: Sei unser Problem gegeben durch

n
Fi(z) = Z (pw‘(xj) + JITHZ'QZ + CZTCIZ +d; € F;
J=1 quadratisch

separabel

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist H; symmetrisch. Sonst ersetzt man namlich
H; durch %(Hz + HlT ). Dann kann man eine Eigenwertzerlegung durchfiihren:

Hi =Q'NQi = aTHix + cF'x = 2T QT M Qi + ¢ QT Qi
Seien y; 1= Q;x,v; := Qic;
——

linear

n
= alH, + e =yl Ny + v v = Z A jiVi i + YijVii

j=1
separabel
n n
2
= Fi(z) = Z pij(z;) + ZAz‘,jjyi,j +7i,Yi5 € Fi — d;
j=1 j=1
separabel

Die Schwierigkeit bei diesem Trick ist es, die Rundungsfehler zu kontrollieren:

QIA;Q; = H; wird mittels numerischer linearer Algebra berechnet und ist daher run-
dungsfehlerbehaftet. Es ist sehr schwierig diinne oder fast-diinne Matrizen,Q;, A; zu
finden, die QiTAiQZ- > H; erfiillen und wo die Elemente von Q; jeweils orthogonale Ma-
trizen sind. Daher kann man diese Umformulierung zwar im Rahmen eines vollsténdigen
Algorithmus verwenden, nicht jedoch in einem rigorosen.

Zusammenfassung:
Semilineare Relaxationen mit gemischt ganzzahligen Problemen erhélt man folgendermafien:

min f(x)
st. F(z) € F
xrr € Z‘Il
Das kann man umformen zu
min xg
st. F(z) e F

flx) =29 <0
Ty € yAd
Nun bringen wir dieses Problem auf separable und quadratische Gestalt
min Zg
s.t. F(&) e F
&; ezl
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Bis zu diesem Zeitpunkt sind die Optimierungsprobleme noch #quivalent. Dann muss man
alle jene Nebenbedingungen semilinear machen, die nicht schon semilinear sind.

(i) Fi(z) < F;
(i) Fi(z) > F;
(iii) Fi(x) € [Ey, Fi]

mit F(z) = >0, ¢ij(x)) + ¢/ & + v

(i) Z?:l zij + CZTCAC% < F;.

YV j:zij > $ij(&5), wobel ¢; ; ein stiickweise linearer Unterschétzer von g; j ist.
(i) Z?:l Zij + CZTQA«“%‘ > F,.

Vjizij < ¢ij(&)), wobel ¢ ; ein stiickweise linearer Uberschétzer von ¢; ; ist.

(iii) Zerlegen in zwei Nebenbedigungen vom Typ (i) und (ii).

Semilineare Relaxationen fithren auf MIPs, die sich auch in héhreren Dimensionen noch effizi-
ent 16sen lassen, besonders, wenn die ganzzahligen Variablen SOS oder semi-continuous sind.
Die semilinearen Relaxationen fangen die nicht-konvexe Struktur der Optimierungsprobleme
ein. MIPs lassen sich leicht weiter relaxieren durch Weglassen einzelner oder aller Ganzzahlig-
keitsbedingungen. Die Methode oder Teile davon werden auch oft schon in der Modellierung
verwendet, um eigentlich nichtlineare Probleme linear zu modellieren.
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A Grundidee der automatischen Hessematrixbestimmung

A Grundidee der automatischen Hessematrixbestimmung

Im Folgenden wird nun noch kurz die Idee gebracht mit der die Hessematrix im DAG propa-
giert werden kann: Zur Berechnung von H f erzeugt man einen Algorithmus, der H f(z) - v
fiir z, v beliebig berechnet:

Hf(z)-v=(DVf(z)) v=Vu(Vfx)" -v)=Vu(Vf(2)" - v)

Man berechnet im letzten Ausdruck Vf(z)” durch Differentialzahlen (f, f') mit Konstanten
(¢,0) und Variablen (z;,v;). Die Differentialzahl, die das Endergebnis reprisentiert: (g, g’)
enthélt die Info: (f(z), Vf(z)T - v).

(f(z),Vf(z)T -v) wird dann riickwirts differenziert und ergibt: V f(z); H f(z) - v.
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