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Dies ist das Skriptum zu meiner gleichnamigen Vorlesung im Studienjahr 2003/2004. Darin wird die
Integration von Funktionen in einer 1-dimensionalen Variable sowie die Differentiation von Funktionen
in mehreren Variablen behandelt.

Ich setzte dabei die konsequente Verwendung von Réumen von Funktionen aus der Analysis 1 fort,
da meiner Meinung nach nur dadurch der vollstdndige Sachverhalt einiger zentraler Sdtze der Ana-
lysis verstanden werden kann. Dies fiihrt dazu Banach-Rdume zu betrachten, denn die auftretenden
Funktionenrdume sind, abgesehen von jenen linearer Abbildungen, unendlich dimensional.

Mein Hauptmotiv dafiir alle Begriffe der mehrdimensionalen Analysis in Banach-Raumen vorzustellen
und erst in der Folge auf endlich dimensionalen Vektorrdumen und insbesonders dem R"™ zu diskutieren
besteht allerdings darin, daf ich die geometrische Natur der Konzepte betonen will und nicht vorzeitig
die fiir Rechenzwecke unvermeidlichen, jedoch geometrisch nicht a priori vorhandenen Koordinaten
verwenden will. Die LeserIn kann also die auftretenden Banach-Rdume F, F etc. in weiten Teilen des
Skriptums als endlich dimensionale Vektorrdume auffassen, die allerdings nicht mit einer vorgegebenen
Basis versehen sind. Es ist mir klar, dafl dadurch hohere Abstraktionsanspriiche an die LeserIn gestellt
werden, und moglicherweise auch die vermeintliche Sicherheit, die konkretes Rechnen erzeugt leidet.
Aber einerseits ist Abstraktion — jedenfalls in meinen Augen — auch das Erfolgsrezept der Mathema-
tik — man denke nur an den Gaufl’schen Algorithmus fiir ein lineares Gleichungssystem im Vergleich
zur Interpretation als lineare Gleichung a(x) = y fiir Vektoren — und andererseits ist Rechnen mit
Abbildungen (nach entsprechender Ubung) leichter als sich durch den Dschungel der Koordinaten zu
wursteln, wo es oft genialer Intuition bedarf allgemeine Resultate zu erkennen (wie z.B. eine Formel
fiir die Ableitung des Invertierens von Matrizen).

Ich habe mich bemiiht, als Gegengewicht zu diesem abstrakteren Zugang

durch Visualisierung der geometrischen Konzepte in Form zahlreicher Gra- H

phiken und Animationen auch einen sehr konkrete Blickwinkel zu bieten. H 2 H

Links auf (gif-) Animationen und solche auf interaktive (java-) Animationen

sind durch nebenstehende Symbole gekennzeichnet: I @

Ich habe diejenigen Teile, die iiber diese Vorlesung hinausgehen, und fiir jene gedacht sind, die keine
Angst haben zeitweilig ein wenig den Boden unter den Fiiflen zu verlieren und in héhere Sphéren
aufzusteigen, durch linkseitiges Symbol eines Héngegleiters gekennzeichnet. Insbesonders habe ich mich
bemiiht, an den adiquaten Stellen einige Ausblicke auf andere mathematische Gebiete zu geben, die
eine natiirliche Fortsetzung der hier vorgestellten Konzepte bilden.

Weitere Resultate oder Beweise, die zwar fiir die Vorlesung relevant sind, aber auf Grund ihrer Kom-
plexitét nicht zur Priifung kommen, habe ich mit linksseitigem Symbol gekennzeichnet.

Sicherlich wird die aufmerksame LeserIn (Tipp-)Fehler finden konnen. Ich méchte folglich wie immer
die Bitte aussprechen, mir diese mitzuteilen (geteiltes Leid ist halbes Leid). Ich werde diese in der
redigierten Version natiirlich beriicksichtigen.

Andreas Kriegl, Wien im April 2004



Zahlreiche Korrekturen verdanke ich Helge Kriiger. Auf Anregung von Roland Steinbauer habe ich bei
der Definition (5.5.3) eines Banach-Raums den Zusammenhang zwischen Norm und Metrik expliziter
gemacht und aud Empfehlung von Michael Grosser habe ich die Definition (6.1.1) der Differenzierbar-
keit in einzelne Teile zerlegt.

Andreas Kriegl, Wien im Juli 2004

Sehr umfangreiche Listen mit Korrekturen haben mir dankenswerter Weise Annegret Burtscher und
Philipp John sowie Florian Gach zur Verfiigung gestellt.

Andreas Kriegl, Wien im Oktober 2004
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5 Integralrechnung
5.1 Bestimmte Integrale

5.1.1 Definition. Integral.

Wir wollen nun allgemeine Fldchen berechnen. Fiir Rechtecke ist das (mehr oder minder nach Defini-
tion) das Produkt aus Linge und Breite. Fiir den Kreis haben wir das in (2.1.2) durch Approximation
mit ein- und umschriebenen Vielecken erreicht. Ganz &hnlich gehen wir nun vor, um die durch eine
Funktion f : [a,b] — R und die z-Achse begrenzte Fliche zu bestimmen.

Dazu benétigen wir ZERLEGUNGEN Z des Intervalls [a, b] in endlich viele Teilintervalle Iy, ..., Iy, die
wir durch die endliche Folge der Teilungspunkte a =ty < t; < --- < tn, <ty = b vermoge [; :=
[to, t1], .. L == [ti—1,ti], - N = [tn—1,tn] beschreiben konnen. Wir werden (logisch nicht vollig
korrekt) zwischen der Interpretation der Zerlegung Z als Z = {I1,...,In} bzw. als Z = {t¢,...,tn}
je nach Bedarf hin- und herwechseln.

Es sei f : R D I — R eine beschrinkte Abbildung auf einem kompakten Intervall I. Es sei Z =
{I1,...,IN} eine endliche Zerlegung von I = [a,b] in Teilintervalle I,...,In. Als OBERSUMME von f
bzgl. der Zerlegung Z bezeichnet man

N
O(f,2) = D _ Ll sup(f(1:) = D 7] sup(f(J)

Jez

und als UNTERSUMME

U(f,2) = Z L] inf(f(L) = ) [J] inf(f(J)),

Jez

wobei |J| die Linge des Intervalls J bezeichnet.

Weiters sei

O(f) :=nf{O(f,Z) : Z ist Zerlegung von I}
U(f) :=sup{U(f,Z) : Z ist Zerlegung von I}

Idee von O(f) ist, dal wir die gesuchte Fliche durch Obersummen O( f, Z) beliebig genau von oben ap-
proximieren kénnen, sie also O( f) sein sollte. Und ganz analog sollte sie von unten durch Untersummen
U(f, Z) approximierbar sein, also gleich U(f) sein.

Es ist O(f) > U(f), denn seien Z; und Zs zwei Zerlegungen und Z := Z; U Zy die gemeinsame
Verfeinerung bestehend aus allen in Z; oder Zs vorkommenden Teilungspunkten. Dann ist U(f, Z1) <
Uf,Z) < O(f,Z) < O(f,Z2) und somit U(f) = sup{U(f,Z1) : Z1} < O(f,Zs2) und schlieBlich
U(f) <inf{O(f, Z2) : Z2} = O(f).

Die Abbildung f heifit nun DARBOUX-INTEGRIERBAR (kurz D-INTEGRIERBAR oder auch INTEGRIER-
BAR), falls O(f) = U(f), d.h.

Ve>0321,7: O(f, Z1) < U(f, Zo) + ¢,
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2 Bestimmte Integrale 5.1

und man schreibt

fo=f o= [

fiir diesen Wert, und nennt dies das (BESTIMMTE) DARBOUX-INTEGRAL (oder kurz INTEGRAL) der
Abbildung f von a bis b.

Es ist O(f) = U(f) genau dann, wenn Ve >0 372y, Zy Zerlegungen : O(f, Z1) —U(f,Zs) < ¢

Beweis. (=) Sei € > 0.

O(f) = mt{O(f.2) : 2} = 321 : O(f.%1) < O(f) + 5
U(f) = swp{U(f,2) : 2} = 3252 U(f,22) > U(f) — -
= O(£.2)) ~U(£,Z2) <O(f) + 5 ~U(f) + 5 ==

(<) Fiir € > 0 ist nach Voraussetzung 0 < O(f) — U(f) < O(f,Z1) — U(f,Z3) < e fiir gewisse
Zerlegungen Z; und Z; und somit ist O(f) = U(f). O

5.1.2 Lemma. Vieles ist integrierbar.
Jede monotone Funktion und jede stetige Funktion ist D-integrierbar.

Monotone Funktionen kénnen in einzelnen Punkten a unstetig sein, denn es existiert lim,_,_ f(x), da
f monoton und durch f(a) beschriankt ist, und ebenso existiert lim, o+ f(2) > f(a) > lim,—,— f(2)
(fiir monoton wachsende f), also kann schlimmstenfalls eine Sprungstelle vorliegen. Davon kénnen aber
nicht zu viele vorhanden sein, denn die Summe der Sprunghohen von f|(, ) ist hochstens f(b)— f(a). Es
konnen also nicht iiberabzihlbar viele Sprungstellen vorhanden sein, denn andernfalls gébe es ein ¢ > 0,
s.d. iiberabzahlbar viele mindestens ¢ sind, und deren gesamte Sprunghthe wire somit > oo - € = o0,
ein Widerspruch. Siehe in diesen Zusammenhang auch (5.1.16).

Beweis. (1) O.B.d.A. sei f monoton wachsend. Weiters sei eine AQUIDISTANTE ZERLEGUNG Z von
[a,b] durch a =ty < t; < -+ <ty = b gegeben mit t; := a+ib*T“, also Z ={I,...,Iy} mit [; :=

[ti1, t:]. Dann ist sup f(I;) = f(t;) und inf f(L) = f(ti—1) also ist O(f, 2) = U(f, Z) = 1L, (f(t:) —
Fti 1) 552 = (F(8) — f(a)) B2 — O fiix N — oc.

(2) Sei nun f stetig, dann ist f gleichméBig stetig nach (3.3.5), also existiert zu € > 0 ein § > 0 mit
|f(x) = f(y)| < e fiir |z —y| <. Sei nun Z eine dquidistante Zerlegung wie zuvor mit Schrittweite
[t; —t;—1] < 6. Fir J € Z ist dann sup f(J) —inf f(J) = sup{f(z) — f(y) : ,y € J} < € und somit

O(f,2) = U(f,2) < Y-, e|J;l = £ (b — a). Also gilt O(f) = U(f). O

5.1.3 Beispiele integrierbarer Funktionen.

1. Fiir konstante Funktionen f : « — cist U(f,Z) = (b —a)c = O(f,Z) und somit f; flz) =

(a—10) c. Beachte, daf fiir ¢ < 0 das Integral f; ¢ < 0 ist, also die so berechnete Fléche mit einem
Vorzeichen versehen ist (welches die Orientierung der Fliche kodiert).

2. Fiir lineare Funktionen f : x — cz mit ¢ > 0 und Z gegeben durch a =ty < --- < t, = b ist

Z —tj—1)ctjr und O(f, Z Z

j=1 J=1
und somit
1 1 ¢ -
(v 2)+0(1.2)) =52t )l ) = ;j_lui—t?_l)
=5 —a?) =S (a+b)(b-a)
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Bestimmte Integrale 5.1 3

a b-a b

Dies ist f: f(z),denn U(f, Z)—O(f,Z) < €, wenn Z #quidistant mit hinreichend kleiner Schritt-
weite wie im Beweis von (5.1.2) gewéhlt wird.

Wir haben in (5.1.2) einerseits gesehen, dafl alle stetigen Funktionen D-integrierbar sind und ande-
rerseits, dal auch unstetige Funktionen (némlich alle monotonen) integrierbar sind. Wir wollen nun
in (5.1.4) eine genaue Beschreibung der D-integrierbaren Funktionen geben, brauchen dazu allerdings
einige Vorbereitungen kompakte Mengen betreffend.

5.1.4c Definition. Offene Teilmengen.
Eine Teilmenge W eines metrischen Raums X heifit OFFEN, wenn fiir jedes z € W ein Ball Us(z) mit
§ > 0 existiert mit Us(x) C W.

Z.B. ist jeder offene Ball U, (x) offen, denn sei 2’ € U,(x), d.h. d(2’,z) <7 und ¢ :=r — d(z,2’) > 0,
dann ist Us(z’) C U,.(x) nach Aufgabe (2.7), denn aus 2" € Us(2’) folgt d(z”,z) < d(z”,2")+d(z',x) <
0+ d(x,z") =r,dh. 2" € U.(x).

Es ist leicht einzusehen, dafl eine Teilmenge W C X genau dann offen ist, wenn das Komplement
X \ W abgeschlossen ist.

Eine Menge W von Mengen heit UBERDECKUNG von X, wenn X C UJW ist, d.h. jedes z € X in
einer Menge W € W enthalten ist.

Dabei ist die VEREINIGUNG |J W einer Menge W von Mengen definiert durch (siehe (1.1.4)):
UW:: {:v: EIWEW::CEW}.
Dies ist eine allgemeinere Schreibweise als

UUiZ{x: EIiGI:xEUi}ZU{Ui:iGI}.
i€l

Vergleiche dies auch mit der analogen Schreibweise:

sup f(I) =sup{f(t): t € I} = i??f(“'
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4 Bestimmte Integrale 5.1

5.1.4a Uberdeckungssatz von Lebesgue.

Es sei X ein kompakter metrischer Raum und W eine Uberdeckung von X mit offenen Mengen. Dann
existiert ein § > 0 (eine sogenannte LEBESGUE-ZAHL der Uberdeckung) s.d. jeder offene Ball mit
Radius 0 in einem W € W enthalten ist.

Man sagt in dieser Situation, daB U := {Us(z) : © € X} eine VERFEINERUNG DER UBERDECKUNG W
ist,dh. VU eld AW eW: U CW.

Beachte, dafl dies zur Folge hat, daf jede Teilmenge A C X mit Durchmesser d(A) < § ganz in einem
W € W enthalten ist. Denn sei 0.B.d.A. o € A, dann ist A C Us(xo) und somit existiert ein W € W
mit W D Us(zg) 2 A.

Ein (notwendigerweise hinkender) Vergleich: Der Waldboden sei mit verschiedenen (offenen) Bléttern
bedeckt. Ist eine Erdbeere kleiner als die Lebesgue-Zahl der Uberdeckung, so kénnen wir sicher sein,
dafl wo immer sie am Boden liegt sie von mindestens einem Blatt vollstdndig bedeckt ist.

Beweis. Sei also W eine Uberdeckung von X mit offenen Teilmengen. Wegen X = |JW kénnen wir
fir jedes ¢ € X ein W € W wihlen mit € W. Da W € W offen ist existiert ein § > 0 mit Us(xz) € W.
Es sei 6(z) :=sup{0 < d <1: IW € W : Us(z) € W}. Beachte, dafi dann fiir jedes § < §(z) der
Ball Us(x) in einer der Mengen W € W enthalten ist. Wir wollen nun ein gemeinsam fiir alle Punkte
verwendbares dp > 0 finden. Das sollte uns an den Beweis von (3.3.5) erinnern und wir versuchen
folglich die Stetigkeit der Funktion § : X — R zu zeigen.

Beh. : |6(z) — 6(2)| < d(z,2') fiir alle z, 2’ € X:

Aus Symmetriegriinden geniigt es 6(z') > §(x) — d(z, ') zu zeigen. Sei dazu r’ < §(x) — d(z,2') <1
beliebig und somit r := r’ + d(z,2’) < 6(z). Also existiert ein W € W mit U,(z) C W und nach
Aufgabe (2.7) ist Uy (2') C Up(z) € W (denn aus z; € Uy (2), d.h. d(z1,2") < v’ folgt d(z1,x) <
d(zy,2")+d(2',z) <" +d(x,2') = r). Damit ist aber §(z’) > 7’ fiir alle 7’ < 6(x) — d(x,2’) und somit
§(z") > 6(x) — d(x,2’).
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Bestimmte Integrale 5.1 5

Wir haben damit gezeigt, daB die Funktion § : X — (0,1] C R stetig ist und sie besitzt somit ein
Minimum &y > 0 nach (3.3.6). Also ist jeder Ball mit Radius kleiner als dg < 6(z) um irgendeinen
Punkt z € X ganz in einer Menge W € W enthalten. O

Mittels Uberdeckungssatz von Lebesgue kénnen wir unter anderen einen einsichtigeren Beweis von
(3.3.5) geben:

Folgerung.
Es sei f: X —Y stetig und X kompakt. Dann ist f gleichmdfSig stetig.

Beweis. Da f stetig ist, existiert fiir jedes z € X ein (offener) Ball U, um z, s.d. d(f(2'), f(z)) < e fiir
alle 2’ € U, gilt. Also ist W := {U, : 2 € X} eine offene Uberdeckung von X. Nach (5.1.4a) existiert
somit eine Lebesgue-Zahl § > 0 fiir diese Uberdeckung. Sei nun z,z, € X mit d(z1,22) < d. Dann
hat A := {z1,22} Durchmesser d(x1,z2) < § und somit existiert eine Menge U, € W mit A C U,
und damit ist d(f(z;), f(z)) < € fiir ¢ € {1,2}, also d(f(x1), f(z2)) < 2¢. Dies zeigt die gleichméBige
Stetigkeit von f. |

5.1.4b Folgerung. Uberdeckungssatz von Heine-Borel.

Ein metrischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn jede seiner Uberdeckungen mit offenen Mengen
eine endliche Teiliiberdeckunyg besitzt, d.h. aus X = |JW und YW € W: W C X ist offen, die Existenz
einer endlichen Menge Wy C W mit X =W, folgt.

Dieser Satz zeigt, daf, obwohl kompakte Réume sehr viele (z.B. {iberabzéhlbar viele) Punkte besitzen
koénnen, man in vielen Situationen sich dennoch auf endlich viele Teilmengen beschrinken kann. Er wird
in der Topologie in allgemeineren Réumen als es die metrischen sind zur Definition von Kompaktheit
erhoben — ‘Old theorems never die, they turn into definitions!’

Beweis. (=) Es sei W eine Uberdeckung von X mit offenen Mengen. Nach (5.1.4a) existiert eine
Lebesgue-Zahl §, d.h. {Us(z) : © € X} ist eine Verfeinerung von W.

Wir wollen nun zeigen, dafl schon endlich viele dieser Mengen (und damit von W € W) ausreichen um
X zu iiberdecken. Andernfalls wihlen wir rekursiv eine Folgen (x,,) € X mit z,, ¢ U:-:Ol Us(z;) indem
wir bei einem beliebigen z¢ € X starten. Da X kompakt ist, miifite diese Folge einen Haufungswert
besitzen und damit eine Teilfolge die Cauchy ist. Wegen d(z.,,,x;) > ¢ fiir alle ¢ < n ist dies aber nicht

moglich.

(<) Sei (z,,) eine Folge in X. Angenommen kein z € X ist Hiaufungswert der Folge, d.h. es existiert
ein offener Ball U, um x der nur endlich viele Folgeglieder enthilt. Andererseits ist {U, : x € X} eine
Uberdeckung von X mit offenen Mengen, also existiert eine endlich Teiliiberdeckung {U1,...,Uy} und
damit enthélt X = Ufil U; nur fiir endlich viele Folgeglieder, ein Widerspruch. 4

5.1.4 Folgerung. Lebesgue’sches Integrabilitidtskriterium.

Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann D-integrierbar, wenn sie FAST UBERALL stetig
ist, d.h. die Menge der Punkte x in denen sie unstetig ist eine Lebesgue-Nullmenge ist.
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6 Bestimmte Integrale 5.1

Dabei heifit eine Teilmenge M C R LEBESGUE-NULLMENGE, wenn zu jedem ¢ > 0 abzdhlbar viele
Intervalle (I;);en existieren, s.d. M C ;e £i und Y°.° ) |I;| < e ist, d.h. M kann durch abzéhlbar viele
Intervalle der Gesamtléange kleiner als € iiberdeckt werden.

Z.B. ist jede abzéhlbare Menge eine Nullmenge, denn sei M = {t; : i € N} und I; := [t; — 57,t; + 5]
Dann ist M C UieN I; und ZieN |I;]| = E;ﬁo =T = 4e.

Der Begriff Nullmenge dient dazu Kleinheit (im mafitheoretischen Sinn) von (komplizierten) Mengen
zu beschreiben.

Beweis. Die Idee des Beweises besteht darin, daf§ eine Funktion genau dann D-integrierbar ist, wenn
O(f, Z2) = U(f, Z2) = > 1c; QfIr) || Klein wird, und somit fiir jene Intervalle I fiir die Q(f|;) grof
ist, die Lénge |I| klein ist. Dies kann auch so ausgedriickt werden, dafl die Menge {z : 0 < wy(x) =
inf{Q(f|u,(z)) : 6 > 0}} ‘Lénge 0’ besitzt.

(<) Es sei f : [a,b] — R beschrinkt, also ||f|lc := sup{|f(z)] : = € [a,b]} < oo, und die Menge
A(f) der Unstetigkeitspunkte von f eine Nullmenge. Sei ¢ > 0, dann existieren (0.B.d.A. offene!)
Intervalle I}, mit A(f) € U, Ix und >, [Ix| < €. Fiir jedes ¢ A(f) ist nach (3.2.9) 0 = w.(f) =
inf{Q(f|v;(2)) : 0 > 0}, also existiert ein d, > 0, s.d. Q(f|v;, () < &. Wegen der Kompaktheit von [a, b]
gibt es nach (5.1.4a) eine Lebesgue-Zahl § = 222 zur Uberdeckung {Ij : k € N}U{Us, (z) : = ¢ A(f)},
dh. t;:=a+1 b*Ta mit i € {0,..., N} definiert eine Zerlegung Z von [a,b], die dieser Uberdeckung
untergeordnet ist. Dann ist

O(f,2) = U(f,2) = Y _(sup fly —inf fl;)-|J].
Jjez
Jene Summanden, wo J in einem der I, enthalten ist, tragen insgesamt hochstens 2| f|loc > [1k] <
2||flloc € bei. Die iibrigen Summanden tragen insgesamt hochstens (b — a)e bei. In Summe ist also

Of,2)-U(f,2) < <2Hf||Oo + (b— a)) g, d.h. f ist D-integrierbar.

(=) Nach (3.2.9) ist A(f) = {z : w.(f) > 0} = U, Ai/n(f), wobei A.(f) = {z : wy(z) =
inf{Q(flu,z)) : 0 > 0} > r}. Es geniigt also zu zeigen, daB A,.(f) eine Nullmenge ist fiir jedes
r > 0. Sei dazu € > 0 und Z eine Zerlegung mit O(f,Z) — U(f,Z) < r 5. Sei Zy die Menge der
Teilintervalle I = [t;_1,t;] von Z fiir welche (¢;,—1,¢;) N A.(f) # 0. Fiir solche I sei x ein Punkt dieses
Durchschnitts, dann ist Q(f|v; @) = wy(z) > 7 fiir alle § > 0 und 0.B.d.A. Us(x) C I fiir ein § > 0,
also Q(f[1) > Qf|v,()) > r. Dann ist

Py U< Y QU Y QU I = 0. 2) - U(f,2) <73,

IeZy IeZy IeZ
also D ;e | < 5. Folglich ist A\ {to,...,tn} € Usey, I eine Nullmenge und damit auch A, C
(AN {to,---,tn}) U{to,...,tN} eine. O

5.1.6 Beispiele (nicht) integrierbarer Funktionen.
Die DIRICHLET’SCHE SPRUNGFUNKTION Xq ist {iberall unstetig, also auf [0, 1] nicht integrierbar.
Hingegen ist die Funktion f : R — R welche gegeben ist durch

{ L fiir £ = 2 € Q mit teilerfreien p und ¢
frx—< 4 a

0 andernfalls,

D-integrierbar iiber [0, 1], denn sie ist nur in den rationalen Punkten unstetig. Es ist leicht einzusehen,
daB [ f(z) =0 ist.
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5.1.8 Definition. Aulere Ma#f.
Fiir Teilmengen X C R definieren wir das sogenannte AUSSERE MASS von X als

1X| = inf{z L x < | Ik}.
k=0 k=0

Man schreibt fiir dieses Konzept der Mafitheorie (siehe z.B. [11, 2.4]) iiblicherweise dafiir auch p*(X).
Beachte, dafi X genau dann eine Lebesgue’sche Nullmenge ist, wenn ihr dufleres Maf | X| gleich 0 ist.
Man sieht leicht ein, daB |J;~q Xi| < > ooog | Xi|, Ve > 0 33U offen mit X C U und |U] < |X| +e.
Aber Achtung, selbst fiir disjunktes A und B kann |AU B| < |A| + | B| sein.

Lemma. Existenz von Nicht-Nullmengen.
Fiir Intervalle T := [a, b] ist das dufere Maf |I| gleich der Linge b—a. Also ist kein Intervall I := [a, b]
mit a < b eine 0-Menge.

Wir wollen also zeigen, dafl die zwei Bedeutungen (als Lénge und als dufieres Ma8) die wir |I| gegeben
haben zum gleichen Ergebnis fithren. Im Beweis verwenden wir die Notation |I| nur im Sinne der
Lénge.

Beweis. Aus I C |, o I folgt |I] < >°7° |1,,| und somit ist |I| kleiner oder gleich dem &uBeren MaB
von I: O.B.d.A. seien die I,, offen. Dann existiert nach (5.1.4a) eine Lebesguezahl § > 0 und somit ist
jedes Teilintervall einer #iquidistanten Zerlegung Z mit Schrittweite |Z] < § in einem der Intervalle I,
enthalten. Sei Z,, := {J € Z : n = min{k : J C I} }}, also die Menge jener Interalle von Z die in I,
aber keinen /), mit k& < n enthalten sind, dann ist [I,,| > >~ ;. [J[, denn I, 2 |J Z, und die endlich
vielen Intervalle aus Z,, sind nicht iiberlappend. Da Z offensichtlich die disjunkte Vereinigung der 7,
ist, ist |I| = ZJEZ |J| = Eff:o ZJeZ" J| < EZO:O ‘Ikl-

Wenn wir Iy := I und I, := () fiir n > 0 wihlen, dann folgt, dafl das duflere Mafl von I kleiner oder
gleich > |I,] = |I] ist. Also gilt Gleichheit. O

5.1.4e Das Cantor’sche Diskontinuum.

Folgende Menge ist eine iiberabzihlbare Nullmenge. Wir beginnen mit dem Intervall Iy := [0,1] der
Lénge 1. Im ersten Schritt entfernen aus diesem das mittlere offene Drittel (1/3,2/3) und erhalten
die 2 abgeschlossenen Intervalle [0,1/3] und [2/3,1], deren Vereinigung wir mit I3 bezeichnen. Diese
Vereinigung hat Gesamtlinge 2/3. Im niichsten Schritt entfernen wir aus jedem dieser beiden Inter-
valle, die jeweiligen mittleren offenen Drittel (1/9,2/9) und (7/9,8/9) und erhalten 4 abgeschlossene
Intervalle deren Vereinigung der Gesamtlinge (2/3)? wir mit I bezeichnen. So fortfahren erhalten
wir im k-ten Schritt eine Vereinigung I; der Gesamtlinge (2/3)* von 2F vielen abgeschlossenen Teil-
intervallen. Der Durchschnitt I, := [,y Ix ist dann eine abgeschlossene Teilmenge von [0, 1], das
sogenannte CANTOR’SCHE DISKONTINUUM. Dieses ist offensichtlich eine Nullmenge, denn I, C I}
und die Gesamtlinge dieser Vereinigung I; endlich vieler Intervalle ist (2/3)*, und (2/3)F — 0 fiir
k — oo.

Iy -- -- -- - -- - - -

Es ist I kompakt, denn als Durchschnitt abgeschlossener Mengen I}, ist es abgeschlossen, und als
Teilmenge von [0, 1] beschrénkt.

Es ist I, iiberabzdhlbar. Um das einzusehen entwickeln wir alle « € (0, 1] im 3-er System in unendliche
Ternérzahlen, d.h. als = = Y7, & mit 2, € {0,1,2} und nicht z; = 0 fiir fast alle k. Das erste
Intervall (und sein rechter Randpunkt), das wir entfernt haben besteht nur aus Zahlen mit z; = 1, die
néchsten beiden (und deren jeweiliger rechte Endpunkt) nur aus Zahlen mit z; € {0,2} und z2 = 1,
etc.. Wir haben also bei der Konstruktion von I, nur Zahlen entfernt, bei deren Entwicklung im 3-er
System mindestens ein 1-er auftritt. Alle Ternérzahlen, die nur 0’er und 2’er als Ziffern haben liegen
also in Io,. Davon gibt es mit gleichen Argument wie bei R (siche (1.1.20)) aber iiberabzéhlbar viele.
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Umgekehrt, ist jede Terniirzahl die eine (moglicherweise abbrechende) Entwicklung ohne 1’er zuléfit in
I, denn die rechten Endpunkte der entfernten Intervalle haben zwar nicht-abbrechende Entwicklun-
gen, die genau einen 1’er enthalten welcher von lauter 2’ern gefolgt wird, also auch eine abbrechende
Entwicklung der Form, wo dieser 1’er durch 2 ersetzt ist und die nacholgenden 2’er durch 0.

Wenn wir nun die charakteristische Funktion f := x[o1)\7.. des Komplements von I, betrachten,
so ist diese auf der offenen Menge [0,1] \ I, konstant und somit stetig. Folglich ist die Menge der
Unstetigkeitspunkte in I, enthalten (ja sogar gleich, denn in der Nihe jedes Punktes aus I, liegen
auch Punkte in [0, 1] \ I ) und somit ist f fast iiberall stetig, also nach (5.1.4) D-integrierbar. Da in

jedem echten Teilintervall von [0, 1] Punkte aus [0, 1]\ I liegen, ist jede Obersumme 1, also fol f=1L

Wir wollen noch eine weitere pathologische Funktion f : [0,1] — [0, 1] beschreiben, die von Vitali
stammt und auch TEUFELSTREPPE genannt wird. Dazu bezeichnen wir mit f, : [0,1] — [0,1] jene
Funktion, die 2 auf die Anzahl der Randpunkte von I,, die links von z liegen geteilt durch 27+!

abbildet, d.h.
1
fl@):= Y g
z>tedl,

wobei wir mit 0I,, die Menge der Randpunkte von I,, bezeichnen.

|

fo ] A}

—

Es ist f,, monoton wachsend und

auf den Teilintervallen von [0, 1]\

I, konstant. Weiters konver-

giert die Folge (f,,)n gleichmiBig,

denn f, 41 unterscheidet sich von

fn (auf den Teilintervallen von

I,,) um héchstens 1/27F1. Somit

ist die Grenzfunktion f,, nach

(4.2.8) stetig und ebenfalls mo-

noton wachsend. Da f,, auf je-

dem Teilintervall von [0,1] \ I, fe
gleich f, und somit konstant ist,
ist [0,1] = foo([0,1]) = foc(Is),
also das Bild der 0-Menge I, weit
entfernt davon eine 0-Menge zu
sein. Dies zeigt gleichzeitig (noch-
mals), dal I, gleichmichtig zu
[0,1], also iberabzéhlbar ist. Be-
achte auch, da8 f auf [0,1] \ I
differenzierbar mit Ableitung 0
ist, d.h. auf fast allen Punkten
x € [0,1] existiert die Ableitung
/() und ist 0.

5.1.4f Beispiel. Van der Waerden’s Funktion.
Wir geben hier ein Beispiel einer stetigen Funktion die nirgends differenzierbar ist.

Es sei fy die Sdgezahnkurve fo(z) :=d(x,Z) = min{|z — k| : k € Z} und f,(x) := f1(2"x)/2". Wegen
[ follso = % ist [|fnlloc = 5r und somit konvergiert die Reihe Y, f, gleichmiBig auf ganz R.
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fo
]

Es sei s, 1= ZZ;S fr und s :=>_p-, fr ihre Summe. Dann ist so (gleichméBig) stetig nach (4.2.8).
Es ist fo(k) = 0 und fo(k + 1) = 1 fiir alle k € Z. Somit ist f,,(£) = 0 und f,(ZH) = FL~ fiir alle
k € Z. Somit ist s,41 (2%) = Sp (2%) + fn (2%) = 8, (2%) und

2%+ 1\ 1 k k+1 1
Sn+1 —2n+1 —5 Sn 2_n + sy on +2n+1'

Also ist so0(z) = sp(2) fiir z = 2 mit k € Z.

Es sei € R. Wir wollen nun zeigen, daf§ die Ableitung VOn S bei x nicht existiert. Fiir jedes n € N

existiert ein eindeutig bestimmtes k € Z mit «,, := 2n+1 <z < ijfl =: B,. Fir z < a”""@" ist apt1 =
o W 1 = S0 = 0+ ok, P2 2 St gt =y angs = S5 = 0 + k.

Offensichtlich gilt ozn /" xund B, \, z. Wire also s, differenzierbar bei z, dann muﬁte

o) = Jim "ol =l

gelten. Im ersten Fall ist

soo(ﬁn+1) — S0 (an-‘rl) _ on+2
/8n+1 — Op41 =2 ( (/6"+1 )
)

= ont2 (sn+1(ﬁn+1) — sp(an )
— on+2 <% (sn(an) + Sn(ﬂn)) + 2""% - Sn(an)>
= 2" (5,(Bn) — snlan)) + 1

Sn(ﬂn) - Sn(an)

ﬂn_an
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und im zweiten ist

So0(Bpt1) = Soo(nt1) _ 9+2 (5. (6)

ﬂn-{-l _ an+1 — S0 (a’ﬂ+1))

= 2"*2 (5, (B) = $ns1(ant1))
— gnt2 (sn(ﬁn) - %(sn(an) + sn(ﬂn)) - #)

= 2" (5,(Bn) — sn(an)) — 1
_ Sn(ﬁn) — Sn(an)

-1
Bn — an

Folglich kann obiger Grenzwert nicht existieren und s., ist nirgends differenzierbar.

Beispiel.
Es folgt nun ein Beispiel einer stetigen, streng monoton wachsenden (und damit fast iberall differen-
zierbaren) Funktion [0,1] — [0,1] deren Ableitung tiber wo sie existiert gleich 0 ist.

Dazu definieren wir fiir 0 < ¢ < 1 rekursiv eine monoton wachsende Folge strikt monotoner stiickweise
affiner stetiger Funktionen h,, : [0,1] — [0, 1] durch ho(z) := =z, hn+1(2£n) = hn(%), hn+1(22lfli_11) =
R (£)+ 15N, (5 ) und dazwischen affin. Es sei h(z) = limy, o0 hin(2). Dannist A : [0,1] — [0, 1]
monoton wachsend, h(£) = hy, (£ ).

Die Funktion & ist sogar streng monoton wachsend, denn zu x < y existieren k£ und n mit z < 2% <y
und somit ist A(z) < h(Z) = hy(£) < ha(y) < h(y).

Die Funktion h ist stetig (und nach dem Satz von Dini — Aufgabe (5.6) — die Konvergenz gleichméfig).
Es sei z € [0,1]. Wegen h,, < h ist h linksstetig. Fiir jedes n existiert ein k, mit o, := 2 < 2 <

2’VL
% =: B,. Es geniigt zu zeigen, dal h(8,) — h(a,) — 0 fiir n — co. Im Falle a1 = v, (d.h. z liegt
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niher an «, als an (3,,) ist

h(ﬂn—&-l) - h(a7L+1) = hn—i—l(ﬁn—i—l) - hn(an)

- ﬂhn(an) + %hn(ﬁn) — hn (o)

1—|—q 1+¢

= 5 (hn(Ba) = huln)) = =7 (h(Ba) = hle)).

Analog ist h(Bps1) — h(ani1) = 1%(h(ﬁn) - h(an)) im Fall Bps1 = Bn. In jeden Fall erhalten wir
rekursiv, dafl

n
1+¢; .
h(Bn+1) — h(aps1) = H qu mit ¢; € {+1,—-1}.
j=1
Dieses Produkt konvergiert gegen 0 fiir n — oo, da die Faktoren vom Betrag kleiner als # < 1 sind.

Da monotone Funktionen nach nachfolgenden Satz (5.1.16) von Lebesgue fast iiberall differenzierbar
sind, existiert A'(x) fiir fast alle .

Wir zeigen nun, dafi h'(z) = 0 fiir alle  fiir die es existiert. Es ist

. h(Bn) — h(an) . 1 1 —|— €iq -
h/ — _— = _ J —
)= J MOt £ TT = o [0+

27 =1 =1
Falls 2'(x) > 0 ist, so konvergiert > 7, log(1 + €;q) = log(I[;—; (1 + €;¢)) — log(h'(x)) und somit
log(1 + £,q) — 0. Dies ist wegen €, € {+1,—1} ein Widerspruch.

Es kann die Menge der Punkte, in denen h nicht differenzierbar ist, nicht abzahlbar sein, denn sonst
wére f nach einen allgemeineren Mittelwertsatz konstant, da f/(z) = 0 fiir alle iibrigen x ist.

Es sei nun A := {z € [0,1] : FA/(z)}. Dann ist nach obigen [0,1] \ A eine Nullmenge. Wegen eines
Satzes von Saks ist das duBlere MaB von |h(A)| < [, [W/(x)|dz = 0, also h(A) eine Nullmenge.

Da h streng monoton von [0,1] auf [0,1] ist, existiert die Umkehrfunktion ~~! : [0,1] — [0,1] und
diese ist stetig und streng monoton, nach (3.4.3), also ebenfalls fast iiberall differenzierbar. Es ist
h=1(h(A)) = A eine Menge vom Maf$ 1. D.h. ein HOMOOMORPHES BILD (d.h. Bild unter einer bijektiven
stetigen Abbildung mit stetiger Inversen) einer 0-Menge muf keine 0-Menge mehr sein, kurz gesagt: Das
stetige Bild von fast nichts kann fast alles sein. Fiir weitergehende Vergleiche zwischen topologischen
Eigenschaften (wie Stetigkeit) und mafitheoretischen Eigenschaften von Funktionen siehe z.B. [19].

5.1.5 Folgerung. Operationen auf D-integrierbaren Funktionen.

Es sei f und g D-integrierbar. Dann sind auch f + g, f - g, max(f,g) : * — max{f(z),g(z)} und
min(f,g) : © — min{f(z),g(z)} integrierbar. Der Quotient f/g ist integrierbar, falls er wohldefiniert
und beschrinkt ist. Ist h stetig und beschrinkt auf dem Bild von g, so ist auch h o g integrierbar.

Es sei g(z) := « fiir x > 0 mit g(0) := 1 und f(x) := 1/z. Dann ist f o g nicht beschrénkt, aber f auf
g([0,1]) stetig und g D-integrierbar.
Beachte, dafi die Kurzschreibweise max(f, ¢) fiir max o(f, g) eine mifiverstehbare ist, denn bei max(z, y)

fiir ,y € R war dies die groflere der beiden Zahlen x und y, fiir Funktionen f und g (wo ja keine die
grofere zu sein braucht) ist max(f, g) nun die kleinste Funktion h, mit A > f und h > g.

Beweis. Wegen (3.1.6) ist A(f+g) € A(f)UA(g), A(f-g) € A(f)UA(g), A(max(f,g)) € A(f)UA(g),
A(min(f,g)) € A(f) UA(g), A(f/g) € A(f) U A(g) (falls g(x) # 0 fiir alle z) und A(ho g) € A(g)
(falls A(h) = 0). Also sind nach (5.1.4) all diese Funktionen D-integrierbar sofern sie beschrinkt sind.
Letzteres ist fiir die erste 4 klar und fiir die iibrigen vorausgesetzt. O

Beachte, dafi diese Folgerung (ungleich der Kettenregel (4.1.14) und der Produktregel (4.1.15)) nur
die Integrierbarkeit der Zusammensetzung f o g, der Summe f + g und des Produkts f - g, aber keine

Formel fiir fab fogund ff f - g liefert. Fiir die Summe wollen wir ein solche nun dennoch zeigen.

andreas.kriegl@univie.ac.at, 23. November 2004



12 Bestimmte Integrale 5.1

5.1.7 Lemma. Integrieren ist linear am Raum R(/,R) der integrierbaren Funktionen.

Die Menge der D-integrierbaren Funktionen f: I — R auf einem Intervall I bildet einen Vektorraum
R(I,R) und Integrieren [, : R(I,R) = R, f > [, f ist linear, d.h. [,(f+Xg) = [, f+X [, g fir alle
A € R und alle D-integrierbare Funktionen f,g: 1 — R.

Insbesonders bedeutet dies, dafl wir die (orientierte) Fliche A zwischen zwei Funktionen f und g iiber
einem Intervall I wie folgt berechnen kénnen:

A=[1=[o=[u-0.

I

Beweis. Nach (5.1.5) ist R(I,R) ein linearer Teilraum des Vektorraums aller Abbildungen f: I — R
beziiglich der punktweise definierten Operationen f + g : z — f(z) + g(x) und A- f : z — X - f(z)
(siehe lineare Algebra).

Nun zur Linearitéit von [, : R(I,R) — R. Sei vorerst A > 0. Dann ist U(Af, Z) = Y ;inf(X f(J)) |J| =
Yo A f(f(I) || =AY, inf(f(J)) = AU(f, Z) und somit [, \f =sup, U(Xf, Z) =sup, ANU(f,Z) =
Asup, U(f,Z) = A f]f'

Fiir die Additivitat verwenden wir
sup f(J) +supg(J) > sup(f + g)(J) > inf(f + g)(J) > inf f(J) + inf g(J),

also ist
O(f,Z)+0(9,2) 20(f +9,2) 2U(f +9,2) 2 U(f, Z2) + U(g, Z).

Sei nun € > 0. Da f und g intergierbar sind existieren Zerlegungen Z; und Z,; mit
[1-esuizn<ouzy< [ 1+
I I
/9—6 <Ul(g,Z,4) <O0(9,Zy) < /g+6
I I

Fiir die gemeinsame Verfeinerung Z = Z; U Z,; von Z; und Z, anstelle von Z; und Z, gilt dies dann
ebenfalls, und somit ist

/f+/g—2asv<f,2>+U<g,z>SU<f+g,z>s/<f+g>

I I I
SO(f—l—g,Z)SO(f,Z)—I—O(g,Z)S/If—i-/Ig—i—Qe

also gilt [,(f+9)= [, f+ [;9

Fehlt noch die Homogenitét fiir A < 0. Es geniigt diese fiir A = —1 zu zeigen, was aus 0 = || ;0=

Li(F+(0) = [, [+ [, (=) folgt.

5.1.9 Lemma. Additivitidt des Integrals bzgl. der Grenzen.
Integrieren ist additiv in den Grenzen, d.h. f: f= f; f+ fbcf.
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Diese Gleichung gilt vorerst nur fiir ¢ < b < ¢. Damit sie auch fiir beliebige a, b, ¢ gilt, muf fiir a < b
die Identitét 0 = [ aa =/ ; f+ fba f erfiillt sein, d.h. wir definieren

/baf::—/abfﬁirbza.

Beweis. Beachte, da8 nach (5.1.4) aus der Integrierbarkeit von f|s und f|p ¢ jene von f(4 ¢ folgt.
Fiir beliebige Zerlegungen Z_ und Z, der Intervalle [a,b] und [b,c] ist Z_ U Z eine Zerlegung von
[a, ¢] mit

U(f,2.)+ UF,24) = U(f.Z- UZy) S O(f,Z- U Zy) = O(f, 2) + O(f. Z4).
Damit ist
b c
[+ /b f=swp{U(f,2): Z_} +sup{U(f, Z4) : Z4}

—sup{U(f 2) + U 24) : 22, 2} <sup{U(£.2): 2 = | 1
—U(f,2_UZy) ’

und ganz analog unter Verwendung der Obersummen folgt

b c c
[refi=]1
also gilt Gleichheit. O

5.1.10 Lemma. Monotonie des Integrals.
Integrieren [, : R(I,R) — R ist monoton, d.h. aus f > g (soll heifen f(x) > g(x) fiir alle x € I) folgt

Jif= /9

I

Beachte dabei, da8 fiir D-integrierbare f auch |f| :  — |f(z)| D-integrierbar ist nach (5.1.5) und
somit | [; f| < [} |f] gilt.

Beweis. Wir betrachten h:= f — ¢ > 0. Dann'ist [, f — [,9= [,(f—¢g)= [;h>U(h,Z)>0. O
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5.1.11 Mittelwertsatz der Integralrechnung.
Es seim < f(x) < M fir alle x € [a,b] und f integrierbar. Dann ist m (b —a) < f: f<M(@®b-—a).
Ist f sogar stetig, dann ezistiert ein & € [a,b] mit f;f = f(&)(b—a).

a b

Beweis. Dies folgt aus (5.1.10), da f:m = (b—a)m.

Fiir stetiges f liefert der Zwischenwertsatz die Existenz eines ¢ € [a,b] mit f(§) = 7= f; f, da die
rechte Seite zwischen m := inf(f) und M := sup(f) liegt. O

5.1.12 Proposition. Stetigkeit des Integrierens.
Es seien f, : [a,b] — R D-integrierbar und f, konvergiere fiir n — oo gegen fo gleichmdfSig. Dann ist
auch foo D-integrierbar und es gilt

b b
/ lim f, = lim fn-

a n—oo n—oo

Beachte, daf} dies einerseits besagt, dafl R(I,R) ein abgeschlossener Teilraum des Raumes B(I,R) aller
beschriankten Funktionen I := [a,b] — R aus (4.2.8) ist (und somit nach (4.2.9) bzg. der Supremums-
Metrik do vollstéindig ist) und andererseits, da [, : R(I,R) — R stetig ist (nach (3.1.3)).

Beweis. Nach dem Lebesgue’schen Integrabilitatskriterium (5.1.4) ist fo D-integrierbar, denn fo, ist
nach (4.2.8) zumindestens dort stetig, wo es alle f, sind, also ist A(fx) € U,, A(fn) eine Lebesgue-0-
Menge.

b b b b .
Wegen | [/ f — [Tgl = | [/(f —9) < []If —gl < |b—alds(f,g) nach (5.1.10) und (5.1.11) ist
das Integrieren [, stetig (und sogar Lipschitz, siehe (5.5.9)), d.h. fab fn konvergiert gegen f; foo falls
doo(fr, foo) — 0, also f,, — foo gleichméBig konvergiert. O

5.1.13 Bemerkung. Integration ist unstetig bzg. punktweiser Konvergenz.

Beachte, daf§ (5.1.12) fiir eine blofi punktweise konvergente Folge von Funktionen nicht mehr stimmt,
wie das Beispiel f, := n fi(nz) mit fi = xp1,9 (analog (4.2.7)) zeigt: Es konvergiert f,(z) — 0 fiir
jedes x, also konvergiert f, — 0 punktweise. Hingegen ist f02 fn=mn- % =1.

Beachte weiters, daf die Untersumme U(f, Z) gerade das Integral | ; [z der Treppenfunktion fz :=
> ez inf(f(I)) xr ist, wobei x; hier ausnahmsweise die charakteristische Funktion des Intervalls I
vermindert um den rechten Randpunkt bezeichne. Wenn wir insbesonders dquidistante Zerlegungen
Z,, mit 2" mit den 2"T! Teilungspunkten ¢; := a + j(b — a)27"~! betrachten, so ist die zugehérige
Treppenfunktion f, := fz, und es gilt f, < frq1. Fir € [a,b) \ A(f) ist f stetig bei z, also existiert
zu e > 0 ein § > 0, sodaB f(z') > f(z) — e fiir alle 2’ mit |2/ — 2| < 4. Fiir (b —a)27""! < § liegt
x in einem I € Z, (und ist nicht der rechte Randpunkt) mit I C {2’ : |2/ — x| < ¢}. Damit ist
inf(f(I)) > f(z) —e, also fp(x) > f(x) — e. Somit konvergiert f,(z) — f(z) fiir alle 2 mit Ausnahme
der Nullmenge A(f) U {b}, man sagt kurz: f,, konvergiert gegen f fast iiberall.

Es stellt sich somit die Frage, ob allgemeiner fiir D-integrierbare f,, mit f,, < f,1 fiir alle n fiir welche
fn gegen eine D-integrierbare Funktion f., fast iiberall konvergiert, auch [, f,, — [; foo gilt. Indem
wir g, := foo — fn betrachten, geniigt es folgendes zu zeigen:
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5.1.14 Theorem. Stetigkeit der Integration bzgl. monotoner pktw. Konvergenz fast iiberall.
Es sei g, € R(I,R) mit g, > gny1 > 0 fiir allen € N und g, — 0 fast iiberall. Dann gilt f[ gn — 0.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Vereinigung N aller A(f,,) und der Menge der Punkte z € I fiir
welche g, () nicht gegen 0 konvergiert eine Nullmenge. Sei € > 0, dann existieren also abzéhlbar viele
(offene) Intervalle I}, mit N C J, I und >, || < . Sei x € I\ N. Dann ist lim, . gn(z) = 0
und somit existiert ein n = n, mit g,(z) < €. Da g, stetig ist, existiert ein offener Ball U, um x mit
gnlu, <e.

Zur offenen Uberdeckung {I; : k € N} U{U, : = ¢ N} existiert nach (5.1.4b) eine endliche Teiliiber-
deckung {I1,..., I} U{Uysy, ..., Uz, t mit M, K € N. Sei n/ := max{ng,,...,ngy . Dann ist g, < ¢
auf Ufil Us, fiir alle n > n'. Fiir offene Intervalle J = (a’,b’) bezeichnet wir mit [, f das Integral

1% o
fa, f. Somit ist

M
gn S / g”L + /
/f ; I U

also [} gn — 0 fiir n — oo. O

g0 = llgnlloe So1E1+ (0= a)e < (llgilloe + (b= a)) &,

JSK U“”j J

Beachte, daf§ hier die D-Integrierbarkeit der Grenzfunktion vorausgesetzt werden muf}, denn sei {t,, :
n € N} eine Abziahlung von Q, dann ist f, := Xy, D-integrierbar und es gilt f, < foi1
konvergiert punktweise gegen die nicht D-integrierbare Dirichlet-Funktion xg.

Dieses Theorem ist einer der Ausgangspunkte der LEBESGUE’SCHEN INTEGRATIONSTHEORIE, die dazu
dient die Vervollstindigung des Raums R(I,R) der D-integrierbaren Funktionen bzglder 1-Norm zu
bestimmen, siche z.B. [16, 4.13].

5.1.15 Proposition. Endliche Teilmengen von Vitali-Uberdeckungen bedecken beinahe
alles.

Es sei X C R mit dufleren Mafi |X| < oo und J eine Vitali-Uberdeckung von X. Dann existiert fiir
jedes € > 0 eine endliche Teilmenge Jy C J von paarweise disjunkten Intervallen mit | X \ U Jo| < €.

Dabei versteht man unter einer VITALI-UBERDECKUNG einer Teilmenge X C R eine Menge J von
Intervallen, s.d. Ve >0 Vex e X 3J € J mit z € J und 0 < |J| < e. D.h. jeder Punkt = € X ist in
maftheoretisch beliebig kleinen Mengen J € J enthalten.

Beweis. Es sei ¢ > 0. Wegen |X| < oo existiert eine offene Menge U D X (abzéhlbare disjunkte
Vereinigung offener Mengen) mit |U \ X| < e. O.B.d.A. gilt I C U fiir alle I € 7.

Wir gehen indirekt vor. Dann kénnen wir rekursiv eine Folge I,, von disjunkten Intervallen in Z finden
mit [Z,41| > 2sup{|I| : T > I disjunkt zu Iy,...,I,} > 0, da T eine Vitali-Uberdeckung ist. Wegen
I; CU st 3.2 |I] < U] < |U\ X[+ |X]| < oo. Es existiert somit ein N mit Y% o [I;] < £. Sei
X = X\U?LO I;. Fiir jedes Intervall J = [a,b] sei J := [a — 2(b—a), b+ 2(b—a)] also |J| = 5|J|. Aus
LN T # 0 und |L,| > |1]/2 folgt I C I,,.

BEsist Xe € U,on I, und somit | X.| < Unsn I,,| < 5 non Hn| =55 = e: Fiir jedes x € X, existiert
ein von Iy, ..., Iy disjunktes I € Z mit « € I. Sei m := min{n : I,, N I # @} und somit I NI, = { fiir
alle n < m. Dann ist N < m < oo, denn aus |I,| — 0 folgt In > N mit 1|I| > [I,]| > Lsup{|I|: T >
I disjunkt zu Iy,...,. I} = Ji<n:INIL #0. Wegen I, N1 # (@ und |I,,,| > |I]/2 (da INI, =

fﬁrallen<m)istx€]§f7n. O

5.1.16 Proposition. Differenzierbarkeit monotoner Funktionen.

Es sei f : [a,b] — R monoton wachsend. Dann ist f hichstens abzihlbar vielen Punkten unstetig und
fast dberall differenzierbar.

Beweis. Es ist f(z') < f(z) < f(2”) fir 2/ < x < 2", also existiert f(z—) = limy ., f(z') <
fz) < limgr_uy f(2”) =: f(z+). Alle Unstetigkeitsstellen sind also Sprungstellen und davon kann
es nur abzihlbar viele geben, denn andernfalls gébe es ein rationales § > 0 und (iiber)abzihlbar viele
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x mit f(zy) — f(z—) > ¢ und damit wére f(b) — f(a) mindestens so grofl wie die Summe dieser
Sprunghéhen f(xy) — f(x_) > J, also +o00, ein Widerspruch.

Nun zur Differenzierbarkeitsaussage. Es sei dazu

dyf(x):= EM

h—0

B —
> h_mMz:d_f(m) > 0.
h h—0 h
Angenommen |{z : d4f(z) > d_f(x)}| > 0. Dann existieren a > b in Q mit r := |A| > 0, wobei
A=Az :dyf(x) >a>b>d_f(x)}. Sei € > 0 beliebig, dann existiert eine abzihlbare disjunkte
Vereinigung U offener Intervalle mit A C U und |U]| < |A] +¢.

Wegen d_ f(z) < b fir x € A ist

I)— in [
7= {I;Anafaé@, [cu, o< fmaxD) = fminl) <b}
1]
eine Vitali-Uberdeckung von A. Nach (5.1.15) existiert ein endliches Z, C Z paarweise disjunkter
Intervalle mit [A\ JZo| < e. Sei nun A" := AN 7, (1\0I), dann ist A\ A" € A\ U;cz, (1\0I) und
somit [A'[ = [A] = [A\ A'| > 7 — e und wegen [ C U for all I € T ist }_ ;. |I| <|U|.

Wegen dy f(y) > a fiir y € A’ ist

f(max J) — f(min J) S a}

{J:A'ﬂaJ;é@, ey JC, 7

eine Vitali-Uberdeckung von A’. Nach (5.1.15) existiert ein endliches J, C J paarweise disjunkter
Intervalle mit und |A"\ |J Jo| < €. Dann ist

3l :,u*<UJO) > |A’|—M*(A\UJ0) Sr—e—c=1—2.

JeJo
Somit ist
(r+e)b>|Ub> Z|I|b> Zf(max[) f(minT) Z Z f(max J) — f(min J)
I€T, IeT, IeTy IDJET,
= Z f(max J) — f(min J) Z |J|a > (r—2¢)a
JeTo JeJo
fiir alle € > 0 und wegen r # 0 ist b > a, ein Widerspruch. O

5.2 Unbestimmte Integrale

5.2.1 Definition. Unbestimmtes Integral.

Es sei f : I — R D-integrierbar und a € I Nach dem Lebesgue’schen Integrabilitatskriterium (5.1.4)
existiert dann fir jedes x € I auch F(z f f(t)dt. Diese Abbildung F' : I — R heifit (ein)
UNBESTIMMTES INTEGRAL von f.
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5.2.2 Hauptsatz der Differential und Integralrechnung.
Das unbestimmte Integral F' jeder D-integrierbaren Funktion f :[a,b] — R ist stetig.

Ist der Integrand f stetig bei x € [a,b], so ist F' differenzierbar bei x mit Ableitung F'(x) = f(z).
Umgekehrt sei F : [a,b] — R stetig differenzierbar mit Ableitung f := F’'. Dann ist f D-integrierbar
und [ f(x)de = F(b) — F(a) = F(z)|’__.

Jede Funktion F' die F' = f erfiillt heilt STAMMFUNKTION von f. Insbesonders ist f; fl@x)de =

F(m)|l;:a fiir jede Stammfunktion F von f und man schreibt auch [ f fiir die (Familie der) Stamm-
funktion(en) von f und [ f(¢)dt fiir ihre(n) Wert(e) an der Stelle ¢.
Beweis. Es ist F(z + h) — F(z) = fx+h f(t)dt, also |F(x + h) — F(z)| < |h| sup{|f(¢)| : t} nach

xT

(5.1.11) und somit F' (Lipschitz)-stetig, da f beschrinkt ist.

Ist f zusitzlich stetig bei x, so existiert zue > 0ein d > 0s.d. |f(t) — f(z)| < e fiir alle t mit [t—x| < ¢
und damit ist

F($+vg—F($) _f($>‘ _ ‘%/:—H) £(1) —f(x)dt)
<[t [0 - s <

fiir |v| < 4. Also ist F'(z) = lim,_,o w = f(x).
f (x0+h)

(F (xo+h) -F(x0)) /h

£ (x0)

F (xo+h) -F (X0)

Xn h xn+h | : : |
Ist f also stetig, so ist F': z +— fax f(y) dy eine Stammfunktion von f.

Sei nun F stetig differenzierbar mit Ableitung f := F”. Somit ist F' eine Stammfunktion von f und
nach dem 1. Teil ist das unbestimmte Integral Fy, : & — f; f(t) dt ebenfalls eine Stammfunktion, also
ist die Ableitung von F — F, gleich 0 und damit nach dem Spezialfall des Mittelwertsatzes (4.1.5)

F — F, konstant, also fab f(x)dr = F,(b) = F,(b) — F,(a) = F(b) — F(a). O

Bemerkung. Interpretation des Hauptsatzes.
Der Hauptsatz besagt also, dal Integrieren und Differenzieren im wesentlichen, d.h. bis auf Addition
einer Konstanten, invers zueinander sind.

Genauer: Es ist Differenzieren d : f — f’ auf der Menge der differenzierbaren Funktionen I — R nicht
injektiv, denn f] = f5 < f1 — fo ist konstant.

Jedoch ist Differenzieren d auf der Menge C*(I,R) der stetig differenzierbaren Funktionen F : [ — R
surjektiv als Abbildung in die Menge C(I,R) der stetigen Abbildungen f : I — R, denn zu jedem
f € C(I,R) definiert F': x — f; f eine Stammfunktion.

Somit definiert dieses unbestimmte Integral eine rechtsinverse Abbildung i : C(I,R) — C1(I,R) zum
Differenzieren d : C(I,R) — C(I,R), fiir die weiters gilt: (i o d)(F) — F ist eine konstante Abbildung.

Wenn wir d auf den Teilvektorraum Cl(I,R) := {F € C'(I,R) : F(a) = 0} einschrinkten, dann sind
Differenzieren
d:Cy(I,R) — C(I,R)
F—F
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und (unbestimmt) Integrieren

i C(I,R) — CI(I,

foH/f

Bemerkung. Allgemeinere Formulierungen des Hauptsatzes und unbestimmter Integrale.
Wir haben im Beweis von (5.2.2) wegen (5.1.4) gezeigt, dafl unbestimmte Integrale F' von D-integrier-
bare Funktion f fast iiberall differenzierbar sind, ndmlich zumindest dort wo f stetig ist, und an diesen
Stellen z die Ableitung f(z) ist.

Auch umgekehrt kénnen wir mehr ausssagen: Wenn eine Abbildung F': I — R differenzierbar ist, und
ihre Ableitung f = F’ D-integrierbar ist, so gilt f; f=F(@®) - F(a).
In der Tat sei Z eine Zerlegung mit Teilungsintervallen I; = [t;_1,t;]. Dann ist nach dem Mittelwertsatz

zueinander inverse Isomorphismen.

F(ti) = F(ti)

inf(F'(I,)) <
inf(F/(I) < = —,

< sup(F(1;))

und somit

N
U(f,2)=>_ inf(f(D)[T| <Y Ft;) = F(ti1) <> sup(f(1)) [I| = O(f, 2),

IeZ =1 Iez

=F(b)—F(a)

also |F(b) — F(a) — f; f] < e fiir alle € und somit fabf = F(b) — F(a).

Ausgehend vom bestimmten Integral ff f integrierbarer Funktionen, haben wir also unbestimmte
Integrale F, : = +— f; f betrachtet, und gezeigt, dafl diese fiir stetiges f eine Stammfunktion zu f
sind. Je zwei solche unbestimmte Integrale F,,, und F,, unterscheiden sich nur um die Konstante
f;ol f. Allgemein gilt nach (4.1.5), dal zwei beliebige Stammfunktionen Fy und Fj einer beliebigen
Funktion f sich nur um eine Konstante unterscheiden kénnen, denn (Fy — Fp)' = (F1) — (Fo)' =
f—f =0, also ist F; — Fy konstant. Wir schreiben auch in diesem allgemeinen Fall [ f fiir die
Familie der Stammfunktionen von f, und nennen auch dies UNBESTIMMTES INTEGRAL von f (obwohl
es nicht immer durch D-Integration erhalten werden kann: Z.B. ist F : z — v/z4sin(1 /x) zur einer
differenzierbaren Funktion R — R erweiterbar und die Ableitung f(z) := F'(z) = 4z sin(1/z)/3 —
cos(1/z)/¥/x? ist unbeschrinkt bei 0). Der Hauptsatz der Analysis besagt dann unter anderen, daB
das bestimmte Integral D-integrierbarer Funktionen f wie folgt berechnet werden kann:

/abf= (/1)

Beachte jedoch, dafl die klassische und weit verbreitete Schreibweise f f(x) dz fiir den Funktionswert
([ f)(z) — oder kurz [ f (z) — des/eines unbestimmten Integrals [ f an der Stelle 2 mit Vorsicht zu
genieflen ist, denn x kommt hier in zwei wesentlich verschiedenen Bedeutungen vor: Einerseits bezeich-
net es die (laufende) Integrationsvariable und andererseits die fixe Stelle, an welcher die resultierende
Stammfunktion schlufflendlich ausgewertet wird. Das entsprechende diskrete Pendant einer Summe
wire Y _ fz, was offensichtlicher Unsinn ist.

b
r=a

b oder klassisch /b flz)dz = (/ f(zx) d:zc)

Es entspricht die obige kiirzere aber ungebriuchlichere Schreibweise auch eher unserer Sprechweise,
denn verbal formuliert besagt obiges ja, dafl “das bestimmte Integral von a bis b einer Funktion f
berechnet werden kann, indem man das/ein unbestimmte Integral der Funktion an den Stellen b und
a auswertet und dann die Differenz nimmt” und dabei kommt die Variable = auch nicht vor.

Es wurde von Henstock und Kurzweil eine andere Integrationstheorie entwickelt mit der Eigenschaft,
daB jede iiberall differenzierbare Funktion F' : I — R eine KURZWEIL-INTEGRIERBARE Ableitung

besitzt und fiir das KURZWEIL-INTEGRAL fab F' = F(b) — F(a) gilt, siehe [23].
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5.2.3 Anwendungen des Hauptsatzes der Analysis.
Vermoge (5.2.2) kénnen wir Formeln der Form F’ = f die wir fiir das Differenzieren erhalten haben
fdquivalent als Formeln der Form [ f = F + C fiir (unbestimmte) Integrale interpretieren:

1. Insbesonders erhalten wir folgende Beispiele fiir Stammfunktionen bzw. unbestimmte Integrale:

zaJrl
/xadmz + C fiir alle Q 3 a # —1,
a+1
sin(x = —cos(z) + C,

cos(z) dr = sin(z) + C wegen (4.1.3.6),

Sn(2)? —cot(x) + C,

1

\/_

/ 2 dx = arctan(z) + C wegen (4.1.21.2).

dx = arcsin(z) + C wegen (4.1.21.1),

/

/

/COszx = tan(z) + C wegen (4.1.21.2),
/ 1

[ 7=

2. Da Integrieren (fast) die Inverse zum Differenzieren ist und letzteres linear ist, gilt gleiches auch
fiir das unbestimmte Integral von stetigen Funktionen f und g, denn mit F(x f f und
G(z) := [ g erhalten wir:

/:(er)\g):/;F’Jr)\G’:/;(F—H\G) (F+\G)(x /f+)\/a 7

Jtra=[rea o

Dies folgt natiirlich auch direkt aus der Linearitéit des bestimmten Integrals, die wir in (5.1.7)
bewiesen haben.

also

Allgemeiner kénnen wir diese Formel auch als Formel fiir Stammfunktionen von (nicht notwen-
digerweise D-integrierbarer) Funktionen interpretieren, denn dies ist (per Definition) dquivalent
zur Aussage ([ f+X [g) = f+ g, welche unmittelbar aus (4.1.19), d.h. aus der Linearitét des
Differenzierens folgt: ([ f+ X [g) = ([ ) +X([g9) =f+Ag.

3. Aus der Leibniz’schen Produktregel (4.1.15) (f-g)' = f' - g+ f - ¢’ folgt durch Integration (fiir
stetig differenzierbare f und g) die Formel fiir PARTIELLE INTEGRATION:

/fg’=fg—/f’g,

oder allgemeiner fiir differenzierbare f und g fiir welche f’ g eine Stammfunktion f 1 g besitzt,
denn dies ist dquivalent zur nach (4.1.15) giiltigen Aussage (fg— [f'g) = (fg) — f'g =

flg+fd—fg=1rg.

Z.B. erhalten wir durch partielle Integration
/33 cos(x) dx = z sin(z) — /1 sin(x) de = z sin(z) 4 cos(z) + C.

Es kann uns im allgemeinen natiirlich niemand garantieren, daf wir das zweite Integral [ f'g
eher bestimmen kénnen als [ f ¢’
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4. Aus der Kettenregel (4.1.14) (Fog) = (F' og) - ¢’ folgt durch Integrieren die SUBSTITUTIONS-
FORMEL FUR UNBESTIMMTE INTEGRALE:

[Py ®d=Fl®)+C oderac [ (ro9)g' = ([ f) s

Diese Formel gilt fiir differenzierbares F' (bzw. f fiir welche eine Stammfunktion existiert) und
differenzierbares g, denn dazu dquivalent ist die Kettenregel (4.1.14):

4 Plo(t) + 0 = F'la) -4'()

Z.B. erhalten wir durch Substitution:

/ 2 g /275 In'(¢? + 1) dt = /m’(g(t))g'(t) dt =In(g(t)) + C =In(1 +t*) + C.

2+1
/(fog)~g’= (/f)og

kann in beide Richtungen verwendet werden, also als

Die Substitutionsformel

[ o) g @ar= [ )ay

y=g(x)

oder — fiir invertierbares g — als

/ f(y) dy = / F(9(x)) ¢/ () da

=g~ "(y)

2z
1422

plizierte Ausdruck 1 + 2 im Nenner. Wenn wir diesen als Wert der Funktion g : z +— 1 + 22
auffassen, und dann den Zihler als ¢’(z) = 2z identifizieren, und schlielich noch f(y) := 1/y
setzen, so ist wegen der ersten Variante der Substitutionsformel

/ 2z dz:/f(g(x))g/(x)dz:/f(y)dy

1422
1
Yy

Um die zweite Variante der Subsitutionsformel anwenden zu kénnen setzen wir nun f(y) :=
und erhalten somit fiir jedes invertierbare g

/ & dy:/f(y)dyZ /f(g(x))g’(x)dx

1+y?

Probieren wir das am Beispiel [ dx. Bei diesem Integranden stért uns vor allem der kom-

y=g(z)

=In(1 +2?) + C.

y=1+x2

- (m(y) + C)

y=1+x2

2y
1+y2

=g~ (y)

Damit wir weiter rechnen kénnen sollte f(g(x)) = 2g(x)/(1 + g(x)?) einfacher werden, also vor
allem der Nenner 1 + g(z)?. Wir versuchen z.B. 1 + g(x)? = z zu erreichen, d.h. wir setzen

g(z) == V& — 1. Dann ist f(g(z)) = % = 2—Vi_1 und ¢'(z) = 2\/% und somit

/ oy dy = / Fly)dy = / flg(2)) g'(x) dz

2
I+y r=g ()
2vx —1 1 1
T 2\/ z—1 z=1+y2 €T

= (In(@) +©) L= C

r=1+
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In beiden Fillen haben wir eine neue Variable vermége g(z) := 1+ 22 = y (bzw. g~ (y) =
1+ y? = z) eingefithrt und die Substitutionsformel besagt dann, dafi wir ¢/(z)dz durch dy
ersetzen miissen (bzw. dy durch ¢'(z)dz). Die Schreibweise % = ¢ (z) (bzw. (g71)'(y) = Z—;)

kann hier als Memotechnik dienen. Bevor das so entstandene Integral berechnet werden kann,
muf} es einen aber gelingen die urspriingliche Variable vollig loszuwerden. Nach der Integration
mufl man dann noch unbedingt die entsprechende (Riick-)Substitution vornehmen.

Die Substitutionsformel ist also das Inverse zur Kettenregel und direkt aus dieser herleitbar.
Die Anwendung der Substitutionsformel ist auch sehr einfach durchzufiihren (abgesehen von
der geschickten Wahl der Substitutionsvariable). Etwas aufwendiger war es hier den Zusam-
menhang zwischen Substitutionsformel und Anwendungsverfahren herzustellen, also letzteres zu
begriinden.

5. Die SUBSTITUTIONSFORMEL FUR BESTIMMTE INTEGRALE:

g(b) b
/ f(x) dz = / Flat)) o' (t) dt
g(a) a

folgt aus dem vorigen Punkt, denn

b g(b)
[ @ eowg = row) - Fo@) = [ P,
a g(a
mit einer Stammfunktion F' von f.
Fiir das bestimmte Integral fil 142_22 dx erhalten wir somit
/1 2T gy = (/2—”3) 1 =1In(1+2)'__, =In(2) — In(2) = 0
a1+ T+a22/| _ | e=—1" -

was wir allerdings auch ohne jegliche Rechnung hétten sehen koénnen, denn id : = +— x ist
ungerade, also  — 1+ 22 gerade und somit f : z — % ungerade, also mit Substitution

y=9(r):=—x

g(a)

0 9(0)
[ gwdr= [ ro) (@ = [ i) g

/ e —/Oaf(w)dw

alsoffaf:f_oafﬂLfoaf:*fo f+f0 f=0

Eine weiteres Anwendungsbeispiel der Substitutionsformel ist:
/ \/1+m2dx—/ \/— dg—

6. Wie geben nun auch eine geometrische Interpretationen der Substitutionsformel fiir bestimmte

Integrale:
g(b) b b
= Jregwal = [Cremea

g(b)
/ x)dr = /f dx
g(a)

oder wenn wir & = g(a) und 8 = g(b ) setzen, also a = g~ 1(a) und b = g~1(3), dann ist

B g 1 (B)
/ f(z)de = / Fa(t) g/ (2) dt.
a )

Wenn insbesonders ¢ linear (oder affin) ist, und somit g’ konstant ist, also g(z) = kx + d und

g’ (x) = k gilt, dann ist
g(b)
/ f / Og - g —k’/ og

was man auch folgender Zeichnung entnimmt:

g3/2 5

55 -2V2
=2 3 '
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fog

Fiir allgemeines (nicht affines) g kompensiert der Faktor g’ (t) im rechtsstehenden Integral die
Verzerrung, welche durch den Ubergang von f zu f o g an der Flidche verursacht wurde.

7. Das UNBESTIMMTE INTEGRAL DER UMKEHRFUNKTION ist gegeben durch:

[rr=sraa-([1)er,

denn wegen der Substitutionsformel und partieller Integration ist

([r)er=[uron s [r=ias-[1y
= [r= ([ 1) esrort=aapert=([f)ert=s ([ f)or

7.B. ist

/arcsin(:c) dx = x - arcsin(z (/ Sin> (arcsin(z))

(z) -

= z - arcsin(z) + cos(arcsin(z)) + C

= - arcsin(z) & /1 — sin(arcsin(x))2 + C
(x)

=z -arcsin(z) + v1 — 22+ C,
]

denn cos(y) > 0 fiir y = arcsin(z) € [—

ol
voly

b

8. Das BESTIMMTE INTEGRAL DER UMKEHRFUNKTION ist gegeben durch:

f(b)
1 duy — -
/f(a)f () dy =bf(b) —afla /f

denn mittels Substitutionsformel und partieller Integration ist

7 -1 _ ’ -1 1 _ ’ / _ b o ’
/f NI / FU @) £(@) da = / r (@) de = [z S, / 1 f () de

= b 1) ~af(a /f
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Beachte, dafl wir uns zwar die korrekten Voraussetzungen fiir all diese Integrationsregeln iiberlegt
haben, dies aber nicht wirklich notwendig ist, da die Aussage [ f = F + C #quivalent zu F’ = f ist,
also durch Differenzieren iiberpriift werden kann.

5.2.4 Definition. Logarithmus.
Wir haben in (3.4.14) die (Ableitung der) Logarithmusfunktion In wie folgt erhalten:

a2 =a-a

~s a" fiir n € N mittels Rekursion

~  adf fiir k € Z mittels ¢t = @™ - ¢™ und somit ! = =
a
a? fiir ¢ € Q durch (¢™)™ = ™™ und somit o'/ = {/a
a” fiir € R durch stetige Erweiterung

$

$

1 = 1
* fir x € R durch e := i 1+ )" = —
~ ¥ fiir x urch e n—l>Too( —I—n) nzz:ln!

~» In(z) fiir z > 0 als Umkehrfunktion
1

~ In'(x) = = als Ableitung der Umkehrfunktion von exp mit exp’ = exp.
x

Man konnte diesen Zugang auch umdrehen, d.h. den NATURLICHEN LOGARITHMUS ohne Verwendung
der Exponentialfunktion definieren durch
x
1
In(z) := / — dy.
1 Y

Dann ist In : Rt — R eine Stammfunktion zu z — % also insbesonders streng monoton wachsend.
Weiters ist In(1) = fll % dy = 0 und

ab 1 a 1 ab 1 b 1
In(ab) = / —dzx = / p dx + / - dx =1In(a) + / w ady = In(a) + In(b).
1 1 a 1

T

Folglich ist In(a") = n In(a) fiir alle n € N und weiters In(a”) = # In(a) fiir # € Q. Denn sei z = £, dann
ist In(a) = In((a/9)?) = ¢ In(a'/9), also In(a'/?) = % In(a) und somit In(a®) = z In(a) fiir z > 0. Fiir
x < 0ist In(a®) = In(1/a™*) = —In(a™") = —(—=z) In(a) = z In(a). SchlieBlich ist lim,_, o In(z) =
400, denn [{" L dx > Y}, ¢ — co. Wegen In(1/z) = —In(z) ist lim,—o4 In(z) = —oo.
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Nach den Sétzen (3.4.3) und (7.5.4) iiber inverse Funktionen existiert somit die differenzierbare Um-
kehrfunktion exp : R — R (die EXPONENTIALFUNKTION) mit exp’(z) = m = exp(z) (vgl. mit

(4.1.21.3)) Weiters folgt aus den Aussagen fiir In, daf exp(z + y) = exp(z) - exp(y) und exp(0) = 1. Es

ist
1\" 1\" 1
<1+—) = exp (ln((l—l——) )) = exp (n In <1—|——>)
n n n
. \" . 1
e = lim (1+—) :exp(llmnln(1+—>>
n—oo n n—oo n

= exp (hlim ln(lh—i—h)) = exp(In’(1)) = exp(1),

—0+

und somit

d.h. exp(x) = €” fiir alle x € Q.

Sei nun ¢ € Rt. Dann setzen wir

a” :=exp(z In(a)) fir z € R

exp

—

Und fiir a # 1 heifit die Umkehrfunktion zu « — a* der Logarithmus log, zur Basis a. Diese Definition
von a” stimmt fiir x = % € Q mit der in der Analysis 1 gegebenen Definition a® := +v/aP iiberein, denn

(a®)9 = exp (x ln(a))q = exp (qx ln(a)) = exp (p ln(a)) = exp (ln(a))p =aP.
Beachte, daf y = a® = e*™(@) die Gleichungen x = log, (y) und xIn(a) = In(y) zur Folge hat, also ist

In(y) = In(a) log,(y),

d.h. Logarithmenfunktionen zu verschiedenen Basen sind zueinander proportional.

5.2.6 Definition. Hyperbolische Winkelfunktionen.
Es sei f : R — R eine Funktion. Dann ist g : z — W eine gerade und u : x —
ungerade Funktion mit f = g + u, die Zerlegung in geraden und ungeraden Teil.

f@)=f(=2)
—=——— eine

Wenden wir dies insbesonders auf die Funktione f := exp an, so erhalten wir den SINUSHYPERBOLICUS

sinh(z) ;= €= und den COSINUSHYPERBOLICUS cosh(z) := €+~ In Analogie zu den iiblichen

2 2
Winkelfunktionen definieren wir den TANGENSHYPERBOLICUS als tanh(z) := %((i))
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cosh
exp/2

Man kann leicht folgende Aussagen beweisen:

10.

11.

. . x —x T —x
sinh” = cosh und cosh’ = sinh, denn % € i;’ = 5.

2

oy —z 2 z | —2z
. cosh(x)? — sinh(z)? = 1, denn (e te ) _ e g

o -2 z, -2z
cosh(2z) — 1 = 2sinh(x)?, denn 2 (e — ) — 2 te o2

sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(x), denn 2 (ew_;ﬂ) (ez"'eﬂ) = e

. cosh(z) > 1, denn cosh(z) — 1 = 2sinh(%)? > 0.

cosh : R — [1,+00) ist surjektiv und cosh : [0, +00) — [1,+00) ist bijektiv, denn cosh(0) = 1
und lim,_ 4, cosh(z) = +o00 und cosh’(z) = sinh(z) > 0 fiir x > 0.

sinh : R — R ist bijektiv, denn lim, 4, sinh(z) = +o00 und sinh’(z) = cosh(z) > 1 > 0.

sinh ™ (y) = In(y + /%2 + 1), denn aus y = ez’;ﬂ folgt (e®)? — 2ye®™ — 1 = 0 und somit

O<e®=y+Vy2+1.

cosh™(y) = In(y + /y2 — 1), denn aus y = % folgt (e*)? — 2ye® + 1 = 0 und somit

0<e®=y++y?—1.

[Vt —1dt = %(t\/ t2—1-— coshfl(t))7 denn Substitution ¢ = cosh(x) liefert

Mdt: sinh(zx) sinh(x) dx = %dm
/ [ sini(a) sinb(o)do = [

2
sinh(2z) «  sinh(z)cosh(z) —z 1 3 1
= — - = = — —-1- sh .
4 2 2 2 ( ! cos (t))

t — (cosh(t),sinh(t)) ist eine bijektive Parametrisierung des rechten Astes der gleichseitigen Hy-
perbel {(z,y) € R? : 22 — y? = 1}, wegen (2), (6) und (7). Dies erklirt die Namensgebung,
denn t — (cos(t),sin(t)) ist analog eine Parametrisierung des Einheitskreises, wobei der Para-
meter ¢ den Winkel (d.h. die Linge des Bogens) oder auch die doppelte Fliche des zugehérigen
Kreissektors mift, siehe (13).
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12.

13.

Unbestimmte Integrale 5.2

Die Fliche des Hyperbelsektors mit Spitze im Punkt (z,y) ist COSh;(I) = Si“h;(y). Folglich
heiBen die Umkehrfunktionen auch AREASINUSHYPERBOLICUS Arsinh = sinh ™!, AREACOSINUS-
HYPERBOLICUS Arcosh = cosh™' und AREATANGENSHYPERBOLICUS Artanh = tanh~'. Offen-
sichtlich ist diese Flédche gegeben durch

@ VaZ =1 [° 1
%—/ y(t)dtz%—/ VE —1dt = 5 cosh™ (a).
1 1

Wir kénnen auch die analoge Flichenberechnung fiir die Winkelfunktionen anstelle der Hyper-
belfunktionen durchfiihren. Der Kreis {(z,y) : 2 + y*> = 1} wird ja durch ¢t — (cos(t),sin(t))
parametrisiert. Die Flidche eines Kreisektors von (1,0) bis (z,y) = (cos(t),sin(t)) ist somit (via
Substitution s = cos(r)) durch

kA /1 y(s)ds = cos(t) sin(t) /1 V1—s2ds

2 os(t)

. 0
= [ VTP (sin) dr

4 1 —cos(2r)
sin(2t) rosin(2r)\ |
= + J—
4 2 4 r—0
_ sin(2t) n t osin(2t) _t
4 2 4

gegeben, d.h. arcsin(y) = t mifit die doppelte Fléche des zugehérigen Kreissektors. Nach (2.1.2) ist
die gleichzeitig die Linge des zugehorigen Bogens also der Name ARCUSSINUS voll gerechtfertigt,
wohingegen das bei Mathematica gebrduchliche ARCUSSINUSHYPERBOLICUS ein Unsinn ist.

5.2.7 Bemerkung. Integration rationaler Funktionen.
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Folgende rationale Ausdriicke kénnen wir integrieren:

i Rl )
/x dmszrl—&—Cfurk;é—l
/3371 dx =1In(x) + C

/ 1 dx = arctan(z) + C

14 2?2
x 1 9 - T s

Weiters ist

e e ).
[t [5G e =s( s [ )

1 z—1
:§(ln(m—1)—|—C1—ln(x—|—1)—Cg>:ln( x+1>—|—0

und somit

Diese Methode wollen wir nun auf allgemeine rationale Funktionen iibertragen, d.h. auf Quotienten
P/Q von Polynomen P und Q. Wir kénnen natiirlich zuerst Division mit Rest durchfithren und damit
ein Polynom abspalten, um eine rationale Funktion mit deg(P) < deg(Q) zu erhalten.

Sei nun xq eine Nullstelle von Q. Dann kénnen wir @ durch (z — z) so oft wie moglich dividieren und
erhalten Q(z) = (x — x0)9Q1(x) fiir eine natiirliche Zahl g > 1 und ein Polynom @1 mit Q1 (zo) # 0.
Obiges Beispiel legt nun den Schlufl nahe, dal wir von P/Q ein konstantes Vielfaches von 1/(z —
xo)9 abziehen kénnen, um dadurch eine einfachere rationale Funktion (die zo nicht mehr als g-fache

Nullstelle besitzt) zu erhalten. Wegen lim, ., (z — z0)? PEB = limy 4, 51((2)) Ql((i 0)), miifte dieser

konstante Faktor durch P(xg)/Q1(xo) gegeben sein. Folglich betrachten wir die Differenz
P(z)  Plzo) _ P@)Qi(xo) = P(xo)Qi(z) _ R(x)

Qi(@)  Qilzo) Q1(x)Q1 (o) - Qi)
mit R(z) := Z@QE0)-Pro@i®) - ofengichtlich ist R(zo) = 0 und somit das Polynom R durch
Q1 (zo)

(x — x0) teilbar, d.h. R(z) = (x — zo) - Ri(x) fiir ein Polynom R;. Damit ist

P(x) P(z) _ P(xo) 1 n Ry(z)

Q)  (z—m0)9Qu(x)  Qilxo) (z—x0)9 (z—20)97" Qu(z)’
mit grad(Ry) < grad(Q1) + g — 1 wegen lim, Qgg =0 = lim;_ ﬁ Induktion nach der
Anzahl der Nullstellen (also dem Grad von Q) liefert somit:

5.2.8 Proposition. Partialbruchzerlegung im Komplexen.

Es seien P und @ Polynome mit komplexen Koeffizienten und mit grad(P) < grad(Q). Weiters seien

T1,...,T, die verschiedenen Nullstellen von Q und g1, ..., gy, thre Vielfachheit. Dann ist
n gj
S POF ey
(2) ot (x — ;)9
mit gewissen eindeutig bestimmten Koeffizienten p; 4 € C. U

Wir koénnen nun die Partialbruchzerlegung verwenden, um rationale Funktionen zu integrieren.
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5.2.9 Beispiel des Integrals einer rationalen Funktion.

1-2z+4s°—g" gegeben. Division mit Rest liefert:

Es sei die rationale Funktion f : x — oS B

1— 2z + 422 — z* 91 22 +1
=—z— e
r — 222 + 23 3 — 222+ 2

Die Nullstellen des Nenners sind 0 und 1 mit Vielfachheiten 1 und 2 also ist der Nenner z° — 222 +z =
x(x — 1)2. Es muB somit nach (5.2.8) eine Darstellung der Form

w3 —2224+x  (x—0)  (x—1)'  (x—1)2

22+ 1 D11 P21 P22

existieren. Ausmultiplizieren der Nenner liefert:
2+ 1l=pi1(r—1)*+poia(r—1)+prox Vo,

also
(p11+peg — 1) 2 + (—2p11 —p21+p22)c+ (p11—1) =0 V.

Es miissen somit alle Koeffizienten dieses Polynoms 0 sein, d.h.

p11tp21 =1
P22 —2p1,1 —p2,1 =0
pi1=1

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ist
pia=1 p21=0und prs =2

d.h.
2+ 1 1 0 2 1 2

m3—2x2+x7(w—0)1+(m—1)1+(x—1)27x+(x—1)2'

2 )%
Eine andere Moglichkeit die Koeffizienten zu bestimmen, ist zuerst die p; 4, = limg_.,, %

zu bestimmen, also

i 2Ly
= 11im -——— =
P11 x—0 (;L' — 1)2
2
1
]92,2:11mx + =2
r—1 x
und dann mit dem Rest (der hier 0 ist) induktiv fortfahren
%41 1 2 2+ 1-(x-1%-2z 0
w3222 +x (-0 (z-1)2 =222 +x -1
Somit ist
/1—2x+4x2—x4d /d /2d +/1d+/ 2
r=— [ xdx — x —dz —dr
x — 22+ 23 x (x —1)2
2
2

5.2.10 Proposition. Partialbruchzerlegung im Reellen.
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Es seien P und Q Polynome mit reellen Koeffizienten und mit grad(P) < grad(Q). Weiters seien
T1,...,T) die verschiedenen reellen Nullstellen von @ und g1,..., gy thre Vielfachheit. Seien schlief3-
lich a1 £ibq,...,a; £1b; die echt komplexen verschiedenen Nullstellen von @ und hi,...,h; ihre
Vielfachheit. Dann ist

P(z) ~  Dig J T, + Sig%
e R0 Mrarnr D I M v rrera R T

mit gewissen eindeutig bestimmten reellen Koeffizienten py 4, 71,4 und s; 4.

Beweis. Fiir jede komplexe Nullstelle z = a+ib von @ ist auch die konjugierte Zahl z = a—i b Nullstelle
und zwar mit der gleichen Vielfachheit g, denn aus 0 = Q(z) = ), ¢;2’ folgt durch Konjugieren

0=Q() =%, 47 = Q2
Somit ist Q(z) = ((z — 2)(z — Z))? Q2(z) und wegen (5.2.8)
P(x)  « Ié] R(x)
Q@) -2 T w-2 | -2 - 9 Q)

wobei

_imﬁzim&: im¢ =
K e oo R L e o N o (1 )o ) '
Somit ist

a B _al@-2z¢+alx—z)

(=29 (2-2)7  (@-2)(z-7)

1o (i)xk%ﬁe(a(fz)gfk)
(z2 — 2z Re(2) + |2]2)9

Sukzessive Division mit Rest durch 2% — 22 Re(2) + |z|? liefert fiir den Zihler einen Ausdruck der Form

g
Z i+ 85 ) (2% — 2z Re(z) + |2|*)9 77

Jj=1

und fiir den Bruch somit eine Summe der Form

Z o e
le 2 — 2z Re(z) + |2]2)7
Induktion liefert nun das gewiinschte Ergebnis. O

r—

7 wie folgt mittels Substitutionen *3* =y und

Beachte, dafl eine Stammfunktion von (I2_2a;i?fz )

y? + 1 = z bestimmt werden kann:

/ r4+sx J _/r—i—sa—i—sbybd
(@2 =20z + (2 +02)2 " T | B2 + 1)
_r+sa 1 ] 2y
= prd—1 /(y2+1)d dy+2b2d72/(y2+1)d dy

T+ sa 1 s —d
= prd—1 /(y2 1) dy + 5337 /Z dz
und weiters fiir d > 0 mittels partieller Integration

1 1 2y 1 yP+1-1
1 g a2 gy Loy [y 1T
/ 0l Y Y I [ v v W=yt tf TR
1 1 1
:y(y2+1)d+2d/(y2+1)ddy_2d/(y2+1)d+1 4
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und somit erhalten wir nach Ersetzen von d durch d — 1 die Rekursion

1 B Yy _ 1
-1 | Gyt = G 29 [ G

5.3 Uneigentliche Integrale

5.3.1 Definition. Uneigentliche Integrale.

Wir wollen nun auch Integrale [ ; J behandeln, bei denen entweder der Integrand f oder der Integra-
tionsbereich I unbeschréinkt ist. In diesem Fall spricht man von UNEIGENTLICHEN INTEGRALEN und
definiert z.B. falls f bei b unbeschrinkt aber auf jedem Teilintervall [a, 8] von I := [a,b] mit a < 8 < b

D-integrierbar ist:
/ f= hm f

Ist andererseits I unbeschrinkt also z.B. b = +00 dann setzen wir

+oo
f=1
/a B—1>I—01—100/ f

5.3.2 Beispiele uneigentlicher Integrale.

1. Es existiert das uneigentliche Integral fol % dz nicht (eigentlich), da
'
lim —dz = lim In(1) — In(t) = 4o0.
t—0+ ), = t—0+
2. Ebenso existiert f1+oo 1 dz nicht (eigentlich), da
t

1
lim —dz = lim In(t) —In(1) = +oc0.
t—+4o0 1 T t——oo

1/x

‘ 1

3. Hingegen existiert fol L dx falls 0 < o < 1, denn

1
1 1 1 1
lim — dzr = lim - ti=e = .
t—0+ J, ¢ t—=0+1—-a 11—« l-a
4. Ebenso existiert froo L dz falls 1 < o, denn
t
1 1 1
lim — dx = lim =
t—too J; @ t—too (I—a)te=l  1—-a a-1
1/ (a-1) 1
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5. Es ist

lim x = lim arcsin(t) = arcsin(1) =

| |
——dz = —d
o V1-— 2 t—=1- Jo V1 — 2 t—1—

bl 3

/ R / R S / R
——dx = ———dx ———dx
1 V1 =22 1 V1 — 22 0o V1—a2
0 1
1 1
- [ [ S
/1 \/1—(—3/)2( : 0o VI—a?
! 1 T
/0 — x 5 =T
Allgemein ist (mittels Substitution z = —y)
0 0 b
| t@aa= [ s = [ r-na
—b b 0
Fiir gerades f ist somit

AZf(x)dm:Abf(x)dx, also /_bbf(a:)dac:/Obf(m)dac—i—/obf(a:)dm:Z/Obf(m)dac

und fiir ungerades
0 b b b b
der =— dz, al de = — d dr = 0.
/_bf(x) ﬂc /Of(x) x, also /_bf(ac) x /Of(x) :E—i—/o f(z)dx=0

Obiges Integral kann durch die Substitutionen z = 1/y, y = cosh(t) und s = e’ wie folgt
umgeformt werden:

/1 L /1 1 ( L ) /°° L,
L= -5 ay)= Y
0 V1-—a? oo VI=(1/y? " ¥ oy -1
e 1 > 1
= ——————— sinh(¢) dt = ——dt
/0 cosh(t) sinh(t) stnh(t) /0 cosh(t)

> 2 <2 1 < 1
By A R T R
o et+e 1 s+1/ss 1 142

Beachte, dafl Integranden mit v/22 + 1 wegen cosh(y)? — sinh(y)? = 1 eine Substitution der
Form = = cosh(y) bzw. = sinh(y) nahelegen. Wohingegen Integranden mit v/1 — 22 wegen
cos(y)? +sin(y)? = 1 eine Substitution der Form = = cos(y) (oder auch = = sin(y)) nahelegen.
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Wir kénnen somit floo \/%1 dy mittels partieller Integration weiter umformen, indem wir i =
AVATES

L_ — Arcosh’(y) beachten:

!/
In'(y) oder =

/ Ly In(y) [ _—yln(y) dy
Wi -1 VP -1 ) (P
/y 1 dy — Arcosh(y) / — Arcosh(y) dy.

Y2 — 1 Yy y?

6. Es ist

400 d s 1
/ 4 dr= lim lim ——dx
oo 1422 s—foot——oo [, 1+ a2

= lim lim arctan(s)— arctan(t)
s—+oot——0o0
T -

=———=m.

2 2

7 1/ (1+x%)

7. Was stimmt nicht mit folgender Rechnung?

1
1 1 —441

/ %dx:/ m_%dx:%
—1 Vat -1 —g‘l-l

r=—

_3|t

\3/5

Irgendetwas muf} faul sein, denn der Integrand ist positiv und die untere Grenze ist die kleinere,
also sollte das Integral positiv sein.

=-3—-3=—6.

r=—1

Der Fehler ist, dal wir beim 2-ten Gleichheitszeichen den Hauptsatz der Analysis angewandt
haben, die Funktion z +— 1/¢z aber im Punkt 0 nicht definiert ist, und somit nicht auf ganz
[—1,1] eine Stammfunktion darstellt. Es besteht auch keine Moglichkeit diese Funktion zu einer
stetigen oder differenzierbaren Funktion auf ganz [—1,1] zu erweitern.

Dieses bestimmte Integral ist ein uneigentliches Integral, denn = +— 3/71;4 ist unbeschrénkt bei 0,
also ist

1 S| |
—dz:z/ —dz+/ ——dx
/4 V4 1 Va4 0o Va4

b 1
. 1 . 1
:bl—l»%l—/_13—l¢ldx+al—l>l(r)l+/a \g/?dac:—l—oo—i—oo:—i—oo.

5.3.3b Proposition. Vergleichstest fiir uneigentliche Integrale.
Es seien f,g : [a,b] — R Funktionen mit 0 < f < g welche auf [a, 3] D-integrierbar sind fir alle

a < 8 <b. Falls das uneigentliche D-Integral f;g existiert, so auch das uneigentliche D-Integral fab f
und es gilt f:f < f:g.

Vergleiche dies mit (2.3.9) und (2.5.9) sowie Aufgabe (3.18).

Beweis. Es sei F(f) := ff fund G(B) = ffg Wegen g > f > 0 sind F' und G monoton wachsend
nach (5.1.10) und F' < G. Also ist F(8) < G(0) < limg_,— G(B) = f;g < oo und somit existiert

[P f=limg_p F(B) < [Vg. 0

5.3.3a Allgemeine Konvergenz via Cauchy-Bedingung Die Cauchy-Bedingung fiir Folgen kénnen
wir auch auf allgemeinere Limiten und insbesonders auf uneigentliche Integrale {ibertragen:
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Proposition.
Es seien X und Y metrische Riume, Y sei vollstindig, vooc € X sei nicht isoliert in X und f :

X\ {2z} — Y eine Funktion.
Dann existiert lim,_.,__ f(z) genau dann, wenn die Cauchy-Bedingung

d(f(z), f(') = 0 fiir z,2" — zo

erfullt ist, d.h.

Ve>0 30>0 Vz,2' € X\ 200 1 d(2,700) < 6,d(2',200) < = d(f(x), f(z')) <e.

Vergleiche dies mit (2.4.6) und (2.5.6).

Beweis. (=) 1. Moglichkeit dies zu sehen: Durch f(zs) := lim,_,,_ f(z) wird f zu einer in z.
stetigen Funktion erweitert. Somit ist f X f : X x X — Y x Y definiert durch (f x f)(z1,z2) =
(f(z1), f(22)) stetig und damit ist auch die Zusammensetzung d o (f x f) : (z,2") — d(f(z), f(z))
stetig, also ist

lim —d(f(z), f(2')) = lim  (do (f x f))(z,2)

T,2 =T oo (z,2") = (Too,Too)
= (d o (f X f))(@oo, Too) = d(f(20), f(2e0)) = 0.
2. Moglichkeit: Es sei n := lim,_,«__ f(z), dann gilt: d(f(x), f(z’)) < d(f(x),n) +d(n, f(z')) — O fur

z,1 — T

(«=) Fiir jede Folge (z,,)n in X \ {2z} ist also f(z,,) eine Cauchy-Folge in Y und konvergiert somit. Wir
zeigen nun, daf dieser Grenzwert lim,,_. f (2, ) nicht von der gewéhlten Folge abhiingt. Sei dazu (z),)y,
eine weitere gegen ., konvergente Folge. Dann konvergiert auch die Folge (z!),, = (zo, 2, z1, 21, ..)
gegen T, also existiert 7 := lim,, o f(z!/). Somit konvergieren aber auch die Teilfolgen (f(z,)), und
(f(x]))n beide gegen n, haben also den gleichen Gernzwert. Mit (3.1.3) folgt nun, daf$§ lim,_,,__ f(x)
existiert und dieser Grenzwert ist. |

5.3.3 Folgerung. Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Integrale.
Es existiere ff f fiir alle a < B < b. Dann existiert das uneigentliche Integral ff f genau dann wenn

fﬁf f — 0 fiir 81,32 — b.

Beweis. Die Cauchy-Bedingung fiir das uneigentliche Integral f; f=limg_y_ ff f ist:

also folgt das Resultat aus (5.3.3a). O

5.3.4 Proposition. Integraltest fiir Reihenkonvergenz.
Es sei f :[0,400) — [0, +00) uneigentlich D-integrierbar und |ay| < f(x) firn < x < n+ 1. Dann
konvergiert ), aj absolut.

Beweis. Es ist > _ |ax| < OTLH [< f0+oo [ < +oo. O

Beispiel.
Wir haben in (5.3.2) gesehen, dafi das uneigentliche Integral floo x% dz fir a > 1 existiert. Also ist
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Dok 1%& fiir diese a konvergent. Vergleich dies mit dem Beweis aus (2.5.14.1) unter Verwendung des
Cauchy’sche Verdichtungssatzes (2.5.13).

5.3.5 Definition. Euler’sche Gammafunktion.
Unter der EULER’'SCHE GAMMAFUNKTION versteht man die Funktion I welche fiir > 0 definiert ist
durch

—+oo
I'(x) ::/ et tr Tl dt.
0

Da die obere Grenze +oo ist, liegt hier ein uneigentliches Integral vor. Fiir 0 < z < 1ist lim; gy e~ /#*7! =

400, also ist der Integrand bei 0 unbeschréinkt und das Integral auch aus diesem Grund ein uneigent-
liches.

Versuchen wir die Existenz von fol el dt = lim, o4 fal e~ '*=1dt (fir 0 < 2 < 1) nachzuweisen.
Esist 0 <e t.t*=1 <¢*~! fiir 0 < ¢t < 1, also nach (5.3.3b)

a—0+ T x

! 1 =) 1
/ e_tt’”_ldtg/ t*~ldt = lim — == < 0.
0 0

t=a

z—1

Nun zur Existenz von [~ e~ **~!dt. Um limy_o L7 (fiir # — 1 > 0) zu bestimmen betrachten wir
die 1/(z — 1)-Potenz und wenden darauf L’Hospital an:

i t oy 2@
b o) i g/ RE-1)

0.

Da t — e %/2t*~1 gstetig ist folgt nun die Existenz einer Schranke C' > 0 mit e~*/2t*~1 < ( fiir alle
t > 1 und somit nach (5.3.3c)

+oo +oo +00
/ e e dt :/ e 2 et/ 21 gy < C/ e t2 dqt
1 1 v 1
<c

1
= lim C(—2e¥?)|’_, =2C —= < .
e

b—4o0 \/>

Zusammengefafit existiert also

1 oS]
I'(z) = / ettt dt + / ettt at
0 1
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5.3.6 Lemma. Gammafunktion als Fortsetzung von Faktorielle.
Es gilt folgende Rekursionsformel fiir die Euler’sche Gamma-Funktion:

Nz +1)=aT(z).

Insbesonders ist T'(n + 1) := n! fir n € N, d.h. I definiert eine Erweiterung der Faktorielle-Funktion
von N auf {t e R:t > —1}.

oo

Beweis. Es ist ['(1) = [, e "7 dt = limg_ ;o fe*t|tﬁ:0 = 1. Die Rekursionsvorschrift folgt aus:
Mx+1)= / ettt dt
0
b
= lim / e T dt
a—0+,b—oco J,

b b
- / (—e Haxto! dt)
t=a a

“+o0
:0+/ ettt tdt =2T(x). O
0

= lim (—e_t t*

a—04,b—o00

5.3.7 Bemerkung. I'(1/2).
Man kann zeigen, dafl I'(z) - T'(1 — ) = —~— fiir 0 < x ¢ N (siche [13, S.198]). Insbesonders ist

sin(mz)
r(1/2)? = sy =™ also I(1/2) = /.
Eine direktere Methode I'(1/2) zu berechnen besteht darin Substitution anzuwenden:
00 o] 21 +oo 5
I'(1/2) =/ ettt z/ e’ ;28(18 z/ e % ds.
0 0 —o0

Wir werden in der Analysis 3 zeigen, dafl das letzte Integral /7 ist.

5.3.8 Bemerkung. Integration von Kurven im Mehrdimensionalen.
Der Hauptsatz (5.2.2) 148t sich wie folgt auf’s mehrdimensionale iibertragen. Wenn f = (f1,..., fm) :
R 2 I — F := R™ ist, dann kénnen wir unter dem Integral [, f in Analogie zu (2.3.4) und (4.1.18)

den Vektor
/If:: (/Ifl,...,/lfm)eF

verstehen. Fiir stetig differenzierbares f : I = [a,b] — F gilt somit f(b) — f(a) = ff f/(t)dt in F. Wir
werden dies im Abschnitt (5.5) nochmals ausfiihrlicher angehen.
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5.4 Banach-Riaume

Wir wollen uns nun von der 1-Dimensionalitét unserer bisherigen Betrachtungen entgiiltig befreien und
in hohere Dimensionen aufsteigen, d.h. Analysis fiir Kurven f : R — R™, fiir Funktionen f: R"™ — R
oder gleich fiir Abbildungen f : R™ — R™ treiben.

5.5.1 Vektorrdume von Funktionen.

Wir haben bereits an einigen Stellen gesehen, dafl fiir das Verstindnis von niedrig dimensionalen
Problemen — ja sogar von 1-dimensionalen Problemen — als Zwischenschritt (unendlich dimensionale)
Réume von Funktionen hilfreich sein kénnen:

1. In (2.1.2) haben wir einen Kreis(bogen) durch Polygonziige approximiert. Um das exakt zu
machen (vor allem was die Lénge betrifft) brauchen wir einen Raum von Kurven.

2. Fiir die Stetigkeit von f : R? — R bei 0 benstigen wir die Konvergenz von f(rz) — f(0) fiir
r — 04 gleichméBig bzgl. |z| = 1, also von der Familie von Funktionen f,. : y — f(ry) gegen die
konstante Funktion y +— f(0), siehe (3.2.8).

3. Beim Vertauschen von Limiten bendtigten wir in (3.2.16) die GleichméBigkeit eines der Limiten,
d.h. die Konvergenz im Raum B(Y,R) aus (4.2.8).

4. Die Tangente einer Kurve ist der (gleichmiilige) Grenzwert der Folge der gezoomten Kurven,
sieche (4.1.2).

5. Konvergente Potenzreihen sind (gleichmifBige) Grenzwerte der Folge der durch die Partialsum-
men gegebenen Polynome, und als solche stetig, gliedweise differenzierbar und integrierbar, siehe
(4.2.5), (4.2.14) und (4.2.16).

6. Die Stetigkeit des Integrals aus (5.1.12) ist eine Aussage iiber [ : R([a,b],R) — R bzgl. der
gleichmifligen Konvergenz am Raum R(I,R) aus (5.1.7) aller reell-wertiger D-integrierbarer
Funktionen am kompakten Intervall I.

Es sind uns fir K € {R,C} bereits folgende Rdume von Funktionen (kurz: FUNKTIONENRAUME)
untergekommen:

1. Unser Hauptbeispiel ist der Raum K™ aller endlichen Folgen (zy, ..., 2,—1) mit n Komponenten
Zo,...,Tn—1 € K, also aller Funktionen z : {0,...,n — 1} - K.

2. Der Raum B(X,K) := {f : X — K: f(X) C K ist beschréinkt} aller beschréinkten Funktionen
X — K auf einer Menge X.

3. Oder allgemeiner der Raum B(X,K") := {f : X — K" : f(X) C K" ist beschrénkt} aller
beschriankten Abbildungen X — K" auf einer Menge X.

4. Speziell der Raum ¢*° := B(N, K) aller beschrinkten Folgen in K.
5. Der Raum C(X,K) der stetigen Funktionen X — K auf einem metrischen Raum X.

6. Oder allgemeiner der Raum C(X,K"™) der stetigen Abbildungen X — K" auf einem metrischen
Raum X.

7. Der Raum R([a,b],R) der D-integrierbaren Funktionen auf [a, b].
8. Speziell der Raum ¢ := {z € KY: 3 lim,, ., x,,} aller konvergenten Folgen in K, siehe (2.3.6).

9. Der Raum ¢! := {z € KN : ||z||; :== Y07, |#,| < oo} aller ABSOLUT SUMMIERBAREN FOLGEN
(bzw. absolut konvergenten Reihen).

10. Der Raum ¢? := {z € K" : (||z]|2)? := Yoo, |2n|*> < oo} aller QUADRATISCH SUMMIERBAREN
FOLGEN(bzw. QUADRATISCH KONVERGENTEN REIHEN).
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All diese Raume sind Vektorrdume iiber K.

Um Analysis zu treiben benétigen wir ungleich der linearen Algebra eine Distanzfunktion auf den zu
untersuchenden (Funktionen-)Rdumen F, damit wir von konvergenten Folgen (siehe (2.3.2)), deren
Limiten und von stetigen Abbildungen (siehe (3.1.2)) sprechen konnen. Fiir Reihen in E bendtigten
wir zusétzlich eine Addition in £ und eine Vertraglichkeit der Metrik mit der Addition. Und fiir das
Differenzieren (siehe (4.1.1)) und Integrieren (siche (5.1.1)) von Abbildungen f : R — E bendtigen wir
weiters eine Skalarmultiplikation um Ausdriicke der Form

1oy — g 4 @) = £(0)
f(O)—hmf

t—0

und U(f,Z) = Zsup(f(f)) ar

Iez

betrachten zu konnen.

Die Metrik sollte natiirlich auch vertrédglich mit diesen Operationen sein. Was kénnten wir dabei
verniinftigerweise als Vertréaglichkeitsbedigungen an die Metrik d : E x E — R eines Vektorraums
verlangen? Nun sie sollte wohl Translations-invariant sein, d.h.

dx +z,y+2) =d(x,y) fur alle z,y,z € E

erfiillen. Wenn wir speziell z := —y setzen, so wére d(z,y) = d(z — y,0) =: ||z — y/||, also die Funktion
d: X x X — R (mit zwei Variablen) durch die Funktion ||| : X — R (mit einer Variable) beschreibbar.
Positivitidt der Metrik iibersetzt sich (via z := x —y) in ||z]] = 0 & z = 0 und die Dreiecksungleichung
wird (via a :== z —y und b = y — 2) zu |la + b|| < |la|]| + ||b]|. Die Symmetrie wird zu ||z|| = || —
z||. Allgemeiner sollte die Vertréglichkeit mit der Skalarmultiplikation wohl durch |[Az| = |A| - ||z]|
beschrieben werden. Wir geben also folgende

5.5.2 Definition. Norm und normierter Raum.
Eine Funktion ||-|| : £ — R auf einem Vektorraum E iiber den Korper K € {R, C} heifit Norm, wenn
die folgenden 3 Bedingungen erfiillt sind:

Definitheit: ||f|| =0 < f=0.
Positive Homogenitét: |\ f|| = |A| - || f]| fiir alle A € K.

Dreiecksungleichung: || f + g|| <[/ f|| + ||g]|-

Vektorrdume E die mit einer Norm versehen wurden heiflen NORMIERTE RAUME. Aus der Norm
||| erhalten wir offensichtlich eine (translationsinvariante) Metrik d : E x E — R welche durch
d(z,y) := ||l — y|| gegeben ist.

Es wére natiirlich naheliegend in Analogie zum Betrag |z| fiir € R, fir z € C und fiir x € R™ aus
(2.2.2) auch |f| fur Vektoren f € E also insbesonders fiir Funktionen f aus einem Funktionenraum
E zu schreiben. Da iiblicherweise aber |f| die Funktion x — |f(x)| (also die Zusammensetzung von
Betragsfunktion und f) und nicht eine Zahl bezeichnet hat sich zur Unterscheidung die Bezeichnungs-
weise || f|| mit Doppelstrichen fiir Normen von f durchgesetzt. Diese sollte natiirlich nicht als | (|f])]
gelesen werden.

Fiir endliches X haben wir in Aufgabe (2.4) (siehe auch (2.2.2)) gezeigt, dafl x — ||z||; eine Norm ist
und in (2.2.4), daB8 & — ||z||2 eine ist. Fiir X = N also den Raum ¢! folgt dies nun, denn

n n
Iz +yll: = n1LH;OkZ_() |k + yi| = Sup{kz_;)u‘k + Ykl :n}

n n
<sup{ > Janl + 3 Il s n < lally + gl
k=0 k=0
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und ebenso fiir 2

n n n 2
lewykIQS( D lawl?+ Zw) < (Jl2ll2 + lyll2)?
k=0 k=0 k=0

n
= o+ ol =sup{ D foe+ el n € N} < (s + lyll)?.
k=0

In (2.2.2) haben wir gezeigt, daB ||-||s eine Norm ist, und zwar auf B(X,R).

5.5.3 Definition. Banach-Raum.
Fiir metrische Rdume war uns die Vollstéandigkeit sehr wichtig, d.h. die Giiltigkeit des Cauchy-Kriter-
iums (2.4.6) fiir Konvergenz, siehe auch (1.6.5), (2.3.9), (3.4.1), (3.4.17) und (4.2.9).

Ein normierter Raum, fiir welchen die durch die Norm in (5.5.2) definierte Metrik d : (f,g) — ||f —
g|| vollsténdig ist, heift BANACH-RAUM und wir wollen nun Analysis in Banach-Réumen treiben.
Dies inkludiert insbesonders den R”, an welchen wir primér interessiert sind, ist aber auch wie oben
angefiihrt fiir Funktionenrdume von grofien Interesse.

Jene LeserInnen/HohrerInnen denen dieser Schritt vom 1-dimensionalen auf das unendlich-dimension-
ale (fiir den Moment) zu groff ist und Banach-Riume zu abstrakt scheinen, die mégen in all den
folgenden Resultaten die allgemeinen Banach-Riume F, F', etc. durch endlich dimensionale, also (nach
Wahl einer Basis) durch R™ (fiir n € N), ersetzen. In der Tat sieht man die meisten Konzepte bereits
am R? und fiir unsere Untersuchungen ist der wesentliche Schritt jener vom 1- auf das 2-dimensionale,
wohingegen bei jenem vom 2- auf das co-dimensionale kaum mehr etwas Neues hinzu kommt.

5.5.4 Beispiele von Banach-Riumen.

In (2.4.6) haben wir gezeigt, dal R™ vollstindig ist. In (4.2.9) haben wir gezeigt, dafl B(X,R")
vollsténdig ist: Sei némlich (f,,), eine Cauchy-Folge in C(X,R") C B(X,R"™) (nach (3.3.5) und (3.3.4)).
Also konvergiert f, gleichméBig gegen eine Funktion fo, € B(X,R™), da letzterer Raum vollstéindig
ist nach (4.2.9). Nach (4.2.8) ist dann aber f,, € C(X,R"™), also konvergiert f,, — foo in C(X,R™).
Ganz analog zeigt man, da8 R([a,b],R) C B([a,b], R) vollsténdig ist, wenn man A(foo) € U,cn A(fn)
beachtet.

Und mittels (4.2.8) folgt, da} C'(X,R"™) fiir kompaktes X vollstédndig ist. Somit gilt dies auch fiir die
Spezialfille /> = B(N,R) und ¢ = C (N, R).

Nun zu £*. Sei z = (2"),, eine Cauchy-Folge in £*.

Achtung: Die Glieder 2" dieser Folge x sind Element z™ € ¢!, also seinerseits Folgen z™ = (27)ken
reeller Zahlen z} € R. Um die beiden Indizes n und k nicht nebeneinander als x, j schreiben zu
miissen, haben wir n als oberen Index geschrieben, dieser bedeutet also keine Potenzierung. Eine andere
Méoglichkeit wire auch gewesen z} als z,, (k) zu schreiben, und damit zum Ausdruck zu bringen, da8
die Elemente von ¢! auch als Funktionen N — R aufgefalt werden koénnen. Natiirlich wire ebenso
z(n, k) als Schreibweise moglich. Jeder moge hier seine eigenen Vorlieben entwickeln, fiir alle diese
Schreibweisen gibt es gute Argumente und auch Gegen-Argumente.

oordinate: . . . .
Koordinat 0 1 2 3 k
Vet x) o) 2§ xy,
1ol 1 1 1 1 1
zt el Ty X Ty X3 x
z? et 3 2} 23 2} z3
et xy a3 i ad 3
n 1 n n n
" el G A O xy
oo 1 o oo 0o oo oo
x> el T S A - /4
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Fiir jede Koordinate mit Index k € Nist (z}),, eine Cauchy-Folge in R (wegen |z} | < ||z"]|1) und somit
konvergent. Sei 3° := lim,, o z}. Weiters ist [|"[|; eine Cauchy-Folge (wegen | [lz"[y — [[#™ |1 | <
|™ — ™]|1) also beschrinkt. Damit ist

n n n
Dol <Y e —a+ ) lal < 1+ sup{|la7]s : j € N}
k=0 k=0

k=0
<1 <llz™ Iy
fiir geeignet gewihltes m in Abhingigkeit von allen k € {0, ...,n}. Somit ist ||2°°||; < 0o, also 2™ € £1.

Weiters ist

n ] n n ]
DolaR — <Yl — e+ )l —apl <e+e
k=0 k=0 k=0

<e <llam—ai s

fiir geeignet gewithltes m in Abhiingigkeit von allen k € {0,...,n}, also konvergiert ™ — 2 in £*.

Ganz analog kann man auch bei £2 vorgehen.

5.5.5 Lemma. Charakterisierung von Vollstindigkeit.
Fiir normierte Riume E und jedes tberall positive \ € ¢! (d.h. X = (Ap)neny mit 0 < A\, € R und
o0 o An < 00) sind dquivalent

1. Der Raum E ist vollstindig;
& 2. Jede absolut-konvergente Reihe in E konvergiert in E;
& 3. Fir jede beschrinkte Folge b,, in E konvergiert die Reihe ) Apby, in E;

& 4. Jede Cauchy-Folge in E besitzt eine in E konvergente Teilfolge.

Man/Frau rufe sich bei dieser Gelegenheit nochmals (2.5.8) und (4.2.10) in Erinnerung.
Eine Reihe )z, heifit ABSOLUT-KONVERGENT falls die Reihe ), ||z,|| in R (absolut) konvergiert.

Beweis. (1 = 2) Es sei ), x, absolut-konvergent, dann bilden die Partialsummen von ), eine
Cauchy-Folge, denn || Z?:f; zj|| < Z?:fj l|lz;|, also konvergiert Y, z, nach (1).

(2 = 3) Es sei die Folge (b,,) beschrénkt und (\,) absolut-summierbar. Dann ist ) A, b, absolut-
summierbar, denn )" ||\, by || < [|All1 - sup{[|bn|| : n € N}. Also konvergiert diese Reihe nach (2).

(3 = 4) Es sei (z;) Cauchy und A absolut-summierbar. Dann gilt:

Vk Ing Vi,j>ng o — 2] <A (0.B.dAng <ngqq)

1
= )\_ (‘rnk+1 - xnk) <1
b N———
=Yk
1 . .
= —y ist beschrénkt
Ak
(3) 1 .
= I, = Ty + Z Ak /\—kyk konvergiert.

k<j
(4 = 1) Es sei (z,,) eine Cauchy-Folge. Nach Voraussetzung existiert eine konvergente Teilfolge. Es sei
Too := liMpg— 00 Tn,, . Zu gegebenen £ > 0 wihlen wir ein N € N mit ||z, — x| < € fiir alle n,m > N

und ein k € N mit ny > N und ||2eo — Zp, || < €. Dann ist

e — ocll < Nl = 2o [l + 2, — oo < 22,
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d.h. z,, & T O

Wir kénnen nun das Resultat (4.2.9) fiir B(X,R"™) verallgemeinern indem wir Rdume von (beschrinkt-
en) Abbildungen mit Werten in Banach-Rdumen betrachten:

5.5.6 Proposition. Banach-Raum der beschrinkten Abbildungen.
Sei X eine Menge und E ein Banach-Raum. Dann ist der Raum

B(X,E):={f: X — E| f(X) ist beschrinkt in E}
ebenfalls ein Banach-Raum bzgl. der punktweisen Operationen und der Supremums-Norm

[flloo := sup{[|f ()] : x € X}

Die konvergenten Folgen bzgl. der zugehdrigen Metrik sind gerade die gleichmdfig konvergenten.

Beweis. Dal B(X, E) ein Vektorraum ist, folgt wie fir B(X,R™) in (4.2.9) wenn man ihm als Teilraum
des Vektorraums aller Funktionen f: X — E auffaft.

Dafi B(X, E) ein normierter Raum ist, zeigt man véllig analog zu (2.2.2).

Auch die Vollsténdigkeit zeigt man wie in (4.2.9). Sei dazu (f,,), ein Cauchy-Folge in B(X, F). Da fiir
x € X die Punktevaluation ev, : B(X,E) — E, f + f(x) stetig (wegen |[evy(f)]] = |f(@)]] < ||f]loo)
und linear ist (also gleichmifig stetig ist), ist f,(z) ein Cauchy-Folge in E fiir jedes z € X, und
konvergiert somit. Es sei foo(2) := lim,, f,(x), dann gilt

1fn(2) = foo (@) < [[fn (@) = fu(@)l] + ||/ (2) = foo(@)|] < 2¢

<e fiir n,k>ng(e) <e fiir k>ko(e,z)

fiir n > ng(e) (und geeignet gewéhlten k). Also konvergiert f, — f in der Supremums-Norm.
Weiters ist

[foo (@) < [[foo (@) = fa (@) + 1 fn (@) < [[foo = frlloo + [ fnlloc < o0
also gehort foo zu B(X, E). O

Lemma. Vollstindige Teilrdume.
Es sei E ein Banach-Raum, F ein Teilvektorraum mait der Finschrdinkung der Norm von E als Norm.
Falls F abgeschlossen ist, so ist F ebenfalls ein Banach-Raum.

Beweis. (Siche (3.4.18)) Wenn (y,), eine Cauchy-Folge in F ist, dann auch in E und konvergiert
somit in £ wegen der Vollstdndigkeit von E. Dann liegt der Grenzwert wegen der Abgeschlossenheit
von F in E sogar in F, also konvergiert sie in F'. O

Folgerung.
Fiir kompaktes X ist auch der Teilraum C(X) := C(X,K) von B(X,K) ein Banach-Raum, oder
allgemeiner C(X, E) C B(X, E) fir Banach-Riume E.

Beweis. Nach (5.5.6) ist B(X, E) vollstidndig, wenn E es ist. Nach (4.2.8) ist C(X,E) := {f : X —
E : f ist stetig} abgeschlossen in B(X, E), also nach obigen Lemma selbst vollstindig,. O

5.5.7 Produkte von Riumen.

Analog zum R™ := R x ... X R koénnen wir auch Produkte E; X ... x E, von normierten Riumen
Es,...,E, bilden. Mengenmifig ist Ey X ... x F,, dabei das kartesische Produkt {(z1,...,2,) : ; €
E; fiir alle i} (siehe (1.1.7)) und die Vektor-Operationen sind komponentenweise definiert, d.h.

(xla"'7xn)+(y17~--ayn) = (1‘1 +y1,7l‘n+yn)
A (1, xn) = Az, A xy),

also gerade so, daf} die Projektionen pr; : By x ... x E, — Ej, (z1,...,2,) + z; linear sind. Als
Norm kénnen wir [[(21,...,2Zn)|leo = max{||z;|| : ¢ € {1,...,n}} verwenden. Wie in Aufgabe (2.8)
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fir den R" kénnten wir aber genauso |[(z1,...,z,)[|1 = Y. [|lzi]| oder (das wegen Pythagoras
geometrisch relevantere) ||(z1,...,2,)|l2 == /Y, ||z:||* verwenden, welche die selben konvergenten-
bzw. Cauchy-Folgen beschreiben, ndmlich gerade jene Folgen deren Komponenten die entsprechende
Eigenschaft haben. So sieht man auch sehr leicht ein, da} das Produkt F; X ... X E, von Banach-
Réumen ebenfalls vollstandig ist.

Fiir jeden normierten Raum E ist die Addition a : F x E — E, (x,y) — = + y stetig, denn

la(z1,y1) — a(z2,y2)|| = [[(z1 + y1) — (z2 + y2)|| < |71 — 22| + [ly1 — 2l
< 2max{ |z — 22|, ly1 — vell} = (21, 91) — (w2, 92)

B

und ebenso ist die Skalarmultiplikation m : K x E — E, (A, z) — X - x stetig, denn

[m(Ar, 21) — m(Az, z2)|| = [A1z1 — e < [[A1(21 — 22) || + [[(A1 — A2)a2|
= |Mi][|o1 — @2 + [A1 = Aof [|lz2] — O

fir A7 — Xy und 21 — 2.

5.5.8 Definition. Stetige lineare Abbildungen.

Um verschiedene Banach-Riume zueinander in Beziehung zu setzen benétigen wir (strukturerhaltende)
Abbildungen zwischen diesen. Wie in der linearen Algebra werden wir fiir diese die Linearitét fordern.
Die Vertriglichkeit mit den Normen (und somit den Metriken) ist gerade die Stetigkeit. Wir wollen
also stetig lineare Abbildungen zwischen normierten Rédumen niher untersuchen.

Fiir lineare Abbildungen f : R™ — F ist die Stetigkeit automatisch erfiillt, denn in (3.1.5) haben wir
gezeigt, dafl die Koordinaten-Projektionen pr; : R" — R, z = (x',...,2") +— 27 (siehe (3.1.5)) stetig

sind und wegen
= 73wl es) = o0 fleg) = Yo pryle) o)
j=1 Jj=1 Jj=1

ist f als Summe von Produkten stetiger Funktionen stetig.

Im unendlich-Dimensionalen ist dies nicht mehr richtig, wie die lineare Abbildung > : F — R, x =
(z%); — >0, z; auf dem bzgl. der Supremums-Norm normierten Raum E := {z = (2%); € (* : x; =
0 fiir fast alle i} zeigt. Denn die Folge n — %X{l,i..,n} konvergiert gegen 0 aber

> <%x{1,“.,n}> = i%xa (@) = Z % = = (0).

5.5.9 Lemma. Charakterisierung stetig linearer Abbildungen.
Es sei f: E — F eine lineare Abbildung zwischen normierten Rdumen. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

1. f ist stetig;

2. f ist beschrinkt auf allen beschrinkten Mengen;

3. Das Bild {f(z) : ||z|| < 1} des Einheitsballs {x € E : ||z|| < 1} ist beschrinkt;
4. 3L >0 Vo€ B: |[f(@)] < Llal;

5. f ist LIPSCHITZ, d.h. 3L >0Vz,y € E: ||f(z) — fW)|| < L- ||z —y|;

Beweis. (1=2) Sei B C E beschriinkt, also existiert ein 7 > 0mit B C {z : ||z|| <r} =r-{y : [Jy|]| < 1}
(wobei wir = ry gesetzt haben). Angenommen f(B) wére nicht beschrénkt Dann géibe es zu jedem
n € Nein z,, € E mit ||z,,|| <7 und || f(z,)|| = n. Dann konvergiert tz,, — 0 aber || f(:x,)| > 1 und
somit konvergiert f(L1w,) nicht gegen 0 = f(0).
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(2=-3) Ist offensichtlich, da der Einheitsball nach Definition beschrénkt ist.

(3=-4) Nach Voraussetzung ist f(B) C {y: |ly|| < L} fiir ein L > 0, wobei B := {z : ||z|| < 1}. Sei nun
x € F beliebig. Dann ist HTle € B und somit

@) = Hf (nxn o )H ~ Ja] - Hf <| ” ) ] < lle| L.
(4=5) Bs ist | f(2) — Fu)] = |1f@ — )| < L - — gl
(5=1) Ist offensichtlich: zu € > 0 wihle § := £. O

Bemerkung. Kompaktheit.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen endlich-dimensionalen und unendlich-dimensionalen Banach-
Réumen E besteht darin, dafl der Einheitsball {x € F : ||z|| < 1} bei letzteren nicht mehr kompakt
(wohl aber mit gleichen Beweis wie im endlich-dimensionalen beschrénkt und abgeschlossen) ist, d.h.
der Satz (3.3.4) von Bolzano und Weierstrafl fiir diese nicht mehr gilt: Betrachte z.B. die Folge der
(standard-Einheitsvektoren) e™ € ¢°°, definiert durch

n 1 firk=n
ey ==
k 0 andernfalls.

Diese hat Norm ||e"]|o = 1 liegt also ganz im Einheitsball, kann aber in £*° keine konvergente Teilfolge
besitzten, denn ||e™ — e™ ||, = 1 fiir alle n # m.

Dies ist natiirlich ein grofles Ungliick, denn Kompaktheitsargumente haben wir oft sehr erfolgreich
eingesetzt. Man kann sich hier dennoch ein wenig aus der Affdre ziehen, wenn man beachtet, daf3
die Folge e" punktweise (= koordinatenweise) gegen 0 konvergiert. Dies lift sich auf Banach-Riume
iibertragen, siehe z.B. [16, 7.28].

5.5.11 Folgerung. Banach-Raum der stetig linearen Abbildungen.
Es seien E und F normierte Riume. Dann ist L(E, F) ein normierter Raum, wobei die Vektorraum-
Operationen punktweise gegeben sind, d.h.

frgime f@)+g@), A fiae - f@),
und die Norm die sogenannte OPERATORNORM
11 = sup{ 17 @) 5 ol < 1} = sup{ 7 @) < ol = 1} = sup {14 2 0}
- inf{K N f@)) < Kllz|| fir alle x}

15t.
Falls F wvollstindig ist, so gilt gleiches auch fir L(E, F').

Falls F' = K ist so bezeichnen wir mit E* den BANACH-RAUM L(E,K) ALLER STETIGEN LINEAREN
FUNKTIONALE auf E.

Falls f : E — F ein stetig linearer Operator ist, so bezeichnen wir mit f* : F* — E* den ADJUNGIER-
TEN OPERATOR, der durch f*(¢)(x) := £(f(z)) gegeben ist.

Beweis. In der linearen Algebra lernt man, dal Summen und skalare Vielfache linearer Abbildungen
wieder linear sind, und somit die Menge der linearen Abbildungen zwischen zwei Vektorrdumen mit den
punktweisen Operationen einen Vektorraum bilden, ndmlich einen linearen Teilraum aller Abbildungen
zwischen den beiden Vektorrdumen.

Da die Addition a : F x F — F und die skalar-Multiplikation mj : F — F,  — Az nach (5.5.7)
beide stetig sind, sind auch die Summe f 4 g := a o (f, g) und skalare Vielfache - f = m o f stetiger
Abbildungen f, g : E — F wieder stetig, also bildet L(E, F') einen linearen Teilraum des Vektorraums
aller linearer Abbildungen.
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Daf3 obige Beschreibungen der Operatornorm dquivalent sind, zeigt:

sup{[|f(@)[| : [|=]l = 1} < sup{[|f(z)[| : lz[| <1} (da mehr Elemente)

If (@) 1f@) ..
<sup{ I 02 g <1} aap < M fur ol <1
< sup { ||J|C|Enﬁ|)| cx# O} (da mehr Elemente)
<@ el =1} @a L] st
inf{K Nf(@)]| < K - |z fir alle x} — inf {K : ”f;x”)' < Kfiir alle & # o}

= inf{K : Sup{ ]i(;)” Lo 0} < K}
o { L2

]

:x;éO}.

Die Norm-Eigenschaften zeigt man nun wie in (2.2.2) fiir die Supremumsnorm, siehe auch (5.5.11):

Vo |(f + g) @) < I @)+ llg@) < A+ gD [l = 1F + gll < A1 + llgll
Vo |(AS) @) = AL @)= A FI = AL

Eine andere Moglichkeit ist, dies auf (5.5.6) zuriickzuspielen, denn wenn A := {z € E : ||z|| < 1} den
Einheitsball bezeichnet, so ist ¢ : L(E,F) — B(A, F), f — f|a eine lineare und injektive(!) Abbildung
und || f]] := |flallcc = [|t(f)]lco- Da die Supremumsnorm nach (5.5.6) eine Norm ist gilt gleiches fiir
die Operatornorm.

Nun sei F vollstindig und (f;) € L(E, F) ein Cauchy-Folge. Fiir jedes x € F konvergiert somit f;(z)
gegen ein foo(x) € F, denn

Ifi(z) = ;@) = I(fi = f) @) < |[fi = fill ll2]] — O fiir 4, j — oo.

Da f; punktweise gegen f., konvergiert ist f., linear, denn
foolo +Ay) = lim fi(z +Ay) = lim fi(z) +Afi(y) = lim fi(z) + A lim fi(y) = foo(2) + A foo(y)-

Weiters ist fiir den Einheitsball A C E die Folge f;|4 ein Cauchy-Folge in B(A, F'), und konvergiert
somit gegen ein Funktion in B(A, F). Da dies dann auch punktweise fiir z € A gelten mu8, ist dieser
Grenzwert foo|a. Somit ist foo stetig nach (5.5.9) und f; — fo in L(E, F), da es die Einschréinkungen
auf A in B(A, F) tun. O

5.5.10 Bemerkung. Normen fiir stetig lineare Abbildungen.
Wir haben also fiir lineare Abbildungen f : F — F eine Zahl || f|| € RU {+o0}, die Operatornorm von
f, die genau dann endlich ist, wenn f stetig ist. Wir wollen dies nun als Norm auf den Raum

L(E,F):={f: f ist eine stetig und lineare Abbildung von E nach F'}

aller stetig linearen Abbildungen f : F — F verwenden.

In der linearen Algebra lernt man, dafl man nach Wahl einer (endlichen Basis) B := (e;)?_; von E und
C:= fj);-":l von F vermoge der durch Koordinatendarstellung der Vektoren gegebenen Isomorphismen
K" =~ E, (z',...,2") — Y | 2’ e;mit Umkehrabbildung z — [z]p : +(z',...,2") und K™ = F,
(' s y™) = 2L, 7 fj jede lineare Abbildung a : E — F als lineare Abbildung a : K* — K™
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auffassen kann, und somit mittels einer Matrix [a]p,.c = [a] = (a
kann, welche durch

)i=1,...n,j=1..m beschrieben werden

ae;) =: Zag fi
j=1
gegeben ist. Also ist
a(z) = a(Z xiei> = ina(ei) =) g Zagfj = Z(Z agxi) fi
i=1 i=1 i=1 =1 j=1 i=1

d.h. @ wirkt auf (2!,...,2") € K® durch Matrix-Multiplikation mit (ag)w-. Beachte, da8 z*, 37, ag hier
keine Potenzen bedeuten, sondern wir blofi obere Indizes wie wir sie auch schon in (5.5.4) verwendet
haben. Dies erlaubt einfacher zu erkennen iiber welche Indizes zu summieren ist, wenn man vereinbart,
daf dies fiir Paare von gleichen oberen und unteren Index geschehen soll.

Versuchen wir also die Operatornorm einer (der einfachheithalber 2 x 2-)Matrix zu bestimmen, wobei
wir vorerst am R? = R x R die Maximums-Norm verwenden. Dann ist

a b T
G ——

=max{|az +byl,|cz + dy|}

< max{|x], |y[} - max{|a| + [], [c] + |d| }

< max{|a| +[b], || + |d|} - [|(z, )| oo-
also ist die Operatornorm < max{|a|+ b, |c|+|d|}. Indem wir (x,y) := (sign(a), sign(b)) bzw. (z,y) :=
(sign(c),sign(d)) setzen, sehen wir, dal max{|a| + ||, |c| + |d|} wirklich die Operatornorm ist.
Wenn wir anstelle der Maximums-Norm die geometrischere Euklid’ische Norm verwenden, dann ist die
Operatornorm viel schwerer zu bestimmen: Der Einheitsball in R? ist die Einheitskreisscheibe, und das

Bild unter der Matrix ist eine elliptische Scheibe in R2. Die Operatornorm ist somit die gréBere der
beiden Halbachse dieser Ellipse, siehe (6.4.11.3).

Wir kénnen n x m-Matrizen auch als Vektoren der Lénge n - m auffassen, und die euklidischen Norm
obiger Matrix ist dann va2 + b2 + ¢2 + d=.

Wir haben also verschiedene Normen am Raum L(R? R?) zur Verfiigung, die aber alle die gleichen
konvergenten Folgen und auch die gleichen Cauchy-Folgen beschreiben.

5.5.12 Bemerkung. Multilineare Abbildungen.

In (5.5.7) hatten wir die Stetigkeit der Addition a : E x E — E gezeigt. Diese ist linear, denn
a((z1,y1) + Mz2,92)) = (z1 + Axa) + (y1 + Ay2) = 21 +y1 + A2 + y2) = a(z1,y1) + Aa(za, y2), also
wire das auch einfach aus |la(z1,vy1)]] = |21 + y1l| < |21l + |lvall < 2|/(z1,31)]| gefolgt.

Ebenso hatten wir die Stetigkeit der Skalarmultiplikation m : K x E — E gezeigt. Diese ist aber nicht
linear, sondern nur bilinear, d.h. in jedem Faktor getrennt linear, d.h. fiir jedes x € E ist A — m(\, )
linear und fir jedes A € K ist 2 — m(\, z) linear.

Schon in der linearen Algebra benttigt man neben linearen auch bilineare und multilineare Abbildun-
gen, wie z.B. die Determinante, das Kreuz-Produkt oder auch das skalare Produkt.

Wir bendtigen also eine Verallgemeinerung von (5.5.9) auf multilineare Abbildungen:

Lemma. Stetigkeit multilinearer Abbildungen.
Es seien En,. .. ,E,,,F normierte Rdume und f : E1 X ... x E,, — F eine multilineare Abbildung.

Dann ist f genau dann stetig, wenn

IfII:= sup{[| f (1, wm)l| = Vs flaal] < 1}

:SUP{M :m;éo} < 00
1] .- Nzl
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Beweis. (=) geht vollig analog zu (5.5.9) wenn man beachtet, dal f(Az) = A\™ f(z) gilt, d.h. f ist
m-homogen.

(<) Mittels m-Homogenitét sieht man sofort, daf§ f stetig bei 0 ist und die multi-Linearitit hat dann
die Stetigkeit iiberall zur Folge, was ich hier nur am typischen Fall m = 2 vorrechnen will: Es ist

1 @1w1) = F (o, 90)ll < @1 = 20,3 + 1 o, 1 = vo)l
< 171 (s = woll gl + ol llgn — woll)

—0

fur (z1,y1) — (20, yo)- O

5.5.13 Bemerkung. Exponentialgesetz fiir multilineare Abbildungen.
Wir wollen nun bilineare Abbildungen f : Ey X E5 — F als (lineare) Abbildungen auf E; mit Werten
in einen Raum von (linearen) Abbildungen von Es nach F auffassen.

Wenn wir Abbildungen f : By X By — F auf Bilinearitdt untersuchen, dann bedeutet dies ja einerseits
fiir jedes (fixe) z1 € Ey die Linearitit von f(z1) : 22 — f(21,22), B2 — F zu zeigen, d-h. f: 21 —
f(z1) ist eine Abbildungen von F; mit Werten im Raum der linearen Abbildungen Es — F, und
andererseits fiir jedes (fixe) zo € Eo die Linearitét von x1 — f(z1,22), E1 — F zu zeigen, d.h. f(x1 +
M) (@2) = a1+ Ags,2) = fl@r,@2) +A flyn,wa) = Flan) (@) +A fn) (@) = (F)+AFw)) (e2)
fiir alle 2o € B, d.h. f(z1 + Ax2) = f(z1) + A f(x2) als (lineare) Abbildungen Ey — F zu zeigen (dies

ist die Linearitéat von f).

Es ist also f : Fy x Ea — F' genau dann bilinear, wenn die durch f(l’l)(l'g) = f(x1,29) auf Ey
definierte Abbildung f Werte im Vektorraum aller linearer Abbildungen E5 — F hat und (auf Ej)
linear ist.

Beachte, daB wir f auch fiir beliebige Abbildungen f : X; x X5 — Y betrachten kénnen und zwar
als Abbildung definiert auf X; mit Werten im Raum aller Abbildungen von X5 nach Y durch f(zq) :

2y f(1,33), also f(21)(w2) = f(x1,22).

Es unterscheidet sich f von f nur dadurch, da bei f beide Variablen 21 € E; und x4 € E5 gleichzeitig
als Paar (x1,x9) einzusetzen sind, bei f hingegen zuerst z; und dann z, einzusetzen ist. Wir haben
hier die Bindungsregel f(z1)(z2) := (f(x1))(z2) verwendet, d.h. bei gleichen Vorrang ist eine Formel
von links nach rechts auszuwerten, siehe z.B. a —b—c:= (a —b) — c.

Als Memotechnik fiir die Notation f: Es wurde zwischen die, bei f(x1,72) als Paar (z1,z2) vereinten,
Variablen x1, 25 ein Keil V getrieben um f(z1)(z2) zu erhalten.

Umgekehrt kénnen wir aus einer Funktion g auf E; mit Werten im Raum der Funktionen von Ey — F
eine Abbildung g : Fy x E3 — F' am Produkt machen. Wobei bei §(z1, x2) := g(z1)(22) die beiden fiir
g getrennten Variablen friedfertig unter einem Dach A als Paar vereint sind.

Wir zeigen nun, dafl diese Zuordnungen einen (isometrischen) Isomorphismus beschreiben zwischen

dem Banach-Raum L(E7, E; F')der bilinearen stetigen Abbildungen E; x Fy — F einerseits und dem
Banach-Raum L(FE;, L(Es, F')) der linearen stetigen Abbildungen F; — L(FE», F') andererseits.
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Lemma. Bilineare versus lineare Abbildungen.
Es bezeichne L(E1, E2; F) den Vektorraum der bilinearen stetigen Abbildungen E1 X Eo — F versehen
mit der Norm || f|| = sup{||f(z,v)| : l|z|]] < 1, |ly]| < 1}. Dann haben wir einen Isomorphismus
normierter Rdume

L(El, EQ; F) = L(El, L(EQ, F))

gegeben durch f — f, fH f-
Beweis. DaB f — f wohldefiniert, linear und bijektiv ist mit Umkehrfunktion § < ¢ sieht man leicht
ein.

Daf§ dieser Isomorphismus die Linge bewahrt folgt sofort aus

11 = sup{|lf ()« llzll < 1, llyll < 1} = sup{[[ f(@) )| - =]l <1, ]|yl <1}
=sup{[[f()] : ]z < 1} = [/ O

Wesentlicher Vorteil der Operatornorm im Gegensatz zu anderen Normen auf Rdumen von Matrizen
ist die

5.5.14 Folgerung. Die Algebra der stetig linearen Abbildungen.
Fiir die Operatornorm, wie sie in (5.5.11) definiert wurde. gilt: ||idg|| =1 und || f o gl| < ISl - llgll-

Beachte, dafl A := L(E, E) eine Algebra (mit 1) ist, d.h. ein Vektorraum zusammen mit einer bilinearen
Abbildung o : A x A — A die zusitzlich assoziativ ist (und eine Einheit id € A besitzt).

Achtung, es gilt bei ||f o g|| < [|f]| - |lg]| nicht immer Gleichheit, wie das Beispiel g(x) := (z,0) und
flz,y) :=y zeigt.

Beweis.

Vo |[(Feg)@) <[ fIHlgllllzll = [1f o gll < IF gl T

5.5.15 Definition. Banach-Algebra.

Eine BANACH-ALGEBRA ist eine normierte Algebra A die vollstdndig ist. Eines der Erz-Beispiele ist
L(E) := L(E, E) fiir jeden Banach-Raum E wobei die Einheit 1 der Multiplikation durch die Identitét
idg auf E gegeben ist, insbesonders ist also der Raum der n x n-Matrizen eine Banach-Algebra.

Das Erz-Beispiel einer kommutativen Banach-Algeba ist der Raum B(X,K) der beschriankten Funk-
tionen auf einer Menege X bzgl. der punkteweisen Multiplikation, wobei hier die Einheit 1 durch die
konstante Funktion 1 gegeben ist.
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Lemma. Stetigkeit von Potenzreihen auf Banach-Algebren.
Jede Potenzreihe mit Koeffizienten in K und Konvergenzradius r > 0 konvergiert auch auf dem Ball
{z € A:||z|| < r} in jeder Banach-Algebra A und stellt eine stetige Funktion dar.

Inbesonders konnen wir also e, cos(A), sin(A),...fiir jede quadratische Matrix bilden um eine neue
Matrix zu erhalten.

Beweis. Es sei ) A,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 7. Es geniigt wegen (5.5.5) zu zei-
gen, dal > A,a" absolut-konvergiert fiir alle ||a|| < 7. Das ist offensichtlich der Fall, denn wegen
| SSREP ARaF | < SSREP A [|all® ist die Cauchy-Bedingung erfiillt.

Die Stetigkeit ergibt sich nun genauso wie in (4.2.12). O

5.5.16 Folgerung. Stetigkeit der Inversion.
Die Menge Inv(A) der invertierbaren Elemente einer Banach-Algebra A ist offen und die INVERSION
inv:a— a"! ist eine stetige Abbildung.

Ein Element a € A heifit bekanntlich INVERTIERBAR (vgl. (1.2.4) und (1.2.5)), wenn eine Element
b € A existiert, s.d. a-b und b - a die Einheit 1 € A ist. Da diese b dann notwendigerweise eindeutig
bestimmt ist, schreibt man o~ fiir b.

Beweis. Die Potenzreihe f(z) := Y =, z* konvergiert fiir ||| < 1 und klarerweise gilt (1—x)- f(z) =
1=f(z) - (1—2x), denn

(L—a)- f(e) = (1- ) lim 3 a*
k=0

n—oo

= lim (l—x)-sz: lim 1 — 2"t =1.
k=0

Folglich ist der Ball {y : |ly — 1|| < 1} ganz in den invertierbaren Elementen enthalten und die
Inversion y — f(1 — y) ist stetig auf dieser Umgebung. Fiir jedes andere invertierbare Element ¢ ist

{y : ly—=ol| < m} eine Umgebung von invertierbaren Elementen y mit y =% = (2 (2¢) " 1-y) =

(o)™t ) ="+ (wo) ™" da [|(wo) ™" -y — 1]l < [[(xo) M - ly — @0l < 1. U

Bemerkung. Invertierbarkeit fiir Matrizen.
Beache, daf (5.5.16) fiir Matrizen auch anders gezeigt werden kann:

Bekanntlich ist eine Matrix a genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante det(a) nicht 0 ist. Da
die Determinante eine Polynom in den Eintragungen der Matrix ist, ist det : a — det(a) stetig und
somit ist die Menge der Matrizen a mit det(a) # 0 offen.

Die Inverse einer Matrix kann bekanntlich mittels det berechnet werden, indem man die Matrix der
algebraischen Komplemente von A bildet, somit ist die Zuordnung a — a~! nach (3.1.4) und (3.1.5)
stetig.

5.5.17 Bemerkung. Hilbert-Riume.
Wir sahen in (2.2.3), dal die geometrisch bedeutendste Metrik am R™ die euklidische Metrik ist,
denn die zugehorige Norm erfiillt ||z||? = (z|z), wobei (_]_) : R x R™ — R, (z,y) — Y ., z;y; eine
symmetrische Bilinearform ist. Diese Bilinearform erlaubt uns ndmlich Winkel Zzy zwischen Vektoren
x,y # 0 durch

(z]y)

cos(ZLay) = T2l [l

zu definieren, und insbesonders Normalitét vermoge = L y :< (z|y) = 0.

Die selbe Konstruktion funkioniert auch beim Banach-Raum ¢?, wenn man (z|y) durch Y o, z; y;
definiert. Etwas allgemeiner versteht man unter einen HILBERT-RAUM E einen Banach-Raum der eine
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bilineare Funktion (_|_) : Ex E — R zulift, welche ||x||? = (z|z) fiir alle z € E erfiillt. Man kann zeigen
(siehe z.B. [16, 6.4]), daf dies genau dann der Fall ist, wenn die sogenannte Parallelogramm-Gleichung

lz+ylI? + llw = ylI* = 2([|l* + [ly|*) fiir alle 2,y € £

erfiillt ist.

In der linearen Algebra lernt man, daf} jeder endlich dimensionale Vektorraum E isomorph zu seinem
Dualraum E* ist, wobei man einen Isomorphismus so erhalten kann, dal man die Elemente einer Basis
von E auf die entsprechenden der dualen Basis abbildet. Fiir E = R™ wird dies gerade beschrieben
durch das Transponieren der Spaltenvektoren z € E zu Zeilenvektoren x¢, also den Matrizendarstel-
lungen von linearen Abbildungen E — R. Unter Verwendung des inneren Produkts (|_) kann man
diesen Isomorphismus auch Basis-unabhéngig durch E 3 z — (x|-) € E* beschreiben.

Man kann zeigen (siche z.B. [16, 6.7]), da auch fiir Hilbert-Rédume durch E > x — (z|.) € E* ein
Isomorphismus F = E* gegeben ist, d.h. wir kénnen lineare stetige Abbildungen f : E — R durch
jenen Vektor = L Ker(f) beschreiben, auf welchem f(z) = 1 ist und zwar vermoge f(y) = (z|y).

Unendlichdimensionale Hilbert-Rdume werden in der Physik benétigt, um die Quantenmechanik zu
formulieren, also um unsere Welt im kleinen in Griff zu bekommen.

5.5.18 Weitergehende Sitze aus der Funktionalanalysis fiir Banach-Riume.

Im R™ haben wir viele Aussagen auf den 1-dimensionalen Fall zuriickfiihren kénnen, indem wie die
Koordinaten x* € R der Vektoren x = (x!,... 2") € R" betrachtet habe, siehe z.B. Aufgabe (2.11),
(2.3.4), (2.4.5), (3.1.4), (4.1.1) und (5.3.8). Die Abbildungen pr : R® — R, x ~ z° die wir dabei
verwendet haben sind linear (und somit stetig). Auch bei Funktionen-Raumen kénnen wir Identitéten
durch Auswerten mittels der stetigen linearen Funktionen ev, : RX — R, f — f(z) verifizieren.
Allerdings kénnen wir Konvergenz so nicht beschreiben, denn ev,(f,) — evy(fs) fiir alle z € X
bedeutet nur punktweise Konvergenz, und z.B. auf B(X,R) haben wir vor allem die gleichmé&Bige
Konvergenz betrachtet.

Dennoch dréngt sich die Frage auf, wie reichhaltig die Menge der stetig linearen Funktionen auf einen
normierten Raum FE ist. Fiir Hilbert-Rdume habe wir das oben schon beantwortet. Die allgemeine
Antwort liefert der SATZ VON HAHN-BANACH (siehe z.B. [16, 7.2 und 7.7]), nach dem die stetig
linearen Funktionen auf E die Punkte von E trennen, d.h. zu x1 # x5 in E existiert eine stetige lineare
Abbildung f : E — R mit f(x1) # f(z2). Etwas allgemeiner kénnen wir zu Punkten x die nicht in
einer gegebenen abgeschlossenen KONVEXEN TEILMENGE A C E (d.h. mit je zwei Punkten ag,a; € A
gehort auch die Verbindungsstrecke {ag + t(a; — ap) : 0 < t < 1} zu A) liegen eine stetige lineare
Abbildung f : F — R finden mit f(x) ¢ f(A).

Obwohl die punktweise Konvergenz zu schwach ist um die viel wichtigere gleichméfliige Konvergenz
zur Folge zu haben, 148t sich fiir stetig lineare Abbildungen folgendes PRINZIP DER GLEICHMASSIGEN
BESCHRANKTHEIT (siche z.B. [16, 5.4]) zeigen: Es sei F C L(E, F) eine punktweise beschrénkte Menge
stetig linearer Abbildungen auf einen Banach-Raum FE, dann ist F beschrénkt im normierten Raum
L(E,F), dh. {||f]| : f € F} ist beschrénkt, insbesonders ist F gleichgradig stetig (bei 0), d.h.

Ve>035>0;VfeF; Vee X :|z| <d=|flx)] <e.

Dies hat den SATZ VON BANACH-STEINHAUS (siehe z.B. [16, 5.5]) zur Folge: Konvergiert eine Folge
stetig linearer Abbildungen auf einem Banach-Raum punktweise, so ist die Grenzfunktion ebenfalls
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stetig und linear.

Die Linearitét der Grenzfunktion fo, folgt dabei unmittelbar aus jener der Folgeglieder f;. Die Stetig-
keit ergibt sich aus (5.5.9), denn aus der punktweisen Konvergenz der f; folgt klarerweise die punkt-
weise Beschrianktheit und somit die gleichméflige Beschrinktheit auf dem Einheitsball B C E, d.h.
L := sup{||fjlloc : J € N} < oo . Dann ist aber auch ||fs(z)|| < L fiir alle z € B und somit
[ foolloo < L.

Im endlich-Dimensionalen lernt man, dafl die Invertierbarkeit einer linearen Abbildung f durch die
Aussage det(f) # 0 beschrieben wird. Im unendlich-Dimensionalen hat man keine Determinante mehr
zur Verfiigung. Dennoch kann man zeigen, dafl die inverse Abbildung einer bijektiven stetig linearen
Abbildung zwischen Banach-Réumen selbst stetig ist. Dies ist der SATZ UBER OFFENE ABBILDUNGEN,
siehe z.B. [16, 5.7].

Wen all dies genauer interessiert, der moge ein Buch iiber Funktionalanalysis (z.B. [16]) zur Hand
nehmen.
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5.5  Analysis von Kurven

Wir wollen nun Analysis fiir Kurven treiben, d.h. fiir vektorwertigen Abbildungen f : R D J — FE
die auf Intervallen J C R definiert sind und Werte im R™ oder allgemeiner in Banach-Riéumen F
haben. Um uns Bilder zu machen beachten wir zuerst, daf§ f : R — R"™ per Definition (als Graph) eine
Teilmenge von R x R™ = R™*! ist und somit bereits fiir n = 2 im 3-dimensionalen zu visualisieren ist.
Fiir viele Zwecke reicht es uns allerdings, wenn wir die Parametrisierung ignorieren und nur das Bild
f(R) C R™ betrachten. Dies ist gerade durch das Bild der die Projektion pry : RxR™ — R"™, (¢,y) — y
(des Graphs) von f gegeben.

5.6.15 Definition. Differenzierbare Kurven.

Beginnen wir vorerst mit der einfach zu behandelnden Differenzierbarkeit von Kurven f : [a,b] —
E mit Werten in Banach-Réumen E. Wie in (4.1.1) definieren wir die ABLEITUNG (und damit die
DIFFERENZIERBARKEIT) von f im Punkt x € [a, b] durch

o) i tim LW =)

E.
h—0 h <

In den Randpunkten z € {a,b} verlangen wir natiirlich nur die einseitige Differenzierbarkeit, d.h. die

Existenz von f(t) = f(a) und f/(b) := lim f(t) = ()
t—a+ t—a b t—b .

Man kann nun auch fiir Kurven die meisten der grundlegenden Resultate (allem voran die Kettenregel
(4.1.14) mit identischen Beweis, siche auch (6.1.5)) wie in Abschnitt (4.1) zeigen und als Spezialfall:

6.1.6a Lemma. Kettenregel fiir lineare duflere Abbildung.
Es sei f : R D J — E differenzierbar bei x9 € J und g : E — F stetig und linear. Dann ist
gof:RDJ— E — F differenzierbar bei xo mit Ableitung (go f) (xo) = g(f'(x0)).

Beweis.
(g ° f)/(xo) _ }Lli% (g o f)(m() + h})L — (g © f)(xo) g linear }ng})g (f(xo + h})L — f(ﬂ?o))
2t (i SO0 EBZIE) 1)
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Folgerung. Die Ableitung kann komponentenweise berechnet werden.

Essei f=(fY,f2):RDJ — Ey X By = E und x9 € J. Dann gilt: f : J — E ist differenzierbar bei
xo & Vie {1,2}: f': J — E; ist differenzierbar bei xy.

Weiters gilt dann:

o) = (7Y 0. (%) 00) )

Beweis. Dieser zeigt man vollig analog zu dem entsprechenden Resultaten (2.3.4) fiir Konvergenz,
(3.1.4) fiir Stetigkeit und (4.1.18) fiir Differenzierbarkeit von Funktionen R — R, denn Differenzenquo-
tienten konnen offensichtlich komponentenweise berechnet werden und die Konvergenz im Produkt ist
ebenfalls komponentenweise. O

Bemerkung. Nicht-Ubertragbarkeit des Mittelwertsatzes.

Beim Mittelwertsatz (4.1.5) bzw. Satz von Rolle (4.1.4) funktioniert die Verallgemeinerung aller-
dings bereits bei Kurven f : [a,b] — R? im 2-dimensionalen nicht mehr, wie das Beispiel f(t) :=
(cos(t),sin(t)) fir ¢t € [0, 27] zeigt. Dabei ist W =0 aber ||f'(t)|| =1 fiir alle ¢t.

Wir haben in (4.1.5) gesehen, daf} es fiir Kurven im R? allerdings Punkte gibt, wo die Ableitung
noch parallel zur Sehne ist. Dies stimmt bereits im R? nicht mehr, wie die Schraubenlinie f : ¢
(cos(t),sin(t),t) zeigt. Dabei ist W = (0,0,1) aber f'(t) = (—sin(¢),cos(t),1) ist davon kein
Vielfaches.

£(b)
£7(t)
£(t)
Beachte jedoch, daf3
2 2 U 27

gilt, die Steigung der Sehne also sehr wohl ein Mittelwert von Ableitungen ist.

Wir konnen hier nur folgenden Spezialfall des Mittelwertsatzes zeigen:

5.6.16 Hilfssatz. Ableitung 0 impliziert konstant.

Es sei f : [a,b] — F stetig und auf (a,b) differenzierbar und f’ = 0. Dann ist f konstant.
Dies verallgemeinert die Folgerung in (4.1.6).

1-ter Beweis. Es sei a < t < s < b mit f(s) # f(t). Dann existiert nach dem Satz von Hahn-Banach
ein stetiges lineares Funktional ¢ € L(F,R) mit ¢(f(t)) # £(f(s)). Nach dem klassischen Mittelwertsatz
(4.1.5) und dem Spezialfall (6.1.6a) der Kettenregel ist

(Lo f)(t) — (Lo f)(s)
t—s

= (Lo f)(§) =L(f'(§)) = £(0) =0

fiir ein € € (¢,5) C (a, ). O
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Beachte, dafl der folgende Beweis seine Giiltigkeit behélt, wenn nur die rechtsseitigen Ableitungen
limg_<¢q w existieren und 0 sind.
2-ter Beweis. Sei vorerst a < tg < sp < b. Sukzessives Halbieren von [tg, so] und Ersetzen eines

der beiden Randpunkte durch den Mittelpunkt liefert |t, — s,| = |to — so|/2™ und || f(tn) — f(sn)|| >
Ilf(to) — f(s0)]|/2™ = Mhﬁ — Spl|. Sei & das Zentrum dieser Intervallschachtelung. Da f

to—so|

differenzierbar bei ¢ ist, gilt £ (T) f © _, p (&) = 0 fiir r — £ und somit

fn) = flsn) _ fta) = f() tn =&  f) = flsn) E=5n

= . —|—
tn_sn tn_f tn_sn f_Sn tn_sn
—_— N Y—,—— Y
—0 0< <1 —0 0< <1

fiir n — oco. Also ist f(to) = f(s0), d.h. f ist konstant auf (a,b) und wegen der Stetigkeit von f auch
auf [a, b]. O
Eine detaillierte Aussage iiber den Differenzenquotienten W
lieferte der Hauptsatz in der Form

von Funktionen f : [a,b] — R

a):/ f'(w)dx:/o fla+t(b—a))(b—a)dt.

Wir kénnen also versuchen statt dem Mittelwertsatz den Hauptsatz zu {ibertragen, benttigen dafiir
aber natiirlich das Integral fiir Kurven.

5.6.1 Definition. Riemann-Summen.

Bei der Definition (von Darboux) fiir Integrierbarkeit von Funktionen f : J — R auf kompakten
Intervallen J C R haben wir fiir die Ober- und Untersummen die Ordnung von R bené&tigt um von
sup(f(I)) und inf(f(I)) und in der Folge von infz O(f, Z) und sup, U(f, Z) sprechen zu kénnen. Fiir
Kurven f : J — E haben wir auf E keine Ordnung mehr zur Verfiigung. In Analogie zu den Resultaten
iiber Konvergenz (2.3.4), iiber Stetigkeit (3.1.4) und iiber Differenzierbarkeit (4.1.18) kénnten wir
Integrierbarkeit von f : J — R™ ad hoc komponentenweise definieren, siehe (5.3.8). Fiir f : J — E mit
Werten in Banach-Raumen E geht dies nicht mehr. Wir sollten jedenfalls versuchen sup und inf in der
Definition von [ f durch lim zu ersetzen. Anstelle fiir eine Zerlegung Z die Ober- und Untersummen
O(f,Z) == 1cxzsup(f(I)) [I| und U(f, Z) := >, inf(f(I))|I| von f zu betrachten kénnen wir die
dazwischenliegenden RIEMANN-SUMMEN

S(f,7,€) ==Y [I| f(&r)

I1eZ

fiir beliebige ‘ZWISCHENVEKTOREN’ £ von Z, d.h. £ = (§1)rez mit & € I fiir alle I € Z, definieren.

§1 52 §3 §4 §5
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Diese Summen machen auch Sinn, wenn f : J — E Werte in einem beliebigen reellen Vektorraum E
hat. Beachte dabei, dafl wir die Faktoren |I| vorgezogen haben, denn |I| € R, wohingegen f({;) € F,
und die Skalarmultiplikation wird {iblicherweise von links geschrieben.

5.6.2 Lemma. D-Integrierbarkeit via Riemann-Summen.

Eine beschrankte Funktion f : J — R ist genau dann D-integrierbar mit Integral ¢, wenn fiir jedes e > 0
eine Zerlequng Zy existiert, s.d. |S(f, Z,£) — | < € fiir alle Zerlegungen Z 2O Zy und Zwischenvektoren
& von Z.

Beweis. (=) Nach Voraussetzung existiert zu & > 0 eine Zerlegung Zo mit |O(f, Zy) — ¢| < € und
|U(f, Zo) — ¢| < e. Offensichtlich ist U(f, Zo) < U(f,Z) < S(f,Z,&) < O(f,Z) < O(f, Zy), also auch
|S(f,Z,£) _(P‘ <é.

(<) Aus |S(f, Zo,&) — | < € folgt ¢ —e < S(f, Zp,&) < ¢ + € fiir alle Zwischenvektoren & von Zj
und somit ¢ —e < U(f,Zy) < U(f) < O(f) < O(f,Zy) < ¢ + €. Folglich ist |U(f) — ¢| < € und
|O(f) — ¢| < e fiir alle e > 0, also U(f) = ¢ = O(f). O

~—

5.6.3 Definition. Riemann-Integral.

Die Beschreibung (5.6.2) des Integrals vermoge Riemann-Summen besagt anschaulich, dal S(f, Z, &) —
[ f falls Z beliebig ‘fein’ wird. Um dies exakt zu machen (ohne den Begriff eines Netzes einzufiihren)
sollten wir die Menge aller PUNKTIERTEN ZERLEGUNGEN (d.h. Zerlegung zusammen mit zugehorigen
Zwischenvektor) mit einer Metrik versehen. Dazu definieren wir das FEINHEITSMASS |Z| einer punk-
tierten Zerlegung als |Z] := max{|I| : I € Z}. Den Abstand zweier punktierter Zerlegungen Z und Z’
definieren wir als

A2, 7') = 0 falls Z = Z' als punktierte Zerlegungen
’ ~11Z| +12'| andernfalls.

Dies ist offensichtlich eine Metrik, denn d(Z, Z") < |Z|+ |Z"| < |Z| + |Z'| +|Z'| +|2"| = d(Z,Z") +
d(Z',Z") fir Z # Z' # Z" und andernfalls ist die Dreiecksungleichung trivial.

Wir sind aber daran interessiert, was passiert, wenn |Z| beliebig klein wird, also fiigen wir der Menge
aller punktierter Zerlegungen noch einen neuen Punkt oo (sozusagen die unendlich feine ‘Zerlegung’)
hinzu, definieren seine Feinheit als |oo| = 0 und verwenden fiir den Abstand die selbe Formel wie zuvor.
Dann erhalten wir noch immer einen metrischen Raum. Beachte, dafl der Abstand zweier verschiedener
Punkte Z und Z’ gerade d(Z, c0) + d(o00, Z’) ist, also wir immer den Umweg iiber oo gehen miissen.
Man kann sich diesen Raum als Seeigel mit co als Korper und verschieden langen Stacheln (zu jeder
Zerlegung eine) vorstellen.

Es sei nun f : J — E eine Abbildung auf einem kompakten Intervall J = [a,b] C R mit Werten in
einem Banach-Raum E. Fiir Zerlegungen Z von [a,b] gegeben durch a = tg < -+ < t, = b (bzw.
Teilintervallen I C [a,b]) und zugehérigen ZWISCHENVEKTOR ¢ gegeben durch &; € [t;—1,t;] fiir alle
1<i<n (bzw. & €I fiir I € Z) definieren wir die RIEMANN-SUMME von f bzgl. Z und ¢ als

n

S(£,2,6) =Y (ti—ti)f(&) =D |- f(&) €E

i=1 IeZ

Wir nennen f RIEMANN-INTEGRIERBAR oder kurz R-INTEGRIERBAR auf J falls der Limes

/f lim S(£Z.:= lim S(.Z.€P

|Z]|—0

existiert. Dieser Limes heifit dann das RIEMANN-INTEGRAL von f und man schreibt auch ff f=
b .
[, f(z) dx dafiir.

5.6.4 Cauchy-Kriterium fiir R-Integrierbarkeit.
Fine Abbildung f : [a,b] — E ist genau dann R-integrierbar, wenn

Ve>0 36 >0 V|Zl| |Z2| <9 Vgl,gg ||S(f, 21751) (f, 22752)“ <E.
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus (5.3.3a). O

5.6.5 Lemma. Beschrinktheit R-integrierbarer Kurven.
Riemann-integrierbare Funktionen f : R D [a,b] — E sind beschrdnkt.

Beweis. Angenommen f ist nicht beschrinkt. Somit gibt es fiir jede Zerlegung Z mindestens ein
Intervall Iy, auf welchem f nicht beschrinkt ist. Dann sind auch die Riemann-Summen & — S(f, Z, &)
unbeschrinkt (und folglich nicht konvergent), denn dazu wéhle zu G > 0 die &; fiir I # Iy beliebig und
&1,, so dafl

Lol 1)l = G+ D FEDI =
I#1,

IS(f, 2.)] |—HZ|I|f €n|| = 1115 €)l = Y 1S ENI = 6. O

I£Io

5.6.6. Differenz zweier Riemann-Summen Um die Cauchy-Bedingung aus (5.6.5) anwenden zu
kénnen benotigen wir eine Abschétzung fiir die Differenz zweier Riemann-Summen wobei wir 0.B.d.A.
annehmen konnen, dafl dabei eine der Zerlegung eine Verfeinerung der anderen ist.

Lemma.
Es seien Z' D Z Zerlegungen von [a,b] und Q¢(Z) := max{Q(f|r) : I € Z} die OSZILLATION von f
bzgl. der Zerlegung Z. Dann ist

IS(f, 2,6) = S(f, 2,8l < (b= a) - Qs (2).

Beweis.

S$(£,2,6) = S(.2,€) = > (&N - Y II’If(f}/))

ez o'z
= > m(ren - ren)
TezIorez
= |IS(f,2,¢§) - S(f,2",¢)| < ' N f&r) = F(E)l
IGX;ID;;Z’ —;Q&m_l/
SZ Z 1" -Q4(Z) = (b—a)Q(Z). O
I A=Y

5.6.7 Proposition. R-integrierbar versus D-integrierbar.
Es sei f : J — E eine Abbildung auf einem kompakten Intervall J = [a,b] C R mit Werten in einem
Banach-Raum E.

Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar mit Riemann-Integral f f, wenn f beschrdnkt ist und fiir
jedes € > 0 eine Zerlequng Zo von J existiert, s.d. ||S(f,Z,&) — [ f| < e fiir alle Zerlegungen Z 2 Zj.

Falls E =R ist, so ist dies nach (5.6.2) zur Darbouz-Integrierbarkeit dquivalent.

Beweis. (=) Die Beschrénktheit von f haben wir in (5.6.5) gezeigt. Nach Voraussetzung existiert zu
e>0end >0,sd ||S(f, 2,8 — [ [l <eausd((Z¢),o00) < 6 folgt. Da Zerlegungen Z mit |Z| < &
existieren (man Teile J in hinreichend viele gleich grofle Intervalle) ist diese Richtung gezeigt.

(<) Sei Zy eine Zerlegung wie gefordert, N die Anzahl ihrer Teilintervalle. Sei nun Z; eine beliebige
Zerlegung mit d((Z1,8),00) = |Z1] < § < ~an wd Zo = Zo U Z; die gemeinsame Verfeinerung.
Sei & eine Zwischenvektor von Z; und &y ein Zwischenvektor von Zy; der auf allen I € Z; die nicht
unterteilt wurden mit &; tibereinstimmt.
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Zor Zo1 Zor Zo1 Zo1 Zo1

Z Z Z T Z Z Z

Dann ist nach Voraussetzung [|S(f, Zo1,&01) — [ [ < € und weiters ||S(f, Z1,&) — S(f, Zo1,&01)|| <,
denn hochstens IV viele Intervalle I von Z; zerfallen in Zj; in Teilintervalle der Linge < § und fiir
diese gilt

1S(flr, Z1,&1) — S(fl1s Zov, §o) | < |- Q(f) < d-Q(f) < %
nach obigen Lemma (5.6.6). O

5.6.8 Lemma. Integrieren vertauscht mit stetig linearen Abbildungen.
Es sei f : R D J — Ey R-integrierbar auf dem kompakten Intervall J = [a,b] und ¢ : E; — E5 stetig
und linear. Dann ist Lo f : J — Eo R-integrierbar und

Jeen=c(] ).

Beweis. Der Beweis ist analog zu (6.1.6a). Da ¢ linear ist vertauscht es mit Riemann-Summen, und
weil es stetig ist mit Limiten:

0 stetig

/J(éof): %igoS(Eof,Z,f)M lim e(sg,z,g)) -—-e(éigoS(f,Z,g)) :£</Jf). 0

| |Z]—0

5.6.9 Lemma. Komponentenweise Integration.
Es sei f = (fY, f?) : [a,b] — E1 x By =: E. Dann gilt: f : [a,b] — E ist R-integrierbar < Vi € {1,2} :

ft:]a,b] — E; ist R-integrierbar.
b b b
|- (/ . fQ)-

Weiters gilt dann:

Beweis. Dieser geht nun vollig analog zu dem entsprechenden Resultat fiir Konvergenz, Stetigkeit und
Differenzierbarkeit, denn Riemann-Summen koénnen offensichtlich koordinatenweise berechnet werden
und die Konvergenz im Produkt ist ebenfalls koordinatenweise. O

Folgerung.
Es sei f = (f,...,f9) : [a,b] — R9. Dann gilt: f : [a,b] — R? ist R-integrierbar < Vi € {1,...,q} :

fi:a,b] — R ist R-integrierbar.
b b b
L= [ 1)

Weiters ist dann:
Vergleiche dies mit der ad hoc Definition (5.3.8).
Beweis. Induktion und obiges Lemma (5.6.9). O

Wir koénnen diese Folgerung nun verwenden um die meisten Resultate aus (5.1) und (5.2) auf Kurven
zu iibertragen — allen voran natiirlich:

5.6.10 Folgerung. Lebesgue-Integrabilitédtskriterium.
Es ist f : [a,b] — R? R-integrierbar genau dann, wenn f beschrinkt und fast iberall stetig ist (Dies
verallgemeinert (5.1.4)).

Beweis. Dies folgt sofort aus dem 1-dimensionalen Satz, da Stetigkeit, Beschrinktheit und Integrier-
barkeit komponentenweise festgestellt werden kénnen. Beachte dazu, da§ {x : f ist unstetig bei z} =
U {z : f* ist unstetig bei z} gilt. O
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Wir haben dieses Kriterium fiir viele Aussagen iiber D-Integrierbarkeit wesentlich verwendet. Um diese
Resultate moglichst auch im Banach-Raum-wertigen Fall zu erhalten miissen wir nun anders vorgehen,
denn folgendes Beispiel zeigt die nicht Ubertragbarkeit des Lebesgue’schen Integrabilititskriteriums.

5.6.11 Beispiel. Nicht Erweiterbarkeit des Integrabilitétskriteriums.
Es sei f:[0,1] — B([0,1],R) gegeben durch f(t) := xj.1), also

f(t)(s) = {1 fiir t < s

0 andernfalls.

Dann ist f R-integrierbar mit Integral fol f=1id € B([0,1],R) aber f ist nirgends stetig.

s |: :|

Wiire f stetig bei to € [0,1] so auch xjo¢,) = evgof @ [0,1] — B([0,1],R) — R, denn evy, :
B([0,1],R) — R, h +— h(to) ist stetig. Oder direkter: ||f(t1) — f(to)llcc = [IX[t1,1] = X[to,11lloc = 1
fiir tl 7é to.

Das Integral 18t sich auch leicht erraten. Denn wenn f integrierbar ist, dann auch x4 = eviof
1 1 1
(# f(t) = X[t,l]) und evy (fo f) = fo eviof = fo X0, =1 nach (5.6.8).

Diese Funktion id : t +— ¢ ist in der Tat das Riemann-Integral fol f € B(]0,1],R), denn sei Z eine
Zerlegung und £ ein zugehoriger Zwischenvektor. Fiir s € [0, 1] sei k = ks maximal gewéihlt mit & < s.
Dann ist tp_1 < & < 5 < &kt1 < tg41 und somit ist

(4-8(£,2,0) )| = |s= D1+t —tin)| =ls—tal <22 = [1d=S(/, Z8)lx < |25 >0 O
i<k

5.6.12 Beispiel. Zusammensetzen integrierbarer Abbildungen.

In (5.1.5) haben wir gezeigt, dafl die Zusammensetzung g o f von integrierbaren Funktionen f mit
stetig beschriankten Funktionen g selbst integrierbar ist. Daf} dies selbst fiir ¢ : « + ||z|| im unendlich-
Dimensionalen nicht mehr gilt zeigt folgendes Beispiel:

Es sei f:[0,1] — B(QN[0,1],R) gegeben durch f(t) := x, also

F(0)(s) = {1 firt=s

0 andernfalls.

Dann ist f R-integrierbar mit Integral 0, weiters ist ||_||o stetig und auf f(I) C {h : ||h|lec < 1}
beschrinkt, aber ¢ — || f(t)|| ist die Dirichletfunktion, und somit nicht R-integrierbar.

Analog zum vorigen Beispiel (5.6.11) erhalten wir als Kandidaten fiir fol f die Funktion s — fol (evsof) =
0, da

0 andernfalls.

evoof = {X{s} fiirseQ
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Man zeigt wie zuvor in (5.6.11), da§ die Riemann-Summen in der Supremums-Norm gegen diese Funk-
tion s — 0 konvergieren.

Bei fixen t ist f(t) =0 falls ¢ ¢ Q und f(t) = x{s andernfalls, d.h.

1)l = {1 fir € Q

0 andernfalls.

5.6.13 Proposition. Grundlegendes iiber das R-Integral.

(1) f:a,b] — E stetig = f R-integrierbar (Dies verallgemeinert (5.1.2)).
(2) R-Integrieren ist linear (Dies verallgemeinert (5.1.7)).
(3) f:la,b] — E R-integrierbar, [c,d] C [a,b] = fli.,q R-integrierbar (Dies verallgemeinert (5.2.1)).

(4) [ :la,c] — E R-integrierbar <= fliq5 und fl|p,q R-integrierbar (Dies verallgemeinert (5.1.9)).

/abf(t)dH/bcf(t)dt:/acf(t)dt,

wobei wir nur voraussetzen missen, dafS eine der beiden Seiten existiert. Fir a < b definieren
wir folglich fba f@)dt = —ff f(t)dt und erhalten obige Additivitit fir alle a,b,c € R (Dies
verallgemeinert (5.1.9))

(5) Fiira <b<c gilt

Beweis. (1) Sei ¢ > 0 gegeben. Da [a, b] kompakt ist, ist f auf [a, b] gleichm&Big stetig, also existiert
ein 6 mit ||f(t) — f(s)|| < e fiir |t — s| < J. Es sei Z eine Partition von [a,b] mit |Z| < 6 — dann ist
Q¢(Z) < e —und sei Z' eine Verfeinerung mit zugehdrigen Zwischenvektoren £ und &’. Dann ist

15(f,2,6) = S(£, 2", ) < b —alQ(Z) < |b—ale

nach (5.6.6). Wenn also fiir zwei punktierte Zerlegungen Z! und Z? die Feinheitsmafle kleiner als &
sind, so gilt beziiglich einer gemeinsamen Verfeinerung Z:

IS(f.2") = S(£. Z*) I < |S(f, 2%) = S(f, Z)| + |S(f, 2%) = S(f, Z)|| < 2¢]b — al,

somit erfiillen die Riemann-Summen die Cauchy-Bedingung und konvergieren nach (5.6.4).

(2) Folgt sofort aus S(f+MAg, Z,&) = S(f, Z,€)+A S(g, Z, ), oder abstrakter: f, g R-integrierbar B89,

(f,g) R-integrierbar L£68), f+AXg=ho(f,g) R-integrierbar, wobei h: EX E — E, (z,y) — x4+ Ay

stetig und linear ist. Weiters ist

[Gera=[ o0 Z2n([1.0) Z20([ 1. ["))= [142 [ 4

(3) Je zwei punktierte Zerlegungen Z; von [c,d] kénnen durch fixe punktierte Zerlegungen von [a, c]
und [d, b] zu Zerlegungen Z; von [a, b] gemacht werden und dann gilt

S(f721)_5(f722) :S(f7Z1)_S(f>ZZ)7

also ist die Cauchy-Bedingung erfiillt und lim|z|_ S(f][c,q, Z) existiert nach (5.6.4).

(4) Unter Verwendung der Definition kénnen wir das wie folgt zeigen: Sei zu & > 0 ein § > 0 derart
gewihlt, daB fiir Zerlegungen von [a, b] und [b, ¢] mit Feinheitsmafl < ¢ die entsprechenden Riemann-
Summen die Integrale bis auf € approximieren. Sei Z eine beliebige Zerlegung von [a, ¢] mit Feinheit

. Sei Z' die Zerlegung Z U {b}. Dann ist || fff - S(f,Z2' 0 [a,b,67)| <eund || [ f = S(f,Z'n
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[b,c],&T)|| < e fiir beliebig gewihlte Zwischenvektoren £ und 7. Falls Z = Z’' (dh. b € Z) so
ist S(f,Z,¢&) = S(f,Z2' Na,b],£7) + S(f,Z' N [b,c],£T) mit zusammenpassenden Zwischenvektoren
€7, & und & Andernfalls sei b € I € Z und b € Iy, I € Z'. Dann ist S(f,Z,€) — |I|f(&) =
S(f,Z' N a,b,67)+ S(f, Z' N b, &%) — [I-f(& ) — |I+|f(§l++), wobei die Zwischenvektoren auf
allen Intervallen ungleich 7_, Iy und I zusammenpassend gewéhlt seien. Alle drei Ausdriicke der Form
[I'| f(&r) haben Norm < |I'| - || f|r[loc < 0] f|locs also existiert [ f und ist gleich fabf + [ f

Mittels der Beschreibung (5.6.7) kann dies kiirzer bewiesen werden:
(5.6.7) — g+ - - o+ + ye— gt
—=3Z,,2y VYZ~ 2 Z,,Z" D Zy Y& T
b c
|[1-stze)] e || [ 1-st.2r 60 <e
a
b c
=VZ D Zy =25 UZT Ve ‘/ f+/ f—S(f,Z,f)H <
a b

/abf—S(f,Z‘,ﬁ_)H + H/bcf_g(f7z+’§+)H <92
mit Z~ :=ZNJa,b], Z':=2Zn0b,d.

g

(5) Wie bereits in (()3) und (()4) oben gezeigt zieht die Existenz einer Seite jene der anderen nach
sich. Nun kénnen wir den Beweis wie im reellen Fall (5.19) fithren indem wir nur solche Zerlegungen
Z von [a, c] zu betrachten, die b als Teilungspunkt enthalten. Oder aber man verwendet den Satz von
Hahn-Banach um die Aussage direkt auf den reellen Fall zuriickzufiithren. O

5.6.14 Proposition. Mittelwertsatz fiir integrierbare Kurven.

(1) f : [a,b] — E R-integrierbar, f(la,b]) € A C E mit A abgeschlossen und konver = fff €
(b—a)-A.

(2) f:a,b] — E R-integrierbar = Hf;f“ <|b-— a|sup{||f(t)|| 1€ Ja, b]}
(3) f:[a,b] — RY R-integrierbar = ||fff|| < ff || f(x)] dz.

(4) f:la,b] — E stetig = Hf: fl < f: | f(x)|| dz < |b—al -Sup{Hf(t)H te [a,b]} (Verallgemeinert
(5.1.11)).

(5) Der Raum R([a,b], E) aller R-integrierbaren Kurven |a,b] — E ist abgeschlossen in B([a,b], E)
und somit vollstindig.

(6) Integrieren f(f : R([a,b],E) = E, f— fabf ist stetig .

Dabei heifit eine Teilmenge A C E eines Vektorraums F KONVEX, wenn a,b € A, 0 < A < 1 =
a+A(b—a) € A

Operationen, die wir fiir Elemente einer Menge bereits erklirt haben, kénnen wir auch auf Mengen
erweitern, also z.B. A - A:={\-a:a € A}

Den entsprechenden Satz (5.1.11) fiir das 1-dimensionale haben wir direkt aus der Monotonie des
Integrals gefolgert. Diese macht im vektorwertigen Fall keinen Sinn mehr, und wie schon beim Mit-

telwertsatz (4.1.5) der Differentialrechnung diirfen wir nicht mehr erwarten, da ;- fab fin f([a, b))
liegt.

Beweis. (1) Beachte, daB = S(f,Z,€) = 5= 31, 1 F(&1) = X ey s f(&1) in A liegt, da die

Koeffizienten |I|/(b — a) > 0 sind und L1

icz 1—a = 1 ist, also eine konvex-Kombination von Vektoren
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f(&r) € Avorliegt. Da A abgeschlossen vorausgesetzt wurde, ist folglich auch f; f=limz_0S(f,2) €
(b—a)A.

(2) Da f nach (5.6.7) beschrinkt ist, liegt f([a, b]) im abgeschlossenen Ball B¢ (0), also einer konve-
xen Menge, denn mit || D, Aj x| < D0, ([ Aiwil| = D0, i - |la]] < D0, A = r falls ||a]| <7 und A\; >0
fiir alle 7 und Y2, A; = 1 ist. Also ist [ f € (b— a) Bz (0) nach 1, also || [ f]| < (b= a) [|f]loo-

(3) & (4) Falls f stetig ist, so ist auch ||f|| : ¢ — ||f(¢)||cc stetig (beachte, dafi die Schreibweise
[IfIl analog zu |f]| ist, aber leicht als ||f|lco := sup{||f(z)| : * € X} verstanden werden kann) und

somit R-integrierbar. Fiir E = R"™ ist dies wegen dem Lebesgue’schen Integrabilitétskriterium (5.6.10)
automatisch erfiillt. Fiir die Riemann-Summen gilt

IS Z. O < Y - IFEDI = SUFILZ) < 1b = al | flloo-

Iez

Somit gilt die entsprechende Ungleichung auch fiir das Riemann-Integral.
(5) & (6) Es seien f,, € R([a,b], E) und f, — fo in B([a,b], E). Wegen (2) ist (f(f fn)n eine Cauchy-
Folge in F also konvergent. Sei ¢ := lim,,_, o, fab fn-Zue > 0 existiert somit ein n € Nmit || f,,— foo|loo <

eund || fab fn—| < € und weiters ein § > 0 mit || f; fn—S(fn, Z)| < e fiir alle punktierten Zerlegungen
Z mit Feinheitsmaf} |Z] < J. Somit ist

I 20 < o= [ ol + ][ o= 50020 1502~ U, D)

+|
S(b_a) an_fooH
<et+e+(b—a)e=2+b—a)e,
also fs integrierbar und f: foo = limp oo f; fn. O

5.6.17 Hauptsatz der Analysis fiir Kurven.
Es sei f : [a,b] — E stetig und p(x) := [ f. Dann ist @ ist differenzierbar und ¢’ = f.

Es sei umgekehrt f : R D [a,b] — E stetig differenzierbar (oder auch nur mit R-integrierbarer Ablei-
tung), dann ist

b
/ f' = £(b) - f(a).

Dies verallgemeinert (5.2.2). Die Bedeutung der Integration vektorwertigen Kurven liegt vor allem in
diesen Satz der uns in die Lage versetzt aus Eigenschaften der Ableitung f’ auf solche der Funktion f
zu schlieBen und nicht wie bei skalarwertigen Funktionen in der Fldchenberechnung.

Beweis.

(5.6.14.4)

z+h
/x (f(t)—f(x))dt‘ < I max{||f(t) - f@)|| :t € m@ R} =0

Mittels Hahn-Banach und (4.6.9) kann die zweite Aussage sofort auf den reellen Satz zuriickgespielt
werden, denn danach geniigt es

wo) - sy =o([ 1) = [[to5= [wory

zu zeigen, was nach dem klassischen Hauptsatz (5.2.2) klarerweise gilt.

Ein anderer Beweis fiir stetig differenzierbares f besteht darin, f(t) := f(a)—}—fat 1'(8) ds zu betrachten.
Dann ist f1(a) = f(a) und f{ = f’ nach dem 1. Teil. Nach (5.6.16) ist also f; = f. O
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5.6.17a Bemerkung. Stetig einseitig differenzierbar impliziert differenzierbar.
Da wir im zweiten Teil des Beweises (fiir ¢ = 0 = g¢ konstant) nur die rechtsseitige Ableitung
benotigen zeigt dies, dafl ein stetiges f : (a,b) — FE, welches eine stetige rechtseitige Ableitung

flot— limg oy M besitzt, bereits (stetig) differenzierbar ist.

5.6.18 Folgerung. Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Es sei f : [a,b] — E (stetig) differenzierbar und sei f'([a,b]) C A mit einer abgeschlossenen konvexen
Teilmenge A C E. Dann liegt der Differenzenquotient W in A.

Insbesonders ist || f(b) — f(a)|| < (b—a) || f']|co-

Beweis. Fiir f mit R-integrierbarer Ableitung ist f(b) — f(a) = f; f' € (b—a) A nach (5.6.17) und
(5.6.14.1).

Fiir allgemeines differenzierbares f folgt das Resultat aus dem 1-dimensionalen, denn falls W ¢ A

so existiert nach dem Satz von Hahn-Banach ein stetig lineares ¢ : £ — R mit ¢ (W) ¢ L(A).

Andererseits ist aber

’ <f(b) - f(a)) _ (Lo f)(b) = (¢o f)(a)

. o — (Lo £)(&) = L)),

fiir ein £ € [a, b] nach dem einfach zu beweisenden Pendant zu (5.6.8) fiir differenzierbare Kurven (siehe
auch (6.1.5)).

Der Spezialfall folgt wenn man fiir A den abgeschlossenen Ball By (0) verwendet. O

5.6.19 Substitutionsformel. B
Es sei f : R D [a,b] — F stetig, g : [a,b] — [a,b] stetig differenzierbar. Dann ist

/ab(fog)’g’/g(g:j)f-

Beweis. Nach dem Hauptsatz (5.6.17) ist ¢(x) := f;(a) f(s)ds eine Stammfunktion von f auf [a,b],
d.h. ¢’ = f. Die Kettenregel (siche auch (6.1.5)) fiir Funktionen [a,b] — [a,b] — F liefert (p o g) =
(¢ 0g)-g'=(fog) g, und damit

b o b , (5.6.17) b B 617 (IO ;L 9(b)
/a(f 9) 9 —/a (pog) (pog)la=plg(h)) —w(gla)) /g(a) @ —/g(a) f. O

Dies verallgemeinert (5.2.3.5).

6.1.16 Proposition. Exponentialgesetz fiir stetige Funktionen.
Es seien X und I metrische Riume und I kompakt sowie E ein Banach-Raum. Dann ist f : X X1 — E
genau dann stetig, wenn f: X — C(I, E) wohldefiniert und stetig ist.
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Fiir eine Verallgeminerung dieses Resultats auf (gewisse) nicht-kompakte I siehe z.B. [15, 2.4.8].

Beweis. (=) Es sei f: X x I — F stetig. Dann ist insbesonders fiir jedes z € X die Einschrinkung
f(z) : I — E, t — f(x,t) stetig, also f : X — C(I, E) wohldefiniert. Bleibt zu zeigen, daf8 f stetig
ist. Sei dazu 9 € X und € > 0. Da f stetig ist existiert fiir jedes ¢ty € I ein d§;, > 0 s.d. aus
d((z,1), (zo,t0)) = max{d(x,zo),d(t,t0)} < d, folgt, daB ||f(x,t) — f(xo,t0)| < € ist. Die Familie
{Us,(t) : t € I} ist eine Uberdeckung mit offenen Béllen des kompakten Raums I, also existiert
nach dem Satz (5.1.4b) von Heine-Borel eine endliche Teiliiberdeckung {Us, (t;) : 1 < i < N}. Sei
d := min{d;, : 1 < ¢ < N}. Dann folgt aus d(z,z9) < 6 und t € T die Existenz eines i < N mit
d(t,t;) < 6; und somit ist ||f(z,t) — f(xo,t:)| < e und || f(zo,t) — f(zo,t;)|| < e, also

1f (@, t) = fzo, )l < |If (2, 8) = f (o, ta)ll + [1f (w0, t:) — f(wo, 8[| < 22

und folglich ist fiir alle z € X mit d(z, zo) < d:
I7(w) ~ Flao)loo = sup{1@.6) — Flao.t)] st € I} < 2.

(<) Sei nun f : X — C(I, E) wohldefiniert und stetig, d.h. fiir jedes fixe z € X ist f(z) : I — E,
t — f(x,t) stetig und f(z) konvergiert gegen f(zo) fiir  — xo gleichméBig auf I. Mit anderen Worten:
f ist einerseits partiell stetig in der zweiten Variable und andererseits stetig in der erstem Variable
und zwar gleichmiiBig bzgl. der zweiten. Nach (3.2.8) hat dies die Stetigkeit von f zur Folge.

O

6.1.17 Folgerung. Stetigkeit des Evaluierens.
Es sei I ein kompakter metrischer Raum und E ein Banach-Raum. Dann ist Evalualieren ev : C(I, E) X
I — E gegeben durch (f,x) — f(x) stetig.

Beweis. Nach (5.5.6) ist C'(I, E) ein Banach-Raum. Die zu ev assoziierte Abbildung ev : C(I, E) —
C(I, E) ist durch ev(f)(z) := ev(f,x) = f(x) gegeben, also ist ev(f) = f, d.h. ev = id und dies ist
stetig. Nach (6.1.16) ist somit ev stetig. O

6.1.18 Die Abbildung Untenstern.
Fiir metrische Rdume X, Y und Z und stetige Abbildungen f:Y — Z sei f, : C(X,Y) — C(X, 2)
definiert durch f.(g) := f o g, also durch Zusammensetzen mit f von links.

Folgerung. Stetigkeit von f,.
Es sei I kompakt, E und F Banach-Riume, U C E offen und f : E O U — F stetig. Dann ist C(1,U)
in C(I,E) offen und f. : C(I,E) 2 C(I,U) — C(I, F) stetig.

Wie benétigen dieses Lemma in (6.2.7) nur im Fall, wo I C R ein kompaktes Intervall ist.

Beweis. Beachte zuerst, dal C'(I,U) in C(I, E) offen ist, denn wenn ¢g € C'(I,U), dann ist K := ¢o(I)
kompakt, da I es ist, und somit ist der Abstand 6 := inf{||lz —y||: 2 ¢ U, y € K} > 0, d.h. jedes ¢ mit
lc = col| < & erfiillt ¢(I) C U: Die Funktion d : y — inf{||z — y|| : * ¢ U} ist stetig und positiv, denn
fir |d(y1) — d(y2)] < |lyr — yz2]|, also nimmt sie auf der kompakten Menge K ein Minimum § > 0 an.

Nach (6.1.16) geniigt zu zeigen, daB (f.)" : C(I,U) x I — U — F stetig ist, was wegen
(f)" = foev:i(g,z) = flg(x)) = (f o g) () = fi(9)(z) = (£.)"(g,)

nach (6.1.17) offensichtlich ist. O

6.1.19 Folgerung. Stetigkeit der Variablenvertauschung.
Es sei I kompakt und E und F Banach-Rdume. Die Abbildung ~ : C(I,L(E,F)) — L(E,C(I, F)),
definiert durch f — f(: x +— (t— f(t)(z))) — also Vertauschen von Variablen — ist linear und stetig.
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1. Beweis. Es sei f € C(I, L(E, F')), dann ist f(z) =evyof € C(I,F) und f ist linear, da ev;of =
f(t) € L(E, F). Weiters ist f stetig, denn

11 = sup{ll f(@)lloc : 2| = 1} = sup{l|(eva of)(#)I| « [lll = 1, t € I}
= sup{[lf(t)(@)[ : lz[| = 1, t € I} = sup{[[f ()| : £ € I} = [[ ] oo

Dies zeigt zugleich auch, daf} die lineare Abbildung ~ Léngen bewahrt, also insbesonders stetig ist mit
Operatornorm 1. 0O

2. Beweis. Esist “: C(I,L(E, F)) — L(E,C(I, F)) nach (5.5.13) genau dann linear und stetig, wenn
die assoziierte Abbildung C(I,L(E,F)) x E — C(I,F), (f,x) — (t — f(t)(x)) bilinear und stetig
ist. Bilinearitét ist offensichtlich und Stetigkeit ist nach (6.1.16) &dquivalent mit jener der assoziierten
Abbildung C(I, L(E, F))x ExI — F, (f,x,t) — f(t)(x). Diese ist die Zusammensetzung ev o(ev x id) :
C(I,L(E,F))xEXI — L(E,F)x E — F und somit stetig nach (6.1.17) und (5.5.12), da || ev(f, z)|| =
@I < 1A - ] O

Diese Abbildung ist injektiv, aber im Allgemeinen nicht surjektiv, denn sei E = ¢!, F = R und
I=10,2n] und g € L(E,C(I, F)) gegeben durch A = (A,)52; — (t =0 An sin(nt)). Die Abbildung
g ist linear und wohldefiniert, da die Reihe in C(I, F') absolut konvergiert, und

Ht -3 A sin(nt)Hoo <3 Pl It = sin(nt)lloe = A oo-

Sie liegt aber nicht im Bild von ~, denn dann wiére ihr Urbild g : t — (A — __ A, sin(nt)) und wiirde
7 auf die Abbildung die e,, auf sin(7/2) = 1 abbildet, also auf ein Abbildung g(-) mit Norm > 1.
Hingegen ist §(0) = 0, also wére g nicht stetig.

6.1.21a Differenzierbarkeit von Kurven in C(I,R).

Nach (6.1.16) ist fiir stetige f : U x I — R mit U C R offen die assoziierte Kurve f : U — C(I,R)
stetig. Wir wollen nun ihre Differenzierbarkeit untersuchen. Dazu verwenden wir die stetig linearen
Abbildungen ev, : C(I,R) — R, h — h(t) fiir t € I. Falls die Ableitung f'(z) existiert, so wire nach dem
Spezialfall (6.1.6a) der Kettenregel die Zusammensetzung ev;of : U — C(I,R) — R differenzierbar
bei x mit Ableitung

(eveof) (x) = eve(f'(2)) = f'(x)(2).

Es ist (ev; of )(x) = evi(f(x)) = f(x)(t) = f(x,t), also existiert die Ableitung von ev;of an der Stelle
x genau dann, wenn fiir alle ¢ € I die erste partielle Ableitung 0; f an der Stelle (z,t) existiert, und
es ist f'(z)(t) = (eviof) (z) = dif(z,t) = (O1f)V(x)(t). Wenn wir zusitzlich wollen, daB8 f stetig
differenzierbar ist, so miissen wir also zusétzlich zur Existenz der ersten partiellen Ableitung 0; f nach
(6.1.16) auch deren Stetigkeit fordern.

Um zu sehen, daB diese Anforderungen an f ausreichen fiir die stetige Differenzierbarkeit von f,
betrachten wir nun:

fla+h) — f(z)
h

(t) = ftht) = flat) 629 1 /1 4 (x+ sh,t)ds = 181f(x+sh,t)ds.
h hJo ds 0

Da 0, f als stetig vorausgesetzt wurde ist (h,s,t) — 01 f(z + sh,t) stetig und somit nach (6.1.16)
h — ((5715) — O1f(z + sh,t)) stetig nach C([0,1] x I,R), d.h. 01 f(x + sh,t) konvergiert gegen
O f(x+s0,t) = 01 f(x,t) fiir h — 0 und zwar gleichméBig fiir s € [0, 1] und ¢ € I. Wegen der Stetigkeit
des Integrierens fol : C([0,1] x I,R) — C(I,R) nach (5.1.12) konvergiert fol O f(z + sh,t)ds gegen
fol Ovf(x,t)ds = 01 f(x,t) und zwar gleichmiBig fiir ¢ € I. Dies zeigt die Differenzierbarkeit von f im
Punkte z mit Ableitung f'(z) = (91 f)" (). ZusammengefaBt gilt also die

Proposition. 3
Es set U C R offen und f : U x I — R eine stetige Abbildung. So ist f : U — C(I,R) genau dann
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stetig differenzierbar, wenn O1f : U x I — R ezistiert und stetig ist. Unter diesen Voraussetzungen gilt

F(@)(t) = 01 f(a,1). u

NN EEE EEEEEE EEEEEEE
N
TIIITATIITTRTIIIIIT

5.6.20 Bemerkung. 1-dimensionale Mannigfaltigkeiten.

(Die Bilder) differenzierbare(r) Kurven ¢ : I — FE werden in der DIFFERENTIALGEOMETRIE als soge-
nannte 1-dimensionale Mannigfaltigkeiten, einem Spezialfall von mehrdimensionalen MANNIGFALTIG-
KEITEN (wie sie fiir die allgemeine Relativitéitstheorie benstigt werden, also um unsere Welt im grofien
in Griff zu bekommen) behandelt und insbesonders Begriffe wie Kriimmung, Torsion, Umlaufzahl dis-
kutiert, siehe z.B. [14, Kapitel I].

In der ALGEBRAISCHEN TOPOLOGIE (siche z.B. [22]) wird versucht unter anderen mittels Kurven
Locher in Rdumen einzufangen und via geschlossener Kurven R&umen Gruppen zuzuordnen. Diese
Gruppen sagen dann relativ viel iiber das Aussehen des Raumes aus. Bekanntestes Beispiel ist der
JORDAN’SCHE KURVENSATZ oder schirfer das SATZ VON SCHONFLIES, welches besagt, dafl jede EIN-
FACH GESCHLOSSENE KURVE in C, d.h. stetige injektive Abbildung vom Einheitskreis S! := {z € C :
|z| = 1} — C sich zu einer bijektiven stetigen Abbildung f : C — C mit stetiger Inversen erweitern
1a8t.

In der KNOTENTHEORIE werden einfach geschlossenen Kurven im R? untersucht.
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6 Differentiation im mehrdimensionalen

In diesen Kapitel wollen wir die Differentialrechnung von allgemeinen Abbildungen f : E — F zwischen
Banach-Rdumen E und F' und damit insbesonders zwischen R? und RY entwickeln.

6.1 Differenzierbarkeit

6.1.1a Bemerkung. Stetigkeit fiir Abbildungen zwischen Banach-R&umen.
Eine Abbildung f: E D U — F zwischen Banach-Réumen E und F' mit U offen in E ist nach (3.2.3)
an der Stelle zg € U genau dann stetig, wenn

flao) = lim f(z) = lim f(zo + h)

T—x(

gilt, wobei wir h := x — z¢ gesetzt haben. Analog zu unserer Untersuchung in (3.2.7) fiir Funktionen
f : R? — R kénnen wir h “polar”-zerlegen in h = tv mit ¢ := ||h| > 0 und v := ”—}L”h. Dann
ist limp—o f(zo + h) = f(zo) genau dann, wenn f(xg + tv) — f(xo) fir ¢ — 0+ gilt und zwar
gleichméfBig bzgl. ||v|| = 1. Egal aus welcher Richtung v mit |[v|| = 1 wir uns also zy ann#hern,
es muf} also der Funktionswert gegen f(zo) konvergieren und zwar mit einer allen v gemeinsamen
“Minimalgeschwindigkeit”.

6.1.1b Definition. Richtungsableitung von Abbildungen.
Fiir £ = R haben wir in (4.1.1) im Falle F = R und in (5.6.15) fiir allgemeines F' die Ableitung als

(o) o= Jim TEOHEPVZI@O) iy (g, 4 1)~ fae)) € F

definiert.

Fiir mehrdimensionales E kénnen wir M nicht mehr bilden, da wir durch Vektoren nicht

dividieren koénnen. Allerdings haben wir in (4.1.13) fiir v € E bereits die Richtungsableitung

dy f(z0) := th_r,% flao+ tz) — f(mo)

eF

behandelt.

Wir wollen nun etwas allgemeiner fiir Banach-Rdume F und F und U C FE offen die RICHTUNGS-
ABLEITUNG d,, f(zo) von f: E DU — F an der Stelle g € U in Richtung v € F durch

dvf(l'o) = t£%1+ f(l’o + tl;) - f(xO)

eF

definieren. Beachte, daf} die Frage nach der Existenz dieses Limes fiir alle v € E Sinn macht, denn fiir
t nahe 0 ist x9 +tv € U da 29 € U und U C FE offen ist. Fiir diese Richtungsableitung gilt allgemein
dso f(z) = sdyf(z) fir s > 0 (d.h. v — d, f(z) ist RT-homogen), denn fiir s = 0 sind beide Seiten 0,
und fiir s > 0 haben wir

t—0+ t ts—0+ ts

= s d, f(x).
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An einigen Beispielen haben wir in (4.1.13) gesehen, dafl v — d,, f(xg) sogar linear ist und das bringt
uns zu folgender

6.1.1c Vorbemerkung zur Ableitung.

Lineare Approximation: In (4.1.2) sahen wir, daf die durch die Ableitung beschriebene Tangente
jene Gerade g : h — f’(xg) - h ist, welche die nach 0 verschobene Funktion f : h+— f(zq 4+ h) — f(x0)
gut approximiert, d.h.

lim M — lim
h—0 h h—0

— f/(xo) = 0

f(zo+h) = f(xo)
h

Diese Idee 148t sich nun auf Funktionen f : E — F zwischen Banach-Rédumen iibertragen. Dazu
verschieben wir die Funktion ebenfalls so, dafl der Punkt (zg, f(zo)) € E x F im Nullpunkt zu liegen
kommt, d.h. wir ersetzen x durch 2 — 2o =: h und y durch y — f(zo) und somit f : 2 — f(x) durch
die nach (0,0) verschobene Funktion f: h+— z:=xo+ h— f(x) = f(zo +h) — f(xog+ h) — f(xo):

13 h + xg E—f>F T
T — xg h E—f>F y — f(zo)

Die Ableitung ¢ : E — F sollte nun jene lineare Funktion g : E — F sein, die f auf die gleiche Weise
wie in (4.1.2) approximiert, d.h. fiir welche

a0l
"o

=0, oder dquivalent lim M =0
h=0 A

ist.

Eindeutigkeit von g: Es kann nur eine lineare Abbildung g dieser Art geben, denn wenn wir bei
der letztgenannten Grenzwertbildung die Variable h nur lings einer (Halb-)Geraden durch 0 variieren,
d.h. nur h der Gestalt tv mit RT 3¢ — 0 und fixen v betrachten. dann ist auch dieser eingeschrinkte
Grenzwert 0, d.h.

o flro+tv) = flxo) —gltv) . L f(zo+tv) — f(zo)
0= tm o] = 0 ( : ~9(0).

Multiplizieren wir dies mit der Konstanten ||v|| so erhalten wir

() = tl_i>%l+ J(zo + tvt) — f(=o)

= (fwoﬂ))/(o) = dvf($0)a
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wobel fy,» : R — F die Abbildung f ldngs der (Halb-)Geraden t — xo + tv ist, also fy, () :=
f(zo + tv). Somit stimmt g(v) mit der Richtungsableitung d,, f(xo) iiberein.

Stetigkeit von f versus jener von g: Beachte, dafl f genau dann bei x( stetig ist, wenn g es ist,
denn insbesonders muf} der Zéhler des obigen Grenzwertes auch gegen 0 gehen (da es der Nenner tut),
d.h. f(x+v)— f(z) — g(v) — 0 fiir v — 0. Somit gilt f(z+v) — f(x) genau dann, wenn g(v) — 0 fiir
v — 0.

Lineare Abbildungen g : E — F zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen sind nach (5.5.8)
automatisch stetig, fiir unendlich dimensionale Banach-Ridume ist es nun naheliegend die Stetigkeit
von g zu fordern.

Zusammengefafit geben wir also folgende

6.1.1 Definition. Ableitung von Abbildungen.

Essei f: E D U — F mit Banach-Rdumen F und F und U C F offen. Dann heifit f DIFFERENZIERBAR
BEI 7o € F falls eine stetige lineare Abbildung g : £ — F' existiert, welche die nach 0 verschobene
Abbildung f : h— f(xo + h) — f(2p) im folgenden Sinn approximiert:

_Nf () = g(W)] - 1
lim ——————— =0, oder dquivalent auch lim —- (f(h) - g(h)) =0.

h—0 17l h=o0 |[A]]
Die lineare Abbildung g ist, sofern sie existiert, eindeutig festgelegt (denn g(v) = d, f(xg) fiir alle
v € E), heifit ABLEITUNG VON f BEI xg und wird mit f’(xg) bezeichnet.

Eine Abbildung f : E O U — F heifit DIFFERENZIERBAR, falls f bei allen Punkten xy € U differen-
zierbar ist. Thre ABLEITUNG ist die Abbildung

f"*EDU— L(E,F), =z f(x0).

Beachte, daf dies ein wesentlicher Unterschied zum Fall von Kurven (d.h. der Situation E = R) ist,
wo die Ableitung f’ Werte im selben Raum wie f hat.

Bemerkung. Vergleich mit der 1-dimensionalen Situation.
Ist insbesonders F = R, dann kénnen wir die linearen (stetigen) Abbildungen g : E — F mit ihren
Werten g(1) € F vermége g(v) = g(v-1) = v - g(1) identifizieren:

LR, F) = F, g~ g(1)
LR, F)—F, (tr tv)—o.

In diesem Sinn ist die Ableitung f/(z) € L(E, F) einer Abbildung f : R 2 U — F bei z als Element
in F 2 L(R, F) auffabar. Dieses ist durch den (rechtsseitigen) Differentialquotienten

/ _ _ o flatt) - fz)
@) = dif(@) = lim HEED
gegeben. Somit ist die hier gegebene Definition der Ableitung im Falle E = R gleichbedeutend mit
(der rechtsseitigen Variante) jener aus (4.1.1) bzw. aus (5.6.15) fiir Kurven.

In Analogie zum Fall E = R schreibt man oft auch allgemein ¢ - v an Stelle von g(v) fiir lineare
Abbildungen g : E — F und v € E, insbesonders also f’(x)-v an Stelle von f'(z)(v) fiir die Ableitung
von f an der Stelle x in Richtung v.

6.1.1d Bemerkung. Partielle Ableitungen.
Falls £ = RP ist, dann haben wir ausgezeichnete Richtungen, namlich jene die durch die Standard-Basis
e1,...,ep € RP gegeben sind. Folglich haben wir auch die ausgezeichneten Richtungsableitungen

if (@) = do, f(a) = T LEFLE) =S @)

t—0+4 t

)
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die wir als (rechtsseitige) PARTIELLE ABLEITUNGen

(T1,...,2p) =

bezeichnet haben.

3
2
Xg+er 1
| |
Es ist
of d
8]}' (.’El, e ,l'p) = E f(:L'l, ey Lj_1,T4 -I-t,{EiJrl, e ,.’Ep)7
i t=0
also die Ableitung von f an der Stelle z; wobei alle anderen Koordinaten x1,...,%i—1,Tit1,...,p

festgehalten sind.
Umgekehrt konnen wir eine allgemeine Richtungsableitung d, f(x) auch als 1-te partielle Ableitung der
Funktion ¢ : (¢,2,v) — f(z + tv) an der Stelle (0, z,v) interpretieren, denn

dvf(fﬂ) = lim f(w +tU) — f(.'L') = lim g(t’m’v) — g(Ov'T?U)
t—0+ t L0+ ¢

=019(0,z,v) = — g(t, z,v).

Man schreibt oft etwas mif3briauchlich %\tzo anstelle von %|t:0.

Dafl die Existenz der Richtungsableitungen fiir die Differenzierbarkeit nicht ausreicht zeigt folgende
Proposition.

6.1.2 Proposition. Differenzierbarkeit via Richtungsableitungen.
FEine Abbildung f : E 2 U — F st genau dann differenzierbar bei x € U, wenn folgende Punkte
allesamt erfillt sind:

(1) Die Richtungsableitung d,, f(x) existiert fir alle v € E;
(2) v — d,f(z) ist linear und stetig;

(3) M — dy, f(x) firt — 0+ gleichmdiflig bzgl. ||v]| = 1.

Verbal formuliert muf also der die Richtungsableitung definierende Grenzwert gleichméfig bzgl. der
Richtung existieren und linear und stetig von dieser abhéngen.
Beweis. (=) Nach obigen Bemerkungen existieren fiir eine differenzierbare Abbildung f alle Rich-

tungsableitungen und es ist f/(z) : v — d, f(x) linear und stetig.
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1

(<) Wir setzen g(v) := d, f(z). Wenn wir die Polarzerlegung h = tv mit ¢ := ||h|| > 0 und v := mrh

Al
t

verwenden so iibersetzt sich der die Ableitbarkeit definierende Limes wegen g(h)/||h|| = g(tv)/t =
tg(v)/t = g(v) wie folgt:

0= lim

fl@+h) = flz) —g(h) flz+tv) - flz)

= lim (
h—0 [|A]] t—0+, |vf|=1 t

—g(v)) <
flz+tv) — f(z)

glm. bzgl. |lv||=1 O

6.1.3 Elementare Beispiele differenzierbarer Abbildungen.

(1)

=)

Stetig lineare Abbildungen sind differenzierbar. Nicht unerwartet ist jede stetig lineare
Abbildung f differenzierbar mit f'(z) = f, denn es ist f(z +v) — f(z) — f(v) = 0. Die Ableitung
f einer stetig linearen Abbildung f : F — F ist somit die konstante Abbildung f': E — L(E, F)
die {iberall den Wert

f'(x) =f € L(E,F)
besitzt (eine nicht konstante lineare Abbildung).

Gleichmifligkeit der Richtungsableitungsbildung geniigt nicht. Falls f nur linear und
nicht notwendig stetig ist, dann existiert d, f(z) = f(v) und der Limes ist gleichméBig, aber f
ist nicht differenzierbar. Also kénnen wir in der Definition der Ableitung die Stetigkeit von f'(x)
nach (6.1.1) nur durch die Stetigkeit von f bei x ersetzen. Sie aber nicht vollsténdig streichen.

Es sei f(x,y,2) := 2 - y? + sin(z). Dann sind die partiellen Ableitungen
af(.’L', Y, Z) _ .2
ox —alf(m7yaz) =Y
of(x,y,2) _ _
ay - an(xvya Z) - 2Iy
OIE2) _ gy fa,,2) = cos(2)

Wir werden in (6.1.24) Argumente liefern, die zeigen, da8 auch die Ableitung f/(z,y,2) : R® — R
existiert und ihre Matrixdarstellung [f'(x,y, 2)] = (y?, 2xy, cos(z)) ist, also gerade diese partiellen
Ableitungen als Eintragung besitzt. Wir wollen dies denoch hier direkt nachrechnen. Daf die
Ableitung g := f'(z,y, z) : R3 — R tatsiichlich durch g(h, k,1) := y?> h+ 2z y k + cos(z) [ gegeben
ist, folgt aus

lim fle+hy+kz+1)— f(z,y,2) —g(h, k1) _

(hok,l)—0 (R, &, D)l

— lim (x+h) (y+k)?+sin(z +1) —ay? —sin(z) — (y>h+ 22y k + cos(z) 1)
(hokl) =0 VRZFERZ 412

vk?>+2hyk+ hk?+sin(z +1) —sin(z) — cos(2) 1

= lim
(h,k,1)—0 Vh2+ k2412
) k sin(z + 1) — sin(z) ) l
= lim vk+2hy+hk +< — cos(z —_—
(hvk,lho( z ) Vh2+ k2 412 ! =) Vh? + k2 412
-0 beschriankt —0 beschriankt

=0
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(3)

Partielle Ableitungen geniigen nicht. Es sei f(x,y) := sin(2¢) fiir » # 0, wobei (r,p)
die Polarkoordinaten von (z,y) sind, und f(0) := 0, d.h. f(x,y) = 2sin(p)cos(p) = %
fiir (z,y) # 0, siehe (3.2.7). Dann ist 0;f(0) = 0 = 02f(0), aber J(; 1)f(0) existiert nicht, da

t — f(t,t) unstetig ist bei 0. Insbesonders existiert also f’(0) nicht.

Richtungsableitungen geniigen nicht. Es sei

f(z,y) =7 sin(3p) =7 (Sin((p) cos(2¢p) + cos(y) sin(2cp)>

3 2, _ .3
=73 (3 sin(y) cos(p)? — si]r1(<p)3)/r2 = ;y_’_ yg -

3562 _ y2
2 Y

Beachte, dafl f homogen ist und die Differenzenquotienten somit

f{tv) = f(0) _ _

= f(v) also d, f(0) = tL0+ ;
erfiillen. Es ist aber f nicht linear, denn f(1,0) = 0, f(0,1) = —1 aber f(1,1) = 1, und somit
existiert f/(0) nicht. Wir kénnen also in der Definition der Differenzierbarkeit die Linearitéit von
f'(z) nicht weglassen.

/IA\\

| ’ | LA |m|

Linearitit der Richtungsableitung geniigt nicht. Es sei f(z,y) := Vergleiche dies

2+y
mit (z,y) — wQﬁy4 aus (3.2.8). Dann ist f stetig bei 0, denn
2

zy ly]
= < =
|f(x,y)] ‘x2+y4y <9

und _

t“xy
Ay £(0,0) = = tr,ty) = lim ———— =0,
@) f(0,0) dt|,_, flt,ty) = 150 72 + t2y4

folglich ist 0, f(0) linear (und stetig) in v aber dennoch existiert f’(0) nicht, denn der Limes ist
nicht gleichmiifig. Setze x :=t¢, y := v/1 — t2, dann ist der Limes 1/2. Beachte, dafl wir uns hier
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lings einer Ellipse an 0 annihern, sei ndmlich zy 1=tz —1/2 =2 —1/2, y; := ty = t/1 — t2 und
somit ist 2% + y# = 1/4. Wir kénnen in (6.1.2) also auch nicht die GleichméBigkeit des Limes
weglassen.

; | Las

Ein weiteres Beispiel dafiir, dafl die Bedingung (3) in der Proposition (6.1.2) wirklich notwendig
ist zeigt folgendes Beispiel einer Funktion R? — R, wobei die zweite Animation den Schnitt mit
einer sich um 0 drehenden vertikalen Ebene zeigt.

6.1.4 Lemma. Bilineare Abbildungen sind differenzierbar.
Es sei f : E1 X Fy — F stetig und bilinear. Dann ist f differenzierbar mit Ableitung

f(@1, 22)(v1,v2) == fv1,22) + f21,v2).

Beispiele bilinearer Abbildungen sind:
1. Die Multiplikation R x R — R, (¢, s) + ts;

2. Die Skalarmultiplikation R x E — E, (t,v) +— tv;

3. Die Multiplikation A x A — A, (z,y) — = ey einer Banach-Algebra wie z.B. die Komposition
auf L(E, E) oder die Faltung x auf ¢! gegeben durch (z xy)(k) := Dk (@) y(4);

e~

Die Auswertung (oder Evaluation) ev: L(E,F) x E — F, (A, z) — A(z);
Die Komposition o : L(F,G) x L(E,F) — L(E,G), (T,S) — T o S;

Die Determinante det : R? x R? — R;

Das Kreuzprodukt x : R? x R? — R3;

Das innere Produkt (_|_) am R™ oder am ¢?, gegeben durch (z|y) = >, 2’ v’

© ® N & o

Alligemeiner die Form 4(z|y) := ||z +yl|* — || —yl|?, falls die Norm die Parallelogramm-Gleichung
llz+yl|?+ |z —yl* = 2(||z||*+||y||?) erfiillt, d.h. E ein Hilbert-Raum ist. Es gilt dann die Cauchy-
Schwarz Ungleichung |(z|y)| < ||z| ||y, siehe (2.2.3).
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Beweis. Es ist

f((9517$2)+(111,v2)) — f (@1, 22) _(f(xh’UQ) + f(U1,$2)> = [ (v1,v2)

=x =v =x =:g(v) =v

und somit ist

o W@+ 0) = £@) = g@) _ )]

v—0 o]l ~ =0 ]
da |f(vr, v2)l < [ oall lo2ll < [L£][[0]* nach (5.5.12).

Die hinter diesen Beweis stehende Idee ist, daf§ jede bilineare Abbildung f nach Definition partiell
linear ist, also die partiellen Ableitungen

O1f(wy,22)(v1) = f(vr,22) und O f (21, 72)(v2) = f(21,v2),

existieren. Aus (6.1.24) wird daraus ebenfalls das Resultat folgen, wenn wir die nachfolgende Ketten-
regel verwenden. O

:()7

6.1.5 Kettenregel.
Es sei f : E D U — F differenzierbar bei x € U und g : F OV — G differenzierbar bei f(x) € V.
Dann istgo f: EDU D f~Y(V) — V — G differenzierbar bei x und es gilt

(g0 f)(x) =g (f(z))o f'(x).

Diese Resultat ist nicht {iberraschend, denn natiirlich sollte die lineare Approximation einer Zusam-
mensetzung g o f die Zusammensetzung der entsprechenden linearen Approximationen an g und an f
sein. Es ist dies eine Verallgemeinerung von (4.1.14).

Der nachfolgende Beweis ist eine leicht modifizierte Version von jenem in (4.1.14), wobei man an Stelle

lim,_,g % den Ausdruck lim,_,q m r(v) verwendet.

Beweis. Es bezeichne

re(v) = f(z +v) = f(2) = f'(z)(v)
rg(w) = g(f(x) +w) — g(f(x)) — g'(f(2))(w)

dann ist lim,_or¢(v)/||v]| = 0 und lim,_o7e(w)/[|w| = 0 und wenn wir w = f(z +v) — f(z) =
f'(x)(v) + ry(v) setzten hat somit

raof(v) == (g0 )z +v) = (g0 (@) = (¢ (f@) o £ () (v)
= g(f@+v) = 9(f (@) = (¢ (/@) 0 (@) (v)

=g (f@)(f(@+v) - f@))

= g (F@) (£ @) +74(v))

)

die geforderte Eigenschaft:
Irgor I _ g’ (@) (gD g (f @)@) + @) (1F @ @), s )]
ol = o] T @) )] ( Rl Tl )

oo @l (P @)+ @)l )
A B e o ey el (A )

— 0,
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denn nach (5.5.11) ist ||a(z)]] < |la|| - ||z|| fiir alle linearen a wobei ||a|| := sup{||a(z)]| : ||z|]] < 1} die
Operatornorm von a bezeichnet. O

Die Kettenregel stimmt auch fiir Richtungsableitungen, wenn die &uflere Abbildung g als differenzierbar
vorausgesetzt wird.

6.1.6 Folgerung. Spezialfall der Kettenregel.
Falls f : E D U — F differenzierbar bei x € U und g : F — G linear und stetig ist, so ist

(g0 f)(x) =g o f'(2).
Achtung: g o f/(x) bedeutet nicht (g o f')(z) sondern g o (f'(x)) nach der Metaregel, dafl die niher
beieinander stehenden f’ und (z) vor den entfernteren g und f’ berechnet werden sollen.

Beweis.

(6.1.5) (6.1.3.1)

(gof)(x) g'(f(x))o f'(x) o f'(x). O

Bemerkung. Differenzierbarkeit bzgl. dquivalenter Normen.

Die Differenzierbarkeit einer Abbildung f : £ O U — F ist fiir d4quivalente Normen gleichbedeutend.
Im Wertebereich ist das ohnehin klar und im Definitionsbereich auch leicht einzusehen. Es folgt aber
auch aus der Kettenregel (6.1.5), wenn wir als eine der beiden Abbildungen jeweils die Identitét bzg.
der verschiedenen Normen verwenden.

6.1.7 Komponenten bzgl. der Werte der Ableitung.

Wir wollen nun die Resultate aus (2.3.4), (3.1.4) und (5.3.8) auch fiir das Differenzieren via Komponen-
ten herleiten. Wir benétigen dies insbesonders fiir F' = F; X Fy bzw. mittels Induktion fiir F = R™ =
R™ ! xR=Rx... xR xR. Eine Abbildung wie z.B. die Ableitung g := f'(zg) : E — Fy X ... x F,
wird natiirlich durch ihre Komponenten ¢' : E — Fy,..., ¢™ : E — F,, eindeutig festgelegt. Eine
allgemeine Abbildung g : E — F; X ... X F,, ist genau dann linear resp. stetig, wenn die Kompo-
nenten g' := pr,og : B — F; fiir i € {1,...,m} fiir alle i € {1,...,m} es sind (Ersteres zeigt man
in der linearen Algebra, letzteres gilt, da die Konvergenz im Produkt die komponentenweise ist), d.h.
g+ (gt,...,g™) ist ein Isomorphismus

LEFy x...x F,) 2 L(E,Fy) x ... x L(E, Fy,),
g (prlog,...,pr™ og),
(v (g'(v),. -, g™ () = (g', .. g™)

von Banach-Rdumen, denn
lgll = sup{llg(@)l: llo]] < 1} = sup{max{|lg’ (W) : 1 < j < m} s o] <1}
= sup{[lg’ ()] : 1 < j <m, o]l <1}
= max{sup{|lg? ()| : vl <1} :1 < j < m} = max{|l¢’}.
Hierbei haben wir verwendet, daf

sup{h(a:,y) creX,ye Y} = sup{sup{h(x,y) tx € X} ty € Y}

fiir Funktionen g : X x Y — R ist. Beachte, dal wenn wir mit ins; : F; — F; X ... x F, die
j-te Insertionsabbildung v ~— (0,...,0,v,0,...,0) bezeichnen, so ist g = > 7", ins;og?. Und g «
(gt,...,g™) ist bijektiv, denn Zj insjopr; = idp, x...xr, und pr;oins; = id sowie pr; oins; = 0 fiir
J#i

Lemma. Komponentenweise Ableitung.
Essei f=(fY....,f"):EDU — Fy X...x F,, und x € U. Dann ist f genau dann differenzierbar
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bei x, wenn die Komponenten f7: E D U — Fj differenzierbar bei x sind fir alle j € {1,...,m}. Fir
alle v € E gilt dann

7@ = (@), (™ @)©),
also
@) = (Y @) () (@)
Damit die Memotechnik der Matrizenmultiplikation funktioniert, sollten wir Vektoren in Fy X ... X Fp,
besser als Spaltenvektoren schreiben. Wir sagen dann die “Matriz”- oder Komponenten-Darstellung

[f'(x)] von f'(x) ist
(f) (@)

[ ()] = :
(fm)'(x)
Dies verallgemeinert (4.1.18).
Beweis. (=) Da f/ := pr;of, wobei pr; : F1 X ... X F;, — F; die kanonische Projektion bezeichnet,
folgt dies aus (6.1.6).

(«) folgt, da das Restglied r(h) := f(z + h) — f(x) — f'(x)(h) komponentenweise berechnet werden
kann und Limiten in einem Produkt komponentenweise berechnet werden kénnen. O

6.1.8 Folgerung. Linearitit des Differenzierens.
Es seien f,g: E 2 U — I differenzierbar bei x € U und X\ € R, dann ist auch f + Mg differenzierbar
bei  und es gilt (f +Xg)'(z) = f'(x) + A g (x).

Beweis. Esist a: (f,g9) — f+Ag, F'x F' — F stetig und linear und (f,g) : F — F x F differenzierbar
mit Ableitung (f,9)'(z) = (f'(x),g'(x)), also (f + Ag)'(x) = (ao (f,9))(x) = ao(f,9)(z) =ao
(f'(x), g'(x)) = ['(x) + Ag' (x). O

Dieser Beweis entspricht dem 2-ten Beweis von (3.1.6) fiir Stetigkeit und verallgemeinert (4.1.19), siche
auch die Bemerkung zum Beweis in (4.1.19).

6.1.9 Folgerung. Leibniz’sche Produktregel.
Es seib: Fy x Fy — F stetig und bilinear, sowie f; : E O U — F} differenzierbar, dann ist bo (f1, f2) :
E DU — F differenzierbar und

(b0 (1, £2)) @)@) = b( @), @) +b(f1 (@), 2)®))-

Insbesonders gilt das fiir die Multiplikation b einer Banach-Algebra wie z.B. R, C(I,R) oder L(E, E).
Ist insbesonders b die Multiplikation von R, so lautet diese Regel fir f1, fo: E — R:

(f1- f2) (@) = f2(@) - fi(2) + fr(2) - f3(2).
Ist fo(x) # 0 so gilt auch

A o @) ) — Ai() ()
(ﬁ)(” AGE '

Dies verallgemeinert (4.1.15) und (4.1.17) mit einem wie in (4.1.15) angedeuteten Beweis.

Beachte, da8 die Reihenfolge fao(x)- f1(z) hier eher angebracht ist als fi(x)- fa(z), denn g := fi(z) ist
eine (lineare) Abbildung und X := f3(z) ein Skalar, also A - g die Abbildung v — X - g(v).

Beweis. Nach (6.1.4) ist b differenzierbar mit Ableitung b'(y1, y2)(v1,v2) = b(v1, y2) + b(y1,v2). Somit
ist

(bo (f1, £2)) @)w) =V (1, £2)@)) (1, £2) (@)(0) )
=t'(fi(2). @) (A @) W), H@)©)
= (@), o)) +b( (), () 0))
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Insbesonders ist fiir b(y1,y2) := y1 - yo:
(fi- f2) (2)(v) = fi(2)(v) - fa(@) + fr(x) - fo(2)(v)
= (o) F@)(©) + (@) - @) @) = (folw) - Fi(@) + i) i) ) (0)

Die Quotientenregel folgt nun, denn nach (4.1.3) ist L1 = — L und somit nach Kettenregel (6.1.5)
%m = _W f4(x) und schluBendlich
f1>' d 1 d 1 filz)  fi(@) f5(=)
(f2 @ =@ T T Ghe T he T Ak

_ fa=) fi(x) = fi(=) fi(x)
B f2(x)? -

6.1.10 Komponenten bzgl. der Argumente der Ableitung.

Nun wollen wir das zu (6.1.7) duale aber schwierigere (siehe z.B. (3.2.7)) Problem in Angriff nehmen.
Wir benétigen dies insbesonders fiir E = E; x Ey und mittels Induktion fir £ = R™ 2 R™~! x R =
R x ... x R x R. Fiir differenzierbare Abbildungen f: Fy x ... x E,, — F ist die Ableitung bei = eine
lineare Abbildung g := f'(x): Ey X ... X E,, — F, also ist

g(vla"'vvm) =g((v1,07...,0)+(0,v270,...,0)+-~-+(0,...,0,vm)>
=g(v1,0,...,0)+¢g(0,v2,0,...,0)+ -+ g(0,...,0,vp,),
—_—

=:g1(v1) =:g2(v2) =:gm (Vm)

d.h. g = Zj gj oprj, wobei die Komponenten g; : E; — F' als “Einschrdnkungen” g; = goins; : E; —
E; x...x E,, — F von g linear und stetig sind. Die natiirlichen INSERTIONen oder auch INJEKTIONen
sind dabei durch

inj; =ins; : B — E1 X ... X Ep, v+ (0,...,0,0,0,...,0)

gegeben. Allgemein ist eine Abbildung g : Ey x ... X E,, — F gegeben durch g(vi,...,0,) =
Z;nzl gj(vj) genau dann linear bzw. stetig, wenn die Komponenten g; := goins; : E; — F fiir alle
je€{l,...,m} essind (Ersteres zeigt man in der linearen Algebra und letzteres folgt aus der Stetigkeit
der Addition F' x F' — F'). Wir haben insbesonders einen Isomorphismus (von Banach-R&umen wenn
wir auf Fy x ... x Ey, die Norm [|(vi, ..., vn)| = 2271, ||vj]| verwenden):

L(Fy X ...X Ep,F)2 L(E,F) X ... x L(Ep, F),
g— (goinsy,...,goinsy,) = (g1,.--,9m)

(0! Zgj V) = (g1, gm)
denn

lgll = sup{llgvr, .., vm)ll = D oyl < 1}
j=1
sup{HZgj o) PEIE 1}
{Z PIE Z sl <1}
< sup{max(lgsl : 3} - 3 oyl 3 sl < 1}
j j=1

= max{||g;|| : 7} < llgll, wegen |lg; || = [lg o ins; [| < |lg]| - [|ins; | = [lg]I-
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Dies fiihrt zu folgender

Definition. Partielle Ableitungen.
Essei f: Ey X ... x E,, O U — F eine Abbildung und = (2!,...,2™) € U. Unter der j-ten
PARTIELLEN ABLEITUNG 0; f(z) von f bei z versteht man die Ableitung der Funktion f oins] : E; 2

(ins§)~'(U) — F bei 27, wobei die AFFINE INSERTIONSABBILDUNG durch

ins] 1 Ej » By X ... X By, 20 (zb, ... 287 g T a™)
gegeben ist, d.h. ins7 ist affin mit linearen Teil ins; := insg und konstanten Teil (..., 2771 0,29+t .. .).
Vermége einer Translation um —z7 nach 0 kénnen wir 9; f(z) auch als Ableitung von (f o (ins; +z))
an der Stelle 0 definieren.

Im Spezialfall £y = --- = E,;, = R entspricht dies der in (6.1.1) gegebenen Definition der partiellen
Ableitungen wenn man den Isomorphismus L(E;, F) = L(R, F) & F verwendet.

6.1.11 Folgerung. Differenzierbar impliziert partiell-differenzierbar.
Es sei f : By X ... X Ey, D U — F differenzierbar bei x = (x',...,2™) € U. Dann existieren alle
partielle Ableitungen 0; f(x) fir j =1,...,m und es ist

f@)(R, .. hm) = Zajf(xth).

Wir sagen auch die Matrizdarstellung [f'(z)] von f'(x) ist

@) = (S @) O ()

Beweis. Wegen der Kettenregel (6.1.5) ist

0,1 (x) (W) = (f o insy) (a7 ()
= (//(insg(a7)) o (insf)' (7)) (h7) = f' (&) (ins] (b)),

x .

denn die Ableitung der durch h? — (z',... 271 b7, 2971, .. ™) gegebenen affinen Funktion ins§ :

E; — Ey x ... x Ep, ist der lineare Anteil
ins; : b7 +— (0,...,0,h7,0,...,0);
oder auch

03/ (@)(W) = (f o (ins; +2))'(0) (W) = (f(0+ ) o (ins}(0) + 0) ) (ins; (b)) = f'(@) (h7). O

Bemerkung.

Wir haben in (6.1.3.3) und (6.1.3.4) gesehen, dafl die Umkehrung hier nicht gilt, d.h. wir aus der
Existenz der partiellen Ableitungen nicht auch die Differenzierbarkeit von f schlieflen kénnen. Siehe
jedoch (6.6.5) fiir die Aquivalenz unter stirkeren Voraussetzungen.

6.1.12 Komponenten bzgl. Argumente und Werte der Ableitung.
Aus der linearen Algebra wissen wir, daf§ sich lineare Abbildungen g : R™ — R™ durch Matrizen
l9] = (9] )i=1,....m:;j=1,...n beschreiben lassen, dabei sind die Spalten (gf)?:l gerade die Bilder g(e;) der

standard-Basisvektoren e; und g(z) = (31", ggmi)j:l o, fir e = (2')L,.
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Wir kénnen nun genauso vorgehen um (stetig) lineare Abbildungen g : E1 x ... x E,, — Fy X ... X F,,
in einfachere Komponenten g] : E; — Fj zu zerlegen, d.h. wir kombinieren (6.1.7) und (6.1.10) zu
einen zusammengesetzten Isomorphismus

L(E1x...xEm,le...an):L(Elx...xEm,HFj)

Fiir lineare Abbildungen g : Ey x ... x E,, — F| x ... x F, sind die Komponenten gg durch

(...,0,2%,0,...) EyX...XEp—2>F x...xF, g(...,0,2%,0,...)
T e
gJ
z* E; ; Fj g]( ., 0,2%,0, )

definiert. Dann ist g(z) = (prl(g(:v))7 . ,prn(g(x))> und

pr;(g(z)) = pr; (g(z inji(xi))) > (pr;og oinj;) Zgz

7

d.h.
g1 I at
g9(z) : :
g1 Im z™
In Analogie zum skalaren Fall £y = --- = E,, = R = F} = --- = F,, nennen wir (gz )i=1,....mij=1,....n

ebenfalls MATRIXDARSTELLUNG oder KOMPONENTENDARSTELLUNG [g] von g. Somit erhalten wir:

Folgerung. Jacobi-Matrix.
Essei f=(f'...,f™"):E1x...xE, DU — Fy| X...x Fy, differenzierbar bei x € U, dann existieren
fiir alle i und alle j die partiellen Ableitungen 0;f7 der j-ten Komponente f7 und die Matrizdarstellung
[f'(z)] von f'(x) ist gegeben durch

onfi(x) ... Onf(x)

Of™(x) ... Onf™(x)
d.h. firv=(vl,...,v") € By x ... x E, ist

o fl(x) ... Oufi(x) vl
f@)(v) = : : |
Onfm(x) ... Onf™(x) o™

Insbesonders heifit diese Matriz im Falle E; = R = F} fiir alle ¢ und j JACOBI-MATRIX von f an der
Stelle x.

Beweis. Das Resultat folgt durch Anwenden von (6.1.7) und dann (6.1.12) auf jede der Komponenten
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17, denn

(<f1>'<x>(v>, Y @)))
L4438 (Z@f ...,Z@ifm(x)(vi))

O ft(z) ... Onfl(w) vl

|
O

o) .. o)) \on

Wir hiitten natiirlich gerne die Umkehrung zur Verfiigung, aber (6.1.3) zeigt, daf diese nicht allgemein
gilt, siehe jedoch (6.1.24)

6.1.13 Stetigkeit der Ableitung.

Wie wir in (4.1.4) gesehen haben, ist das Verschwinden der Ableitung f’(zg) eine notwendige Bedingung
dafiir, dal zg € U ein Stelle ist, wo f : E D U — R ein Minimum oder Maximum hat. Um allerdings
entscheiden zu koénnen, ob ein solches nun wirklich vorliegt wurde in der Schule die zweite Ableitung
benutzt. Wir wollen nun den Weg ebnen héhere Ableitungen zu definieren. Gleichzeitig werden wir
Bedingungen finden, die uns erlauben aus der Existenz der Richtungs- oder der partiellen Ableitungen
auf die Differenzierbarkeit schliefen zu kénnen.

Falls f : E D U — F differenzierbar ist, so existiert fiir jeden Punkte € U die Ableitung f'(x) €
L(E,F) von f bei . Wir erhalten somit eine Abbildung f': F 2 U — L(E, F).

Unter der zweiten Ableitung werden wir in (6.3.1) (im wesentlichen) die Ableitung dieser Abbildung
verstehen.

Wir miissen also von Differenzierbarkeit oder zumindest Stetigkeit von Abbildungen g : E O U —
L(E, F) sprechen konnen. Da E und F als Banach-Riume vorausgesetzt sind, ist auch die Menge
L(E, F) aller stetig linearen Abbildungen von F nach F nach (5.5.11) ein Banach-Raum.

6.1.14 Definition. Stetig differenzierbar.
Es heifit f : E D U — F STETIG DIFFERENZIERBAR (kurz C1), falls f differenzierbar ist (d.h. f’(x)
fiir alle x € U existiert) und die Ableitung f': E D U — L(E, F) stetig ist.

Beachte, dafl die Kettenregel (6.1.5) und somit auch die daraus hergeleitete Produktregel auch fiir stetig
differenzierbare Abbildungen gilt, denn die Ableitung der Zusammensetzung fog ist nach (6.1.5) durch
(fog)(x)=f'(g(x)) og' (x) gegeben. Also ist (f og)’ = kompo(f’ 0g,g’) und sowohl f’ o g als auch ¢’
sind nach Voraussetzung stetig und komp : L(F,G) x L(E, F) — L(E,G), (a,b) — aob nach (6.1.4).
Zur Abschreckung den klassischen Beweis dieses Sachverhalts im Spezialfall E = F = G = R?, d.h. fiir
f=(f1,f2) :R? - R? und g = (g1, 92) : R?> — R? Nach (6.1.11) ist

091 (11, 25) D9 (y,20)
)] = [ 22 Oxa
g ()] (25?(%1,»’62) 992 (21, 22)
oh1 9N
oo () B ()
() = <ng ) O <y1,y2>>

und nach der Kettenregel (6.1.5) die Ableitung der Zusammensetzung somit

[f'(9(x)] - [¢ (z)] = (91($1,$2) ga2(w1,2)) af (91($1,$2) g2(71,72)) ) ggi (z1,72) 8L(Jb‘l’ﬂﬂz)
gﬁ (gl(xla-TQ) 92(901,96‘2)) 352 (91(331,»’32) 92($17$2)) gwl (w1, 22) a—m(
ayl L (g1 (z1,22), gz(wl,xz)) dgl (z1,22)+ dyl (91(»817962) 92(»81722)) 3x2 (z1,22)
ayl (91(931,902)792(901,932)) ZaL ($17w2)+ Bys (91(9617962) g2(x1,22))- (312 2 (z1,22)
ayl 2 (g1(z1,22), 92(11,932)) agl (w1,22)+ 922 Bys (ql(whwz),qz(whwz)) 6‘t1 2 (x1,22)

ayl 2 (g1(z1,32),92(71,22))- 6I2 L (z1,w0)+ 222 52 (91(21,22),92(x1,72))- 612 2 (x1,22)

andreas.kriegl@univie.ac.at, 23. November 2004



78 Differenzierbarkeit 6.1

Beachte hier auch die klassische stark interpretationsbediirftige Schreibweise g_zi (gl (x1,22), g2 (21, mg))

fir 01 f1(g9())-

Da ev : L(E,F) x E — F bilinear und stetig ist (||ev(a,z)|| = ||a(z)| < |la| - ||z||) folgt aus der
Stetigkeit von f’: U — L(E,F) jene von f': U x E — L(E,F) x E — F.

Fiir endlich dimensionales E = R™ gilt auch die Umkehrung, denn dann ist L(E, F) =2 L(R™, F) =

L(R, F)™ = F™ und aus der Stetigkeit von [’ : U x E — F folgt jene von eve, of’ : U — L(E,F) — F
und somit auch von f’: U — F™ (punktweise Konvergenz).

Im allgemeinen wiirden wir fiir die umgekehrte Richtung folgende Zusammensetzung betrachten:
f:U—C(E,UXxE)—L(E,F), z+— (’U — (x,v)) — (v — (/f—’\)(a?)(v))

Damit kénnen wir aber die Stetigkeit von f’ nicht zeigen, denn die von C(F,U x E) — L(E, F) gilt
nicht, da wir in L(E, F) gleichméssig auf beschriinkt Mengen testen miissen, aber in C'(E,U x E) es nur
fiir kompakt Mengen wissen. Hingegen ist fiir die Topologie auf L(F, F') der gleichmifiigen Konvergenz
auf kompakt Mengen die Abbildung U — L(E, F') genau dann stetig, wenn U x E — F es ist.

Siehe auch das folgende Beispiel.
6.1.15 Smolyanov’s Beispiel.

Definition. Smolyanov’s Funktion.

Es sei f: (> — R definiert durch f := Y, 7 fi, wobei fi(z) := @(k(kz), — 1)) - [T<x (jz;) und
¢ : R — [0,1] glatt ist mit ¢(0) = 1 und ¢(t) = 0 fiir [t| > 1. Es sei 4 := {x € €% : |kay| < 1 Vk}. Dies
ist eine abgeschlossene Teilmenge von £2.

Behauptung.
Die Funktion f : (2 — R ist differenzierbar.

Beweis. Beachte, daf§ fiir z € ¢? héchstens ein fi(z) ungleich 0 sein kann. In der Tat impliziert
fre(z) #0, daB |kzy — 1| < % < 1, und daher kzj, > 2 und also f;(z) = 0 fiir j > k.

Fiir « ¢ A existiert ein k > 0 mit |[kzy| > 1 und die Menge dies Punkte erfiillend dieser Bedingung ist
offen. Es folgt, dal p(kzy) = 0 und daher f = Zj<k j%fj glatt ist auf dieser offenen Menge.

Andererseits sei € A. Dann ist |[kzy — 1| > 2 > 1 und daher p(k(kzy — 1)) = 0 fiir alle k und also
f(z) = 0. Es sei v € €% so, daB f(z + v) # 0. Dann existiert ein eindeutiges k so, da8 fi(z +v) # 0
und deshalb ist [j(z; + v;)| < § fiir j < k und |k(z), +vp) — 1| < 1 < 1. Wegen |kay| < 1 ist |kvy| >
1—|k(zgp+vg) —1|—|kay| > 1—§— 5 = 5. Daherist | f(z+v)| = 2| fr(z+v)] < 7= < (2Jv])? < 4|2
Also ist w <A|lv|| = 0 fiir ||v|| — 0, d.h. f ist differenzierbar bei  mit Ableitung 0. O

lloll

Behauptung.
Die Ableitung f' : €2 — (£2)' := L({? R) ist nicht stetig.

Beweis. Sei a € R mit ¢'(a) # 0. Dann ist f/(te*)(eF) = L L fu(tek) = L Lokt — k) = ¢/ (k (kt —
1)) = ¢'(a) wenn ¢t =t := 1 (% + 1), und geht somit nach 0 fiir k — oco. Jedoch ist f/(0)(e*) = 0, da
0e A O

Behauptung.
Die Ableitung (f')" : €2 x 12 — R ist stetig.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dafl f'(z™)(v"™) — f'(z)(v) fir (z™,v") — (x,v). Fir « ¢ A ist dies
offensichtlich erfiillt, da dann ein k existiert mit |kzy| > 1 und daher f =" i<k jiz f; lokal um z.

Wenn x € A dann ist f'(x) = 0 und es verbleibt also den Fall zu betrachten, wo 2™ ¢ A. Es sei ¢ > 0
gegeben. Lokal um z” gibt es hochstens einen nicht-verschwindenden Summanden fy, (z" ¢ A= Jk:
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|kz*| > 1/4, wiihle k minimal. = Vj < k : |[j2’| < 1/4 = [j(jad — 1)| > 3j/4 (1-te Faktor) = f; =0
lokal fiir j < k und f; = 0 fiir j > k (2-te Faktor) ). Somit kénnen wir Ableitung wie folgt bestimmen:

@) (") = | Z @) (") < T AR
i<k
Da v € (2, finden wir ein K; so, daf (X5 x, lvj|$)1/2 < e Also schlieBen wir aus [[v™ — v|l2 — 0,
daf \v;’| < m fiir j > K3 und grofle n. Fiir die endlich vielen kleinen n kénnen wir K so vergrofern,

daf fiir diese n und j > K; auch |U;L| < W ist. Weiters gibt es ein konstantes Ko > 1 so, dafl

[v"]loo < [[v™]l2 < K> fiir alle n. Nun wihle N > K so groB, da N2 > 1||¢/|| o K3 K. Offensichtlich
ist >, n % fn glatt. Es verbleibt jene n zu betrachten, fiir welche der nicht-verschwindende Term
Index k > N hat. Fiir jene Terme haben wir

1
|f/ (&™) (v")] = |ﬁfé(a?")(v”)l
/ n 1 P
<llelloo | l0R]+ 72 D dlv7]
j<k

1 . 1 .
< e oo + 11 lloo 73 > Wil + 13 > il e s
J<Ki Ki1<j<k

<e+lly Hooﬁ“” ||°°+ﬁ Z JE
Ki1<j<k

<e+te+e=3¢
Dieses zeigt die Stetigkeit. O
Folgende Konsequenz aus dem Hauptsatz (5.6.17) wird uns des 6fteren niitzlich sein.

6.1.23a Lemma. Richtungsdifferenzenquotient als Integral der Ableitung.
Essei f: E DU — F eine Abbildung mit U C E offen, v € E und d, f existiere und sei stetig und
z€eU. Dann ist x +tv € U und

f(@+tv) - f(@) :/1dvf(x+stv)d3
0

t

fiir alle hinreichend kleinen |t|.

Beweis. Da t — x 4 tv stetig ist und 0 auf z € U abbildet existiert ein § > 0 mit x +tv € U fiir alle
[t] < 6.

Nun betrachten wir die Kurve ¢ : [—0,0] — F, s — f(x + sv). Da d,f(z + sv) existiert, ist ¢
differenzierbar mit ¢’(s) = d, f(z + sv). Da d, f stetig vorausgesetzt ist, ist ¢’ stetig und nach dem
Hauptsatz (5.6.17) und der Substitutionsformel (5.6.19) angewandt auf c ist

flx+tv)— f(x)  c(t) —c(0) L (r) Y dyf(z 4+ 7v) !
; = ; :/o Tdr:/o fdr:/o dy f(z + stv) ds.

Dies erhélt man auch durch Anwendung des Hauptsatzes (5.6.17) auf die Kurve ¢ : s — f(z + stv)
mit Ableitung (wegen der Kettenregel (6.1.5))

d(s) = diif(a?—&—stv) = f'(x+ stv) (%stv) = fl(x+stv)(tv) =t f'(z+stv)(v),

denn damit ist

f(g:—|—tvt)—f(1:) _ c(l);C(O) :/0 Clis)dsz/o £z + tsv)(v) ds.
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6.1.23 Proposition. Differenzierbarkeit via Richtungsableitungen.
Fine Abbildung f : E D U — F ist genau dann C', wenn die Richtungsableitungen eine wohldefinierte
und stetige Abbildung E DU — L(E,F), x — (v — d,f(z)) liefern.

Beweis. (=) Nach (6.1.2) existieren die Richtungsableitungen und d, f(z) = f'(x)(v), also definieren
sie gerade die Ableitung f': E DU — L(E, F).
(<) Wegen Proposition (6.1.2) setzen wir f/(z)(v) := d, f(x) und miissen nur zeigen, daf}
flz+tv) — f(x)
t
Fiir F = R ist nach dem Mittelwertsatz (4.1.5) angewendet auf ¢ : s — f(x + sv) mit Ableitung
d(s) =d,f(x+ sv) fiir ein 0 < ¥ < 1:

feti) - fz) “;) —f@ _ %(c(t) —e(0)) = ¢(B1) = dyf(x + Dto).

— f(z)(v) — 0 fiir t — 0+ glm. fiir [jo| = 1.

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0, so daf} fiir alle |w|] < §
folgendes gilt: ||d, f(x + w) — dy f(2)|| < €]|v||. Fiir ||v]] =1 und 0 < ¢ < ¢ erhalten wir also

Hf(ertv)—f(fv)
t

- f’(x)(v)H < sup{||dvf(x FOte) — dy f(2)] 10 < < 1} <e.

Fiir allgemeines F' miissen wir anders vorgehen und verwenden (6.1.23a):

fx +tv) = f(x)
t

1
= / dy f(z + stv) ds,
0

Da f': U — L(E, F) stetig vorausgesetzt ist, existiert zu ¢ > 0 ein § > 0 mit || f'(x + h) — f'(2)] < e
fiir alle ||h|| < d, also ist

|[LEHIZTD i) = H/Ol f'(a +tsv)(v) ds - /0 £ (@)(w)ds|

1
g/\
0
1
g/ e-lvllds=¢
0

fiir alle ||v]] <1 und |¢] < 4. O

f'(@+tsv) = f'(@)]| - [[v]| ds

6.1.24 Proposition. Differenzierbarkeit via partieller Ableitungen.

Eine Abbildung f : E1x... X E,, D U — F ist genau dann stetig differenzierbar auf U, wenn sdmtliche
partielle Ableitungen 0;f : U — L(E;, F) fir j € {1,...,m} existieren und stetig sind.

Insbesonders ist fiir By = --- = E,,, = R eine Abbildung f : R™ D U — F genau dann C', wenn die
partiellen Ableitungen 0;f : U — F fiir ¢ € {1,...,m} alle existieren und stetig sind.

Beweis. (=) Dies folgt aus (6.1.12), denn 8;f(x) = (f oinsj)/(27) = f'(z) o ins; = insj(f'(x)) =
(ins} of’)(x) € L(Ej;, F), und (ins}) : L(Ey X ... X By, F) — L(Ej, F) ist eine stetige Kontraktion.
(<) Die wesentliche Beweisidee sieht man bereits im Fall m = 2 und Ey = E; = F = R. Wir fiithren
den Beweis also (vorerst) nur in dieser Situation. Beachte, daf§ dann L(FE;, F) = L(R,R) = R ist. Es
geniigt wegen (6.1.2) zu zeigen, da d, f(z) := lim;_,o+ w glm. fiir ||v|| < 1 existiert und
v +— d, f(z) fiir jedes x € U linear und stetig ist. O.B.d.A. sei z = (0,0) und v = (vy,v2). Dann ist

f(tvy, tvg) — f(0,0)  f(tvy,tva) — f(tv1,0) _— f(tv1,0) — £(0,0) oL,

t tvg tuy
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Wegen dem Mittelwertsatz (4.1.5) angewendet auf s — f(s,0) existiert zu ¢ und vy ein ¥J7 mit 0 <

¥ < 1 und
f(tv1,0) — £(0,0)
t’Ul

= 01 f(V1tv1,0).

Ebenso existiert — wegen dem Mittelwertsatz angewendet auf s — f(tv1,s) zu t und v = (v1,v2) — ein
Yo mit 0 < ¥5 < 1 und
f(tvl,t’vz) - f(tvl, 0)

= 82f(tvl, 192152)2).

t’U2

£(tvy, tvy)

(tvi, tvz)

(tvi,0)

Insgesamt erhalten wir also

f(tvy, tva) — £(0,0)
t

= 0z f(tv1, Vatva) - va + 01 f(V1tv1,0) - vy

und wegen der Stetigkeit von 0; f und 9, f konvergiert dieser Ausdruck fiir ||v|| = v/[|v1]|? + |Jv2]|2 < 1
gleichméBig gegen

(91f(0, O) s U1+ (92f(0, 0) - V.
Da dieser Ausdruck offensichtlich linear in v = (v1,v2) ist, ist f differenzierbar nach (6.1.2) und
f(x)(v) =3, 0;f(x) v;. Da 0; f stetig ist, ist es auch f’, also ist f stetig differenzierbar.

Nun fiir allgemeines F' und m = 2 (Fiir m > 2 folgt das Resultat dann einfach mittels Induktion).
Wegen (6.1.23a) angewandt auf die partiellen Funktionen x +— f(tvy,z) und z — f(z,0) von f ist

f(tvlatv2) _f(OaO) f(tvlatUQ) _.f(tvlao) + f(tl}l,O) — f(0,0)

t ) t . t
:/ Bgf(tvl,stvg)(vg)ds+/ O1f(stvy,0)(vy)ds
0 0

also

Hf(tvl,tvg) — f(0,0)
t

— 01£(0,0)(v1) — 52f(070)(v2)H =
— H/Ol (82f(tv1, stug) — 32f(0,0)) (vy)ds + /01 <3lf(stv1,0) — 51f(070)) (v1) dsH

1 1
S / ||62f(t111,$t112) — 82f(0,0)|| . HUQH ds —|—/ Half(stvl,()) — 81f(0,0)|| . ||’U1|| ds < 28,
0 0

falls |lo1|| < 1, |lve|| < 1 und [¢t] < §, wobei 6 > 0 wegen der Stetigkeit von 01 f und Osf so gewihlt
werden kann, da ||01f(z,y) — 01£(0,0)|| < € und ||O2f(z,y) — O2f(0,0)|| < e fiir alle (z,y) mit
(2, )l = max{lz[], [y][} < o. O
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Beispiel.
In (6.1.3.2) haben wir die partiellen Ableitungen von f : (x,v,2) — x - y? + sin(z) als
8f(x, Y, Z) _ .2
Oz —(91f(l',y,2) =Y
L(g’yy’z) = 0o f(2,y,2) = 2y
OIE2) _ gy fa,,2) = cos(2)

bestimmt und verwendet um zu zeigen, dafi die Ableitung f’(z,y,z) diese als Matrixkoeffizienten
besitzt. Mittels (6.1.24) kénnen wir uns die aufwendigen Abschétzungen sparen, denn die partiellen
Ableitungen sind offensichtlich stetig.

6.1.21 Proposition. Differenzierbare Abbildungen nach C(I, F).

Es seien E und F' Banach-Rdume, I ein kompakter metrischer Raum, U C E offen und f : U X1 — F
eine stetige Abbildung. So ist f : U — C(I, F) genau dann stetig differenzierbar, wenn 01f : U x I —
L(E,F) existiert und als Abbildung U — L(E,C(I,F)) wohldefiniert und stetig ist. Unter diesen
Voraussetzungen gilt f'(x)(v)(t) = 01 f(z,t)(v) fir allex €U, v € E und t € I.

Beachte, dafl Wohldefiniertheit und Stetigkeit von 01 f : U x I — L(E, F') nach (6.1.16) dquivalent zu
jener von (91 f)" : U — C(I, L(E, F)), dies aber nach (6.1.19) nicht dquivalent zu der Wohldefiniertheit
und Stetigkeit von U — L(E,C(I,F)) ist: Wihle dazu z.B. als f die lineare Abbildung g aus Beispiel

n (6.1.19). Dann ist f stetig differenzierbar, aber 0y f(z,t)(v) = f(v,t) = g(v)(¢) nicht stetig von
Ex I — L(E,F).

Beweis. Im Spezialfall eines kompaktes Intervalls I und £ = F = R haben wir dies in (6.1.21) gezeigt.
In jenen Beweis kénnen wir ohne Probleme das kompakte Intervall I durch einen kompakten metrischen
Raum ersetzen und den Zielraum R von f durch einen Banach-Raum F.

Mehr Beachtung miissen wir der"Verallgemeinerung vonU CRaufUCF schenkenl Aus denq obigen
Spezialfall folgt vorerst nur die Aquivalenz der Existenz der Richtungsableitung d, f(x) von f an der
Stelle & mit jener der (partiellen) Richtungsableitung d, o f(z,t) fiir alle t € I sowie die Identitét

dy f(2)(t) = d(,0) f(x,1) = 01 f (2, ) (v).

Nach (6.1.23) geniigt fiir f € C' die Wohldefiniertheit und Stetigkeit von z — (v — d,f(z)),
U — L(E,C(I, F)) zu iiberpriifen. Wegen obiger Formel ist dies offensichtlich dquivalent zur Wohlde-
finiertheit und Stetigkeit von 9y f aufgefafit als Abbildung U — L(E,C(I, F)). O

6.1.20 Lemma. Differenzierbarkeit von f,.
Es sei I kompakt, E und F Banach-Riume, U C E offen und f : E O U — F stetig differenzierbar.
Dann ist f. : C(I,E) 2 C(I,U) — C(I, F) ebenfalls stetig differenzierbar mit Ableitung

(£ (9)(W)(®) = F'(9(t)) (h(8)) fir g € C(LU), h € C(IE) und t € I.

1. Beweis. Nach (6.1.23) geniigt es die Existenz, Wohldefiniertheit und Stetigkeit der Richtungsablei-
tungen C(I,E) D C(I,U) — L(C(I,E),C(I, F)) zu zeigen. Die Existenz ist eine Aussage iiber die
Kurve ¢ : t — fi(g+th) fir g € C(I,U) und h € C(I, E). Nach (6.1.21) folgt dies aus der Existenz
und Stetigkeit von 01¢ : R x I — C(I, F), also von (¢,s) — f(g(s) +th(s)). Da f differenzierbar ist,
ist O1p(t,8) = f'(g(s) +th(s)) - h(s) und somit dj f.(g) = (f’ o g) - h. Dies ist wohldefiniert und stetig
von C(I,U) — L(C(I, E),C(I,F)), da (f").« : C(1,U) — C(I,L(E, F)) stetig ist und die Evaluation
ev: L(E,F)x E — F bilinear und stetig ist, also auch ev, : C({,L(E,F))xC(I,E) = C(I,L(E, F) x
E) — C(I, F) und somit C'(I,U) — C(I,L(E,F))—>L( (I,E),C(I,F)),g+— flogr—h (fog)-h
stetig ist. O
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2. Beweis. Wegen (6.1.21) geniigt zu zeigen, daf fiir ﬁ = foev: CLLUXI -U — F 81]/“;
existiert und als Abbildung C(I,U) — L(C(I, E),C(I, F)) wohldefiniert und stetig ist. Ersteres ist
offensichtlich, denn dyf.(g)(s) = Llimof(g(s) + th(s)) = f'(g(s)) - h(s) und letzteres, da (f'). :
C(I,U) — C(I,L(E, F)) und ev, : O(I, L(E, F)) x C(I, E) = O(I, L(E, F) x E) — C(I, F) nach
(6.1.18) stetig (und letztere bilinear) sind und somit

(ev*)

o, Y o, L, ) L e, B), o, F))

stetig ist. 0O

6.1.22 Vertauschbarkeit vom Differenzieren und Integrieren.
Gegeben sei eine Funktion f : R X [a,b] — R. Fiir jedes fixes ¢ € [a,b] sei die partielle Funktion
x +— f(xz,t) differenzierbar also 01 f(z,t) = Bz (x, t) existent und fiir jedes fixe 2 € R sei die partielle

Funktion ¢ — f(z,t) iiber [a, b] integrierbar also g(x f f(z,t) dt existent. Die Frage die sich stellt
ist inwieweit diese beiden Operationen miteinander kommutleren also

/81fxt /fxtdtfurallexe]Rgﬂt

Offensichtlich vertauscht die Bildung von Differenzenquotient und von Riemann-Summen miteinander:

flx+ht)— f(z 1 +ht — f(x,t
O e R Ve el

Iez
_ §:1€z.f($'+'hat1)|f|—'§:1€z.f($7t1)|f|
h
St flx+h,t),2)—S{t— f(z,t),2)
N h

und unter geeigneten Voraussetzungen sollten nach (3.2.8) auch die beiden Limesbildungen des Inte-
grals und der Ableitung miteinander vertauschen.

Versuchen wir nun die dafiir notwendigen Bedingungen zu finden. Wir haben g(x) als Integral f;( f(z))
von f(x) : t — f(z,t) definiert, d.h. g als Zusammensetzung von x f; of. Damit wir keine Probleme

beim Integrieren haben, sollte f Werte in C([a, ], R) haben. Auf diesen Raum ist Integrieren f: nach
(5.1.12) linear und stetig, also nach dem Spezialfall (6.1.6) (siehe auch (5.6.15)) der Kettenregel (6.1.5)

die Zusammensetzung f; of differenzierbar mit Ableitung (fj of)(x) = fb(f’(x)) sofern f : R —

a

C([a,b],R) differenzierbar ist. Dies haben wir in (6.1.21) dquivalent durch die Existenz und Stetigkeit
von 01 f : R x [a,b] — R beschrieben.

Wenn wir fol g als Mittelwert der Funktion g interpretieren, so besagt diese Formel, dafl die infinite-
simale Anderung - fol (x,t)dt (bzgl. ) der Mittelwerte fo z,t)dt von t — f(z,t) ident mit dem
Mittelwert fol O1f(x,t)dt der infinitesimalen Anderung 0, f(z,t) von f bzgl. der 1-ten Variable ist.

Proposition.

Essei f: EXR DU x [a,b] — F stetig mit offenen U C E und 01f : U X [a,b] — L(E, F) existiere

und sei stetig. Dann ist g : U — F gegeben durch x +— f; f(z,t)dt differenzierbar mit Ableitung
= [201f(x,t) dt.
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@ 1-ter Beweis. Die Funktion g : z — f; f(z,t) dt ist durch Zusammensetzung U — C([a,b], F) — F

von f¥V :x — (t — f(x,t)) und h — fabh gegeben. Die zweite Abbildung f; ist nach (5.6.13.2)
linear und nach (5.6.14.4) stetig. Die erste Funktion fV ist nach (6.1.21) stetig differenzierbar mit
Ableitung (V) (z)(v)(t) = 01 f(z,t)(v), denn aus der Wohldefiniertheit und Stetigkeit von 01 f : U x
la,b] — L(E,F) folgt nach (6.1.16) jene von (01f)" : U — C([a,b], L(E, F)) und nach (6.1.19) jene
von (01 f)V : U — C([a,b], L(E,F)) — L(E,C([a,b],F)). Nach der Kettenregel (6.1.6) ist somit die
Zusammensetzung g differenzierbar mit Ableitung

sow=([ o) e = [ (rrww)

—_~

b ’ b
| @@= [ o s o)

/a ev, alf(m,t)) dt = ev, (/abalf(x,t) dt) - (/abalf(x,t) dt) (v) O

2-ter Beweis. Direkter, d.h. unter Vermeidung der Differentiation der Kurve g in C(I, F'), aber etwas
weniger offensichtlich ist folgender Beweis. Es ist

g(az+v)—g(x)—/abalf(:c,t)dt-vz
:/abf(x—l—v,t)dt—/abf(x,t)dt—evv(/abalf(x,t)dt>
@/abf(xﬂ,t)dt—/abf(x,t)dt—/abevv(alf(x,t))dt
M/abf(z+v,t)—f(:r,t)—@lf(z,t)-vdt

bl
M/ / (5‘1f(x+sv,t) falf(:c,t)) ~vdsdt
a JO
Nun ist aber 01 f : U x [a,b] — L(E, F) stetig, also 01 f(,t) : U — L(E, F) stetig und zwar gleichméBig
bzgl. t € [a,b] nach (3.2.8), d.h.
Ve>0 36>0 Vtela,b] Vh:|h]| <d=|01f(z+h,t)—0if(z,t)] <e.

Also ist nach ist nach (5.6.14.2) die Norm der rechten Seite kleiner oder gleich (b — a)e||v|| und dies
zeigt die Proposition. O
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6.2 Losung von Gleichungen

Wir wollen nun Gleichungen f(z) = y in differenzierbarer Weise nach x auflosen. Eindeutige Losbarkeit
fiir alle y ist dabei zur Invertierbarkeit von f dquivalent. Fiir lineare Gleichungen f(z) = y (d.h.
f: E — F ist linear) wird das in der linearen Algebra behandelt, und im endlich-dimensionalen die
Invertierbarkeit von f durch das Nicht-Verschwinden der Determinante det(f) beschrieben.

6.2.2. Inverse Funktionen Wir wollen nun solche Gleichungen f(x) = y fiir nicht-lineare f behan-
deln. Sei also g(y) := x eine Lésung bei gegebener rechter Seite y. Falls nicht nur f sondern auch g
differenzierbar ist, so gilt wegen f(g(y)) = y nach der Kettenregel (6.1.5) f/'(g(y)) o ¢'(y) = id. Wenn
die Losungen eindeutig sind, d.h. f injektiv ist, dann ist wegen f(g(f(z))) = f(x) auch g(f(x)) =«
also ¢'(f(z)) o f/(z) = id und speziell fir x = g(y) ist ¢'(y) o f'(9(y)) = id, d.h. ¢'(y) ist die inverse
(lineare Abbildung) zu f'(g(y)).

Die Idee des folgenden Satzes ist die Umkehrung dieser Beobachtung, ndmlich wenn die Gleichung
f'(z0)(xz) = y die durch die lineare Approximation f’(z() von f gegeben ist, eindeutig fiir alle y l6sbar
ist, dann sollte auch die nicht-lineare Gleichung f(z) = y zumindest fiir y nahe f(z() eindeutig mit
nahe g losbar sein.

Satz iiber inverse Funktionen.

Esseif: EDU — F C', U CFE offen, xg € U und f'(zo) : E — F ein Isomorphismus. Dann
ist f ein LOKALER C'-DIFFEOMORPHISMUS , d.h. es gibt offene Umgebungen V. C U won x¢ und
W won f(xg) so dafi f : V. — W bijektiv ist und die Inverse f=* : W — V C1 ist mit Ableitung

(FY'() = f'(fYy))~*. Vergleiche dies mit (4.1.20),
Eine Menge U C E heifit OFFENE UMGEBUNG von zg € F, wenn U offen ist und zg € U liegt.

Beweis. Zuerst vereinfachen wir das Problem. Durch eine Translation (wir ersetzen f durch die Ab-
bildung = — f(zo + ) — f(xo)) erreichen wir g = 0 und f(zp) = 0. Durch Zusammensetzen mit
f'(z0)~! erreichen wir f’(z¢) = id, denn nach (6.1.6) ist (f'(z0)~' o f)/(z0) = f'(x0) "' o f'(x0) = id.
Da die lineare Approximation id von f invertierbar ist, sollten wir das Restglied

r(z) = f(zo + ) — f(xo) — f'(xo)(z) = f(z) — =

betrachten. Es ist #(0) = 0 und »'(0) = f'(0) —id = 0, also existiert ein § > 0 mit ||z|| < d =2 €U
da U offen ist und ||f/(z) —id || = ||’ (x)|| < 1/2 wegen der Stetigkeit von r’. Somit ist nach dem
Mittelwertsatz (5.6.18)

Ire2) = r(e)ll < mas{ (o + b — 20) (w2 — )l } < 3 lles — o]

fiir ||z;|| < 0. Speziell fiir 1 := 0 erhalten wir ||r(z2)|| < ||z2||/2 fiir ||z2| < 6.

Wir behaupten nun, daf fiir alle ||y|| < §/2 ein eindeutiges ||z|] < é mit f(z) = y existiert. Dazu
wandeln wir diese Gleichung in die Fixpunktgleichung = = g,(z) :=y + 2 — f(z) = y — r(z) um. Fir
lyll < 6/2und |[z]] < dist [lgy ()] < [lyll+]r(2)]| < 0/2+[]|/2 < 6 und weiters st [|gy (x2) =gy (21) || =
[lr(z2) — r(x1)|| < ||we — 21]|/2. Also folgt aus dem Banach’schen Fixpunktsatz (3.4.17) die Existenz
eines eindeutig bestimmten Fixpunktes ||z]| < 6 und wegen ||z| = ||g, ()| < 0 liegt dieser im Inneren.
Es sei nun W := {y : |ly|| < 6/2} und V := f~1(W) N {z : ||z|| < 6}. Dann existiert fiir jedes y € W
ein eindeutiges ||z|| < § mit f(z) =y, also liegt x € V und f : V — W ist bijektiv.

Es ist f~! (Lipschitz-)stetig, denn fiir y; € W und z; € V mit f(x;) = y; gilt: ||za — 21| < ||r(21) —

r(@2) || + 11 f(z2) = f)]| < lly2 = wll + 3llz2 — 21, also [|£(y2) — fy1)ll = 2 — @1l < 2[ly2 — w1 ll-
Und schlieBlich ist f~! differenzierbar, denn

Hf_l(yz) — [ y) = () (e — y1)|| = H!EQ — a1 — f(21) " (flz2) — f(%))”
oy @)@ — ) — fle) + Sl
< |1 f (@)~

2 — x|

|22 — 21
—_——

<L2|ly2—w |

—0
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Beachte dabei, dafl f/(x1)~! existiert und mittels geometrischer Reihe berechnet werden kann nach
(5.5.16) oder Aufgabe (6.23), da ||f'(z1) —id || < 1.

DaBl f=1 Ctist folgt, da (f~1)’ = invof’o f~! und alle Komponenten u.a. nach (5.5.16) stetig sind. [

Bemerkung. Berechenbarkeit der Umkehrfunktion.

Beachte, dafi der Beweis des Satzes nicht nur eine Existenzaussage zeigt, sondern gleichzeitig eine
Methode zur ndherungsweisen Bestimmung der lokalen Losung angibt, ndmlich fiir y nahe f(xg) ite-
rativ die Funktion g, auf den Startwert xzy anzuwenden. Da wir im Beweis die Funktion f durch
fra— f(@0) Y (f(z+z0) — f(x0)) ersetzt haben (um z¢ = 0, f(z¢) = 0 und f’(x¢) = id zu erhalten)
bedeutet dies, daB § = f(&) & & = g5(2) := §+ & — f(Z), also

f@+x0) = f'(20)() + f(20) & =gy(@) =G+ — f(x0) " (f(@ + 20) — f(x0))

bzw. wenn wir  := & + x¢ und y := f'(x0)(g) + f(x0) setzen:

flx)=y &  x=x0+gy(x —0)
=+ f'(z0) 'y — fx0)) — [ (w0) " (f(2) = f(=0))
=+ f'(x0) " (y — f(x))

also ist die Lésung = von f(z) = y durch die Iterationsfunktion @ — x — f/(x¢) "1 (f(z) — y) erhaltbar.
Dies ist das vereinfachte Newtonverfahren aus (6.2.11) angewandt auf die Nullstellengleichung f(x) —
y=0.

6.2.3 Beispiele inverser Abbildungen.

1. QUADRIEREN: Es sei f : C — C geben durch f(z) := z2. Also ist f als Abbildung von R? = C
gegeben durch f(z,y) = (22 — y?, 2zy). Die Jacobi-Matrix von f ist somit

el = (5 )

mit Determinante det(f/(x,y)) = 4(2? + y?) # 0 fiir (z,y) # (0,0). Nach dem Satz iiber inverse
Funktionen existiert somit lokal um Punkte # 0 die (eindeutig bestimmte) Umkehrfunktion

. Global ist jedoch zu jeder Losung z von 22 = w auch —z eine weitere Losung. Wenn wir
beachten, daf f in Polarkoordinaten durch (r, ) — (r2,2¢) gegeben ist, so sehen wir, daf§ wir
fir W :={u+iv € C:u > 0} die Halbebene und fiir V := {x +iy € C:y # 0 oder z > 0}
die Ebene vermindert um die negative z-Achse verwenden kénnen um einen Diffeomorphismus

f W — V zu erhalten.

In diesem Fall kénnen wir die Gleichung 22 = w, also das (nicht-lineare) Gleichungssystem

2~y =u

20y =wv
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sogar explizit auflésen, denn die erste Gleichung liefert 2 = y? 4+« > 0 und wenn wir dies in die
. o 2 .
quadrierte zweite einsetzen (y* 4+ u)y? = (%)”, also die BIQUADRATISCHE GLEICHUNG

2 V2 2
P () m0 e e AT
2 2
Vuz +02 —u
= y=F
und x:i: v

+
2y ﬁ,/ﬂ/u2+v2_u
vVVUZ + 02 +u

(u? + v?) — u?

) Vu? + 02 +u
= +sign(v) —

Beachte aber, dafl wir diesem Ausdruck fiir die Umkehrfunktion f~! wegen sign(v) und den
Wurzeln nicht sofort ansehen, dafl er C* in (u,v) ist.

2. POLARKOORDINATEN:
Essei f:R2 DRy xR — R2, (r,¢) — (r cos(g), r sin(yp)). Dann ist f C! und

P = (358) )

sin(p)  r cos(y)

invertierbar, da det(f'(r,¢)) = r > 0, aber
flr,o+2km) = f(r, o) fiir alle k € Z.

Also ist f nicht global injektiv. Dies steht im Kontrast zum 1-dimensionalen Satz (4.1.20)
iiber inverse Funktionenen. Wenn wir nun W := {(z,y) € R? : y # 0oder z > 0} und
V= {(r,¢) € R? : r > 0,—71 < ¢ < 7} setzen, dann ist f : V — W ein Diffeomorphis-
mus und wir kénnen die Umkehrfunktion (dies aus kartesischen Koordinaten die zugehérigen
Polarkoordinaten ausrechnet) auch explizit angeben: r = /22 + 32 und

arctan(Z) fir x > 0
¢ = q arccot(}) fiiry >0
arccot(y) —m fiiry <0

= DN W U oy

2 4 6 8 10

Betrachten wir die Zusammensetzung

FrR2SRE (5,9) = (¢%9) o (¢* cos(p), e sin(p)),

so ist nach der Kettenregel (6.1.5)
5 _ (cos(p) —e’sin(p)) [e® 0
(s, 0) = (sin(gp) e® cos(p) 0 1
und somit det(f'(s,p)) = e® - €5 = €2* > 0 fiir alle s. Dennoch ist f nicht injektiv.
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3. Ahnliches gilt auch fiir KUGELKOORDINATEN

fi(r,p,0)— r(cos(@) cos(yp), cos() sin(go),sin(@))
(wobei r der Radius, ¢ die Langengrade und ¢ die Breitengrade sind) mit Jacobi-Matrix

cos(f) cos(p) —r cos(f) sin(p) —r sin(f) cos(y)
' (r,p,0) = | cos(9) sin(¢) 7 005(9% cos(p) —r sin(f) sin(y)

sin(f) r cos(0)

und Determinante (durch Entwicklung nach der letzten Zeile)
det(f(r,p,0)) = sin(0) r? sin(f) cos(0) (sin(p)? + cos(¢)?) + 0+
+ 7 cos(8) r cos()? (sin(p)? 4 cos(p)?)
=7r%cos(h) #0, fir —7/2 <6< 7/2und r #0.

Folglich existiert eine stetig differenzierbare (lokale) Umkehrfunktion die aus den kartesischen
Koordinaten (z,y,z) eines Punktes (der nicht auf der Halbebene y = 0 Az < 0 liegt) die
Kugelkoordinaten (r, , ) berechnet.

ARSI
SR

IS
Explizit ist r = y/22 + y2 + 22, ¥ = arcsin(z) und (cos(?}), ¢) die Polarkoordinaten von (z,y).

. Es sei f:R? — R? gegeben durch

f(z,y) = (sin(z) — cos(y), sin(y) — cos(x))

mit Jacobi-Matrix
<cos(x) sin(y))

sin(z) cos(y)

und Determinante cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) = cos(z + y). Dies ist # 0 falls x nahe —y liegt.
Folglich gibt es lokale C''-Losungen.
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Hier werden die Geraden x = xg auf verkehrt durchlaufene Kreise y — (sin(zq), — cos(xo)) —
(cos(—y), sin(—y)) mit Mittelpunkt (sin(zo), — cos(zo)) = (cos (2L + zo) ,sin (2L + 2)) und Ra-
dius 1 abgebildet. Die Umkehrfunktion kann man mit einigen Aufwand auch explizit bestimmen
(Hiweis: Mathematika).

5. Schluflendlich noch ein Beispiel, wo sich die Umkehrfunktion nicht mehr explizit bestimmen 14£t:
[ :R? 5 R? (2,y) — (z +sin(y)/2,y — cos(z)). Die Jacobi-Matrix ist

(s ")

mit Determinante 1 — M > 1

Wir zeigen zusiitzlich, dafi die Umkehrfunktion global existiert Das Gleichungssystem f(x,y) =
(u,v) ist — wenn wir ¢ = w + 7 und y = v + s setzen — dquivalent zu r = —sin(v + s)/2,
s = cos(u + 7). Und somit ist » = —sin(v + cos(u + r))/2, eine Fixpunktgleichung die nach
Banach’schen Fixpunktsatz fiir jedes (u,v) € R? eine eindeutig bestimmte Losung r = r(u,v) € R
besitzt. Somit ist (u,v) — (z,y) = (v + r(u,v),v + cos(u + r(u, v))) die global definierte und
nach inversen Funktionensatz stetig differenzierbare Umkehrfunktion zu f.

Iml

6.2.4 Implizite Funktionen. Nun geht es uns darum so etwas wie die NIVEAULINIEN

{(z,9): fz,y) = 2}

eines Gebirges f : R? — R zu diskutieren, oder wenn wir f als Luftdruck interpretieren die ISOBAREN
oder bei Interpretation von f als Temperatur die ISOTHERMEN. Wir versuchen dazu bei vorgegebenen z
die Losungen (z,y) von f(z,y) = z mittels Funktionen z — y (oder Funktionen y — x)zu beschreiben.

AN,

20

S ‘i

Wie beim Satz (6.2.2) iiber inverse Funktionen ist die Idee, daf} die nicht-lineare Gleichung f(z,y) = z
lokal nach y 16sbar sein sollte wenn es die approximierende lineare Gleichung z = f/(zg, 40) - (z,y) =
01 f(xo,y0) -« + Oaf(x0,y0) - y ist, also die lineare Abbildung ds f(xo,yo) invertierbar ist.

Satz iiber implizite Funktionen.

Es sei f : Ex F — F lokal um (z9,y0) C! und 02f(xo,y0) : F — F ein Isomorphismus. Dann
existieren offene Umgebungen U von xg, V wvon yo und W won f(xo,y0), so daff fir jedes z € W
und © € U ein eindeutiges y € V existiert mit f(x,y) = z. Weiters ist die Abbildung (x,z) — vy,
UxW —V CL

Beachte, daf§ wir die Ableitungen von h : (x,z) — y durch Differenzieren der Gleichung f(z,y) = 2
unter Anwendung der Kettenregel (6.1.5) errechnet werden kénnen, denn a% liefert

O f(z,h(x, 2)) + 02 f (x, h(x,2)) O1h(z,2) =0

und % liefert
O f(z,h(x,z)) -0+ 0af (x, h(x, 2)) O2h(x, 2) = id.
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Beweis. Die Idee des folgenden Beweises besteht darin den Satz (6.2.2) iiber inverse Funktionen
anzuwenden. Dazu bendtigen wir eine Abbildung g mit invertierbarer Ableitung und ergéinzen deshalb
fiEXF—Fzug=(pry,f): ExF — E x F gegeben durch (z,y) — (z, f(z,y)). Dann ist

g'(z,y) = (51 f(lx,y) @f?fﬂay))

invertierbar mit Inverser

(onr” o)
—ng(:v,y)_1~81f(x,y) (‘32f(x,y)_1 ’

(Man erhélt dies durch einen allgemeinen Ansatz), also existieren nach dem Satz (6.2.2) {iber inverse
Funktionen Umgebungen U, V und O von g, yo und g(xo,yo), so daf g : U x V — O ein Diffeomor-
phismus ist.

Nun withle Umgebungen U; von xg und W von f(xg, yo) mit Uy x W C O. Dann ist fiir jedes € U; und
z € W der Punkt (z, z) € O, also existiert ein eindeutiger Punkt (u,y) € U X V mit (z,2) = g(u,y) =
(u, f(u,y)), d.h. w = x € Uy und f(z,y) = z, also ein eindeutiger Punkt y € V mit f(x,y) = z. Weiters
ist (x,2) — y durch (u,y) = g~ ' (z,2) =: (hi(z,2), ha(z, z)) gegeben, wobei h; die Komponenten von
g~ ! bezeichnet. Folglich ist diese Zuordnung ho und somit C*. O

6.2.5 Beispiele implizit gegebener Funktionen.

1. Der Einheitskreis ist durch die Gleichung z2 + y?> = 1 gegeben, d.h. als Lésungsmenge der

impliziten Gleichung f(x,y) := 22 + y? = 1. Die Ableitung von f ist f’(z,y) = (2x,2y) d.h. fiir
yo # 0 ist y nach (6.2.4) lokal um yg nach z auflésbar und fiir z¢ # 0 ist = lokal um xg nach y
auflosbar. Wir kénnen dies sogar explizit machen: y = £v/1 — 22 bzw. x = +./1 — 2.

Y

Diese Funktionen sind allerdings bei © = +1 bzw. y = +1 nicht differenzierbar (die Ableitung
wére Foo). Global konnen wir den Kreis jedenfalls nicht durch eine Funktion y = ¢g(x) beschrei-
ben, denn zu jedem |x| < 1 existieren zwei y mit f(x,y) = 1. Eine globale Parametrisierung
durch ¢ — (cos(t),sin(t)) haben wir allerdings schon.

. Das KARTESISCHE BLATT ist durch z® + 3 = 3zy gegeben, d.h. als Losung der impliziten

Gleichung f(z,y) := 23 +y3 — 3zy = 0. Die Ableitung von f ist f’(z,y) = (3(2% —y), 3(y* — 2)),
also ist nach dem Satz (6.2.4) iiber impliziten Funktionen y lokal um yg nach x nahe xy auflésbar
falls y2 # x¢. Andernfalls ist y2 = xo und wegen f(zo,0) = 0 ist yS + v — 3y5 = 0, d.h.

(z0,90) = (0,0) oder (zo,y0) = (\3/5’ \?ﬂ)
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=

o

-1 0 1 2 3

Ohne die Losungskurve z — y(z) explizit zu kennen, kénnen wir durch Differenzieren der impli-
ziten Gleichung 0 = f(x,y(z)) dennoch deren Ableitung berechnen:

0= 01f(z,y(x)) + 0of (z,y(2)) Y (z) = 32 — By(x) + By(2)* — 32) ¥/ (x) =
/ (.’L‘) —a?
y(@) = L

y()? -z

Mittels der Cardano’sche Formeln kann man diese kubische Gleichung auch explizit nach = (oder
y) auflosen und erhilt fiir die obere Hilfte fiir —oo < 2 < V/4:

Besser ist allerdings Polarkoordinaten zu verwenden, d.h. = r cos(p) und y = rsin(p) zu setzen
und somit r3(sin(p)3 + cos(p)3) = 3r2 sin(y) cos(y), also

_ 3sin(yp) cos(ip)
sin(p)? + cos(p)?

zu erhalten. Oder, damit dieser Ausdruck rational wird, kénnen wir einen neuen Parameter
s = tan(yp) einfithren und erhalten

5 = 1 cos(p) = 3sin(yp) cos(p)?  3tan(p) __3s
sin(p)3 + cos(p)3  tan(p)3+1 1483
) 3sin(p)? cos 3tan(yp)? 352
y =rsin(p) = ()* cos( )3 (3) = 5
sin(p)3 4 cos(p) tan(p)3+1 14s
Beachte jedoch, daff diese Parametrisierung bei s = —1 vom Pol im 2-ten Quadraten auf jenen im

4-ten Quadranten springt und der Nullpunkt ldngs des senkrechten Kurventeils nur fiir s — +o00
erreicht wird. Eine andere Parametrisierung die dieses Problem vermeidet erhalten wir, wenn wir
als Parameter t = tan(¢/2) einfithren. Dann ist

. 2t
sin(yp) = I e
1—¢?
cos(¢) = Tz
_ 61— ) (1 +¢?)
8t3 + (1 —t2)3
. —6(t2 —1)%t
-2t —1)(t 23+ 262 -2t + 1)
_ 12(t2 — 1)t?
YT a2t 22— 2t + 1)

firl —v2<t<1l++2
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3. Betrachten wir noch folgende implizite Gleichung die sich nun nicht mittels Wurzeln 16sen 148t:

f(z,y) = 2 +y> —5zy=0.

Die Ableitung von f ist f'(z,y) = (5(z* — y),5(y* — x)), also ist nach dem Satz (6.2.4) iiber
impliziten Funktionen y lokal um yo nach z nahe zq auflosbar falls y3 # x. Andernfalls ist
ys = xo und wegen f(zo,y0) = 0 ist 0 = y3° + 4§ — 5y5 = v¢®(yg — 4), d.h. yo = 0 = z¢ oder
(yo = V2 und x¢ = 2).

. Auf Grund des Fundamentalsatzes der Algebra wissen wir, daf§ jedes Polynom p,(z) := p(z) :=

ap ™ + ap_12" P+ -+ a;x 4+ ag von Grad n > 0 (komplexe) Nullstellen besitzt. Es ist
natiirlich interessant wie sich die Nullstellen dndern, wenn man die Koeffizienten (leicht) &ndert,
denn in den angewandten Wissenschaften lassen sich die Koeffizienten ja iiblicherweise nur durch

alﬂ:\/a%74a0 as

2a0 ?
welche die beiden Nullstellen als zwei Funktionen C3 — C in den 3 Koeffizienten ausdriickt. Fiir
n > 4 gibt es bekanntlich keine solche Formel. Wir wollen also in der impliziten Gleichung

Messungen naherungsweise bestimmen. Im Fall n = 2 kennen wir die Formel x =

n
pla,z) = Zak ¥ =0
k=0

z nach a auflésen. Offensichtlich ist p : R"™! x R — R C' und dsp(a, ) = Y, apka*~1 =

Z;S (k+1) apy1 ¥ = pl (). Fiir eine Nullstelle ¢ eines Polynoms p ist p’(x) = 0 genau dann,
wenn zp eine Mehrfachnullstelle ist. Denn genau dann a8t sich p(x) durch z — xq dividieren,
d.h. p(z) = (x — zo) p1(z) fiir ein Polynom p; vom Grad n — 1 und somit ist =y genau dann eine
MEHRFACHNULLSTELLE von p, wenn p'(zg) = p1(zo) = 0 ist, denn p’(x) = 1p1(x)+(z—=z0) p} (z).
Lokal héngen also reelle Einfachnullstellen auf stetig differenzierbare Weise von den Koeffizienten
des Polynoms ab.

Obwohl es keine Formel fiir diese Lésungsfunktion x = x(a) gibt so kénnen wir dennoch deren Ab-

leitung bestimmen indem wir p(a, x(a)) = 0 differenzieren und erhalten z’(a) = —dap(a, z(a)) Lo
op(a,z(a)) = —%. Insbesonders erhalten wir als partielle Ableitung nach dem i-ten Ko-
effizenten ' (@)
z(a)"
Oiz(a) = —
AC)
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Fiir den Fall von reellen Mehrfachnullstellen hat es vor kurzem Fortschritte gegeben, siehe [18].

5. Es ist die Menge der Losungen der impliziten Gleichung f(x,y,2) := 2% + (/22 + y2 — 5)? = 42
gesucht, ein sogenannter TORUS. Die Ableitung ist

/ € Y
o) = (VA = 8) T 2V ) O )

Fiir z9 # 0 ist also z nahe zy eindeutig aus (z,y) berechenbar (in der Tat ld8t sich z explizit
als z = i\/ 42 — (y/z2 + y2? — 5)2 berechnen), beschreibt also eine Flidche im R3. Ist andererseits

zo = 0 und f(zo,v0,20) = 0, so ist /22 +y2 = 5+2 # 0 und somit f'(z,y,z) # (0,0,0)
also sicher eine der 3 Variablen aus den anderen beiden auf C''-Weise berechenbar (Z.B. aus

22+ y? = (5+ V42 — 22)2).

a
N

6. Es ist die Schnittmenge 2 normal aufeinander stehende Zylinder, deren Achsen sich nicht treffen,
zu bestimmen.

Der 1. Zylinder ist z.B. durch (z+1)?+y? = 4 gegeben und der 2. Zylinder durch (x—1)?+22 = 4.
Gesucht sind also die Losungen der impliziten Gleichung f(z,vy, 2) := ((z+1)?+y?, (z—1)?+22) =
(4,4). Die Ableitung von f ist

, _ (242 2y 0
f(‘”’y’z)_<2x—2 0 22)°

0
invertierbar, wenn yz # 0 ist. Andererseits folgt aus y = 0, da8 (v +1)2 =4, d.h. z = —1+£2 und
somit ist wegen (z — 1)? + 2% = 4 im +-Fall 2 = £2 und sonst existiert kein passendes z. Aus
z = 0 folgt hingegen, daf8 (x —1)? = 4, d.h. z = 142 ist und somit ist wegen (z+1)2+y? = 4 im
—-Fall y = 42 und sonst existiert kein passendes y. D.h. abgesehen von den 4 Punkten (1,0, +2)
und (—1,+£2,0) ist also y und z lokal eindeutig aus x ausrechenbar.

Wir fassen f als Abbildung f : R x R? — R? auf. Dann ist 02 f(z,y, 2) = (2y 2Oz> genau dann
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6.2.6 Differenzierbarkeit des Invertierens.

Sehr relevant fiir die angewandten Wissenschaften ist die Frage wie sich die Lésungen eines (linearen)
Gleichungssystems éndern, wenn wir dessen Koeffizienten leicht &ndern. Da das Gaufy’sche Eliminiati-
onsverfahren nicht stetig ist, ist die folgende Antwort keineswegs offensichtlich.

Betrachten wir vorerst (der Kompliziertheit ;-) halber) den Fall von (invertierbaren) 2 x 2-Matrizen
A. Wir wollen insbesonders die Differenzierbarkeit von inv : A — A~! zeigen. Dazu berechnen wir die
Richtungsableitung

(A+tB)" ' —A"t d

inv/(A)(B) :=dpinv(A) = tligl+ . = =

(A+tB)~".
t=0

Sei dazu
A= (Z Z) und B = (}; :@)
Dann ist
-1
-1 _ CL-‘rth b+tl€
(A+tB) _(c+tl d—|—tm>

~ (a+th)(d+tm)— (b+tk)(c+tl)

1 d+tm —(b+tk)
(—(c+tl) (a+th) )

d+tm _ btk
_ (atth)(d+t m);t(?—i-t E)(cttl) (atth)(d+t T%;(b—i—t E)(cttl)
" (aFt h)(d+tm)—(b+tk)(c+tl) (a+th)(d+tm)—(b+tk)(c+tl)

1
(a+th)(d+tm)— (b+th)(c+tl))?
—d?>h+cdk+bdl—bem+2dkit—2dhmt+kimt? — hm?t?
bdh—adk—b>l+abm—2bklt+2bhmt—k21t> + hkmt?
cdh—ck—adl+acm—2cklt+2chmt—kI?t>+hlmt?
—bch+ack+abl—a’>m+2aklt—2ahmt+hkit? —h>mt?
1 —d®h+cdk+bdl—bem  bdh—adk—b*14+abm
(ad—bc)2<cdh—62k—adl+acm —bch+ack—|—abl—a2m>

d
—(A+tB) =
= dt( +tB)

= dp inv(A) =

Wer noch immer nicht genug Koordinaten gesehen hat, der mége die Rechnung nun fiir 3 x 3-Matrizen
durchfithren. Um zu verstehen, was dieser Ausdruck wirklich bedeutet, behandeln wir das Problem
nun Koordinaten-frei, also warum nicht gleich fiir Banach-Algebren.

Folgerung.
Es sei A eine Banach-Algebra. Dann ist die Inversion inv : Inv(A) — A, a+— a1 Ct. Weiters gilt

inv/(z)(h) = —2~ ' -h-27 L.

Beachte die entsprechende Formel in R und fiir kommutative Banach-Algebren:

d ., d1 1 o .
p .h_dmx h = > h=—-x""-h-27".

1-ter Beweis. Es ist 7! durch die Gleichung = - 7! = 1 gegeben, also ¢ : x + 2~ durch die
implizite Gleichung p(z,¢(z)) = 1 wobei u: A x A — A die Multiplikation ist. Da u bilinear ist, ist
Oopi(x,y)(h) = p(x, h) und somit ist Gop(x,y) invertierbar mit inverser h +— p(x =1, h). Nach dem Satz
(6.2.4) iiber impliziten Funktionen ist also ¢ : inv(A) — A differenzierbar mit Ableitung

(@) (h) = = ((Oane, @) ™" (Orpule, @) ) () = =2 hoa .
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2-ter Beweis. Die Ableitung von inv kénnen wir im Prinzip auch durch gliedweises Differenzieren der
von Neumann Potenzreihe f : z — (1—2)~! = 3" ) 2 erhalten, aber falls  und h nicht kommutiert,
so erhalten wir als Ableitung des k-ten Summanden p : z — z*:

p'(z)(h) = ha® ' + aha® =% 4 4 ¥ 2ha 4 2F " h.

An der Stelle 0 ist dies einfacher, denn 0 kommutiert mit allen 4 € A und somit erhalten wir f/(0)(h) =
04 h+0+4... fiir die Ableitung der von Neumann Reihe f bei 0. Eine Anwendung der Kettenregel
(6.1.5) auf inv(z) = f(1 — ) liefert also inv/(1)(h) = f/(0) - (=h) = —h. Wegen 2=+ = a5 - (z-x5') "
folgt nach Anwendung der Kettenregel auf

1

nv:r—x-zy »—>inv(z~:c0_1)r—>x61

Anv(z - ag ),
dafl
inv’(20)(h) = x5 " - (inv'(l) : xal) =2y -h-ayt. O

Gewdhnliche Differentialgleichungen

6.2.8a Bemerkung. Gewdhnliche (zeitunabhiingige) Differentialgleichung (1-ter Ordnung).
Um den néchsten Typ von Gleichung zu motivieren betrachten wir folgendes Problem. Ein Objekt be-
wege sich im Raum. Wir kennen zwar nicht den Ort an dem sich das Objekt zu jedem gegebenen
Zeitpunkt befindet, wissen aber fiir jeden Ort, die Geschwindigkeit mit der das Objekt dort vorbei-
kommt (falls es dort iiberhaupt hin kommt). Kénnen wir daraus den Aufenthaltsort zu jeden Zeitpunkt
bestimmen?

Der einfachheithalber sei das Objekt vorerst ein Punkt der sich auf der Zahlengeraden bewegt. Diese
Bewegung wird also durch eine Funktion ¢ — x(t) beschreiben, die jedem Zeitpunkt ¢ € R die Position
z(t) € R auf der Zahlengeraden zuordnet. Was wir kennen ist zu jedem Ort = € R auf der Zahlengeraden
die Geschwindigkeit (sagen wir f(z)) mit der das Objekt vorbekommt, d.h. Fiir jeden Zeitpunkt ¢t € R
sollte die Geschwindigkeit 2'(¢) gleich f an der Stelle z(t) sein, also

2'(t) = f(x(t)) fiir alle t € R oder kurz 2’ = fozx

gelten. Dies ist eine sogenannte GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNG fiir die Funktion = welche
durch die Funktion f beschrieben wird. Vom Graph der Funktion z : R — R wissen wir also nur, daf§
wenn er eine Hohe g trifft, so mufl seine Tangente den Richtungsvektor (1, f(z¢)) haben. Wir kennen
also alle moglichen Tangenten und suchen die dazupassende Funktion t — x(t).

AN O O R RN R NS

N O O O S S S O OSSO S S S S

B e R e e e N A e e

7
5

/////////////////////
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also Kapitalismus in Reinkultur. Wir

ntialgleichung lautet dann

t proportional zu z(t),

x, die entsprechende Differe

6.2.15 Beispiel. Exponentielles Wachstum.

Sei z.B. f(x):
d.h. der Zuwachs oder Gewinn z'(t) is

96

mit

ist, muB auch jedes Vielfache ¢t +— cef

— x linear
¢ € R eine Losung sein. Wenn wir noch den Anfangs- oder Startwert z(0) :

et. Da x — 2’

kennen die Losung x : t +—

ist

ro kennen, so

eine Losung.

xg, also t — xg e

x(0)

0 _

c=ce

et=0,daa’ =z
=c(t) et = xg et

— (1)
xo, d.h. z(t)

d(t) = a'(t) et
=z(0)e " =

¢(0)

e~ t. Es ist

c(t)

ob es nicht weitere Losungen gibt. Sei = irgendeine Losung mit

c:t— x(t)

vorausgesetzt ist. Also ist ¢ konstant und somit

Also ist dies

=

O
=
Q

in nicht klar,

o
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Dann betrachten w

Zo.

Es ist von vornh

(0)

R NN

—E
=

/

/////

=
=
U/WMWM%
——— NS
=
=

////

P~
=SS\

N//M SSSNNAANN
////

:Q
2

SSSNNAANN

U

1
. @
2.8

A A S

.at, 23. November 2004

andreas.kriegl@univie.ac

5.4.3 Beispiel. Nicht globale Lésungen.
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Es sei nun f(z) := 1+ 2. Eine Losung = der Differen- { §  § ¢ { } ¢ FIF
tialgleichung ' = f o z mit Anfangsbedingung x(0) = 0 A 1y
kennen wir, ndmlich ¢ — tan(t). Dies ist auch die ein-
zige Losung: Sei néamlich x eine beliebige Losung und frdf bt g f 1
¢(t) := arctan(z(¢)). Dann ist /R Y A /|
) , b 1 - [ A For
c'(t) = arctan’(x(¢)) z'(t) = T+ 202 (1+2z(t)?) =1, Yy Ly
also . SFTAS S S SS LS
c(t) = ¢(0) +/ d =t, VAV AV AV SV Y SV EY SV aY Y Sy Ay
0

und somit 0 7/ 2
x(t) = tan(¢) LSS AV AV A SV AV Y Y 4

die einzige Losung. Die Losung existiert somit nur auf dem A LSS S
Intervall (—7/2,47/2) (und erreicht +oo zum Zeitpunkt 7/ / / / fF PSS
+7/2) ganz im Unterschied zur global definierten Funktion /F A A A A

f. Sie entwischt also in endlicher Zeit 7/2 nach unendlich.

A A A

AR N T S N T A A

N S S S O N A A A

Pttt N S S S B

6.5.3b Bemerkung. Methode der Separation der Variablen.

Wie konnen wir nun symstematischer beim Losen solcher Differentialgleichungen vorgehen? Wir rech-
nen dazu einmal wild drauf los wobei wir — wie schon 6fters niitzlich — mit Z—f wie mit einem Quotienten
rechnen, und erhalten sukzessive:

dt 1+ a2 1+ a2
= x(t an(t+C) = 0=z(0)=tan(0+C) = C=0
= x(t

1
d—x:x’zl—i—xg = dz =dt = arctan(x):/—dx:/dt:t—i—c

Diese Methode der SEPARATION DER VARIABLEN hat somit zum Ziel gefiihrt.

Sei nun f beliebig. So kénnen wir mit der gleichen Methode vorgehen:

dx "t) = f(x Lm: x) = Lm: =
GO =) > =t Gl /f(x)d /dt t+C

= z=G '(t+C) mit C = G(xo).

Dies setzt natiirlich voraus, da§ wir sowohl G := [ 1/f bestimmen konnen als auch dessen Umkehr-
funktion G~!. Indem wir nun die Probe machen, kénnen wir uns iiberzeugen, dafl diese etwas suspekte
Rechnung wirklich eine Losung z(t) := G 1(t + C) = G~ 1(t + G(x)) geliefert hat:

1

()= (G ({t+C)= GG L0)

= f(GTH(t+0)) = f(a(t)).

6.2.8a Bemerkung. Lisbarkeit zeitunabhiingiger gewdhnlicher Differentialgleichungen.
Nun interessieren uns aber in Wirklichkeit keine Bewegungen auf der Zahlengerade sondern im (min-
destens 3-dimensionalen) Raum E, d.h. f ist nun eine Funktion f : E D U — FE und gesucht ist eine
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Kurve x : RO I — U mit 2’ = fox, dh. 2/(t) = f(x(¢)) fiir alle t € I und gegebenen Anfangswert
z(0) = =z, 0.B.d.A. sei 2y = 0. Die Methode der Separation der Variablen kénnen wir nun nicht
mehr anwenden, denn z ist vektorwertig, und somit macht [ ...dz keinen Sinn. Wir miissen also einen
abstrakten lokalen Existenz und Eindeutigkeitssatz zeigen.

Wir kénnen die Gleichung 2’ = f oz auch als (d — fi)(x) = 0 schreiben, wenn d das Differenzieren
x +— 2’ bezeichnet. Es ist also eine Gleichung ¢(z) = 0 zu lsen, wobei ¢ := d — f, eine Abbildung ist,
die aus Kurven x neue Kurven z’ — f oz macht und die Lésung  eine Kurve ist. Dies ist nicht un#&hnlich
zum Satz (6.2.4) iiber implizite Funktionen, wo wir zu gegebener Funktion f : (¢,z) — f(t,x) eine
(lokal definierte) Funktion x : ¢ — x(¢) gesucht haben mit f(¢,z(t)) =0, also f o (id,z) = 0.

Der wesentlich Unterschied liegt nun darin, dafl wir die impliziten Gleichungen zumindest lokal punkt-
weise 1osen konnten, d.h. zu jedem t getrennt die Losung x; von f(t, ;) = 0 bestimmen konnten. Bei
Differentialgleichungen geht dies nicht mehr, denn in der Gleichung fiir x(¢) kommt auch z’(¢) vor und
dieses involviert Werte von x in der Ndhe von t. Man kann also nur mehr die Funktion als ganzes und
nicht mehr einzelne Funktionswerte getrennt berechnen.

Ein weiteres Problem ist, dafl die Losung x nur auf einem im vorhinein nicht bekannten Intervall J
zu existieren braucht, wir also nicht sagen koénnen in welchem Raum C1(J,U) wir die Losung suchen.
Sei [—a,a] C J. Dann kénnen wir die Lésung umparametrisieren und erhalten z, : [-1,1] — U,
t — x(at). Fir diese Kurve z, gilt: 2/, (t) = a2’(at) = a f(z(at)) = a f(x4(t)). Wenn wir fiir Kurven z
mit f(a,z) die Kurve t — z'(t) —a f(x(t)) bezeichnet, so ist f eine Abbildung von Rx C*([-1,1],U) —
C([-1,1], E) und z, eine Lésung der impliziten Gleichung f(a,z,) = 0.

Um den Satz (6.2.4) iiber impliziten Funktionen anwenden zu kénnen, miissen wir also nur die ste-
tige Differenzierbarkeit von f und die Invertierbakeit von s f(a, ) zeigen. Da d : C*([~1,1], E) —
C([-1,1], E) linear und stetig ist und f. : C([-1,1],U) — C([-1,1],E) nach (6.1.20) C*! ist, ist
f:(a,z) — o' —afox ebenfalls C* und o f(0,0)(v) = v' — 0 (f.)'(0) - v = v'. Nach dem Haupt-
satz (5.6.17) ist somit 9 f(0,0) invertierbar, wenn wir fiir v nur solche Kurven zulassen, die v(0) = 0
erfiillen.

Nach dem Satz (6.2.4) iiber impliziten Funktion erhalten wir € > 0 und ¢’ > 0 so daf fiir alle |a| < ¢
ein eindeutig bestimmtes z, C C*(I,U) mit ||z,]|o < €’ existiert, s.d. 2,(0) = 0 und f(a,z,) = 0.

Nun ist z : t — zs(é) fiir |¢t| < e die eindeutige Losung der urspriinglichen Gleichung, denn
o (t) = fz(t) = 22l(L) = flae(D)) = 2 (aL(8) — e f(ze(D))) = £ (fle,ze)(D)) = 0.

Wir habe also folgendes Theorem gezeigt:

Theorem.
Essei f: EDU — E C' und g € U. Dann existiert ein offenes Intervall I C R um 0 und eine
eindeutig bestimmte Kurve x : I — U mit (0) = xg und x'(t) = f(x(t)) fir allet € I. d

Ganz analog zeigen wir nun einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir parameterabhéngige gewohnliche
Differentialgleichungen 1-ter Ordnung mit spezieller Anfangsbedingung.

6.2.8 Theorem. Parameterabhingigkeit von Differentialgleichungen.
Essei f:ExP2OW — E C! und (0,py) € W. Dann existieren offene Umgebungen I von 0 und V
von po, so dafl fir jedes p € V.

a'(t) = f(z(t),p) und 2(0) =0

eine eindeutige Lésung x, : I — U hat. Weiters ist (t,p) — x,(t) eine C1-Abbildung I x V — U C E.
Beweis. Es sei z, eine Losung auf [—a, a] fur irgendein kleines a > 0 der Differential-Gleichung

a'(t) = f(x(t),p) und z(0) = 0.
Wir setzen %, (s) := zp(as). Dann existiert & auf I := [—1, 1] und erfiillt

Z'(s) =a f(z(s),p) und z(0) = 0.
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Es sei

f(p,a; 2)(s) :=2'(s) — a f(2(s), p),

dann ist
f:(PxR)x{zeC'I,E):z(0)=0} - C(,E).

Wegen (6.1.20) ist f C! und fiir die 2-te partielle Ableitung erhalten wir
o f(p,a;z)(h)(s) = h'(s) — a0y f(Z(s),p) - h(s).

Fiir (p,a) = (po,0) ist d2f(po,0,Z) - h = k' und daher ist daf(po,0,7) : {h € CY(I,E) : h(0) =
0} — C(I, E) wegen des Hauptsatzes (5.6.17) invertierbar (!). Nach dem Satz (6.2.4) iiber impliziten
Funktion erhalten wir e > 0 und eine Umgebung V von pg, so daf fiir alle (a,p) mit |a| <eundp e V
ein eindeutig bestimmtes z € C*(I, F) existiert, mit Z(0) = 0 und f(p,a,z) = 0.

Man beachte fiir |r| <1 die Homogenitéts-Relation
fp.ra,zor)(s) = (Zor)(s) —raf(@(rs),p) = r@'(rs) —ra f(@(rs),p) = r f(p,a,7)(rs)

Somit ist Zp re(s) = Tp,a(rs). Fiir [t] < e sei nun x,(t) := x(t,p) := Tpe(s) = Tpe(t/e) = Tp /iy (to/€),
wobei se = t, spe = to und t = tgt/ty fiir |t| < |to] < e. Dieser Ausdruck ist C! in (¢,p), da
evs, OF : (a,p) — Tpa — Tpal(so) C ist. Und weiters ist z, eine Losung der Differentialgleichung,
denn

%%ﬁ%=§@m<?>:éﬁm(z):ég@hJ@Jﬁzf@Aﬂw) -

9 9

6.2.7 Definition. Gewdhnliche zeitabhingige Differentialgleichung.

Fiir die Anwendungen werden die Differentialgleichungen durch Funktionen f beschrieben sein, die
zusétzlich auch von der Zeit ¢ abhingen. Man denke z.B. an das Problem die Fahrt eines Heif}luft-
ballons zu bestimmen, wenn man an jedem Punkt der Erde (oder besser des Luftraums) die Windge-
schwindigkeit kennt, sich diese im Laufe des Tages und damit der Fahrt aber klarerweise dndert.

Unter einer GEWOHNLICHEN DIFFERENTIALGLEICHUNG 1-TER ORDNUNG versteht man deshalb Glei-
chungen der Form

2’ (t) = f(t,z(t)) mit z(to) = o,

wobei f : Rx E O I x U — F fiir ein offenes Intervall I in R, welches ¢y enthélt und eine offene
Umgebung U von z in einem Banach Raum E ist (so ein f heifit (ZEITABHANGIGES VEKTORFELD auf
U) und wobei die Losung  : I O J — U C FE eine auf einem offenen Intervall J C I differenzierbare
Kurve sein soll, welches ty enthélt.

o e - o e
1 RIS L 430 1Y
AT INI NN NI LTI
A AN N R S A S NN
N A e N N N N R e e N NN

A T e —e— e e T 0. 6. e~ e o8 & e - e e e

o
o

Im Falle, daf f(¢,z) nicht von der 2-ten Variable abhéngt (also ein ORTSUNABHANGIGES VEKTORFELD
ist), d.h. 2/(¢t) = f(¢) zu 16sen ist, wissen wir nach (5.2.2), dal = : t — z¢ + f:o f(s)ds die eindeutig
bestimmte Losung ist, falls f stetig ist.

Den Fall, da8 f(¢,«) nicht von der 1-ten Variable abhéngt (also ein ZEITUNABHANGIGES VEKTORFELD
ist) haben wir bereits behandelt.

6.2.19 Beispiel einer zeitabhingigen Differentialgleichung.
Einfachstes nicht-triviales Beispiel einer zeitabhiingigen Differentialgleichung ist wohl f(¢t,z) = ¢ - x,
also die (Differentialgleichung)

L

andreas.kriegl@univie.ac.at, 23. November 2004



100 Losung von Gleichungen 6.2

Wir kénnen wieder die Methode der Separation der Variablen anwenden und erhalten

dx dx 1 2 2
—=t-x = —=tdt = /fdx:/tdt = =690 =TTC = e
x

dt x
=log(x) 2ic
mit einer Konstanten ¢ := e©.
2
Einsetzen von x(t) := ce in die Differentialgleichung zeigt, dal diese eher heuristische Methode

wieder zu einer Losung gefiihrt hat.
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Klassisch ist folgendes Resultat, welches man durch direktes Zuriickfithren auf den Banach’schen Fix-
punktssatz zeigt, was den Vorteil hat, dafl man damit die Losung direkt iterativ ndherungsweise aus-
rechnen kann.

5.4.2 Satz von Picard-Lindel&6f.

Es sei f : [—a,a]x B — E stetig und bzgl. der zweiten Variable eine LIPSCHITZ (d.h. 3L > 0 Vt,x1, 25 :
I1f(t,x1) — f(t,z2)|| < L|z1 — x2||), wobei B der abgeschlossene Ball im Banach-Raum E mit Mit-
telpunkt xo und Radius b sei. Weiters, sei a1 := min{a, m}, wobei || flloo = sup{||f(¢, )| : |t| <
a,z € B}.

Dann existiert eine eindeutige (iterative erhaltbare) Lisung x : [—a1,a1] — B der Differentialgleichung

z'(t) = f(t,z(t)) mit x(0) = xo.

Beweis. Aus || f(t,z1)—f(t, z2)|| < L||x1—x2|| folgert man || f(¢t,2)—f (¢, z0)|| < Lbund dat — f(t,x0)
stetig ist erhalten wir || f(¢, zo)| < [|f(-,20)||co und somit

1f (& 2) || < (1f(Ex) = f(Ezo)ll + [1f (& o)l < L-b+ (£ 20)]loe < o0

Um den Banach’schen Fixpunkt-Satz (3.4.17) anzuwenden, iibersetzen wir die Differential-Gleichung
in eine dquivalente(!) Integral Gleichung auf dem abgeschlossenen Ball X := {z : ||z(t) — x| < b} des
vollstandig metrischen Raumes C([—a1, a1], E).

(= ) Aus 2'(t) = f(t x(t)) und z(0) = xo erhalten wir mittels dem Hauptsatz (5.6.17) z(t) — z(0) =

fo s)ds = fo z(s))ds. Also ist x(t) = xo + fo z(s)) ds.
(<) Umgekehrt erhalten wir aus x(t) =z + fo )) ds

(t+r / F(s,2(s ds_/fsx ds=/ f(s,2(s
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welches wegen dem Hauptsatz gegen f(t, x(t)) konvergiert.

Der entsprechende Integral-Operator I : x — I(x) :t +— xo + fot f(s,z(s))ds a8t X invariant, denn
fir x € X und [t| < a; gilt

<ay[|fllee 0.

@0 w0l = | [ 165005085

Und wenn man die dquivalente Norm ||z := max{||z(t)||e 21! : ¢t € [~a1,a1]} verwendet, ist I eine

1(1 — e~ Le1)-Kontraktion, denn

e 2 (1) ~ I(@2))(8)| = [e7221 /0 F(s,01()) = f(s,x2(5)) ds

IN

t
e 2L L. ’/ |z1(s) — xo(s)| e 2L 15l g2 L1sl ds‘
0

IN

t
e 2Lt . ’/ |1 —I2||62L|8|ds’
0

IN

1
e—2L|t\ 5 ||l‘1 _x2H (eQLM _ 1)

1
Il — 1— —2L|t|)
5 $2||< e

= |1 — Z2||-
= 1 2

Also ist der Banach’sche Fixpunktsatz anwendbar und wenn man mit einer beliebigen Funktion in X,
z.B. der konstanten Funktion xg, startet und rekursiv ,1 := I(z,) definiert, dann konvergiert x,, in
X gegen den eindeutigen Fixpunkt .., d.h. der Lésung der Differentialgleichung. O

Bemerkung. Aquivalenz der Lésbarkeitssiitze verschiedener Gleichungstypen.

Die Beweise der lokalen Existenz und Eindeutigkeitséitze beruhen allesamt auf dem Banach’schen
Fixpunktsatz (3.4.17), und zwar haben wir zuerst den Satz (6.2.2) iiber inverse Funktionen gezeigt,
daraus dann (6.2.4) iiber implizite Funktionen gefolgert und daraus seinerseits (6.2.8), (6.2.8b) und
(6.2.8¢) iiber gewohnliche Differentialgleichungen.

Man koénnte aber auch umgekehrt vorgehen. Zuerst den Beweis von (5.4.2) fiithren, damit dann den
Satz (6.2.4) iiber impliziten Funktionen im Fall f : R x F' — F zeigen, wobei die lokale Lésung y durch
die Differentialgleichung 0 f(t,y(t)) + 02f (t, y(t)) - ¥/ (t) = 0, also y'(t) = —Oaf(t,y(t)) "1 - O f(t,y(t)),
gegeben ist. Im allgemeinen Fall f : E x F — F konnen wir fiir jedes € E (mit ||z|| = 1) die lokale
Losung y der impliziten Gleichung als Losung der Differentialgleichung 4/ (tz) = —0a f (tx,y(tx)) "t o
O1f(tz,y(tx)) erhalten, brauchen dafiir aber die differenzierbare Abhingigkeit der Losung der Diffe-
rentialgleichung vom Parameter z € E. Dies ist mit obiger Methode aber eher aufwendig. Jedenfalls
konnen wir diese Methode anwenden um die Losung der impliziten Gleichung mittels der guten (ite-
rativen) Methoden fiir Differentialgleichungen zu l5sen.

Der Satz (6.2.2) iiber inverse Funktionen folgt nun seinerseits aus jenen iiber implizite Funktionen, denn
f~tist durch die Gleichung fo f~! = id, also die implizite Gleichung g(z, f ~*(x)) := f(f~(z))—2 =0
gegeben, wobei dag(x,y) := f'(y) ist. Da die lokale Losung eindeutig ist, ist f lokal injektiv, also folgt
daraus auch f~lo f =id, denn fo(f lof)=(fof 1) of=idof = f.

6.2.8b Folgerung. Zeitabhingige Differentialgleichung mit Parameter.
Das Theorem (6.2.8) gilt auch fiir zeitabhdingige Differential-Gleichungen

2'(t) = f(t,z(t),p) mit z(0) = 0.

Beweis. Es sei z;, eine Losung der Differentialgleichung

x;(t) = f(t,zp(t),p) und z,(0) = 0.
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Fir z(t,p) :== (¢, x,(t)) ist dann

O at.0) = (1 opr(t.0)) = (1, (62t p),9) = (1, S (1. 9), ) = FCE (). 0)

mit .i‘((lp) = (0,1‘(0,]?)) = (0,0)

Also ist die zeitabhéingige Differentialgleichung dquivalent zu einer Zeit-unabhéngigen Differentialglei-
chung mit Parametern (¢,p) € R x P. O

6.2.8c Folgerung. Abhingigkeit von Anfangsbedingung der Differentialgleichung.
Das Theorem (6.2.8) gilt auch fiir zeitabhingige Differential-Gleichungen mit allgemeiner Anfangsbe-
dingung

' (t) = f(t,z(t),p) und z(s) = y.

Beweis. Es sei z,,, , eine Losung von

2/ (t) = f(t,z(t),p) und z(s) = y.

Wir betrachten fiir
Z(t,p,y,s) =x(s+t,0,¥,8) —y=Tpyst+s)—y
die Differentialgleichung

0 _ 0 _
ax(t,pvyas) = a(x(5+t7payas) 7y) = f(8+t,.’£(8+t,p,y,8),p) = f(ert,x(t,p,y,s) +yap)

= f(t,z(t,p,y,s),p,y,s) wobei f(t,Z,p,y,s):= f(s+t,Z+y,p)

und Anfangswert Z(0,p,y,s) = x(s,p,y,s) —y = 0 ist. Also ist das Problem auf eine zeitabhéngige
Gleichung mit spezieller Anfangsbedingung 0 — 0 und Parameter (p,y,s) € P x E X R reduziert. O

5.4.4 Folgerung. Lineare Differentialgleichung.
Es sei f(t,x) := a(t) - = + b(t), dann existieren die Losungen dort wo a:J — L(E,E) undb:J — E
C! sind.

Beweis. Es sei x : Jg — FE eine Losung mit maximalen Definitionsinterval J; C J. Angenommen
t; :=sup Jy € J. Dann existiert ein § > 0, s.d. eine Losung y : (1 — d,t1 +6) — E mit y(tp) = 0 sowie
eine Losung g : (t1 — §,t1 + ) — GL(E) C L(E, E) von ¢'(t) = a(t) o g(t) mit g(t1) = id existiert. Sei
nun t; —d < t9 < t1 und

#(t) = y(t) + g(t) - g(ta) " - (a:(tg) - y(tz)) fir ty — 0 <t <t1 40

Dann ist #(t2) = y(tz) +id - (2(t2) — y(t2)) = z(t2) und &'(t) = y'(t) + ¢'()g(t2) " (x(t2) — y(t2)) =
a(t)y(t) + b(t) + a(t) g(t) g(t2) ! (z(t2) — y(t2)) = a(t) Z(t) + b(t), ein Widerspruch zur Maximalitiit
von Jy. O

Bemerkung.

1. Falls a € R konstant und b = 0 ist (also eine HOMOGENE LINEARE 1-DIMENSIONALE DIF-
FERENTIALGLEICHUNG MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN gegeben ist), dann ist die Lésung
z(t) = 2(0) e, siehe (6.2.15).

2. Dies gilt auch fiir a € L(E,E) (d.h. HOMOGENE LINEARE MEHRDIMENSIONALE DIFFERENTI-

ALGLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN), wobei e® := exp(a) := Y ;o "k—}f fiir alle
a € L(E, FE) konvergiert und z(t) = e xy die Anwendung der linearen Abbildung e* auf den
Anfangsvektor xg € F ist, siche Aufgabe (5.53).
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3. Falls v # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert A von a € L(E, E) ist, d.h. a(v) = Av gilt, so liefert

die Methode der VARIATION DER KONSTANTEN den Ansatz x(t) := ¢(t) v. Dies ist genau dann
eine Losung der Differentialgleichung 2/ (¢) = a(z(t)), wenn ¢/ (t) v = 2/ (t) = a(x(t)) = a(c(t) v) =
c(t) Av, also ¢/ (t) = Ac(t) und somit c(t) = c¢(0) eM ist.
Beachte, daf} jede Linearkombination von Losungen einer homogenen linearen Differentialglei-
chung selbst wieder eine Losung ist. Wenn also v, ..., v, Eigenvektoren von a mit Eigenwerten
A1, .-+ Ay sind, so ist auch z(t) = Y)_, ¢; e*tv; eine Losung zum Anfangswert >, ¢; v;. Wenn
die v; eine Basis bilden, so kann daraus jede Losung berechnet werden.

4. Betrachten wir nun insbesonders den 2-dimensionalen Fall einer homogenen lineare Differential-

gleichung /
(i) = (¢ &) Gio)

Es seien A und p die beiden Eigenwerte dieser 2 x 2-Matrix A und v und w zugehorige Eigen-
vektoren. Dann kénnen die folgenden Fille auftreten:

e A= =0und v # w. Dann ist A = 0 und alle Losungen konstant.

e A\ =4 =0und v = w. Dies ist z.B. fiir a = ¢ = d = 0, b = 1 der Fall, also fiir die
Differentialgleichung z'(t) = y(t), v'(¢) = 0, d.h. y(t) = yo und z(t) = xo + tyo. Die
Losungskurven sind also affine Geraden parallel zum Eigenvektor.

o A\ # (0= p. Dies ist z.B. fiir a = A, b =c = d = 0 der Fall, also fiir die Differentialgleichung
2'(t) = Nz(t), y'(t) = 0, d.h. x(t) = 9 e und y(t) = yo. Die Losungskurven sind also durch
die Exponentialfunktion parametrisierte Halbgeraden parallel zum Eigenvektor v. Je nach
dem ob A > 0 oder A < 0 geht die Losung fiir t — —oo oder t — +00 gegen die w-Achse.

e A=/ #0und v # w. Dann ist A = ) id und die Lésungen sind z(t) = zo e, y(t) = yo ™
parametrisieren also gerade die Halbstrahlen durch 0. Je nach dem ob A > 0 oder A < 0
geht die Losung fiir ¢t — —oo oder t — 400 gegen 0.

P
R .

R RN 3

r 1 s 7 N TN T T

ry1

ryoa /v N N 2

Pl : :

Py /T VN N N H ‘1 H

Py = =
A R U N NN ‘ |

e A= #0und v =w. Diesist z.B. fiira=d =\, b =1, ¢ = 0 der Fall, also fiir 2’ = Az +y,
y' = Ay, d.h. y(t) = yo e und 2’ (t) = c(t) e*t wobei ¢/ (t) = yp ist, also ¢(t) = x¢+t yo. Die
Losungskurven gehen fiir t — 400 gegen 0 und oo und schneiden dabei die y-Achse zum

Zeitpunkt ¢ := — 22,
Yo

e A>pu>0o0der A< pu<0. Dies ist z.B. fiir a = A\, d = 4, b = ¢ = 0 der Fall. Die Lésungen

z(t) = zg e, y(t) = yo e beschreiben halbe verallgemeinerte Parabeln (x/x0)* = (y/y0)*
die tangential an die y-Achse liegen.
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1 ~ Th—TT—— - -
[N T~ 2
NS H 1 H
NN N |H H |

e A > 0> u. Wie zuvor sind die Lésungen z(t) = 2o e* und y(t) = yo e** und wegen Ay < 0
beschreiben diese verallgemeinerte Hyperbeln 1 = (z/z0) ™" - (y/y0)™.

/

NNV

MY Y- ——
P PR
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A
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SN
NN
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—— - At
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N
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e =X € C und Re(A\) = 0. Dies ist z.B. fir a = 0 = d, b = —1, ¢ = 1 der Fall, also
fiir die Differentialgleichung «'(t) = —y(t), ¢'(t) = x(¢). Damit ist z”(t) = —y'(t) = —z(t)
und somit z(t) = wu cos(t) + v sin(t) und y(t) = —z'(t) = w sin(t) — v cos(t). Dann ist
2o = 2(0) = uw und yo = y(0) = —v. Sei nun (zg,yo) = r(cos(p),sin(y)), dann ist

x(t) = r cos(yp) cos(t) — r sin(p) sin(t) = r cos(p + t) und
y(t) = r cos(p) sin(t) + r sin(y) cos(t) = r sin(p + t).

Die Losungen parametrisieren also konzentrische Kreis um 0. Mittels der komplexen Lésungen

] 1 . . . Looit_—it
t— eTit (ji‘) koénnen wir das ebenfalls erhalten indem wir deren Summe ¢ — (’(:iw(ff“ )) —
i s it —it
2(_'32152(;)) bzw. das (—i)-fache der Differenz t — (¢, 7)) = 21(‘;?5((:))) betrachten, siehe
(4.2.6).
~wRX ‘) \
~ws X /
‘\\\t§ \ \
W TR . .
[ | H H
[ _ s ) / : 3 :
: :f \ v ./ / / : :
. \\NNT" )/ .
oA ~N > 4 / . :
o N e H- -1 {
N )

e =X ¢c C und Re()\) # 0. Dies ist z.B. fir a = ¢ = d = 1 und b = —1 der Fall mit
Eigenwerten 1 + i. Komplexe Eigenvektoren sind (i, 1) also sind (z(t), y(t)) = e+ (i, 1)
und (2(t),y(t)) = e=D(—i 1) zwei komplexe Losungen. Die Summe dieser Losungen lie-
fert ef(—sin(t),cos(t)) und die Differenz i e!(cos(t), sin(t)), siehe (4.2.6). Also ist die reelle
Lésung mit Anfangswert r(cos(p),sin(¢)) durch ¢ — ref(cos(¢ + t),sin(p + t)) gegeben,
parametrisiert somit eine Spirale die fiir ¢ — +o0o gegen 0 bzw. co konvergiert und dabei
unendlich oft um 0 herumléuft.
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5. Ist a : J — R beliebig und z'(t) = a(t) - z(¢) eine sogenannte 1-DIMENSIONALE HOMOGENE
LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG MIT NICHT-KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN, dann folgt aus
9z — 2/(t) = a(t) x(t) formal In(z) = [ L dz = [a(t)dt und somit

I(t) _ ef a(t) dt
FEinsetzen zeigt, daB dies in der Tat die Losung der Differentialgleichung ist.

6. Ist wie zuvor a Skalar-wertig, b beliebig und y'(t) = a(t) - y(t) + b(t) eine sogenannte 1-DIMEN-
SIONALE INHOMOGENE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG MIT NICHT-KONSTANTEN KOEFFI-
ZIENTEN, so erhélt man die Losung y der inhomogenen Gleichung ' (¢) = a(t) y(t) + b(t) durch
VARIATION DER KONSTANTEN der Losung x der homogenen Gleichung z'(t) = a(t) z(¢), d.h.
durch den Ansatz y(t) := ¢(t) 2(¢). Dann ist

a(t) y(t) +b(t) = ' (1) = c(t) '(t) + ¢ (8) () = c(t) a(t) 2(t) + ¢ (t) #(t) = a(t) y(t) + ¢ (1) x (1),

also ¢/ (t) = %7 dh. c(t)= [ 2((2 dt.

7. Fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten kénnen wir auch erfolgreich die
JORDAN’SCHE NORMALFORM einsetzen wonach die lineare Abbildung a durch gegeignete Wahl
einer Basis auf Block-diagonal-Form bringen 148t. Die Differentialgleichung sieht dann blockweise
wie folgt aus:

(1) A0 O 1 (0)
x45(t) 1 x : xo(t)
FA0 U IR N
w0) o 0 %) e

Mittels Variation der Konstanten erhalten wir rekursiv:
i (t) = Aza (t) = @1 () = 21(0)

zh(t) = z1(t) + A\wa(t) = xa(t) ( )+ 21(0 ) At
)= (a0 a

)+ 22(0) t 4+ 21(0) 5) e

l’g(t) = I’Q(t) + )\Ig( = 1'3

(1) = Tpo1(t) + Azn(t) = z,(t) = (Z z (0 )

8. Ist 2/(t) = f(x(t)) eine zeitunabhéngige nicht-lineare Differentialgleichung und f(zo) = 0, so ist
x 1 t — x( eine STATIONARE LOSUNG ein sogenannter FIXPUNKT DER DIFFERENTIALGLEICHUNG.
Indem man die Ableitung A := f’(x¢) von f betrachtet, kann man im GENERISCHEN FALL (d.h.
wo kleine Anderungen der Matrix die Eigenschaften der Eigenwerte wie z.B. deren Positivitiit
nicht dndert) zeigen, daf sich die Losungen der Differentialgleichung x’(t) = f(x(¢)) nahe xo im
wesentlichen so wie jene der linearen Differentialgleichung z/(t) = A - z(t) verhalten.
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Wie untersuchen z.B. die nicht-lineare Differentialgleichung

Die stationéren Punkte sind die Losungen der Gleichung f(x,y) = 0 also des Gleichungssystems

0=x(4—y* -3y
0=y(4—2%) +3z

und somit (\/ﬁ,% 10), (f%\/ﬁ, V10), (f\/ﬁ,f%\/ﬁ), (%\/ﬁ,f\/ﬁ) und (0,0). Die Ableitung f’,

deren Eigenwerte und deren Eigenvektoren sind in diesen Punkten gegeben durch:

Punkt | Jacobi-Matrix | Eigenwerte | Eigenvektoren

(VI0, 1/T0) (3/2 Y s | (), (D)

7 -6
IV | (G ) | sz | GO
(v, —tvio) | (32 ‘_63) o208 | (). ()
GV | (G 4) | B2 | () 0)
(0,0) ;‘ _43 4-3i,4+3i| (7). ()

Die ersten 4 Punkte sind also “SATTELPUNKTE” d.h. es gibt zwei gegeniiberliegende Richtungen (Eigen-
vektoren mit positiven Eigenwerten) wo die Losungen herausfliesen und zwei gegeniiberliegende Rich-
tungen (Eigenvektoren mit negativen Eigenwerten) wo die Losungen hineinfliesen. Der letzte Punkt ist
eine QUELLE aus der alle Losungen herausspiralen.
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5.4.5 Bemerkung. Differentialgleichungen héherer Ordnung.
Unter einer GEWOHNLICHEN DIFFERENTIALGLEICHUNG n-TER ORDNUNG versteht man eine Gleichung
der Form

() = [t (), 2’ (t),..., 2"V (B),

wobei f eine lokal definierte Abbildung R x E™ — E ist und die Lésung z lokal von R nach E n-mal
differenzierbar sein soll.

Betrachten wir als ganz einfaches Beispiel die Gleichung 2-ter Ordnung
2 (t) = g mit einer Konstanten g.

Wenn wir y := z’ setzen, dann lautet die Gleichung y’(¢) = g und hat als Losung y(t) = gt + Cq, und
die Konstante C; kann aus der Anfangsbedingung yo = y(to) = z'(tp) als C; := y(0) — gto berechnet
werden. Schlieflich hat die Differentialgleichung 1-ter Ordnung

z'(t) =y(t) =g (t —to) + %o

als Losung

t—tg)?
x(t):gi( 20) +yot+ Co

und die Konstante Cy kann aus der Anfangsbedingung xq = z(to) als Cp := zg — yo to berechnet
werden. Die allgemeine Losung obiger Differentialgleichung 2-ter Ordnung ist somit durch

w(t) = 5 (t = t0)? +4'(t0) (t ~ to) +(0)

gegeben. Diese Differentialgleichung tritt in der Physik an prominenter Stelle auch wirklich auf, wie
wir im nachfolgenden Beispiel (5.4.6) sehen werden.

Ganz analog kann man auch bei allgemeinen Differentialgleichungen n-ter Ordnung vorgehen: Wenn
man yo(t) := z(t), y1(t) == 2'(t), ..., Yn_1(t) := (= D(t) fiir eine Losung = setzt, dann ist y : ¢ —
(yo(t),...,yn—1(t)) eine Losung der gewshnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung:

y'(t) =g(t,y(t)),
wobei g : R x E™ — E™ gegeben ist durch
g(tvy()a e ayn—l) = (ylv ey Yn—1, f(tvyOa e ayn—l))~

Umgekehrt liefert auch jede Losung y = (yo, .- -,Yn—1) von y'(t) = g(t,y(t)) eine Losung x := yo von
e (t) = f(t,x(t),...,a"D (),
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Ist insbesonders f(t,zo,...,Tn—1) = > peoak(t) Tx(t), so ist g(t,y) linear in y und wird durch die
Matrix

0 1 0 0
: . . 0
0o ... ... 0 1
an a1 cee Qp—2 Qp—1

gegeben. Deren Eigenwerte A sind gerade die Losungen der Gleichung

-2 1 0 0
0 . . . .
det : 0 =0
o ... 0 —-A 1
Qg aq cee Qp—2 Qp—1 — A

und somit (durch Entwicklung nach der letzten Zeile) von
0=ap 1= a1 (-A) + = (1) (o = 2) (A"
:a0+a1)\+~-~+an,1)\"_1 - A"

5.4.6 Beispiel. Gravitationsfelder.

Bekanntlich bewegen sich Objekte auf die keine Kréfte einwirken gleichformig, d.h. ihre Geschwindigkeit
a'(t) ist konstant, also 2'(t) = v und somit x(t) = twvy + xg, wobei g = z(0) und vg = 2’(0) die
Anfangsbedingung ist. Wirkt hingegen eine Kraft F' auf ein Objekt der Masse m, so gilt das

NEWTON’SCHE KRAFTGESETZ: Kraft ist Masse mal Beschleunigung,

d.h. das Objekt erfihrt eine zur Kraft proportionale Beschleunigung. Ist insbesonders die Kraft kon-
stant (z.B. ist die Erdanziehungskraft g - m nahe der Erdoberfliiche, wobei g ~ 9.81m/s? die Erdbe-
schleunigung bezeichnet) so lautet das Newton’sche Kraftgesetz g - m = F = m - 2”(t), wobei x”(¢)
die Beschleunigung des Objekts beschreibt, welches sich zum Zeitpunkt ¢ and der Stelle x(¢) befindet.
Die Flugbahn wird also durch die Differentialgleichung 2-ter Ordnung z”(¢t) = g beschrieben und die
Losungen sind nach (5.4.5) Parabeln x(t) = £ (t — to)? + 2/ (o) (t — to) + x(0).
x
Vo

X0

Entfernt sich das Objekt hingegen wesentlich von der Erdoberfliche, so nimmt die Anziehungskraft
der Erde (mit dem Quadrat der Entfernung 2(¢) zum Erdmittelpunkt) ab, ist also durch F = —1_](\47’?
gegeben, wobei v die Gravitationskonstante und M die Masse der Erde bezeichnet. Die zugehorige

Differentialgleichung ist somit
yM

2
t) = .
z"(t) ROE
Mittels folgendem Trick konnen wir Gleichungen der Form z”(t) = f(z(t)) losen: Sei dazu F' eine
Stammfunktion von f und somit ist

(@' - ') (t) = 22/ ()2 (t) = 22/ () F'(x(t)) = (2F 0 2)'(t), also 2'(t)2 = 2F(a(t)) + C,
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wobei C' aus der Anfangsbedingung z’(0) bestimmt werden kann. Weiters kann x(¢) durch Lésen der
Differentialgleichung 1-ter Ordnung

z'(t) = £/C + 2F (z(t))

im Prinzip mittels Separation der Variablen bestimmt werden:

/ /ﬁ Lt Oy,
VO +2F(x
In unseren Fall ist f(z) := —'YI—AZ/I und somit F(z) = %7 also
2y M 2y M
x’(t)2:C+LmitC=v8— .
T o

wobei x¢ Anfangshohe und vy Anfangsgeschwindigkeit ist.
Falls C' = 0 ist, also vy = % die Fluchtgeschwindigkeit ist, und somit 2’ nur fiir x — oo verschwin-

det und folglich z(t) — oo fiir t — oo gilt, liefert Separation der Variablen:

/\/de:i/\/M—Mdt,

also 23/2 = £3(\/2yM t + C1) und somit

2/3
2(t) = (i?n/ ;Wt+02> <i3\/ éthr 3/2>

Andernfalls versuchen wir zuerst die Konstanten zu vereinfachen: Dazu substituieren wir y(t) := +z(t)
mit A > 0 und erhalten somit

2/3

1 1 2vM C 2vM

/ t 2 — 5 t 2 - - [
A @) TR T N0
Wihlen wir also A := /2vM so lautet unsere Differentialgleichung

C

’ 2 _ 1
y(t) _Cl“rw

Mittels Separation der Variablen formen wir die Differentialgleichung um in

Y
——dy == [ dt = £t + Cs.
/\/1+C1y Y / ?
Substituieren wir nun z := , /ﬁ > 0, also

22 2z
m und dy = = 55 dZ,

v= (1— C122)2

so erhalten wir mittels partieller Integration

/V1+ayy_/ q% o
B / z 2C1z o
N Cl (1 - 012’2)2

_i_i__i/_i_w
- Ol 1—0122 Cl 1—012:2
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Und je nach Vorzeichen von C ist

/; dz = 1/ 1 + 1 dz
1—-C22 " 2] 1-Ciz 1+Ciz
1
ENA (— In(1 —+/C12) +In(1 + Clz))
1
2/C1
1 In (1 +Ciz
N 2\/01 1-— Clz

(f In(1 —+/C12) +In(1 + Clz))

) fir C;1 >0
und / 1 dz = ! / —G
1-C122 N v —=C1 1+ (\/ —012)2

1
= tan(y/—C fiur ¢y < 0.
Neon arctan( 12) iir C4

dz

Riicksubstitution von z = , /HyTy ergibt somit

z 1 1 1
:I: = — — _—
R O A 01/1—0122 o

2 1 1n<1—|—\/_clz>
Ci(1-C12%)  9c¥?  \1-Ciz
_2/Ciy(1+Cry) —In(1+2C1y+2,/Cry(1+Cry))
- 2032

z 1
bzw. = ci-ca o vC arctan(y/—C1z2)

v—Ci1y(1+ C1y) — arctan(,/ 1:_0711%)
C1v—Ch

vV=Cry (14 Cry) —arcsin(/—C1 y)
Ci1v—-Ci

Es gelingt uns allerdings nicht mehr die Umkehrfunktion diese Ausdruckes fiir +¢t + Cy explizit zu
berechnen, aber zumindest kénne wir damit exakt berechnen zu welchen Zeitpunkt ¢ eine vorgegebene
Hohe z erreicht wird (oder auch nicht).

Fiir C7 = 1 erhalten wir
Y

fir C; = —1 hingegen
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o
o

t

Wenn wir nun mit z(t) € R? die Koordinaten eines Objektes im Raums bezeichnen, wobei wir den
Ursprung in den Sonnenmittelpunkt gelegt haben, so gilt fiir die Kraft welche die Sonne auf das Objekt

der Masse m ausiibt entsprechend F = —W ”i—” und die Differentialgleichung welche die Bahn des
Objekts beschreibt ist durch
Mm
2 (t) = _Em
[ ]|?

gegeben. Wenn wir dies numerisch 16sen, dann sehen wir, dafl je nach Anfangsbedingungen (Anfangsort
2(0) und Anfangsgeschwindigkeit z’(0)) die Bahnen durch Ellipsen (Kreise), Parabeln und Hyperbeln
beschrieben werden.

Beachte, daf} die entsprechende Differentialgleichung bereits 6 Variablen aufweist. Stellt man fiir meh-
rere Korper (z.B. die 9 Planeten unseres Sonnensystems) ein ganz analog gebildetes Gleichungssystem
auf, so involviert dieses bereits 9-6 = 54 Variablen. Wir sehen also, daf3 es keine akademische Spielerei
ist Vektorrdume der Dimension grofler als 3 zu behandeln.

6.2.11. Newton-Verfahren

Um eine Nullstelle der (nicht-linearen) Gleichung f(z) = 0 zu erhalten beginnen wir mit irgend einem
Niherungswert xg, betrachten die affine Funktion x — f/(x¢)(x — zo) + f(z0) die f nahe xg am besten
approximiert, bestimmen ihre Nullstelle 21, d.h. 16sen f’(xo)(x1 —20)+ f(z¢) = 0 und erhalten als neue
Niherungsnullstelle von f den Punkt z; := ¢ — f’(2¢) ! f(z0). Das NEWTON-VERFAHREN besteht
nun darin auf rekursive Weise 2,11 := g(z,,) := 2, — f'(2,) "' f(2,) zu definieren und zu hoffen, daf
Too 1= limy, 00 X, existiert, weil dann zo = g(Z), also f(zo) = 0 ist (Verwende dazu die stetige
Differenzierbarkeit von f und damit die Stetigkeit von g). Da aber die Bestimmung der Inversen
J'(z0)~! einer Matrix f/(xg) sehr aufwendig ist, modifizieren wir dieses Verfahren derart, daff wir
Anstelle von f’(z,,) immer das fixe f’(zo) verwenden. Wir betrachten also g(z) := x — f/(x9) "' - f(z).
Damit g eine Kontraktion wird benétigen wir ein ¢ < 1 mit

¢ > |lg' ()]l = lid = f'(z0) ™ o f(2)| = I (o) ™ o (f'(x0) = f'(2))I-

Fiir z hinreichend nahe an z( (sagen wir ||z — xo|| < r) ist dies erreichbar. Fiir z,y € B ist dann nach
dem Mittelwertsatz [|g(z) — g(y)|| < sup{lg’(©)] |l — vl : € € B} < ql|z — |

Wir miissen aber auch zeigen, daf§ g diese Menge B := {z : ||z — || < r} invariant 148t: Sei also z € B,
dann ist

l9(2) = 2oll < ll9(2) — g(@o)[| + llg(x0) — xoll < qllz = woll + [lg(x0) — woll < g7+ [lg(x0) — xoll <,

falls ||g(xo) — @o|| < r(1 — ¢) ist. Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes (3.4.17) liefert so-
mit Fxo = lim,_oo ¢g"(20) und z ist der eindeutige Fixpunkt von g, also 2o = g(xeo) =
Too — f(20) 7! f(Zoo), d.h. T ist die eindeutige Nullstelle von f:
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Vereinfachtes Newton-Verfahren.

Es sei f 1 E — F stetig differenzierbar und xo € E. Es sei f'(xg) invertierbar und es existiere ein
r> 0 und ein g < 1 mit | (o)~ f(zo)|| < (1— q)r und [|f'(wo) 1| - /' (wo) — f'()|| < q fiir alle
x mit ||z — xo|| < r. Dann konvergiert die vereinfachte Newton-Folge 2y 41 = 2 — f'(10) "1 - f(x,)
gegen eine Nullstelle ¢ € B := {z: ||z — xo| < r}. O

6.2.12 Beispiel. Julia-Menge.

Die Menge der Startwerte, fiir welche die Newton-Folge gegen eine fixe Nullstelle konvergiert, ist im
allgemeinen schwer beschreibbar. Betrachten wir z.B. das Polynom p(z) := z® — 1 als Abbildung
p : C — C. Dieses hat 3 komplexe Nullstellen 1, —% + z\/Tg Wir konnen es auch als Abbildung
p : R? — R? auffassen. Die Ableitung von p ist gegeben durch (Multiplikation mit) 322 und die
Newton-Rekursion somit durch g : z — 2z — 5((2)) =z— Z;_Ql = 2;1‘51. Farben wir die Punkte der Ebene
in 3 Farben entsprechend den 3 Nullstellen gegen welche die Newton-Folge mit diesen Startwerten
konvergiert so erhalten wir folgendes fraktales Bild, eine JULIA-MENGE:

e

Die folgende Zeichnung zeigt die Bilder konzentrischer Kreise um den Fixpunkt 1 unter der Rekursi-
onsfunktion g:

N
i‘,}\

<\
72\
@

L2

A
NN
&\

{
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Wir kénnen hier die Konvergenz fiir Startwerte in der Néhe der Nullstellen direkt verifizieren. Betrach-
ten wir dazu 0.B.d.A. (wegen Rotationssymmetrie) die Nullstelle 1. Es ist g(z) — 1 = (2 — 1)21+22

322 °
Wegen lim;_1 13 = 1 kénnen wir ein 0 < § < 1 finden, soda$ [53%| < } fiir alle [z — 1| < § (z.B.

3z
§ = 2, denn |13 < 1;;'22' < 1;(?(_1(;)2) < 1). Somit ist ¢ := § max{|4E32] : [z — 1] < 6} < 1) und
l9(2)—1| < 625 = b sowie |g(z)—1] = [z —1]? ‘1;2222’ < |z—1| g, also konvergiert z,, — 1 fiir |29 —1| < é.

Es ist ¢'(2) = % (1 — Z%) Fiir 2§ = 1 ist lim,_.,, z% = 1 und somit existiert ein § > 0, s.d. [¢'(z)| < %
fiir alle z mit |z — 2| < d. Also ist g auf diesen Scheiben B eine Kontraktion und wegen |g(z) — zo| =

l9(2) — g(20)| < 2|z — 2] ist zo der eindeutige Fixpunkt in B.
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6.3 Hohere Ableitungen

6.3.1 Definition. Zweite Ableitung.

Wir wollen nun die 2. Ableitung einer Funktion f : £ D U — F' definieren. Fiir z € U ist die Ableitung
von f bei z eine lineare Abbildung f/(z) : E — F (also f'(z) € L(E, F)) und bei variierendem = € U ist
fiir differenzierbares f die Ableitung eine Abbildung f' : E D U — L(E, F). Falls dies im Punkte x € U
seinerseits differenzierbar ist, also (f’)'(x) : E — L(E, F) als lineare Abbildung existiert, so kénnen wir
(f") (z) auch als bilineare Abbildung E x F — F auffassen (siehe (5.5.13)) und mit f”(z) € L(E, E; F)
bezeichnen. Falls f' : E D U — L(E, F) auf ganz U differenzierbar ist, so nennen wir f ZWEIMAL
DIFFERENZIERBAR. Die Ableitung (f’)’ von f’ ist dann eine Abbildung (f'): E DU — L(E, L(E, F))
und vermoge der Identifikation von L(Eq, L(Es, F)) mit L(Ey, Eq; F) aus (5.5.13) erhalten wir eine
Abbildung f” : E D U — L(FE, E; F) die sogenannte ZWEITE ABLEITUNG von f gegeben durch

(@) (v,w) == (") (z)(v)(w) fir x € U und v,w € E.

Versuchen wir nun die zweite Ableitung — so sie existiert — durch Richtungsableitungen auszudriicken:

F(@),w) = () (@) )W) = evan(do () (2)) = eV ( lip L@ =1 '(I))

t—0+ t

f(x + tv) — f’(x)) _ iy @ t0)(w) - f(@)(w)

= 1.
im evy, ( " Jim t

t—0+
— lim dwf(x + t’U) B dwf(‘r)
t—0+ t

= dy(dy f)(x) =: dpd,, f (2),

also kann f”(x)(v,w) dadurch berechnet werden, daf wir hintereinander f zuerst in Richtung w und
das Ergebnis dann in Richtung v an der Stelle x differenzieren.

Da f”(z) bilinear ist konnen wir die zweite Ableitung fiir Abbildungen f : R™ 2 U — F wie folgt
ausdriicken:

" (x)(v,w) = f'(x) (Xn: v; ei,zn:wj ej> = anvi 1 (x) (ei, Zn:wj ej)
i=1 j=1 i=1 j=1

= i 'f”( )( iy ): % ’deidejf()'
;;U w; T )€, €y ;;U w]ﬁ

6.3.9 Beispiel. Zweite Ableitung.
Es sei f: R? — R gegeben durch f(z,y) := 22 - sin(y). Dann ist

O1f(xz,y) = 2z - sin(y)
o f(z,y) = 2 sin(y)
0201 f(z,y) = 2z - cos(y)

dof(z,y) = 2°- cos(y)
0102 f(z,y) = 22 - cos(y)
202 f(2,y) = —z?- sin(y)

Die Ableitung f/(z) mit z := (x,y) wirkt durch

F(2)(ur,uz) = 1 f(2) ur + Do f(2) ug = (alf(z), a2f(z)) _ (m) .

U2
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Fiir die zweite Ableitung f”(z) erhalten wir

F7(2)(ur, ug; v1,v9) = (f')(2)(ur, ug)(vi,v2) = (91 f'(2) ur + 0o f'(2) u2)(v1, v2)
= 8181f(2) uy v + Blagf(z) U1 V2 + 3281]”(2) U2 V1 + 8282]”(2) U Vo

_ (u u ) 8181f(z) Blagf(z) . (%1
DT\ 201f(2)  0202f(2) V2
Die MATRIXDARSTELLUNG DER BILINEAR-FORM f”/(z) ist somit die sogenannte HESSE’SCHE MATRIX

vy (BOf(2) OnDaf(2)
L) = <6281f<z> 8zf3§f(Z)>

Wer sich wundert, daf§ man fiir die zweite Ableitung auch gemischte partielle Ableitungen wie 010- f
beriicksichtigen muf, betrachte ein hyperbolisches Paraboloid, welches in Koordinaten z.B. durch

f(z,y) := x - y gegeben ist,

Bei festem x beschreibt f eine Gerade y +— zy mit Anstieg x und analog fiir y. Die iterierten Ab-
leitungen 010 f und 920, f sind folglich iiberall 0. Wire hingegen die zweite Ableitung f” = 0, dann
wére f’ nach (5.6.16) konstant und somit nach (6.1.23a)

d

1 1 1
16 =10+ [ Gtad =10+ [ FeEa =0+ [ FOEE= 100

also f linear, was offensichtlich nicht der Fall ist da f 2-homogen ist (d.h. f(tz) = t? f(z)). Wenn man
f langs Geraden t — z + ¢t w mit Richtungsvektoren w ¢ {e1, e2} betrachtet, so ist

f(2) = f(z1 Ftwr, 20 +twy) = (21 +twy) - (22 +twy) = 21 20 + (21 W + 22 w1) t + Wy Wy t

ein Polynom 2-ten Grades, also eine Parabel, und die Richtungsableitung

awawf(z) - E o 6wf(z +tw) = E o % o f(z+tw+ SU})
d d d\?2
= —_— R — I :2 .
dt =0 ds - f(Z-i—tw) (dt) . f(z+sw) wi wa # 0

Siehe dazu auch (6.3.9a).

6.3.1a Definition. H6here Ableitungen.

Rekursiv nennen wir f n + 1-MAL (STETIG) DIFFERENZIERBAR, falls f/ n-mal (stetig) differenzierbar
ist. Wir schreiben dafiir f € D"! (f € C™*1). SchlieBlich heiBt f cGLATT (kurz f € C*°), wenn f
beliebig oft differenzierbar ist, d.h. D™ oder auch C™ fiir alle n € N ist.

Unter der (n + 1)-TEN ABLEITUNG einer (n + 1)-mal differenzierbaren Abbildung f: E 2D U — F
versteht man

7\ (n)
o0 gou Y (B, B L(E,F)) = L(E,...,E,E; F).
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Beachte die Schreibweise (™) fiir hohere Ableitungen, denn f/, f”, f, ... 1iBt sich schlecht allgemein
aufschreiben, darum setzen wir f(© = f, f) .= f/ @) .= g7

Wegen f'(x)(v) = d, f(z) kénnen wir £ (z)(v1,...,v,) wie folgt durch iterierte Richtungsableitungen
berechnen:

F™ (@) (01, vn) = dy, (doy (- .. (do, £) .. (@) =2 dy, dy, ... dy, f ().

Beachte den Vorteil dieser rekursiven Definition im Gegensatz zu der auf den ersten Blick vielleicht
einleuchtenderen Definition “f € D"t & f € D™ und f™ € D” fiir welche wir gleichzeitig f(™)
rekursiv mitdefinieren miissen.

6.3.3 Lemma. Grundlegendes fiir h6here Differenzierbarkeit.

(2) Die Kettenregel (6.1.5) ist giiltig fiir C? und D? firp € {1,2,...,00}.
(1) Jede stetige multilineare Abbildung ist glatt.

(3) Eine Abbildung f = (f,..., f") in ein Produkt F = F| x ... x F, ist genau dann CP bzw. DP
wenn es jede Komponente f* fir 1 <i <n ist.

Beweis. (3) Esgilt: f € DP™l = f = (f,...,f") € Dund (g1,...,90) =g := f' = ((fY),...,(f")) €
pr L2080 i fie Dund g, = (f1) € DP <= Vi: fi € DPYL,
Wegen f®)(z) = ()P (z),...,(f") P (2)) gilt: f € CP & Vi: f' € CP.

(1) Dies gilt offensichtlich fiir affine und fiir bilineare Abbildungen, denn die Ableitung einer bilineare
Abbildung ist nach (6.1.4) und Aufgabe (6.3) linear und, die einer linearen Abbildung ist nach (6.1.3.1)
konstant, und somit alle hoheren Ableitungen gleich 0. Da jedoch die Ableitung eine 3-linearen Ab-
bildung nicht bilinear ist, kénnen wir in der allgemeinen Situation so nicht vorgehen, sondern zeigen
zuerst die Kettenregel:

(2) Wir beginnen mit dem Fall, wo die duflere Funktion a linear und stetig ist und die innere Funktion
f € DP ist.

Fiir p = 1 wissen wir, dafl (a o f)’ = a, o f/ und da a. : L(E,F,) — L(E, F,) stetig (mit Norm
[las|| = sup{|la«(T)|| : IT]| < 1} =sup{|lacT| : |T|| <1} < |la||) und linear ist, kénnen wir Induktion
anwenden um a o f € DP fiir f € DP zu erhalten.

Der allgemeine Fall einer nicht-linearen dufleren Funktion f folgt mittels Induktion nach der Differen-
tiationsordnung p. Fiir (p = 1) ist nach (6.1.5) auch fog € D und (f o g)' () = f'(g(x)) o ¢’(x), also
(fog) =kompo(fog,g).

Nun zum Induktionsschritt auf (p + 1): Sei dazu f,g € DPT! also f,g € D und f', g’ € DP. Insbe-
sonders ist g € DP (siehe (6.3.4)) und somit nach Induktionsannahme f’ o g € DP. Nach (3) ist damit
(f' og,¢9") € DP und da komp bilinear und stetig ist nach (5.5.13), folgt komp € DP wegen (1) und
somit ist (f o g)’ = kompo(f’og,g’) € DP nach Induktionsannahme, also f o g € DP*L,

Fiir CP folgt (2) nun ebenfalls durch Induktion, denn komp € C*°.

(1) zeigen wir nun fiir n-lineare stetige Abbildungen T : Ey X ... x E,, — F ebenfalls mittels Induktion
nach der Differentiationsordnung p.

(p = 0) ist trivial.

(p = 1) haben wir (fiir n = 2) bereits in (6.1.4) gezeigt, wobei

T'(x1,...,20)(V1,. .., 0n) = Zamxl, ) ()

=T(v1,29,...,xn)+ -+ T(X1,. .., Tp_1,Vp).

andreas.kriegl@univie.ac.at, 23. November 2004



Hohere Ableitungen 6.3 117

(p+ 1) Der j-te Summand obiger Formel fiir 7" ist durch folgende Zusammensetzung gegeben:
E1><...><En L(Elx...xEn,F)

lprl ,,,,, T Tprz

Eix...xE x..xE, L(E;, F)

T\/

Dabei bedeutet E\i, dafl dieser Faktor fehlt. Der untere Pfeil ist n — 1-linear und stetig und die ver-
tikalen Pfeilen sind lineare und stetig, daher sind alle D? nach Induktionsannahme fiir (1). Nach der
Induktionsannahme fiir (2) ist die Zusammensetzung D?. Also ist auch T € DP (da Summieren stetig
und linear ist) und daher ist T € DP*L, O

Aus dem Spezialfall der Kettenregel (2) folgt, dafi die Differenzierbarkeitsklasse zweier Abbildungen
gleich ist, falls diese bis auf einen linearen Isomorphismus « der Bildrdume tibereinstimmen, und wir
wollen die Bezeichnung f ~ ¢ beniitzen, wenn f = « o g ist flir irgendeinen natiirlichen linearen
Isomorphismus zwischen den Bild-R&umen.

6.3.4 Lemma. Differenzierbarkeit in Schritten.
Essei0<p<oound0<g<oound f:FE DU — F. Dann gilt:

fist DP9 & f ist DP und f®) ist DY,
fist CPY < f ist CP und fP) ist C.

Beweis. Wir zeigen dies durch Induktion nach p. Fiir p = 0 ist nichts zu zeigen.
r+1) (=)

fe pprtatl
=feD, g:=f €Drtd nach Definition
=feD, f'=geDP ¢® e DI nach Induktions-Voraussetzung
=f e Dt it ~ (f1)P) ¢ pa nach Definition.

f e DPH, (f/)(p) ~ frtl) ¢ pa
=feD, g:=f eD? ¢? e DI nach Definition
=feD, f =ge D nach Induktions-Voraussetzung
=f e Dtrta nach Definition.

Fiir stetige Differenzierbarkeit haben wir nur zu zeigen, da§ f € CPT¢ = f € CP. O.B.d.A. sei ¢ > 0.
Dann ist f € DPT! wegen (=) und daher f € D? und f® € D. Somit ist f») € C, d.h. fe CP. O

6.3.5. Hohere Differenzierbarkeit via partielle Ableitungen

Wir wollen als néchstes (6.1.24) auf hohere Differenzierbarkeit verallgemeinern, d.h. aus der Existenz
der iterierten partiellen Ableitungen 0;, ...0;, f := 04 (... (0, f)) und einer geeigneten Stetigkeitsbe-
dingung auf f € CP schlieflen.

Proposition.
Esist f: E=R" DU — F genau dann CP, wenn alle ITERIERTEN PARTIELLEN ABLEITUNGEN
Oy .03, f U — F mitiy,... i, € {1,...,n} ewistieren und stetig sind. Weiters haben wir dann

FP ) (v, 0p) = Z Z Oy, -+ 0i f() ol .U;p’
=1 =1
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wobei v! die j-te Koordinate von v; bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen dies mittels Induktion und (6.1.24): f € CP*+! <:(6'3‘4)

(6.1.24)
p——

feCtund f € CP
Vi: 30,f € Cund 'z 7 (01 f(x),.... 0 f(x) € F x ... x F = L(R", F) ist C7 2222

Vi: 30;f € CP PEIEN Vig,...,ip 304 ...0;, f € C, und wegen der Multilinearitét von f®)(2) ist
FO@) 0, vp) = FP@) (Y vl > vres, )
71 ip
:szil "'v;p 'f(p)(x)(eiun-aeip)
it ip

= Z v’f...v;}%&‘il...aipf(x). O

11,5:+45p

6.3.6 Differenzierbarkeit in Riume multilinearer Abbildungen via Richtungsableitungen.

Man kann auch (6.1.23) auf hohere Differenzierbarkeit verallgemeinern, d.h. aus der Existenz der iterier-
ten Richtungsableitungen 0,1 ...Jd,r f und einer geeigneten Stetigkeitsbedingung auf f € CP schlieflen,
siehe (6.3.8). Bereits im Fall p = 2 miissen wir dabei zumindest die Existenz der Richtungsableitungen
von f': E DU — L(E, F) zeigen, haben aber nur die Richtungsableitungen 9, (ev,, of’) = 9,0, f zur
Verfiigung. Wir brauchen also ein Resultat der Form (6.3.7). Wir zeigen statt dessen aber gleich die
folgende Kombination von (6.3.7) und (6.3.8):

Theorem.
Eine Abbildung g : E O U — L(E,...,E4 F) ist genau dann CP, wenn Vx € U, Yol',...,vP € E
Vwl € By,...,w? € E;, 3041 ...0pw(evy . waog)(z) € F und

.....

x ((vl, Pt wd) Oyt O (Vi e Og)(x))

U—L(E,...,E,Ey,....,Ey;F)
ist wohldefiniert und stetig. Weiters ist dann

Ot -+ Oy (Ve e 09) () = ¢P) () (01, ..., W) (w?,. .., wT)

Beweis. Wir machen Induktion nach p. Fiir (p = 0) ist nichts zu zeigen.

(p=1)({})Daevyr e : L(E1,...,Ey; F) — F € List, ist vyt e 0g CP und (evy,1 9 09)'(2)(v)
g (z)(v)(w',...,w?). Nach (6.1.23) existiert weiters 9,1 (evy1, wa 09)(x) = (eVir, wa 0g) (z)(v?h).

.....

(1) Nach (6.1.23) genug zu zeigen, dafl 9,g existiert und x — (v — 9,g(x)) wohldefiniert und stetig
U— L(E,En,...,Ey; F) ist. Beachte, daf§

g(l’ + t’l}) B g(SC) (wl

1) — SVt (9 1) — e, un(9(2)
t ) =

t
1
:/ Oy (vel ,,,,, WP og) (x +trv)dr
0
— Oy (evw1,_”7wp og) (z)
fiir ¢ \, 0 glm. in [w!| < 1,..., ||w?] <1,

da

T — ((v,wl7 o w?) = Oy(evyr e 0g) ()

nach Voraussetzung stetig ist. Daher existiert d,¢g(x) und

8vg(x)(w1, s 7wq) = eVl wa (aq)g(x)) =0, (evwl,“.,wi’ Og) (l’),
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ist nach Voraussetzung multilinear und beschrénkt in v, w',..., w9 und stetig in z.
P+1) )
geCP™ =geD, g ~f:U— LE,F,...,F;F)eCP nach Definition

. /
CVyp+1 gl .. we Of = OVl L wa © CVyp+1 OF

=Vt e Blw' € Ey,...,w' € E,W',... WP E€E
3041 .. Do (eVypit ... e of ) () 2
= O (@)t .. oP) (P Wt L wY)
= (eVyrt1 1, wa Of)(p) (z)(v',...,vP) Def. von f
= (eViy1, . e O€Vypt1 og')(p) (z)(v',...,vP) eve L, evog € CP
= eVl ya (g(p+1)(x)(v1, Lo 0P, vp+1)) Def. von ¢g®+1)

01 ... Opp+1 (Vi1 e 09)(T)
= 30pp+1(eVyr, e 0g)(z) mnach Def.
=g €0, Qi1 ((evyr . waog)(x)) =
=g ()P (w, ..., w?) = Opprrg(x)(w',...,w?) nach (p=1)

Esseig' ~:f : U — L(E,En,...,E, F)

= J0y1 ... 0pp (eVUp+17w17‘__,wq Of)
= 0p1...0p(evyr e 0evypi1og’) Def. von f
= 8’[)1 e av}? (evvp+1 O(evw17___7wq)* e} g/)

ol e é?vp (ererl O(evwl,...,wq og>l)

=0yt ... 8,,p+1 (vel ..... wa og)

Nach Induktionshypothese folgt nun

jf ~ g/ c Op, a’ul .. .aU:D (eva+1,w1 ..... w9 of)(x) =
= @ (@), .. oP) (P Wt L wd)

=gt (@) (', P (Wl ) O

6.3.7 Folgerung. Differenzierbarkeit via Richtungsableitungen.
[:EDU—FistCP & 0y ...0pf existiert fir alle vl € E und z +— ((v1,...,0p) — Oyt ... 0p f()
ist wohldefiniert und stetig als Abbildung

EDU— L(E,...,E;F).

Weiters haben wir dann

FP (@)W, 0P) = By ... O f ().

Fiir endlich dimensionale F gentigt die Stetigkeit von 0,1 ,» f zu verlangen, denn eine Abbildung nach
L(E,...,E; F) ist genau dann stetig, wenn alle Zusammensetzungen mit ev,,1 0 : L(E, ..., E; F) —

andreas.kriegl@univie.ac.at, 23. November 2004



120 Hohere Ableitungen 6.3

F es sind. Die multi-Linearitdt von 0,1 ,»f(z) bzgl. v!,... 0P folgt dann wie in [13, 163.1]. Und
analog wie in [13, 163.1] geniigt sogar die Existenz und Stetigkeit der iterierten partiellen Ableitungen
Op ...0; f fiir f € CP.

6.3.8 Folgerung. Diff.barkeit in Rdume multilin. Abbildungen via Punktevaluationen.
Esseig: EDU — L(En,...,Ey; F). Dann ist g CP vorausgesetzt

evyl, waog: EDU = L(Ey,...,Ej; F) — F

ist DP, und
z s (wh o wPsel o 0T) e (evar e 0g) P (2) (WL wP)
U—L(E,...,E,Ei,...,Ey;F)

ist wohldefiniert und stetig. O

6.3.9a Beispiel. Wirkung einer linearen Transformation auf die zweite Ableitung.
Wir kénnen allgemein durchrechnen, wie sich die Ableitungen dndern, wenn wir eine lineare Koordi-
natentransformation a auf f anwenden, d.h. f := f o a mit stetig linearen a setzen:

Sei insbesonders die Standardbasis £ gegeben durch e; und es, und
eine dazu um sagen wir —45° gedrehte Basis B mit Richtungsvek-
toren by und by gegeben. Anstelle Punkte z in der Ebene durch die b,
Standardkoordinaten z = xe; + yes darzustellen verwenden wir
z = uby + v by, also die Basisdarstellungen [z]¢ = (z,y) und [z]g =

ez

(u,v). Offensichtlich ist b; = %(el —ez) und by = %(el + e3). y
Sei r die Drehung in der Ebene um 45°. Diese bildet die neuen .

Basisvektoren auf die Standardbasisvektoren ab, d.h. 7(b;) = €;. In
der linearen Algebra lernt man, dafl die Matrixdarstellungen dieser
Basiswechselabbildung wie folgt beschrieben werden kénnen:

[rle.e = [r]s5 = [idle,5-

In der Tat sind die Spalten (T?)j:l,“.’n von [rlg.p = (rg),-=17,__,n;j=1___7n gerade die Komponenten der

Bildvektoren 7(b;) = e; bzgl. der Basis B, d.h. e¢; = Z;;l r b;, in unserem Beispiel also

1

_ . riord 1 /1 -1
= gt a=eaem=es= (2= 5 (0 1)
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Ebenso sind die Spalten von [id]¢ g die Komponten von e; bzg. B und schliellich sind jene von [r]¢ ¢
die Komponenten von r(e;) bzg. e;, also gegeben durch:

n n n
r(e;) = T(Z 7] bj) = er r(b;) = er e;.
j=1 j=1 j=1
Fiir die entsprechenden Koordinaten bedeutet dies:

uby +vby =z=xe+yey=x(ri by +riby) +vy(rsby +r3bo)
=(riz+ryy)bi+ (rfz+7r3y) by,
also ) )
1 1 2 2 u ry o T T
= = = e . — . .
e v seso ()= () 5)-€)-ver ()

In (6.3.9) haben wir eine Funktion f in den Standard-Koordinaten durch f(z,y) := -y definiert. Wenn
wir diese Funktion nun in den neuen Koordinaten (u, v) beschreiben, also f(u,v) := f(z,y) = f(a(u,v))

mit 1 2 1 1
I 2o 1 (11
la] =[] = rird —r2ri <—7"% i > V2 <_1 1> 7

™

so erhalten wir

Zusammengefafit:

(
(

u=d@-y) e=2
(ty)  y=-u

Dieses Drehen der Koordinatenrichtungen kénnen wir ebensogut als Drehung des Graphs der Funktion
in die umgekehrte Richtung interpretieren. Insbesonders ist

020 f (u,v) = 020a(f 0 a)(u,v) = (f 0 a)"(u,v)(e2, e2) = f" (a(u,v)) (alez2), alez))

1 /1 1 /1
= (50) 75 0))
= 3131f(30ay)%% + alazf(xay)%\% + 3231f($7y)%\/i§ + 0205 f (z, ZJ)% 7
=0+3+5+0=1

S

Man beachte, daf in diesem Beispiel 0102 f(z) = 9201 f(2) gilt. Dafl dies ziemlich allgemein der Fall
ist, zeigt folgender

6.3.10 Satz von Schwarz. Vertauschbarkeit von Ableitungen.
Essei f: E DU — F und u,v € E gegeben. Wir nehmen an, daff d,f(x), d,f(z) und d,d,f(x)
existieren und stetig in x € U sind. Dann existiert d,d, f(x) und stimmt diberein mit d,d, f(x).

Beweis. Es ist

(duds f)(z) = T L@ F10) = duf (@)

t—0+ t
— lim lim (f<x+tu+sv)—f<x+tu> _f(x+sv)—f(w)> 1
t—0+ s—0+ S s t

= lim i 13
A L ()
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wobei die Funktion ¢ : R? D {(¢,s) : x + tv+ sw € U} — F gegeben ist durch

ot s) = (f(:c+tu+sv) — flz+tu)  flz+sv) —f(x)> 1

S S

t

. 1 1
{6.1.23a), d, stetig (/ dyf(x 4+ tu+ osv)do — / dy f(x + osv) do’) .
0 0

_ /1 dyf(x 4+ tu+ osv) — d, f(x + osv)
0 t

& | =

do

B RS
(6:.1235), dudy stotig / / dydy f(x + Ttu + osv) dr do.
o Jo

Es ist ¢ stetig bei (0,0), denn fir fiir t,s — 0+ konvergiert d,d,f(z + 7tu + osv) — d,d, f(x)
gleichméfig fiir 7,0 € [0, 1] wegen der Stetigkeit von d,d, f, und wegen (5.6.14) folgt die Konvergenz
von gl 5) — duduf (z).

Fiir s # 0 existiert wegen der Existenz von d,, f

lim o(t,s) = lim flx +tu+sv) — f(z +tu) — f(z + sv) + f(2) N duf(x-i-sv)—duf(ﬂ?).
t—0+ t—0+ ts 5

Nach dem ersten Lemma in (3.2.8) folgt

Jdyd, f(x) == 81_1>%1+ tE%1+ o(t,s) = sqoly,?—m-s- o(t,s) =dyd, f(z) O

Beispiel. Nicht-Symmetrie der zweiten Ableitung.
Betrachte

0 fiir (z,y) =0
f(xv y) = zy(z?—y?) _ r? sin(2tp)(cosg(tp)2fsin(tp)2) — 2 sin(24<p) andernfalls.

224y?

Dann existiert 0;0; fiir alle 4, j, aber 0102£(0,0) # 0201 f(0,0).
In der Tat 0 f(0,y) = —y, d2f(x,0) = z und daher erhalten wir 920; f(0,0) = —1 # 1 = 9,92 f(0, 0).

Folgerung. Symmetrie der Ableitungen.
Essei f: EDU — F CP. Dann ist f*)(z) symmetrisch fiir alle z € U.

Beweis. Wir zeigen dies mittels Induktion nach p. Fiir (p = 2) ist das (6.3.10).
Fir (p+ 1) haben wir

FP@) (01, vpi) = ()P (@) (01, 0p) (vp1)-
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Dag := f' : U — L(E,F) CP? ist, erhalten wir nach Induktions-Hypothese, da§ der Ausdruck
9P (x)(v1,...,v,) symmetrisch in (vy,...,v,) ist und

9P @) (o1, 0p) = (6) PV (@) (01 vpo1) ().

Also ist
FEV (@) (01, vpe1) = 9P (@) (01, -+ -, ) (Upra)

symmetrisch in (vq,...,vp) und

f(p+1)(x)(vl7 s ’Uerl) = (g/)(p_l)(x)<v1’ s 7’U;D*1)(’U;D)(Up+1)
= (/NP (@) (v1, -y vp-1) () (Vp41)

= (f”)(p_l)(l")(”la s 7’01071)(1);07 U:D+1)

ist symmetrisch in (vp, vp41) da f”(z) symmetrisch ist. Somit folgt das Resultat, da die Permutationen
von {1,...,p + 1} erzeugt werden durch jene von {1,...,p} und die Transposition (p,p + 1), siehe
(1.3.27). O

Bemerkung. Koordinatendarstellung der héheren Ableitungen.
Es sei f: R"” D U — F p-mal stetig differenzierbar. Dann ist nach (6.3.5)

FP @) (1, vp) =dy, o ody fx) = D wit 00y, 05 f(2) fiir v = (v],. L 0)) €R™
i14sip

Wenn wir nun die Symmetrie der p-ten Ableitung verwenden, so kénnen wir die partiellen Ableitungen
nach Groe des Index sortieren und brauchen nur den Koeffizienten von (91)?* ... (9,)P" bestimmen,
wobei p; + - -+ + p, = p und alle p; > 0. Dieser ist gerade

’il 7
E vyt U,
1 5enip

wobei die Summe {iiber all jene Indizes i1,...,7, lduft, von denen gerade p; viele 1 sind, py viele
2 sind, ..., und p,, viele n sind. Ist insbesonders vy = -+ = v, = v = (v',...;v") € R", so0 ist
der entsprechende Koeffizient v ...vir = (v')P*... (v™)P» und es gibt genau pl%_!pn! viele solche
Summanden (Anzahl der Moglichkeiten die p = py + - -+ + p,, vielen partiellen Ableitungen auf die

Kiistchen mit gegebener Koordinatenrichtung zu verteilen, vergleiche dies mit (1.5.3)), d.h.

[P @), o)=Y |p7! (P, (0P (81)P ... (On)P f().

|
Pittpn=p P1:-..Dn:

6.3.11 Taylor’sche Formel.
Essei f: EDU — F C? und die Verbindunsgstrecke x(x + h) C U. Dann ist

@ (z)(h,... La—¢pt
fatn =y @0 ’h)+/0 (1(]3_”1)! SO @+ th)(h, . h) dt.

Beachte, da§ wir im Gegensatz zum Taylor’schen Lehrsatz (4.2.2) nun nicht das Restglied in der Form
von Lagrange beschrieben sondern durch ein explizites Integral. Man schreibt auch gerne h™ anstelle
von (h,...,h) um die Ahnlichkeit mit der Taylor-Formel im 1-dimensionalen perfekt zu machen:

o O Ot
f(x—&—h)—()g;p : +/O g ()
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Fiir £ = R™ lautet die Taylor-Formel somit in Koordinaten

1
f(l‘—l—h): Z m@1p 8np"f(x)h1p B
p1t-+pn<p
1
1
+/ =07 p S OO [ th) Pk .
0 T P1t...DPn!

Beweis. O.B.d.A. diirfen wir annehmen, dafi £ = R und U ein offenes Intervall ist, welches x = 0 und
h =1 enthélt. Indem wir ¢(¢) := f(z + t h) setzen erhalten wir nach iterierter partieller Integration

c(1) = c(0) +/01 () dt

1

= ¢(0) + [(t— 1)0'(7:)} - /Ol(t— 1) (1) dt

t=0

— o(0) + ¢(0) — [@c”(t)]l L+ /0 %c’”(t)dt

=c(0) +(0) +---+ ! c(p_l)(O)—l—/lwc(p)(t)dt O
! 0 !

6.3.12 Lemma. Vollstindigkeit von C?.
Es sei fj € CP so, daf f](k) gleichmdfig konvergiert auf beschrinkten Mengen gegen eine Funktion f*
fiir jedes k < p. Dann ist f := fO C? und f*) = f* fiir alle k < p.

Beweis. Es geniigt dies fiir p = 1 zu zeigen. Die allgemeine Aussage folgt dann mittels Induktion nach
.

Beachte zuerst, dal wir aus der gleichméffigen Konvergenz auf beschrankten Mengen auf die Stetigkeit
der Grenzfunktion schlieffen kénnen:

In der Tat sei € E und U sei eine Umgebung von f(z). Dann

F() = F&) = ) — Fal) + Faly) — Jul@) + Jule) — f(&) € U+ SU 45U =T,

vorausgesetzt wir withlen eine beschréinkte Umgebung B und n so grof}, da8 f,,(y) — f(y) € %U fiir alle
y € B und wihlen eine Umgebung V' C B von z so dafl f,(y) — fa(x) € %U fiir alle y € V.
Da f, C' ist, haben wir
fo(z +tv) — fo(x) _
t

1
/ fl(x +trv)(v) dr.
0
Die linke Seite konvergiert (punktweise) gegen

[z +tv) — f(x)
t

und die rechte gegen
1
/ fHx +trv)(v)dr, da f) — f* gleichmiBig auf beschriinkten Mengen.
0
Also ist

fla+tv) — f(2) _
t

1
/ fHz +trv)(v) dr.
0
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Da f! stetig ist (als Limes der stetigen f/) erhalten wir, daf} die rechte Seite fiir t — 0 gegen fol fHx+
trv)(v)dr = fl(x)(v) konvergiert. Also existiert d,f(z) und f! : x — (v — d,f(x)) ist als Limes
der stetigen Abbildungen f], eine wohldefinierte stetige Abbildung F — L(E, F’). Daraus folgt, dal f
differenzierbar ist und f’ = f! nach (6.1.2). O

6.3.13 Lemma. Glattheit von Potenzreihen in Banach-Algebren.

Es sei’y_, A\itt eine Potenzreihe mit skalaren Koeffizienten Ay, welche auf {t € R : |t| < e} konvergiert.
Es sei A eine Banach-Algebra. Dann ist a — Y, Aga® eine wohldefinierte C*°-Abbildung {a € A :
la]] < e} — A.

Es ist also a — exp(a), a — sin(a) und a — cos(a) unendlich oft differenzierbar auch fiir Elemente a
einer Banach-Algebra A wie z.B. A = L(F). Fiir A = C(I,R) folgt dies auch induktiv aus (6.1.20).

Beweis. Es sei fi(a) := A\za”®. Dann ist fj ein k-homogenes Polynom und daher C*. Beachte, daf
fila)(v) = Ag(v-a*~1 + -+ +a*~1 . v). Die Reihe Y, f,gp) konvergiert gleichméfiig auf abgeschlossen
Billen in {a € A : ||a]| < €}, in der Tat haben wir, daf f,gp)(a) (v1,...,0p) Ap-mal die Summe von allen

Produkten von k Faktoren ist, wobei p Faktoren vy, ..., v, sind und alle anderen sind a. Jeder solcher
Faktor definiert eine stetige Abbildung A — L(4, ..., A; A), welche beschriinkt ist durch ||a|/*~?. Es

gibt k(k —1)...(k — p+ 1) viele solche Faktoren, daher ist [|f (a)|| < k(k—1)...(k—p+1)|a]*~P.
Da
d\P kY _ k—p
(%) (Z/\kt ) =3 Nek(k—1)... (k—p)t
k>0 k>p

auf kompakten Intervallen in {¢ : |t| < ¢} konvergiert, folgt die Konvergenz von ), f,gp ). Somit folgt
das Resultat mittels (6.3.12). O

6.3.14 Theorem. Glatte Losungen von Gleichungen.
Folgende Sdtze gelten auch fiir n-mal stetig differenzierbare und auch fir glatte Abbildungen:

(1) Satz (6.2.2) iber inverse Funktionen;
Genauer: Ist die Gleichung C™ so auch die C'-Lésung.

(2) Satz (6.2.4) diber implizite Funktionen ;
Genauer: Ist die Gleichung C™ so auch die C'-Lésung.

(8) Die Inversion inv : Inv(A) — A von A := L(E,E) (oder einer Banach-Algebra) ist C™, vgl.
(5.5.16) und (6.2.6).

(4) Aus f : EDU — F C™ folgt f. : C(I,E) D C(I,U) — C(I,F) C™, vgl. (6.1.18) und (6.1.20).
(5) Existenz und Eindeutigkeitssatz (6.2.8) fiir Differentialgleichungen;
Genauer: Ist die Gleichung C™ so auch die C*-Losung.

Beweis. Wir wenden die Methode von Baron Miinchhausen an und ziehen uns mittels Induktion nach
n an den eigenen Fiien aus dem Sumpf.

Den Induktionsanfang (n = 1) haben wir bereits in (6.2.2), (6.2.4), (6.2.6), (6.1.20) und (6.2.8) erledigt.
Nun der Induktionsschritt auf (n + 1):

(1) Fiir die Inverse g := f~! von f gilt ¢’(y) = inv(f’(g(y))) nach (6.2.2), d.h.
¢ =invof og.

Nach (3) ist inv C™, nach Voraussetzung ist f/ C™ und nach (2) ist g C™, also ist ¢’ C™ nach der
Kettenregel (6.3.3.2), d.h. g ist O
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Die Losung g der impliziten Gleichung f(x, g(x,2)) = z ist nach Induktionsanfang C'* mit

319(3?,2) = —82f(:c,g(:v7 Z))_l : alf(x,g(x, Z))
829(x7z) = 782.}0(5039(1'72))71'

Die rechte Seite ist C™ nach Induktionsvoraussetzung fiir (3) und (2) und (6.3.3.1). Also ist ¢
C™*! nach (6.1.24).

Dies ist ein spezial-Fall von (2), siehe dem Beweis von (6.2.6).

Beachte, daf§ wir nach (6.1.20) fiir n = 1 erhalten haben, dafl (f.) = G o (f')«, wobei 3 :
C(I,L(E,F)) — L(C(I,E),C(I, F)) stetig und linear ist. Also folgt mittels Induktion, dafl (f').
C™ ist und damit nach (6.3.3) auch (f.)’, also f. C"T! ist.

Im Beweis fiir C! in (6.2.8), haben wir ein implizite Lésung Z : R x P — C§ erhalten. Diese ist
nun nach (4) und (2) auch C™*', also ist @,(t) := Z.y/, p(to/c) im Beweis von (6.2.8) in (t,p)
C™*! und der Definitionsbereich hat sich nicht verkleinert.

Fiir zeitabhéngige Differentialgleichungen mit einer allgemeinen Anfangsbedingung folgt das nun
ebenso wie im C!-Fall. O
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6.4 Lokale Extrema

6.4.1 Definition. Lokales Minimum und Maximum.

Essei f: EDU — Rund £ € U. Dann hat f ein LOKALES MINIMUM (resp. LOKALES MAXIMUM) an
der Stelle &, wenn ein 6 > 0 existiert, so daf fiir all x € U mit |z — &| < § die Ungleichung f(z) > f(€)
(resp. f(z) < f(&)) gilt. Gilt sogar die strikte Ungleichung f(z) > f(&) (resp. f(x) < f(§)) fiir all jene
x # &, so spricht man von einem LOKALEN STRIKTEN MINIMUM (resp. LOKALES STRIKTES MAXIMUM).

6.4.2 Lemma. Notwendige Bedingung fiir Extremum.
Es sei f: E DU — R differenzierbar bei £ € U und habe ein lokales EXTREMUM (d.h. Mazimum oder
Minimum,) bei §.

Dann ist & ein KRITISCHER PUNKT von f, d.h. f'(§) = 0.

Xg+e1

Xpt+tez

Beweis. Fiir v € F besitzt auch t — f(€ + tv) ein lokales Extremum bei ¢t = 0 und somit z.B. im
Falle eines lokalen Minimums f(£ + tv) > f(§) fiir alle ¢ und damit

flE+tv)—f(&) ([ >0 firt>0
t <0 firt<o0

also ist f/(&)(v) =0 = lim;_, M -0 -

6.4.3 Proposition. Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum.
Essei f : ED U — R C?, f'(€) = 0 und die symmetrische Form f"(£) : E x E — R sei POSITIV
DEFINIT, d.h. 36 >0 Vv # 0: f”(€)(v,v) > §||v||%>. Dann hat f ein striktes lokales Minimum bei &.

Im Endlich-dimensionalen ist eine bilineare symmetrische Form b genau dann positiv definit, wenn
Vh : b(h,h) > 0: Denn die Einheitssphire {h : ||h|| = 1} ist kompakt und somit existiert § :=
min{b(h,h) : ||| = 1} > 0 und fiir 0 # v € E gilt v = ||v||h, wobei h := HTlHU und damit b(v,v) =
b([[vllh, [[v]lR) = NlvlI?b(h, h) = [[v]1%0.

Im Unendlich-dimensionalen geniigt die obige schwichere Bedingung nicht: Betrachte zum Beispiel
FE := ¢y und das Polynom

flz):= Z Q%wi (1 — (nxn)z) = Z %xi + Z Z—jxi

n n
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vom Grad 4: Um die Wohldeﬁmerthelt und Stetigkeit der quadratischen Form z +— Y =22 und jener

4

vierter Ordnung = +— ) fzx

zu zeigen verwenden wir die HOLDER'SCHE UNGLEICHUNG
la- bl =D lanbn| <Y lan| sup{|ba| : 1 € N} = [|a]l1 - [1bl|cc-
n n

Es ist nun aber f(2e,/n) <0, f(0) =0, f/(0) =0 und f”(0)(h,h) =3, &z, > 0 fiir h # 0. Beachte,
dafl wegen /P C ¢y dasselbe auch fiir /P stimmt.

In der linearen Algebra zeigt man, dafl eine symmetrische bilinear-Form b : R™ x R™ — R genau dann
positiv definit ist, wenn es die zugehérige quadratische Matrix (b; ;)7';_; mit b; j := b(e;, ;) ist, d.h.
die Determinante der Hauptminore (bi,j)ﬁ j—1 Positiv ist fiir jedes 1 <k < n. Aquivalent dazu ist auch,
daf alle Eigenwerte positiv sind.

Eine symmetrische bilinear-Form b heilt NEGATIV DEFINIT, wenn —b positiv definit ist, d.h. b(v,v) < 0
fiir alle v # 0 ist. Dies ist also genau dann der Fall, wenn alle Eigenwerte negativ, bzw. die Hauptmi-
noren alternierendes Vorzeichen haben und zwar beginnend mit — fiir die 1 x 1-Minore.

Beweis. 0.B.d.A. sei £ = 0. Nach Taylor’s Theorem (6.3.11) fiir p = 2 ist

1
f(@) = F0)+ F'(0) - = + / (1 ) " (t2)(z, ) dt

Die Menge der stetigen positiv definiten symmetrischen bilinear-Formen ist offen in allen symmetrischen
bilinear-Formen, denn wenn bg(z,z) > §||z||? ist und ||b — bo|| < § ist, so ist

>0
b(x,x) = bo(z,x) + (b(x,w) - bo(l’vx)) > bo(w,2) = (b= bo)(w, )| > (8 = [|b— bol) |||

Da z — f"(x) stetig ist und f”(0) positiv definit ist existiert ein § > 0 und ein € > 0, sodafl alle
|#]| < e in U liegen und f”(x)(h,h) > $||h||? fiir alle h € E gilt. Somit ist fiir diese x

1

! 5 5
| a-oreeas [a-olpgas g
daher ist f(z) > f(0) fiir alle 0 # ||z|| < e. O

Bemerkung. Nicht-degenerierte bilinear-Formen.

Eine stetige symmetrische bilinear-Form b : E x E — R die b(x,z) > 0 erfiillt, ist genau dann positiv
definit ist, wenn bV : E — E* := L(E,R) ein Isomorphismus ist.

Wir kénnen b(z,y) als b(z,y) = (Bx)(y) schreiben, wobei B := b: E — L(E,R) = E*. In der linearen
Algebra lernt man, da§ der Annihilator (BildB), := {y € F : B(z)y = 0} genau der Kern von
B': E — L(E,R) definiert durch B'(z)(y) := B(y)(x) ist. Da aber b symmetrisch ist, ist B = B! und
wenn b positiv definit ist, so ist B injektiv und damit (Bild B), = {0} also Bild B dicht in L(E,R).
Andererseits folgt aus b(x,x) > d||z||?, daB ||B(z)| > ”b(m ””)H > §||z||, und deshalb ist das Bild von B
abgeschlossen, also B surjektiv.

Umgekehrt sei B : E — E = L(E,R) bijektiv. Dann ist 0 nicht im Spektrum o(B) := {A € C :
B — \id ist nicht bijektiv } von B. Mittels Spektral-Theorie (siche [17, 9.27]) folgt fiir die Quadrat-
Wurzel C := /B von B, daB 0 ¢ ¢(C) = {V/A: X € ¢(B)}, d.h. C ist bijektiv. Also ist

b(z, ) = (B(w)|z) = (C*(x)|x) = (C(2)|C(x)) = |C@)|* = (ICTHI7* [l]])*,
da [lz]| = [C™ Cx| < [ICTHIC()]I-
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6.4.4 Beispiele von Extremalpunkten.
Die typischen QUADRATISCHEN (NICHT DEGENERIERTEN) FORMEN mit 2 positiven, resp. einem posi-
tiven und einem negativen Eigenwert, resp. zwei negativen Eigenwerten sind:

22 4 42 22 — 2 a2 g2

6 ) ) (0 %)

positiv definit indefinit negativ definit

N
/da

In der Tat ist f/(z,y) = (y,z) =0 < 2 =0 = y und die Eigenwerte A von

roeo-(7 ;)

sind durch 0 = det ()\ id —f"(0, 0)) = A2 — 1, also A = +1 gegeben.

A\

2. f(x,y) = 23 +y>—3zy hat nur (0,0) und (1, 1) als kritische Punkte. Der erste ist ein Sattelpunkt
(setze y = 0) und der zweite ein lokales striktes Minimum. Beachte, daf die Kiistenlinie {(z,y) :
f(z,y) = 0} gerade das kartesische Blatt ist.

-5
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In der Tat ist f/(z,y) = 3(2® —y,y*>—2) = 0 & (x,y) = (0,0) oder (z,y) = (1,1). Die Eigenwerte
A von
2¢ —1
M y) = 3< )
[ (. y) 1y

sind fiir (z,y) = (0,0) dhnlich wie zuvor £3 und fiir (x,y) = (1,1) durch 0 = det(Aid — f"(1,1)) =
(A —6)2 — 32, also A = 6 & 3 gegeben.

3. f(x,y) = sin(z) + sin(y) +sin(z +y) fir 0 <z,y < 7.

\

Der einzige kritische Punkt im Inneren ist (%, 5), ein globales Maximum. Am Rand sind (0,0)

und (7, 7) lokale Minima (und der erste Punkt ein globales) und (%, §) und (%, %) lokale Maxima
am Rand aber nicht von f am ganzen Quadrat:

Hier ist f/'(z,y) = (cos(z) + cos(z + y), cos(y) + cos(x + y)) = (0,0) genau dann wenn cos(z) =

cos(y), also = y, und 0 = cos(z) + cos(2z) = cos(x) + 2 cos?(z) — 1, also cos(z) = —1 £ 2, d.h.
x = arccos(3) = 5. In diesem Punkt ist
—sin(x) —sin(z + y) —sin(x + y) -3 -8
f'(@,y) = - Y : e = 2
’ —sin(z + y) —sin(z) — sin(z + y) _§ /3
mit Eigenwerten —¥ und —@, also liegt ein Maximum vor.

Bleibt noch das Verhalten von f am Rand zu studieren. Es ist  — f(z,0) = 2sin(z) streng
monoton wachsend auf [0, 7/2] von 0 auf 2. Weiters hat y — f(7/2,y) = 1+sin(y)+sin(7/2+y) =
14 sin(y) 4 cos(y) = 1+ v/2sin(7/4 +y) ein Maximum von 1+ /2 bei /4 und fillt auf 2 gegen
die Randpunkte y € {0,7/2}. Allerdings ist dies kein Maximum von f, denn 0, f(7/2,7/4) =
cos(m/2)+cos(m/2+7/4) = —@ als féllt f in Richtung e; und wéchst in Richtung —e;. Gleiches
gilt aus Symmetriegriinden fiir die anderen beiden Kanten.

6.4.5 Bemerkung. Gradient.

Da es nur Sinn macht fiir skalar-wertige Funktionen f : F O U — R von lokalen Extrema zu sprechen,
wollen wir fiir diese eine andere Interpretation der Ableitung f'(x) € L(E,R) geben. Wenn E = R"
ist, dann ist die Jacobi-Matrix

@) = (0@, 0,1 (@)

und f/(z)(v) ist durch Matrix-Multiplikation gegeben:

U1
@)@ = (0uf @), ot @) | 1|
Un
wobei vy, ..., v, die Koordinaten von v sind. Wir miissen also den Vektor v als Spaltenvektor interpre-

tieren und f’(z) als Zeilenvektor der gleichen Linge. Wenn wir die Matrix [f/(x)] transponieren, also
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f'(z) ebenfalls als Spalten-Vektor in R™ auffassen, dann nennen wir diesen den GRADIENTEN VON f
BEI z und schreiben grad f (z) dafiir. Es gilt somit

U1

@ = (5@ @) - | 1] =30 = (amad )] ).

Un

Leider ist das Transponieren von Matrizen, und insbesonders der Isomorphismus E = L(E,R) der
dadurch gegeben ist, dafl man eine Basis in F wiihlt und diese auf die duale Basis in L(F,R) abbildet,
wesentlich von der Basis abhiingig. Die Gleichung f’(z)(v) = (grad f (z)|v) hingegen benutzt keine Ko-
ordinaten (von v und von grad f (z)) mehr, macht also als Definition von grad f(z) auf Vektorrdumen
ohne vorgegebene Basis, nur versehen mit einem skalaren Produkt, Sinn.

6.4.6 Lemma. Geometrische Bedeutung des Gradienten.
Es sei E ein Hilbert-Raum und f : E D U — R differenzierbar x € U mit f'(z) # 0. Dann ist die
Richtung v € E mit ||v|| = 1 fiir welche d, f(x) mazimal ist durch

grad f(z)/[| grad f(z)|

gegeben, wobei der GRADIENT VON f BEI x definiert ist durch (grad f(x),v) := f'(x)(v) vermdge dem
Isomorphismus von E mit E* welcher durch w — (w|-) gegeben ist. Es zeigt also grad f (x) € E in die
Richtung des grofiten Anstiegs von f.

Jede HOHENLINIE von f, d.h. differenzierbare Kurve ¢ : R O I — U mit konstanten f oc, steht in
jedem Punkt c(t) normal auf grad f(c(t)).

Fiir E = R? ist die zu einem Vektor v = (v1,v2) gegebene normale Richtung bis auf Vielfache durch
vt = (—vq,v1) gegeben, also erhalten wir eine Parametrisierung ¢ der Hohenschichtlinien als Losung
der Differentialgleichung

¢(t) = (srad £ (e(t))

Beweis. In der Tat ist wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung (2.2.3) (die auch in Hilbertrdumen
gilt, siehe [17, 6.6])

dyf(x) = f'(x)(v) = (grad f ()|v) = | grad f (2)|| [[v]| cos(£(grad f (x),v)).

Dies wird also maximal, wenn cos(<(grad f (z),v)) = 1 ist, d.h. L(grad f (z),v) = 0 ist, also v in die
selbe Richtung wie grad f (x) zeigt.

Der zweite Teil der Aussage folgt nun so: Da foc konstant ist folgt durch Differenzieren 0 = (foc)'(t) =
f(e(®) (1) = (grad f (c(t)) | ¢(t)), also ist ¢/(t) L grad f (c(t)). O
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Bemerkung. Gradientenfeld.
Es sei eine C' Funktion f : E O U — R vorgegeben. Dann kénnen wir das Vektorfeld grad f : E D
U — FE betrachten, das sogenannte GRADIENTENFELD von f.

r

(AR

Die Losungen der zugehorigen gewohnlichen Differentialgleichung
a'(t) = grad f (z(1))

beschreiben dann die Wege, die Punkte nehmen, die denn stéirksten Anstieg folgen. Wenn man f als
Luftdruck interpretiert, so beschreiben die Losungen dieser Differentialgleichung die (abgesehen von
der Corioliskraft) durch die Druckverteilung f entstehenden Winde.

\ /
N / \ <

\ %

F

| \\/ \//\
\\/ A \\//
/\\\i///\

6.4.7 Morse-Palais-Lemma. In krit. Punkten beschreibt die 2.Ableitung die Funktion.
Essei f: E— RCPT2 mitp > 1, E ein Hilbert-Raum. Wir nehmen an, daf f(0) = 0 und 0 ein NICHT-
DEGENERIERTER KRITISCHER PUNKT ist, d.h. f'(0) =0 und f”(0)" : E — E* ist ein Isomorphismus.
Dann existiert ein CP-Diffeomorphismus 1, sodaf fir x nahe 0 folgende Darstellung von f gilt:

f@)=31"(0)($(x), ¢(x)).

Dieses Lemma besagt also, dafl bei nicht degenerierten kritischen Punkten eine Funktion im wesentli-
chen (d.h. bis auf 1)) wie ihre 2-te Ableitung aussieht.

Beweis. Wir haben

f(x) = f(0) + f1(0) - 2 + (/0 (1 =) f" (tx) dt) (z,2) = 0+ p(z)(x, z).
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Beachte, dafl p : E — Lgym(E, E;R) := {f € L(E,E;R) : f ist symmetrisch} C? ist. Indem wir der
Isomorphismus
Lyym(E,E;R) = Lyym(E,E) :={a € L(E,E) : a* = a}
benutzen, erhalten wir eine C?P-Abbildung R : E — Ly (E, E), (R(z)v|w) := p(x)(v, w). Wir haben,
daB R(0) invertierbar ist, da f”/(0)" invertierbar vorausgesetzt ist. Daher ist auch R(z) invertierbar
fiir kleine z. Wir machen den Ansatz ¢(x) := C(z) -z, wo C : E — GL(E) := {A € L(E,E) :
A ist invertierbar}, d.h. wir wollen
f//(O)

(R(z)z|z) = pla)(z,2) = f(z) = = ($(2), (@) = p(0) (¢(2), ¥ (x))

- <R(O)C(m)x ] C(x)x> - <C(x)*R(O)C(m)m ‘ x>

Dafiir geniigt
C(z)*R(0)C(z) = R(x)

zu zeigen. Es sei B(z) := R(0)"'R(z). Da vV1+t =372, (142)% fiir [¢] < 1 gilt, ist C(z) := /B(x)
wohldefiniert und C? nach (6.3.13). Da R(0) und R(z) selbstadjungiert (=symmetrisch) sind erhalten
wir

und folglich

B(z)*R(0) = R(x) = R(0)B(x).
Da C(z) eine Potenzreihe in 1 — B(z) ist, erhalten wir aus der Stetigkeit von ()*, dal C(x)* die selbe
Potenzreihe in 1 — B(x)* ist. Die letzte Gleichung gilt auch fiir irgendeine Potenz von B(z) anstelle

von B(z) und daher fiir irgendeine Polynom in 1 — B(z) oder sogar fiir Potenzreihen in 1 — B(z),
insbesonders also fiir C(z), d.h.

Aus

P (@) (v) = C'(x)(v) -2+ Clx) v
erhalten wir fiir = 0 unter Beniitzung von C(0) = 1, mittels dem Satz (6.2.2) iiber inverse Funktionen,
daf} ¥ ein lokaler Diffeomorphismus ist. O

Folgerung. Zerlegung in positiv- und negativ-definiten Teil.
Essei f: E— R CP*2 mit p > 1 so, daf$ O ein nicht-degenerierter kritischer Punkt ist. Dann haben
wir bis auf einen lokalen CP-Diffeomorphismus eine orthogonale Zerlegung von E = Ey & E_, so dafs

fler + o) = {aylas) - (@-fo) = oy | — -]

Dies zeigt, daf die Beispiele in (6.4.4) typisch waren.

Beweis. Fiir endlich dimensionale Rdume existiert nach dem TRAGHEITSSATZ VON SILVESTER aus
der linearen Algebra eine Orthonormalbasis bestehend aus Eigenvektoren zu Eigenwerten A € R fiir
die symmetrische lineare Abbildung b, welche durch (b(v)|w) := f"(0)(v,w)/2 gegeben ist. Da 0 nicht-
degenerierter kritischer Punkt ist, ist 0 kein Eigenwert und wenn wir die Basis Vektoren durch die
Wurzel aus dem Absolutbetrag des zugehorigen Eigenvektoren dividieren, so erhalten wir fiir die re-
sultierenden Eigenvektoren v somit f”(0)(v,v)/2 = (b(v)|v) = A|v|* = )\/\/WZ =sgn(A\) € {-1,1}
und damit die gewiinschte Zerlegung.

Fiir unendlich-dimensionale Rdume kénnen wir wie folgt vorgehen: Nach [17, 10.13] kénnen wir A =
£”(0) in seinem positiven Teil A, und seinem negativen Teil A_ zerlegen, welche beide positiv definit
sind nach [17, 11.19]. Dazu beachte, daf 0 ¢ o(A) C R, und daher 0 ¢ o(A4) := o(4) NRy. O

6.4.8 Bemerkung. Extremalpunkte unter Nebenbedingung.
Sehr oft wird die Menge X in der wir eine Extremalstelle von f suchen nicht unbedingt eine offene
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Teilmenge eines Banach-Raumes E sein. Falls wir X lokal durch eine Abbildung h : H — X para-
metrisieren kénnen, d.h. zu vorgegebenen zy € X eine offenen Menge V' C E mit z9 € V und offene
Menge U eines Banach-Raumes H mit 0 € U sowie eine surjektive Abbildung h : U — V N X finden
konnen, dann ist 2o genau dann ein lokales Extremum von f|x : X — R in X, wenn hg € h™~ () ein
solches von foh: H DU — VNX — R ist. Somit ist in dieser Situation das Problem wieder auf
Funktionen zuriickgespielt, die auf offenen Teilmengen von Banach-R&umen definiert sind.

Bisweilen werden wir aber eine Parametrisierung nicht vorgegeben haben, man denke z.B. an den Kreis
bzw. die Sphére X := {z : ||z|| = 1}. Wir wollen trotzdem versuchen die lokalen Extrema von f: X —
R zu lokalisieren und zwar ohne eine Parametrisierung von X explizit benutzen zu miissen. Die Idee
dabei ist bereits fiir eine Kurve X C R2 zu erkennen. Ein Punkt zo € X ist héchstens dann extremal
fiir eine Funktion f, wenn die Kurve die entsprechende Hohenschichtlinie {z : f(z) = f(zo)} im Punkt
xo beriihrt. Die Tangente an die Hohenschichtlinie steht normal auf den Gradienten grad f (z(). Wenn
also X durch eine Gleichung X := {z : g(z) = 0} gegeben ist, dann muf ebenfalls die Tangente an X
in 2o normal auf den Gradienten grad g(x¢) stehen, und somit grad f (x)* = grad g(x)* gelten, d.h.
grad f (z¢) proportional zu grad g(zo) sein, d.h. ein A € R existieren mit f'(z¢) = A - ¢'(xo). Einen
entsprechenden allgemeineren Satz fiir X die durch mehrere Gleichungen (also eine Vektor-wertige
Gleichung X = {z : g(z) = 0} mit g : E — F') beschrieben werden ist der folgende:

6.4.9 Methode der Lagrange Multiplikatoren fiir krit. Punkte unter Nebenbedingung.
Essei f: EDU — R C' und E ein Hilbert-Raum. Weiters sei g : E DU — F C'. Falls x € U ein
lokales Extremum von f unter der NEBENBEDINGUNG g(x) = 0 ist und falls ¢’'(z) surjektiv ist, so ist
f'(x) = Xog'(x) fir ein A € L(F,R) (dieses heifit LAGRANGE-MULTIPLIKATOR,).

Beweis. 0.B.d.A. sei z = 0. Wir wollen die 0-Stellenmenge g~ (0) von g parametrisieren. Um dazu den
Satz (6.2.4) {iber implizite Funktionen anwenden zu kénnen benétigen wir eine (méglichst gut an das
Problem angepafite) Zerlegung E = F; x Es. Als E; bietet sich der Kern von ¢'(0) als vermeintlicher
Tangentialraum an g~'(0) an. Es sei Fy ein Komplementirraum zu E; also z.B. das orthogonale
Komplement Fy := Ef- Dann ist Fy x Ey & E vermoge (z1,22) — x1 + 2 und wir bezeichnen mit
§: Fy x By — F die Abbildung j(z1,z2) := g(z1 + x2) und analog f(x1, ) := f(x1 + x2).

Offensichtlich ist (z1,x2) = (0,0) ein lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung (z1, ) = 0.
Es ist 02(0,0) injektiv, denn 92§(0,0) = ¢'(0)|g, € L(E2, F) und aus 0 = 923(0,0)(v2) = ¢'(0)(v2)
folgt vo € E7 N Ey = {0}. Weiters ist 92g(0,0) surjektiv, denn da ¢’(0) surjektiv ist, existiert zu
w € Feinv e Emit w=¢'(0)(v). Sei v =v1 + ve mit v; € E;, dann ist w = ¢’(0)(v) = ¢’(0)(v1) +
g’ (0)(v2) = 04 92g(0,0)(v2). Nach dem Satz (6.2.4) iiber implizite Funktionen existiert somit lokal
eine C1-Abbildung h : E; — E3 mit h(0) = 0 und §(x1,h(z1)) = 0 fiir alle 27 € E; nahe 0 (g7*(0)
148t sich also lokal durch den Graphen der Abbildung h : E; — E5 parametrisieren).

Somit erhalten wir

0=go(id,h) = 0= (go(id,h))"(0) = 9:G(0,0) + 923(0,0) o h'(0)
= K(0) = —525(0,0)"1 091§(0,0)
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Da 0 ein lokales Extremum von f o (id, 2) ist nach (6.4.2)

0= (fo(id, h))'(0) = &1 f(0,0) + 9>£(0,0) o 1'(0)
= 91f(0,0) = —82(0,0) o 1'(0) = 92£(0,0) 0 323(0,0) " 0 313(0, 0)

=:\eL(F,R)

Also ist

1 f(0,0) =X0,§(0,0)  und
92£(0,0) = 02£(0,0) 0 923(0,0) " 0 923(0,0) = X 0 23(0, 0)

Insgesamt also
£'(0,0) = X0 '(0,0)
und damit

f1(0) = Ao g'(0),

Beachte, daf§ dieser Beweis auch funktioniert, wenn E ein Banach-Raum ist und ker g’(0) komplemen-
tiert in F ist.

Wenn F = R" ist und somit g = (g1, ..., gn), dann ist A durch ();); € R gegeben und somit muf ein
relatives lokales Extremum =z folgendes erfiillen

fl(x) = Z)\i gi(z) und g(z) = 0.

Ist zusétzlich E = R™ so bedeutet dies folgendes Gleichungssystem von n 4+ m Gleichungen in den
n 4+ m vielen Variablen (z,A) = (Z1,...,Zm; A1, ..., Ap):

0;f(z) = Z)‘i 0;gi(z) firj=1,...,m,
i=1
gi(x)=0 firi=1,...,n.

Da der letzte Satz nur eine notwendige Bedingung liefert, bendtigt man zusétzliche Argumente um
den Nachweis eines lokalen Extremums zu liefern. Das kann z.B. sein, da§ die Nebenbedingung eine
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kompakte Menge beschreibt und die stetige Funktion f somit ein Maximum und ein Minimum besitzen
muf. Einen anderen Existenznachweis hat man in folgender Situation:

6.4.10 Lemma. Distanz zweier Mengen.

Es seien A eine abgeschlossene und K eine kompakte Teilmenge eines R™. Dann ist die Distanz
d(AK) = inf{|la —z| : « € A,z € K} ein Minimum, d.h. es existieren ag € A und zo € K
mit |lag — zo|| < ||la — || fir allea € A und z € K.

Beweis. Die Abbildung d4 : K — R, z — d(A,z) := inf{]ja — z|| : @ € A} ist stetig, da d(A,x) —
d(A,2") < |Jz — 2’|, und besitzt somit auf der kompakten Menge K ein Minimum, d.h. ein zg € K
mit d(A,zo) = inf{d(A,z) : 2 € K} =d(A,K). Es seir > d(A,z9) und A, := ANn{a: ||a —zo| <},
dann ist d(A,zg) = d(A4;,z9) und A, beschrinkt und abgeschlossen also kompakt. Folglich besitzt
auch die stetige Funktion a — |la — zo|| ein Minimum auf A,, d.h. es existiert ein ay € A, C A mit
||a0 - JJ()H = d(Ar,J?o) = d(A, JZQ) = d(A, K) |

Bemerkung.

Falls K C E kompakt und A C F abgeschlossen in einem Banach-Raum FE sind, so mufl dies nicht
mehr gelten. Sei z.B. K = {0} und A := {x € (% : ||()\kx k|| = 1} fiir eine Folge Ay ' 1 fiir k — oo.
Dann ist d(A, K) = inf{||z| : [[(Asz®)x]| = 1} = 1, da /\ er € Aund 1= [[(Aez®)i]]? = 3 (Mea?)? <

> (@F)? = ||z||%. Insbesonders existiert kein a € A mit ||a|| = 1.

6.4.11 Beispiele von Extremalwerten unter Nebenbedingungen.

1. Gesucht sei jener Punkt der Ebene z = x + y der von (1,0,0) minimalen Abstand hat. Hier ist
f(x,y,2) == \/(x —1)2 + y2 + 22 oder besser f(z,y,2) := (z —1)? +y*> + 2% und g(z,y,2) ==
x 4y — z. Es ist somit folgendes Gleichungssystem in (z,y, z; A) zu lésen:

(:c—l) O1f(z,y,2) = Aog(x,y,2) = A
2y = 0af(2,y,2) = AOag(7,y,2) = A
2z = 0sf(x,y,2 )—Wag(x Y, 2) = —A

r+y—z=g(,yz2) =

Die einzige Losung ist % =2 —1=y=—z=—3 und somit das Minimum bei (3, —3, 3). Dies

kann auch durch normal-Projektion von (1,0,0) auf die Ebene erhalten werden.

2. Gesucht sind die Extremalwerte von f(x,y, z) := 5 + y — 3z auf dem Durchschnitt der Ebene
xz +y+ 2z = 0 mit der Sphiire 22 + 32 + 22 = 1. Die Abbildung g ist in diesem Beispiel g =
(91,92) : R® — R? mit gy (2,9,2) := v +y + 2z und go(z,y, 2) := 2% + 3% + 22 — 1. Es ist somit
folgendes nicht-lineare Gleichungssystem in (z,y, z; A1, A2) zu 1dsen:

5=01f(2,y,2) = M 0191(2,y,2) + A2 O g2(2,y,2) = M1 1+ Ao 22

1=0:f(2,y,2) = M 0291(2,Y, 2) + A2 O292(7,y,2) = A1 1 + A2 2y

=3 =03f(x,y,2) = M 0391 (7, y, 2) + A2 03g2(w,y,2) = M 1+ A2 22
0=gi(z,y,2) =xz+y+=2
0=go(z,y,2) =2 +9°+ 22— 1

Die einzigen zwei Lésungen sind (i%, 0, :F\/ii; 1,£2+/2). Einsetzen in f zeigt, dafl (%, 0, —%)
die Stelle eines lokalen (und somit auch globalen) Maximums und (— %, 0, %) die eines globalen
Minimums ist. Genauer, da die Sphére und somit auch der Schnitt mit der Ebene kompakt ist und
f stetig ist, muf nach (3.3.6) ein Maximum und ein Minimum von f unter dieser Nebenbedingung
existieren. Nach (6.4.9) sind die einzigen moglichen Punkte dafiir aber die gerade berechneten,
und da f auf dem ersten Punkt einen gréfleren Wert als am zweiten hat, mufl der erste die Stelle
des Maximums und der zweite jene des Miniums sein.
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3. Sei A € L(E,FE) gegeben. Gesucht seien die Extremalwerte von ||Axz| (oder dquivalent von
|Az||* = (Az|Az)) unter der Nebenbedingung ||z|| = 1 (dquivalent von ||z||?> = (x|x)). Die
Methode der Lagrange Multiplikatoren liefert:

2(A' Az|v) = (Az|Av) + (Av|Az) = A\((z|v) + (v|z)) =2 (A zv) Vo
(z|z) =1

Somit ist A*Az = Az und ||z|| = 1 und folglich = ein normierter Eigenvektor von A'A zum
Eigenwert A. Ist dim(F) = 2, dann liefert die beiden Eigenwerte A das Maximum und das
Minimum von || Az||? und die Bilder A(v) der zugehdrigen normierten Eigenvektoren v sind gerade
die HaLBACHSEn der durch {A(z) : ||| = 1} beschrieben Ellipse. Die Léingen der Halbachsen

sind [|A(2)]| = /(A(2)[A(@)) = /Azlz) = VAl = VX

Andererseits konnen wir auch die QUADRIK X := {z : ||Az| = 1} untersuchen. Die Punkte
x € X mit extremalen Abstand ||z|| zu 0 sind wie folgt zu erhalten. Wir setzen v := m:v und
erhalten ||v|| =1 und ||[A(v)| = ””éﬁlll = m Wir suchen also unter allen v mit ||v|| =1 jene, fiir

welche [|A(v)]|| extremal wird, dies sind nach obigen genau die normierten Eigenvektoren v von
A'A und die zugehérigen Eigenwerte sind A = # Die Punkte z € X mit extremalen Abstand

zu 0 sind also gerade %v mit Norm ﬁ Die Eigenvektoren v beschreiben also die Richtungen
der HAUPTACHSEn der Quadrik (d.h. im R? der Ellipse oder Hyperbel) X.

V

Axy

h
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6.5 Stammfunktionen & Kurven-Integrale

6.5.1 Totale Differentialgleichungen

Wir versuchen nun den Hauptsatz (5.6.17) der Analysis fiir Kurven auf Abbildungen g : E DU — F
zu verallgemeinern. Fiir Kurven besagte dieser grob gesprochen, dafl Integrieren beinahe invers zum
Ableiten g — ¢’ von Kurven g : R D [a,b] — F ist. Wir wollen also allgemeiner eine Umkehrung zum
Differenzieren (9 : E DU — F) — (f :=¢' : E 2 U — L(E,F)) finden, d.h. zu gegeben f eine
sogenannte Stammfunktion g finden, welche ¢'(x) = f(x) fiir alle z erfiillt. Wir diirfen hier aber nicht
erwarten, dafl Stetigkeitsbedingungen an f ausreichen um wie im 1-dimensionalen die Existenz einer
Stammfunktion zu gewihrleisten, denn selbst wenn f C! ist, also die Stammfunktion C? wire, dann
muf (¢') = f’ symmetrisch sein, also fiir f die algebraische INTEGRABILITATSBEDINGUNG

f(@)(v)(w) = f'(z)(w)(v) fiir alle x € U und v,w € FE

erfiillt sein um eine Chance auf eine Stammfunktion zu besitzen.

Fiir 1-dimensionales F haben wir das Problem der Stammfunktion in (6.2) verallgemeinert und gewhn-
liche Differentialgleichungen ¢'(t) = f(t, g(t)) betrachtet. Fiir mehrdimensionales E werden wir gleich
diese allgemeinere Situation betrachten. Da nun ¢’(z) € L(E, F) liegt, muf} die die Differentialgleichung
definierende Funktion eine Abbildung f : E' x F — L(E, F) sein.

Satz von Frobenius fiir totale Differentialgleichungen.
Es sei f : ExF — L(E,F) C? fir irgendein 1 < p < oo. Dann ezistiert lokal eine (eindeutig
bestimmte) differenzierbare Lisung gz, ,y, : £ — F der TOTALEN DIFFERENTIALGLEICHUNG

glzo,yg(x) = f(!E,ng,yO (:L‘)) mit 9z0,y0 (‘TO) = %Yo

dann und nur dann, wenn die INTEGRABILITATSBEDINGUNG, d.hdaf f'(2)(v1, f(2)v1)ve symmetrisch
in vy, ve fir alle z € E X F ist, erfillt ist.
Weiters ist die Abbildung (zo,Yo, T) — Gug,y, () CP.

Bemerkung. Totale Differentialgleichung im endlich-dimensionalen.
Fiir £ :=R" sei f;(z) := f(2)(e;), dann ist die totale Differentialgleichung ¢’(x) = f(z, g(z)) gleichbe-
deutend mit folgendem SYSTEM PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

9ig(x) = g'(x)(e:) = f(@,9(x))(e;) = fi(w, g(x)) fir i € {1,...,n}.

Beweis.

(=) Fiir 290 = (wo,y0) € E x F sei g eine lokale Losung obiger Differentialgleichung mit Anfangs-
bedingung g(x¢) = yo. Dann ist ¢’ = f o (id,g) stetig und nach der Kettenregel (6.3.3.2) ist g C?
mit

g @0)(v1,v2) = (¢') (@0)(v1)(v2) = evus ((9) (20} (v1) ) = evon ((F © (id. ) (o) (v1))
= evy, (f’(:vo,g(:vo)) (m,g’(mo)(m))) = f'(20) (01, f(zo)(m))(vz)

Der letzte Ausdruck ist also symmetrisch in v; und vy, weil ¢g”(x¢) es nach dem Satz (6.3.10) von
Schwarz ist.

(<) Es sei (z9,y0) € E x F fix. Wir versuchen die totale Differentialgleichung auf eine gewdhnliche
zuriickzufiihren indem wir zuerst nur untersuchen was bei x( in Richtung v € E passiert.

Dazu nehmen vorerst an, daf eine lokale Losung g der totalen Differentialgleichung mit Anfangswert
g(x0) = yo existiert und setzen g(t,v) := g(z¢ + tv). Dann gilt

2.9t v) = g'(zo +tv) - v = f(zo +tv, g(wo + tv)) - v = f(z0 + tv,5(t, v)) - v,
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Dies ist eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir § welche nach (6.2.8) lokal (d.h. fiir [t| <e, |jv|| <€
mit einem gewissen £ > 0) eine eindeutig bestimmte Losung g besitzt, welche von (t,v,xzq,y0) CP
abhéngt. Daraus sollten wir eine Losung g der totalen Differentialgleichung vermége g(z) := g(¢,v)
erhalten, wenn wir tv := x — xg setzen. Naheliegend wére ¢ = 1 zu wahlen, aber solange existiert
womoglich die Losung g nicht darum wihlen wir ¢ := ¢ und somit v := *="2 also setzen wir g(x) :=
g(e, 2=20) fiir ||z — 20| < €® und miissen nun g'(x)(w) und dazu insbesonders 923 berechnen. Die Idee
dabei ist, dafl

g(t, v+ sw) = g(zo + t(v + sw))

0
0s ls=o Os ls=0
= g'(zo + tv)(tw) = f(xo + tv, g(xo + tv))(tw)
= f(xo + tv, g(t,v))(tw)

gelten sollte. Also definieren wir k : R — F durch
k(t) := D2g(t,v)(w) = f(zo + tv, §(t, v)) (tw).
Dann ist k(0) = 023(0,v)(w) — f(zo + 0v,g(0,v))(0w) = 0 und somit ergibt sich — wobei wir der

Ubersichtlichkeit halber nach Anwendung der Kettenregel (6.1.5) das Argument (¢,v) bei g und bei
deren Ableitungen sowie das Argument (o + tv, g(t,v)) bei f und bei seinen Ableitungen weglassen —

d 0
oh(t) = 2 (93 (tv) (w) — o + v, (2, v)) (1))
2200 azgt (tv)(w) = (02f v+ tw + D f gtw+f w)
— \/
fxo +tv,§(t,v)) - v Jv
(6.1.5)

(61f.tw-v+82f'(32§'w)'U+f'w)_(f/'(”af'v)'tw+f'w)
Int.Bed. O f tw-v+0af - (2g-w)-v—f - (tw, f tw)-v

Oof - (02g-w — f-tw) -v=20of - k(t)-v

(6.1.10)

Da letzteres eine lineare Differentialgleichung (mit nicht konstanten Koeffizienten) und £(0) = 0 ist,
folgt k = 0. Folglich ist fiir ¢ := ¢ und v := *#—*¢

o () (w) = Dugle, =220) (L) = Dug(t,0)(w) = f (o + 10, 5(t, ) (¢1w) = [ (,5(e, 2222) ) (w)

)=
= f(z,9(z))(w). O

Wir betrachten nun den Spezialfall, wo f : E x F' — L(E, F) nur vom ersten Faktor abhéngt:

6.5.2 Folgerung. Lokale Stammfunktion.

Es sei f : E DU — L(E,F) C'. Dann ezistiert genau dann lokal um jeden Punkt zo € U ein
g: E — F mit g(xg) = 0 und ¢'(z) = f(x) fir alle x nahe xg, wenn die Integrabilititsbedingung
f(x)(v)(w) = f'(z)(w)(v) fir allex € U und v,w € E erfillt ist.

Was uns an diesem Resultat noch stort, ist, dafl wir die Stammfunktion nur lokal erhalten. Im 1-
dimensionalen war die Stammfunktion am selben Intervall wie f definiert.

6.5.3 Definition. 1-Form.
Unter einer (F-WERTIGEN) 1-FORM (auf U C E) versteht man eine Abbildung f: F DU — L(E, F).
Ausfiihrlicher spricht man auch von einer DIFFERENTIALFORM DER ORDNUNG 1.

Sie heifit EXAKT, falls sie eine Stammfunktion auf ganz U besitzt, d.h. eine differenzierbare Abbildung
g:U— F,mit ¢ = f.
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FEine differenzierbare 1-Form f heif3t CESCHLOSSEN, wenn die Integrabilitatsbedingung
F(@)(w)(w) = f'(z)(w)(v) fiir alle x € U und v,w € F

erfiillt ist.

Diese Namen kommen aus der dualen Situation, die man in der Homologietheorie (einen Teilgebiet der
algebraischen Topologie) behandelt. Siehe [22].

Falls F' = R ist und E ein Hilbert-Raum, dann haben wir den Isomorphismus L(E,R) =: E* 2 FE und
konnen 1-Formen auch als Abbildungen f: E D U — E* 2 E auffassen. SKALARWERTIGE 1-FORMEN
sind also fiir Hilbert-Réume nur eine andere Schreibweise fiir Vektorfelder.

Wenn g : E O U — F differenzierbar ist, dann schreibt man auch dg fiir die exakte 1-Form die
durch die Ableitung ¢’ : E D U — L(E, F) gegeben ist, diese heifit in der klassischen Literatur &fters
auch TOTALES DIFFERENTIAL von f. Fiir £ = R"™ und die lineare Koordinatenprojektion pr; : x =
(z1,...,2n) — a; erhilt man insbesonders die exakte 1-Form dpr; fiir die man iiblicherweise dz;
schreibt, und die an jeder Stelle durch v = (vy,...,v,) — v; gegeben ist.

Eine allgemeine 1-Form f: E D U — L(E, F) kann fir E = R™ nun wie folgt geschrieben werden:
n

J@)w) = f() (i ve) =Y v f@)(e)

lzldxi () (v) =5 (x)

=3 dai(@)(v) - f; Zfz dai(@)(v) = (Y fil@) - dail@) ) (0),
i=1 2

also
J;):Z:fi( ) - dai(x (th dz;) ()

und schlieflich f = Y1 | f;dx;, d.h. f wird vollstédndig durch die Komponenten f; : E O U — F fiir
i =1,...,n beschrieben.

Fir FF = R haben wir also so etwas wie eine Basis dz1,...,dz, des Raums aller skalar-wertigen 1-
Formen R™ D U — L(R™,R) gefunden. Die Komponenten f1,..., f, einer beliebigen 1-Form f sind
allerdings nicht Zahlen sondern Funktionen. Eine Abel’sche Gruppe (wie z.B. die Menge der 1-Formen
mit punktweiser Addition) zusammen mit einer Multiplikation mit Elementen eines Rings R (hier
der Menge aller reell-wertigen Funktionen) welche die {iblichen Vektorraum-Axiome erfiillt (abgesehen
davon, dal R kein Korper zu sein braucht) heift R-MODUL.

Ist f =dg = ¢/, dann ist f;(z) = ¢'(z)(e;) = dig(x) = aga(c,»)v also gerade die i-te partielle Ableitung
von g und /

Z 8x x;, oder kurz dg = Z@ig -dx;.

6.5.4 Theorem. Exakte 1-Formen.

Es sei f: EDU — L(E, F) eine 1-Form und C*.

Falls f exakt ist, so ist f geschlossen.

Ist U zusdtzlich sternformig und offen, dann gilt die Umkehrung.

Eine Menge U C E heifit STERNFORMIG, wenn ein Punkt xg € U
existiert, s.d. fiir alle z € U die Verbindungsstrecke Tox = {z¢ +
t(x —xp): 0 <t <1} in U enthalten ist.

Beweis. (=) folgt sofort aus dem Satz (6.3.10) von Schwarz.
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(<) Der Satz (6.5.1) von Frobenius liefert uns nur eine lokale Stammfunktion. Der Grund dafiir war,
dafl im Beweis g eine lokale Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung war. Da im vorliegenden
Fall f aber nicht vom Faktor F' abhéngt, ist die entsprechende Differentialgleichung:

o 3(t,) = f(z0 + t0)(0)

aus der g als
1
g(t,v) = g(0,v) —l—/ f(zo +tsv)(v)ds  fiir t mit xg,z9 +tv CU
0

berechnet werden kann. Da U sternférmig bzgl. xg ist, ist

1
g(x) =g,z —xo) = yo + /0 flzo+ s(x — o)) (xz — x0) ds.

die gesuchte Stammfunktion. O

Zur Ubung kann man auch direkt unter Verwendung der Integrabilitiitsbedingung nachrechnen, da8
durch g(x) :=yo + fol f(zo + t(x — x0)) (x — o) dt wirklich eine Stammfunktion g von f gegeben ist:

1
g(:c):y0+/0 fleo+t(x —x0))(x —x0)dt =

1
g(m+sv):y0+/ flzo+t(x —x0+sv))(x—xzo+sv)dt =
0

0

g @) = o <

1
glx+sv :/ -
s=0 ( ) 0 s

1
/0 fl(xo +t(x—m0)) - (tv) - (x —x0) + fwo + t(x — 30)) - v dt

flxzo+t(x —xzo+ sv)) - (x —zo + sv)dt
s=0

Int.Bed.

/01 (44w + e = 20)) - (& — 20) + o + tlar — 0))) vl

=/01%(tf(wo+t(m—xo)))-vdt=/01%(tf(wo+t($—wo))) dt v
1

= [tf(@o +ta— )| _v=fl2)-v.

t=0

Auch dieses Resultat ist nicht vollig befriedigend, denn die Sternférmigkeit von U scheint eine zu
restriktive Bedingung zu sein. Es sollte doch geniigen, wenn wir von xy € U zu einen beliebigen x € U
zwar nicht ldngs einer Gerade in U gelangen kénnen aber doch zumindest ldngs einer Kurve ¢ in U.
Die obige Formel der Stammfunktion g kénnen wir mittels der Parametrisierung ¢ : t — xo + t(x — xg)

auch als .

1
g@)=yo+ [ flzo+t(x—mx0)) (x—xo) dt =yo+ [ flc(t))-c(t)dt

schreiben, und letzteres macht auch fiir stetiges f und stetig differenzierbare Kurven ¢ einen Sinn.

6.5.5 Proposition. Stammfunktion via Kurvenintegral.
Esseig: EDU — F C'. Dann ist

b
/g' = / (g’ oc)-c = g(c(b) — g(c(a)) fiir alle C*-Kurven c: [a,b] — U.

Beweis. Nach Kettenregel (6.1.5) und Hauptsatz (5.6.17) gilt:

b b
/ (g'oo)t)-c(t)dt = / (o) =g(c(b) —g(c(a)) O
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Dies fiihrt dazu auch fiir allgemeine 1-Formen f : E O U — L(E, F) das Integral lings C'-Kurven
c¢: [a,b] — U wie folgt zu definieren:

6.5.6 Definition. Kurvenintegral lings C'-Kurven.
Esseic:[a,b] = E Ct und f: E 2 ¢([a,b]) — L(E, F) eine stetige 1-Form. Dann ist das KURVENIN-
TEGRAL [ f wie folgt definiert:

f= b(fOC) = bf(C(t)) - (t) dt.
Jo=[ o]

6.5.7 Proposition. Reparametrisierungsinvarianz des Kurvenintegrals. -
Das Kurvenintegral ist Reparametrisierungs-invariant, d.h. fir c : [a,b] — E C! und h : [a,b] — [a,b]
Ct mit h(a) = a und h(b) = b ist fiir alle stetigen 1-Formen f : E D ¢([a,b]) — L(E, F):

Jr= L

Beweis.

5 h(B)

b
/COhf :/a f((coh)(t)) - (coh)(t)dt= /a f(c(h(t)) - ¢ (R(t)) W' (t)dt = / fle(s))-d(s)ds O

h(a)

Eine 1-Form f transformiert sich unter Parametrisierungswechsel ¢ — c o h also gerade so, dafl das
Kurvenintegral gleich bleibt.

6.5.8 Theorem. Exaktheit via Wegunabhingigkeit.
Es sei f: E DU — L(E,F) eine stetige 1-Form auf einer zusammenhdingenden offenen Menge
U. Dann ist f genau dann exakt, wenn ihr Kurvenintegral WEGUNABHANGIG ist, d.h. nur von den
Endpunkten der Kurve und nicht ihrem Aussehen dazwischen abhdngt. Als Stammfunktion kénnen
wir g(z) := [, f definieren, wobei ¢ : [0,1] — U eine C'-Kurve von zy nach z ist. Weiters ist die
Stammfunktion bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Definition. Zusammenhingende Menge.
Eine offene Menge U C E heifit ZUSAMMENHANGEND :< zu je zwei Punkten z,y € U existiert ein
Polygonzug, welcher die beiden Punkte verbindet.

Wenn ¢; : [t;—1,t;] — E Kurven sind, die an den Endpunkten iibereinstimmen (d.h. ¢;(¢;) = ¢;41(%;)),
so definieren wir die Kurve ¢ :=c¢; ©--- ® ¢, : [to, tn] — E durch c|y,_, 4,1 := ¢;. Ein POLYGONZUG ist
also ¢ ® -+ ® ¢y, wobei die ¢; die affinen Verbindungsstiicke der Ecken sind.
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Die Segmente T;_1, z; des Polygonzugs kénnen durch ¢; : t — ;1 + t(x; — x;_1) C°°-parametrisiert
werden. Die Ableitungen an der Ecken stimmen aber nicht {iberein, also liefert ¢; @ --- ® ¢, keine
differenzierbare Parametrisierung. Aber wir kénnen die ¢; vermoge h : [0,1] — [0,1], h(t) = t2(3 — 2t)
umparametrisieren. Wegen 2(0) = 0 und h(1) = 1 kénnen wir ¢ := (¢ 0h)®---® (¢, 0h) bilden. Wegen
h'(0) = 0 = h'(1) verschwindet (c; o h)’ an den Randpunkten und somit ist ¢ C. Also kénnen wir
den Polygonzug C' parametrisieren. Es geht sogar C*°, wenn wir h so wihlen, daf8 alle Ableitungen
am Rand des Intervall verschwinden. Mittels (6.5.7) macht also das Kurvenintegral 1dngs stiickweiser
C'-Kurven einen Sinn, indem wir dieses als Summe der Kurvenintegrale iiber die C'-Teile definieren
oder so umparametrisieren, daf8 die stiickweise differenzierbare Kurve C! wird.

Beweis von (6.5.8). (=) Wenn f exakt ist, so ist das Kurvenintegral wegunabhéngig nach (6.5.5).

Eindeutigkeit: Es seien g; fiir i € {0,1} zwei Stammfunktionen. Dann ist die Differenz ¢ = g1 — go
differenzierbar mit Ableitung ¢’ = 0. Sei zp und z; in U beliebig und ¢ : [a, b] - U eine C 1 Kurve inU,

die z¢ mit 1 verbindet. Dann ist g(z1) — g(z0) = [(go ) ()], = f (goc) f '(t)) dt = 0.

(<) Umgekehrt sei # € U beliebig und ¢, : [0,1] — U eine C'-Kurve die zo mit = verbindet. Dann
setzen wir g(z) := fcm f. Fiir v € E sei weiters ¢;, : t — x + tv. Dann ist ¢;,([0,1]) C U fiir alle

kleinen v und
satoy=[ = [r+[ r=ga / Fo+ o)
CeOCq v Ca

Cx,v

Folglich ist

1
lota+ ) =ala) = 1@ = || [ £+ t0)(0) = F@)0) ] < ol max{l o+ t0) — F@)] ¢ € 0,11,

—0 fiir v—0
also ist ¢'(z)(v) = f(x)(v). O

6.5.8a Beispiel. Berechnung einer Stammfunktion.
Es sei ein Vektorfeld (fi, f2) : R? D U — R? durch

tan(y)
22

fi(z,y) = — + 2zy + 2°

folz,y) = + 2% +y?

x cos(y)?

gegeben.

“‘,4AAA4ﬁ/
A\ \\Aryogdddd 7 ¥

\

AN
AAAAAMDSE p y pyrvv VY >

X

AN

a

2AAAAAAMLLERPp » >
kA A A A A A
-k A A A A AN A
- b A A A A QAN
- b kA A A A QA
o e A A A A A
o kA A A AL
o A A A A AL
o A A A A ALY
A A A A A~
A A A A A A
A A A A AL
B A A A A AL
h A A A A A
R A A A A A
A A A A A AL
A A A A ALy
A A A A A
A A A A Ay
A A A A ALy
AA A A AL Lo
A A A A QA QL

N

Gefragt ist, ob dieses KONSERVATIV, d.h. ein Gradientenfeld ist. Falls ja, so ist eine Funktion (das
POTENTIAL DES VEKTORFELDS) gesucht, die dieses als Gradienten besitzt.
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Wir iibersetzen dieses Problem zuerst in die entsprechende Aussage iiber eine 1-Form f : R2 D U —
L(R? R) = R2. Der dabei verwendete Isomorphismus ist in Koordinaten durch Transponieren gegeben,
d.h.

)= (e fate) = (1))

bzw. via des inneren Produkt (_|) : R? x R? — R als

f(2)(w) = <<§; ) ‘w> fir > € U C R? und w € R?.

In der Basis (dz,dy) der 1-Formen ist also
f(z,y) = fi(e,y) de + fo(z,y) dy.

Der maximale Definitionsbereich ist U := {(x,y) : © # 0,cos(y) # 0}. Der grofite zusammenhéngende
Definitionsbereich der z.B. den Punkt (1,0) enthélt ist Uy := {(z,y) : @ > 0, =5 <y < §}. Esist
f offensichtlich C!, denn die Komponenten f; von f sind (partiell) differenzierbar und ihre partiellen
Ableitungen 0;f; : U — R sind stetig.

Die Integrabilititsbedingung f’(z)(v)(w) = f'(2)(w)(v) fiir alle 2 € U und v,w € R? kénnen wir
dquivalent auf der Standardbasis austesten, also ist f'(z)(e;)(e;) = f'(2)(e;)(e;) fiir alle ¢ und j (mit
i < j) zu iiberpriifen. Dabei ist f'(2)(e;)(ej) = eve,(f'(2)(e:)) = (eve, of) (2)(es) = fi'(2)(es) =
0;f;(2). In unserem Beispiel ist Integrabilitédtsbedingung somit die R-wertige giiltige Gleichung

Oz fi(z,y) = — + 2z = 01 fa(z,y).

22 cos(y)?
Nach (6.5.4) existiert somit auf der konvexen Menge U eine Stammfunktion g und nach (6.5.8) ist diese
bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt und kann mittels des Kurvenintegrals berechnet
werden.

Wir kénnen einen beliebigen Punkt (z,y) € Uy mit (1,0) durch die affine C*-Kurve ¢ : [0, 1] — Uy mit
c(t) := (L +t(x — 1),ty) und Ableitung ¢'(t) = (x — 1,y) verbinden. Also ist

g(z,y) /f /f t) dt = /f1 1+t(x—1),ty) (x—1)+ fo(1 +t(x — 1), ty)y dt

_ _ tan(ty) . ) (e
_/0<(1+t(x—1))2+2(1+t( )ty + (1+¢( 1)))( 1)

1
+ ((1 +t(x — 1)) cos(ty)?

(L4t = 1)) + ()? )y dt

eine Stammfunktion.

N

Wir kénnen zur Vermeidung dieses doch recht héfllichen Integrals auch anders vorgehen und Achsen-
parallele Wege verwenden:
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Dann ist

g(x,y>::/qf+/c2 /f1x0dx+/ fole ) d

/1$<ta2§0)+2 0+a‘72>d:z:+/0 (W+x2+y2)dy

ANES 1 9 3 x* 1 tan(y) y3
= |= = tan(iy i _} = 2+ =
{3Lzzl+[ an(y)+$y+3 g0 3 3T g TTYTS
_ tan(y) y3 o1
=— t v+ 3 - 3 3

Dann ist

9(zy) = /C2f+/qf/Oyfz(l,ﬂ)dﬂ+/1$f1(f7y)dfv

v 1 B B ¥/ tan(y) B B B
_ 2 2
_/0<Cos(g)2+1+y)dy+/l ( = +2xy+x)dx

23y ¢ —3 .
= [tan(§)+7?+y—} +[M +:E2y+x—}

3 lg=0 T 3 lz=1

3 tan 23 1
= an(y)+y+%—0+ (y)—i-ny—&—?—tan(y)—y—g
_ tan(y) 31
=, trutg oy

6.5.9 Bemerkung. Riemann-Stieltjes-Integral ldngs nicht differenzierbarer Kurven.
Falls f: E DU — L(E, F) stetig und c: [a,b] — U C" ist, so haben wir das Kurvenintegral als

/C f= / " Flen(

definiert. Die entsprechenden Riemann-Summen sind

n

S((foe)-d,2,€) = f(c(&)) (&)t —tj1).

Jj=1

) —c(t; ) o . .
Wegen C(%)fif(ﬂl) ~ (/(&;) konnen wir diese ihrerseits durch die sogenannten RIEMANN-STIELTJES-
J J—

SUMMEnN

Se(f,2,6) == f(el¢ —e(tj-1))
Jj=1

approximieren. Folglich definieren wir das KURVENINTEGRAL (oder RIEMANN-STIELTJES-INTEGRAL)
als Limes der Riemann-Stieltjes-Summen

1= Jim 5.41.2.9)

sofern dieser existiert.

Wir wollen nun zeigen, dafl dieses Integral unter der schwécheren Bedingung dafi f stetig ist und ¢
endliche Lange hat existiert.

andreas.kriegl@univie.ac.at, 23. November 2004



-

146 Stammfunktionen & Kurven-Integrale 6.5

6.5.10 Definition. Rektifizierbare Kurven.
Eine stetige Kurve ¢ : [a,b] — F heifit genau dann REKTIFIZIERBAR (oder auch von BESCHRANKTER
VARIATION oder von endlicher Linge), wenn

Vi) =V(c):= Sup{V(c, Z) : Z ist Zerlegung von |[a, b]} < 00

wobei V(c, Z) Z —c(t;j—1)| fir Zerlegungen Z = (a =t9 < --- < t, = b)

Dabei heifit V(c) auch die LANGE (oder VARIATION) von ¢, vgl. dies mit Aufgabe (5.23).

6.5.11 Satz. Linge differenzierbarer Kurven.
Es seic: [a,b] — F C*. Dann ist ¢ rektifizierbar, V2(c) = f /()| dt und LVi(c) = ||c'(t)]|.

dt ' a

Vgl. dies mit Aufgabe (5.24).

Beweis. Wegen der Dreiecksungleichung fiir Integrale (5.6.14.2) ist

t;
Jo(t) - et < [ 1]
ti—1
und somit V(c) < [ ||¢/||. Umgekehrt ist fiir A > 0

H c(t+h) —c(t)

1 t+h 1 th / /
e BN G- A B O] =
t

~h
Um die Existenz des Kurvenintegrals zu zeigen benétigen wir folgendes Lemma
6.5.12 Lemma. Differenz zweier Riemann-Stieltjes-Summen.

Es sei ¢ : |a,b] — E rektifizierbar und f : E D ¢([a,b]) — L(E,F) beschrinkt. Weiters sei Z' eine
Verfeinerung der Zerlegung Z wvon [a,b]. Dann ist

|

wobei Qz(f) := sup{Hf(c(t)) —fle(s))] :t,sele Z}.

Sc(f oc, Zv g) - Sc(f o¢, Z/agl) S QZ(f o C) : V(C)a

Beweis. O.B.d.A. sei Z = {a,b} und Z' = {a =ty < --- < t,, = b}. Wegen ¢(b) — c(a) = >, c(t;) —
C(ti_l) ist

| £(e(©) (e4) = @) = D= F(el€) (elt:) = eltimr) H<§jm’ Fe() I Nlets) = elti)|
< sup (€)= Fe(€)] 3 et) = efticn)|

<Q(foc)V(e) O

6.5.13 Satz. Integral léings rektifizierbarer Kurven.
Es seic: [a,b] — E rektifizierbar, f : E D ¢([a,b]) — L(E, F) stetig. Dann existiert das Kurvenintegral

/f lim S.(f oc, Z,€).

|Z|—
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Beweis. Es sei Z := Z; U Z5. Dann ist

||SC(fOC7 Z1,§1) - Sc(foc7 Z2a€2)H S
SNSe(foe, Z1,61) = Se(f o e, ZEI + [1Se(f o ¢, Z,§) = Se(f o ¢, Z2, &)

<Qu(foc) V(e)+Qz(foc) Vie)<e, falls Qz (foc) < %(C)

Daf das in (6.5.9) bzw. (6.5.13) definierte Kurvenintegral mit jenem in (6,5.6) definierten Kurveninte-
gral fiir C*-Kurven iibereinstimmt, zeigt folgender Satz.

6.5.14 Satz. Kurvenintegral ldngs differenzierbarer Kurven.
Es seic:[a,b) — E Ct und f: E 2 ¢([a,b]) — L(E,F) C. Dann ist

[i=] " Fe) e @)

Beweis.

[sir.z0- " Flelt) (¢ ] - |3 steten et et — [ " el (¢

-y /t t (Flel&) — Fle)) (€0 di

<3 [t - el d

ti—1
<Qz(foo)Vi(e) <e(b—a)||c|oo,
falls |Z| so klein ist, dal Qz(f o ¢) < & wegen der glm. Stetigkeit von f o c. O

6.5.15 Bemerkung. Arbeit.

In der Physik ist ARBEIT grob gesprochen Kraft mal Weg. So einfach kann man das aber nur machen,
wenn die Kraft lings des Weges konstant ist. Da Krifte nicht skalare Groflen sind, sondern auch eine
Richtung haben, also Vektoren oder genauer gesagt Vektorfelder f : £ O U — F sind, und bei der
zu leistenden Arbeit im Kraftfeld f nur die Tangentialkomponente m( fle@)|d(t)) an den Weg

¢: [a,b] — F zum Tragen kommt, sollte die Arbeit niherungsweise durch

AR @ (1)) | ¢€) llett:) = elti)]

gegeben sein, wobei wir die Zerlegung Z = (a = tg < -+ < t, = b) fein genug wihlen, so da8
m( fle®)|d (b)) fiir t;—1 < t < t; anndherungsweise konstant gleich dem Wert an irgend einer
Zwischenstelle t;_; < & < t; ist. Wegen ¢'(&;) = C(tt):i:(:’l) ist dies anndherungsweise eine Riemann-
Summe

Ax Y(Se(6) | €(€)) (i~ i)

des Kurvenintegrals der 1-Form f : z — (v — (f(z)|v)) die zum Vektorfeld f gehort. Man definiert
folglich die ARBEIT, die lings einer Kurve ¢ : [a,b] — U C FE in einem Kraftfeld f : U — E zu leisten
ist, als

A= /Cf=/ab<f(0(t))|0’(t)>df'

Ein Kraftfeld heiflit KONSERVATIV, wenn die Arbeit in diesem Kraftfeld nicht vom zuriickgelegten Weg
sondern nur von dessen Endpunkten abhéingt. Nach (6.5.8) ist dies genau dann der Fall, wenn die
zugehorige 1-Form exakt ist, also das Kraftfeld ein Gradientenfeld ist. Die Stammfunktion wird (bis
auf ein Vorzeichen) in der Physik dann als POTENTIAL zum Vektorfeld bezeichnet.
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6.6 Komplexe Analysis

6.6.1 Komplexe lineare Algebra und komplexe Funktionalanalysis.

Unter einem KOMPLEXEN BANACH-RAUM versteht man einen Vektorraum iiber dem Grundkérper C
der komplexen Zahlen, versehen mit einer vollstéindigen Norm ||_|| die zusétzlich ||\ - x| = |A] - ||=|| fiir
alle A € C erfiillt. Jeder komplexe Banach-Raum ist natiirlich insbesonders ein reeller Banach-Raum,
wenn wir die Skalarmultiplikation nur fiir Skalare in R C C betrachten. In diesem Kapitel seien alle
Banach-Réume komplexe Banach-Raume.

Eine C-LINEARE ABBILDUNG f : E — F zwischen komplexen Banach-R&dumen ist eine Abbildung,
die additiv ist (d.h. f(x +y) = f(z) + f(y) erfiillt) und mit der Skalarmultiplikation vertauscht (d.h.
f(A-x) =X f(x) fiir alle A € C erfiillt). Dies ist genau dann der Fall wenn dies fiir alle A € R gilt
(d.h. sie R-linear ist) und zusétzlich f(i - x) =i - f(z) gilt. Falls E = C ist, so ist das genau dann der
Fall, wenn f(A) = f(A-1) = A- f(1) ist, d.h. f die Skalarmultiplikation mit dem Vektor f(1) € F ist.
Insbesonders sind Abbildungen f : C — C genau dann C-linear, wenn ihre Matrixdarstellung

a b

c d
(als R-lineare Abbildung) beziiglich der reellen standard-Basis (e1,ez) € R? = C folgende beide Be-
dingungen erfiillt: a = d und b = —c.

In der Tat geniigt es die R-lineare Gleichung f(i-x) = i- f(x) fiir « € {e1, ea} auszutesten, und wegen
i2 = —1 geniigt © = e; zu setzen. Dann ist

(¢ 8) Ge)= (2 9)-e=(3) ma (¢ 0)=i()= ()

In diesem Fall ist die Wirkung von f auf uw + iv gegeben durch

a —c uw\  [au—cv
c a v) \cut+av)’
dies entspricht der Multiplikation (a + ic) - (u + iv) = (au — cv) + i(av + cu).

6.6.2 Proposition. Reell- versus komplex-differenzierbar.

FEine Abbildung f: C D U — F mit Werten in einen kompleren Banach-Raum F ist bei z € U genau
dann (reell-)differenzierbar mit C-linearer Ableitung f'(z) : C — F, wenn limcsy—o JC(Z'H+H(Z) eF
existiert. Dieser Limes ist dann gerade f'(2)(1) und heiffit KOMPLEXE ABLEITUNG von f an der Stelle
z und wird mit %(z) oder auch wieder mit f'(z) bezeichnet.

Folglich nennt man allgemein eine Abbildung f : £ O U — F C-DIFFERENZIERBAR oder auch HO-
LOMORPH, wenn sie als Abbildung zwischen den zugehorigen reellen Banach-Réumen differenzierbar
ist und die Ableitung f/(z) : E — F C-linear fiir alle z € U ist. Der Einfachheit halber wollen wir
zusétzlich verlangen, dafl f’ stetig, also f C! ist. Goursat konnte zeigen, daf diese Bedingung fiir
E = F = C iiberfliissig ist. Wir gehen darauf in (6.6.7) etwas genauer ein.

Beweis. (=) Wenn f’(z) C-linear ist, dann gilt f/(z)(w) = f'(z)(w-1) = w - f(2)(1) und somit ist

w—0 ||’u)|| B w—0

d.h. es existiert %(z) = lim,, W und ist f/(2)(1).
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(<) Es sei %(z) = lim,, o w und £(w) == w - %L (z). Dann gilt:

dz
o U000l b0 1) )]
w—0 ||wH w—0 w dz
d.h. f ist differenzierbar mit Ableitung f’(z) = ¢ und %(z) =/4(1) = f'(2)(1). O

Folgerung. Cauchy-Riemann-Differentialgleichung.
Fine komplez-wertige Abbildung f = f' +i f2:C DU — C ist genav  dann holomorph, wenn sie C'*
ist und die CAUCHY-RIEMANN’SCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

nft =017 und Oof' =-0rf?

erfullt sind. O

Bevor wir nun das umgekehrte Problem angehen, ndmlich aus der komplexen Ableitung g := f’ die
Stammfunktion f zu rekonstruieren, machen wir folgende Bemerkung:

6.6.3 Lemma. C-Differenzierbarkeit vererbt sich auf die Ableitung.
Es sei f:C DU — F C? und C-differenzierbar, dann ist Z—J; : U — F ebenfalls C-differenzierbar.

Wir werden in (6.6.12) zeigen, da§ C-differenzierbare Abbildungen C'*°-sind, also sind alle ihre Ablei-
tungen C-differenzierbar.

!/
Beweis. Wir miissen zeigen, dafl (%) (z) C-linear ist. Sei also A € C. Dann ist

(%) (2)A-v) = (f) (2)A-0)(1) = f"(2)(A- v, 1)

(6.3.10)

1A v) = () DA v) = A () (2)(1)(v)

(W =2 (L) @), o

(6.3.10)

6.6.4 Satz iiber gewohnliche komplexe Differentialgleichung.
Essei f: Cx EDU — E C! und in beiden Variablen (getrennt) C-differenzierbar. Dann existiert
lokal eine C-differenzierbare Funktion g : C — E mit g'(x) = f(z, g(x)) und ¢g(0) = 0.

Beachte, daf}, wenn f zusétzlich C-differenzierbar von weiteren Parametern abhéngt, so gilt dies auch
fiir die Losung und diese hingt auch C-differenzierbar von den Anfangsdaten ab.

Beweis. Wir wenden den Satz (6.5.1) von Frobenius auf die Funktion f : R? x E D U — L(R? E),
z = (A= X f(z)) an. Die Integrabilitéitsbedingung ist erfiillt, denn

w f/(w,g(@)) (0,0 fl@,9(@)) = w- (1] (w,9(@)) () + 02 (@, 9(@)) (v [, 9(x))))
—w-v- (01f(@,9(x)) (1) + 0af (2, 9(2)) (f (2, 9(2))) )

ist symmetrisch in v, w. Also existiert nach (6.5.1) eine lokale C! Losung g : R? — E von

g'(x) = f(z,g(x)).

Da f(z) nach Konstruktion C-linear ist, ist g C-differenzierbar. O

6.6.5 Folgerung. Komplexe Stammfunktion.
Es sei f: C 2O U — F C-differenzierbar auf der sternférmigen Menge U, dann ezistiert eine C-
differenzierbare Stammfunktion g von f.
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Beweis. Dazu miissen wir nur die Differentialgleichung ¢’(z) = f(z) 16sen, diese hat nach (6.6.4) eine
C-differenzierbare Losung. O

6.6.6. Komplexes Kurvenintegral.

Zu f : C D X — F definieren wir eine 1-Form f : C D2 X — F = L¢(C,F) C L(R% F) durch
f(2)(A) := X f(2). Dabei bezeichnet L¢(C,F) die Menge der C-linearen (stetigen) Abbildungen
C — F. Nach (6.6.2) hat die exakte 1-Form dg jeder C-differenzierbaren Abbildung g : C2D U — F
Werte in L¢(C, F) und ist auf A € C durch Multiplikation mit der komplexen Ableitung ¢’(z) gegeben.
Insbesonders haben wir die komplexe 1-Form dz : C — C 2 L¢(C, C) C L(R?,R?) die wir als Ableitung
der Identitdit z + 2z erhalten, sowie dr,dy : C = R? — L(R%,R) C L(R?,C) = L(R% R?), die
Ableitungen der Koordinaten-Projektionen z = x + iy — 2z und z = x + iy — y auf Real- und
Imaginérteil. Wegen z = x + iy gilt fiir die Ableitungen dz = dz + idy aufgefait als Abbildungen
C — L(R% R?). Mit Hilfe dieser ausgezeichneten 1-Formen kénnen wir die zu f : C 2 X — F
gehorende 1-Form als f(z) = f(z) dz schreiben. Fiir F' = C koénnen wir f in Real- und Imaginérteil als
f(z) = u(z) +iv(z) zerlegen, und erhalten

f(z)=f(z)-dz = (u(z) + zv(z)) . (daz + idy) = (u(z) dx — v(z) dy) +i(v(z) dz + u(z) dy),

oder kurz,

f=(udr —vdy) +i(vde + udy).
Dies zeigt auch die folgende Rechnung mit w =x + iy

) w) = (@ +iy) - (u(z) +iv(=) = o - (u(z) +iv(:)) +y(—0(z) +iu(2))
= (mu(z) —y~v(z)) —|—i<:v-v(z) +yu(z))

Satz.
Es seic:[a,b) — C C' und f : C D ¢([a,b]) — F stetig. Dann existiert das kompleze Kurvenintegral

/szz/cfz/cf(z) dz = /abf(c(t))c’(t)dt.

Ist F =C und f = u+iv die Zerlegung in Real- und Imagindrteil, so ist

/cfZ/c(udx—vdy) + i/c(vd:c—i—udy),

Weiters ist

Beweis. Die Existenz folgt aus (6.5.6).
Fiir F = Cund f = u+iv ist wegen dz = dz+idy und f(2) = f(2)-dz = (udz—v dy)+i (vdz+udy)

L=/ ol dt-sup{ IO € 0.8} = L@ - I o el < 20 -

/Cf(z)dz:/C((udx—vdy)+i(vdx+udy)) :/C(udx—vdy)+i/(vdx+udy).

(&

Die Normabschétzung erhalten wir aus (5.6.14) wie folgt:

sy " fete) (€ ) ]| < / 0l dt-sup{ A ¢ € fa. 8]} = L) [ ol < L) [l O
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6.6.6a Beispiel. Kurvenintegral der Potenzfunktionen.
Fiir f(2) := (z — 20)™ mit m € Z und der Parametrisierung c(t) := 2o + r e® fiir t € [0, 27] des Kreises
mit Radius r und Mittelpunkt z; ist

f= 0 fiir m # —1
| 2m firm = —1
In der Tat ist

2m
/fz/ (re™)™rietdt
c 0

2

2
= / Pt gy — / L (cos(t(m + 1)) +isin(t(m + 1)))
0 0

{ Jimidt =2 firm = —1

= ipm1 f027r(m+1) cos(s) ds — pml fQTf(m‘H) sin(s) ds =0 sonst.

m+1 0 m+1

Fiir m = —1 und zy = 0 bedeutet dies insbesonders, dafl

1
/—dz:27m'.
¢ ?

Zerlegung in Real- und Imaginérteil der C-wertigen Form % dz liefert

1 1 . rT—1y rdr+ydy . xdy—ydx

1:2_|_y2 x2_|_y2

dx +idy) =

Der Realteil ist eine exakte 1-Form auf R? \ {0}, denn eine Stammfunktion ist durch (z,y) +—
In(+/22 + y?) gegeben. Der Imaginirteil ist auch geschlossen, denn

O (& \_v-=z _0( —y

Ox \ 22 + 2 - (22 + 42)2 B oy \x2+y2 )"
Auf sternférmigen Mengen U C R?\ {0} ist dieser also exakt nach (6.5.4). Eine Stammfunktion ist fiir
x # 0 z.B. durch (z,y) — arctan(¥) und fiir y # 0 durch (z,y) — arccot(2) gegeben, denn

Y z
© Y

2 (s (2)) = g (5) =
1

gy (arctan (%)) - 1+ (%)2 % 22 in

Wenn wir Real- und Imaginérteil kombinieren, so erhalten wir als lokale Stammfunktion die Um-
kehrfunktion In der Exponentialfunktion exp : C — C. Da das Kurvenintegral von %dz lings des
Einheitskreises gerade 27 i ist, ist es nicht egal, ob wir den Wert der Stammfunktion an der Stelle
—1 durch Integration lings des oberen Halbkreises oder des unteren berechnen. Um Wohldefiniert-
heit der Umkehrfunktion zu erreichen, verwendet man folglich als Definitionsbereich die geschlitzte
Ebene C\ {t € R : t < 0}, oder man verwendet als Definitionsbereich eine sogenannte Riemann’sche
Flache indem man sich C\ {0} als Grundrif§ einer “Wendeltreppe” interpretiert und somit -1 in jedem
“Stockwerk” k € Z vorkommt und In dort den Wert 2 k74 hat.

6.6.7 Cauchy’scher Integralsatz. C-diff.bare Fkt. liefern lokal wegunabh. Kurvenintegrale.
Es sei f C-differenzierbar auf einer sternférmigen offenen Menge U C C. Dann ist fc f wegunabhdingig,
oder anders ausgedriickt, falls ¢ geschlossen ist, d.h. an den Randpunkten des Definitionsbereichs den
selben Wert hat, so ist [ f =0.

Beweis. Da f C-differenzierbar ist, so erfiillt die zugehorige 1-Form f die Integrabilititsbedingung,

denn f'(z)(v)(w) = j—i(z) v - w. Also folgt aus (6.5.4), daB f exakt ist und aus (6.5.5), daB das
Kurvenintegral wegunabhéngig ist.
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Ist ¢ : [a,b] — U geschlossen, so ist [ f = fcl f+ fcz f, wobei ¢; = C|[a7aT+b] und ¢ := C|[aT+b7b], und
f=—/._f, denn ¢; und der umgekehrt durchlaufene Weg ¢, haben die gleichen Endpunkte, also

Cc2 C1 g
das selbe Kurvenintegral. O

Beachte, dafl wir in diesen Beweis verwendet haben, dafl die Ableitung von f stetig ist. Goursat konnte
zeigen, dafl diese Voraussetzung im Cauchy’schen Integralsatz nicht notig ist, siehe dazu jedes Buch
iiber KOMPLEXE ANALYSIS (= FUNKTIONENTHEORIE), z.B. [20, IV.3.13].

6.6.8 Satz von Morera. Wegunabh. komplexe 1-Formen haben C-diff.bare Stammfkt.

Es sei f : C 2 U — C stetig, U zusammenhdingend und fc f wegunabhdingig. Dann ist g(z) =
fc f, wobei ¢ eine Kurve ist, die zg mit z verbindet, eine C-differenzierbare Stammfunktion. Fir jede
Stammfunktion g von f gilt: [ f = g(c(b)) — g(c(a)).

Beweis. Aus (6.5.8) folgt die Existenz der Stammfunktion, und da deren Ableitung f C-linear ist, ist
sie C-differenzierbar nach (6.6.1). O

6.6.10 Cauchy’sche Integralformel. C-diff.bare Fkt. sind Mittelwert ihrer Randwerte.
Es sei f C-differenzierbar auf der offenen Menge U und K eine Kreisscheibe in U. Dann ist

flz)= 2%” /8K Cf(TOz d¢ fiir alle z im Inneren von K,

wobei OK den 1-mal positiv orientiert durchlaufenen Rand von K bezeichnet.

Beweis. Nach (6.6.6a) ist

QO -fz) ,. f©Q I fQ 1
ok C—=z = aKC—ZdC aKC—ZdC aKC—ZdC f(z)/aKC—ZdC
271
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Um das erste Integral abzuschétzen verwenden wir, daf3
( % C-differenzierbar auf U \ {z} ist, und so-
mit auf allen sternformigen Teilmengen wegunabhéngig
ist. Wenn wir somit eine Gerade g durch z legen, so
ist K vermindert um einen der beiden Halbstrahlen
sternformig beziiglich jedem Punkt in K am anderen
Halbstrahl. Wenn wir die orthogonal liegende Gera-
de durch z legen, so kénnen wir das Kurvenintegral
lings der enstprechenden Abschnitte von 0K durch je-
nes ldangs der entsprechenden Abschnitte eines kleinen
Kreises ¢, um z in K plus jenen der beiden Abschnitte
der orthogonalen Gerade zwischen den beiden Kreisen.
Da diese Geradenstiicke insgesamt also jeweils zweimal
auftreten und zwar in beiden Richtungen durchlaufen,
heben sich die dazugehorigen Kurvenintegrale auf und
somit ist

_ ity _
H f(C) f(z)dg| — dCH<LCT Sup{‘fw+re 2 f(ZL’) ’:t€[0,2ﬂ']}
ok  (—z T el
=27 sup{||f(x +rett)y — f(2) :te [0,2%]} — 0 fiir r — 0+
Da das ganz linke Integral aber nicht von r abhingt muf3 dieses 0 sein. O

6.6.11 Satz. Stetigkeit des Kurvenintegrals.
Es seic CY, f, : c(I) — C stetig und konvergiere glm. gegen f, dann gilt:

Lhﬂlﬁ

Beweis. Wegen | f, = f fle t) dt folgt dies aus den entsprechenden Satz (5.6.14.6) fiir Riemann-
Integrale. O

6.6.12 Entwicklungssatz & Cauchy’sche Ableitungsformeln.

Es sei f C-differenzierbar, dann ist f am Inneren der grifsten Kreisscheibe K in U um einen ge-
gebenen Punkt in eine Potenzreihe entwickelbar. Jede C-differenzierbare Funktion ist C* und

F ol G
' T o fo €

wobei OK wieder den 1-mal positiv orientiert durchlaufenen Rand von K bezeichnet.

Beweis. Nach (6.1.22) kann Differenzieren und Integrieren vertauscht werden, also folgt mittels In-
duktion aus (6.6.10)

da'f, . [(d\" 1 fQ) . (6122 1 oN" f) ,.  nl f(€)
@) == (%) Tméxc—de—Q—m 8K<&> c—de—ﬁ/aK—«—zwd”

Aus (6.6.11) folgt wegen der glm. Konvergenz von

1 1 1 1 zZ— 2
C—Z:(C—Zo)—(z—zo):(C_ZO)(1_2%§3> (-2 ;<<—ZE)
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fiir |z — 20| < |¢ — 20| und der Cauchy’schen Integralformel (6.6.10) folgende Darstellung als lokal
gleichméBig konvergente Potenzreihe:

1 1 1
f(z):%/C%CKZ%/Czk:%@—zo)kdgsz:(«z_zo)k%/c(cﬂig)kﬂﬁ

- Zo)

Und wegen (4.2.14) (leicht auf C-Ableitungen verallgemeinert) diirfen wir diese Potenzreihe gliedweise
differenzieren und erhalten somit nochmals die Existenz der Ableitungen von f und die entsprechende
Formel als Kurvenintegral fiir sie. O

6.6.13 Satz von Morera. Komplexe Fkt. mit wegunabh. Integral sind C-differenzierbar.
Ist f stetig mit wequnabhdngigen Integral auf einer zusammenhdngenden offenen Menge, so ist f C-
differenzierbar.

Beweis. Nach (6.6.8) existiert eine C-differenzierbare g Stammfunktion, nach (6.6.12) ist g C* und
wegen (6.6.3) ist f = ¢’ C-differenzierbar. O

6.6.14 Satz. Holomorphie via Potenzreihen.
Es sei I C R offen, dann ist f : I — R genau dann in eine Potenzreihe lokal um zg € I entwickelbar,
wenn es eine C-differenzierbare Fortsetzung auf eine Umgebung von zg in C gibt.

Beweis. (<) nach (6.6.12).

(=) Nach (4.2.5) konvergiert die Potenzreihe auch fiir komplexe Argumente. Die Summenfunktion ist
dann wegen (4.2.14) C-differenzierbar. O

6.6.15 Identititssatz fiir komplex-differenzierbare Funktionen.
Falls zwei C-differenzierbare Funktionen auf einer zusammenhdngenden Menge auf einer in der Menge
konvergenten Folge tibereinstimmen, so sind sie ident.

Beweis. Es sei 2z, — 2o in U mit f(z,) = g(z,) fir alle n. Angenommen es gibe ein z € U mit
f(z) # g(z). Wir wihlen eine C'-Kurve ¢ : [0,1] — U mit ¢(0) = 25 und ¢(1) = 2. Dann ist
A:={t €[0,1] : f(c(t)) # g(c(t))} # 0 nach unten beschrénkt. Sei o := inf(A4). Es ist @ > 0, denn
nach (6.6.12) und (4.2.18a) ist f = g lokal um z, also f(c(t)) = g(c(t)) fiir alle ¢ nahe 0. Fiir alle t < «
ist f(e(t)) = g(c(t)) und somit wieder nach (6.6.12) und (4.2.18a) f(c(t)) = g(c(t)) fiir alle ¢ nahe a,
ein Widerspruch zur Konstruktion von a. O

6.6.16 Maximumprinzip. C-differenzierbare Funktionen haben ihr Maximum am Rand.
Es sei f auf einer zusammenhdingenden offenen Menge C-differenzierbar und nicht konstant, dann
besitzt | f| kein Mazimum.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf} eine C-differenzierbare Funktion f : C O U — C, die ein Maximum
2o besitzt, konstant ist. Sei also |f(2)| < |f(zo)] fiir alle z € U. Wir zeigen zuerst, dafl |f(2)| = |f(z0)|.
Dazu nehmen wir indirekt an, daf ein 27 existiert mit |f(2z1)| < |f(20)]- Wir verbinden zo und z; mit
einem Polygonzug ¢, und nehmen ¢ maximal, s.d. |f(c(to))| = |f(20)]. Sei 22 := ¢(tp) Dann existiert
beliebig nahe ein z3 mit € := |f(22)| — |f(23)] > 0. Sei K der Kreis mit Mittelpunkt zo und Radius
r = |23 — 2z2]. Dann ist |f(2)| < |f(22)| — &/2 fiir z nahe z3 (auf einem Bogen der Linge ¢ > 0) und
somit ist

e

Ay < |f(20)‘,

16l = 5| [ L de] < o (305G = 272 + 2mr = DI Go)l) =1l -
ein Widerspruch.
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Da f nicht konstant (gleich 0) ist, ist ¢ := |f(20)| > 0. Sei f = u + iv und somit ¢? := |f(20)|* =
|£(2)]? = u(2)? +v(2)? > 0. Dann ist

Ou-u+0ov-v=>0
Oott-u+Ov-v=0
Da f nicht konstant ist gibt es nach (6.5.5) ein z; mit f/(21) # 0 und somit
0 # det f'(21) = Oru(z1) - Dov(21) — Dou(21) - Drv(21).
Folglich hétte obiges lineares Gleichungssystem an der Stelle z; die eindeutige Losung u(z1) = v(z1)

0. Wegen u(z1)? +v(z1)? = ¢ > 0 ist dies unméglich. O

6.6.18 Satz von Liouville. Beschrinkte globale C-differenzierbare Fkt. sind konstant.
Jede beschrinkte C-differenzierbare Funktion auf ganz C ist konstant.

Beweis. Aus ||f||cc < oo und der Cauchy’schen Formel (6.6.12) fiir einen Kreis um z mit Radius r
folgt |f/(2)| < % Mit r — oo folgt f’ = 0 und somit ist f nach (6.5.5) konstant. O

Als weitere Folgerung kénnen wir einen zweiten Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra liefern:

2. Beweis von (3.4.8). Es sei p ein nicht-konstantes Polynom. Angenommen p hat keine Nullstelle.
Dann ist % : C — C C-differenzierbar und wegen (3.4.5) ist lim|;|_, ﬁ = 0, also ist % beschrankt
und nach (6.6.18) konstant, ein Widerspruch. O
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Liste der Symbole

B(X,E) Raum der beschréankten Abbildungen, Seite 40

B(X,K) Raum der beschréinkten Funktionen, Seite 36

B(X,K") Raum der beschrénkten vektorwertigen Funktionen, Seite 36

C(X,E) Raum der stetigen Abbildungen, Seite 40

C(X,K) Raum der stetigen Funktionen, Seite 36

C(X,K™) Raum der stetigen vektorwertigen Funktionen, Seite 36

CYI,R) Raum der stetig differenzierbaren reell-wertigen Funktionen auf einem Intervall
I, Seite 17

L(E,F) Raum der stetig linearen Abbildungen, Seite 43

L(Ey, Eqo; F) Raum der bilinearen stetigen Abbildungen E; x Ey — F, Seite 46

R(I,R) Raum aller R-wertigen integrierbaren Funktionen auf einem Intervall I, Sei-
te 12

R([a,b],R) Raum der integrierbaren Funktionen, Seite 36

& Raum der absolut konvergenten Reihen, Seite 36

22 Raum der quadratisch konvergenten Reihen, Seite 36

£>° Raum der beschréinkten Folgen, Seite 36

c Raum der konvergenten Folgen, Seite 36

ct stetig differenzierbar, Seite 77

Oh beliebig oft (stetig) differenzierbar, Seite 115

Cr p-fach stetig differenzierbar, Seite 115

Dr p-fach differenzierbar, Seite 115

E* .= L(E,K) Raum der stetigen linearen Funktionale, Seite 42

Fi x...x E, Produkt normierter Raume, Seite 40

Inv(A) Menge der invertierbaren Elemente (einer Banach-Algebra A), Seite 47

L(E,Fy x Fy) = L(E, F1) x L(E, Fy) Komponentenzerlegung im Wertebereich, Seite 72

L E17E2a )

L(E1, L(Es, F)) Exponentialgesetz fiir multilineare Abbildungen, Seite 46

L(Ey X Eq, F) 2 L(E1,F) X L(Eq, F) Zerlegung nach den Argumenten, Seite 74

&~

(
(
L(Ey,...,Ey; L(Epy1, F)) 2 L(Ey, ..., E,1; F) Exponentialgesetz multilinearer Abbildungen, Seite 116
(
(

Eix...XEp,F1 x...x F,) % H?Zl [1:~, L(E;, F;) Komponentenzerlegung linearer Abbildungen,
Seite 76

LR F)2F Geraden via Richtungsvektor, Seite 66

Lyym (E, E;R) = Ly (E, E) Exponentialgesetz symmetrischer multilinearer Abbildungen, Seite 133

R x Rl = Rm Assoziativitit des Produkts, Seite 72

C(X xI,E)=2C(X,C(I,E)) Exponentialgesetz fiir stetige Abbildungen und kompaktes I, Seite 60
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Liste der Symbole

C(I,Fy x F») 2 C(I, Fy) x C(I, F3) Funktionenrdume stetiger Abbildungen sind Produkterhaltend,

E = E*
In

log,
a®
sinh
cosh
tanh
Arsinh
Arcosh
Artanh
I

I
[I-Il1
[I-l]2

ev, : f— f(x)
inj;
ins;
ins;
ins}

inv:a—a!

komp : (f,g) = fog

pr;
pr;
T
0

8§

o

dl‘i
dz =dx +idy
o(f)

Seite 82

Isomorphismus eines Hilbert-Raums mit seinem Dualraum, Seite 48
Natiirliche Logarithmusfunktion zur Basis e, Seite 23
Logarithmusfunktion zur Basis a, Seite 24

Potenz mit Basis a, Seite 24

Sinushyperbolicus Funktion, Seite 24

Cosinushyperbolicus Funktion, Seite 24
Tangenshyperbolicus Funktion, Seite 24
Areasinushyperbolicus, Umkehrfunktion von sinh, Seite 26
Areacosinushyperbolicus, Umkehrfunktion von cosh, Seite 26
Areatangenshyperbolicus, Umkehrfunktion von tanh, Seite 26
Operatornorm fiir bilineare Abbildungen, Seite 46
Operatornorm fiir lineare Abbildungen, Seite 42

1-Norm, Seite 36

2-Norm, Seite 36

Supremums oder co-Norm, Seite 40

Evaluationsabbildung, Seite 61

Punktevaluation bei z, Seite 40

lineare Injektionsabbildung, Seite 74

lineare Insertionsabbildung auf den j-ten Faktor, Seite 72
lineare Insertionsabbildung, Seite 74

affine Insertionsabbildung, Seite 75

Inversionsabbildung (einer Banach-Algebra A), Seite 47
Kompositionsabbildung, Seite 77

Projektion auf j-te Koordinate bzw. j-ten Faktor, Seite 41
Projektion auf die j-te Koordinate bzw. den j-ten Faktor, Seite 40
Euler’sche Gammafunktion, Seite 34

i-te partielle Ableitung, Seite 67

i-te partielle Ableitung, Seite 75

partielle Ableitung nach x, Seite 67

Ableitung der i-ten Koordinatenprojektion, Seite 140
Basiselement der komplexen 1-Formen, Seite 150

Infimum der Obersummen einer Funktion f, Seite 1
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o(f, %)
5(f,2.€)
Se(f, Z,€)

U(f)
U(f,2)

f[ f= fjf
[ =, f(x)dz
fa+oof

f//
f'(z0)
f(n)

fra—(y— f(z,y)

g (zy) = g(x)(y)
frig—gof
Jeig— fog
J1 X fa

40

159

Obersumme der Funktion f bzgl. der Zerlegung Z, Seite 1
Riemann-Summe, Seite 52

Riemann-Stieltjes Summe einer 1-Form bzgl. einer Kurve und einer punktierten
Zerlegung, Seite 145

Supremum der Untersummen einer Funktion f, Seite 1

Untersumme der Funktion f bzgl. der Zerlegung Z, Seite 1
Matrixdarstellung einer linearen Abbildung f zwischen Produkten, Seite 76
Matrixdarstellung einer linearen Abbildung a bzgl. Basen B und C, Seite 44
Komponentendarstellung eines Vektors = bzgl. einer Basis B, Seite 43
Ostzillation bzgl. einer Zerlegung Z, Seite 54

Gradient von f an der Stelle x, Seite 131

(Familie der) Stammfunktion(en) von f, Seite 18

Stammfunktion und unbestimmtes Integral von f, Seite 17
Riemann-Integral, Seite 53
Darboux-Integral von f iiber das Intervall I, Seite 2

uneigentliches Integral, Seite 30

Kurvenintegral von f ldngs ¢, Seite 142

komplexes Kurvenintegral, Seite 150

iterierte partielle Ableitung von f, Seite 117
komplexe Ableitung von f an der Stelle z, Seite 148
Gradient von f, Seite 131

Gradientenfeld von f, Seite 132

Richtungsableitung von f in Richtung v, Seite 64
exakte 1-Form, Seite 140

Ableitung der Abbildung f, Seite 66

Zweite Ableitung von f, Seite 114

Ableitung von f an der Stelle x, Seite 66

n-te Ableitung von f, Seite 116

Assoziierte funktionenwertige Abbildung, Seite 45
Assoziierte Abbildung am Produkt, Seite 45
adjungierter Operator, Seite 42

Kovariant assoziierte Abbildung, Seite 61

Produkt zweier Abbildungen f; : X1 — Y7 und fo : Xo — Y5, Seite 33

Variation von ¢, Seite 146
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Ve, Z) Variation von ¢ bzgl. Zerlegung Z, Seite 146

1O Ocy Aneinanderhéngung von Kurven, Seite 142

|Z| Feinheitsmaf} einer Zerlegung Z, Seite 53

Uw Vereinigung einer Menge W von (vielen) Mengen, Seite 3

0K (parametrisierte) Rand einer Menge, einer Kreisscheibe, Seite 152

d(A, B) :=inf{d(a,b) : a € A,b € B} Distanz zweier Teilmengen eines metrischen Raums, Seite 136

h* = (h,...,h) n-Tupel gleicher Vektoren, Seite 123
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Index

1-Form, 139
exakte, 139
geschlossene, 140
skalarwertige, 140
vektorwertige, 139
1-dimensionale inhomogene lineare Differential-
gleichung mit nicht-konstanten Koef-
fizienten, 105
1-dimensionale homogene lineare Differential-
gleichung mit nicht-konstanten Koef-
fizienten, 105

Abbildung

holomorphe, 148

komplex-lineare, 148
Ableitung

iterierte partielle, 117

komplexe, 148

partielle, 75

zweite, 114
Ableitung einer Abbildung, 66

hohere, 115
Ableitung einer Kurve, 50
Ableitung von f bei zq, 66
absolut summierbare Folge, 36
absolut-konvergente Reihe, 39
adjungierter Operator f*, 42
affine Insertionsabbildung, 75
algebraischen Topologie, 63
dquidistante Zerlegung, 2
Arbeit bei konstanter Kraft, 147
Arbeit in einem Kraftfeld, 147
Areacosinushyperbolicus, 26
Areasinushyperbolicus, 26
Areatangenshyperbolicus, 26
duflere Maf einer Teilmenge von R, 7

Banach-Algebra, 46
Banach-Raum, 38
komplexer, 148
beschrankte Variation einer Kurve, 146
bestimmte Integral der Umkehrfunktion, 22
bestimmtes Darboux-Integral, 2
bilinear-Form
negativ definite symmetrische, 128
positiv definite symmetrische, 127
biquadratische Gleichung, 87

C-differenzierbare Abbildung, 148
C-lineare Abbildung, 148
Cantor’sche Diskontinuum, 7
Cauchy’sche Ableitungsformeln, 153
Cauchy’sche Integralformel, 152

161

Cauchy’scher Integralsatz, 151

Cauchy-Kriterium fiir R-Integrierbarkeit, 53

Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Integrale,
33

Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen,
149

Cosinushyperbolicus, 24

D-integrierbar, 1
Darboux-integrierbar, 1
Darboux-Integral

bestimmtes, 2
Definitheit jeder Norm, 37
Diffeomorphismus

lokaler, 85
Differentialform

exakte, 139

geschlossene, 140

skalarwertige, 140
Differentialform der Ordnung 1

vektorwertige, 139
Differentialgeometrie, 63
Differentialgleichung

partielle, 138

totale, 138
Differentialgleichung n-ter Ordnung, gewohnliche,

107

Differentialgleichung 1-ter Ordnung

gewohnliche, 99

zeitunabhéngige, 95
Differentialgleichung mit nicht-konstanten Ko-

effizienten

lineare inhomogene, 105
Differentialgleichungen

System partieller, 138
differenzierbar

stetig, 77
differenzierbar bei zq, 66
differenzierbare Abbildung, 66

mehrmals, 115

mehrmals stetig, 115

zweimal, 114
Differenzierbarkeit einer Kurve, 50
Dirichlet’sche Sprungfunktion, 6
Dreiecksungleichung jeder Norm, 37

einfach geschlossene Kurve, 63

Euler’sche Gammafunktion, 34

exakte 1-Form, 139

Exponentialfunktion, 24

Exponentialgesetz fiir stetige Funktionen, 60
Extremum einer skalarwertigen Funktion, 127



Index

fast tiberall, 5

Feinheitsmaf einer Zerlegung, 53
Fixpunkt der Differentialgleichung, 105
Funktionenrdume, 36
Funktionentheorie, 152

Gammafunktion
Euler’sche, 34
generischen Fall, 105
geschlossene 1-Form, 140
gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung,
107
gewoOhnliche Differentialgleichung 1-ter Ordnung,
99
zeitunabhéngige, 95
gewohnliche zeitunabhéngige Differentialgleichung
1-ter Ordnung, 95
glatte Abbildung, 115
Gradient einer skalarwertigen Funktion, 131
Gradient einer skalarwertigen Funktion am R"™,
131
Gradientenfeld, 132

Hohenlinie, 131

hoéhere Ableitung einer Abbildung, 115

Holder’sche Ungleichung, 128

Halbachse, 137

Hauptachse, 137

Hauptsatz der Analysis fiir Kurven, 59

Hauptsatz der Differential und Integralrechnung,
17

Hesse’sche Matrix, 115

Hilbert-Raum, 47

holomorphe Abbildung, 148

homoéomorphes Bild, 11

homogene lineare 1-dimensionale Differential-
gleichung mit konstanten Koeflizien-
ten, 102

homogene lineare mehrdimensionale Differenti-
algleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten, 102

Identitétssatz fiir komplex-differenzierbare Funk-
tionen, 154
Injektion, 74
Insertion, 74
Insertionsabbildung
affine, 75
Integrabilitdtsbedingung fiir Existenz einer Stamm-
funktion, 138
Integrabilitdtsbedingung fiir Losbarkeit der to-
talen Differentialgleichung, 138
Integral, 2
bestimmtes Darboux-, 2
Darboux-, 2
Kurven-, 142

Kurzweil-, 18
Riemann-, 53
uneigentliches, 30
Integral einer skalarwertigen Funktion
unbestimmtes, 16, 18
Integraltest fiir Reihenkonvergenz, 33
Integration
partielle, 19
integrierbare skalarwertige Funktion, 1
Kurzweil-, 18
Inversion einer Banach-Algebra, 47
invertierbares Element, 47
Isobaren, 89
Isothermen, 89
iterierte partielle Ableitung, 117

Jacobi-Matrix, 76
Jordan’sche Kurvensatz, 63
Jordan’sche Normalform, 105
Julia-Menge, 112

kartesische Blatt, 90
Kettenregel, 71
Kettenregel fiir lineare duflere Abbildung, 50
Knotentheorie, 63
komplexe Ableitung, 148
komplexe Analysis, 152
komplexer Banach-Raum, 148
Komponentendarstellung einer linearen Abbil-
dung zwischen Produkten, 76
konservatives Kraftfeld, 147
konservatives Vektorfeld, 143
Potential eines, 147
konvexe Teilmenge, 48, 58
Kraftfeld
konservatives, 147
kritischer Punkt
nicht-degenerierter, 132
kritischer Punkt einer Abbildung, 127
Kugelkoordinaten, 88
Kurve
einfach geschlossene, 63
Kurvenintegral, 142
wegunabhéngiges, 142
Kurvenintegral 14ngs nicht differenzierbarer Kur-
ven, 145
Kurzweil-Integral, 18
Kurzweil-integrierbare skalarwertige Funktion,
18

Lénge einer Kurve, 146
Lagrange-Multiplikator, 134
Lebesgue’schen Integrationstheorie, 15
Lebesgue’sches Integrabilitéitskriterium, 5
Lebesgue-Integrabilitétskriterium, 55
Lebesgue-Nullmenge, 6
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Lebesgue-Zahl einer Uberdeckung, 4
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