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Andreas Kriegl

Dies ist der erste Teil einer zweisemestrigen Vorlesung. Zum Verstindnis dieses
Skriptums ist die Kenntnis der grundlegenden Konzepte der Mengenlehre und zur
Motivation mindestens die Grundvorlesungen iiber Analysis empfehlenswert. Die
Topologie ist ein Hilfsmittel, dafl in weiten Gebieten der Mathematik benotigt wird
und somit finden sich die Motivationen vielerorts (Funktional-Analysis, komplexe
Analysis, Differential-Geometrie, u.v.a.).

Da es sich hier um die erste Auflage handelt, werden der aufmerksamen LeserIn
sicherlich viele Ecken und Unklarheiten auffallen. Natiirlich kénnen auch Fehler
nicht ausgeschlossen werden. Wie immer bin ich jeder LeserIn dankbar, die sich der
Miihe unterzieht mir ein Feedback (seien es Fehlerlisten oder in welcher anderen
Form auch immer) zukommen zu lassen. Ich werde die Vorschlidge in der néchsten
Auflage gerne beriicksichtigen.

Eine elektronisch verfiigbare Version dieses Skriptums zusammen mit Korrekturen
wird {iber “http://radon.mat.univie.ac.at/People/AndreasKriegl.html” verfiighar
sein.

Das Ende eines Beweises ist wie iiblich durch [ gekennzeichnet und Aussagen
die leicht zu ergidnzende Beweis-Details benotigen durch .

Somit bleibt mir nur noch eine hoffentlich aufschlufireiche Lektiire zu wiinschen.
Wien, 2000.1.30 Andreas Kriegl

In die zweite Auflage sind umfangreiche Fehlerlisten eingegangen die mir dankens-
werter Weise Sebastian Tiirk zur Verfiigung gestellt hat.

Wien, 2002.10.3 Andreas Kriegl
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1 Topologische Grundbegriffe

1.1 Bestandsaufnahme, Motivation und grundlegende Defini-
tionen

Bemerkung. In der Topologie geht es darum den passenden Rahmen fiir die in der
Analysis zentralen Begriffe der Stetigkeit, der Konvergenz und damit verwandter,
zu schaffen. Es soll damit mo6glich werden moglichst viele Rdume neben den in den
Grundvorlesungen zentralen Euklidischen Rdumen zu behandeln.

Rufen wir uns also die grundlegenden Definitionen aus der Differential und Inte-
gralrechnung in Erinnerung.

1. Eine Abbildung f : R™ — R™ heifit STETIG bei £ € R"”
& Ve>030>0Wz e R : |z — & < d=|f(z) — f(§)]| < e
& limge f(x) = f(§), ie. Vo, = & f(z,) — f(E).

2. Dabei heifit eine Folge (x,), € R™ KONVERGENT gegen ¢
& Ve > 03ng e NVn > ng : |z, — & < e.

3. Wenn man die e-Umgebung U, () von £ wie folgt definiert U, (§) := {z € R™ :
|z — €| < €}, dann kann man die Definition der Konvergenz auch wie folgt
beschreiben: In jeder e-Umgebung von & liegt die Folge schliefllich (d.h. ab
einem gewissen Index). Entsprechend bedeutet die Stetigkeit einer Funktion,
dafl das Urbild jeder e-Umgebung von f(£) ein gewisse d-Umgebung von ¢
enthalt.

4. Auflerdem kann man damit auch den Begriff der offenen Teilmenge definie-
ren: O C R”™ heifit OFFEN :< Va € OJe > 0: U.(x) C O. Die Stetigkeit einer
Funktion (in allen Punkten ihres Definitionsbereichs) ist dann dquivalent da-
zu, dafl das Urbild jeder offenen Menge offen ist.

Welche Strukturen haben wir nun fiir obige Definitionen verwendet:

1. Die Differenz x — & bzw. f(z) — f(§) zweier Punkte, d.h. die Struktur die R™
zu einer Abel’schen Gruppe, bzw. sogar zu einem (endlich dimensionalen)
Vektorraum macht.

2. Weiters den Betrag |v| € R eines Vektors v € R", die diesen Vektorraum zu
einen normierten Raum (den sogenannten euklidische Raum) macht.

Viele Rdume die uns wichtig sind (z.B. der in dem wir leben) haben aber bestenfalls
lokal eine euklidische Struktur. Man denke nur an die Oberfliche der Sphére (Erd-
balls) oder das Raum-Zeit-Kontinuum. Daher betrachten wir die Distanzfunktion
d auf X := R"™ gegeben durch d(xg,z1) := |x1 — x| als grundlegendes Objekt. Sie
hat folgende Eigenschaften:

(MO0). “Separiertheit”: d(z,y) =0 < x =y.
(M1). “Symmetrie”: d(z,y) = d(y, x).
(M2). “Dreiecksungleichung”: d(z, z) < d(x,y) + d(y, z)
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1.1 BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

Allgemeiner nennen wir so eine Abbildung d : X x X — R eine METRIK auf einer
Menge X und X zusammen mit d heift dann METRISCHER RAUM. Falls in (MO)
nur (<) gilt, so nennt man d eine PSEUDO-METRIK.

Aus 2d(x,y) = d(z,y) + d(y,z) > d(z,z) > 0 folgt d > 0

Beispiele metrischer Radume:

1. Der R™ mit der euklidischen Metrik

dy : (2,y) = [lz —ylla == D (aF —y¥)2.
k

2. Die Sphire (oder andere Riemann-Mannigfaltigkeiten, wie das Raum-Zeit-
Kontinuum, siehe Differentialgeometrie) durch die GEODATISCHE DISTANZ
(d.h. dem Infimum der Bogenlingen von verbindenden Kurven).

3. Der Raum ¢! der absolut summierbaren Folgen (Reihen) Y, ¥ mit der
Metrik dy(z,y) = |Jx — y||1, wobei die 1-Norm gegeben ist durch ||z|; :=
> 2k

4. Allgemeiner fiir 1 < p < oo die p-integrierbaren Funktionen (modulo Gleich-
heit fast iiberall) mit der Metrik d,(f,g) :== ||f — g|lp, wobei die p-Norm

durch
1/p
191 i= ([ 150 at)
gegeben ist.

5. Der Raum B(R™, R) aller beschriinkten Funktionen R™ — R mit der Metrik
doo(f,9) == ||f — 9llco, wobei die co-Norm durch || f||c := sup{|f(t)] : t €
R™} gegeben ist.

Fiir metrische Rédume kénnen wir dann wie fiir euklidische Rdume die Begriffe e-
Umgebung, Konvergenz, Stetigkeit und Offenheit definieren:

Uunter der e-Umgebung von z verstehen wir U, (x) := {y € X : d(y,x) < &}.

Eine Folge z,, konvergiert gegen x,, wenn sie schliellich in jeder e-Umgebung von
Too liegt.

Eine Abbildung f ist stetig bei zg, falls das Urbild jeder e-Umgebung von f(zo)
eine J-Umgebung von z( enthélt; dquivalent, wenn zu jeder e-Umgebung von f(xz¢)
eine J-Umgebung von x( existiert, welche durch f in die gegeben abgebildet wird.
SchlieBlich heifit eine Menge O C X offen falls jeder Punkt z € O eine e-Umgebung
besitzt, welche ganz in O enthalten ist.

Aber in wichtigen Beispielen dringt sich uns mehr als eine Distanzfunktion auf:

1. Am Raumen differenzierbarer Funktionen sollten wir nicht nur den Abstand
der Funktionen sondern auch ihrer Ableitungen beriicksichtigen (Man denke
an Aussagen iiber die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion). Eine Folge von
solchen Funktionen f™ sollte also genau dann konvergieren, wenn die Funk-
tion und die betrachteten Ableitungen GLEICHMASSIG konvergieren. D.h. am
Raum C™([0,1],R) aller m-fach stetig differenzierbarer Funktionen, sollten
wir die (Pseudo-)Metriken di : (f,g) — [[(f — 9)® e fiir 0 < k < m

betrachten.
Im Falle endlich vieler Pseudo-Metriken dy, ..., d, konnen wir aber getrost
zu d := max{dy,...,d,} iibergehen. Dies ist wieder eine Pseudo-Metrik

und falls die gegebenen Pseudo-Metriken dy, PUNKTE-TRENNEND sind (d.h.
Ve,y: ¢ # y=3k : di(z,y) # 0) sogar eine Metrik, siehe Aufgabe (.)

Fiir X = R" und dy, : (z,y) — |2* —y*| beschreibt d gerade den Maximums-
Abstand.
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1.1 BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

2. Auf Rdumen beliebig oft differenzierbarer Funktionen gehen wir wie folgt
vor. Da wir ein (Pseudo-)Metrik d durch min{1, d} oder auch #‘ld ersetzen
konnen, ohne die Definition von Konvergenz und Stetigkeit (wohl aber von &-
Umgebung) zu dndern (siehe Aufgabe (U), diirfen wir annehmen, daf8 d < 1
gilt und fiir solche Metriken dy,da, ... kénnen wir auch zu d := % 2| Z%dk
iibergehen, d.h. statt maximal abzdhlbar vieler Pseudo-Metriken kénnen wir
uns immer auf eine einzelne Beschrinken. Wieder ist d eine Metrik, falls die
di, Punkte-trennend sind.

3. Am Raum RY aller Folgen haben wir die Punkte-trennende Familie von
Metriken dy, : (z,y) — |z* — y*| mit k& € N. Die nach dem vorigen Punkt
zugehorige Metrik d(z,y) := >, o min{1, |#* — y¥|} beschreibt gerade die
KOORDINATEN-WEISE (oder auch PUNKTWEISE) Konvergenz, d.h. eine Folge
von ,, € RN konvergiert genau dann gegen z., € RY, wenn jede Komponente
z,* gegen x..* konvergiert, siche Aufgabe (U.

4. Ein kontinuierliches Pendant zum letzten Beispiel ist der Raum aller Funktio-
nen [0, 1] — R. Die PUNKTWEISE KONVERGENZ wird durch die iiberabzéhlbar
vielen Pseudo-Metriken d; : (f,g) — |f(t) — g(t)| mit ¢ € [0, 1] beschrieben.
Wir kénnen nun keine Konstruktion wie in (2) durchfithren, denn eine Reihe
Zf,e[o,l] a; kann nur dann absolut konvergieren, wenn alle bis auf hochstens
abzahlbar viele a; gleich 0 sind: Waren ndmlich iiberabzahlbar viele ungleich
0, so wire die Menge I, := {t € [0,1] : |a;| > ;} nach dem Schubfachprin-
zip fiir mindestens ein & € N unendlich (sogar Uberabzihlbar) und damit
doplael = lael > ch, + = oo. Es gibt auch keine andere Metrik die
die punktweise Konvergenz beschreibt.

5. Ein anderes Beispiel ist der Raum X aller Polynome )", aipt® mit reellen
Koeffizienten a; € R. Diese sind durch ihre Koeffizienten eindeutig festge-
legt, d.h. X kann mit dem Raum aller endlichen Folgen, oder besser aller
Folgen die schlieflich gleich 0 sind identifiziert werden. Der Grenzwert einer
konvergenten Folge von Polynomen sollte wieder ein Polynom sein. Beachte,
daB selbst beziiglich der gleichméBigen Konvergenz auf [0,1] jede beliebige
stetige Funktion als Grenzwert nach dem Satz von Stone-Weierstrafl
auftritt. Um sicherzustellen, dafl uns der Grad der Polynome nicht davon-
wéchst, betrachten wir folgende Metriken d.(a,b) := sup{% 1 k € N},
wobei € = (e)r eine beliebige positive Folge ist. Dann konvergiert jedes
de(fn, foo) — 0 fiir n — oo genau dann, wenn der Grad der Polynome
beschriinkt bleibt, und ihre Koeffizienten konvergieren, siche Aufgabe (U.
Wieder gibt es keine einzelne Metrik die diese Konvergenz beschreibt, siehe
Aufgabe (.)

6. Ein kontinuierliches Pendant ist der Raum C.DER TEST-FUNKTIONEN, wie
er fiir das Losen partieller linearer Differential-Gleichung bendétigt wird:
C.:={f e CR,R):IN: f(t) = 0 fiir [t| > N}. Als Metriken verwenden
wir d.(f,g) = sup{%} mit stetigen e : R — {s e R: s > 0} =: R™.
Man kann ebenso zeigen, dafl genau dann fiir alle € die Folge dc(fn, foo) —
fiir n — oo, wenn wir ein gemeinsames N finden mit f,(¢) = 0 fiir alle n

und alle || > N und f, — foo GLEICHMASSIC konvergiert U Wieder gibt es

keine einzelne Metrik die diese Konvergenz beschreibt O

Ein UNIFORMER RAUM ist eine Menge X zusammen mit einer Punkte-trennenden
Menge D von pseudo-Metriken. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dafi D
nach oben gerichtet ist, d.h. Vdy,ds € D3d € D : d > di,dy. Wenn wir eine beliebig
Familie D von Pseudo-Metriken durch D’ = {max{ds,...,d,} : d; € D} ersetzen
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1.11.1 BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

so ist diese Bedingung erfiillt. Ein metrischer Raum ist somit ein uniformer Raum
dessen Menge D von Pseudo-Metriken aus nur einer einzigen Metrik d besteht.

Wir kénnen fiir uniforme Réume (X, D) genau wie fiir metrische Réume die grund-
legenden Definitionen geben:

Unter einer UMGEBUNG von zy € X verstehen wir eine Menge der Form {y :
d(y,z) < e} mit € > 0 und d € D. Die Umgebungen von z; sind also durch Paare
(e,d) € RT x D indiziert.

Eine Folge x,, konvergiert gegen z., wenn sie schliefflich in jeder Umgebung von
Too liegt.

Eine Abbildung f ist stetig bei x¢, falls das Urbild jeder Umgebung von f(zg) eine
Umgebung von z enthilt; dquivalent, wenn zu jeder Umgebung von f(z¢) eine
Umgebung von x( existiert, welche durch f in die gegebene abgebildet wird.
SchlieBlich heifit eine Menge O C X offen falls jeder Punkt x € O eine Umgebung
besitzt, welche ganz in O enthalten ist.

Beachte, dal d : X x X — R stetig ist, wenn man das Produkt X x Y uniformer
Réume mit den Pseudo-Metriken ((x1,y1), (22,¥2)) — max{dx (x1,2z2),dy (y1,92)}
wobei dx die Pseudo-Metriken von X und dy jene von Y durchliduft, siehe Aufgabe
(38).

Wir sollten uns aus folgenden Griinden nicht zu sehr auf den Begriff Abstand ka-
prizieren:

1. Konvergenz und Stetigkeit hidngt nicht wirklich von den Pseudo-Metriken
ab, denn verschiedene Metriken konnen durchaus das selbe Konvergenz-
Verhalten besitzen, siche Aufgabe (.)

2. Das Konzept von iiberabzahlbar vielen Pseudo-Metriken ist uniibersichtlich
und benutzt den keineswegs elementaren Begriff der reellen Zahlen.

Statt dessen versuchen wir nun den Begriff offene Menge abstrakt einzufangen: Die
Menge O aller offenen Teilmengen des R™ oder eines metrischen oder sogar von
uniformen Réumen hat folgende Eigenschaften:

1. \V/O() Q O: UOO = UOEOO 0 S 0.
2. YO C O mit O, endlich : (N Og :=pep, O € O.

Man rufe sich dazu die Definitionen

JOo={2:30€0:2€0}= ] 0; 0100y :=|]{0:.0:}

0oeo

((0:={x:VO€O:2c0}= () 0;  01NO0;:=[){01,04}
(0]@;

in Erinnerung. Insbesonders ist § = |J# € O. Hingegen diirfen wir (] nicht un-
eingeschriankt bilden, denn dies liefert die Klasse (Unmenge) aller Mengen. Da wir
aber hier nur Teilmenge einer fixen Menge X = R™ betrachten, kénnte man () als

X definieren (Dies ist nicht ganz sauber, da wir §) nicht ansehen kénnen fiir welches
X wir (0 betrachten).

Weiters wird es vor allem in der Topologie wichtig sein exakt zwischen ‘€’ und ‘C’
zu unterscheiden. Beachte, dal 0 € N, 1 € N, ..., aber je nach Definition auch
0cN,1cN,2CN,....Denn am einfachsten definiert man rekursive 0 := ) und
n+1:={n,{n}} ={0,...,n}.

1.1.1 Definition (Topologie).
Allgemein nennt man nun eine Menge O von Teilmengen einer Menge X (d.h. O C
P(X), wobei P(X) :={A: AC X} die Potenzmenge von X ist) eine TOPOLOGIE
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1.1 BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN.1.3

(und ihre Elemente heifien die offenen Mengen der Topologie) falls sie die folgenden
Axiome erfiillt:

(00). X € O (und h € O).
(Ol) YO1,0, € 0O:0:N0Os € 0.
(02). VO C O :JOp := Upep, O € 0.

Eine Menge X zusammen mit einer Topologie O auf ihr heiflt topologischer Raum.
Beispiele

1. Die offenen Mengen eines metrischen Raums bilden eine Topologie, siehe
Aufgabe (U.

2. Essei O:={Y :Y C X} =: P(X). Dies ist die DISKRETE TOPOLOGIE. Sie
kann auch durch die Metrik

0 firz=y
d(x,y) =
(z,9) {1 sonst

beschrieben werden.
3. Es sei O := {0, X}. Dies ist die INDISKRETE TOPOLOGIE.

1.1.2 Definition (Umgebung).

In topologischen Réumen kénnen wir nun Umgebungen wie folgt definieren: Eine
Menge U C X heiit UMGEBUNG von ¢ € X <= 30 € O : z € O C U. Beachte,
daB wir nicht (wie viele) voraussetzen, dal Umgebungen offen sind (wir wollen
ja auch abgeschlossene e-Umgebungen betrachten kénnen). Jede Obermenge einer
Umgebung ist somit selbst Umgebung.

Die Familie der U(z) := {U C X : U ist Umgebung von z} besitzt offensichtlich
folgende Eigenschaften:

(U0). U(x) #D; UeU(z) =xzeU; Uecl(x), U DU = Uy €U(x).
(Ul) Ul,UQ EM(JL‘) = Ui NU; EZ/{(CC)
(U2). UelU(z) = Up: z €Uy CU und Vy € Uy : Uy € U(y).

Durch die Familie {{/(x) : x € X} sind die offenen Mengen bereits eindeutig fest-
gelegt, denn eine Menge O C X ist genau dann offen, wenn sie Umgebung all ihrer
Punkte ist: (=) Sie ist nach Definition eine Umgebung. (<) Es existiert also zu
jeden z € O ein offenes O, mit x € O, C O. Also ist O = Umeo O, offen nach
(02). Achtung wenn wir {O,, : x € X} betrachten so haben wir das Auswahlaxiom
(siehe ) auf die Familie der nicht-leeren Mengen {0, € O : 2 € O; C O} fiir
x € O angewendet. Wenn wir dieses vermeiden wollen, so kénnen wir ebensogut
zeigen, daB O = J{O; € |J,U(x) : O1 C O} ist.

1.1.3 Lemma (Topologie via Umgebungen).

Jede Familie {U(x) : x € X} von Mengen U(x) bestehend aus Teilmengen von
X, die (U0), (U1) und (U2) erfiillt, ist gerade die Familie der Umgebungen einer
eindeutig bestimmten Topologie.

Beweis. Falls dies die Familie der Umgebungen einer Topologie ist, so miissen nach
dem zuvor Gesagtem die offenen Mengen gerade jene sein, die Umgebung all ihrer
Punkte sind. D.h. O C X ist offen & Vo € O : O € U(x). Dies als Definition der
offenen Mengen liefert eine Topologie:

(00). folgt aus X € U(z) wegen (U0).
(O1). Oy, Os offen = YV € O1 N Oz: O; € U(x). Folglich ist O1 N Oy € U(x) nach
(U1), also O1 N O4 offen.
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1.151 BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

(02). O; offen = Vo € |J;0;3i : v € Oy, also O; € U(x). Folglich ist |J; O; 2 O;
in U () nach (U0), also |J; O; offen.

Die Mengen in U (x) sind gerade die Umgebungen von z in dieser Topologie:

(=) U € U(x) = Uy € U(xz) mit Uy C U und Yy € Uy : Uy € U(y) nach (U2).
Also ist Uy nach Definition offen und U O Uy 3 x eine Umgebung von z.

(<) Es sei U eine Umgebung von z, dann existiert ein offenes O mit © € O C U.
Also ist O € U(x) und damit auch U € U(x) nach (UO0). O

1.1.4 Definition (Basis einer Topologie).

Da man iiblicherweise nicht alle offenen Mengen explizit angeben kann oder will,
und es ja fiir Konvergenz nur auf die “kleinen” offenen Mengen ankommt, definiert
man eine BASIS B einer Topologie O als eine Teilmenge B C O, sodafl fiir jedes
z € O € O ein Og € B existiert mit x € Oy C O.

Solch eine Basis B hat offensichtlich die beiden Eigenschaften:

(B0). Ve XU e B:z € U,dh. UB=X
(Bl). zeU;eBfirie{1,2} =30 eB:2eU CU NUs.

Beachte, daf§ eine Menge O C X genau dann offen ist, wenn Va € O30, € B: z €
0, CO,dh O:= U{OO eB:0y C O}

(=) offensichtlich, da B eine Basis ist.

(<) Esist O=J, 0, € O wegen BC O und (02).

Man sagt der topologische Raum erfiillt das 2. ABZAHLBARKEITSAXIOM falls er
eine abzahlbare Basis seiner Topologie besitzt.

1.1.5 Lemma (Topologie via Basis).
Jede Menge B von Teilmengen von X mit den Figenschaften (B0) und (B1) ist
Basis einer eindeutig bestimmten Topologie.

Beweis. Die einzig mogliche Topologie die B als Basis besitzt hat nach dem zuvor
gesagten gerade jene O C X als offene Mengen, fiir die Vz € O30, € B mit O, C O.
Also genau jene O die Vereinigung aller ihrer Teilmenge aus B sind.

(00). folgt aus (BO).

(O1). 01,04 offen = Va € O1 N 023U, Us € B mit U; C O,. Nach (B1) existiert
einU € Bmitx €e U CU; NUy C O1 NO3, d.h. O1 N Oy ist offen.

(03). Es seien alle O; offen, d.h. O; = |J{U € B : U C O;}. Dann ist |J; O;
ebenfalls eine Vereinigung von Mengen in B und somit offen.

SchlieBlich ist B eine Basis von O, denn Vz € O € O existiert nach Konstruktion
von O ein O, € Bmit x € O, C O. O

Beispiele.

1. Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann bildet die Menge {U.(z) : = €
X,e > 0} aller offenen Bille eine Basis einer Topologie, die METRISCHE
ToPOLOGIE. Man erhélt dieselbe Topologie, wenn man z.B. nur die Biille
mit Radius % fir n € N verwendet. Auf R™ geniigt es sogar die Mit-
telpunkte z auf alle x € Q™ einzuschranken, d.h. R™ erfiillt das zweite
Abzihlbarkeitsaxiom.

2. Es sei (X, <) eine linear geordnete Menge, d.h. < ist eine transitive Relation
(x < yund y < z = o < z) und fiir ,y € X tritt genau einer der 3
Fille x = y, x < y oder y < x ein. Dann bilden die offenen Intervalle
(a,b) :={r € X :a < <b}mita € XU{—o0} und b € X U {400}
die Basis einer Topologie, der sogenannten ORDNUNGSTOPOLOGIE. Wobei
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1.1 BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN.1.8

(—o0,b) :={z € X : 2 < b}, (a,+0) :={r € X :a <z} und (—o0, +00) :=

X sei.

Die Ordnungstopologie von (R, <) ist gerade die iibliche Topologie.

4. Wenn wir auf X := R|J{£oo} die iibliche Ordnung, d.h. vt e R: —oco < t <
+00 betrachten, so erhalten nach (2) eine Topologie. Diese kann auch durch

e

die Metrik d(x,y) := |arctan(z) — arctan(y)| beschrieben werden U

5. Insbesonders kann man die Ordnungstopologie aus Beispiel (2) auf (Mengen
von) Ordinalzahlen betrachten. Beachte dazu, dafl eine ORDINALZAHL nach
Definition eine bzgl. '€’ WOHLGEORDNETE MENGE ist (d.h. linear geordnet
und jede nicht-leere Teilmenge besitzt ein Minimum).

6. SORGENFREY-GERADE: X = R, B := {[z,y) : ¢ < y} ist Basis einer To-
pologie ohne zweites Abzéhlbarkeitsaxiom: Wenn By irgendeine Basis dieser
Topologie ist, so gibt es zu jedem x € R ein U, € By mit € U, C [z,z+1).
Folglich ist U, # U, fir ¢ < y, denn z € U, ¢ [y,y + 1). Da es aber
iiberabzahlbar viele z € R gibt, mufl auch By tiberabzéihlbar sein.

1.1.6 Definition (Subbasis einer Topologie).
Unter einer SUBBASIS EINER TOPOLOGIE O versteht man eine Teilmenge S C O,
deren siamtliche endliche Durchschnitte eine Basis der Topologie bilden.

Jede beliebige Menge S von Teilmengen von X ist Subbasis einer eindeutigen Topo-
logie O, denn die Menge B := {S;N---NS, : S; € S} aller endlichen Durchschnitte
(inklusive des Durchschnitts X der leeren Familie) erfiillt die Eigenschaften (B0)
und (B1):

(B0). Esist x € X € B.
(B1). Essei O1,09 € B also Durchschnitte endlich vieler Mengen in S, so ist auch
01 N Oy ein solcher.

1.1.7 Definition (Umgebungsbasis).
Unter einer UMGEBUNGSBASIS U, eines Punktes x € X versteht man eine Menge U,
von Umgebungen von z, sodafl jede Umgebung von z ein Element U € U, enthélt.

Ein topologischer Raum erfiillt das 1. ABZAHLBARKEITSAXIOM, wenn jeder Punkt
eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt.

Wenn B eine Basis von O ist, dann ist offensichtlich U, := {U € B : x € U} eine
Umgebungsbasis von x. Folglich folgt erste Abz#ihlbarkeitsaxiom aus dem zweiten.

Unter einen UMGEBUNGSBASIS (U )zcx eines topologischen Raumes verstehen wir
eine Familie bestehend aus je einer Umgebungsbasis U, fiir jeden Punkt z € X.
Solch ein System hat die folgenden Eigenschaften:

(UB0). Ve € X: U, #0; U e U=z € U.
(UBl) U, Uy eUp,=3U €U, : U C U NUs.
(UB2). U € Uy=3Us : 2 € Uy C U Yy € Uo3U, €U, : U, C Up.

Zu (UB2): Es sei Uy C U offen mit & € Uy. Dann ist Uy Umgebung aller y € Uy,
also existieren U, mit y € U, C Uy.

Jede Umgebungsbasis (U ).cx eines topologischen Raums definiert eine Basis B :=
U,ex U(x) der Topologie.

1.1.8 Lemma (Topologie via Umgebungsbasis).
Jede Familie (Uy)zex von MengenU, C P(X), die die Figenschaften (UBO0), (UB1)
und (UB3) besitzt, ist Umgebungsbasis einer eindeutig bestimmte Topologie auf X .
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1.11.d BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

Beweis. Nach Definition einer Umgebungsbasis einer Topologie, sind die Umge-
bungen von x gerade die Obermengen von Mengen in U,. Wir definieren also
U(x):={U C X :3V e U, : U D V}. Dann gilt:

(U0). X € U(x); Nach (UBO) ist z € U fiir alle U e U(x); U DV € U(z)=U €
U(x) ist offensichtlich.

(U1). Es sei U, Us € U(x). Also existieren V1, Vs € U, mit V; C U;. Nach (UBI)
existiert ein V € U, mit V C Vi NV, C Uy NUy, also ist Uy NUy € U(x).

(U2). U € U(x), also existiert ein U’ € U, mit U D U’. Nach (UB3) existiert ein
Up mit x € Ug CU" und Yy € UpdV € U, : V C Uy, also Uy € U(y). O

1.1.9 Beispiele.

1. Fiir eine metrischen Raum (X,d) bilden die Bille U.(zx) = {y € X :
d(y,z) < €} eine Umgebungsbasis. Aber ebenso auch die abgeschlossenen
Bille A.(x) : {y € X : d(y,z) < ¢} fiir € > 0 und zwar derselben Topologie.

2. Fiir jeden uniformen Raum bilden die Umgebungen {y : d(y,x) < e} mit
e > 0 und d € D eine Umgebungsbasis.

3. Die NIEMYTZKI-EBENE X := {(x,y) € R? : y > 0}. Es sei

U, (1‘0 yo) = {{(J?,y) : ‘(Z‘,y) - (any0)| < 6} fiir Y0 75 0
5 ) {(.’,E(),O)} U {(I7y) : |(I,y) — ($07€)| < 5} fiir Yo = 0

1.1.10 Definition (Abgeschlossene Menge). Eine Menge A C X eines to-
pologischen Raumes heifit ABGESCHLOSSEN & A := X \ A ist offen. Wegen der
De’Morgan’schen Gesetze (~(JA = (N eq~A, ~NA = Uygea~A) erfiillt die
Menge A aller abgeschlossenen Teilmengen von X folgende 3 Eigenschaften:

(A0). 0 € A;
(Al) Ay, Ay € A=A U Ag € A,
(A2). Ay C A=Ay € A

Und aus den gleichen Grund und ~~A = A ist jedes Mengensystem .4 mit diesen
Eigenschaften die Menge aller abgeschlossenen Mengen einer eindeutig bestimmten
Topologie O := {~A: A € A}.

Beispiele.

1. Die Menge der endlichen Teilmengen einer Menge X ist zusammen mit X
selbst erfiillt (A0)-(A2), beschreibt also eine eindeutige Topologie auf X.

2. Die ZARISKI-TOPOLOGIE: Es sei Poly die Menge aller Polynome (in 1 bzw.
mehreren Variablen und mit reellen bzw. komplexen Koeffizienten). Fiir jede
Teilmenge I C Poly sei Z(I) := (\;e; f~1(0) :={z: Vf € I : f(z) = 0} die
gemeinsame Nullstellenmenge. Dann erfiillt {Z(I) : I C Poly} ebenfalls die
Eigenschaften (A0)-(A2) und definiert somit eine Topologie, die sogenannte
Zariski-Topologie, die in der algebraischen Geometrie von grofler Bedeutung
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1.1 BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONHN].11

ist: Bs ist Z(I1) U Z(I2) = Nyer, F710) U Nyer, 91 0) = Nyery gen(f
g)"1(0) = Z(I), wobei I := {f-g: f € I,g € I}, und weiters ist N; Z(1;) =

2, 1).

1.1.11 Definition (Abschluf). Der ABSCHLUSS Y einer Teilmenge Y C X ist als
Y = ﬂ{A :Y C A C X, A ist abgeschlossen }

definiert, d.h. Y ist die kleinste abgeschlossene Menge die Y enthilt. Weiters gilt:

Lemma (Beschreibung des Abschlusses).
reY & VU eU(x): UNY # 0.

Beweis. (=) Indirekt: Angenommen 3U € U(x) : UNY = 0. Es sei O offen mit
r €O CU und A :=~0. Dann ist A abgeschlossen und A2 Y, da O CU C ~Y,
also v ¢ A DY, ein Widerspruch.

(<) Indirekt: Angenommen y ¢ Y, d.h. es gibt ein abgeschlossenes A O Y mit
y¢ A alsoy € U :=~AC ~Y und somit ist U NY = () ein Widerspruch. O

Offensichtlich ist eine Menge Y genau dann abgeschlossen, wenn Y =Y ist.
Die Abschluf-Bildung Y +— Y hat folgende Eigenschaften:

(CLO). 0 = 0.
(CL1). YUZ=YUZ.
(CL2). YCY =Y.

Beachte, daf aus (CL1) die Monotonie folgt, denn Y C Z=Y U Z = Z=7 =
YUZ=YUZ=Y CZ.

Es gilt nicht immer Y N Z =Y N Z, siehe Aufgabe (.)

Man kann in der Tat leicht zeigen, da8 jede Abbildung Y +— Y, P(X) — P(X)
die (CL0)-(CL2) erfiillt die Abschlu-Bildung einer eindeutig bestimmten Topologie
ist, deren abgeschlossene Mengen gerade die Fixpunkte A = A dieser Abbildung
sind.

Dual dazu definiert man das INNERE Y° von Y als

Yo =X\ (X\Y)=|J{U:UCY,Uistoffen} ={z € X : IV €Uy : U CY}.

Das Innere-nehmen hat folgende duale charakterisierende Eigenschaften:

1. X°=X.
2. (YnZ)y=vY°nZze.
3. Y DY°=(Y°)e.

Definition (Hiufungspunkt und Verwandtes).

Der RAND Y von Y ist definiert durch Y :=Y \ Y° =Y N X \ Y und somit ist
T €Y &VU €U, :UNY #Pund UN(X\Y) # 0. Esist Y = YUY und Y° =
Y\ 9Y.Fir Y C X := R in der {iblichen Topologie ist Y = < Y € {0, X}. Ein
topologischer Raum mit dieser Eigenschaft heif3t ZUSAMMENHANGEND und 9Y = )
bedeutet, dal Y sowohl offen als auch abgeschlossen ist (engl.: “clopen”).

Es ist (X, P(X)) selbstverstéindlich nicht zusammenhéngend (falls X mindestens 2
Punkt besitzt).

Ein Punkt = heifit HAUFUNGSPUNKT (engl.: accumulation point) von A & z €
A\ {z},d.h. VU € U, : UN(A\{z}) # 0. Wir setzen A? := {x : x ist Hiufungspunkt von A}.
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1.11.1 BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

Ein Punkt € A heifit ISOLIERTER PUNKT von A & z € A\ A%, dh. I3U € U, :
UNA=/{z}.

Eine Folge (z,,)n heifit KONVERGENT gegen T, € X (man schreibt x,, — ) 1<
VU € U(zo0)3NYR > N : 2, € U.

Eine Menge Y C X heit DICHT in X :< Y = X, dquivalent UNY = (), U offen =
U=10.
Ein topologischer Raum heifit separabel :<= Xy C X, dicht und abzéhlbar. Aus

dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom folgt die Separabilitit, denn dazu geniigt es aus
jeder offenen Menge U # () einer Basis einen Punkt auszuwéhlen.

Bemerkung. Es sei 2, € A C X mit z, — 2o in X. Dann ist 2o, € A, denn
VU € U(xoo)INzy € ANU.

Die Umkehrung, dafl jeder Punkt z, € A Limes einer Folge (z,,), in A ist, gilt fiir
topologische Riume, die das 1. Abzihlbarkeitsaxiom erfiillen: Sei nimlich 2., € A
und U (2~ ) = {U, : n € N} eine abzéhlbare Umgebungsbasis. Indem man U,, durch
ﬂk<n Uy, ersetzt darf man annehmen, daf§ U,, D U, 1. Fiir jedes n wihlen wir nun
ein z, € ANU,. Dann ist (z,) eine Folge in A die gegen x., konvergiert.
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1.1 BESTANDSAUFNAHME, MOTIVATION UND GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN.2.4

1.2 Stetigkeit

1.2.1 Definition (Stetigkeit).

Es seien X und Y topologische Rdume. Dann heifit eine Abbildung f : X — Y
STETIG bei 7 € X :& VV e U(f(z)) : f~H(V) e U(x).

Sie heifit STETIG (auf X) :& f ist stetig bei jedem x € X.

Offensichtlich ist die Zusammensetzung stetiger Abbildungen stetig, denn (f o
9 W) =g~ ().

1.2.2 Lemma (Stetigkeit via Umgebungsbasen).

Es seien X und Y topologische Riume, x € X, U, eine Umgebungsbasis von x in
X und Uy eine solche von f(x) in'Y. Dann ist f genau dann stetig bei x, wenn
YV elUpydU €U, : f(U)C V.

Beweis. (=) YV € Upn) C U(f(x)) ist f~H(V) € U(x), also U € U, : U C
F7YH(V), oder #quivalent f(U) C V wegen dem folgenden Lemma. (<) Sei V €
U(f(x)). Dann existiert ein Vo € Up(,) mit f(z) € Vo € V. Nach Voraussetzung
existiert somit ein U € U, mit f(U) C V;. Nach ist dann aber U C f=1(Vp) C
F7H(V), also f~1(V) e U(x). O

1.2.3 Lemma (Bilder und Urbilder).
Esseif: X -Y, ACX, ACP(X), BCY und BCP(Y). Dann ist

1. AC f7%(B) & f(A) C B.

“H~B) =~f"1(B).
“HUB)=U{f*(B): BeB}.
“YNB)=N{f"*(B): BeB}.
(UA) =U{f(A4): Ac A}

(NA) SN{f(A) - Ae A}
“Y(f(A)) 2 A und f(f~1(B)) C B.

No e W
R LY

Beweis. (1) Esist AC f7Y(B) & VzecA:xe f{(B)eVrecA: fz) B &
f(A)C B.

(2) Esist v € ~f7Y(B) & —(x € f~1(B)) & ~(f(x) € B) & f(x) € ~B.
B)Esistz e f Y (UB) & fle)e UB& IBeB: fr)e B&3IBeB:z¢€
f7YB) ez eUpesfH(B).

(4)Esist z € f7Y(NB) & flx) e B VBeB: f(x) e B&VBeB:z¢e
f7HB) &z €Npep fH(B).

(5)Esistye f(UA) e TxecUA:y=flz) & rzFAc A:z € Aund y = f(2)
S dAcA:iye f(A) e yelUyea f(A).

6)Esistye f(NA e TreNA:y=f(z) & TavVAec A: 2z € Aund y = f(x)
=VAcAJrcA:y=f(x) e VAc A:yec f(A) & yeNaca f(A).

(7) ist offensichtlich. O
Beachte, daf die Bezeichnungen f(A) := {f(z) : x € A} und f~1(B) :={x: f(z) €
B} Mehrdeutig sind: z.B. fiir f : N — Nist jedes N € N auch Teilmenge von N und

somit mufl f(N) nicht {f(n) : n € N} sein. Es wire also besser — aber allgemein
uniiblich — Bild und Urbild mit f[A] und f~![B] zu bezeichnen.

1.2.4 Lemma (Charakterisierung der Stetigkeit).
Es seien X und Y topologische Rdume und S eine Subbasis von Y . Fiir eine Abbil-
dung f: X —Y sind folgende Aussagen dquivalent:
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1.2.6 1.2 STETIGKEIT

C f(A4) fiir alle AC X;
B) C f~Y(B) fiir alle BCY;
. fYB°) C f~YB)° fiir alle BCY.

Beachte, daff zwischen f(A°) und f(A)° keine allgemein giiltige Relation besteht.

t
(
(
~Y(B) ist abgeschlossen fiir alle abgeschlossenen B CY;
)
(

S Ot N

-

Beweis. (1=2) Es sei V C Y offen. Fiir jedes z € f~1(V) ist f(z) € V und somit
V eine Umgebung von f(z) und nach (1) ist f~1(V) eine solche von z, d.h. f=1(V)
ist offen.

(2=-3) ist offensichtlich.

(3=4) Es sei B C Y abgeschlossen. Wir zeigen, dafl f~1(B) abgeschlossen ist,
dh. ~f~YB) = f~}(~B) offen ist. Sei dazu = ¢ f~1(B) beliebig. Da f(z) ¢ B
existieren endlich viele V1,...,V,, € S mit f(z) € Vin---NV, C ~B. Die Menge
U=, f~1(V;) ist eine offene Umgebung von x mit U C ~f~*(B) = f~!(~B),
da f(U) = f(NF1Vi) CNFIF V) € NVi € ~B. Also ist  ein innerer
Punkt von f~!(~B) und somit ~f~!(B) offen.

(4=5) Nach (4) ist f=1(f(A)) 2 A abgeschlossen, also A C f~1(f(A)) oder
dquivalent f(A) C f(A).
(5=>6) Es sei A := f~Y(B). Nach (5) ist f(A) C f(A), also f~1(B) = A C
FHfA) = FHF(FHB)) € fFH(B).

(6=7) f71(B%) = f7H(~~B) = ~f T (~B) C ~f N (~B) = ~~f~1(B) = fT1(B)°.
(7=1) Esseiz € X und V € U(f(z)). Also ist f(z) € V° und somit x € f~1(V°) C
f71(v)°, d.h. f71(V) ist eine Umgebung von z. O

1.2.5 Proposition (Gleichmiflige Konvergenz).

Es sei X eine Menge und (Y,D) ein uniformer Raum (z.B. (R,d3)). Dann be-
trachten wir am Raum YX aller Abbildungen von X — Y die TOPOLOGIE DER
GLEICHMASSIGEN KONVERGENZ mit der Umgebungsbasis {Ue 4(f) : € > 0,d € D}
fiir f € YX wobei U, 4(f) :={g € YX :Vz € X : d(g9(z), f(x)) < e}. Eine Folge
(fn)n in konvergiert genau dann in Y gegen foo, wenn sie gleichmdflig konvergiert,
d.h. ¥d € DVe > 03N € NVn > NVz € X : d(fn(2), foo()) < €.

Falls X zusdtzlich ein topologischer Raum ist, so ist der Raum C(X,Y) der stetigen
Abbildungen X — Y abgeschlossen in YX.

Beweis. Wir zeigen hier, dafl der Grenzwerte einer Folge stetiger Funktionen wieder
stetig ist. Die allgemeine Aussage iiber die Abgeschlossenheit zeigen wir in Aufgabe
(31). Esseie >0,d € Dund g € X. Aus f,, — foo glm. folgt INVR > NVz € X :
d(fn(x)v foo(x)) < % Da fN stetig bei xg ist Eleovx € U:co : d(fN(w)v fN(xO)| < %
Somit gilt Vo € Uy, :

d(f(z), f(zo)) < d(f(x), fn(z)) +d(fn (), fn(20)) + d(fn(T0), foo(T0))
<e O

1.2.6 Definition (Spezielle Abbildungen).

Es seien X und Y topologische Raume.

Eine Abbildung f : X — Y heifit ABGESCHLOSSEN, falls f(A) C Y abgeschlossen
ist fiir alle abgeschlossenen A C X.

Sie heifit OFFEN, falls f(O) C Y offen ist fiir alle offenen O C X.
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Sie heift HOMOOMORPHISMUS, falls sie bijektiv ist und sowohl f als auch f—*
stetig sind. Man nennt zwei topologische Rdume X und Y HOMOOMORPH, falls ein
Homoéomorphismus f: X — Y existiert.

Eines der zentralen Probleme der Topologie ist es zu bestimmen ob zwei vorgegebe-
ne Rdume homéomorph sind oder nicht. Positiv wird die Frage am einfachsten da-
durch beantwortet, dafl man einen Hémomorphismus angibt, z.B. ist R und (—1,1)
vermoge t — %arctan(t) homéomorph. Eine negative Antwort ist allgemein viel
schwieriger zu beweisen. Ublicherweise wird man dabei so vorgehen eine topologi-
sche Eigenschaft zu suchen die nur einer der beiden vorliegenden Réume besitzt.
Z.B. ist R mit der standard Topologie nicht homéomorph zu der SORGENFREY-
GERADE, denn nur der erstere ist Zusammenhiingend. S* und [0,27) ist nicht
homomorph, denn entfernt man von S! einen Punkt, so bleibt der Raum zu-
sammenhéngend dies in [0, 27) nur fiir den Punkt 0 stimmt.

1.2.7 Proposition (Charakterisierung von Hom&omorphismus).
Fiir eine bijektive Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdiumen sind
dquivalent:

0 f ist ein Homoomorphismus;

. [ ist stetig und offen;

f(A) CY ist genau dann offen, wenn A C X es ist;

f~YB) C X ist genau dann offen, wenn B CY es ist. O
. [ ist stetig und abgeschlossen;

f(A) CY ist genau dann abgeschlossen, wenn A C X es ist;

f~YB) C X ist genau dann abgeschlossen, wenn B CY es ist;

S G W=

1.2.8 Definition (Initiale Topologie).

Die Menge aller Topologien auf einer Menge X ist beziiglich ‘C’ partiell geordnet
(d.h. reflexiv (z < ), antisymmetrisch (z < y, y = 2 = & = y) und transitiv).
Falls O; C O, so sagt man O, ist grober als Oy oder auch Os ist feiner als O;. Die
kleinste (grobste) Topologie ist die indiskrete und die grofite (feinste) Topologie ist
die diskrete.

Jede Menge {O; : j € J} von Topologien besitzt ein Infimum inf{O; : j € J} =
(; CalO; und somit auch ein Supremum (das Infimum der oberen Schranken),
letzteres besitzt als Subbasis die Vereinigung | J ; Oj der gegebenen Topologie und
somit als Basis {O;, N---N0O;, :n €N, {j1,...,jn} € J,0;, € O;,Vie {1,...,n}}
die Menge der endlichen Durchschnitte.

Wenn f: X — Y eine Abbildung ist und (Y, O) ein topologischer Raum, so ist ist
f sicher stetig beziiglich der diskreten Topologie auf X (Jede Abbildung ist also
stetig nach Wahl der Topologie). Interessanter ist die sogenannte bzgl. f INITIALE
ToPOLOGIE {f~1(0) : O € O}. Dies ist die grobste Topologie, sodafl f stetig ist.
Wenn X mit der bzgl. f initialen Topologie versehen ist, so sagt man auch f sei
INITIAL.

Allgemeiner: Wenn eine Familie von Abbildungen f; : X — X, in topologische
Réume (X;,O;) mit j € J gegeben ist, so existiert eine grobste Topologie, s.d. alle
f; stetig sind. Diese heifit die bzgl. {f; : j € J} INITIALE TOPOLOGIE. Eine Subbasis
dieser Topologie ist nach dem zuvor Gesagten durch UjeJ{fj_l(Oj) 1 0; € 05}
. . . . . ~1 —1

gegeben und eine Basis durch die endlichen Durchschnitte f; *(0;,)N---Nf; (0, )
fir {j1,...,jn} € J und offene O;, C X;,.

Falls X die bzgl. {f; : j € J} initiale Topologie trigt, so nennt man die Familie
{fj : j € J} eine INITIALE FAMILIE oder auch eine INITIALE QUELLE oder einen
initialen Kegel.
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Lemma (Universelle Eigenschaft initialer Familien).

Es seien (X, 0;) topologische Riume und f; : X — X, Abbildungen. Dann hat die
bzgl. {f; : j € J} initiale Topologie folgende universelle Eigenschaft: Eine Abbildung
f:Y — X von einem topologischen Raum nach X ist genau dann stetig, wenn es
alle Zusammensetzungen fjo f 1Y — X — X; sind.

FEine Folge x,, konvergiert genau dann gegen in x~ in X bzgl. der initialen Topo-
logie, wenn f;(x,) — fij(xoo) fiir alle j € J.

Beweis. Es ist f~1(U) offen fiir jedes Element U € Uj{ffl(Uj) :Uj € Oj} der
Subbasis von X genau dann, wenn f~1(U) = f_l(fj_l(Uj)) = (fj o f)1(U;) offen
ist fiir alle 7 und alle U; € Oy, d.h. alle f; o f stetig sind.

(=) Klar, da f stetig ist.

(<) Sei U ein Element der Subbasis der initialen Topologie welches o, enthélt, d.h.
U:= f;l(Uj) fir ein j € J und offenes U; C X;. Da f;(z,) — fj(voo) existiert ein
N € N mit f(z,) € U; fir allen > N, also z,, € fj_l(Uj) =U. Also z, = Too. O

Folgerung (Initialitit bei Zusammensetzungen).

Die Zusammensetzung initialer Familien ist initial, genauer: wenn sowohl (f; :
X — Xj)jes initial ist als auch (fjr : X; — Xjp)res, fir alle j € J, so auch
(fch (e] .fj : X — Xj — Xj7k)jej,kejj.

Ist andererseits die Zusammensetzung von Familien stetiger Abbildungen initial, so
auch die erste Familie (f; : X — X;);e.

Beweis. (1) Wegen dem obigen Lemma geniigt die universelle Eigenschaft zu
iiberpriifen. Sei also f : ¥ — X eine Abbildung. Dann ist f genau dann stetig,
wenn fjo f:Y — X — X es fiir alle j € J ist, und das ist wiederum genau dann
der Fall, wenn fjro fijof:Y = X — X; — X, esist fur alle k € J;.

(2) geht analog, siehe Aufgabe (34). O
Spezialfille:

1.2.9 Proposition (Teilraum-Topologie).

Es sei Y eine Teilmenge eines topologischen Raums (X, 0). Dann nennt man die
bzgl. der Inklusion inj : Y — X initiale Topologie auch die TEILRAUM- oder SPUR-
TOPOLOGIE.

Die universelle Figenschaft der Spurtopologie besagt, dafl eine Abbildung f : Z —Y
von einem topologischem Raum Z nach Y genau dann stetig ist, wenn sie es als
Abbildung Z — Y C X nach X ist.

Die offenen (resp. abgeschlossenen) Teilmengen von 'Y sind genau die Spuren BNY
der offenen (resp. abgeschlossenen) Teilmengen von X.

Der Abschluf B einer Teilmenge B CY in'Y ist gerade die Spur BYNY des
X .
Abschlusses B~ in X.

Eine Folge x, € Y konvergiert genau dann in der Spurtopologie gegen x € Y,
wenn ste dies in X tut.

Die Inklusion inj ist genau dann eine offene (resp. abgeschlossene) Abbildung, wenn
Y in X offen (resp. abgeschlossen,) ist.

Analoges gilt nicht fiir das Innere, siche Aufgabe (35).

Beachte, dafl bei der Aussage iiber Konvergenz x., € Y vorausgesetzt ist. Andern-
falls stimmt die Aussage nicht (betrachte z.B. ein offenes Intervall Y in X = R).
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Beachte weiters, daf eine in Y bzgl. der Spurtopologie offene Menge nicht in X
offen zu sein braucht. Z.B. ist immer Y in Y offen aber keinesfalls immer in X.

Beweis. Fiir die offenen Menge gilt die angegebene Beschreibung fiir die initiale
Topologie. Da inj : Y — X stetig ist, ist auch BNY := inj~!(B) abgeschlossen fiir
jedes abgeschlossene B C X. Umgekehrt sei A C Y abgeschlossen im Teilraum Y.
Dann ist Y \ A offen in YV, also existiert ein offenes O C X mit ONY =Y \ A.
Folglich ist (X \ O)NY = A.

Da inj : Y — X stetig ist, ist B ny = inj™"(B) 2 inj *(B) = B und umge-
kehrt ist B abgeschlossen in Y also existiert nach dem zuvor Gesagten eine in X
abgeschlossene Menge A mit ANY = EY D B. Also ist B € A und somit auch
B CA,dhB =AnY 2B nY.

Die Offenheit/Abgeschlossenheit der Abbildung inj ist offensichtlich dquivalent zu
jener der Teilmenge Y in X, denn letzteres impliziert, daf jede offene/abgeschlos-
sene Menge A C Y die Spur BNY einer solchen Menge B in X ist, also auch in X
offen/abgeschlossen ist. O

Definition (Einbettung).

Eine Abbildung f : Y — X heifit EINBETTUNG, wenn sie einen Homéomorphismus
Y — f(Y) induziert, wobei f(Y) mit der von X ererbten Spurtopologie versehen
wird, d.h. salopp formuliert, daf} sie bis auf Homoéomorphie die Inklusion eines
Teilraums ist.

Lemma (Charakterisierung von Einbettungen).

Eine Abbildung ist genau dann eine Einbettung, wenn sie eine injektive initiale (d.h.
X trigt die bzgl. f initiale Topologie) Abbildunyg ist:

(=) Jeder Homdomorphismus ist injektiv und initial und die Inklusion jedes Teil-
raums ist es ebenfalls, also auch deren Zusammensetzung f 1Y — f(YV) — X.

(<) Umgekehrt ist mit der Zusammensetzung f : Y — f(Y) — X auch die Ab-
bildung f :' Y — f(Y) injektiv und initial. Sie ist stetig nach der universellen Figen-
schaft der Spurtopologie und surjektiv nach Konstruktion, also ein Homoéomorphismus.

1.2.10 Produkte. Zu zwei topologischen Riume (X7, O1) und (Xa, O3) betrachten
wir das kartesische Produkt X; x X, = {(2!,2?) : 2! € X;,2% € X3}. Dann
bilden die Rechtecke U; x Us mit offenen U; C X; und offenen Us; C X5 die Basis
einer Topologie (siche Aufgabe (23)), der sogenannten Produkt-Topologie. Dies ist
gerade die initiale Topologie bzgl. der Familie (pr; : X1 x X2 — Xj)ieq1,2), wobei
pr; : X1 x Xo — X; die Abbildung (z!, 2?) +— z¢ ist. Konvergenz in dieser Topologie
ist gerade die Koordinaten- (oder auch Komponenten—)weise.©

Allgemeiner gilt:

Proposition (Produkt-Topologie).

Es seien (X, 0;) topologische Riume und X := [];c; X; :=={f:J — U; X, :
f(j) € X;} das kartesische Produkt der zugrunde liegenden Mengen X;. Die bzgl.
der Familie der Projektionen prj, : HjeJXj — X fir j' € J initiale Topologie
heifst PRODUKT-TOPOLOGIE.

Die universelle das Produkt charakterisierende Figenschaft besagt, daf$ zu jeder Fa-
milie stetiger Abbildungen f; : Y — X, von einem topologischen Raum Y in die
Faktoren X eine eindeutige stetige Abbildung f = (f;); : Y — HjeJXj existiert,
die prjof = f; erfillt.
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Eine Basis der Produkt-Topologie wird durch die Mengen Hje.] U mitU; € O; und
Uj = X, fiir fast alle j € J gegeben.
Die Konvergenz in Hj X; ist gerade die Komponenten- oder auch Koordinaten-

weise.

Ein Produkt []; A; # 0 ist genau dann abgeschlossen, wenn es alle A; C X sind.
Der Abschlufs von []; A; ist gerade []; A;

Produkte vertauschen mit Teilrdumen, d.h. wenn Teilrdume Y; von X; gegeben sind,
so st [[;c;Y; ein Teilraum von [];c; X;.

Die Projektionen pr; sind offene aber nicht abgeschlossene Abbildungen.

Beachte, daf3 das das Auswahlaxiom gerade besagt, dafi jedes Produkt nicht-leerer
Mengen nicht leer ist.

Beweis. Es ist

pr;ll(Uj )ﬁ~-~ﬂprj7nl(an) = {x = (z;)j x5, €Uj,,...,x5, € an} = HUJ’
J

wobei
Uj falls ] = jk
U; =
X; andernfalls.

Allgemein gilt fiir initiale Topologien, da8 z,, — z genau dann, wenn f;(z,) —
fi(zso) fiir alle j gilt.

Esist z = (2;); € ][; A; genau dann, wenn jedes Element []; U; der Basis Welcihes
x enthélt die Menge []; A; trifft, d.h. aus z; € U; folgt U; N A; # 0, ie. z; € A;.

Die Projektionen sind offen, denn die Bilder der Basis sind es. O

Bemerkung. Falls Y; =Y fiir alle j € J so ist HjeJ Y =Y, siche auch Aufgabe

(6) und (24) fiir RY. Die Punktweise Konvergenz ist also nichts anderes als die
Koordinaten-weise Konvergenz.

Proposition (Initiale Familie liefern Einbettungen).

Jede Raum X mit der initialen Topologie bzgl. einer Punkte-trennenden Familie von
Abbildungen f; : X — X; kann eingebettet werden in Hj X; vermdge f = (f;);-
Die uniformisierbaren Rdume sind genau die topologischen Rdume, die in ein Pro-
dukts von R einbettbar sind.

Jedes Produkt von metrisierbaren oder sogar uniformer Rdume ist uniformisierbar.

Beweis. In der Tat ist nach der universellen Eigenschaft die Abbildung f stetig.
Sie ist injektiv, da die Familie Punkte-trennend ist. Und f ist initial, da die Familie
{fj:jeJ}esistund f; = pr;of gilt.

(=) Sei also (X, D) ein uniformer Raum. Fiir y € X und d € D ist die Abbildung
dy : © — d(z,y) (glm.) stetig. Offensichtlich ist die Familie {d, : y € X,d € D}
initial und Punkte-trennend, also ist (dy)yex,dep €ine Einbettung von X in RX*P,

Umgekehrt ist jeder Teilraum von X7 uniformisierbar bzgl. der Pseudo-Metriken
dj,(z,y) = max{|z? — y/| : j € Jo} wobei Jy die endlichen Teilmengen von .J
durchlauft. O

1.2.11 Definition (Finale Topologie).

Dual zur initialen Topologie verstehen wir unter der bzgl. einer Familie von Abbil-
dungen X; — X finalen Topologie die feinste Topologie auf X, sodafl alle Abbil-
dungen f; : X; — X stetig sind. Eine Menge U C X ist in dieser Topologie genau
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dann offen (resp. abgeschlossen), wenn alle Urbilder f;l(U ) € X, es sind. Eine

Menge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn alle Urbilder fj_l(A) C Xj es

sind, denn f;l(NA) = ijfl(A) nach Sublemma . Aus Basen von X; 148t
sich jedoch im allgemeinen eine (Sub-)basis von X nicht explizit angeben.

Die finale Topologie hat folgende sie charakterisierende universelle Eigenschaft: Eine
Abbildung f: X — Y in einen topologischen Raum Y ist genau dann stetig, wenn
es alle Zusammensetzungen fo f; : X; — X — Y sind.

Die Zusammensetzung finaler Kegel ist wieder final, und ebenso ist der zweite einer
finalen Komposition ebenso final.

1.2.12 Proposition (Quotienten-Topologie).

Es sei X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X (d.h. symme-
trisch, reflexiv und transitiv). Weiters seiY := X/~ die Menge der ~-A quivalenzklassen
und m: X =Y die surjektive Abbildung x — [x]. := {2’ € X : 2’~zx}. Die bzgl.
finale Topologie auf Y heifit QUOTIENTEN-TOPOLOGIE und Y heif$t QUOTIENTEN-
Raum.

Sie besitzt folgende universelle Eigenschaft: Eine Abbildung f :'Y — Z in einen
topologischen Raum Z ist genau dann stetig, wenn es die Zusammensetzung f o :

X —-Y — Z ist.

Die offenen (resp. abgeschlossenen) Mengen B C'Y sind genau jene, fir welche
7 YB) C X es ist. O

Spezialfille. Es sei A C X abgeschlossen. Dann versteht man unter X/A den
Raum X/~ 4, wobei x~ 4y genau dann wenn z = y oder z,y € A.

Z.B. ist D" /9D"™ = S™ wobei D" := {z € R™: ||z| < 1} C R™

Der Kegel CX iiber einen topologischen Raum X ist (X x I)/(X x {0}). Fiir ein
grundlegendes Beispiel siehe Aufgabe (47).

Es erfiillt R/Z nicht das erste Abzéhlbarkeitsaxiom: Eine Umgebungsbasis von {Z}
ist durch die Bilder der Mengen J, o, (k — e,k + &) mit £x > 0 gegeben. Ach-
tung R/Z hat auch noch eine andere Bedeutung. Sei ndmlich allgemein G eine
topologische Gruppe (d.h. eine Gruppe die eine Topologie trigt fiir welche Mul-
tiplikation und Inversion stetig sind) und H eine (abgeschlossene) Untergruppe.
Dann versteht man unter G/H den Raum G/~p der Nebenklassen, wobei z~ gy
& Jh € H : y = h-z. In diesen Sinn ist R/Z = S*.

Ein allgemeinere Konstruktion erhilt man, wenn eine Gruppe G (z.B. R) auf einem
topologischen X operiert, d.h. wir einen Gruppenhomomorphismus G — Iso(X) :=
{f: X — X : f ist Homomorphismus} gegeben haben. Wir schreiben g - z fiir das
Bild von x unter den zu g gehérenden Homéomorphismus. Dann versteht man unter
X/G den Raum X /~¢ der Orbits, wobei x~gy :< Jg € G : y = g-x. Insbesonders
liegt diese Situation vor, wenn wir eine gewohnliche Differential-Gleichung vorliegen
haben. Diese liefert eine Wirkung von R.

Definition (Quotienten-Abbildung).

Unter einer QUOTIENTEN-ABBILDUNG f : X — Y versteht man eine Abbildung, die
einen Homdomorphismus f : X/~¢ — Y induziert, wobei die Aquivalenzrelation
~ durch z~ 2’ i f(x) = f(2') gegeben ist, und f : X/~; — Y durch f([x]wf) =
().

Eine Abbildung ist genau dann eine Quotienten-Abbildung, wenn sie surjektiv und
final ist. Letzteres heifit, dal Y die finale Topologie bzgl. f tragt.
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Jede abgeschlossene oder offene surjektive stetige Abbildung ist eine Quotienten-
Abbildung (f(f~'B) = B), nicht aber umgekehrt, d.h. Quotienten-Abbildungen
sind nicht notwendig offen ((cos,sin) : [0,27] — S') oder abgeschlossen (pr; :
RZ — R).

Einschrinkungen von Quotienten-Abbildungen sind nicht immer Quotientenabbild-
ungen.

Beispiel: exp : [0,27] — S, t — e ist Quotienten-Abbildung, nicht aber die
Einschrinkung f1 := exp |jg2.) — S* (betrachte die offene Menge [0, )).
Produkte von Quotienten-Abbildungen sind nicht immer Quotienten-Abbildungen.
Beispiel: Es sei 7 : R —» R/Nund X :=R\ {1 :1<neN}. Dannist f:=m x X :
R x X — R/N x X keine Quotienten-Abbildung, denn A := {(i + %, 14 )iz
1,7 > 2} ist (Folgen-)abgeschlossen in R x X also wére auch f(A) abgeschlossen
wegen A = f71(f(A)), aber ([1]~,0) € f(A)\ f(A): Sein ndmlich W eine offene
Umgebung von ([1]~,0) in R/N x X. Also existiert ein § > 0 und 4, > 0 mit
{(m(z),y) : |[x —n| < dy,ly — 0] <6} € f~(W). Wir wihlen 1 < § und danach
j > 2 mit %Jr? < 6 und % < ;. Dann ist (z+%,%+§) € AN f~1(W) und somit
ist f(A)NW #£ 0.

\..
\..
\..

o
=
N
w
S

1.2.13 Proposition (Summe, Koprodukt oder disjunkte Vereinigung).
Es seien (X, O;) topologische Raume. Wir betrachten die disjunkt(-gemacht)e Ver-
einigung |_|j€JXj = U{j} x X; und die Abbildungen inj; : X — |_|j X,z —
(j', ). Die finale Topologie auf | |; X; heift die SUMMEN-TOPOLOGIE und | |; X;
mit dieser Topologie wird als KOPRODUKT oder auch DIREKTE SUMME der X; be-
zeichnet.

Eine Teilmenge A C [_|j X, ist genau dann offen (resp. abgeschlossen), wenn es die
Spuren ‘AN X, "= injj_l(A) C X; sind.
Insbesonders sind die X; eingebettet als offen-abgeschlossenen Mengen {j} x X;.

Die universelle Eigenschaft besagt, daf$ zu jeder Familie f; : X; — Y stetiger Abbil-
dungen in einen topologischen Raum Y eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung
= |_|j fi: |_|j X — Y existiert, die f oinj; = f; erfiillt. O

1.2.14 Bemerkungen.

(1). Jede finale Familie (f; : X; — X)jes deren Bilder X dberdecken kann als
Quotient des entsprechenden Koprodukts HjeJXj geschrieben werden: Die
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Abbildungen f; : X; — X induzieren eine Quotienten-Abbildung |_]j fi:

. Es seild eine offene Uberdeckung des topologischen Raumes (X, 0), d.h. U C

O und |JU = X. Dann trigt X die finale Topologie bzgl. aller Inklusionen
inj; : U — X mit U € U versehen mit der Spurtopologie. In der Tat
ist O C X genau dann offen wenn O NU C U es ist fiir alle U € U,
denn O = Jy;¢, O NU. Insbesonders ist eine Abbildung f : X — Y genau
dann stetig ist, wenn f|y : U — Y es ist. Umgekehrt liefert jede Familie
fu : U — Y von stetigen Abbildungen genau dann eine stetige Abbildung
f = UU fU, wenn fU1|UlﬂU2 = fU2|U20U1 fiir alle Ul, U2 eu.

. Sei andererseits A eine lokal-endliche (d.h. Jeder Punkt x € X besitzt eine

Umgebung, die nur endlich viele der A € A trifft) abgeschlossene Uberdeckung
von X. Dann trigt X die finale Topologie bzgl. aller Inklusionen inj, :
A — X mit A € A: Sei namlich B C X mit By := BN A in A und
somit auch in X abgeschlossen fiir alle A € A. Dann ist B = |JB mit
B ={Bj: A€ A} und somit als lokal endliche Vereinigung abgeschlosse-
ner Mengen selbst abgeschlossen: In der Tat gilt (JB = |J{Ba : A € A},
denn offensichtlich ist |J, e 4 Ba C UB und fiir jedes = € [JB existiert
eine Umgebung U, s.d. 4y := {4 € A : ANU # 0} endlich ist, also
ist @ ¢ Uneaya, 4 und wegen z € UB = Upea, BaUUsca\a, Ba ist
2 € Uaea, Ba=Uaea, Ba S Usea Ba-

Beispiele. Es sei f eine Abbildung einer (abgeschlossenen) Teilmenge A C X nach
Y. Dann versteht man unter X Uy Y den wie folgt durch Verkleben erhaltenen
Raum (X LY)/~, wobei ~ die Aquivalenzrelation bezeichnet die von x ~ f(x)
erzeugt wird.

Der ABBILDUNGSZYLINDER ist Zy := (X x [0,1]) Uy Y, wobei f als Abbildung
X x {1} 2 X — Y aufgefafit wird. Dadurch faktorisiert f zu einer abgeschlossenen
Einbettung X = X x {0} — Z; gefolgt von einen Deformationsretrakt Z; — Y,

(z,t) = f(z), y = y.

Beispiele aus der algebraischen Topologie.

1.

2.

A

Die Sphiren S™ := {z € R*"™ : ||z|| < 1}; S* = D?/Sn1 =~ Cgn—1/Sn~1L;
S22 {0,1} x D*/~, wobei (0,z) ~ (1,z) fiir z € S"~1 C D",

Der ZYLINDER S! x I C R? x R, allgemeiner X x I; St x I 2[0,1]/0,1x I =
R/Z x I.

Das MOBIUSBAND (I x I)/~, wobei (0,z) ~ (1,1 — z) fir z € I; Ist nicht
hom6omorph zu Zylinder, da nicht orientierbar und auch weil der “Rand”
homéomorph zu S? ist.

Das aufgeschnittene Mbiusband ist in R* aufdrehbar zu einen Zylinder.
Der Torus R* D St x S = [2/~ =2 R?/7?; Ist in R3 einbettbar!

Die Sphére S? als 12/ ~, wobei (j,7) ~ (=, ) fiir j € {0,1} und z € [0, 1].
Die KLEIN'SCHE FLASCHE als I%/~, wobei (z,0) ~ (z,1) und (0,2) ~
(1,1 — ) fiir € I; oder zwei verklebte Mobiusbénder. Im R3 nur mit
Selbstdurchdringung realisierbar. In den R* einbettbar.

Die PROJEKTIVE EBENE als I2/~, wobei (z,0) ~ (1 — z,1) und (0,2) ~
(1,1—z) fiir x € I; oder als ein M6biusband an dem eine Scheibe klebt, oder
eine Scheibe an der eine KREUZHAUBE klebt; oder als BOY’S SURFACE; oder
als Raum der Geraden in R? durch 0; oder als S?/Z2; Im R* einbettbar, in
den R3 aber nur mit Selbstdurchdringungen.
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9. Orientierte Flachen vom Geschlecht g € N als Sphére mit g-Henkeln, oder
als 4m-Eck mit Verklebung des Randes. Ein Loch-Ness Monster oder eine
Bowling-Kugel mit raffinierten Lochern.

10. Nicht orientierbare Fldchen vom Geschlecht g > 0 als Sphére mit g Kreuz-
hauben, oder als 2m-Eck mit Verklebung des Randes.

11. Allgemeiner ist eine m-DIMENSIONALE MANNIGFALTIGKEIT ein metrischer
Raum der lokal homomorph zu R™ ist, d.h. jeder Punkt besitzt eine Um-
gebung(sbasis) die homdomorph zu R™ ist.

12. Jede m-dimensionale zusammenhingende Mannigfaltigkeit ist in der R?™
einbettbar.

13. Jede kompakte zusammenhéngende 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist ho-
moomorph zu einer orientierbaren oder nicht-orientierbaren Fliche vom Ge-
schlecht g € N. Beweisidee mittels Chirurgie. Insbesonders ist es egal ob man
3 Mobiusbéander oder ein Mébiusband und einen Zylinder anklebt.

14. Die HOPFFASERUNG S' < §% — §2 via (z,w) — Z.

15. Gruppen: R®, GL(n), SL(n), SO(n). SO(2) = S, SL(2) = S xC, SO(3) =
S3 /7y (Drehachse und Drehwinkel), SO(4) = (S% x S%)/Z,

16. Gruppenwirkungen: R™\ {0}/R\ {0} = S"~1/Z,. SO(n) wirkt am R" durch
Drehungen = SO(n)/SO(n — 1) = S"~!. STIEFEL-MANNIGFALTIGKEIT der
orthogonalen k-Beine im R™ ist V(k,n) = O(n)/O(n — k). GRASSMANN-
MANNIGFALTIGKEIT der k-Ebenen im R" ist G(k,n) =2 O(n)/(O(k) x O(n—
k)). Allgemein falls Gruppe G auf Raum X transitiv wirkt und G, := {g €
G : g-x9 = zo} die Fixgruppe bezeichnet, so ist G/G5, = X. Fliisse als
Wirkungen von R auf X.

1.2.15 Stabilitit oder Erblichkeit

Teilraum Produkt Summe Quotient
metrisierbar +V abz.v', -1 +2 _3)
uniformisierbar +v +v +2) )
1.Abz.Axiom +v abz.v', -1 +v -3)
2.Abz.Axiom +v abz.v/, -1 abz.%), -6 _3)
separabel offenev’, -7 R viele 8, -9 | abz.v/, -19 | stet.Bilder!D
Flg.erzeugt | off./abg 12, -1%) 14 +19) +15)
zus.hédngend -V +-16) -V stet.Bilder!™
1). RE
2).
d(z,y) = {dj(:v,y) fir z,y € Xj
1 andernfalls

wobei d; < 1 eine (Pseudo)-Metrik auf X; sei.

3). R/N.

4). [0,1]/(0,1).

5). U, B; ist Basis.

6). Uje {x} = J diskrete.

7). Die Niemytzki-Ebene (siche ) hat R x {0} als diskreten Teilraum.

8). Proposition von Hewitt-Marczewski-Pondiczery. Produkte von hichstens

2N _vielen separablen Réiumen sind separabel.

Beweis. O.B.d.A. sei die Indexmenge R. Fiir s € R sei f; : N — X eine
stetige Abbildung mit dichten Bild. Es geniigt zu zeigen, da8 [[x N sepa-
rabel ist, denn das Bild der dichten Teilmenge ist dann in [], g X dicht.
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14).

15).

16).

17).

Sei dazu D die Menge aller Treppenfunktionen > ;'_; fiXr, : R — N, wobei
I, Intervalle mit rationalen Endpunkten seien. Diese Menge ist abzdhlbar.
Jede offene Menge [, Oy # 0 enthilt eine Funktion f € D, denn seien
fiir die endlich vielen s mit Oy # N Intervalle Iy und Zahlen f; € N so
gewihlt, dafl die I disjunkt sind, s € I, liegt und fs € Oy ist, dann ist
ZOS;ENfSXIs EDﬂHSOS. O
2X ist nicht separabel!

Ux {*} = X diskret.

f(D) ist dicht in f(X), falls D dicht ist in X.

SeiY C X abgeschlossen und A C Y in Y Flg-abg.. Dann ist A in X Flg-abg.
und somit abg. also auch in Y.

. Essei X = R®™ der Raum der endlichen Folgen (Polynome) mit der finalen

Topologie bzgl. der Inklusionen R" — R®M . Nach 15) ist X somit Flg-
erz.. Es sei A = {%eo + %en :n,m > 1}. Dann ist 0 € A\ A, denn
%eo + %nen e %eo +0 "= 0. Es gibt aber keine Folge in A die gegen
0 konvergiert, denn aus der Konvergenz der 2-ten Komponente folgt, dafl n
beschrénkt (also 0.B.d.A. konstant) ist und damit die 1-te Komponente des
Limes nicht 0 ist.

Dies ist also ein Beispiel eines Flg-erz. Raumes der nicht sequentiell ist, d.h.
der Abschluf} stimmt nicht mit der Folgenadhirenz (der Menge der Limites
von Folgen in A) iiberein.

Sei nun Y := AU {0}. Dann ist A C Y Folgen-abgeschlossen aber nicht
abgeschlossen.

Essei X =RV Y = R™ und A := {(ney, % er):n,k > 1}. Dann ist A Flg-
abg., denn aus der Konvergenz der 2-ten Koordinate folgt die Beschrénktheit
von k und aus der Konvergenz der 1-ten die Beschrénktheit von n. Es ist
aber 0 € A\ A, denn sei U x V eine Umgebung von 0, so existiert ein ko mit
nek, € UVYn und ein ng mit %eko eV,alsoist ANU x V # 0.

Es sei f; : X; — X final und A C X Flg-abg. = f;l(A) ist Flg-abg. =
f;l(A) ist abg. = A ist abg..

Lemma. Es sei X = |JB, wobei B eine Menge von zusammenhdingenden
Teilrdgumen von X ist mit (B # 0. Dann ist auch X zusammenhdngend.
Beweis. Es sei 2y € (1B und A C X eine offen-abgeschlossene nicht-leere
Menge mit O.B.d.A. zp € A. Dann ist ANB 3 z( in B offen und abgeschlos-
sen, also AN B = B und somit ist A=ANX =ANJB=gzANB =
UB=X. O
Produkte zusammenhingender Rdume sind zusammenhéngend: X x Y ist
zusammenhédngend wenn X und Y es sind. Denn wéhle zg € X und yg € Y.
Dann l&8t sich X x Y als Vereinigung der zusammenhéingenden Mengen
X x{yo} U{zo} x Y > (x0,y0) schreiben, ist also zusammenhéngend. Mit
Induktion folgt, dafl endliche Produkte zusammenhédngender Rdume zusam-
menhéngend sind. Sei nun z € []; X; mit zusammenhéngenden X;. Dann
ist der Teilraum {z € [[; X; : 27 = ) fiir fast alle j} eine Vereinigung
der endlichen Produkte und somit zusammenhéngend. Er ist aber dicht in
[1; X; und somit ist das Produkt selbst zusammenhéngend, denn eine nicht-
leere offen-abgeschlossenen Teilmenge hat eine offen-abgeschlossene nicht-
leere Spur auf den Teilraum, ist also der ganze Teilraum und da dieser dicht
ist und die Teilmenge abgeschlossen ist, ist die Teilmenge der ganze Raum.
Stetige Bilder zusammenhéngender Rédume sind zusammenhéngend: Es sei
f X — Y stetig und surjektiv. Es sei B C Y offen und abgeschlossen.
Dann ist es auch f~1(B) C X, also ist f~}(B) = () und somit auch B =

fFF=H(B)) = 0.
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1.3 Trennungsaxiome

Wir wollen disjunkte Teilmenge Ag und A; durch offenen disjunkte Umgebungen
Up und U; trennen, oder auch durch stetige Funktionen f : X — R mit f|a, =4
fir i € {0,1}.

Falls dies fiir eine Menge Ag = A und zumindest alle Ay = {z} mit © ¢ A geht,
so mufl A abgeschlossen sein, denn ~A = Uw¢ 4 ~U; ist offen wobei V, und U, die
offenen Mengen sein, die A und {x} trennen.

1.3.1 Definition (Trennungseigenschaften).
Ein topologischer Raum X heifit

Ty. falls Vag, 21 € X, 20 # 213U € O : UN{xzg, 21} = {x0}, dquivalent, falls {z}
abgeschlossen ist, oder auch {z} = NU(x).
T. (oder Hausdorfl), falls Vxzo, 21 € X,z9 # 13U; € Uy, : UgNU; = 0,
dquivalent, x = ({U : U ist abgeschlossene Umgebung von z}.
T5. (oder regulér), falls er T3 ist und Vo € X,VA C X abgeschlossen, x ¢ A:
AUy, Uy offen mit z € Uy, A C Uy und UyNU; = B, dquivalent, VU € U3V €
U VCU.
T3%. (oder Tychonoff oder vollstéindig regulér), falls er T3 ist und Vo € X, VA C X
abgeschlossen, = ¢ A: 3f : X — R stetig mit f(z) =0, f|a = 1, dquivalent,
fir VU € U,3f : X — [0,1] stetig, mit f(x) =1 und f[x\y = 0.
Ty. (oder normal), falls er T} ist und VA; C X abgeschlossen und Ag N Ay =
JU; C X offen mit A; C U; und Uy NU; = 0.
Tz (oder perfekt-normal), falls er Ty ist und VA C X abgeschlossen 3f €
C(X,R) mit f~1(0) = A.

Eine Teilmenge A C X heifit FUNKTIONAL-ABGESCHLOSSEN < df : X — R stetig
mit f71(0) = A.

Implikationen. Es gilt offensichtlich Ty=T3=T,=T1=T).

Ebenso gilt 751 =73 mit U; := FHEE =i < 3}

Weiters gilt T 2 =Ty, denn seien A; abgeschlossen und disjunkt und f; € C(X,R)
mit f;'(0) = A; (O.B.d.A. f >0, Ersetze f durch f?). Dann ist f := £l die
gesuchte Funktion.

Lemma von Urysohn.
X normal, A; C X abgeschlossen, AgNA; =0 = 3f : X — [0,1] stetig mit f
fir i€ {0,1}.

A =1

Beweis. Fiir r € QN [0,1] definieren wir induktiv offene V. C X mit 4y C V%,
Vi € X\ A4; und V. C V, fiir r < ¢/. Dazu withlen wir eine Aufziihlung r :
N - QnNJ0,1] mit 7o := 0 und 7 := 1. Wegen Ty existiert ein offenes Vy mit
A CVoCWCX\A4 =VW.

Sei nun V;., fiir k£ < n bereits definiert. Es seien a < n und b < n jene Indizes mit
rq < Tn, Ty > T, moglichst nahe an r,. Dann ist r, < r, und somit Vim CV,.
Wegen T} existiert also ein V,, mit V,, CV, CV,. CV,,.

Schlieflich definieren wir eine Funktion f: X — I :=[0,1] durch

inf{freQN[0,1]:2€V,} firzeW
fla) =
1 andernfalls.

Dann ist f|a, = ¢ fiir i € {0, 1}. Bleibt zu zeigen, dafi f stetig ist, d.h. die Urbilder
von [0,a) und (b, 1] offen sind. Fiir a < 1ist f(z) <a < Ir€e QN0,a) : x € V,,
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also ist f71([0,a)) = {V; : r < a} offen. Fiir b > 0 ist f(z) > b < I’ € Qn (b, 1]
mit z ¢ Vo, dh. Ir > bz ¢ V,, also ist auch f~1((b,1]) = U{X\V, : 7 > b}
offen. 0

(metrisierbar = T2) Fiir abgeschlossenes A ist d4 : @ — inf{d(z,a) : a € A} die
gesuchte stetige Funktion mit d;ll(O) = A.

(uniformisierbar < Ty 1 ) Es sei X uniformisierbar. Dann trigt X die initiale Struk-
tur bzgl. der stetigen Abbildungen d, : y — d(x,y) mit x € X, d € D, also auch
bzgl. ganz C(X,R). Sei nun U € U(zo) also existiert ein f € C'(X,R) und ein § > 0
mit {z : |f(z) — f(xo)| < 6} C U. Wir ersetzen f durch x — min{l, m"c)_éif(w")‘}
und diirfen somit 0 < f < 1, f(xo) = 0 und {x : f(z) < 1} C U annehmen, d.h.
fl~v = 1. D.h. X ist vollstindig regulir.

Es sei umgekehrt X T 1. Dann trigt X die initiale Topologie bzgl. C(X,R), denn
VYU € U(zo)3f € C(X,R) mit f(xo) =1und floy =0. Alsoist {z: f(x) >0} CU
eine Umgebung von xg in der initialen Topologie.

1.3.2 Satz von Tietze und Urysohn.
Ein Ty Raum ist genau dann normal, wenn Vf € C(A,R) mit A C X abgeschlossen
3f € C(X,R) mit fla = f

Beweis. (<) Es ist x4 : AU B — [0,1] stetig. Sei f : X — R eine stetige Fortset-
zung. Dann sind f~'({t : ¢t < 3}) und f~'({t : t > 3}) separierende Umgebungen.

(=) Wir zeigen den Satz zuerst fiir f : X — I := [—1 1]. Zu stetigen f: A — R
mit || flle < c existiert ein g : X — R mit [gllec < § und ||g\A — fllo < 2c
Die abgeschlossenen Mengen A_ := f~'([—c,—¢]) und A4 = f~!([£,¢]) sind

disjunkt und nach Urysohn’schen Lemma existiert eine Funktion h X — [-1,1]
mit hls, = F1 (b~ 2h — 1) und somit ist g := $h die gesuchte Funktion.

Mittels Induktion wihlen wir nun stetige Funktionen g : X — R mit
k
1,2, 2
lgelle < 5 () mmd [ = D gyllee <
=1

Dann ist geo 1= > 72 g5 : X — [~1,1] stetig und goo|a = f

Fir f : A — R betrachten wir g :== h™tof: A - R — (=1,1) C [~1,1] mit
h(z) := =% oder h(z) := tan(Fx). Es sei g : X — [~1,1] eine stetige Erweiterung
von g. Dann ist B := §~1({—1,1}) ist disjunkt von A, also existiert ein stetiges
k:X — Rmit k|4 =1 und k| = 0. Somit ist f:=hokj: X — (=1,1) — R die
gesuchte Erweiterung von f. O

(T4% < normal und jede abgeschlossene Menge ist eine Gs-Menge) Eine Menge
Y C X heifit Gy falls sie sich als Durchschnitt abzéhlbar vieler offener Mengen
schreiben 1483t. Analog heifit eine Menge Y C X heifit F, falls sie sich als Vereini-
gung abzéhlbar vieler abgeschlossener Mengen schreiben 1&f3t.

(=) klar, da {0} =(0,(—+, %) eine abgeschlossene G5-Menge in R ist.

(<) Es sei A eine abgeschlossene Gg-Menge. Dann ist X \ A = [J;2, A; mit ab-
geschlossenen A;. Nach dem Urysohn’schen Lemma existiert f; : X — [0, 1] mit
fila=0und f; =0 %fl die gesuchte stetige Funktion.

Die Voraussetzung Ty in T3, T31 T4 und T42 ist notwendig, denn 2 = {0,1} mit
der indiskreten Topologie ist nicht T erfiillt aber die weiteren Bedingungen.

1.3.3 Gegenbeispiele zu Implikationen.
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(7, 2 /A metrisierbar) Die Sorgenfrey-Gerade (sieche ) L ist normal, denn
seien A und B disjunkte abgeschlossene Mengen. Va € A3z(a) : [a,z(a)) N B =0
und Vo € B3z(b) : [b,z(b)) N A =0 und [a,z(a)) N [b,2(b)) = 0, denn andernfalls
wire a € [b,2(b)) oder b € [a,z(a)). Somit sind U := (J,c4la,z(a)) und V :=
Upelbs 2(b)) die gesuchten Umgebungen.

L ist perfekt-normal, denn sei U offen und U?° das Innere in der standard-Topologie
von R. Dann ist U° eine Vereinigung abzihlbar vieler offener Intervalle (v, 3), und
jedes solche Intervall ist eine F,,-Mengen in L also ist U eine F,-Menge. Sei nun
V := U\ U°. Fiir jedes a € V existiert ein z(a) mit [a,z(a)) C U. Fiir a < o
ist [a,2(a)) N [a',z(a")) = 0, andernfalls wire o’ in U°. Da [a,z(a)) N Q # 0 ist V
abzéhlbar und somit U = V U U® eine F,-Menge.

Hingegen ist L x L nicht normal und somit L nicht metrisierbar, denn D := Q x Q
ist dicht aber Y := {(z,y) : * = —y} ist abgeschlossen und diskreter Teilraum von
L x L. Somit sind auf Y alle charakteristischen Funktionen y 4 stetig und dies sind
2R_viele. Die Erweiterungen nach Tietze wiren aber auf D eindeutig bestimmt und
es gibe somit hochstens RP? = RN = R viele. Die Kardinalitét aller Teilmengen
einer Menge X ist aber echt gréfler als jene von X: Sei ndmlich f: X — P(X)
surjektiv, dann ist {z : x ¢ f(x)} = f(xo) fiir ein 29 und die Frage “xg € f(x0)?”
liefert einen Widerspruch.

(Ty /E>T4%) Essei X =R mit O :={0 C X :0¢ O oder X \ O ist endlich}, also
A={ACX:0€ Aoder A endlich}.

Dieser Raum ist normal, denn wenn Ay und A; abgeschlossene disjunkte Mengen
sind, so mufl mindestens eine (O.B.d.A. Ap) 0 nicht enthalten, und somit offen sein.
Also koénnen wir Uy := Ag und Uy := ~Ay verwenden.

Es ist {0} abgeschlossen aber nicht gleich f~!(0) fiir eine stetige Funktion f : X —
R, denn fiir jede solche existiert eine abzdhlbare Menge A C R\ {0} mit f|g\ 4
konstant gleich £(0): In der Tat ist f~1(U,.(f(0))) offen und enthélt 0 und somit ist
X\ f7HU(f(0))) endlich, A := {J, ey X \ f7H(U1/n(f(0))) abziihlbar und f auf

X\NA=Npew [ U1a(£(0))) = {2 : f(z) = f(0)} konstant.

(Tsy /T4) Die Niemytzki-Ebene L (siche ) ist Ty1: Es geniigt die Tren-
nungseigenschaft fiir U € U(zp) mit zg € Lo := R x {0} zu zeigen. O.B.d.A. sei U
eine Basismenge, also eine Scheibe, die Ly im Punkt zg beriihrt. Zu 2z im Inneren der
Scheibe sei 2z’ der zweite Schnittpunkt der Gerade durch 2z und z. Wir definieren
die gesuchte stetige Funktion f : L — [0,1] nun durch f(z0) := 1, f|z\(wvu{zo}) =0

und f(z) := H;(:_ZZ/H.

L ist nicht normal: Es sei dazu Q := {(z,y) € Q x Q : y > 0}. Dies ist dicht
in L. Angenommen fiir jede abgeschlossene Menge A C L existieren zueinan-
der disjunkte offene Mengen Us und V4 mit A C Us und Ly \ A C V4. Es sei
Qa:=QNUy. Falls A; # Ay kénne wir annehmen () # A; \ Ay C Ua, N Vy,, also
ist 0 £QNUa, NVa, CQa, \Ua, C Qa, \ Qa,, dh. Qa, # Qa,. Also ist die
Kardinalitét der A gerade 2% und jene der Q4 hochstens 29 = 2N ~ R,

(Ts /~T31) Wir betrachten die obere Halbebene My := {(z,y) € R?:y > 0} und
M := My U {oo}. Es sei L :=R x {0}. Es sei

{{z}} fir z € Mo\ L
U(z) = {(A1(2) UA2(2))\ B : 2z ¢ B endlich} fiir z € L
{Ui(0) : 0 #1i € N} fiir z = o0,

28 andreas.kriegl@univie.ac.at © 10. Juni 2008



1.3 TRENNUNGSAXIOME 1.3.4

wobei A1(z) :=={(z,y) € Mp:0<y <2} und As(2) :={(z+y,y) € Mp: 0<y <
2} fiir z = (x,0) sei und U;(c0) := {oo} U {(x,y) € My : > i}. Dies definiert eine
Umgebungsbasis eines topologischen Hausdorff-Raumes X.

SA_1(2)$ | SA_2(2)$ U_3(z_0)

Dieser Raum ist regulir: Da U(z) fiir z € My aus offen-abgeschlossenen Mengen
besteht geniigt es co von ~U;(c0) zu trennen. Es ist Uy := Uj,42(00) die gesuchte
Umgebung von oo mit Abschlufl U;,12(00) U Ly U Ly 41 € U;,(00), wobei L; :=
{(z,0)€L:i<ax<i+1}firieN.

Es sei f : M — I stetig mit f|r, = 0. Dann ist f(co) = 0, denn wir zeigen
nun mittels Induktion fiir jedes n die Existenz einer unendlichen Menge K,, C L,
mit f|g, = 0: Es sei Ky := Lo. Nun sei K,, bereits gewiihlt, 0.B.d.A. abzihlbar
unendlich. Dann existiert fiir jedes z € K, eine abzihlbare Menge Ag(z) C Aa(z)
mit f|a,(z)\40(z) = 0. Die Ortho-Projektion A von (J{Ao(2) : z € K, } auf L ist
abzdhlbar und fiir jedes t € K41 := L1\ A trifft A;(t) jedes der unendlich vielen
Az(2)\ Ag(2) mit z € K,,. Angenommen f(t) # 0. Dann ist t € f~(R\ {0})NA1(¢)
offen und hat somit endliches Komplement in Ag(t). Fiir irgendein z € K, trifft
also Az(z) \ Ag(z) dieses Urbild. Andererseits ist f aber f|a,(z)\a,(z) = 0, ein
Widerspruch.

Es gibt sogar reguldre Raume auf denen jede stetige R-wertige Funktion konstant
ist, siche Aufgabe (65).

(Ty A~T3) Wir betrachten folgende Umgebungsbasis fiir die Menge R wobei A :=
{:0#keN}k

{U-(z)\A:r >0} fiirz=0.
Es ist A abgeschlossen und 0 ¢ A nicht trennbar von A.

B(z) == {{Ur(x) cr >0} fiir 2 # 0

(Ty A~Tz) Die Zariski-Topologie oder speziell X := N mit abgeschlossen < endlich
oder gleich X.

1.3.4 Metrisierungssatz von Urysohn.
2.Abz. Aziom, regulir = separabel, metrisierbar.

Beweis. Sei A abgeschlossen und W O A offen. Weiters sei B eine abzihlbare
Basis. Dann existiert zu ¢ € A ein W, € B mit x € W, C W, C W. Die Menge
{W, : & € A} ist somit abzahlbar und J,., W 2 A.

Der Raum ist normal: Seien Ag und A; disjunkte abgeschlossene Mengen. Dann
existieren nach dem gerade gezeigten abzihlbar viele offene Wy, C W), C ~A; die Ay
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iiberdecken und ebenso abzihlbar viele offene Vi, C Vj, C ~Aq die A; iiberdecken.
Nun sei W =, Wy \ Up<,, Ve und V := {J,, Vi, \ Up<,, Wi. Diese Mengen sind
offen und enthalten Ay resp. A;. Sie sind disjunkt, denn z € W NV, d.h. In,m
(mit n <m O.B.d.A.) z € Wy, \ Uy, Ve €Wy, und = € Vi, \ Upe,, Wi € ~Wh,
ein Widerspruch. - B

Sei B eine abzihlbare Basis. Sei A := {(U,V) € Bx B: U C V}. Da X normal
ist existiert fiir jedes (U,V) € A wihlen wir ein f = fyv € C(X,R) mit f|z =

0 und f|.y = 1. Die Familie fyy trennt Punkte von abgeschlossenen Mengen
und ist somit initial, d.h. X ist eingebettet in [] 4R und somit separabel und
metrisierbar. O

1.3.5 Parakompaktheit und Partition der Eins

Idee: In der Differential-Geometrie kann man oft lokal eine Konstruktion durch-
fithren hétte sie aber gerne global. Dies versucht man dadurch zu erreichen, daf
man die Konstruktionen auf den verschiedenen Teilmengen einer Uberdeckung so
gewichtet, dafl die Gewichte gegen den Rand der Mengen gegen 0 gehen und sich
auf 1 aufsummieren. D.h. wir benétigen die folgende Eigenschaft.

Definition (Parakompakter Raum).

Ein topologischer Raum heifit PARAKOMPAKT, falls er 7T} ist und zu jeder offenen
Uberdeckung U eine untergeordnete Partition der 1 existiert, d.h. eine Menge F C
C(X,]0,1]) mit

1. {carr(f) : f € F} ist eine lokal-endliche Verfeinerung von U,
wobei carr(f) := {z : f(x) # 0}.
2. Zfe]—‘f =1.

Dabei heifit eine Menge V VERFEINERUNG von U, falls VV € V3U e Y : V C U und
UV = JU. Falls V eine lokal-endliche offene Verfeinerung von U ist, so existiert
auch eine lokal-endliche offene Verfeinerung {U : U € U} mit U C U fiir alle U € U:
Dazu wéhlen wir fiir jedes V € Vein U(V) € U mit V C U(V). Fiir U € U definieren
wir nun U := [J{V : U(V) = U}. Ist insbesonders V = {carr(f) : f € F}, so bilden
die fu = p(carr(s))=v | €ine untergeordnete Partition der 1 mit carr(fy) C U.

Lemma. Jeder parakompakte Raum ist normal.

Beweis. Es seien A und B abgeschlossene disjunkte Teilmengen in X, dann ist
{~A, ~B} eine offene Uberdeckung von X. Sei {f4, fp} eine untergeordnete Par-
tition der 1. Also ist f4 + fp = 1 und carr(fa) C ~A sowie carr(fp) C ~B. Dann
ist fA|A =0 und fA|B = (fA + fB)IB =1, also ist X normal. O

1.3.6 Folgerung. FEs sei X parakompakt und g : X — R unten halbstetig mit
g > 0. Dann existiert ein f € C(X,R) mit0 < f < g.

Eine Funktion ¢ : X — R heifit UNTEN HALBSTETIG, wenn Vo € X Ve > 0 3U €
U(x) V' e U : g(z') > g(x) — e, oder dquivalent, wenn {z : g(z) > t} offen ist fir
jedes t € R, oder auch {z : g(z) <t} abgeschlossen ist fiir jedes t € R

Beweis. Die Mengen U; := {z € X : g(x) > ¢} fiir ¢ > 0 bilden eine offene
Uberdeckung von X. Auf U; finden wir natiirlich eine stetige Funktion f mit 0 <
f < g namlich die Konstante f(z) := t. Wir verwenden nun eine {U; : t € R}
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untergeordnete Partition {f; : ¢ > 0} der 1 um diese konstanten lokal-definierten
Abbildungen zu der gesuchten Abbildung

f= th - konst,

>0
zu verkleben. Also ist

fl@) =Y thilx)= Y thle)=Y tfilx)= Y tfi(x)

>0 >0 t>0 >0
fe(x)#0 zeUy g(z)>t
< Y 9(@) file) = g(x) Y fulz) = g(a).
t>0 t>0
g(z)>t
Und da {carr(f;) : t > 0} eine Uberdeckung ist, ist f > 0. O

1.3.7 Theorem (Parakompaktheit via lokal-endlichen Verfeinerungen).
Ein Raum ist genau dann parakompakt, wenn er Hausdorff ist und jede offene
Uberdeckung eine lokal-endliche offene Verfeinerung besitzt.

Beweis. (=) Wenn F eine U untergeordnete Partition der 1 ist, dann ist {carr(f) :
f € F} eine lokal-endliche offene Verfeinerung.

(<) Es seien A und B abgeschlossene disjunkte Teilmenge s.d. fiir jedes z € B
offene disjunkte Mengen U, 2 A und V, > x existieren, dann existieren offene
disjunkte Mengen U 2 A und V' D B: Die Familie {V, : z € B} U {X \ B} ist eine
offene Uberdeckung. Sei W eine lokal-endliche Verfeinerung und Wy := {W € W :
WNB#0}. Essind U := X \ Uy ey, W offen (lokal endlich!) und V := (JW, die
gesuchten offenen Mengen.

Nun wende dies zuerst auf A = {z} an um die Regularitét von X zu erhalten und
danach auf allgemeines abgeschlossenes A und B um die Normalitéit zu zeigen.
Sei nun U eine offene Uberdeckung (0.B.d.A. lokal-endlich). Da X reguliir existiert
zuz € X und U € U ein offenes U, mit z € U, C U, C U. Alsoist {U, : x € U € U}
eine offene Uberdeckung. Sei V eine lokal-endliche Verfeinerung davon. Fiir jedes
V €V existiert somit € U e Y mit V C U, C U, C U, also V C U. Wir setzen
Uy :=U. Fir U € U sei Ay :=J{V : Uy = U}. Dann ist {Ay : U € U} eine
lokal-endliche abgeschlossene Uberdeckung und eine Verfeinerung von 4. Nach dem
Urysohn’schen Lemma fiir den normalen Raum X existiert eine stetige Funktion
fu : X — [0,1] mit fyla, = 1 und fy|X \U = 0. Da U lokal-endlich ist, ist
[ = > yecy fu wohldefiniert und stetig und damit {fy/f : U € U} die gesuchte
Partition der 1. O

1.3.8 Theorem. Jeder metrisierbare Raum ist parakompakt.

Beweis. Sei W eine offene Uberdeckung. Da wir nicht Abzéhlbarkeit wie in
erreichen konnen setzen wir zumindest eine Wohlordnung < auf W (siehe )
Fiir W € W und n € Nsei Wy, := U, cpy,,, .. Urj2n (@) wobei

(1) VWW:x¢V

My, = ze€X: (it) Vj<nVVeW:x¢V;

(ifi) Usjon () CW
Dann ist {W,, : W € W, n € N} eine lokal-endliche Verfeinerung von W.
Verfeinerung: W,, € W, da Uy jgn (x) C Ugjon () C€ W fiir 2 € Myy,y,.
Uberdeckung: Sei z € X, V :=min{W e W:z € W}, 3n € N: Ugpn(z) CV =
(i) ist erfiillt und somit x € My, C V,, oder x € Wj fiir ein j < n und ein W € W.
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1.3.9 1.3 TRENNUNGSAXIOME

Lokal-endlich: Sei x € X und V:=min{W e W :3In:z € W,,}, d.h. In:z € Vy;
3] : U2/2j (.Z‘) - Vn

Beh: i >n+j=VW e W: U1/2n+j (LC) NW; = 0.

Wegen i > n ist Vy € Mw,; : y ¢ V, nach (ii) und somit d(y,z) > 2/27 wegen
Usjoi(z) € V. Aus n+j > j und i > j folgt somit

Ui jonts (2) N Uy y2i (y) € Uy yoi () N Uy 95 (y) = 0.

Also Uy jants (z) N W; = 0.

Beh: i < n 4 j=Uygn+s(x) N Wi # 0 fiir hochstens ein W e W.

Sei p € W, und p' € W/ fir W,W’ € W, 0.B.dA. W <W'; dh. Iy € My, :p €
Ui /2i(y) und somit Us/o:i(y) € W nach (iii) und 3y € My ; : p' € Uyj9i(y') und
somit y' ¢ W nach (i). = d(y,y’) = 3/2" = d(p,p') =2 d(y',y) —d(p,y) —d(¥',y') >
1/2t > 1/2n+i—1,

Folglich wird Uy jon+; (x) nur von endlich vielen W; getroffen. O

1.3.9 Theorem (Versionen des Auswahlaxioms).
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Auswahlaxiom: Vs € S': X, # 0= [],.q Xs # 0;

2. Zermelo’s Wohlordnungssatz: Jede Menge S kann wohlgeordnet werden;

3. Teichmiiller-Tukey Lemma: Es sei S C P(X) von endlichen Type, d.h.
AeS & VB C A: B endlich =B € S. Dann ist jedes A € S in einem
mazximalen Menge B € S enthalten;

4. Zorn’sches Lemma: Fulls X partielle geordnet ist, und jede linear geord-

nete Menge eine obere Schranke besitzt, so existieren maximale Elemente in
X.

Beweis. (1=2) Sei f : P(X) \ {#} — X mit f(A) € A. Es sei o die kleinste
Ordinalzahl fiir die keine injektive Abbildung o — X existiert. Wir wiihlen f(0) ¢
X und definieren mittels transfiniter Rekursion eine Abbildung z : o — X U{f(0)}
durch z(8) := f(X \ {z(v) : v < B}) fiir jedes B < «. Falls 23 # f(0) dann ist
zg =z(f) = f(X\{zy : v < B}) € X\ {zy : v < B} und somit zg # =z, fir
v < . Wire also 23 # f(0) fir alle § < «, dann wire z : @« — X injektiv, ein
Widerspruch. Sei also § < « minimal mit g = f(0). Dann ist X = {z, : v < 8}
also wohlgeordnet.

(2=3) Sei S von endlichen Typ und A € S. Wegen des Wohlordnungssatzes kann
X \ A wohlgeordnet werden, also existiert eine Ordinalzahl 8 und eine Bijektion
x: 3 — X\ A. Wir definieren mit transfiniter Rekursion A, fiir « < 8 durch

AO = A

AL Ao U{z,} falls AyU{za} €S
ot A, andernfalls

Ay = U Ag falls o eine Limesordinalzahl (d.h. nicht Nachfolgerordinalzahl) ist.
B<a

Es ist A, € S und Ag maximal in S, denn andernfalls gébe es ein B € S mit
A C Ag C B € X. Wir wahlen v <  minimal mit z, € B \ Ag. Dann ist
A, U{z,} C AgU{z,} € B und somit in S, also Ag 2 A1 = A, U{z,} > z,
ein Widerspruch.

(3=4) Es sei § := {A C X : A ist linear geordnet}. Offensichtlich ist S von endli-
chen Typ. Also existiert nach dem Teichmiiller-Tukey Lemma zu A := () ein maxi-
males B € S. Sei zg eine obere Schranke von B. Dann ist xg maximales Element
von X, denn aus zo < z folgt B C BU{z} € S, ein Widerspruch.
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1.3 TRENNUNGSAXIOME 1.3.10

(4=1) Es sei X # 0 fiir alle s € S. Wir betrachten M = {(z,4) : A C S,z €
[I,c4 X<} partiell geordnet vermoge (z, A) < (o', A') ¢ AC A" und 2'|4 = 2. Zu
jeder linear geordneten Teilmenge £ C M ist (U(z,A)EE T, U(LA)ec A) eine obere
Schranke. Sei (2, A) ein maximales Element. Dann ist A = S, denn andernfalls sei
a€ S\ Aund z, € X,, dann ist (z, A) > (x, A) wobei A := AU {a} und Z|, := z,
Z(a) := 4. O

1.3.10 Erblichkeit

Teilraum Produkt | Summe Quotient
T +v +v +v abg. 1L 15201 _T)
Ty +v v v perf_[l, 3.7.20]’71)
T; +v v +v perf. [ 37200 1)
131 +v + +v abg-off. [T, 3-7-D] _1)
Ty Fil’ 2'1'E],abg.\/, -2) -3) 4+ abg.[1 1.5:20] _1)
perf. T} +v 3) v abg. [T 1:5:20] 1)
para-kp. Fil’ 5'1'28],abg.\/, -2) -3 +v abg.[1, 5133 _1)

1). [0,1]/(0,1) oder [0,1]/(0,1]

2). Es sei N die Niemytzki-Ebene (siehe ) Dann ist jede Kompaktifi-
zierung (siche ‘ 2.1.15‘ und ‘ 2.2.5 ‘) T4 (siehe ) und enthélt den nicht
normalen Raum N als Teilraum.

3). Die Sorgenfrey-Gerade S (siehe ) ist nach obigen perfekt-normal
und auch Lindelof und somit parakompakt nach . In der Tat sei U
eine offene Uberdeckung. Dann ist S\{Jy;o,, U° abzéhlbar, denn zu z € (JU\
Upey U? existieren a < b mit x € [a,b) C U € U und wegen = ¢ (a,b) ist
x = a wir setzen b, := b. Dann sind die (z, b,) disjunkt und somit hichstens
abzdhlbar. Andererseits existiert eine abzéhlbare Teilmenge Uy C U mit
Uveu U° = Upey, U° € UUo da R das 2.Abz.Axiom erfiillt. Also erhalten
wir insgesamt eine abziihlbare Uberdeckung. Hingegen ist S x S nicht normal
nach obigen.

In [1, 5.1.F.b] wird gezeigt, daf jede Teilmenge eines parakompakten T 2 -Raumes
cbenfalls parakompakt (und T}z ) ist.

Jede Kompaktifizierung (siche Kapitel ) eines Ty 1 -Raums ist parakompakt und
somit Ty und hat diesen Raum als Teilraum, der nicht 7; und auch nicht parakom-
pakt zu sein braucht.

In [2] befindet sich kein Beispiel eines T 2 -Raumes, der nicht parakompakt wire.
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2 Kompaktheit

2.1 Kompakte Riume

2.1.1 Definition (Kompakter Raum).

Eine UBERDECKUNG U eines Raumes X ist eine Menge U von Teilmengen von X
mit | JU = X. Eine TEILUBERDECKUNG V einer Uberdeckung U ist eine Teilmenge
V C U mit JVY = X = JU. Eine VERFEINERUNG V einer Uberdeckung U ist
eine Uberdeckung, s.d. YV € V3U € U : V C U. Eine Menge A von Teilmengen
von X hat die ENDLICHE DURCHSCHNITTSEIGENSCHAFT, wenn fiir jede endliche
Teilmenge F C A der Durchschnitt () F # 0.

Ein topologischer Raum heiit KOMPAKT falls er Hausdorff ist und jede offene
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung (dquivalent, endliche Verfeinerung) be-
sitzt. Insbesonders ist jeder kompakte Raum parakompakt und damit 7}.

2.1.2 Beispiele.

1. R mit der standard-Topologie ist nicht kompakt, da {(—n,n) : n € N} eine
abzihlbare offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung ist.

2. Die Sorgenfrey-Gerade (siehe ) ist nicht kompakt, da {[-n,n) : n € N}
eine abzihlbare offene Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung ist.

3. Die Zariski-Topologie aus ist zwar nicht T, aber jede offene Uberdeckung
U besitzt eine endliche Teiliiberdeckung, denn sei Uy € U beliebig, dann ist
X \ Up endlich und zu jeden x(¢ Up) existiert ein U, € U mit « € Uy, also
ist {Up} U{Uy, : © ¢ Up} eine endliche Teiliiberdeckung.

4. Das Beispiel aus fir Ty /£>T4§ ist kompakt, denn ein Uy € U muf
den Punkt O enthalten und somit ist X \ Uy endlich und wir kénne wie
zuvor fortfahren. Diese Beispiel zeigt, dafi kompakte Rdume nicht T4% zZu
sein brauchen.

2.1.3 Lemma (Kompaktheit via endlicher Durchschnittseigenschaft).
Ein Hausdorff-Raum X ist genau dann kompakt, wenn jede Menge von abgeschlos-
senen Teilmengen mit der endlichen Durchschnittseigenschaft einen nicht-leeren
Durchschnitt besitzt.

Beweis. (=) Indirekt: Es habe F die endliche Durchschnittseigenschaft mit leeren
Durchschnitt. Dann sei & := {X \ A : A € F}. Dies ist eine offene Uberdeckung,
denn U = X\ F = X. Sei Uy eine endliche Teiliiberdeckung, dann ist ({4 €
F: X\ AelUy} =0, ein Widerspruch.

(«<=) Indirekt: Es sei U eine Uberdeckung ohne endliche Teiliiberdeckung. Dann ist
F :={X\U:U € U} eine Menge abgeschlossener Teilmengen mit der endlichen
Durchschnittseigenschaft, also | JU = X \ [ F # X, ein Widerspruch. O

2.1.4 Folgerung (Teilriume kompakter Riume).
Eine abgeschlossener Teilraum eines kompakten Raums ist kompakt.
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2.1.9 2.1 KOMPAKTE RAUME

Beweis. Eine Menge A abgeschlossener Teilmengen in Y C X mit der endlichen
Durchschnittseigenschaft ist auch eine solche in X also ist (A # 0. O

2.1.5 Proposition (Trennungseigenschaften kompakter Mengen).
Es sei A C X kompakt. Dann gilt:

(1). Falls X Ty ist und b ¢ A, so existieren offene disjunkte U und V. mit A C U
und beV.

(2). Falls X T3 ist und B abgeschlossen und disjunkt zu A ist, so ezistieren offene
disjunkte U und V mit AC U und BCV.

(3). Falls X T3% ist und B abgeschlossen und disjunkt zu A ist, so existiert ein

feC(X,[0,1]) mit fla =0 und f|p = 1.

Beweis. (1) Fiir jedes = € A existieren wegen 15 disjunkte offene U, 5>  und V, >
b. Die Uberdeckung {U, : € A} besitzt dann also eine endliche Teiliiberdeckung
{Us : @ € A} und somit sind U := {J,¢ 4, Uz und V :=) V.. die gewiinschten
offenen disjunkten Umgebungen.

z€Ap

(2) Fiir jedes © € A existieren wegen T3 disjunkte offene U, > « und V, 2O B.
Die Uberdeckung {U, : = € A} besitzt dann also eine endliche Teiliiberdeckung
{Us : @ € Ao} und somit sind U := [, 4, Uz und V := () 4, Vi die gewiinschten
offenen disjunkten Umgebungen.

(3) Fiir jedes x € A existiert wegen Ty ein fp : X — [0,1] mit fy(z) = 0 und
folp = 1. Esist {U, == fy'({t : t < 3}) : @ € A} eine offene Uberdeckung und
sei {U, : & € Ag} eine endliche Teiliiberdeckung und f := min{f, : z € Ay} wobei
fx :=max{0,2 f, — 1} sei. Dann ist fw|UL =0 und f$|B =1 und somit ist f|4 =0
und f|p = 1. O

Aus (3) folgt mittels direkt, daf jeder kompakte Raum normal ist.

2.1.6 Proposition. Jeder kompakte Teilraum eines Hausdorff-Raumes ist abge-
schlossen.

Beweis. Nach besitzt jedes © ¢ A eine Umgebung V, disjunkt von A, also
ist X \ A offen. O

2.1.7 Proposition (Bilder kompakter Riume).
Es sei f: X — Y stetig surjektiv, X kompakt, Y Hausdorff. Dann ist Y kompakt.

Beweis. Das Urbild einer offenen Uberdeckung von Y ist eine solche von X. O

2.1.8 Lemma. FEs sei f : X — Y stetig, X kompakt und Y Hausdorff. Dann ist
f(A) = f(A) fiir alle AC X.

Beweis. Es ist f(A) kompakt nach und , also abgeschlossen nach
[2.1.6], und wegen f(A) C f(A) gilt Gleichheit. O

2.1.9 Folgerung. Jede stetige Abbildung f: X — Y mit X kompakt und Y Haus-
dorff ist abgeschlossen.

Beweis. Es sei A C X abgeschlossen, also kompakt nach und somit f(A)

kompakt nach also f(A) CY abgeschlossen nach . O

Bemerkung.
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2.1 KOMPAKTE RAUME 2.1.12

1. Falls f in zusétzlich bijektiv ist, so ist f ein Homdomorphismus. Wen-
det man dies insbesonders auf die Identitéit eines Raumes mit verschiedenen
Topologien an, so erhilt man, dafl die kompakten Topologien maximal (am
feinsten) unter allen Hausdorfl-Topologien sind.

2. Falls f in injektiv ist, so ist f eine abgeschlossene Einbettung.

3. Falls f in surjektiv ist, so ist f eine abgeschlossene Quotienten-
Abbildung.

4. Es erhebt sich also die Frage, welche Aquivalenzrelationen auf X Hausdorff
Quotienten erzeugen. Nach mufl dazu © : X — X/ ~ eine abge-
schlossene Quotienten-Abbildung sein, d.h. aus A C X abgeschlossen muf3
7(A) C X/ ~ abgeschlossen und somit 7—1(7(A4)) C X abgeschlossen fol-
gen. Beachte, daB 7 !(7(A)) = {x € X : Ja € A: 2 ~ a} = Uyealal~
ist. Eine Aquivalenzrelation ~ heit ABGESCHLOSSEN, falls 7 : X — X/ ~
abgeschlossen ist, d.h. mit jeder abgeschlossenen Menge A C X auch die
SATURIERTE HULLE A := {z € X : 3a € A : © ~ a} abgeschlossen ist. Es
gilt:

2.1.10 Theorem von Alexandroff.

Es sei ~ eine abgeschlossene Aquivalenzrelation auf einen kompakten Raum X .
Dann existiert genau eine Hausdor(f-Topologie auf X /~, sodaff 7w : X — X/~ stetig
ist. Diese Topologie ist sogar kompakt und w is eine abgeschlossene Quotienten-
Abbildung.

Beweis. Wenn ~ abgeschlossen ist, dann ist 7 : X — X/~ abgeschlossen und nach

1.3.10 | T (siehe Aufgabe (66)) und weiters nach kompakt. Somit haben wir

solch eine Topologie gefunden. Sei Y der Raum X/~ mit einer T5-Topologie, s.d.
die kanonische Abbildung 7 : X — Y stetig ist. Dann ist wegen der universellen
Eigenschaft von X/~ die Identitit X/~ — Y stetig und somit nach ein
Homoomorphismus, d.h. die Topologie von Y ist die Quotienten-Topologie. O

2.1.11 Proposition (Umgebungen von Produkten).
Es sei A C X kompakt und y € Y. Dann ezistieren zu jeder offenen Menge W 2
A x {y} offene Umgebungen U 2 A und V vony mit U x V C W.

Fiir eine Verallgemeinerung auf beliebige Produkte siehe Aufgabe (68).

Beweis. Fiir ¢ € A existieren offen Umgebungen U, von = und V, von y mit
Uz x V,; C W. Fiir eine endliche Teiliiberdeckung von {U, : € A} ist dann die ent-
sprechende Vereinigung U := |, U, und Durchschnitt V' := (), V,, die gewiinschten
Mengen. O

Dieser Beweis ist sehr dhnlich zu jenen von und in der Tat folgt aus
2.1.11 |, siehe Aufgabe (69).

2.1.12 Theorem von Kuratowski.
Es sei X ein Hausdorff-Raum. Dann sind dquivalent:

1. X ist kompakt;
2. Fiir jeden (normalen) topologischen Raum Y ist pry : X x Y — Y abge-
schlossen.

Beweis. (1=2) Essei A C X xY abgeschlossen und y ¢ pry(A4), d.h. X x{y}nA4 =

[2.1.11]
).—= 3V ecl(y) : X xVNA=0,dh VNpry(A) = 0, also ist pry(A)
abgeschlossen.
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(1<=2) Indirekt: Es sei A eine Menge abgeschlossener Teilmengen von X mit der
endlichen Durchschnittseigenschaft aber (A = 0. Wir setzen Y := X U {oo} mit
oo ¢ X und definieren U C Y offen :& (00 € U=3Ag,..., A, € A: AiN---NA, C
U). Dann ist Y 11, denn NU(y) = {y} fir alley € Y (da (A = 0. Esist YV
T4, denn wenn By und B; abgeschlossen und disjunkt sind, so ist oo in mindestens
einem B; nicht enthalten, d.h. 0.B.d.A. 0o ¢ By und somit ist By offen und By und
Y \ By trennen By und Bj.

Weiters ist F := {(z,z) : 2 € X} in X x Y abgeschlossen: Sei dazu (x,y) ¢ F, d.h.
x #y. Fallsy € X so 3U € U(x) mit y ¢ U und U x {y} ist eine zu F disjunkte
Umgebung in X X Y. Andernfalls ist y = oo und zu x existiert ein A € Amit x ¢ A
(wegen (A = 0) und somit ist U x V eine zu F' disjunkte Umgebung von (z,y),
wobei U := X \ A und V := {0} U A.

Nach (2) miiite also pro(F) = X in Y abgeschlossen sein, ein Widerspruch. O

Folgerung (endliche Produkte kompakter Riume).
Es seien X; kompakt fiir i € {1,...,n}. Dann ist [}, X; kompakt.

Beweis. Es geniigt dies fiir n = 2 zu zeigen und dann Induktion anzuwenden. Nach
2.1.12 | miissen wir nur die Abgeschlossenheit von pry : (X1 X X3) x Y — Y fiir
beliebige topologische Rdume Y zeigen. Diese Abbildung ist aber die Zusammen-

setzung der nach | 2.1.12 | abgeschlossenen Abbildungen
(X1 x Xo) xY — X1 x (Xp x V) P20 Xo x YV P2 Y. [

2.1.13 Theorem von Tychonoff.
Ein Produkt nicht-leerer Rdume ist genau dann kompakt, wenn alle Faktoren es
sind.

Beweis. Nach |1.3.10] ist X := J], X, Hausdorff. Es sei F, eine Menge ab-
geschlossener Teilmengen mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. Nach dem
Teichmiiller-Tukey Lemma angewendet auf

S :={F C P(X) : F hat endliche Durchschnittseigenschaft}

existiert eine maximale Menge F € & mit Fy C F. Wir behaupten die Existenz
eines Punktes € X mit o € A fiir alle A € F. Da F die endliche Durchschnitts-
eigenschaft hat dies auch die Familie F, := {pr,(4) : A € F}. Also existiert ein
xs € NFs C X;. Jede Umgebung Wy von z; in X, trifft alle pr (A), also ist
pr; (W) N A # 0, und somit wegen der Maximalitit pry1(Wy) € F. Damit sind
aber wegen der Maximalitdt auch die endlichen Durchschnitte solcher Umgebungen
in F und somit ist # € A fiir alle A € F. Insbesonders ist = € () Fo. O

2.1.14 Beispiele. Der CANTOR-WURFEL ist DV, wobei D den 2-punktigen dis-
kreten Raum {0, 1} bezeichnet. Nach | 2.1.13 | ist der Cantor-Wiirfel kompakt. Die

Abbildung (zi); — > ;50 224 ist eine injektive (> jon 2Z = 1) stetige Abbil-

dung nach R und somit ein Homdomorphismus auf ihr Bild. Dieses kann also als
alle Punkte in R mit Trindrzahlentwicklung = = >, & mit z; € {0,2} auf-
gefalt werden oder sukzessive als Durchschnitt (1, F;, der abgeschlossen Mengen
F,={> v 4wy €{0,1,2};x; # 1 fiir j < n}, die gerade aus jenen Punkten
mit keinen 1’ern bis zur n-ten Stelle, bestehen. Es entsteht F,, 1 aus F;, durch drit-

teln aller Intervalle [Sﬁn, k;;f] C F,, und entfernen der mittleren Drittel (g’fill , gﬁi‘? ).

Esist I := [a, b] kompakt. Sei dazu U eine offene Uberdeckung und O := {z € [a, b] :
[a, x] besitzt eine endliche Teiliiberdeckung von U/}. Offensichtlich ist O offen in I
und @ € O. Angenommen O # I. Sei xg := inf(/ \ O). Dann ist g € I \ O und
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2.1 KOMPAKTE RAUME 2.1.15

somit xg > a. Also existiert ein Uy € U mit zg € Uy. Wir wihlen z; < xp mit
[z1,20] C Up. Dann ist x; € O und somit existiert eine endliche Teiliiberdeckung
{U1,...,U,} des Intervalls [a, z1]. Damit ist aber {Uy; Uy, ...,U,} eine solche von
[a, o], ein Widerspruch.

Folgerung. Jede stetige R-wertige Funktion auf einem kompakten Raum ist be-
schrankt und nimmt ihr Supremum und Infimum an.

Beweis. Es sei f : X — R stetig und X kompakt. Dann ist f(X) kompakt und
somit beschrénkt und abgeschlossen, also inf f(X) € f(X) und sup f(X) € f(X).
O

Satz von Heine & Borel.

FEine Teilmenge A eines euklidischen Raums R™ oder allgemeiner von R ist genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist (d.h. pr;(A) C R ist
beschrinkt fir alle j € J).

Beweis. (=) Da R T ist, ist pr;(A) kompakt nach und somit abgeschlossen
nach | 2.1.6]. Bs ist {(—n,n) : n € N} eine offene Uberdeckung und somit existiert
ein n mit pr;(A) C (—n,n), d.h. pr;(A) ist beschrénkt.

(«=) Es sei pr;(A) beschrinkt, also existiert ein n; mit pr;(A) € [-n;,n;] und
damit A C J],[-n;,n;]. Folglich ist A nach |2.1.13| und | 2.1.4] kompakt. O

2.1.15 Theorem iiber Stone-Cech-Kompaktizierung.

Zu jedem topologischen Raum X existiert ein kompakter topologischer Raum (X
(die sogenannte STONE-CECH-KOMPAKTIFIZIERUNG) und eine stetige Abbildung
tx : X — X mit folgender universellen Figenschaft. Zu jeder stetigen Abbildung
g : X — Y mit Werten in einem kompakten Raum Y, existiert eine eindeutige
stetige Abbildung g : X —Y mit gor=g.

Y

Beweis. Wir definieren eine Abbildung ¢ : X — [0,1]901) durch «(z); =
f(z), dh. prpow = f fiir alle f € C(X,I). Diese ist stetig wegen der universellen
Eigenschaft des Produkts. Beachte, daf fiir jeden T 1 -Raum X die Abbildung ¢ :

X — J¢X5D eine Einbettung ist, und sie ist genau dann abgeschlossen, wenn X

kompakt ist nach .

Zu g€ C(X,Y) sei g** : €D — €MD) definiert durch

9" (@) = (Zhog)nec(v,n):

d.h. prj, og™ = pr),,, fiir h € C(Y, I). Also ist g** stetig wegen der universellen Ei-
genschaft des Produkts 7¢I, Weiters ist g** o1x = 1y og, da pr;, (¢** (tx(z))) =
prhog(LX(:E)) = (hog)(z) = h(g(z)) = pr,(ty (g(z))). Folglich bildet g** den Ab-
schlul SX := ¢(X) von ¢(X) in die abgeschlossene Menge ¢(Y) 2 ¢(g(X)) hinein ab.
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Also konnen wir das gesuchte § : 3X — Y durch 3! 0 ¢**[sx : X — 1y (Y) = Y

definieren.

> IC(X I)

PTpog :

2) g

Die Eindeutigkeit von § ergibt sich daraus, daf zwei stetige Abbildungen g; : X —
Y, die auch einer dichten Menge D := 1 x(X) {ibereinstimmen ident sind: In der Tat
ist Ay :={(y,y) : y € Y} in Y x Y abgeschlossen, da Y ein Hausdorff-Raum ist
(siehe den Hinweis zu Aufgabe (69)). Somit ist {z : g1(z) = ga(2)} = (91, 92) *(Ay)
abgeschlossen und dicht, also alles. O

Bemerkung.

1. Die Stone-Cech-Kompaktifizierung ¢ : X — (X ist durch die universelle
Eigenschaft bis auf HomGomorphie eindeutig bestimmt: In der Tat besitze

: X — ('X ebenfalls die universelle Eigenschaft. Dann existieren Er-
Welterungen PE ﬂ’ X — X und ¢/ : BX — ' X und wegen der _universellen
Eigenschalft ist Tol/ die eindeutige Erweiterung idgx und ebenso ¢/or = idg x.

2. In der Tat geniigt es die universelle Eigenschaft fiir Y = I zu fordern. Denn
ersetzt man in der Konstruktion von g die Abbildung pry,,, durch eine Er-

weiterung hfg/g von hog : X — I, so erhélt man genauso eine stetige
Fortsetzung g mit Werten in Y.

3. Die Abbildung ¢ : X — X ist genau dann eine Einbettung, wenn X Tj 1
ist, und mehr noch ist ein Raum genau dann T3%, wenn er sich in einen
kompakten Raum einbettet 148t: Jeder Teilraum eines kompakten und somit

T31-Raumes (nach ) ist T31 nach |1.3.10 | Umgekehrt ist ¢ : X —

I€XD) eine Einbettung fiir jeden T, 1 -Raum nach und somit auch
1 X — 06X

4. Die Stone-Cech-Kompaktifizierung ist maximal unter allen Kompaktifizie-
rungen eines Tj 1 -Raumes, d.h. dichten Einbettungen ¢ : X — K in eine
kompakten Raum K. Dabei heifit eine Kompaktifizierung ¢ : X — K grofler
als eine andere ¢/ : X — K’, wenn eine stetige Abbildung ¢ : K — K’ exi-
stiert mit g o« = ¢/. Die kompakte Menge ¢(K) umfafit die dichte Menge
/(X)) = q(¢(X)) und ist somit K’, d.h. g ist eine abgeschlossene Quotienten-
Abbildung nach . Dafl ¢ : X — X maximal in diesem Sinn ist folgt
sofort aus der universellen Eigenschaft von 5X.

Bemerkung. Beachte, da§ der Abschlufl 3X von X in C(X,I) auch als Teilraum
der Algebra-Homomorphismen Alg(Cy(X,R),R) in RE(XR) heschrieben werden
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kann, wobei Cp(X,R) den Raum der beschrinkten stetigen Funktionen bezeich-
net. Insbesonders ist ein T4 1 -Raum X genau dann kompakt, wenn jeder Algebra-
Homomorphismus ¢ : Cp(X,R) — R eine Punktevaluation ev, fiir ein z € X ist.

2.1.16 Beispiel. Es sei a eine Ordinalzahl. Wir betrachten den Raum [0, o] := a+1
mit der Ordnungstopologie. Eine Basis der Topologie ist durch (3,7) oder auch
durch (8,7] gegeben, denn (8,] = (3,7+1) und (3,7) = U, ., (8,7']. Es ist [0, o]
kompakt, mit den gleichen Beweis wie von . Falls a eine Limesordinalzahl
ist, so ist [0, @) offen und dicht in [0, «].

Ist insbesonders « := €2 die erste iiberabzéhlbare Ordinalzahl, dann ist wie wir
gleich zeigen werden jede stetige Funktion f : [0,Q) — [0, 1] schliefilich konstant
und 1d8t sich somit stetig auf [0, 2] fortsetzen. Damit ist [0, 2] = 5[0, ). Beachte,
daf keine Folge 3,, € [0, Q) existiert, die gegen 2 konvergiert, denn By := min{y <
Q:vq > B, fir alle n} = sup{B3, : n € N} = [J,,cy B ist abzéhlbar also G, < 2. Es
ist also [0, 2] nicht Folgen-erzeugt, denn [0, (?) ist Folgen-abgeschlossen und dicht.
Beh.: Vn > 038, < QV6, < B < Q:|f(B) — f(Bn)] < % Daraus folgt sofort, dafl
f konstant auf [Bu, Q) := sup,, B, ist.

Indirekt angenommen es existiert ein n > 0 und zu jedem 3 < Q ein 8 < B’ < Q
mit |f(3') — f(B)| = L. Wir wéhlen rekursiv eine Folge 3, und 3, mit 3, < 3], <
Bn+1 < Q und |f(8)) — f(Bn)] > % Sei foo := sup,, B, = sup,, 5, Dann gilt
offensichtlich 3,, — Bo und B, — Beo. Es wiire also 8, 8, € f~H(U 1 (f(Bs))) fiir

1
o
fast alle n und somit |f(3,) — f(3,)| < 5= ein Widerspruch.

Ist andererseits @ = w die erste unendliche Ordinalzahl, d.h. [0,a) = N mit der
diskreten Topologie so ist [0,a] = Nu keineswegs die Stone-Cech-Kompaktifizier-
ung BN.

In der Tat, nach | 1.2.15 | ist I¢®D) separabel. Sei f : N — I¢®M.D eine Abbildung
mit dichtem Bild. Dann ist die stetige Fortsetzung f : SN — I°MN1) surjektiv, und
somit die Kardinalitdit von SN mindestens jene von I¢M1) " also 22" o R,

In jede unendliche abgeschlossene Teilmenge A C AN ist SN einbettbar: Wir wihlen
zwei Punkte ag # af, in A und disjunkte Umgebungen Uy von ag und U} von aj.
Dann liegen nicht fast alle Punkte aus A in beiden Umgebungen, also ist O.B.d.A.
A\ Up unendlich. Um nun induktiv fortzufahren wéhlen wir noch eine offene Um-
gebung Vj von ag mit Vo C Up. Wenn ay, ..., a,_; € A und disjunkte Umgebungen
V;,Uj € U(ay) mit V; C U; fiir j < n mit A\ U;_,, U; unendlich gewihlt sind, so
wiéhlen wir wie zuvor ein a, € A\ Uj <n Uj und eine Umgebung U,, von a,, mit
(A\U,<,Uj) \Up, = A\ U;<,, Uj unendlich. Nun wihle eine Umgebung V;, von
an, mit V,, C U, und disjunkt von V; mit j < n (Schneide U,, wenn nétig mit
der offenen Menge ~ Uj<n V;). Die Abbildung a : N — A, n +— a, ist somit eine
Einbettung mit Bild Ay := {a, : n € N}. Fiir jede stetigen Abbildung f : Ag — I
besitzt

L f(ak) firne NNU,
folm) = {o fiir n € N\ U, U

eine stetige Erweiterung fo : ON — I mit ]?0 konstant f(ay) auf Uy = NN Uy
(siehe Aufgabe (71)), d.h. fo|y = f. Somit besitzt Ay die universelle Eigenschaft
der Stone-Cech-Kompaktifizierung und folglich ist SN & §Ag = Ay C A.

Folglich ist jede konvergente Folge in SN konstant, andernfalls enthielte {auo, @y, :
n € N} eine Mengen BN der Kardinalitit 2. Obwohl BN kompakt ist, existieren
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keine nicht-triviale konvergente Folgen (d.h. SN ist weit davon entfernt Folgen-
kompakt zu sein)

Kein z € ON\ N besitzt eine abzihlbare Umgebungsbasis nicht einmal in NU {z},
denn angernfalls wire N U {2} Folgen-erzeugt und somit N abgeschlossen, aber
liegt in N = gN.

2.1.17 Proposition (Koprodukte kompakter Riume).
Ein Koprodukt nicht-leerer Rdume ist genau dann kompakt, wenn alle Summanden
es sind und die Index-Menge endlich ist.

Beweis. Es ist {X; : j € J} eine offene Uberdeckung und X; C Lljes X; abge-
schlossen. O

2.2 Lokal-kompakte Riaume

2.2.1 Definition (Lokal-kompakter Raum).
Ein Raum X heifit LOKAL-KOMPAKT, wenn er Hausdorff ist und eine Umgebungs-
basis bestehend aus kompakten Umgebungen besitzt.

2.2.2 Lemma. FEin Raum ist genau dann lokal-kompakt, wenn jeder Punkt eine
Umgebung U mit kompaktem AbschlufS besitzt. Jeder lokal-kompakte Raum ist T3%
und jeder kompakte Raum ist lokal-kompakt.

Beweis. (=) Es sei X lokal-kompakt, dann existiert zu jedem 2 € X eine kompakte
Umgebung U,. Da X T, vorausgesetzt ist, ist U, abgeschlossen.

(<) Es sei # € X und U eine Umgebung mit kompakten Abschlu. Dann ist U T}
und somit {x} abgeschlossen in U und damit auch in X, d.h. X ist T}.

Sei nun A C X abgeschlossen mit ¢ A und U eine offene Umgebung von x mit
kompakten Abschlufl wie zuvor. Dann ist Ag := (U \ U) U (U N A) abgeschlossen
(in U) und = € U \ Ag. Also existiert eine stetige Funktion f : U — I mit f(z) =1
und f|a, = 0. Diese kann durch 0 auf X \ U stetig auf X fortgesetzt werden, denn
UN(X\U)=U\U C Ay.

Alsoist X T3%. Insbesonders besitzt jede Umgebung V' von z eine offene Umgebung

K/ mit W C V und somit ist WNU C W CV eine Umgebung von z und W NU C
U kompakt. O

2.2.3 Proposition (Trennungseigenschaft in lokal-kompakten Riéumen).
Fiir jede kompakte Menge A eines lokal-kompakten Raums X und jedes offene V 2
A existiert eine kompakte Umgebung U C'V wvon A.

Beweis. Fiir jedes a € A existiert eine offene Menge U, mit kompakten Abschluf3
U, C V. Die Familie {U, : a € A} besitzt eine endliche Teiliiberdeckung {U, : a €
Ao} von A und U := e g, Ua ist eine Umgebung mit U = (J,c 4, Ua € V und
kompakt. O
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2.2.4 Proposition (Teilriume lokal-kompakter Riume).
Lokal abgeschlossene Teilrdume lokal-kompakter Raume sind lokal-kompakt.

Lokal-kompakte Teilrdume von Hausdorff-Rdumen sind lokal-abgeschlossen .

Beweis. (=) Da die lokal abgeschlossenen Teilrdume genau die Durchschnitte ANU
mit A abgeschlossen und U offen sind, d.h. ANU C U abgeschlossen und U C X of-
fen ist, geniigt zu zeigen, daf} offene und abgeschlossene Teilrdume lokal-kompakter
R&ume ebenso lokal-kompakt sind. Fiir offene Teilrdume ist das offensichtlich. Sei
andererseits A C X abgeschlossen und a € A dann existiert eine Umgebung U in
X mit kompaktem Abschlufl. Die Spur U, := U N A ist dann eine Umgebung von

a € A und der Abschlufl ZA =U,NACUnN A ist kompakt.

(<) Es sei Y C X lokal-kompakt. Wir wollen zeigen, dal Y in Y offen ist, sei
also 0.B.dA. X =Y. Seiy € Y und U C Y eine offene Umgebung in Y mit
UY = U NY kompakt und somit abgeschlossen auch in X nach . Wegen
UCUNYistsomit U CUNY CY. Sei U C X offen mit U = UHY, dann ist

yeUC UC U20ny =0T C Y nach Aufgabe (71), da ¥ in X dicht liegt. O

2.2.5 Theorem iiber Alexandroff 1-Punkt Kompaktifizierung.

FEin topologischer Raum ist lokal-kompakt genau dann, wenn er als offener (dichter)
Teilraum eines kompakten Raums einbettbar ist. Die ALEXANDROFF-KOMPAKTIFIZIERUNG
eines lokal-kompakten Raumes X ist X /(BX \ X). Dies ist die kleinste aller Kom-
paktifizierungen. Falls X lokal-kompakt aber nicht kompakt ist, so kann SX/(6X \

X) auch als Xoo = X U {oo} beschreiben werden, wobei X C X ein offener
Teilraum ist und die offenen Umgebungen von oo gerade die Komplemente der
kompakten Teilmengen von X sind.

Beweis. (=) Es sei X lokal-kompakt und somit T31 nach . Dann ist X in

(X eingebettet, und somit lokal-abgeschlossen in X nach 7 d.h. offen im
Abschlufl X von X.

(<) Es sei umgekehrt X C Y offen in einem kompakten Raum, dann ist X lokal-
abgeschlossen und somit lokal-kompakt nach .

Es sei X lokal-kompakt und 0.B.d.A. nicht kompakt. Dann ist X C SX offen
und die X, := BX/(BX \ X) definierende Aquivalenz-Relation ist abgeschlossen,
also X, = X U {oo} kompakt, wobei co die Aquivalenzklasse 53X \ X bezeichnet,
und 7 : X — X, eine abgeschlossene Quotienten-Abbildung. Nach Proseminar-
Beispiel (56) ist X — X, eine offene Einbettung da X C X offen ist.

Falls K C X kompakt ist, so ist K C X abgeschlossen und damit 7(K) C X
ebenfalls abgeschlossen, d.h. X, \ K eine offene Umgebung von oo := 7(5X \ X).
Umgekehrt sei U solch eine Umgebung. Dann ist 77 1(U) C X offen mit SX \ X C
7 YU), dh. K := 38X\ 7 }U) C X ist kompakt und U = X, \ K.

Man kann diese Beschreibung auch direkt benutzen um (die kompakte Topologie
auf) X, zu konstruieren.

Die Alexandroff-Kompaktifizierung ist minimal, denn sei f : X — Y eine dichte
Einbettung in einen kompakten Raum Y. Wir Identifizieren X mit seinen Bild f(X)
in Y Es sei q|x die Inklusion von X in X, und ¢g|y\x = oo. Dann ist ¢ ist stetig,
denn fiir y € X ist g lokal die stetige Inklusion X — X, und fiir K C X kompakt
ist (71 (Xoo \K)= (Y \X)U(X\K)=Y\ K offen. O

2.2.6 Proposition (Koprodukte lokal-kompakter Riume).
Ein Koprodukt ist genau dann lokal-kompakt, wenn es alle Summanden sind.
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Beweis. Denn |_|j X ist lokal homéomorph zu X;. O

2.2.7 Proposition (Produkte lokal-kompakter Riume).
Ein Produkt nicht-leerer Rdume ist genau dann lokal-kompakt, wenn alle Faktoren
lokal-kompakt sind und dabei fast alle kompakt sind.

Beweis. Es sei U := []; U; eine offene Umgebung von (z;); mit U; C X; offen
und U; = X; fur fast alle j. Die Menge U hat genau dann kompakten Abschlufl
11 j 7]-7 wenn 7] kompakt in X; ist und somit fiir fast alle j insbesonders X; = 7]
kompakt ist. O

2.2.8 Proposition (Bilder lokal-kompakter Riume).
Es sei X lokal-kompakt, Y Hausdorff und f : X — Y eine stetige surjektive offene
Abbildung. Dann ist auch Y lokal-kompakt.

Beweis. Das Bild eine offenen Umgebung von x € X mit kompakten Abschluf} ist
nach eine Umgebung von f(z) mit kompakten Abschluf. O

2.2.9 Theorem von Whitehead.
Es sei X lokal-kompakt und g : Y — Z eine Quotienten-Abbildung. Dann ist auch
X xg: X xY — X x Z eine Quotienten-Abbildung.

Beweis. Es sei (20, 20) € W C X x Z mit f~1(W) C X xY offen, wobei f := X xg.
Wir wihlen yo € g7 '(20) und U € U(xp) kompakt mit U x {yo} C f~1(W).
Da f~1(W) saturiert ist, ist U x g=(g(y)) C f~1(W) falls U x {y} C f~1(W).
Insbesonders ist U x g7 1(29) C f71(W). Essei V := {z € Z : U x g7'(2) C
F~Y(W)}. Dann ist (zg,20) € U x V. C W und V ist offen, denn g=}(V) := {y €
Y :U x {y} C f~1(W)} ist nach offen. O

2.3 Kompakt-erzeugte Riaume oder auch Kelley-Riume

2.3.1 Definition (Kelley-Raum).

Ein Raum heiffit k-RAUM oder KELLEY-RAUM oder KOMPAKT-ERZEUGT falls er
Hausdorff ist und die finale Topologie bzgl. der Inklusionen seiner kompakten Teil-
mengen trigt (oder auch bzgl. aller stetiger Abbildungen von kompakten Mengen)
Offensichtlich ist jeder Folgen-erzeugte To-Raum X kompakt erzeugt, denn das Bild
jeder konvergenten Folge zusammen mit ihrem Grenzwert ist kompakt und B C X
ist genau dann Folgen-erzeugt, wenn BN A in A := {aj,as,...,ax} abgeschlossen
ist fiir konvergente Folgen a, — axo-

Beispiele. In [1, 3.3.24] befindet sich das Beispiel eines k-Raumes

(Noo x (R, diskret) oo \ {(00,00)})/(N x {o0})
der nicht T3 ist. Und in [1, 3.3.24] ist ein T4%—Raurn angegeben, der nicht k-Raum
ist.

SchlieBlich ist R/N nicht lokal-kompakt, aber k-erzeugt, wie wir gleich sehen werden.

2.3.2 Proposition. Fin Hausdorff-Raum ist genau dann ein k-Raum, wenn er ein
Quotient eines lokal-kompakten Raumes ist.

Insbesonders ist jeder lokal-kompakte Raum ein k-Raum.

Beweis. (<) Topologische Riume tragen die finale Topologie bzgl. ihrer Umge-
bungsbasen. Somit ist jeder lokal-kompakte Raum ein k-Raum und auch jeder
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Hausdorff-Quotient, da nach Hausdorff-Bilder kompakter Mengen kompakt
sind.

(=) Sei X ein k-Raum. Dann ist X ein Hausdorff-Quotient von Y := | {K : K C
X kompakt} und Y ist offensichtlich lokal-kompakt. O

2.3.3 Folgerung (Erblichkeit von k-Riumen).
Hausdorff-Quotienten von k-Rdumen sind k-Rdume. Ebenso offene bzw. abgeschlos-
sene Teilrdume. Und auch Koprodukte.

Beweis. Fiir Quotienten folgt dies aus . Fiir Koprodukte, da ]| ;X die finale
Struktur der X; trégt und diese ihrerseits die finale Struktur bzgl. der kompakten
Teilmengen in X;. Fiir abgeschlossene/offene Teilrdume folgt dies ebenfalls aus
, denn sei 7 : Xg — X eine Quotienten-Darstellung eine k-Raumes X mittels
eines lokal-kompakten Raumes X. Weiters sei Y C X offen/abgeschlossen. Dann ist
Tla=1(yy : 7 1(Y) — Y eine Quotienten-Abbildung nach Proseminar-Beispiel (54)
und 7 1(Y) ist offen/abgeschlossen in einem lokal-kompakten Raum also selbst

lokal-kompakt nach . Folglich ist Y ein k-Raum nach . O

2.3.4 Folgerung (Produkte von k-Réumen).
Es sei X lokal-kompakt und Y ein k-Raum. Dann ist auch X XY ein k-Raum.

Beweis. Es sei Yy — Y eine Quotienten-Abbildung mit Yy lokal-kompakt. Nach
ist X xYy — X xY eine Quotienten-Abbildung und X xYj ist lokal-kompakt,

also ist X X Y ein k-Raum nach . O

2.3.5 Folgerung (Stetige Abbildungen zwischen k-Riumen).
Es sei X ein k-Raum.

Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn ihre Einschrinkungen
flx : K =Y auf kompakte Teilmengen K C X es sind.

Falls f 1Y — X stetig ist, so ist f genau dann offen/abgeschlossen/Quotienten-
Abbildungen wenn frc := flr-1 (k) : f~UK) — K es ist fiir alle kompakten K C X.

Beweis. Der erste Teil ist wegen der Finalitdt der Topologie klar.

Die Richtungen (=) sind ebenfalls evident. Umgekehrt sei f : ¥ — X eine stetige
Abbildung in einen k-Raum X. Und fx sei offen/abgeschlossen. Es sei B C Y of-
fen/abgeschlossen. Dann ist f(B)NK = f(BN f~Y(K)) = fx(B) offen/abgeschlos-
sen in K und somit f(B) offen/abgeschlossen.

Nun sei fx eine Quotienten-Abbildung fiir alle kompakten K C X. Und sei A C X
mit f~1(A) abgeschlossen. Dann ist f'(ANK) = f~1(A)N f~'(K) abgeschlossen
in f~1(K) und somit AN K abgeschlossen in K, also A abgeschlossen in X. O

2.3.6 Folgerung (Produkte von Quotienten-Abbildungen).
Es sei g : Y — Z eine Quotienten-Abbildung und X x Z ein k-Raum. Dann ist
Xxg: X xY — X x Z eine Quotienten-Abbildung.

Beweis. Es sei f :== X xg: X xY — X x Z. Alle kompakten Teilmengen in
X x Z sind enthalten in Mengen der Form K x L mit K C X kompakt und L C Z
kompakt. s ist f|r-1(xxr) : K x g7'(L) — K x L eine Quotienten-Abbildung

nach und somit f eine Quotienten-Abbildung nach . O

2.3.7 Beispiel. Produkte von k-Raumen sind nicht immer k-Réume.
In|1.2.12 | haben wir X x 77 : X x R — X x R/N betrachtet und gezeigt, daf} dies
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keine Quotienten-Abbildung ist. Da R lokal-kompakt ist, ist R/N ein k-Raum und
X C R ist metrisierbar, also Folgen-erzeugt und somit ebenfalls ein k-Raum. Wegen
kann aber X x R/N kein k-Raum sein.

2.3.8 Proposition iiber die Kelley-fizierung.
Es sei X ein To-Raum. Mit kX bezeichnen wir die Menge X zusammen mit der
bzgl. {K — X : K C X, kompakt} finalen Topologie. Dann ist kX ein k-Raum
mit den gleichen kompakten Mengen wie X und die Identitit kX — X ist stetig
und besitzt folgende universelle Eigenschaft: Jede stetige Abbildung f:Y — X auf
einem k-Raum Y ist ebenfalls stetig von Y — kX.

EX —4

f
Y
Beweis.
kX X
A% /

P fL)=K f

flo
L Y

Offensichtlich trégt kX eine feinere Topologie als X und somit ist auch kX Haus-
dorff und id : kX — X stetig. Klarerweise besitzt X und kX die selben kompakten
Teilmengen und somit ist kX ein k-Raum. Sei f : ¥ — X stetig und Y ein k-Raum.
Um die Stetigkeit von f : Y — kX zu zeigen, geniigt nach die Stetigkeit
von f|r : L — kX fiir alle kompakten L C Y nachzuweisen. Es ist aber K := f(L)
kompakt nach und somit f|z : L — f(L) = K — kX stetig. O

2.4 Funktionenridume

Falls X und Y topologische Réume sind, so wollen wir auch den Raum C(X,Y)
aller stetiger Abbildungen von X nach Y zu einem topologischen Raum machen.
Eine Moglichkeit ist, diesen als Teilraum von Y X := Hme Y aufzufassen, d.h. mit
der TOPOLOGIE DER PUNKTWEISEN KONVERGENZ zu versehen, siehe auch | 1.2.10 |,
1.2.15, | 1.3.10 | und Proseminar-Beispielen (6), (39), (61), (62), (68) und (79). Er
ist dann allerdings nicht abgeschlossen, denn ein punktweiser Grenzwert stetiger
Funktionen ist nicht immer stetig.
Im Falle eines uniformen Raumes Y ist eine andere Moglichkeit die TOPOLOGIE DER
GLEICHMASSIGEN KONVERGENZ zu verwenden, siche Proseminar-Beispiele (3), (31)
und (45). Dies ist im allgemeinen eine echt feinere Topologie, allerdings gilt folgende
partielle Umkehrung:

2.4.1 Theorem von Dini.
Es sei X kompakt und f, € C(X,R) mit f,, < fny1. Falls f,, punktweise gegen ein
stetiges foo konvergiert, so ist die Konvergenz gleichmdjfsig.

Beweis. Es sei fo, der punktweise Grenzwert. Fiir ¢ > 0 sind die Mengen A,, := {z :
foolx) — fn(z) > €} abgeschlossen (da fo — fy stetig ist) und monoton abnehmend
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(da f, < fng1) mit ), Ap =0 (da fn(z) — foo(z)). Da X kompakt ist, muB die
endliche Durchschnittseigenschaft verletzt sein, d.h. Ing: A,, = 0, also foo(z) —€ <
fro (@) < fu(x) < foo(x) fiir alle x € X und n > ng, d.h. f,, — foo gleichméBig. O

Die Topologie der gleichméfligen Konvergenz ist aber im allgemeinen zu fein, denn
z.B. konvergieren Potenzreihe im allgemeinen nicht gleichméfig auf ihrem Definiti-
onsbereich, sondern nur auf kompakten Teilen im Inneren. Dies fiihrt dazu folgende
Definition zu geben:

2.4.2 Definition (Kompakt-offene Topologie).

Unter der kompakt-offenen Topologie auf C(X,Y") verstehen wir die Topologie ge-
geben durch die Subbasis gebildet aus den Mengen M (K,U) := {f : f(K) C U}
mit K C X kompakt und U C Y offen, vgl. mit den Proseminar-Beispielen (19)
und (24).

2.4.3 Approximation stetiger Abbildungen

Es sei X ein topologischer Raum. Dann ist C(X,R) eine ALGEBRA, d.h. ein reeller
Vektorraum (bzgl. f+g:x— f(x)+g(x) und A f: 2 — X f(x)) zusammen mit
einer assoziativen und bilinearen Multiplikation (und zwar C'(X,R) x C(X,R) —
C(X,R), (f,g9) — f-g(:x+— f(x)-g(x))) mit neutralem Element (n&mlich 1 : z —

1).

Satz von Stone & Weierstrafl.
Jede Punkte-trennende Teilalgebra von C(X,R) die 1 enthdlt ist dicht in C(X,R).

Insbesonders ist der Raum der Polynome in m-Variablen dicht in C'(R™,R).
Beweis.

Beh. Es existiert ein Folge von Polynomen, die gegen Vo [0,1] — R gleichmifig
konvergiert.

Wir definieren rekursive pg := 0, ppy1. = pn + %(id —p2) und zeigen mittels Induk-
tion 0 < pn(t) < pnri(t) <Vt Esist

<Vi
VE=puia(t) = VI put) — 5t~ 92(0) = (Vi = palt)) (1 5 (V4 70(D) > 0
>0 <2

und somit ist py11 = pp+3 (id —p2) > py,. Folglich ist p,, (t) konvergent. Sei poo (t) :=
limy, o0 Pr(t). Dann ist poo(t) = poo(t) + 1 (t — poc(t)?), also puo(t) = V/t.
Es sei A der Abschlufl der Teilalgebra und vorerst X kompakt.

Beh. Falls 0 < f € A, so ist auch v/f € A:
Denn f ist beschréinkt (durch K < co) und somit /f = VK - %, d.h. 0.B.d.A.
| flloo < 1. Dann ist v/f = lim, oo pp o f € A.

Beh. Mit f,g € A sind auch |f|, max{f, g}, min{f, g} € A:
Denn || = /2, max{f, g} = L= und min{ f, g} = LHe-li=al,

Beh. Fiir 21 # x¢ und y1,yo € R existiert ein f € A mit f(z;) = y; fiir i = 1,2:
Da A Punkte-trennend ist, existiert ein h € A mit h(xzy) # h(zg). Dann erfiillt
aber die Zusammensetzung x — f(z) := yo :(g))):};f&ll)) +un :((fl)):};fg)o)) von h mit

der affinen Funktion ¢ — yq h(;;)hle(il) + h(i:)hfz(zio), die h(x;) = y; erfiillt, das

Gewlinschte.
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Beh. Fiir f € C(X,R) und ¢ > 0 existiert ein h € A mit ||f — h| <e:

Fiir z,y € X existiert nach der letzten Behauptung ein f, , € A, welches auf {z,y}
mit f tibereinstimmt (Falls z = y ist, so sei f;, konstant gleich f(z) = f(y)). Da
fz,y—f bely verschwindet, existiert eine Umgebung U, von y mit f, ,(2)—f(z) <€
fir z € Uy. Da X kompakt ist, iiberdecken endlich viele Uy, ,...,U,, ganz X. Es
sei fp :=min{foy,,..., foy.} € A. Dann gilt fy(z) = f(z) und fo(2) < fa4,(2) <
f(2) +¢, wobei i so gewéhlt wurde, dal z € Uy,. Es existiert somit eine Umgebung
U, von x mit f,(z) — f(z) > —¢ fiir alle z € U,. Da X kompakt ist iiberdecken
auch endlich viele U, ..., U, ganz X. Seischlieflich h := max{fy,,..., fz,, } € A.
Dann ist f(z) —e < h(z) < f(z) +¢ fiir alle z € X, und somit |h — f| <e.

Beh. Der Satz gilt auch fiir beliebiges X. Denn sei f € C(X,R) und K C X
kompakt, € > 0. Wir miissen die Existenz eines g in der Teilalgebra zeigen mit
I(f — 9)lkllc < &. Dazu betrachten wir den Algebra-Homomorphismus incl*

C(X,R) — C(K,R). Das Bild der Teil-Algebra ist eine Punkte-trennende Teilalge-
bra in C(K,R), also existiert ein g in der Teilalgebra mit || f|K — g|k|lcc <. O

Exponentialgesetze

2.4.4 Lemma (C(_, ) als Funktor).

Es sei f: X =Y stetig. Dann ist f. : C(Z,X) — C(Z,Y), g +— fog und fiir Ts-
RiumeY auch f*: C(Y,Z) — C(X,Z), h — ho f stetig bzgl. den kompakt-offenen
Topologien.

Beweis.
(f) " (Nxw) ={g: (fog)(K) CU} ={g:g(K) C f 1 (U)} = Nk 1 (v
(f) " (Nrw) = {h: (ho f)(K) CU} = {h: h(f(K)) CU} = Nyxyv,

wobei wir Y Ty dazu verwendet haben, da§ f(K) C Y kompakt ist. O

Fiir diskretes Z haben wir Homéomorphismen C(Z, X) 2 XZ sowie C(Z,Y) 2 YZ
und f, entspricht gerade dem Produkt [],., f =: fZ:
L C(Z,Y)

C(Z,X
g

X7 ———>Y?

Entsprechend ist fiir diskretes X und Y die Abbildung f* gerade Z/, die Abbildung
die nur die Koordinaten entsprechend f umparametrisiert:

oW, 7) - cx, z)

f

7y ——= 7%

Fiir die Produkt-Topologie haben wir folgenden Homéomorphismen:

(Z) 227 ((fow)yey)oex =(fo,)) @y)exxvi

Wir hétten das gerne auch fiir Rdume stetiger Abbildungen, d.h. einen Homomorphismus
C(X,C(Y,Z)) = C(X xY,Z) der durch g — ¢~ : (z,y) — g(z)(y) und f —
fix— (y+— f(z,y)) gegeben ist. Beachte, dafl wir vermége der Abbildungen
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ev: C(X,)Y)xX =Y, (f,z) = f(z)undins : Z — O(X, Zx X), z = (z — (2,2))
folgende Darstellungen von g~ und f haben:

CY, X xY)

2.4.5 Proposition (Stetigkeit von fV).
Es sei f : X xY — Z stetig. Dann ist f¥ : X — C(Y,Z2), fV(2)(z) := f(z,x)
stetig bzgl. der kompakt-offenen Topologie auf C(Y, Z).

Beweis. Nach obiger Bemerkung geniigt es die Stetigkeit der Insertionsabbildung
ins: X - C(Y,X xY), z— (v — (z,2)) nachzuweisen. Sei dazu ins(z) € Nk v
mit K C Y kompakt und U C X x Y offen, d.h. {z} x K C U und nach
existiert eine offene Umgebung W von z mit W x K C U, d.h. ins(W) € Nk p.

2.ter direkter Beweis: Es sei f¥(z) € Ngu, d.h. f({z} x K) CU. Nach|2.1.11 | exi-
stieren offene Mengen U, 3 z und Ux 2 K mit f(U, x Ux) C U, also insbesonders
V(') € Ngp fiir alle 2’ € U,. O

2.4.6 Proposition (Stetigkeit von ).
Fiir Ta-Riume X und Y und beliebigem Z ist ¥V : C(X xY,Z) — C(X,C(Y,Z2))
eine Finbettung.

Beweis.

Sublemma. Es sei U eine offene Uberdeckung eines kompakten Raumes X . Dann
existiert eine Uberdeckung {Ky : U € U} von X mit kompakten Mengen Ky C U
fiir alle U € U.

Beweis des Sublemmas. Fiir jedes x € X wéhlen wir U, € U mit x € U, und
ein offenes V, mit 2 € V, C V,, C U,. Da X kompakt ist besitzt die Uberdeckung
{Vz : © € X} eine endliche Teiliiberdeckung {V,;2 € Xo}. Fir U € U sei Ky =
U{Vz : © € Xy, U, = U}. Dann ist Ky als endliche Vereinigung abgeschlossener

Mengen abgeschlossen und somit kompakt, Ky C U und Uy ey Kv = Upex, Ve =
X.

Beh.: Es sei U eine Subbasis von Z, dann bilden die Ny mit U € Y und K C X
kompakt eine Subbasis von C(X, Z).

Sei némlich f € Nk o mit K C X kompakt und O C Z offen. Dann ist f(K) C
O und da U eine Subbasis ist existiert fiir jedes © € K eine endliche Teilmenge
O, CU mit f(x) € (O, C O. Die Mengen f~1(N0,) fiir x € K iiberdecken die
kompakte Menge K, also reichen endlich viele x € X aus. Wir wéhlen dazu nach
dem Sublemma kompakte Teilmengen K, C f~1((O,) die K iiberdecken. Dann
ist f € Nyex,.0c0, Nk..0 € Nk,0, denn fiir f(K,) C (O, und g(K;) C O fiir
alle z € Xy und O € O, impliziert, da g(K) C O, dazuz € K ein x € X existiert
mit T € K, und folglich ¢(z) € g(K,) C (O, C O gilt.
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Beh.: V ist stetig.

Offensichtlich ist (V)™ (Nk, Nk, o) = Nk, xk»,0 und nach der vorigen Behauptung
bilden die NK1,NK2‘o mit K; € X kompakt, Ko C Y kompakt und O C Z offen
eine Subbasis.

Beh.: V ist initial.

Nach der vorigen Behauptung bilden die Mengen

{Nk,xK,,0 : K1 C X kompakt, Ko CY kompakt und O C Z offen}

eine Subbasis der initialen Topologie auf C'(X x Y, Z). Bleibt zu zeigen, daf diese
auch eine Subbasis der kompakt-offenen Topologie bilden. Sei dazu K C X x Y
kompakt und O C Z offen mit f(K) C O. Dann existieren endlich viele of-
fene Mengen W; und V; mit K C |J,W; x V; C f~YO) und nach dem Sub-
lemma finden wir eine Uberdeckung von K bestehend aus kompakten Mengen
K; CW; xV;. Da X und Y Hausdorff sind, ist pry (K;) und pry (K;) kompakt und
F €N Nory (k) xpry (51,0 € Ni,0, denn f(prx (K;) x pry (K;)) C f(Ui x V;) €O
und aus g(pry (K;) x pry (kK;)) C O fiir alle ¢ folgt g(K) C |J, g(k;) € O. O

2.4.7 Proposition (Stetigkeit von ¢").
Es sei Y lokal-kompakt und g : X — C(Y,Z) stetig bzgl. der kompakt-offenen
Topologie. Dann ist g~: X XY — Z, g7(z,2) := g(z)(z) stetig.

Beweis. Nach obiger Bemerkung geniigt es die Stetigkeit vonev : C(Y, Z)xY — Z
nachzuweisen. Sei dazu U C Z offen und (f,x) € C(Y, Z) xY mit f(z) = ev(f,x) €
U. Dann existiert eine kompakte Umgebung K von x mit K C f~!(U) und somit
ist (f, 93) S NK,U x U C evfl(U).

2.ter direkter Beweis: Sei g(z,z) € V. Da g¢(z) stetig ist und Y lokal-kompakt ist
existiert eine kompakte Umgebung U, von x mit g(z)(U,) C V. Da g stetig ist,
existiert eine Umgebung W, von z mit g(W.) C Ny, v, also g (W, xU,) CV. O

2.4.8 Folgerung (Exponentialgesetz).

Falls Y lokal-kompakt und X Hausdorff ist, so haben wir einen Homdéomorphismus
C(X,CY,2)2C(X xY,2Z).

Insbesonders ist dann die Evaluation ev : C(Y,Z) X Y — Z stetig.

Die Komposition komp : C(Y,Z) x C(X,Y) — C(X, Z) ist stetig, falls X und Y
lokal-Eompakt sind.

Beweis. Der erste Teil folgt aus ’ 2.4.6 ‘ und ’ 2.4.7 ‘
Die Aussage iiber ev haben wir in gezeigt. Sie folgt aber auch nachtriglich

aus ev = idgx yy mittels [2.4.7].
Es ist komp = fY, wobei f = evo(C(Y,Z) xev) : C(Y,Z) x C(X,Y) x X —
CY,Z) x Y — Z ist. 0

2.4.9 Folgerung (Exponentialgesetz fiir kompakt-stetige Abbildungen).
Fiir Hausdorff-Riume X und Y haben wir einen Homdomorphismus

Ci(X x Y. 2) = Ch(X, Cy(Y, 2)),
wobei Cy(Y, Z) den Raum aller f:Y — Z, die auf allen kompakten K CY stetig
sind mit der kompakt-offenen Topologie bezeichnet. Es ist
Cy(Y, 2) = C(kY, Z)

und somit
Ck(X xY),Z)2CkX,C(kY,Z))
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oder
kEC(kX X, kY, kZ) =2 kC(kX,kC(kY,kZ)),
wobei X X Y :=k(X xXY) und kC(X,Y) :=k(C(X,Y)) bezeichnet.
Ist insbesonders X xY ein k-Raum, dann sind auch X undY k-Rdume und somit
15t
C(XxY,Z2)2C(X,CY,2)).

Beweis. Esist f € C(X xY, Z) genau dann, wenn f|x«r : K XL — Z stetig ist fiir
alle kompakten K C X und L C Y, also nach wenn (f|gxr)Y : K — C(L, Z)
stetig ist, oder fiquivalent, wenn fV|x : K — Cy(Y, Z) stetig ist fiir alle kompakten
K C X, dh. f¥ e Cu(X,Ci(Y, 2)).
Da Y und kY die selben kompakten Teilmengen hat ist C(Y,Z) = Cx(kY,Z) =
C(kY, 7).
Folglich ist

C(H(X x ), Z) = Ch(X x Y, Z) = Ch(X, Ch(Y, 2)) = C(kX, C(kY, Z))
und somit — wegen kC(kX, Z) = kC(kX,kZ) — auch

kC(kX % kY, kZ) = kC(k(X x Y), Z) =
~ kC(kX, C(kY, Z)) = kC(kX, kC(KY, kZ)),

Direkter Beweis des letzten Resultates. Es geniigt Surjektivitédt zu zeigen. Sei dazu
g: X — C(Y, Z) stetig. Fiir die Stetigkeit von ¢™: X XY — Z geniigt - da X x Y
als k-Raum vorausgesetzt ist — jene von g 1k« 1 : K X L — Z fiir kompaktes K C X
und L C Y zu zeigen. Dies folgt aber sofort mittels aus der Stetigkeit von
K—-X-—-CY,Z2)—C(L, Z2). O

2.4.10 Proposition (Trennungseigenschaften des Abbildungsraums).

Es seii € {1,2,3,31}. Falls Y T; so auch C(X,Y) in der kompakt-offenen Topo-
logie.

X lokal-kompakt, X, Y 2.Abz. Aziom = C(X,Y) 2.Abz. Aziom.

Beweis. Fiir i € {1,2} folgt dies da C(X,Y) eine feinere Topologie als jene von
YX tragt.

Nun fiir ¢ = 3: Sei f € Ngpy mit K C X kompakt und U C Y offen. Dann ist
f(K) C U kompakt und somit abgeschlossen, also existiert eine offene Menge V'
mit f(K)CV CV CU,und f € Ngyv C Ngyv C NK,V C Nk u. Beachte dazu,
daB Ny 37 sogar in der Topologie von Y X abgeschlossen ist.

Schliefflich fiir 7 = 3%: Es sei f € Ng,y mit K C X kompakt und U C Y offen.
Wir wihlen eine stetige Funktion g : Y — I mit g|¢xy = 1 und g|~y = 0. Dann
ist v: C(X,Y) — I definiert durch y(h) := min{g(h(z)) : * € K} stetig (Denn
sei € > 0 und hy € C(X,Y). Wir wéhlen ky € K mit y(ho) = g(ho(ko)) und eine
Umgebung U von hg(ko) mit g(U) C Uc(7y(ho)). Dann ist v(Ng ) € Uc(vy(ho)))
mit y(f) =1 und y(h) =0 fiir h ¢ Nk y.

Sei nun X lokal-kompakt und X, Y 2AA und T5. Es sei B eine abzéhlbare Basis
von X bestehend aus relativ kompakten Mengen und abgeschlossen unter endlichen
Vereinigungen und U eine abzdhlbare Basis von Y ebenfalls abgeschlossen unter
endlichen Vereinigungen. Dann bildet {NEU : B € B, U € U} eine abzéhlbare
Subbasis von C(X,Y), denn fiir jedes f € Ng 0 mit K C X kompakt und O C Y
offen existiert ein B € B mit K C B C B C f~(0). Weiters existiert ein U € U
mit f(B) CU C 0. Also ist f € N5 ;; € Nk o O
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Eine Abbildung f : X — Y ist nach Definition genau dann stetig, wenn
Ve e X,y := f(x)VV e U(y)AU e U(z) : f(U) C V.

Wir wollen nun fiir eine Menge F von Abbildungen f : X — Y beschreiben, was
es heifit, daB wir im wesentlichen die gleiche Menge U fiir alle f wihlen kénnen.
Direkt 148t sich das nicht formulieren, denn die Werte f(x) mit f € F werden ja
allgemein verschieden (von y) sein, aber zumindest fiir f, fiir die f(z) hinreichend
nahe an y liegen, geht das, und somit heifit eine Menge F C Y X GLEICHGRADIG
STETIG, wenn fiir jedes z € X und y € Y und V € U(y) ein U € U(x) und eine
W € U(y) existiert mit f € F, f(x) e W = f(U)CV.

Beachte, dafl jede gleichgradig stetige Menge in C(X,Y") enthalten ist.

2.4.11 Theorem von Ascoli & Arzela.

Es sei X ein k-Raum und Y reguldr. Dann ist eine Teilmenge F C C(X,Y) genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen, gleichgradig stetig und punktweise (relativ-
)kompakt ist.

Beweis. (=) Es sei F C C(X,Y) kompakt. Dann ist F abgeschlossen (da C(X,Y)
Hausdorff ist) und ev,(F) = {f(z) : f € F} kompakt in Y, da ev, : C(X,Y) —
YX — Y stetig ist. Es ist ev : 7 x X — Y stetig nach 7 dennid =ev¥ : F —
C(X,Y) ist stetig und F x X ist k-Raum nach .

Seinun z € X,y € Y und V € U(y). Wir wihlen W € U(y) mit W C V. Also
ist Fo := F N Ny, 7 kompakt und wegen ev(Fo x {z}) C V ist Fo x {z} C

—1
(ev|}-xx) (V), also existiert nach [2.1.11 | ein U € U(x) mit ev(Fy x U) C V,
also ist F gleichgradig stetig.

(<) Es sei F gleichgradig stetig und F, := {f(z): f € F} kompakt. Dann ist
[I.cx F= kompakt und somit ist der Abschlufl F von F in YX kompakt. Dieser ist
dann aber auch gleichgradig stetig: Sei z € X, y € Y. Fiir jedes V' € U(y) wihlen
wir V' € U(y) mit V/ C V und Umgebungen Uy von z und Wy von y mit f € F,
f(x) e Wy = f(Uy) CV'. Alsoist F C pr; ' (Y\Wv)U Ny er, pr,, (V7). Und die
rechte Seite ist abgeschlossen in der punktweisen Konvergenz. Also ist F enthalten
im Durchschnitt all dieser Mengen mit z € X, y € Y und V € U(y) und somit
selbst gleichgradig stetig und F C C(X,Y).

Somit ist ev : F x X — Y stetig bzgl. der punktweisen Konvergenz auf F: Denn zu
y = f(x) € V existieren Umgebungen W von y und U von x mit g(z) e W, ge F
= g(U) CV,also (f,z) € (FN Ny w) xU Cev (V).

Folglich ist id = ev¥ : F — C(X,Y) stetig bzgl. der punktweisen Konvergenz auf
F nach , also ist F kompakt in C(X,Y") bzgl. der kompakt offenen Topologie

nach | 2.4.10 |. O

2.5 Varianten von Kompaktheit

2.5.1 Definition (Varianten der Kompaktheit).
Ein topologischer Raum X heifit

1. LINDELOF, falls er T3 ist und jede offene Uberdeckung eine abzihlbare (offene
Verfeinerung) resp. Teiliiberdeckung besitzt.

2. FOLGEN-KOMPAKT, falls er 75 ist und jede Folge eine konvergente Teilfolge
besitzt, d.h. jede Folge einen Haufungspunkt besitzt;

52 andreas.kriegl@univie.ac.at © 10. Juni 2008



2.5 VARIANTEN VON KOMPAKTHEIT 2.5.2

3. ABZAHLBAR-KOMPAKT, falls er T5 ist und jede abzihlbare offene Uberdeckung
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt

4. PSEUDO-KOMPAKT, falls er Tgé ist und jede stetige Funktion X — R be-
schrinkt ist.

5. REELL-KOMPAKT, falls er Ty, ist und jeder Algebra-Homo. ¢ : C(X,R) =R
die Auswertung ev, bei einem Punkt in z € X ist.

Beispiele. Es ist N kompakt (und damit abzihlbar kompakt), aber nicht Flg-

kompakt, denn nach | 2.1.16 |sind alle konvergenten Folgen schlieflich konstant, nun
betrachte N C GN.

Esist [0, Q) ist Flg-kompakt: Sei a; € [0,2). Wir definieren rekursive ng als ng4q :=
min{n > ny : o, = min{oy, : k > ni}}. Dann ist (o, )k>1 monoton wachsend und
limg, o, = supy, i < Q. Andererseits ist aber [0, 2) dicht in [0, ] und somit nicht
kompakt (nur lokal-kompakt).

2.5.2 Proposition (Charakterisierung der Varianten zur Kompaktheit).
Fiir einen Ts-Raum sind dquivalent:

1. X ist abzdhlbar kompakt ;

jede oben halbstetige Funktion f: X — R ist nach oben beschrinkt;

jede lokal endliche Familie ist endlich;

jede (abzdihlbar) unendliche Teilmenge hat einen Haufungspunkt;

pry i X XY — Y ist abgeschlossen fiir jeden Folgen-erzeugten Raum 'Y (fir
Y =Ng).

G D

Fiir einen Ty 1 -Raum sind dquivalent:

1. X ist pseudo-kompakt ;
2. jede lokal endliche offene Famalie ist endlich;
3. jede lokal endliche offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

Fiir einen T3% -Raum sind dquivalent:

1. X ist reell-kompakt;
2. X ist abgeschlossen einbettbar in R fiir eine Menge .J.

Beweis. Es sei X ein To-Raum:

(1=2) Es sei f : X — R oben halbstetig. Die offene Uberdeckung {f~{t : t < n} :
n € N} besitzt also eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. f ist nach oben beschrinkt.

(2=3) Es sei {B,, : n € N} eine lokal endliche Familie (abgeschlossener) Mengen.
Dann ist xp, oben halbstetig und ebenso f =" nxp, nach |1.2.14.3 | Also ist f

nach oben beschrinkt, d.h. B, = 0 fiir alle hinreichend grofien n.
(3=4) Sei A eine unendliche Teilmenge (0.B.d.A. A = {a, : n € N}) ohne
Héufungspunkt. Dann ist {{a,} : n € N} lokal endlich, ein Widerspruch.

(4=5) Essei A C X x Y abgeschlossen und (x,,y,) € A mit y, — Y. Falls
{z} : k} endlich ist, so ist 0.B.d.A. zj konstant z,, und somit ist (o, Yso) € 4,
also Yoo € pry(A). Falls andererseits {xy : k} unendlich ist, dann existiert ein
Haufungspunkt zo, und somit ist (Teo, Yoo) € A, also wieder yo, € pry(A).

(5=1) Sei {U, : n € N} eine abzihlbare offene Uberdeckung. O.B.d.A. (U,),
monoton wachsend. Es sei U := X und U := |J,,cy_ Un x {n}. Dann ist U offen
und pry(~U) :={n : 3z : x ¢ U,} # oo, also ist diese Menge endlich und somit
U, = X fiir fast alle n.

Sei nun X ein T51-Raum:
2
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(1=2) Es sei {U, : n € N} eine lokal-endliche Familie offener nicht-leerer Mengen.
Wir wihlen x, € U, und f, € C(X,I) mit f,(2,) = 1 und f,|x\y, = 0. Dann
ist 3, n fp stetig (lokal-endliche Summe) und unbeschrénkt, also X nicht pseudo-
kompakt.

(2=-3) ist trivial.
(3=1) Es sei f: X — R stetig. Dann ist {f~'(k — 1,k + 1) : k € Z} eine lokal-

endliche offene Uberdeckung, also existiert eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. f
ist beschrankt

Fiir Tgé Réume X ist 6 : X — REXR) 2 s ev, eine Einbettung. Offensicht-
lich liegt ihr Bild in der abgeschlossenen Teilmenge v(X) := Alg(C(X,R),R) C
RER) der sogenannten REELL-KOMPAKTIFIZIERUNG von X . Das Bild liget dicht
in v(X): Denn sei ¢ : C(X,R) — R eine Algebra-Homomorphismus, fi,..., f, €
C(X,R) (und ¢ > 0), dann liegt f := > ,(f; — ¢(fi))? im Kern von ¢ und ist
somit nicht invertierbar in C(X,R), also existiert ein z € X mit f(z) = 0, d.h.
o(fi) = fi(z) = eva(fi).

(1=-2) Es sei X reell-kompakt, d.h. die Einbettung ¢ : X — v(X) ist surjektiv und
somit X abgeschlossen in RE(R) eingebettet.

(2=1) Sei ¢ : X — R eine abgeschlossene Einbettung. Fiir j € J ist ¢; := prjoL €
C(X,R) und somit ¢; : ¥(X) — R, ¢ — ¢(¢;) eine Erweiterung von ¢;. Damit ist
i = ({)jes : v(X) — R’ eine Erweiterung von ¢, d.h. 70§ = ¢ und wegen der
Dichtheit von §(X) in #(X) und der Abgeschlossenheit von +(X) in R/ hat 7 Werte
in +(X) und damit ist ©71 o7 : ¥(X) — «(X) — X linsinvers zu 6, also § eine
abgeschlossene Einbettung und wegen der Dichtheit somit surjektiv.

Offensichtlich hat 6 : X — v(X) die universelle Fortsetzungseigenschaft fiir stetige
Abbildungen mit Werten in reell-kompakten Riumen, denn fiir f € C(X,Y) ist
(f)* :v(X) — v(Y) stetig mit (f*)* o dx = dy o f und fiir reell-kompaktes Y ist
dy ein Homoomorphismus.

O

2.5.3 Implikationen

Flg-kp kp 2.Abz.Ax.
Flg-erz,H/ / \L \ \LTs
abz-kp lokal-kp Lindelof
Ts1 w T,/ parakp l l \\k
Ps—kp k-Raum R—kp nicht meﬁl?ara_kp

Beweis. (kp. & abz.kp. + Lindelsf) ist offensichtlich.

(kp. = lokal-kp.) ist .
(lokal-kp = k-Raum) ist | 2.3.2

(Flg.kp. = abz.kp.) ist evident nach .
(abz.kp. + Flg-erz. = Flg.kp.) : Es sei z,, eine Folge (von 0.B.d.A. paarweise

verschiedenen Punkten). Dann besitzt A := {x, : n € N} nach einen
Hiufungspunkt z... Wegen o, € A\ {2} ist A\ {2} nicht abgeschlossen, also
existiert eine Folge in A \ {z} die gegen etwas auflerhalb A\ {x} konvergiert
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(denn X ist Folgen-erzeugt). O.B.d.A. konnen wir annehmen, dafl dies eine Teilfolge
von (), ist.

(abz.kp. + T3 = ps.kp.) ist evident nach .

(ps.kp. + Ty = abzkp.) Es sei X normal und nicht abzéhlbar kompakt. Nach
existiert eine abzéhlbare unendliche Teilmenge A := {a, : n € N} oh-
ne Haufungspunkt. Offensichtlich ist A diskret und abgeschlossen (also eine ab-
geschlossene Einbettung von N), somit existiert nach Tietze-Urysohn eine
stetige Abbildung f : X — R mit f(a,) = n, also ist f nicht beschrinkt.

(pseudo-kp. + parakp. = kp.) Sei U eine offene Uberdeckung. Da X parakompakt
ist diirfen wir lokal-endlich voraussetzen. Nun folgt die Endlichkeit mittels .

(2.Abz.Ax. + T3 = Lindelof) Sei O eine abzéhlbare Basis und U eine offene
Uberdeckung. Es ist Uy := {O € O : U € U : O C U} eine abzihlbare Ver-
feinerung von U.
(Lindelsf = Reell-kp.) Es sei ¢ : C(X,R) — R ein Algebra-Homomorphismus. Fiir
/€ C(X,R) betrachten wir Z; := f~1(0). Falls x € Z; fiir alle f € Ker(p), so
ist ¢ = evy, denn fiir jedes g € C(X,R) ist f := g — v(g)1 € Ker(p) und somit
0= f(z) = g(z) = ¢(9)-
Es ist Zy # 0, denn Zy = 0 impliziert 1 = f - % und somit 1 = (1) = o(f) - (%)
also o(f) # 0.
Esist Zy, NZy, = Zy mit f:= (f1)* + (f2)? € Ker(y).
Es ist Npen Zfn = Zg mit g := Y, oy 3= 9n, WObei g, := % € Ker(p), 0 <
gn < 1. Wir wissen aber nicht ob ¢ stetig und damit g € Ker(y) ist, also miissen
wir vorsichtiger vorgehen. Angenommen Z; = ), d.h. g > 0 und somit ist h := % €
C(X,R) und es existiert ein n € N mit 2" > go(%). Seiwg € Zp,N---NZ5, N Zp_yh).-
Dann ist fi(z¢) = 0 fiir &k <n und

1 1

1 1
o < o) = (o) = g(xo) = glﬁgk(xo) < o

Sl

ein Widerspruch.
Also hat {Z : f € Ker(p)} die abzdhlbare Durchschnittseigenschaft und hat somit
nicht-leeren Durchschnitt, da X Lindelof ist.

(Lindeldf = para-kp.) Die Idee des Beweises besteht darin, zu einer abzihlbaren
Uberdeckung {U,, : n € N} die lokal-endliche Verfeinerung {V,, := U, \ Uj.—,, Ur}
zu betrachten. Mit U,, sind aber die V,, nicht offen, und so miissen wir diese noch
ein wenig schrumpfen.

Sei U eine offene Uberdeckung. Fiir € U € U existiert wegen T ein offenes U,
mit x € U, C U, C U. Es sei {W} : k € N} eine abzihlbare Teiliiberdeckung
der Verfeinerung {U, : x € U € U} von U und Wy, C Uy € U. SchlieBlich setzen
wir Vi, == Un \ U; -, W;. Dann ist {V,, : n € N} eine offene Verfeinerung von U,
denn V,, C U, und fiir jedes x sei n, minimal unter allen n mit z € U,, und somit
z € V,, . Esist {V, : n € N} lokal-endlich, denn W; N'V,, = 0 fiir n > j.

(para-kp. + sep. = Lindelof) : Es sei X parakompakt, D C X abzihlbar und
dicht, und U eine offene Uberdeckung. Wie in existiert eine lokal-endliche
abgeschlossene Verfeinerung A := {Ay : U € U} mit Ay C U, Fiir jedes z € X ist
{U €U : x € Ay} endlich und somit ist Uy := {U e U : DN Ay # 0} = UyepllU €
U :x € Ay} abzidhlbar und es gilt

X=D= |J DnAE=E | DAy C | Av €| Jtho.
Uely Uely Uely
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(parakp. = Ty) .

(kompakt < pseudo-kompakt + reell-kompakt) Angenommen 3Z8X \ X. Die Ab-
bildung ¢* : C(8X,R) — C(X,R) ist ein injektiver Algebra-Homomorphismus (da
X dicht liegt) und auch surjektiv, denn jedes f € C(X,R) ist beschriankt (da X
pseudo-kompakt ist) und somit auf 3X stetig erweiterbar. Dann ist evz o(¢*)7! :
C(X,R) — R ein Algebra-Homomorphismus der nicht ev, fiir ein x € X ist
(C(BX,R) trennt Punkte), ein Widerspruch zur reell-Kompaktheit.

(parakp. + nicht meBbar = reell-kompakt) Ein diskreter Raum X ist genau dann
reell-kompakt, wenn seine Kardinalitit NICHT MESSBAR ist (d.h. jedes p: P(X) —
{0,1} mit p(| ), cn An) = D en #(An) und p({z}) = OV2 € X ist die 0-Funktion),
siehe [1, 3.11.13].

Ein parakompakter Raum ist genau dann reell-kompakt, wenn all seine abgeschlos-
senen diskreten Teilrdume es sind, siehe [1, 5.5.10].

Somit sind in einem parakompakten Raum von nicht-meflbarer Kardinalitét alle
diskreten Teilraume reell-kompakt und damit er selbst auch.

Es ist konsistent anzunehmen, dafl keine meflbaren Ordinalzahlen existieren. Ob
man umgekehrt deren Existenz voraussetzen darf ist unbekannt. O
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254

2.5.4 Erblichkeit

T, Teilraum Produkt Summe Quotient
kompakt T, abg. + endl. T5-Bild
[21.1]] [2.1.4] 2.1.13 2.1.17 [2.1.7]
lokal-kp. | Tj 1 lok.abg. endl. + off.
[2.22] | [2.24] [2.27] [226] | [228]
k-Raum Ty lok.abg. xlkp. + quot.
123.1] | [2.3.3] 2.3.4 [2.3.3] [2.3.3]
Lindelof Ty abg..F, xkp abz. T5-Bild
1, 3.8.4] 1, 3.8.10] 1,386 | [1,338.7]
1, 3.8.A.a]
Ps.-kp. | Ts1 - xk/Flg-kp endl. T3 -Bild
2.5.1] [[1,3.10.29] |[1, 3.10.26+37] | [1, 3.10.25] |[1, 3.10.24]
abz.kp. T abg. xk/Flg-kp endl. T»-Bild
[25.1] | [1,3.10.4] |[1, 3.10.13436] | [1,3.10.8] | [1, 3.10.5]
Flg.kp. Ty abg. abz. endl. T»-Bild
25.1]|[1,3.10.33] | [1,3.10.35] | [1,3.10.34] |[1, 3.10.32]
reell-kp. | T4 1 abg. + nicht mef3b. -
251 | [1,311.4] | [1,3115 |[1,3.11.Db] | [1,217]
2.5.2 [2.5.2]

Beweis. Die ersten 3 Zeilen haben wir bereits in Abschnitt - behandelt.
([1, 3.10.29]) Ein Gegenbeispiel ist N C SR\ (SN \ N).

([1, 217]) Ein Gegenbeispiel ist | ], [0, ) — [0,).

([1, 3.11.D.b]) Man wihle a € [];. ; X; und benutze folgende abgeschlossene Ein-

bettung
| x5 =7 <[] X;
jeJ jeJ

A 2l fir k =3
X3’ j, (a* it =07
;2@ = (j, (@")r) mit @ {ay andernfalls

mit Linksinversen
xj — (]? (xk)k?)'

(Lindelofxkompakt ist kompakt) Sei U eine offene Uberdeckung von X x Y. Fiir
jedes y € Y existiert eine abzdhlbare Teilmenge U, C U mit X x {y} C Ui,
(da X x{y} =2 X), dh. y € ~pry(~ JU,) und somit bilden die ~ pry(~(\Up)
fiir alle abzihlbaren Uy C U eine offene Uberdeckung. Wir wihlen eine abzihlbare
Teilitberdeckung mit Uy, Us ... C Y. Dann ist

XY =prp' () € Jprz ' (~ oo~ J i) € Ut

(abz.kp.xFlg.kp. ist abz.kp) Sei A C X x Y abzihlbar unendlich. Wihle paarweise
verschiedene (zy,yr € A). O.B.d.A. sel yr, — Yoo (da Y Flg.kp.). Falls {z, : k} end-
lich ist, so ist O.B.d.A. zp = x, fiir alle k, andernfalls existiert ein Haufungspunkt
ZToo vou {z : k € N}. In beiden Fillen ist {Zco, Yoo } ein Haufungspunkt von A.
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. . . a i . . i n . 3.

(abz.Produkte Flg.kp. Rdume sind Flg.kp.) Es sei z, € [] jen Xj- Dann existiert
eine konvergente Teilfolge n — x}(l ny Von n — xl in X;, sowie eine konvergente
Teilfolge n +— :v?@ ny YOI Zf(1.n)2 in Xo und so weiter. SchlieBlich ist 7 — 2y ()
eine konvergente Teilfolge in [,y X O
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3 Metrische und uniforme Riume

3.1 Vollstindige metrische Riume

3.1.1 Definition (Cauchy-Folgen und Vollstindigkeit).
Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,), in X heiit CAUCHY-FOLGE
= Ve > 03n € NVi,j > n: d(x;,z;) < e, oder kurz gesagt, wenn d(zp, ) — 0
fir n, m — oo.
Jede konvergente Folge (x,), in einem metrischen Raum ist eine Cauchy-Folge,
denn aus d(x,, Teo) — 0 fiir n — oo und 0 < d(Xp, Tm) < d(Tp, Too) + d(Tm, Too)
folgt d(xy, xy,) — 0 fir n,m — oco.
Falls eine Cauchy-Folge (), in einem metrischen Raum eine Hiufungspunkt z
hat, so konvergiert sie gegen diesen, denn dann existiert eine Teilfolge (z,, )i die
gegen I, konvergiert und somit fiir jedes € > 0 ein K € N mit d(zy,,2e) < €
fiir alle £ > K. Da (x,), eine Cauchy-Folge ist, existiert zu ¢ > 0 ein N € N mit
d(Zp, Tm) < € fiir n,m > N, insgesamt also

ATy Too) < ATy, Tny,) + d(Thy,, Too) < € + € = 2¢,
falls n > N (und k > K so gewihlt wird, dafl ni, > N gilt).
Ein metrischer Raum (X, d) heifit vVOLLSTANDIG und die Metrik d heift VOLLSTANDIG,
wenn jede Cauchy-Folge (z,,)nen in X konvergiert.

Ein topologischer Raum X heif3t VOLLSTANDIG METRISIERBAR, wenn eine vollstdndige

Metrik d existiert, die die gegebene Topologie auf X erzeugt.

Beispiele.

(1). Jeder diskrete Raum mit der Metrik d(x,y) = 1 & x # y ist offensichtlich
vollstdndig, denn jede Cauchyfolge ist schliellich konstant, siche Aufgabe
(80).

(2). R ist vollsténdig, denn sei x,, eine Cauchyfolge. Dann ist B := {x,, : n € N}
beschriankt und somit besitzt die Folge (z,,), eine Hiufungspunkt z, in dem
kompakten Abschlu8 B. Nach oben gesagten konvergiert somit x,, gegen .

(3). Es sei X eine Menge. Dann ist der Raum B(X,R) der beschrénkten Funk-
tionen auf X vollstindig metrisch bzgl. der Metrik d(f, g) := sup{| f(z) —
g(x)|:x e X}.

Sei (fn)n eine Cauchy-Folge in B(X,R) beziiglich d,, dann ist fiir jedes
x € X wegen 0 < |fp(z) — fn (@) < doo(fn, frm) auch (fn(z)), eine Cauchy-
Folge in R und nach dem vorigen Punkt somit konvergent. Es sei f(z) :=
lim,, f,,(x). Es konvergiert also f,, punktweise gegen fo.

Es konvergiert aber f, — f. sogar glm., denn

d(fn(2), foo(2)) < d(fn(2), fm(2)) + d(fm(2), foo(@)) < 2e,
<& <&
AN Vn,m > N, 3IM., Ym > M, ,
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fir n > N, (und ein geeignet gewihltes m mit m > M., und m > N;).
Folglich ist doo (frn, foo) < 2¢ fiir n > Ne.
Schliefllich ist foo € B(X,R), denn

[foo (@) < [foo () = fu(@)| + [fn(#)] < doo(foor fr) + I fnlloo < T+ [[fnlloos

fiir n > Ny und somit || foolloo < 14+ ||fn; [loo < 00

(4). Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann vollsténdig, wenn es (X, d;) ist,
wobei d; := min{1,d} < (oder auch d; := 1_%1 < 1) ist.

(5). Es seinen (X,,d,) vollstindig metrisch mit d,, < 1. Dann ist auch das
Produkt [], X, vollstindig metrisch bzgl. do(z,y) = 3, sdn(z™, y"):
In [],, X, ist jede Cauchy-Folge auch Koordinaten-weise eine Cauchy-Folge
und konvergiert somit Koordinaten-weise (und somit in der angegebenen
Metrik, siehe ) gegen ein o € [[,, X, Dies kann man wie folgt auch
direkt sehen:

1 1 1 1 ..
oo (Tny Too) = Z z—kd(xfl,m};o) < Z Z—kd(x’ft,x’;o) + om 0+ om fiir n — oo
k k<m

3.1.2 Lemma (Teilriume vollstindiger metrischer Riume).
Ein Teilraum Y eines vollstindig metrischen Raumes X ist genau dann vollstindig
wenn er abgeschlossen ist.

Beweis. (=) Es ist Y (Folgen-)abgeschlossen, denn jede Folge in Y die in X kon-
vergiert ist eine Cauchyfolge in X und damit auch in Y und somit konvergent in
Y, d.h. der eindeutige(!) Grenzwert liegt in Y.

(<) Jede Cauchy-Folge in Y ist auch eine solche in X konvergiert also in X und

wegen der Abgeschlossenheit liegt der Grenzwert in Y und die Folge konvergiert in
Y. O

3.1.3 Proposition (Vollstindigkeit von Abbildungsriumen).

Es sei Y ein vollstindig metrischer Raum. Dann ist YX mit der Topologie der
gleichmdafigen Konvergenz vollstindig metrisierbar. Ist insbesonders X ein topolo-
gischer Raum so ist auch C(X,Y) vollstindig metrisierbar.

Beweis. Die Topologie der gleichméBigen Konvergenz auf Y X haben wir mittels der
Metrik doo(f, g) := sup{di(f(z),g(z)) : © € X}} beschrieben. Sei also (f,), eine
Cauchy-Folge in YX. Dann ist (f,(z)), eine Cauchy-Folge in Y bzgl. der Metrik
d; und somit nach konvergent, d.h. f, konvergiert punktweise gegen ein
foo € YX. Es konvergiert f, — foo gleichmiBig, denn

d(fn(2), foo(@)) < d(fn(2), fm(2)) + d(fm(2), foo(x)) <26 Vm = N(e).
<e Vn,m>N/(e) <e Vm>N(e,z)

Der zweite Teil folgt nun mittels , da C(X,Y) in YX nach abgeschlos-
sen ist. O

3.1.4 Theorem von Cantor.

Ein metrischer Raum ist genau dann vollstindig, wenn das Prinzip der Intervall-
schachtelung gilt: Es seien A,, # 0 abgeschlossen und in n monoton fallend. Aus
d(An) — 0 folgt 0 # ), An.

Ebenso ist die folgende allgemeinere Figenschaft charakterisierend: jede Menge ab-
geschlossener Teilmengen mit der endlichen Durchschnittseigenschaft, die fiir jedes

e > 0 eine Menge mit Durchmesser kleiner als € enthdlt, hat nicht-leeren Durch-
schnitt.

60 andreas.kriegl@univie.ac.at © 10. Juni 2008



3.1 VOLLSTANDIGE METRISCHE RAUME 3.1.5

Es gibt sogar genau ein T € (A

Beweis. (=) Es sei A,_1 2 A, # 0, d(A,) — 0. Wir wihlen z,, € A,. Dann ist
(z,) eine Cauchy-Folge, sei x, ihr Grenzwert. Da z € A C A, fiir £k > n und A,
abgeschlossen ist, ist 2o, € A, fiir alle n, also zo €[, An.

Die Verschirfung folgt so: Wir wiihlen fiir jedes n eine Menge A,, € A mit d(4,) <
1 Dannist (), An = {20} fiir ein 2o € X. Sei nun A € A beliebig. Dann ist auch
{2} 2N, AnNA#D, dh. 2, € A

Ist 2/ ebenfalls in (A, so ist d(2eo,zl,) < d(A,) — 0, also 2/ = Teo.

(<) Es sei (@), eine Cauchy-Folge. Dann ist 4,, := {z) : k > n} # () abgeschlossen
und monoton fallend. Weiters ist d({zy : & > n}) — 0 und somit d(A4,) — 0.
Sei oo € (), An, dann ist 2o, ein Hiufungspunkt von z, wegen z,, € A, =
{zy : k > n}. Also konvergiert z,, gegen . O

O

Folgerung. Jeder kompakte metrische Raum ist vollstindig metrisch.

3.1.5 Proposition (Erweiterung von dichten Teilriumen).

Es sei (Y,d) vollstindig metrisch, X ein topologischer Raum, A C X dicht und
f A — X stetig. Dann existiert eine eindeutig stetige Erweiterung f AT Y
wobei Af :={x € X :¥e > 03U e U(x) : d(f(ANU)) < e} die Menge der Punkte
mit verschwindender Oszillation wy(x) = inf{d(f(ANU) : U € U(z))} von f ist
und d(A) :=sup{d(a,d’) : a,a’ €} der Durchmesser von A ist.

Beachte, daB Af die maximale Teilmenge von X ist, auf die sich f stetig fortsetzen
1aBt: Sei ndmlich f: AU {z} — Y eine stetige Erweiterung, so existiert fiir jedes

e > 0ein U € U(z) mit d(f(z'), f(z)) < e fiir alle 2/ € U. Insbesonders ist also
d(f(z'), f(z")) < 2¢ fir alle ', 2" e UN A, d.h. wy(z) < 2e.

Beweis. Nach existiert zu x € Af ein eindeutiger Punkt
fl@) e (FANT) : U e U(x)}.

Offensichtlich ist f(z) = f(x) fiir z € A. Bleibt zu zeigen, daB f auf Af stetig ist. Sei
dazu z € AY und & > 0. Dann existiert ein U € U(x) mit d(f(ANU)) < e. Fiir jedes
& eUnAlist UecU(Z) und somit f(z) € f(ANU) aber auch f(z) € f(ANT).

Somit ist d(f(Z), f(x)) < d(f(ANU)) < e, d.h. f ist stetig bei jedem = € A7. O

Folgerung (Erweiterung glm. stetiger Abbildungen).

Es sei X ein metrischer Raum, Y ein vollstindig metrischer Raum, A C X dicht
und f : A —'Y glm. stetig. Dann existiert eine (eindeutige glm.) stetige Erweiterung
f:X =Y von f.

Dabei heift eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen GLEICHMASSIG
STETIG, falls Ve > 0 36 > 0 Va, 2’ € X: d(z,2') < §=d(f(x), f(2')) <e.

Beweis. Da f glm. stetig ist und A dicht liegt, ist Af = X, denn fiir ¢ > 0
sei 6 > 0 so gewdhlt, daBl d(f(z), f(z')) < e fir alle d(z,z’) < § gilt. Dann ist
d(f(AﬂUg (2))) <edafiir 2/, 2" € AHU%(J:) die Beziehung d(z’, ") < d(z', x) +
d(z,” ,x) < ¢ gilt.

Bleibt zu zeigen, daB f glm. stetig ist. Sei ¢ > 0 und § > 0 wie zuvor gewihlt.
Fiir je zwei Punkte z,2’ € X mit d(z,2") < ¢ ist U := U,(2) U U,(2') offen mit
Durchmesser kleiner als 2r 4 d(z, 2") < § falls r < %z’z/) gewiihlt wird. Somit ist
d(f(ANU)) =d(f(ANU)) < e nach Aufgabe (81). Wegen f(z), f(z') € fF(ANT)
ist d(f(2), f(2')) <e. O
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3.1.6 Vervollstindigung metrischer Ridume. .

Jeder metrische Raum (X, d) besitzt eine VERVOLLSTANDIGUNG (f(,ci), d.h. einen
vollstindig metrischen Raum mit einer glm. stetigen Abbildung o : X — X, die
folgende universelle Eigenschaft besitzt. Zu jeder glm. stetigen Abbildung f : X — Y
mit Werten in einem vollstindig metrischen Raum Y ezistiert eine eindeutige glm.
stetige Abbildung f: X — Y mit fo.= f. Es folgt, daf8 v eine dichte Einbettung
1st.

Beweis. Falls X = (), dann ist X vollstiindig und somit X = X. Andernfalls
wéhlen wir g € X. Es sei B(X,R) der Raum der beschrénkten Abbildungen von
X — R. Bzgl. der Supremumsnorm ist dies ein vollstdndig metrischer Raum nach
. Die Abbildung ¢ :  — (y — d(y,z) — d(y, xo)) hat Werte in B(X,R),
denn |d(y,z) — d(y, z0)| < d(z,z0). Sie ist eine Isometrie, denn ||¢(z) — ¢(2')]| 00 =
sup{|d(y,z) — d(y,2")| : y € X} = d(z,2") (< ist klar wegen der Dreiecksunglei-
chung, und nun setze y = 2’). Sei nun X der Abschluf von +(X) in B(X,R). Die
universelle Eigenschaft folgt nun aus . O

3.1.7 Fixpunktsatz von Banach.

Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, und r : X — X sei eine strikte
Kontraktion, d.h. 3¢ < 1 mit d(r(z),r(y)) < qd(z,y). Dann existiert ein ein-
deutiger Fizpunkt to, € X wvon 7, d.h. 1) = Too, und fiir jedes zyg € X
konvergiert die rekursiv definierte Folge x,+1 = r(x,) gegen xoo und zwar gilt
A(Tpy Too) < f—_éd(mo,xl).

Beweis. Mittels Induktion folgt:

d(a:n—&-la xn) < d(r(xn),r(xn_l)) < qd(xnvxn—l) <. < q” d($17x0)
m—1 m—1
d(xn+mu mn) S Z d(xn+k+1; mn+k> S Z qn+k d<xl7x0)
k=0 k=0
qn

<
S1-¢

d(xy1,29) — 0 fiir n — o0

d(Toos Tn) < d(Too, Tntm) + ATpym, Tn) = 1q7 d(z1,20).
—q

A’d(woo:woo):() < 1q_nq d(z1,z0)

Es ist 7(2o0) = r(limy,— oo n) = limy— 0o 7(2) = My o0 Tnt1 = Too-
Die Eindeutigkeit folgt aus
A Zooy Too) = d(1(To0), " (Too)) < ¢ d(Too, Too). T

Bemerkung. Dieser Satz ist das wichtigste Hilfsmittel in der Mathematik um
allgemeine Gleichungen zu losen. Z.B. folgt daraus der Satz iiber implizite bzw.
inverse Funktionen in der Analysis, und auch der Satz von Picard-Lindeldf iiber die
eindeutige Losbarkeit von gewthnlichen Differential-Gleichungen.

3.2 Baire-Riume

3.2.1 Definition (Magere und nirgends dichte Teilmengen).
Eine Menge M C X eines topologischen Raums X heifit NIRGENDS DICHT falls
M auf keiner nicht-leeren offenen Menge eine dichte Spur hat, d.h. fiir keine offene

Menge U # @ ist MNU dicht in U (d.h. U = M N v’ =N UNU, oder dquivalent
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U C MNU) Aquivalent dazu ist, da das Innere des Abschlusses von M leer ist:
(=) Es sei U das Innere des Abschlusses M von M. Angenommen U # (. Dann
ist U C MNU (und somit ein Widerspruch zur Annahme), denn fiir jedes z € U
und jede offene Umgebung V' von z ist V N U eine offene Umgebung von x, also ist
VNUNM#( wegen U C M, und somit x € U N M.

(<) Angenommen es existiert ein offenes U # () mit U = M N UU =MnUNU,
dh. 0 AU C MNU C M, ein Widerspruch.

Falls A abgeschlossen ist, so ist offensichtlich 9A = A\ A° nirgends dicht. Allgemein
stimmt das nicht, wie das Beispiel 0Q = R zeigt.

Eine Menge heifit MAGER, falls sie eine abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter
Mengen ist. Das ist genau dann der Fall, wenn sie in der abz&hlbaren Vereinigung
abgeschlossener Mengen mit leeren Inneren enthalten ist.

(=) Es sei M =J,, N,,, dann ist M C {J,, N,,.

(<) Esei M C, An, dann ist M =, (M N A,) und M N4, C A, = A,.

Offensichtlich ist jede Teilmenge und die abzéhlbare Vereinigung magerer Mengen
selbst mager.

3.2.2 Satz von Osgood.

Jede Menge von reell-wertigen stetigen Funktionen die auf einem micht mageren
Raum X punktweise beschrdinkt ist, ist gleichmdfig beschrinkt auf einer offenen,
nicht-leeren Teilmenge.

Beweis. Es sei F die gegebene Familie von reell-wertigen stetigen Funktionen auf
X. Es sei

Aﬁk = {x e X: ‘f(.%‘)| < k‘}

Dann ist Ay j abgeschlossen, und folglich auch die Menge Ay = () rer Ak der
Punkte, auf welchen alle f durch k beschriankt sind. Nach Voraussetzung ist X =
Uren Ak nicht mager und folglich existiert ein & € N und eine offenen nicht leere
Menge U mit U C A, d.h. F ist gleichméfig durch k auf U beschrankt. O

3.2.3 Satz von Baire.

Konvergiert eine Folge von stetigen reell-wertigen Funktionen auf einem topologi-
schen Raum X punktweise, so ist die Grenzfunktion bis auf eine magere Menge
stetig.

Beweis. Es konvergiere die Folge stetiger Funktionen f, € C(X,R) punktweise
gegen eine Funktion fo, : X — R.

Es sei F . := {2 € X : |foo(z) — fr(z)| < e} und F. := |J,(Fk,)° ist die Menge
jener Punkte, wo fo, lokal durch ein fj bis auf € approximiert wird. Dann ist sowohl
F}, - als auch F; wachsend in €.

Wir behaupten, daf f. stetig ist in jedem Punkt aus ()., FL (Es gilt sogar Gleich-
heit). Falls a € (.. F:, so existiert zu jedem € > 0 wegen a € F; ein k € N mit
a € (Fye)?, d.h. es existiert eine Umgebung U von a mit |fx(z) — foo(z)| < € fiir
alle x € U. Da f, stetig ist konnen wir U so klein wihlen, daf§ |fy(z) — fr(a)| < €
st fir alle 2 € U. Somit gilt | fuo(2) — foo(@)] < |foo (2) — Fi(x)| + | fulw) — fic(a)] +
|fr(a) — foo(a)| < 3e fiir alle z € U, d.h. f ist stetig bei a.

Es bleibt also zu zeigen, daB8 X \ (.., F: mager ist. Sei dazu Ay, := {z € X :
Vn o | fu(x) — fran(z)| < e}. Dann ist Ay, . abgeschlossen, da die f; stetig sind, und
X = Upen Ak.e, da die Folge der f; punktweise konvergiert. Weiters ist Ag . C Fj e,
da f; punktweise gegen f. konvergiert. Also ist auch das Innere von Ay . in jenem
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von Fj, . enthalten, und folglich gilt: J, (Ak,c)° € U, (Fk,e)° = F:. Da nach
0A = A\ A° nirgends dicht ist fiir jede abgeschlossene Menge A, ist

X\F C X\ U(Akﬁ)O = U(Al,e \ U(Ak,s)o) c U(Al’e \ (Al,S)O)
k ! k 1
mager, und somit auch (J,,cn(X \ Fi/p) = X \ (.5 F= wegen der Monotonie von
e— F.. O

Definition (Baire-Raum).
FEin topologischer Raum X heifit BAIRE-RAUM, falls eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

1. Jede magere Menge hat leeres Inneres;
2. A, abg., A7 =0 = (U,eny 4n)° =0;
3. O, offen, O, = X = (Npen On) = X.
Beweis. (2 < 3) A, abg., A% =0 < O,, :==~ A, offen, O,, = X.

(Z):(U An)O:(U NOn)O:(N ﬂOn)‘):NﬂOn

neN neN neN n
1=2) A, abg., A =0 = M :=J, A, mager = M° ={.

(
(2=1) M mager = M = |J, N,, mit N,,” = 0. A, :== N, = M° C (U, 4,)° =
0. O

3.2.4 Theorem von Baire & Hausdorff.
Jeder vollstindig metrische Raum ist Baire’sch.
Jeder (lokal-)kompakte topologische Raum ist Baire’sch.

Beweis. Es sei X vollstéandig metrisierbar. Es sei M = |J,, N,, eine magere Menge,
xo € X beliebig und rg > 0. Wir miissen zeigen, dafi X\ M die Umgebung By := {z :
d(z,m0) < 1o} trifft. Dazu wihlen wir induktiv Punkte z,, ¢ N,, mit d(z,, 2, 1) <
=t (dies geht, da X \ N, nach Voraussetzung dicht liegt) und Radien r,, < ™%t
mit B, := {x : d(z,2,) <r,} C B,_1 \ N, (dies geht, da x,, im Inneren von B,,_;
liegt aber nicht in der abgeschlossenen Menge N,,). Die x,, bilden eine Cauchy-
Folge, denn z,, € B,, C B, fiir n > m, also existiert wegen der Vollstandigkeit
lim,, z,, =: T und liegt in B, C By fiir alle m. Es liegt folglich z, in X \ M,
denn zo € Byy1 C (X \ N,). Also trifft X \ M die Umgebung By, und somit ist
X \ M ist dicht.

Nun sei X lokal-kompakt und O,, C X offen und dicht. Es sei x € X und Kj
eine beliebige und 0.B.d.A. kompakte Umgebung von z. Da O; dicht ist, ist die
Menge KyNO1 nicht leer, enthélt also wegen der Lokal-Kompaktheit eine kompakte
Umgebung K; C KyNO; eines Punktes. Analog existiert eine kompakte Umgebung
K5 C K1NO5 eines Punktes dieses nicht-leeren Durchschnitts und mittels Induktion
erhalten wir nicht-leere kompakte Mengen K,, C O,, N K,,_;. Da Ky kompakt ist,
besitzen die K, einen nicht-leeren Durchschnitt. Somit ist @ # ﬂn K, C Kyn
N,, On, d.h. (), Oy, ist dicht, also X Baire’sch. O

3.2.5 Folgerung von Weierstraf.

Die Ableitung jeder iberall differenzierbaren Funktion f : R — R ist stetig bis auf
die Punkte in einer mageren Teilmenge.

Es gibt stetige Funktionen f : R — R, die nirgends differenzierbar sind.
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SED=F0) g

Beweis. Falls f : R — R differenzierbar ist, so ist f/(¢) = limp_¢
somit f’ der punktweise Grenzwert der stetigen Funktionen f, : t — n (f(t + %) —
f(t)), also nach stetig in allen Punkten bis auf jene aus einer mageren Menge.
Fiir den zweiten Teil geniigt es eine stetige Funktion f € C([0,1],R) zu finden, die
in keinen Punkt ¢ € [0,1] differenzierbar ist. Wir kénnen diese Funktion dann so
verschieben, daf} sie in den Punkten aus Z zusammenpaiflt zu einer stetigen Funktion
R — R, die dann natiirlich in keinem Punkt aus R differenzierbar ist.

Falls f € C[0,1] in einem Punkt ¢ € [0, 1] differenzierbar ist, so existiert

SR =1

h—0,t+he(0,1) h

und h +— w ist stetig auf {h # 0 : t + h € [0,1]}, also ist der Differen-
zenquotient beschrénkt auf {h # 0 : ¢t +h € [0,1]}, d.h. f € |, cny An, wobei
Ay = {f€C0,1]:3t €[0,1]Vh #0:0 <t +h < 1= |[LENZIO) < py i
miissen also zeigen, dal M :=[J,, A, nicht ganz C[0, 1] ist. Da C[0, 1] vollstandig
ist nach folgt dies, wenn alle A,, nirgends dicht und somit M mager ist.
Es ist A,, abgeschlossen in C[0,1]: Denn seien fi € A, mit fr — fo € C[0,1]
gleichmiflig, dann existieren ¢, € [0, 1], s.d.

fr(h+t) — f(tx)

h

Die Folge (tx)r hat einen Haufungspunkt ¢, in der kompakten Menge [0, 1], d.h.

durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl t;, — too.
Aus fr — foo glm. folgt fi(tr) — foo(too), denn

| foo(tos) = [ (i) < | foo(too) = foo(ti)| + [ foo (tk) — fu(tr)]
< | foo(too) = foo(te)| + || foo — fElloo — O fiir & — o0,

<nfiralle0#hmit 0 < h+t < 1.

da fo als glm. Grenzwert nach stetig ist. Fiir jedes 0 £ hmit 0 < h+t, < 1
ist auch 0 < h +t; < 1 fiir fast alle £ und somit Julhtte) = f(te)

i < n, also auch
foo(h‘i'too) — f(too)
h

<

d.h. foo € A,.

SchlieBlich ist das Innere von A, leer, denn andernfalls enthielte nach dem Satz
von Stone-Weierstrafl A,, eine e-Umgebung eines Polynoms p. Jedes Polynom
p ist aber stetig differenzierbar und somit ||p’||c < co. Wir withlen nun eine stetige
Stigezahnkurve g mit [|g|lcc < & und Anstieg +(|[p|| +n + 1). Dann ist p + ¢ in
der e-Umgebung von p, also in A,,, aber der Betrag des Anstiegs im jeden Punkt ¢
ist mindestens ||p'||c + 1 + 1 — |p'(t)| > n, ein Widerspruch. O

3.3 Kompakte metrische Riume

3.3.1 Proposition (Abzidhlbarkeitsbedingungen in metrischen Riumen).
Fiir jeden metrischen Raum X sind dquivalent:

1. X erfillte das 2.Abz. Aziom;
2. X ist separabel;
3. X ist Lindelof.
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Siehe auch .

Beweis. (1=-3) Wir haben in allgemein gezeigt: 2.Abz.Axiom + T3 = Lin-
delof.

(3=2) Fiir r > 0 ist U, := {B,(x) : * € X} eine offene Uberdeckung von X.
Lindelof, 5 X, C X abzdhlbar, s.d. {B,(x) : © € X, } eine Teiliiberdeckung von U,
ist. Die abzéhlbare Menge Xo := |J, oy X1 ist dann dicht, denn Ve > 0 Vo € X
HneN:r::% <eANJx, € X, CXp:2 € Bp(a,), dh. d(z,z,) <r<e.

(2=1) Es sei Xy C X dicht und abzéhlbar. Mit B bezeichnen wir die abziéhlbare
Menge B := {B,(z) : = € X(,0 < r € Q}. Dies ist eine Basis der Topologie,
denn VU offen Ve € U0 < r € Q : B.(z) C U = Fzg € X : d(z,20) < 5 =

2
Up := Bz (z0) € Bund x € Uy C B,.(x) CU. O

3.3.2 Folgerung (Kompaktheit in metrischen Riumen).
Fiir metrische Riume X ist dquivalent:

1. X ist kompakt;

2. X ist Flg-kompakt;

3. X ist abz.kompakt;

4. X ist pseudo-kompakt.

Siehe auch .

Beweis. Wir haben in folgende Implikationen gezeigt:

Flg-kp kp
Flg-erz N /
abz-kp
Ty1 ﬂ 1,/ parakp
Ps-kp

Nach sind metrische Rdume para-kompakt und somit 7y nach , ja
sogar T2 nach . AuBlerdem erfiillen metrische Rdume das 1.Abz.Axiom und

sind somit Folgen-erzeugt nach |1.1.10| (und damit auch kompakt erzeugt nach

[2.3.1). O

3.3.3 Uberdeckungssatz von Lebesgue.

Es sei X ein kompakter metrischer Raum und U offene Uberdeckung. = 36 > 0:
{Us(z) : « € X} ist Verfeinerung von U. Mit anderen Worten ist jede Menge A
mit Durchmesser d(A) < § ganz enthalten in einen U € U.

Ein solches § > 0 heit LEBESGUE-ZAHL der Uberdeckung U.

Beweis. Fiir jedes z € X wihlen wir ein €,, s.d. ein U € U existiert mit Uy, (z) C
U. Die Uberdeckung {U., (x) : © € X} besitzt eine endliche Teiliiberdeckung
{Us, () : v € Xo} und € := min{e, : © € Xp} ist dann das gesuchte € > 0,
denn fiir x € X existiert ein zg € Xy mit z € U, (zg) C Use,, (zp) C U fiir ein
Uel, dh dlz,zg) < &g, also folgt aus y € Ue(z), daB d(y,x) < & < g4, also
d(y,zo) < d(y,z) +d(x,x0) < e+ ez, < 284, und somit y € U, d.h. U (z) CU. O

3.3.4 Folgerung.
Es sei f: X =Y stetig, X, Y metrisch mit X kompakt = f ist glm. stetig.
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Beweis. Es sei ¢ > 0 und § > 0 eine Lebesgue-Zahl der offenen Uberdeckung
{f71(U.)2(y)) : y € Y}. Aus d(a’, z) < § folgt somit die Existenz eines y € Y mit

{2',2} C f71(Ucp2(y), dh d(f(2),y),d(f(2"),y) < § und somit d(f(z), f(z")) E
g.

3.3.5 Proposition.
Es sei X undY metrisch, f : X — Y stetig. = 3d, eine dquivalente Metrik auf X,
s.d. f bzgl. dieser Metrik glm. stetig ist.

Beweis. Offensichtlich definiert d(zy, z2) := d(z1, z2)+d(f(x1), f(x2)) eine Metrik
auf X, denn

d(l‘o, .732) =

Weiters ist f : (X,d) — glm. stetig, denn fiir ¢ > 0 gilt: d(z1,22) < €
= d(f(x1), f(x2)) < d(x1,22) < e. SchlieBlich sind die beiden Metriken auf X
dquivalent: Es sei dazue > 0 und zg € X. Wegen der Stetigkeit von f bei zq existiert
ein 0 > 0 mit d(z,z9) < = d(f(x), f(z0)) < 5. O.B.d.A. ist 6 < 5 und somit ist
{x:d(x,z0) < 6} C {x: d(x,x0) = d(z,z0) + d(f(z), f(x0)) < €}. Umgekehrt gilt
wegen d > d offensichtlich {z : d(z,z0) < e} C {z : d(z,z0) < €} O

3.3.6 Definition (Prikompakter Raum).

Ein metrischer Raum X heifit PRAKOMPAKT (oder auch TOTAL BESCHRANKT),
wenn zu jedem € > 0 eine endliche Teilmenge Xy C X existiert,s.d. X = UzeXo U.(z),
man sagt X ist e-dicht in X. Dies ist keine topologische Eigenschaft sondern héingt
von der Metrik ab: (0,1) = R!

3.3.7 Lemma (Teilriume prikompakter metrischer Riume).
Teilmengen prikompakter metrischer Rdume sind prdikompakt.

Der Abschluf$ prikompakter Teilmengen metrischer Rdume ist prikompakt.

Beweis. Es sei X prakompakt und M C X. Fiir ¢ > 0 existiert eine endliche
Teilmenge Xo € X mit X = (J,cx, Us (7). Zu jeden x € Xo mit Us (z) N M # )
wihlen wir ein ' in diesen Durchschnitt und My sei die endliche Menge dieser z’.

Dann ist M C U, ¢y, U ().

Es sei ¢ > 0 und My §-dicht in M. Dann ist My e-dicht in M. O

3.3.8 Theorem.
Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er vollstindig und prikompakt
15t.

Beweis. (=) (prikompakt) ist klar, denn {U.(x) : x € X} ist eine offen Uberdeckung
und wenn {U.(x) : © € Xy} eine endliche Teiliiberdeckung ist, so ist X, die fiir
Prikompaktkeit gesuchte Teilmenge.

(vollstéindig) Nach geniigt zu zeigen, da8 der Durchschnitt (), A, eine fal-
lenden Familie nicht-leerer abgeschlossener Mengen nicht leer ist. Da eine solche die
endliche Durchschnittseigenschaft besitzt folgt dies sofort aus abzéhlbar-kompakt.

(<) Wir wihlen fiir jedes n eine endliche Menge X, die --dicht ist, dh. X =

Ueex, Uy (z). Esist d(U o (z)) < 1 Wir zeigen nun, da$ jede unendliche Teil-
menge A C X einen Haufungspunkt besitzt, d.h. nach X abzihlbar kompakt
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und nach oder direkt nach kompakt ist. Es existiert ein 1 € X3
mit Ay := ANU: (1) unendlich. Mittels Induktion wihlen wir ein z, € X, mit

A, =A,_1NnU L (z,) unendlich. Folglich ist A,, monoton fallend und d(A,,) < %

Also existiert nach ein o0 €, A, dh. d(2oo, ) < d(4,) < % und somit
ist x4 ein Haufungspunkt von A. O

Folgerung.
Ein metrischer Raum ist genau dann prdkompakt, wenn seine Vervollstindigung
kompakt ist.
Allgemeiner ist eine Teilmenge eines metrischen Raumes genau dann prikompakt,

wenn sie in seiner Vervollstindigung kompakten Abschluf hat D

Beweis. Sei X ein metrischer Raum, X seine Vervollstindigung.

3.3.7] 3.38] -~
(=) X prikompakt X priakompakt, vollstéindig X kompakt.
- 3.38] 3.3.7
(<) X kompakt X priakompakt X priakompakt. O

3.3.9 Proposition. Fin metrischer Raum st genau dann separabel, wenn eine
aquivalente prakompakte Metrik existiert.

Vergleiche mit .

Beweis. (=) Es sei Xy C X dicht und abzéhlbar und 0.B.d.A. d < 1. Dann bilden
die d, : y — d(x,y) fiir € X, eine initiale Familie stetiger Abbildungen, und somit
ist X in [0,1]%0 einbettbar. Dieses abziihlbare Produkt ist nach kompakt
und somit nach priakompakt (dies kann auch direkt gezeigt werden, siehe [1,
4.3.3]) und damit auch X nach .

(«<) Es sei X,, eine endliche 1-dichte Teilmenge von X. Dann ist |J, oy Xn eine
abzahlbare dichte Teilmenge. O

Folgerung (Prikompakt metrisierbare Riume).
Fiir topologische Rdume gilt: prikompakt metrisierbar < 2. Abzihlbarkeits Axiom
und T3.

Beweis. (=) Nach ist X separabel, metrisch und somit 73. Und nach
erfiillt er das 2. Abzéhlbarkeits Axiom.

[1.3.4] 3.3.9
(<) 2.Abz.Axiom + T3 ;—> separabel metrisierbar === prikompakt metri-

sierbar. O

3.3.10 Metrisierungssatz von Nagata & Smirnov.
Ein topologischer Raum X ist genau dann metrisierbar, wenn er T3 ist und eine
o-lokal endliche Basis besitzt.

Dabei heifit eine Basis B einer Topologie o-LOKAL-ENDLICH, falls sie abzihlbare
Vereinigung lokal-endlicher Mengen ist.

Beweis. (=) X ist perfekt-normal nach . Die offene Uberdeckung {U1 (z) :
x € X} besitzt eine lokal-endliche Verfeinerung B;, da X parakompakt ist nach
. Es ist (J,,cn Bn eine o-lokal-endliche Basis der Topologie von X: Fiir O C X
offen und zg € O existiert ein n > 0 mit U% (z9) € O. Sei B € Bayq1 mit xg in
B, dann ist B C Uﬁ(x) fir ein z € X und somit d(B) < 2n2+1 < %, also
B C U% (zo) C O.
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(<) Es sei X regulér und B = J,, B, eine o-lokal-endliche Basis.

Wir zeigen zuerst, daf X perfekt-normal ist. Sei also W C X offen. Fiir jedes
x € W existiert ein n, € N und ein U, € B,, mit x € U, C U, € W. Es sei
W, = Unm:n U,. Dann ist W = |J,, W), und W,, € W nach |1.2.14|. Nach dem

Beweis von ist X normal und wegen W =J,, W,, nach |1.2.14 | auch perfekt

normal.

Somit existiert fiir jedes offene U C X ein fyy € C(X,[0,1]) mit U = ([0, 1]\{0}).
Die Menge {U := (U x X)U (X x U) : U € B,} ist lokal-endlich in X x X, denn
UNU, xUy,) #0 < UNU, # 0 oder UNU, # 0. Weiters ist fir(z) = 0= fr(y)
fiir alle (z,y) ¢ U. Nach definiert

g (@y) = Y |fol@) = foly)
UeB,

eine stetige pseudo-Metrik ¢, : X x X — R und d, := min{l,g,} eine durch
1-beschrankte Pseudo-Metrik. Schlielich definieren wir die stetige pseudo-Metrik
d:=3, 5=dn.
Fiir jedes abgeschlossene A C X und = ¢ A existiert ein n € N und U € B,, mit
xeU C X\ A Wegen fy|a =0ist 2"d(x, A) > dp,(z, A) = inf{d,(z,a) :a € A} >
fU (x) > 0.
Da X Tj ist kénnen wir A := {y} setzen und somit ist d(x,y) > 0 fiir x # y, also
d eine stetige Metrik.

Die Metrik d erzeugt die gegebene Topologie von X: B
In jedem metrischen Raum ist der Abschluf} in der induzierten Metrik A = {z :

d(z, A) = 0}@ . Es geniigt also diese Gleichung fiir den Abschluf in der gegebenen
Metrik zu zeigen. Fiir z € A ist d(z, A) = 0 und da mit d auch z — d(x, A) stetig
ist auch d(x, A) = 0 fiir alle x € A. Umgekehrt sei ¢ A, dann ist nach dem oben
gesagten 0 < d(z, A) < d(x, A), also = ¢ {y : d(y, A) = 0}. O

Lemma (Abgeschlossene Bilder parakompakter Riume).
Es sei Y parakompakt, f:Y — X abgeschlossen und stetig und X Ts. Dann ist X
parakompakt.

Beweis. Wir zeigen zuerst, daf jede offene Uberdeckung von X eine abgeschlossene
lokal-endliche Verfeinerung besitzt:

Sei also U eine offene Uberdeckung von X. Dann ist {f~}(U) : U € U} eine offene
Uberdeckung von X, sei V eine lokal endliche Verfeinerung. Nach dem Beweis von
existiert eine abgeschlossene (lokal endliche) Uberdeckung {Ay CV : V €
V}. Da f abgeschlossen ist, ist {f(Ay) : V € V} eine abgeschlossene und lokal-
endliche Verfeinerung von U.

Wir zeigen nun, daf§ jeder T3-Raum X mit der eben gezeigten Eigenschaft para-
kompakt ist.

Sei dazu U eine offene Uberdeckung von X und A eine abgeschlossene lokal-endliche
Verfeinerung. Fiir jedes x € X wihlen wir ein U, € U(x), welches nur endlich
viele A € A trifft. Es sei C eine abgeschlossene lokal-endliche Verfeinerung der
Uberdeckung {U, : € X}. Fiir A € A sei

Wa=n~|J{CeC:CnA=0}.

Da C lokal-endlich ist, ist W4 D A offen. Weiters gilt fiir jedes C € C: W NC # 0
& ANC # ). Dabei ist (<) wegen A C Wy offensichtlich. Umgekehrt sei ANC = ()
aber C' N Wy # (). Dann trifft C insbesonders ~C, ein Widerspruch.

Da A eine Verfeinerung von U ist existiert fiir jedes A € Aein Uy € Y mit A C Ujy.
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Es sei V4 := WanNUya 2 A. Dann ist {V4 : A € A} eine offene Verfeinerung von
U,da A CVy C Uy und A eine Uberdeckung ist.

Diese Verfeinerung {V4 : A € A} ist lokal endlich:

Fiir ¢ € X existiert, da C lokal endlich ist, ein V, € U(x) welches nur endlich
viele C' € C trifft. Sei V, NV # 0. Wegen V, NV C V, liegt V, N Vy in der
endlichen Vereinigung J{C € C : C NV, # 0}. Falls V, N V4N C # 0, so ist
WanC 2DV, NVaNC # () und somit AN C # @. Dies kann aber nur fiir endlich
viele A € A gelten, denn C' C U, fiir eine y € X und U, trifft nur endlich viele
Ac A O

Lemma (Perfekte Bilder metrischer Riume).
Es sei f : X — Y perfekt (d.h. abgeschlossen, stetig und mit kompakten Fasern
f~1(y)), surjektiv und X metrisierbar. Dann ist Y metrisierbar.

Beweis. Es sei f: X — Y perfekt und d eine Metrik auf X. Firn € Nund y € Y

definieren wir

b

3=

Un(y) = {z € X :d(z, f7}(y)) <
Wa(y) = ~f(~Un(y)),
Dann ist U, (y) C Uy, (y) fiir n > m.

Die Familie W, := {W,(y) : y € Y} ist eine offene Uberdeckung von Y und
{Wn(y) : n > 0} ist eine Umgebungsbasis von y € Y, denn fiir jede Umgebung V'
von y ist f~(y) € f~1(V) und nach existiert ein n mit U, (y) C f~1(V),
also ist Wy, (y) C V.

Wir behaupten nun, daf§ fiir alle n und y existiert ein m mit (J{W,,(2) : y €
Wi(2)} € Wo(y): Da f~(y) C Va,(y) kompakt ist existiert nach ein
m > 2n, s.d. Upy(y) C Van(y). Es sei 2 € Y mit y € W,,(2). Wegen f~1(y) C
) z) existiert fir 2’ € f~l(y) ein x € f7!(2) mit
(y) N f7Hz) C Van(y) N f71(2) # 0 und weiters
);

. Also 1st T 6 U,
on (Y denn die letzte Menge enthélt mit jedem Punkt

x auch die Faser f 1(f(x))

Nun sei t € W,,(2). Wegen f~1(t) C f~1(W(2)) C Un(z) existiert fiir jedes
r € f7L(t) ein 2’ € f71(z) mit d(x, x) < % < QL Nach obigen ist f=1(z) C
Van(y) € Usy(y) und somit existiert ein #” € f~!(y) mit d(a/,2") < 5 also
d(z,2") < L und somit z € Us(y), also f~1(t) C Uy(y), also t € W,(y) (denn
t = f(s) mit s € X \ U,(y) wiirde s € f~1(t) \ U,(y) implizieren)

Nach dem letzten Lemma besitzt W, eine offene lokal-endliche Verfeinerung B5,,.
Esist B = UneN B,, eine Basis von Y, denn zu y € U C Y offen existiert ein n mit
y € Wy,(y) C U. Nach obigen existiert ein m mit W;,(z) C W, (y) fiir alle z mit
y € Win(2). Es sei y € By, € Byy,. Dann existiert ein z mit y € B, C W,,,(2), also
B, € Wy (2) C W, (y) C U. Folglich ist Y metrisierbar nach und Aufgabe
(66). O

3.3.11 Satz von Hanai, Morita & Stone.
Es sei f : X — Y surjektiv, abgeschlossen und stetig mit X metrisierbar. Dann
sind dquivalent:

1. Y metrisierbar
2. Y erfillt 1.Abz. Ax.
3. O(f~Y(y)) ist kompakt fiir alle y € Y.

70 andreas.kriegl@univie.ac.at © 10. Juni 2008



3.3 KOMPAKTE METRISCHE RAUME 3.4.1

Beweis. (1=-2) ist offensichtlich.

(2=3) Vainstein’s Lemma : Wir zeigen, da d(f ' (y)) abzéhlbar kompakt fiir jedes
y € Y und somit nach kompakt ist. Sei {V,, : n € N} eine Umgebungsbasis
von y und A = {a, : n € N} C 9(f'(y)) abzihlbar unendlich. Zu jeden n
wihlen wir ein b, € f~1(V,) \ f~!(y) mit d(as,b,) < L. Das geht, denn {y} ist
abgeschlossen und folglich auch f~!(y) und somit ist a, € d(f~1(y)) € f~(v),
also ist Ui (an) N f~'(Vy) eine Umgebung von a,. Diese trifft ~f~'(y) da a, €
A(f(y)), also b, € Us (@) N fE(V)N~f~1(y). Es sei B := {b, : n € N}. Dann
isty € f(B)\f(B),denn b, ¢ f~(y) = y # f(bn)Vn = y ¢ f(B) und andererseits
ist y € f(B), denn f(b,) € V,, N f(B), und somit B C B, denn aus B = B wiirde
f(B) = f(B) folgen, da f abgeschlossen ist. Also existiert ein Hiufungspunkt (jedes
x € B\ B) von B und wegen d(a,,b,) < + ist dieser auch ein Hiufungspunkt von

A. Nach ist also d(f~!(y)) abzihlbar kompakt und nach der Folgerung in

somit kompakt.

(3=1) Es sei 4, := 9(f!(y)) falls diese Menge nicht leer ist und A4, := {x,}
fiir ein z, € f~'(y) andernfalls (d.h. wenn f~'(y) offen und abgeschlossen ist).
Dann ist A := (J,cy Ay abgeschlossen, denn sein Komplement ist X \ J, 4, =
U, )\ U, Ay = Uyey I Y(y) \ Ay, eine Vereinigung offener Mengen. f|4 :
A — Y ist somit eine abgeschlossene surjektive stetige Abbildung. Die Fasern sind
(fla) Y (y) = An f~'(y) = A, und somit ist f perfekt. Nach dem letzten Lemma
ist somit Y metrisierbar. O

3.4 Konvergenz

Mittels Folgen konnen wir zwar in metrischen Rd&umen nicht aber in allgemeinen
topologischen Riumen die Topologie oder die stetigen Abbildungen beschreiben.
Wir wollen nun eine Verallgemeinerung des Begriffes Folge vorstellen, mit Hilfe
dessen solche Beschreibungen doch gelingen.

3.4.1 Definition (Netz).

Ein NETZ x in einen Raum X ist eine Abbildung von einer gerichteten nicht-leeren
Menge (I, <) nach X. Eine Menge I heit GERICHTET vermége einer Relation =<
falls folgendes erfiillt ist:

1. z 2 x;
2.z 2y, yz=>2=x2z
3. Vri1,20 € X dzg € X: 21 < 20 und 9 < x0.

Beachte, dafl wir auf die Antisymmetrie (x <y, y = x = x = y) verzichtet haben.

Dies wird in von Vorteil sein.

Falls X ein topologischer Raum ist und z,, € X, so heifit das Netz £ KONVERGENT
gegen Zoo (und z, ein LIMES oder auch GRENZWERT von z), wenn fiir alle Um-
gebungen U von z, ein iy € I existiert, sodal x; € U fiir alle ¢ > iy. Der Punkt
ZToo heift HAUFUNGSPUNKT von z, wenn fiir jede Umgebung U von x, und jedes
ig € I ein i > ig existiert mit x; € U. Vergleiche dies mit dem entsprechenden
Begriff bei Folgen, wo man iiblicherweise verlangt, daf§ x; € U fiir unendlich viele
1 € N gilt. Ein Netz 2’ heifft FEINER als z, falls eine Funktion f : I’ — I existiert
mit zo f =2’ und s.d. Vi € I3ig € I' : ¢/ = ip=f(i') = i. Insbesonders kénnen wir
jede monoton wachsende Funktion f : I’ — I mit kofinalen Bild verwenden um ein
feineres Netz x o f zu erhalten.
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Jede Folge x = (2,)n : N — X ist ein Netz, welches genau dann gegen z, kon-
vergiert (zo als Hiufungspunkt besitzt) wenn dies die Folge = tut. Jede Teilfolge
' = (xn, )k : N — X (d.h. k +— ny, ist streng monoton wachsend) ist ein Teilnetz
von z, aber nicht jedes Teilnetz einer Folge ist eine Teilfolge, z.B. f : R — N mit
t—[tjoder f:N—=N,2n—2n,2n+1+— 2n—1.

Beispiel. Es sei f : [a,b] — R eine Abbildung. Fiir jede PUNKTIERTE ZERLEGUNG
(Z,€) von [a,b], d.h. Zerlegung Z = {a =ty < t; < --- < t,, = b} von [a,b] und
Zwischenvektor &€ = (&;)i<n mit ¢; < & < t;41, definiert man die RIEMANN-SUMME

als
R(Z,&) = (tis1 —t:) f(&)
i<n
und erhélt somit ein R-wertiges Netz R von der Menge Z aller punktierten Zerlegun-
gen geordnet vermoge (Z,¢) = (Z',¢') falls |Z'| < |Z| :== max{|t;41 — t;| 1 i < n}.
Bekanntlich heifit f RIEMANN-INTEGRIERBAR falls dieses Netz konvergiert, und der
Limes des Netzes heifit das Riemann-Integral f; f von f.

3.4.2 Lemma (Konvergenz feinere Netze).
Seixz:I — X ein Netzund ' =xo f:1I' — I — X ein feineres Netz.

1. Dann ist jeder Limes von x auch einer von x’.

2. Weiters ist jeder Hiufungspunkt von x’ auch einer von x.

3. Falls xoo Hiufungspunkt von x ist, so emistiert ein feineres Netz x' welches
gegen xo, konvergiert.

Beweis. (1) Es sei x ein Limes von z, d.h.
VUGU(JIOO)HiQEIVZ'Ei():l‘iEU

Da 2/ = z o f feiner als x ist, existiert ein iy € I’ mit f(i’) = io fiir alle i’ > i), also
ist @}, = xy(;y € U fiir alle i’ = ip, d.h. 24 ist ein Limes von z’.

(2) Es sei zs ein Haufungspunkt von 2/, Fiir U € U(zs) und ig € I existiert ein
ig € I' mit i’ = i{=f(i") = ig. Da x4 ein Hiufungspunkt von z o f ist, existiert ein
i’ =i mit xpy = xj, € U. Wegen f(i') = ig ist somit zo, ist ein Haufungspunkt
von .

(3) Wir betrachten I’ := {(4,U) : i € I,x; € U € U(zx)} mit der gerichteten
Ordnung (¢,U) = (i/,U’) & i =i und U C U’. Das Netz «’ sei nun durch x’(i’U) =
x; gegeben. Es ist feiner als « vermége pry : I’ — I, denn Vig € I V(i, X) = (i, X):
1 = pry(i,U) = ig. Weiters konvergiert &’ gegen ., denn YUy € U () und (Viy €
I) Jip = i1 mit x;, € Up, also ist x’(I,U) =ux; € U C Uy fur alle (¢,U) = (i9,Upy) O

Bemerkung. Beachte, dal das Bild eines konvergenten Netzes zusammen mit
den Grenzwert nicht abgeschlossen und somit auch nicht kompakt zu sein braucht.
Denn fiir I := {t € Q : ¢ < 0} mit der iiblichen Ordnung ist x; := t ein gegen 0
konvergentes Netz.

3.4.3 Proposition (Topologie via Netze).
Es sei ACX.

1. Dann ist v+, € A genau dann, wenn ein Netz x in A existiert, welches gegen
Too tn X konvergiert.

2. Eine Menge A ist also genau dann abgeschlossen, wenn die Limiten aller
Netze in A zu A gehoren.

3. FEine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn das Bild jedes Limes
eines Netzes x in X ein Limes des Bild-Netzes f o x ist.
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Vergleiche dies mit | 1.1.11 |.

Beweis. (1) Offensichtlich gehort jeder Hiufungspunkt eines Netzes in A zum Ab-
schluB8 von A. Umgekehrt sei 7o, € A. Es sei I := {U : U € U(x)} mit der zur
enthalten-Relation dualen Ordnung. Fiir jedes U wéhlen wir ein zy € U N A. Dann
konvergiert das Netz x gegen .

(2) ist nun evident.

(3)

(=) Es sei z : I — X ein gegen z, konvergentes Netz und V € U(f(2o0)). Dann
ist U := f~3(V) in U(z), also existiert ein ig mit x; € U fiir alle i = ig, und
folglich ist f(z;) € f(U) = f(f~1(V)) C V fiir diese 1.

(<) Nach geniigt f(A) C f(A) zu zeigen. Nach ist jedes 7o, € A

Grenzwert eines Netzes x in A, und folglich ist f(z~) Grenzwert des Netzes f o x

in f(A), dh. f(zeo) € F(A). O

3.4.4 Proposition (Hausdorff via Netze).
Ein topologischer Raum ist genau dann Ty, wenn jedes Netz hochstens einen Grenz-
wert besitzt.

Beweis. (=) Falls zo, # 2/, zwei Grenzwerte eines Netzes x sind, so existieren
disjunkte Umgebungen U und U’ in denen das Netz schlieflich liegen mufl. Dies ist
unmoglich.

(<) Angenommen X ist nicht Hausdorff. Seien zo, # 2/, nicht trennbare Punkte,
d.h. fiir jede Umgebung U von x4, und U’ von 2 existiert ein z(y,yy € UNU'. Dies
definiert ein Netz von z : U(zs ) XU(zl,) — X, wobei die Ordnung durch (U, U’) =
(V,V'Y& U CU' und V C V' gegeben ist. Es sind 2, und =/ Grenzwerte dieses
Netzes. O

3.4.5 Proposition (Kompaktheit via Netze).
Ein Ty-Raum ist genau dann kompakt, wenn jedes Netz einen Hdiufungspunkt be-
sitzt.

Beweis. (=) Es sei  : J — X ein Netz. Dann hat die Familie der abgeschlossen
Mengen F; := {z; : j' = j} die endliche Durchschnittseigenschaft und jedes z, €
N jes Fj ist ein Haufungspunkt von z.

(<) Es habe A die endliche Durchschnittseigenschaft. Sei J die Menge aller end-
lichen Teilmengen von A und fiir jedes j € J sei z; € () A€ A gewiihlt. Weiters
sei T, ein Haufungspunkt des Netzes z. Fiir jede Umgebung U von x, und je-
des A € A (also {A} € J) existiert ein j = {A41,...,A,} € J mit j DO {4}
(dh. Ae {4;,...,A,})) und z; € U, also ANU D Ay nN---NA,NU #0, dh.
ZToo € A= A. O

3.4.5a Lemma. Jedes Netz x : J — X besitzt eine universelle Verfeinerung.

Dabei heifit ein Netz = : J — X UNIVERSELL, wenn fiir jede Teilmenge B C X gilt,
daf z schlieBlich in B oder schliefllich in X \ B liegt.

Beweis. Wir betrachten Teilmengen A C P(X), s.d. VA € A: x liegt immer wieder
in Aund A; N Ay fur alle A; € A. Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es eine bzgl.
Inklusion maximale Menge A. Dann ist X € A, anderfalls wire AU {X} D A ein
Widerspruch zur Maximalitéit. Sei B C X, dann gilt B € A oder X \ B € A. Sei
nidmlich B ¢ A und angenommen fiir alle A € A wire x immer wieder in ANB, dann
wire AU{ANB:Ae A} D AU{B} D A ein Widerspruch zur Maximalitét, also
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existiert ein Ag € A mit z in By := X \ AgN B schlieBlich. Sein nun A € A beliebig,
dann ist x schlieflich in By und x in A immer wieder, also auch immer wieder in
By N A und somit wegen der Maximalitit {BoNA: A€ A} C A. also By € A und
Ap\BNAy = BgNAp € A. Damit ist wegen der Maximalitét auch X\ B O Ag\BNAy
in A. Wir betrachten nun als Indexmenge {(i,4) : i € I,A € A,z; € A} mit der
partiellen Ordnung (i1, A1) > (i2, A2) i< i1 = io und Ay O As. Dannist (i, A) — x;
eine Verfeinerung von x welche schlieflich in jeden A € A liegt. Da B € A oder
X \ B € A fiir jede Teilmenge B C X gilt, ist diese Verfeinerung universell. O

Bemerkung. Da offensichtlich universelle Netze gegen jeden ihrer Hiufungspunkte
komvergieren, ist ein Th-Raum genau dann kompakt, wenn jedes universelle Netz
konvergiert.

3.4.6 Definition (Filter).

Bei den obigen Beweisen von ’3.4.2 A 3.4.3‘ und ’3.4.4‘ waren die konstruierten
Netze oft durch U (z() parametrisiert. Es dringt sich also auf statt Netze mit U ()
dhnliche Objekte zu verwenden: Unter einen FILTER F auf einer Menge X verstehen
wir eine Menge von Teilmengen mit folgenden Eigenschaften:

L O¢F A0 AcFAC A=A ¢ F.
2. A1, A e F=A1NAy e F.

Fiir jeden Punkt x in einem topologischen Raum X ist U(x) ein Filter, der soge-
nannte UMGEBUNGSFILTER von .

Dabei heifit ein Filter F FEINER als ein anderer F’, wenn F' C F.

Eine FILTERBASIS B ist eine Menge von Teilmengen von X die ) ¢ B # () und
VA, A2 € BIA € B: AC AN A, erfiillt. Die Menge F :={AC X : 3B € B :
B C A} ist dann ein Filter, der von B ERZEUGTE FILTER.

Ein Punkt 2., € X heiflt LIMESPUNKT des Filters F (bzw. F konvergiert gegen
Zoo, oder symbolisch F — x,), wenn F feiner als der Umgebungsfilter von
ist. Falls B eine Filterbasis von F ist, so bedeutet dies, da VU € U(z) IB € B:
BCU.

Ein Filter F heif3t ULTRAFILTER, falls er ein maximales Element unter allen Filtern
ist. Das ist genau dann der Fall wenn fiir alle A C X entweder A € F oder X\ A € F
gilt: Andernfalls kénnen wir Fy := {B’ C X : 3B € F : AN B C B’} betrachten.
Dies ist ein Filter, denn AN B = @ hitte B C X \ A € F zur Folge. Wegen
A € Fa\ F liefert dies einen Widerspruch. Umgekehrt ist so ein Filter maximal,
denn falls ein echt feinerer existiert so wére fiir ein A in der Differenz auch X \ A
ein Element und damit auch ) = AN (X \ A) eines.

Ein Punkt zo € X heifit HAUFUNGSPUNKT des Filter 7, wenn jede Umgebung
von T alle A € F trifft, d.h. zo € A fiir alle A € F gilt. Falls B eine Filterbasis
von F ist, so bedeutet dies, dal VU € U(zo) VB € B: UN B # .

3.4.7 Proposition (Netze versus Filter).

Es seix : I — X ein Netz. Die Familie der Endabschnitte {x; : i > ig} mit ig € I
ist eine Filterbasis. Sei Fp :=F :={F C X : Jig € IVi = iy : ¢; € F} der dadurch
erzeugte Filter. Dieser hat die gleichen Grenzwerten (resp. Hiufungswerte) wie x.
Falls 2’ feiner als x ist, so ist der zugehdrige Filter F' feiner als F.

Sei umgekehrt F ein Filter in X. Es sei I := {(a, F) : a € F € F} geordnet vermdge
(a,F) = (d/,F') & F C F'. Dann ist vr :=x: I — X, (a,F) — a ein Netz mit
den gleichen Grenzwerten (resp. Hiufungspunkten) wie F. Es ist Fy, = F.
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Beweis. Es ist 24, genau dann ein Grenzwert des Filters F,,, wenn U (2+) C Fou,
d.h.

YU EZ/{(CL'OO)HZU el: {{L‘i 11> io} cU,
also genau dann, wenn ., ein Grenzwert des Netzes x ist.

Es ist Zoo genau dann ein Haufungswert des Filters F,, wenn U N F # § fiir jedes
U€eU(rs) und F € F,, d.h.

VUEU({EOO)VZO EI:Uﬂ{xi:itio}#@,
also genau dann, wenn x, ein Hiufungswert des Netzes x ist.

Sei nun ' =z o f: I' — X feiner als x. Dann ist F, feiner als F,, denn fiir jedes
ig € I ist das Element {x; : i > g} der Filterbasis von F, auch ein Element des
Filters F,, denn nach Voraussetzung existiert ein i, mit f (') = ig fiir alle i’ > i
und somit ist {x}, =y i’ =g} C {14 = o}

Sei nun umgekehrt F ein Filter und I := Ir := {(a,F) : a € F € F}. Dann ist
vermoge der angegebenen Relation > eine gerichtete Menge und somit xx : I — X
ein Netz.

Es ist 2o genau dann ein Grenzwert des Netzes x = zz, wenn fiir jedes U € U (z o)
ein iy = (ag, Fp) € I existiert mit @ = x4 p € U fiir alle I 3 (a, F) = (ao, Fy) (d.h.
fir a € F C Fy), d.h. Fy C U, also genau dann wenn F feiner als U (z) ist, d.h.
Too €in Grenzwert des Filters F ist.

Es ist 2o genau dann ein Haufungspunkt des Netzes x = xx, wenn fiir jedes U €
U(zs) und jedes (ag, Fy) € I ein I > (a, F) = (ao, Fo) existiert mit a = x(, py € U,
d.h. ein a € F C Fy mit a € U, also genau dann, wenn U N Fy # @, d.h. z, ein
Héufungspunkt von F ist.

Essei z : I — X das zu F gehorende Netz und F, der zu x gehorende Filter. Seine
Endabschnitte sind {zqr : I 3 (a, F) = (ag,Fo)} ={a:a € F C Fy firein F €
F} = Fy fiir Fy € F also genau der urspriingliche Filter F. Somit ist F, = F. O

Es gelten die folgenden Analoga
3.4.8 Folgerung (Topologie via Filter).

1. (vgl. ) Sei F ein Filter und F' ein feinerer Filter. Dann ist jeder
Limes von F auch einer von F', und jeder Hdiufungspunkt von F' auch
einer von F.

Falls v Hiufungspunkt von F ist, so existiert ein feinerer Filter F' welcher
gegen T, konvergiert.

2. (vgl. ) Es sei A C X. Dann ist 1o € A genau dann, wenn eine
Filterbasis in A existiert, sodaf$ der zugehorige Filter F in X gegen xo
konvergiert.

Eine Menge A ist also genau dann abgeschlossen, wenn die Limiten aller
Filter mit Filterbasis in A zu A gehdren.

Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn das Bild jedes Limes
eines Filters F in X ein Limes des von der Filterbasis {f(F) : F € F}
erzeugten Filters f(F) ist.

3. (vgl. ) Ein topologischer Raum ist genau dann Ty, wenn jeder Filter
hdchstens einen Grenzwert besitzt.

4. (vgl. ) Ein Ts-Raum ist genau dann kompakt, wenn jeder Filter einen
Hdufungspunkt besitzt, oder auch wenn jeder Ultrafilter konvergiert.

Beweis. (1) Wegen F' O F folgt aus F D U(zs) auch F' DO U(zs), d.h. die
Aussage iiber Grenzwerte.
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Sein nun =, ein Hiufungspunkt von F’/, dann trifft jedes U € U (2 ) jedes F € F'
und somit auch jedes F' € F, d.h. z, ist Haufungspunkt von F.

Sei schliefflich z, ein Hiufungspunkt von F. Dann ist z,, auch Hiufungspunkt
des nach dazugehorenden Netzes x. Zu diesen existiert nach also
ein feineres Netz 2’ welches gegen z., konvergiert. Somit ist F,/ ein gegen o
konvergenter Filter, der feiner als der Filter F, = F ist.

Direkter Beweis: Es ist {UNF : U € U(xo), F € F} offensichtlich eine Filterbasis.
Der zugehorige Filter ist feiner als F und auch als U(x) also 2, ein Grenzwert
von ihm.

(2) Der ersten beiden Teile folgen direkt aus vermoge . Direkt geht es

wie folgt:

(=) Sei o € A. Dann ist B:={UN A : U € U(r,)} Filterbasis in A eines gegen
Too konvergenten Filters.

(<) Sei B eine Filterbasis in A eines gegen x., konvergenten Filters, d.h. VU €
U(rs) IB € Bmit B C U. Wegen () # B C Aist also ANU # (), d.h. 2, € A.
Den letzten Teil zeigen wir direkt:

(=) Es sei zo ein Grenzwert von F, d.h. F O U(x). Dann ist f(xs) ein
Grenzwert von f(F), denn zu V' € U(f(zs)) existiert wegen der Stetigkeit ein
UeU(re) C Fmit f(U)CV,dh Ve f(F).

(<) Da offensichtlich x eine Grenzwert von U(x) ist, ist f(x) ein Grenzwert
von f(U(xeo)), d.h. fiir jedes V € U(f(xo)) existiert ein U € U(x) mit f(U) C V,
also ist f stetig bei .

(3) folgt direkt aus vermoge . Direkt 148t sich das leichter als fiir Netze

zeigen.

(4) folgt direkt aus vermoge . Auch dies 148t sich direkt leichter als
fiir Netze zeigen.

Sei F ein Ultrafilter. Angenommen er konvergiert gegen kein € X. Dann existiert
fiir jedes x € X eine offene Umgebung U, ¢ F und somit X \ U, € F. Sei {U; : 1 <
i < n} eine endliche Teiliiberdeckung von {U, : x € X}. Dann ist 0 = ,(X \U;) €
F ein Widerspruch.

Umgekehrt sei F ein Filter. Nach dem Zorn’schen Lemma existiert ein feinerer
Ultrafilter 7’ der nach Voraussetzung gegen ein x € X konvergiert. Dann ist x eine
Héufungspunkt von F. F O

3.5 Uniforme Riume

3.5.1 Definition (Cauchy-Netze und Vollstindigkeit).

cf. Ein uniformer Raum (X, D) heifft VOLLSTANDIG, wenn jedes Cauchy-Netz
konvergiert. Dabei heifit ein Netz x : I — X CAUCHY-NETZ falls Vd € D Ve > 0
Jig Vi,’i/ > 10: d(xi,xi/) <E.

Beispiele.

1. Jedes Produkt vollstindig uniformer Riume ist vollstdndig uniformisierbar:
Sei ndmlich (z;); ein Cauchy-Netz in []; X; bzgl. der Pseudo-Metriken die
durch das Maximum von Pseudo-Metriken auf endlich vielen Komponenten
gegeben sind. Dann ist jede Komponente (:z:f )i ein Cauchy-Netz in X; und
konvergiert somit gegen ein xJ_. Sei z, der entsprechende Punkt im Produkt

mit diesen Koordinaten. Dann konvergiert x; — = denn dazu miissen wir

immer nur endlich viele Komponenten kontrollieren.
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2. Es sei X ein k-Raum und Y ein vollstéindig uniformer Raum. Dann ist auch
C(X,Y) mit der Topologie der gleichméBigen Konvergenz auf Kompakta
ein vollstéindig uniformisierbarer Raum: Pseudo-Metriken auf C(X,Y") sind
durch dg(f,g) := sup{d(f(z),g9(z)) : x € K} fir K C X kompakt und
d € D gegeben, siche Aufgabe (19). Sei (f;); ein Cauchy-Netz in C(X,Y).
Dann ist fiir jedes € X auch (f;(z)); ein Cauchy-Netz in Y. Also existiert
ein fo(r) := lim; f;(x). Es konvergiert f; gegen f., € YX, denn fiir z € K
ist

d(fi(x), foo () < d(fi(), fir(x)) + d(fir (2), foo ()

<e+efallsi,i' = Nge g und i’ = Ny, o,

und somit ist di (f;, foo) < 2¢ fiir alle i = Ny g ..
Also ist feo|k als glm. Grenzwert stetiger Funktionen nach stetig,
und da X ein k-Raum ist, ist fo, : X — Y stetig nach .

3.5.2 Proposition (Teilriume vollstindig uniformer Riume). cf.
Ein Teilraum Y eines vollstindig uniformen Raumes X ist genau dann vollstindig
wenn er abgeschlossen ist.

Beweis. Dieser Beweis ist ident mit jenen von wobei Folge durch Netz ersetzt
wird.

(=) Es ist Y C X abgeschlossen, denn jedes Netz in Y welches in X konvergiert
ist eine Cauchy-Netz in X und damit auch in Y und somit konvergent in Y, d.h.
der eindeutige(!) Grenzwert liegt in Y.

(<) Jede Cauchy-Netz in Y ist auch eine solche in X konvergiert also in X und
wegen der Abgeschlossenheit liegt der Grenzwert in Y und das Netz konvergiert in
Y. O

3.5.3 Proposition (Vollstindigkeit via Durchschnittseigensch.). cf.
Ein uniformer Raum ist genau dann vollstindig, wenn jede Menge abgeschlossener
Teilmengen mit endlicher Durchschnittseigenschaft und “beliebig kleinen Mengen”
(d.h. ¥d, Ve > 0 3A: d(A) := sup{d(a,d’) : a,a’ € A} < ¢) einen nicht-leeren
Durchschnitt besitzt.

Beachte, dafl die Filter, die vermoge den Cauchy-Netzen entsprechen, gera-
de jene Filter sind, die beliebig kleine Mengen enthalten. Die in der Proposition
vorkommenden Mengensysteme beschreiben also gerade Cauchy-Filter die eine ab-
geschlossene Filterbasis besitzen. Allerdings kann ein gegen x., konvergenter Filter
F durchaus leeren Durchschnitt haben; z.B. ist {U \ {#e} : U € U(zs)} eine
Filterbasis so eines Filters. Umgekehrt muf} allerdings jeder Cauchy-Filter F gegen
jedes x4, € [ F konvergieren, denn fiir jedes U € U(x ) existiert ein d € D und
ein 0 > 0 mit Uy s(2oo) € U und somit auch ein F € F mit d(F) < ¢ und damit
FCUys(ro) CU daz € F.

Beweis. Dieser Beweis ist dhnlich zu jenen von wobei Folge durch Netz
ersetzt wird.

(=) Es sei A so eine Menge abgeschlossener Teilmengen. Fiir jede endliche Teilmen-
ge i C A wihlen wir ein z; € ()i # (. Dann ist ¢ — z; ein Cauchy-Netz, wenn wir
auf den endlichen Teilmengen von A die duale Ordnung verwenden, da Vd Ve > 0
JA € A: d(A) < e und somit d(x;,z;) < e fiir alle 4, ¢’ die A enthalten. Also
konvergiert x; gegen ein x,,. Weiters ist z,, € A fiir alle A € A, da x schliefflich in
A ist und A abgeschlossen ist.
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(<) Es sei (z;); eine Cauchy-Netz. Dann ist A; := {x; : j = i} # () abgeschlossen
und monoton fallend. Weiters ist d({z; : j = i¢}) — 0 und somit d(A4;) — 0. Sei
Zoo € [); Ai, dann ist zo, ein Haufungspunkt von z; wegen o € A, = {x; : j = i}.
Also konvergiert x; gegen .., denn

d(Ti, Too) < d(xi, ) + d(7),050) <e+e. O

3.5.4 Folgerung (Vollstindigkeit metrischer Riume).
Ein metrischer Raum ist genau dann vollstindig, wenn er es als uniformer Raum
15t.

Beweis. Nach ist die Vollstandigkeit eines metrischen Raumes dquivalent

mit der die Vollsténdigkeit des zugehorigen uniformen Raumes nach charak-
terisierenden Eigenschaft. O

3.5.5 Proposition (Erweiterung glm. stetiger Abbildungen). cf.
Glm. stetige Abbildungen von dichten Teilrdumen uniformer Rdume mit Werten in
vollstindig uniformen Rdumen besitzen eine globale stetige Erweiterung.

Beweis. Dieser Beweis ist dhnlich zu jenen von wobei Folge durch Netz
ersetzt wird.

Nach existiert fiir jedes z € X ein eindeutiger Punkt f(z) € N{f(ANUgc(z)) :
d,e > 0}, denn wegen der glm. Stetigkeit enthiilt dieses Mengensystem beliebig klei-
ne Teilmengen. Offensichtlich ist f(x) = f(z) fir x € A. Bleibt zu zeigen, dafl f
glm. stetig ist. Sei d eine Pseudo-Metrik von Y, e > 0. Da f : A — Y glm. stetig ist
existiert eine Pseudo-Metrik d’ von X und ein ¢/ > 0 mit d(f(z1), f(x2)) < € fiir
alle 1,29 € A mit d'(x1,x2) < €. Fiir je zwei Punkte 21, 29 € X mit d’(21, 22) < &’
ist U := U,(z1) UU,(22) offen mit Durchmesser kleiner als 2r + d’(z1, z2) < &’ falls
r < L;“Z?) gewdhlt wird. Somit ist d(f(ANU)) = d(f(ANU)) < € und da

f(z1), f(z2) € F(ANU) liegt, ist d(f(z1), f(22)) < e. O

3.5.6 Proposition (Vervollstindigung). cf.

Fir jeden uniformen Raum X exzistiert ein vollstindiger uniformer Raum X und
eine gleichmdfig stetige Einbettung 1 : X — X mit der universellen Eigenschaft fiir
glm. stetige Abbildungen in vollstindige uniforme Rdume.

Beweis. Jeder uniforme Raum (X, D) 148t sich in das Produkt metrischer Rdume
X4 = (X,d)/~, einbetten, wobei x ~4 &’ :< d(z,2’) = 0. Das Produkt Hdep)’(vd
der Vervollstdndigungen dieser metrischen Rdume ist ein vollstdndig uniformer
Raum . Nach ist der AbschluB X des Bildes von X in diesem Produkt
ein vollstdndig uniformer Raum in dem X dicht eingebettet ist. Nach be-
sitzt jede glm. stetige Abbildung auf X mit Werten in einem vollstéindig uniformen
Raum Y eine glm. stetige Erweiterung. O

3.5.7 Definition (Prikompakter Raum).
Ein uniformer Raum (X, D) heifit PRAKOMPAKT, wenn fiir jedes d € D und € > 0
eine endliche Menge Xo C X existiert mit (U, x, Uae(z) = X.

3.5.8 Proposition (Teilriume prikompakter Riume). cf.|3.3.7

Alle Teilraume prikompakter uniformer Rdaume sind prikompakt. Abschliisse pri-
kompakter Teilmengen sind prikompakt.

Beweis. Dieser Beweis ist ident mit jenen von wobei ¢ durch (d, e) ersetzt
wird.
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Es sei X priakompakt und M C X. Fiir € > 0 und d existiert eine endliche Teilmenge
Xo € X mit X = U,ex, Ud g (). Zu jeden x € Xo mit Uy g (x) N M # @ wihlen
wir ein x’ in diesen Durchschnitt und M sei die endliche Menge dieser z’. Dann
ist M C Upens, Ude(2').

Es sei £ >0, d € D und My (d, §)-dicht in M. Dann ist My (d,e)-dicht in M. O

3.5.9 Theorem. cf.

Ein uniformer Raum ist kompakt genau dann wenn er prikompakt und vollstindig
1st.

Beweis. Die eine Richtung dieses Beweis ist ident mit jenen von wobei &
durch (d, €) ersetzt wird.

(kompakt = prikompakt) ist klar, denn {Uy(z) : € X} ist eine offen Uberdeckung
und wenn {Ug.(z) : # € Xy} eine endliche Teiliiberdeckung ist, so ist Xy die fiir
Prikompaktkeit gesuchte Teilmenge.

(kompakt = vollstindig) ist klar, denn nach geniigt zu zeigen, dafl der Durch-
schnitt eine Menge abgeschlossener Mengen mit endlicher Durchschnittseigenschaft
und beliebig kleinen Elementen nicht leer ist.

(<) Es ist X einbettbar in ein Produkt metrischer (und o.B.d.A. vollsténdiger)

Réume X,4. Da X vollsténdig ist, ist diese Einbettung abgeschlossen nach .
Mit X ist auch X4 = pry(X) € X4 prikompakt und somit auch der Abschluff X,
nach . Also ist X4 nach kompakt und damit auch X kompakt nach

dem Satz | 2.1.13 | von Tychonoff. O
3.5.10 Folgerung. cf. Folgerung zu

Die Vervollstindigung eines uniformen Raumes ist genau dann kompakt, wenn er
selbst prakompakt ist.

Beweis. Dieser Beweis ist ident mit jenen der Folgerung in .
Wenn die Vervollstdndigung X kompakt ist, so ist sie auch prikompakt nach

und damit auch X priakompakt nach .
Umgekehrt sei X prdkompakt, dann ist auch die Vervollstdndigung X prikompakt

nach und somit kompakt nach [3.5.9 ] O
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