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Banach-Semikategorien II 

Von 

P. Michor 

(Vorgelegt in der Sitzung der :math.-nat. Klasse am 18. Mfu-z 1976 duroh das 
w. M. E. Hlawka) 

Dieser Artikel ist die Fortsetzung der gleichlautendcn Arbeit [17J; 
die Numerierung der Abschnittc und des Literaturverzeichnisses wer
den weitergefiihrt. 

§ 5 Koenden von Bifunktoren auf Semikategorien 

Wir verallgemeinern hier den Begriff des Koendes von Bifunktoren 
(siehe MacLane [10J, Kap. IX) auf Semikategorien. Dabei setzen wir 
nicht mehr an aIlgemeiner Kategorientheorie vomus als bisher. Der 
Klarheit willen verzichten wir darauf, die Konvention 3.1 zu verwenden. 

Es sei C eine Semikategorie und 0 ein kontra-kovarianter Bifunktor 
von C in Ban. 

5.1. Definition: Eine (C-)dinattirliche Transformation rt. von 0 in 
einen Banachraum Z ist eine Familie (OCX)XEC von Morphismen 
·:xx E H (0 (X, X), Z), so daB flir aIle 1E C (X, Y) gilt: 

OCx 0 G (I, X) = lXy 00 (Y, I) : G (Y, X) -+ Z 

und dartiber hinaus IIIX 1/ = sup II OCx Ii < 00 ist. 
x 

Der Raum Dinat (G, Z) aller dinattirlichen Transformationen 
G -+ Z ist ein Banachraum mit der komponentenweisen linearen Struk
tur und obiger Norm. 
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5.2. Definition: Das (C- ) Koende des Bifunktors G: Cop X C -;;. Ban 

ist ein Banachraum U zusammen mit cineI' dinatiirlichen Transforma
tion T;; G -;;. U, die folgendes erfiillt: fiir jede dinatiirliche Transfor
mation oc: G -;;. Z existiert genau ein ;X E H (U, Z) mit oc 0 'It = 

= (oc 0 'ltx)x = oc und II = Ilocll. Wir beze"chnen das (C-)Koende U 
von G mit 

Xea r G (X, X). 

Die Eindeutigkeit del' geforderten Faktorisierung tiber n hat zur Folge, 
daB das Koende von G bis auf isometrische Isomorphismen eindeutig 
bestimmt ist und 11'lt11 ,;:; 1 gilt (das letztere folgt aus del' Faktorisierung 
von 'It selbst: 'It = lu 0 'It 7t 0 'It, also lu =~, II~E Ilnll = 111ui! ,;:; 1). 
Del' iibliche Zusammenhang zwischen universellen Pleilen und darstell
baren Funktoren ergibt, daB die universelle Eigenschaft des Koendes 
aquivalent ist zur isometrischen Gleichung 

x€a 
Dinat (G, Z) = H U' G (X, X), Z) 

a 

und deren Nattirlichkeit in G und Z, die durch die Zuordnung gegeben ist. 

XeO 

G I-+.r G (X, Xl 

ist also sagar die Objektabbildung eines Funktors, dessen Wirkung auf 
Mol'phismen dul'ch die universelle Eigenschaft gegeben 1st. 

5.3. Proposition: Wenn C klein ist beziiglich Ban, dann existieren 
Xea 

die Koenden ftir aIle Bifunktoren G, und es gilt .r G (X, X) = 
I1 G (X, X)/NG, wobei I1 das Koprodukt in BanI bedeutet und 

.YeO 

NG del' abgeschlossene line are Teilraum ist, del' von allen Elementen 
del' Form G (f, X) gXY - G (Y, f) gXY , t E C (X, Y), gXY E G (Y, Xl, 
erzeugt wird. Die Komponenten der dinattirlichen Transformation 'It 

werden induziert durch die kanonischen Injektionen : (} (X, X)-;;. 

-;;. I1 G (Z, Z) . 
.YEO 


XEO 


Beweis: 'It: G -;;. .r (} (X, Xl ist dinattirlich, da nach Definition 
ix G (f, X) flxY iy G (Y, t) gXY NG ist. Wenn y: G -;;. Z dinattir
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Heh ist, dann existiert II tj;x: II G (X, X) -+ Z und /: II YXII ~ litj;ll. 
XeC XeC 

Die Dinatiirlichkeit von tj; hat zur FoIge, daB II tj;x auf NG vcrschwin· 
XeC 

det, daher faktorisiert tj; iiber 7t zu ~: f G (X, X) -+ Z. Klarerweise 

gilt II~II = II II tj;xil 11tj;11 und ~ 7t f~ und ~ ist durch diese Eigen. 
schaft eindeutig bestimmt, da seine Konstmktion ja darauf bemht. 

qed. 
XEC 

5.4. Satz: (a) (I (} (X, X))' = Dinat (a, I); die dieser Dualitat 
C 

zugehorige Waelbroeek-Raum·Struktur auf Dinat (G, I) 1st die Spur 
des Tyehonov-Produkts der w*-Topologien von IT 0 (X, X)' auf die 

XeC 

Einheitskugel von Dinat (0, I). 
XeC 

(b) I G (X, X) ist der Norm-abgeschlossene lineare Teilraum 
von (Dinat (0, I)Y, der von aUenFunktionalen der J;'orm ex. I-*:Xx (gxX) 
fiir gxX EO (X, X) erzeugt wird. 

Beweis: Zur Theorie der Waelbroeek-Riiume siehe Buehwal
ter [1] oder die Zusammenfassung in Miehor [12]. Der Waelbroeek
Dual werde mit * bezeiehnet. 

(a) Die natiirliche isometrische Gleichung in 5.2 ergibt spezialisiert 
XeC 

H (I G (X, X), I) = Dinat (G, I). Um die Waelbroeek·Raum-Struk
tur zu bestimmen, bemerken wir, daB folgendes gilt: 

XeC

(I G (X, X))' = (11 G (X, X)/NG), = (NG) .L .c::: (II G (X, X))' 
XeC XEC 

= II G (X, x)'. 
XeC 


xeC 

(b) Es gilt J G (X, X) = (Dinat (G, I))*, wober del' letztere Raum 

die kanonisehe Waelbroeek-Raum-Struktur von (a) triigt. Da aIle Funk
tionale ex. 1-+ ex.x (gxX) in (Dinat (G, I)) liegen, haben wir nur noeh zu 
zeigen, daB ihre lineare Hiille dieht ist. Es sei M die absolutkonvexe 
HiiUe der Menge aller solehen Funktionalc, die Elementen "gxXII ~ 1 
entsprechen. Dann gilt fUr ex. Dinat (G, I): 

II (XII = sup {I (Xx (gxX) I, IlgxXIl ~ 1, gxX E G (X, X), X E C} 

= sup I <ex., me) ! . 
?IIEM 
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XEC 

J.1-[ ist also schwach dicht in der Einheitskugel von f G (X, Xl nach 
Hahn-Banach, also auch Norm-dicht, da der schwache und der Norm
Abschlul3 einer absolutkonvexen Menge libereinstimmen. qed. 

5.5. Bemerkung: Wenn C eine Kategorie ist (mit !I1x!lc ~ 1), 
XeC 

dann kann f G (X, Xl als Kolimes in BanI des folgenden ]'wiktors T 
von der gedrehten Morphismen-Kategorie von Cl nach Ban dargestellt 
werden: T (/.) G(X, Y) flir AE C(X, Y), T «(X,~) = G (~, (X) : T(A)-;,- T(Il) 

flir «(X, ~) : A-;,- 11, d. h. A ~oll0(X (vgl. MacLane [to]). 

5.6. Satz: Es sei C eine Semikategorie mit beidseitig approximie
renden Einheiten (1.4). Es sei G ein C-wesentlicher (4.1) Bifunktor 
COP X C -;,- Ban und Gs: Ll cop X Ll C -;,- Ban seine Erweiterung (4.10). 
Dann gilt: 

XEC XEllC

f G (X, X) JGs (X, X). 

]'tir den Beweis benotigen wir ein Lemma. 

Lemma: 1st G: cop X C -;,- Ban C-wesentlich, dann ist Dinat (G, Z) 

= Dinat (Gs, Z) fUr aIle Z E Ban. C 

IlO 

Beweis des Lemmas: Es sci "': C -;,- Ll C der isometrische Ein
bettungsfunktor von 3.4. Da Gs (, '"') 0 1St, gilt Dinat (OS, Z) c: 

IlO 
c: Dinat (G, Z) isometrisch. "Gm die umgekehrte Ungleichung zu zeI

C 

gen, haben wir nachzuweisen, daB flir (X E Dinat (0, Z) und flir aIle 
o 

CPyX E Ll C (X, Y) folgendes gilt: 

(Xy 0 Gs (Y, CPyX) = (Xx 0 Os (cpyX, X) : 0 (Y, X) -;,- Z. 

Flir CPyX = t, 
"-

t E C (X, Y) gilt das nach Voraussetzung. 

A {C (X, Y» ist strikt dicht in Ll C (X, Y) (3.6), Gs ist strikt (4.10), 
d. h. stetig in der strikten und der starken Operatortopologie, und die 
obige Bedingung kann durcb "punktweise" Gleichungen 

(Xx 0 Os (?yX, X) gXY c= (Xy Os (Y, CPyX) gyX 

beschrieben werden, die daher strikt stetig in ?yX sind und somit auf 
ganz Ll C (X, Y) gelten. qed. 
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XeO 

Beweis des Satzes: Es seien 7t: G --+ f G (X, X) und 7tti : Os --+ 
XeoC 

--+ i Gs (X, X) die universellen dinaturlichen Transformationen. Dann 
, XEt.\O 

ist 7t0 E Dinat (G, f Gs (X, X)), da "': C --+ ~ C eine isometrisehe Ein
bettung ist. Wir haben also eine eindeutige Faktorisierung von ~ 

_ XeC XetiC 

tiber 7t zu 7tl1 : f G (X, X) --+ f Gs (X, X), d. h. 0 Tv. Wir 

behaupten, daB ';l1 ein isometriseher Isomorphismus um das zu 
_ XEl1C 

zeigen, untersuehen wir die Adjungiertc (7tti l': f (Gs (X, X))' --+ 
XeO 

--+ ( f G (X, X))', d. h. (';l1)': Dinat (Gs, I) --+ Dinat (G, I). Es sei 
c 0_ 

IJxx EO (X, X) und IX E Dinat (Gs, I). Dann ist: (gxX), (Tvtil' (IX) = 
o 

<;ti 0 7tx (gxX), IX) = (7tx6. (gr!"), IX) IXX (gxX) wegen 5.4 (a). 
5.4 (b) zeigt, daB die Elemente 7tx (gxX) und (gxX) total sind 
(d. h. ihre linearen Hullen sind dieht), daher zeigt die obige Gleichung, 

daB (7t~)' mit dem kanonischcn isometrischen Isomorphismus 
Dinat (Gs, I) -)- Dinat (G, 1) aus dem Lemma iibereinstimmt. Also ist 

c tiC 

aueh 7tti selbst ein isometrischer Isomorphismus. qed. 

5.7. Das wohl bedeutendste Beispiel eines Koendes ist das Tensor· 
produkt von Funktoren. Es sei C eine Semikategorie, F: C --+ Ban, 

F : COP --+ Ban seien Funktoren. Wir betrachten den Bifunktor 
" F (.) @ F (..) : Cop X C --+ Ban, und sein Kocnde nenncn wir das (pro

jektive) Tensorprodukt von F mit Fund bezeiehnen es mit F ®F: 
C 

XEO A 

F F f F (X) F (X). 
c 

Fiir den Fall, daB C eine volle Teilkategorie von Ban ist, verweisen 
wir auf Cigler [3], wo das Tensorprodukt eingehend behandelt wird 
und verschiedene Anwendungen gegeben werden. Dureh Spezialisieren 

- /'0.. - A 

erhalten wir: Ist C klein beztiglieh Ban, dann ist F @ F = II F (X) 
C XeO 

@ F (X)/N, wobei N der abgesehlossene Teilraum ist, der von allen 

Elementen der Form F (h) IY @ Ix fY @ F (h) lx, hE C (X, Y), 

IY E F (Y), Ix E F (X) erzeugt wird (5.3). 
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5.8. 	 Proposition: (a) (F F)' = Nat (F, F/) = Nat (F, F /), 
C c C 

und die dieser Dualitat zugeordnete Waelbroeek-Raum-Struktur ist 
die vom Tyehonov-Produkt der punktweisen w*-Konvergenz von 

n H (F (X), F (X)') auf die Einheitskugel von Nat (F, F/) induzierte. 
XEC 	 C 

'" (b) F ® Fist der Norm-abgeschlossene lineare Teilraum von 
C 

Nat (F, FT, der von allen Funktionalen der Gestalt ~ i+ <Ix, ~x (Ix», 
c 

IX E F (X), Ix E F (X), erzeugt wird. 

(c) Sind Fund F beide C-wesentlieh (4.1), \llld hat C beidseitig 
approximierende Einheiten, dann gilt 

'" XcC '"' 	 XcL\C '" 
F ® F = J F (X) ® F (X) = J (F ® F)8 (X, X) = 

C 
XEL\C _ '" _ "... 

= r Fs (X) Fs (X) = Fs Fs. 
. 	 ac 

'"' Beweis: Nach 5.4 (a) gilt (F ® F)' Dinat (F (.) ® 
"'-

F (..), I), 
a C 

und der zweite Raum stimmt sowohl mit Nat (F, F') ala auch mit 
C 

Nat (F, F') liberein vermittels der Zuordnung oc ~ 'P ~ 0/, wobei 
a 

OCx (IX ® Ix) = (IX, 'Px (Ix» = (Ix, yx (IX» ist. Die Aussage tiber die 
Waelbroeck-Raum-Struktur folgt aus dem Beweis von 5.4 (a), wenn 

"'

man berlicksichtigt, daB (F (X) ® F (X»)' = H (F (X), F (X)') ist und 
die zugehorige \Vaelbroeck-Raum-Struktur gerade die Topologie der 
punktweisen w*-Konvergenz in der Einheitskugel (vgl. Miohor [12]). 
(b) folgt aus 5.4 (b). (0) folgt aus 5.6. qed. 

5.9. Proposition: Sind C und D Semikategorien, F I : C -+ Ban, 
F2: D -+ Ban, G: Cop X D -+ Ban :Funktoren, dann gilt natlirlich in 
FI, F2 und G: 

Nat (G ® 
"-

F I , F 2) = Nat (FI, Nat (G, F 2». 
D C C 	 D 

Bemerkung: Diese Glcichung heiBt das allgemeine Exponential
gesetz (vgl. Cigler [3]). In der allgemeinen Kategorienthcorie findet 
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man dieses Phanomen unter dem Namen Adjunktionen mit Parametern 
(vgl. MacLane [10]). Analoge ResuItate geIten fiir andere geeignete 
Verteilungen der Varianzen, z. B. 

Nat (Fl ® 0, F2) Nat (Fl' Nat (0, F 2 )). 
Dec D 

Beweis: 'Vegen der universellen Eigenschaften des Koendes ist 

Nat (0 F l , F 2 ) gerade der Raum aller .Familien (9xy)xeC, YED von 
D C 

Elementen 9XY: G (X, Y) Fl (Y) -+ F2 (Y), die bei £estem X nattir
lich in Y und bei festem Y dinattirlich in X sind, und dieselbe Zuord
nung wie im Beweis von 5.8 (a) zeigt, daB das wiederum gerade der 
Raum Nat (Fl' Nat (0, F 2 )) ist. Die Isometrie aller Zuordnungen ist 

C D 
klar. qed. 

5.10. Proposition: Es sci C eine Operatoralgebra in Ban (1.1), 

die aIle endlichdimensionalen Operatoren enthalt, es seien F : BanOp -+ 
_ A 

-+ Ban, F : Ban -+ Ban Funktoren. Dann gilt F ® F F F, soferne 
C Ban 

mindestens einer der beidcnFunktoren VOID Typ 1: ist. 

Beweis: Da nach Definition immer IllI:e ~ 11111 gilt, kann man F 

und F auch als Funktoren auf C auffassen. Insbesondere ist F ® }1 
e 

definiert. Wir benotigen ein Lemma. 

Lemma: Es sci C wie aben und Fl: Ban -+ Ban vom Typ 1:. 
Dann gilt flir aIle F 2 : Ban -+ Ban 

Nat (Fl, F 2 ) = Nat (Fl, F 2 ). 
C Ban 

Beweis des Lemmas: Klarerweise gilt isometrisch Nat (Fl, F 2 ) s: 
Ban 

s: Nat (Fl, F2)' Nun sei 9 E Nat (Fl, F2), f E H (X, Y), 1: a, ® Xi 
C C 

Fl (I) X. Dann ist 9Y 0 Fl (f) (1: Fl (Xt) ail = 1: 9Y Fl (f) Fl (Xi) a;; = 

1: 9Y Fl (f~)) at = 1: F2 (f(;t)) 91 (a;;) F2 (f) (1: F2 (Xt) 91 (a;;)) 
= }'2 (f) 9x (~ Fl (xt) at). Da Elemente der Form 1: Fl (Xi) a;; dieht 
sind in Fl (X), gilt F2 (f) 9x = 9Y Fl (f). qed. 
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Wir setzen den Beweis der Proposition fort. Es seien n:: F (.) 

®F (..) -+ F ®Fund n:c : F (.) ®F (..) -+ F ®F die universellen 
Ban e 

dinatlirlichen Transformationen. Da C cine Operatoralgebra ist, ist 

n: E Dinat (F (.) 
A 

F (..), F ® 
'" 

F) und 7t faktorisiert daher eindeutig 
C Ban 

liber n:C : n: 7i: 0 n:C flir 11:: F ®F -+ F ®F. Wir behaupten, daB 7t 
C Ban 

ein isometrischer Isomorphismus ist und zeigen das von 

(-it), : Nat (F, F') -+ Nat (F, F'). 
Ban C 

-
Sei ot: E Nat (F, F'), Ix E F (X), IX E F (X). Dann ist 

Ban 

(n:Cx (IX ® Ix), (i), (ot:) = «it 0 n:C)x (IX ® Ix), ot:) = 

(n:X (IX ® Ix), ot:) = <IX, ot:x (IX). 

Also stimmt (.;e) I mit dem isometrischen Isomorphismus des Lemmas 

uberein, wenn F vom Typ .L: ist. 1st F vom Typ .L:, dann transponiert 
man den obigen Beweis. qed . 

...... 
5.11. 	Auf Ban gilt H ® F Fund F ® H F naturlich in F 

Ban Ban 

und F (vgl. z. B. CigIcr [3]). Analog dazu gilt der folgende Satz, der 
eine Verallgemeinerung von Cigler [3],4.7 ist. 

Satz: Es sei C cine Semikategorie mit links-approximierenden 
'" Einheiten, F: C -+ Ban ein Funktor. Dann gilt C F F c-e natur-
C 

Iich in F, wobei F e-e den C·wesentlichen Teil von F bezeichnet und 
C auch flir den Hom·Funktor von C steht. Hat C rechts.approximie. 

- /'. 

rende Einheiten, dann gilt F 	® C = FC-e natiirlich in F : Cop -+ Ban. 
e 

A 

Beweis: ot:x: C (', X) ® F (-) -+ F (X), definiert durch 
Z!Xxz (hx ® Iz) = F (hx Z ) Iz, ist eine kontraktive dinatiirliche Trans

formation, wie man leicht nachprtift. Das Bild von !Xx ist in FC-e (X) 
A A 

enthalten. !Xx faktorisiert tiber n:: C (', X) ® F (.) -+ CX F zu 
C· 
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"
<xX: CX ® F...,.. FC-e (X). Da FC-e (X) ein wesentlicher linker Banach

c 
C (X, X)-Modul ist und C (X, X) eine links-approximierende Einheit 
besitzt, existiert nach dem .Ii'aktorierungssatz von Cohen-Hewitt fur 
jedes Ix E FC-e (X) ein hxX E C (X, X) und ein lx' E FC-e (X) mit 
Ilhxxllc ~ 1, Illx - lx' II ~ E, so daB FC-e (hxX) lx' Ix ist. Das 

Xbesagtabergeradeo:xnx(hxX Ix') <xx(hx Ix') =F(hxX)lx' 

= Ix und linx (hxX ® Ix') II ~ \lhxxllc Illx'll ~ Illxll + E. Daher ist 
A 

o:x eine Isometrie. Es ist leieht einzusehen, daB <Xx natfirlich 

in X und Fist. Die Aussage flir F kann auf almliche Weise gezeigt 
werden. qed. 

5.12. Es sei IX eine bifunktorielle Tensarnorm und es existiere ein 
Banachraum X, so daB das Spur-Funktional Tr: X' ® X...,.. I, 

( J X' 

Tr (L xl Xi) L (Xi, xl), nicht stetig ist in der Norm IX. Dann ist 
XeBan

J X' X = (0). (Die induktive Tensornorm erfilllt das z. B.) 

XeBan 

Beweis: IX X)' Dinat (.1 ®IX • " I) und ,,,'ir behaup-
Ban 

ten, daB das der Nullraum ist. Sei also rp ein Element dieses Raumes. 
Fiir aIle X E X und x' E X' gilt dann: 

rpx (x' x) rpx (X' ®IX x) (x' 1) = 

= rpI (x, .) I) (x' 1) (x, x') rpI (1). 

Da die x' ® x total sind in X' ®IX X, gilt 'P = 'PI (1) . TI, und da 'P 
stetig ist, muB nach Voraussetzung 'P = 0 sein. qed. 

§ 6 Enden von Bifunktoren auf Semikategorien 

Es sei C eine Semikategorie und G: Cop xC...,.. Ban ein Bifunktor. 
Wir entwickeln hier die Theorie des Endes von G, meist ergeben sieh 
Raume, die wir schon kennen. 

6.1. Definition: Eine (C. )dinatiirliehe Transformation 0: von einem 
Banachraum Z nach Gist eine Familie (o:x)x C von Morphismen 
<xx E H (Z, G (X, X»), so daB it <xli = sup II :xxii < 00 ist und ffir aIle 

X 

Sitzungsberichte der mathem.-naturw. Kl., Abt. II, 185. Rd., 4.-7. Heft. 14 
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t E C (X, Y) folgendes gilt: 

a (X, f) 0 rxx a (f, Y) 0 rxy : Z -+ a (X, Y). 

Der Raum Dinat (Z, a) aller dinattirlichen Transformationen Z -+ a ist 
c 

ein Banachraum mit komponentenweisen linearen Operationen und 
obiger Norm. 

6.2. Definition: Das (C. ) Ende des Bifunktors a ist ein Banach· 
raum U zusammen mit einer dinattirlichen Transformation 1t: U -+ a, 
so daB fUr jede dinattirliche Transformation rp: Z -+ a genau ein :Mor. 
phismus ?: Z -+ U existiert mit rp = 1t $ und dann auch noch 

11(j) II ii rp!1 gilt. 
Wir bezeichnen das Ende U mit f a (X, X). Die Eindeutigkeit 

XEC 

der geforderten Faktorisierung tiber 1t hat zur Folge, daB das Ende von 
a bis auf einen isometrischen lsomorphismus eindeutig bestimmt ist 
und 1I1t11 ~ 1 gilt. Die universelle Eigenschaft ist klarerweise aquivalent 
zur isometrischen Gleichung Dinat (Z, G) H (Z, JG (X, X)) und 

C XEC 

ihrer Nattirlichkeit in Z und G, die durch die Zuordnung rp ~ rp ge
geben ist. 

6.3. Proposition: Wenn C klein ist beztiglich Ban, dann existieren 
die Enden aller Bifunktoren G, und sie lassen sich beschreiben als die 
abgeschlossenen Unearen Teilraume r G (X, X) SIT G (X, X), die aus 

x:,c XeC 

allen Familien ({JxX)xeC bestehen, die fur aile t E C (X, Y) die Glei· 
chung G (I, Y) {Jy G (X, t) {Jx erftillen. IT steht dabei ftir das Pro
dukt in BanI. Die Komponenten der universelien dinattirUchen Trans
formation 1t sind dabei die Einschrankungen der Projektionen 
IT G (X, X) -+ G (Z, Z). 

Beweis: Der beschriebene Teilraum ist klarerweise abgeschlossen, 
und 1t 1st dinattirlich. 1st nun rp: Z -+ G dinattirlich, dann existiert 
IT rpx: Z -+ IT G (X, X), hat dieselbe Norm wie rp, und wegen der 

XeO 
Dinattirliehkeit von rp fUhrt IT rpx in den Teilraum JG (X, X), wie 

XeC 

man leicht sieht. Das liefert die Abbildung $, die alies Geforderte 
erftillt. qed. 
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6.4. Proposition: 

(a) r 0 (X, X) H (I, r 0 (X, X) Dinat (I, 0) natiirlioh in O. 
XEC XEC C 

(b) Es seien li'l, li'2: Ban -;.. Ban Funktoren, Fl sei linksadjungiert 

zu F2 [d. h. H (Fl (X), Y) Ii (X. F2 (Y» gelte natiirlich in X und 

Y]. Dann gilt 

F2 ( f 0 (X, X») = JFdO (X. X)) 
XeC XeC 

XeC XeC 

FI( f 0 (X, X)) f Fl (0 (X, X)). 

Genauso fiihrt ein l'unktor BanoP -»- Ban, der adjungiert zur Linken 
(Rechten) ist, Enden in Koenden (Koenden in Enden) tiber. 

Beweis: (a) ist klar. (b) wird gezeigt, indem man die universellen 

Eigenschaften vermittels der Adjungiertheitsrelationen hin- und her
transportiert (vgl. Mac Lane [10]). 

6.5. Beispiele: 
XeC 

(a) (f 0 (X, X))' = f 0 (X, X)' naeh 6.4 (b). 
XeC 

(b) Es seien Fl, li'2: C -;.. Ban Funktoren. Dann gilt 

r 11 (li'l (X), F2 (X») = Dinat (1,11 (li'l (.), li'2 (.») = Nat (Ft. F2), 
~c C c 

Dabei kommt die erste Gleichung von 6.4 (a), und die zweite ist gegeben 
durch ct -& ii, ocx ctx (1); der Dinattirliohkeit von Ct. entspricht dabei 
die Natiirliehkeit von ii, wie man leicht naehrechnet. 

(c) Es sei A ein Operatoridealtiber Ban, Fl und F2 seien Funkto
ren Ban..,. Ban. Dann ist 

f A (1\ (X), F2 (X» Dinat (I, A (Fl (.), li'2 ('»), 
CeBan Ban 

und dieser zweite Raum wiederum entspricht dem Raum aller natfir

lichen Transformationen 9: FI ..,. li'2 mit 9X E A (li'l (X), F2 (X) ftir 

aIle X und sup 119x'IA 11911A < (Xl mit ebendieser Norm. DiesenRaum 
x 

konnte man mit Nat A (Fl, F2) bezeiehnen. 

14* 
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(d) 	 5.12 legt nahe, daB Nat A (Fl , F 2 ) sehr haufig der Nullraum 
sein wird (vgl. 	Michor [12], Satz 3, 4). 


1st etwa J das Ideal der integral en Operatoren, dann ist 


:;:: XEBan

JJ (X, X") =) (X' X)' = UX' X)' (0) 
XeBan .reRan 

nach (a) und 5.12. 

6.6. Satz: Es sei C €line Semikategorie mit beidseitig approximie
renden Einheiten (1.4) und G: Cop X C _ Ban ein C-wesentlicher Bi
funktor, Os: L\ COPxL\ C -). Ban seine strikte Erweiterung (4.10). Dann 
gilt fUr aIle Z E Ban Dinat (Z, G) = Dinat (Z, OS) und insbesondere 

o dO 

JG (X, X) = JGs (X, X). 
XEC XedO 

Beweis: Dinat (Z, 0) = Dinat (Z, GS) beweist man genauso Wle 
o de 

das 	Lemma im Beweis von 5.6 und wendet dann 6.4 (a) an. qed. 

§ 7 Vermischtes 

7.1. FUr einen Funktor F: Ban -+ Ban trennen die Abbildungen 
F (f), t E H (X, Y), Punkte, da es ja schon F (1x) tut. 1m }'all einer 
Semikategorie C wird es komplizierter: 

Definition: Ein Funktor F: C -+ Ban heiBt C-total, wenn die 
AbbildungenF (f), tIE C (X, Y), Y E C, Punkte trennen auf F (X) fUr 
aIle X E C. F heiBt C-stark, wenn flir jedes Ix EF (X) gilt: itxllFlxl = 

sup {II F (f) txllFlyi, tEC(X, Y), 11/110 ~ 1, YeC}. F heiBt C-tri
vial, wenn F (f) = 0 ist fiir aIle C-Morphismen I. Analoge Begriffe 
seien fUr kontravariante Funktoren und Bifunktoren eingefUhrt. 

7.2. Proposition: 1st C eine Operatoralgebra fiber Ban (1.1) und 
sind die endlichdimensionalen Operatoren dicht in C, dann ist ein 
Funktor F: C -+ Ban genau dann C-total, wenn fiir aIle X E C die 
Abbildungen F (x'), x' E X', Punkte trennen auf F (X). lmr kontra
variante Funktoren sind die Abbildungen F (x), x e X, relevant. 
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Beweis: Wenn aIle F (x) auf Ix E F (X) verschwinden, dann auch 
aIle F (I), I beliebig endlichdimensional X -+ Y in C, diese Abbildungen 
Hegen dicht, daher verschwinden aIle F (f), I in C, darauf. Die Um
kehrung ist noeh trivialer _ qed. 

7.3. 1st F: C·-;. Ban ein Funktor, C dabei eine Semikategorie. 
Dann definieren wir eine Abbildung '1lFx: F (X) -+ Nat (Cx , F) durch 

c 
(rpFx (fx))y (h) = F (h) Ix fur Ix E F (X) und hE C (X, Y). Es ist lcicht 
cinzusehen, daB rpF x kontraktiv und natiirlich in Fund X ist. Fur 

F: Cop -+ Ban ist yFx: F (X) -+ Nat (CX, F) durch {rpFx (fX))y (h) 
c 


= F (h) IX definiert. 


Proposition: Fist genau dann C-total, wenn rpFx injektiv ist fUr 
aHe X E C. F 1St genau dann C-stark, wenn rpFx isometrisch 1St fur aIle 
X E C. Die analogen Aussagen gelten fur kontravariante Funktoren. 

7.4. 1st F: C-+ Ban ein Funktor, dann betrachten wir ker rpF (X) = 

ker cpFx ..<= F (X); da cpFx naturlich in X ist, definiert das einen 
Funktor ker rpF: C -+ Ban, einen isometrischen Teilfunktor von F, del' 
klarerweise C-trivial 1st. Den Quotientcnfunktor Flker yF nennen wir 
den C-totalen Quotienten C-tot F: C -+ Ban. Del' Funktor C-tot: F 1+ 

-+ C-tot F 1St klarerweise linksadjungiert zur F~inbettung C-totaler 
Funktoren, und F 17- ker rpF ist rechtsadjungiert zur Einbettung C-tri
vialer };'unktoren. Weiters gilt tot (tot F) tot F, ker cpker<pF = ker ql", 
ker ytotF = (0), tot ker yF (0). Al4'lloge Konstruktionen sind fUr 
kontravariante Funktoren moglich. 

7.5. Derivationen und das semidirekte Produkt cineI' Semikategorie 
mit einem Bifunktor: Wir geben nul' Konstruktionen und Resultate 
ohne Beweise all. Es sci C cine Scmikategorie und G: Cop X C -+ Ban 
ein Bifunktor. 

Definition: Eine Derivation d: C -> a ist cine :FamiIie (dXY)X,YEC 

von Morphismen dxy H (C (X, Y), {} (X, Y)), so daB fur aIle IE C (X, Y), 

gEC(Y,Z) gilt: 

dxz (g I) {} (f, Z) dyz (g) .+- a (X, g) dxy U) in G (X, Z), 

weiters Ildl, 	 sup Ildxyi, < 00. 
X,Y 
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In der Notation von 3.1 sieht das so aus: 

(a) Die Menge Der (e, G) aller Derivationen von e nach Gist ein 
Banachraum. 

(b) 1st ein Funktor ]I' : e -:;,. Ban gegeben, dann definiere die kontra· 
variante Wirkung von ]I' trivial, d. h. ]I' (f, X) = 0, und erhalte einen 
Bifunktor. Der (e, F) besteht dann aus allen Familien (dX)XEC, 

dx E Nat (ex, p) mit sup !ldxll < 00. 

(c) Jst C = A, cine Banachalgebra, dann haben wir den iiblichen 
Begriff von Derivationen wiedergewonnen. 

(d) Konstruktion des semidirekten Produktes. 
Das semidirekte Produkt Gx e ist die folgende Semikategorie, die 

diesclben Objekte wie Chat: 
G X e (X, Y) = G (X, Y) + e (X, Y), die Summe in BanI. 

Die Komposition ist fiir (g, f) E Gx e (X, Y), (g', n E Gx e (Z, X) 
gegeben durch; 

(g, f) 0 (g', n = (G (f', Y) g + G (Z, f) g', 10 j'). 

Sie ist bilinear, kontraktiv, assoziativ, wenn definiert, und macht daher 
Gx e zu einer Semikategorie. 

(e) G X e ist genau dann eine Kategorie, wenn e es ist. 
(f) Die Projektion Gx e -:;,. e ist ein Funktor. 
(g) Die Projektion G X e -:;,. Gist eine Derivation. 
(h) Das semidirekte Produkt GX e erfiillt die folgende universelle 

Eigenschaft: 1st eine Semikategorie E gegeben, ein Funktor ]1': E -:;,. e 
und eine Derivation d: E -:;,. G (]I' (.), ]I' (.)), dann existiert genau ein 
Funktor L : E -:;,. GxC, der das folgende Diagramm kommutativ erfiiHt: 

/E", 
L "'FY 

t; '"J/ '.. 
G -<--- GX e ~-~-->- e 

prl prz 

List dabei beschrankt als Abbildung auf Morphismenraumen, muB 
abor nicht kontraktiv sein. 
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Das semidirekte Produkt GX 0 ist durch diese universe Ie Eigen
schaft bis auf Aquivalenz von Semikategorien eindentig bestimmt. 

(i) Der (0, .): BanCOPxc --? Ban ist ein Funktor. Der (0, G) ist 
definiert, wenn G ein Bifunktor auf 0 ist und Der h ..), erfiillt, so 
definiert, aile Eigenschaften eines Bifunktors. 
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