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Die Dissertation besteht aus 7 Kapiteln.

Im 1.Kapitel werden kontravariante Funktoren vom Typ 2 behandelt

und dann wird gezeigt, daB8 das Tensorprodukt von Funktoren vom

Typ 2 wieder "vom Typ 2 " ist.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse wird i@azékKapitel gezeigt, daB die
Funktoren auf Funktorkategorien, dieEinschrinken von Funktoren

auf Teilkategorien bzw. dann noch Auswiéhlen des wesentlichen Teil-
funktors definiert sind, beide sowohl Links- als auch Rechtsadjun-
gierte besitzen.

Im 3, Kapitel wird gezeigt, dann in §1 jeder Banachraum induktiver
Limes vom endlichdimensionalen Riumen mit Summennorm ist. ,

Im 4. Kapitel wird gezeigt, daB die Dualitdt von Funktoren im Sinne
von Mitjagin - Shvarts sich durch sogenannte normierte Linksideale
und deren Dualitdt ausdriicken 14Bt, wenn man die Grothendieck'sche
Approximationsbedingung voraussetzt. Mit diesen Hilfsmitteln gelingt
auch eine vollstdndige Charakterisierung aller reflexiven Funktoren
und ein Kriterium zur Reflexivitidt eines dualen Funktors.

Im 5. Kapitel werden das Tensoprodukt von Funktoren und der Raum
natirlicher Transformationen als induktiver bzw. projektiver Limes

in @1 dargestellt und damit dann verschiedene Darstellungssitze durch
Limiten fiilr Funktoren abgeleitet.

Das 6. Kapitel behandelt Funktoren zwischen Kategorien von Waelbroeck-
R&umen und Banachriumen und natiirliche Transformationen zwischen die-
sen beiden Kategorien. Es werden Sitze bewiesen, die in der Formu-
lierung dem Yoneda-Lemma &hnlich sind.

Im 7. Kapitel schlieBlich wird mit Hilfe der Ergebnisse des vorigen
Kapitels ein neuer Dualitédtsbegriff, die sogenannte A-Dualitidt, ein-
gefiihrt und in seinen grundlegenden Eigenschaften untersucht.
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0. Vorwort, Notation und allgemeine Voraussetzungen

Die Anwendung der Kategorientheorie auf die Funktionalanalysis

ist noch recht jung. Man kann dabei zwei Richtungen unterscheiden:
die erste bemiiht sich um eine bessere Beschreibung der "Objekte"
mit Hilfe der Kategorien. Ein Beispiel filir die Niitzlichkeit dieser
Theorie ist das Buch von Semadeni. Die zweite Richtung bemiiht sich
vor allem um eine Strukturtheorie der Funktoren, die in funktional-
analytischen Kategorien auftreten. Der erste bahnbrechende Schritt
in dieser Richtung war die Arbeit von Mitjagin-Schwartz; eine
wichtige Rolle spielen dabei Tensorprodukte von Banachrd@umen und
die Ergebnisse von Schatten und Grothendieck dariber. Der nachste
bedeutende Schritt war die Arbeit von V.L. Levin und an die ge-

nannten Artikel schlieBt diese Arbeit an.

Wir betrachten zwei Arten von Kategorien von Banachr&umen iber dem

GrundkBrper I(=R oder € , aber nur eines von beiden).

1) Solche, in denen Morphismen beschrénkte lineare Abbildungen
zwischen Banachr&@umen sind

z.B.:

|

... die Kategorie aller Banachr&ume
A ... die Kateéorie der Banachr&dume, die der melvischen
Approximationsbedingung von Grothendieck (siehe spater)
geniligen
und volle Teilkategorien davon.
2) Solche Kategorien, in denen Morphismen lineare Kontraktionen

sind (z.B. §1,A1,...); B, ist vollst&ndig und kovollsté&ndig.

1

Im 1.Fall 188t sich der Hom-Funktor in die Kategorie "liften":
H(X,Y) = (B(X,Y) mit Operatornorm); im 2.Fall erweitern wir

ihn so.



Wir betrachten nur solche (zuld@ssige) Funktoren zwischen diesen
Kategorien, die zusé&tzlich linear und Kontraktionen auf den
Morphismenraumen

(H(X,Y) —— H(F(X),F(Y)) sind. Auch unter den natlirlichen Trans-
formationen treffen wir eine Auswahl: eine (zuldssige) natlirliche
Transformation W:Xr—aqx erfiillt noch : |q| = sup Hq y I < oo

Man beachte, daBB wir dadurch eine (i,a. nicht volle) Teilkategorie

der Funktorkategorie definiert haben.

Der "Raum" n.t.H(F,G) aller natiirlichen Transformationen vom
Funktor F in den Funktor G ist ein Banachraum, wenn er Menge ist.
Diese Tatsache ist zum Beispiel Ausgangspunkt fiir die Dualitédts-
theorie der Funktorén. Das Problem "wenn er Menge ist" berilihrt

uns im folgenden nicht weiter: im Zweifelsfall nehmen wir es
einfach an. Eine heurtstische Begriindung dieses Standpunktes ist
die Aussage Uber Grundlagen bei Cigler, der wir uns vollinhaltlich

ausschlieBen. Gewisse Ergebnisse finden sich bei Linton.

Eine Crossnorm auf dem algebraischen Tensorprodukt X®Y’zﬁéier
Banachrdume ist eine Norm p mit p(x®y) = "xﬂ“yu Das projektive
Tensorprodukt X&Y von X und Y ist die Vervollstandigung von X®Y
in der grdBten Crossnorm 7 die fiUr ue XoY durch

r(u) = inﬂ?{”kﬂl“yi“, u= 2 X .®Y in N@Yg
definiert ist.
Das induktive Tensorprodukt X@Y ist die Vervollsté&ndigung in

der Norm X:

/\ (in®yi) = sup%lz <xi,xv> <yi’yl>" x'e X',

ey, IxU< 1, yti< g,




LAY

)\ ist die von der Operatornorm durch die Einbettung i: X®Y—>H(X', V)

auf X®Y induzierte Norm; dabei ist

i(z Xi®yi) = Z<Xi’ °> yi'

Das projektive Tensorprodukt definiert einen Funktor

Zix : Y r— XQY, der linksadjungiert zum gelifteten Hom=-Funktor
ist: H(XéY,Z) = H(X,H(Y,Z)) natlirlich in X,Y,Z ilber jeder vollen
Kategorie von Banachr&@umen, gegeben durch die Zuordnung von

feH(X®Y,Z) und FeH(X,H(Y,Z)) vermittels f(xey) = f(x)(y).

Wegen der zus&@tzlichen Einschr@nkungen auf Funktoren und natlir-
lichen‘Transformationen findet das Yoneda-Lemma nicht mehr in der
Mengen-Kategorie, sondern in der betrachteten Kategorie selbst
"statt": n.t.H(HX,F) = F(X) isometrisch isomorph, WObei\r:HX-9-F
und ?X(1X)e F(X) einander eindeutig entsprechen (vgl. Mitjagin-
Schwartz).

Eine interessante Folgerung dieser Tatsache ist: Wenn F ein zu-
ldssiger Funktor ist und *: HX —=> F eine natlirliche Transformation,

dann ist b schon zuléassig.

Eine wesentliche Rolle in dieser Arbeit spielt die (metrische)
Approximationsbedingung von Grothendieck. Ein Banachraum X er=-
fillt sie, wenn 1X auf prédkompakten Teilmengen gleichmaBig durch
endlichdimensionale Operatoren X —>X (von Norm 1) approximierbar

ist. Das folgende in X und Y natilirliche kommutative Diagramm

liefert &quivalente Bedingungen:

X ® Y t L(X',Y)

P Tr
v ~

L1 (X [] , Y ) ,__M,m..*.:vm—--———-—*- X@Y .




Dabei ist L1(X',Y) der Raum der nuklearen schwach ¥ stetigen Abbil-
dungen X' —s Y, also das Bild von t mit Quotientennorm, wobei t
die stetige Erweiterung von i ist; r ist die Einbettung und Tt der
aus t faktogierte Bimorphismus.
Dann sind &quivalent:

1) X erfiillt die Approximationsbedingung.

2) p ist injektiv fir jedes YeB (also . =L (X',.).)

X

3) r ist surjektiv flr jedes YeB (also x@, = L(X',.).)

4) Der Raum K(X,X) aller kompakten Abbildungen X —> X mit Operator-
norm besitzt eine approximierende Linkseinheit aus endlichdi-
mensionalen Operatoren. (vgl. Buchwalter).

Man hat noch keinen Banachraum gefunden, der nicht der Approxi-

mationsbedingung genligt.

Ausfiihrliche Inhaltsangaben finden sich zu Beginn der einzelnen

Kapitel.




1. Das Tensorprodukt von Funktoren vom Typ & .

Ziel dieses Kapitels ist es, das von J.Cigler eingefiihrte Tensor-
produkt von Funktoren fir Funktoren vom Typ S genauer zu be-
stimmen. Dazu wird zundchst der Begriff Typ > auf kontravariante
Funktoren erweitert; die Resultate von V.L. Levin werden auch fir
kontravariante Funktoren hergeleitet.

Dann wird das Tensorprodukt gweier wesentlicher Funktoren ermittelt;

hier findet sich das Hauptergebnis dieses Kapitels:

Seien G,F : K-—B kontra- bzw.
kovariant, Funktoren vom Typ > .
Dann ist ihr Tensorprodukt G§F= G(I) @}.F(I), die
Vervollstdndigung von G(I) ®‘F(I)'in einer Crossnorm m ,
die/«?,}\ erfiillt.

Im nachsten Abschnitt wird diese Crossnorm/\A flir den Spezialfall

G= ZA(' )t s X ARX' ausgerechnet.

(I.1) Kontravariante Funktoren vom Typ> .

Dieser Abschnitt orientiert sich stark an der Arbeit von V.L.Levin.

Sei G ein kontravarianter Funktor von einer vollen Teilkategorie
kK von B. (Ie€ K).

Wir definieren flr Xe K eine Abbildung:

1y ¢ G(I)®X' 5> G(X) durch
X n n

Z a, ®x! Z G(x})a, fir S a.®@xleG(I)®X';
X =1 i i 11

da x'. ein Morphlsmus X~—>1 ist, ist

E(xi) ein Morphismus G(I) —> G(X).

Lemma: Die Abbildung i'x ist injektiv, wir




Beweis:

0 = G(%)

kdnnen also G(I) ® X' als linearen Teilraum
von G(X) auffassen.
Angenommen, es existiert ein u $ 0 in

G(I)® X' mit ix (u) = 0 in F(X). Es gibt
n

eine Darstellung U= >_ a;® xi,
i=1

1] 1 n | .
a, € G(I), xiéX mit (ai) und (xi) linear

unabhangig. Sei fir x¢ X:% : I—X definiert
durch Q(1)=x, also G(x) : G(X)—»G(I). Dann gilt:
n
A
t,(u) = > G(X)G(x!)a.
X i i‘Ti
n
A
'
= 2 G(x}e x)a;
i=1
n
— '
= iZ=1G(<x,xi>1I)ai

n
= > <x,x:'i_> G(1I)ai weil G linar ist

i=1
n
= <x,x!> a. fir jedes x € X.

. i i

i=]
Weil (ai) l.u. ist, gilt <x,x]!_> = 0 fiir alle x ¢ X und fir i=1,...,n,
also xi = 0 fir alle i, also u=0 im Widerspruch zur Annahme. ged.
Lemma: Die voan G(X) auf G(I)® X' induzierte Norm ist eine Cross-

Beweis:

norm & und o(),)x.

Xy A

Sei a'@x € G(I)'@ X' ; K:I-—>X G(& ):G(X)—>G(I),
also &' o G(-X ): G(X)-—G(I)—>1I.

et GO hal-NeC % N natil i xil,
daher definiert a'® x eine stetige Linearform auf G(X) mit

Norm  Ya'll If x i .




n
Sei > a;®x; € G(I)®X'. Dann gilt:
1=1

n n
« (S a,®x}) =sup |g-il = a,®x!)]

i=1 1t

geG(X)',ligl € 1

. n
y sup |a'G(R) i (= a.@x!)|
<

i=1
la'G(A ) €1

n
- 2 Sﬂp!%(’:ai,a'?(x,,xi"?\

- ha'll ¢ 1,0xl1'€1-
n
=AN(S a;® x}).Nach einem Lemma aus dem Corri-
i=1 gendum.

ist Crossnorm:

x (a@x') = lG(x")all B(X)

Ehe(x) Ilalk & lIx'll flall ist die
Abschdtzung nach oben und « (a®x')?

Ala® x'")=lal|[x'lldie

nach unten. ged.

Definition: Die kontravarianten Funktoren G : K—»B, die fiir alle

Xe Kii,(G(I)®X') dicht in G(X) erfillen, heiBen kontra-

X

variante Funktoren vom Typ = , auch wesentliche Funktoren.

Satz: Wenn G : K—B kontravariant vom Typ = ist, so ist G(X) =
G(I) & X' die Vervollsténdigung von G(I)® X' in einer
Crossnorm O(X;2 X und
G(f) = 1G(I)® f' fir jeden .Morphismus f : X=Y in K.

Sei H Kontravariant: K— B und P : G—~H eine natiirliche

Transformation, dann ist uf)xz ?1® 1x ¥ Xe K.

Die letzte Aussage heillt unter anderem, daB \FX(G(X))S Ge(X), im

wesentlichen Teilfunktor H‘3 von H. (e fir essentiell)



Beweis: Der erste Teil folgt aus den beiden Lemmas.

Sei f : X—Y in K. Dann haben wir:

L]

n
G(Ff) i, ( = a,® x'i)

G(F)S G(x!) a,
X i P A

2 G(x!'sf) a.
i i i

]

1

S G(F(x}))a;
1

= iy ( §l_ aiéf'(X'i))-

Also ist G(f) = 1G(I)®f’.

Sei «f) : G—»H natiirlich.
s(1)_fT _H(n)
- G(x"') H(x')

G(X)._kf).f_.,.H.(X) : ist kommutativ

fir jedes x'e X'. Damit ergiebt sich:

fl

Lexix(ziaiﬁ)‘(i) xpx<2i G(x!)a;)

%H(xi)?l(ai)

wo Jy @ H(I)@X'—>H(X) die Einbettung ist, also @ =P @1,,.

Korollar: Filir jeden kontravarianten Funktor H existiert n‘kﬁ. H(G,H)

—

und ist Teilmenge von H(G(I), H(I)).

Korollar: Seien G,H : K —»B kontravariante Funktoren vom Typ S
und ¢ : G—>H eine natirliche Transformation.

Dann ist

G(x) P1® 1= Py H(x)

I
\ 4

A
Ty SHID® X!

&

s(n8x P

10




(1.2)

(%)

— A
fliir jedes X e K kommutativ, wo G(X) = G(I) ®@X'—> G(I) ® X'

die stetige Erweiterung der Identitdt auf G(I)® X' ist.

Das Tensorprodukt von Funktoren vom Typ = .

K sei wieder eine volle Teilkategorie von B, die den ein-
dimensionalen Raum I enth&lt (damit die Aussage "Typ S " Sinn
hat) .

G,F : K— B seien kontra- bzw. kovariant, Funktoren vom
Typ 2., die in der Folge festgehalten werden. (Fir F sieht

die Abbildung.
F(I)@ X —F(X) so aus:

i

T X

( 2 bi®xi) = > F{ Qi) bi' Sie ist injektiv und hat
i i
dichtes Bild, vgl. V.L.Levin)
A
Das Tensorprodukt G ? F ist definiert als

( E(X)®F(X)),/N , wobei
XeK

2 das Coprodukt in B ist und N der abgeschlossene Teilraum da-

von, der von allen Elementen der Gestalt

2 G(y) i®fi—~2i,®’-F‘()i, , P XY
- Glp) oy of, - oy ‘Pfx»’» P

und 2 g%@f‘;’ € G(Y) ® F(X), X,Ye K , erzeugt wird.
i

Lemma: Fiir jedes X& K ist die Abbildung

o G(I@X'® F(I)® X —>G(X) B

F(
= )a, ®F(q,)b,, al 2
= 21 G(§i a;®F(v, ;» also TTX= 1X®

1

;)
FoooL .
1x, injektiv und hat

dichtes Bild.

Beweis: Zundchst zeigen wir: hat dichtes Bild.

Sei UEG(X)@F(.X) und €> 0 gegeben.

A1




n
Es existiert v eG(X)® F(X), v= kz=1 9,® f > sodaB Hu-vll 5(X)®F(X)

Mk _ sk
Fir jedes 9, existiert 2 a; ®§i

i=1

€EG(I)® X' mit

m
k
le, - & 55 afll 0)§
SO0 ZnTF,
i=1 kVF(X)
r
K koK
Fir jedes f, existiert > bj®qj€F(I)®X mit
j=1

i £\ -Z F( v' )b “
J 4n“§_ j )ak 6 (%)

j=1

Damit gilt fir we G(I)®X'®@ F(I)®X ,

n Mk T\
k ¢k K K
< (Z ai®§i>®<£_1 bi®n %)

n

RHZ 9, ®f, - =

k
= = (l‘z:1 s(§ )a )®(Z_ F(q bj)”G(X)é‘;F(x)

n
k
llkZ_ 9, ®f, §<121G(§ 12900 N cndro *

£
\</2

n m n M T, - Ak K
AS (et er- = (= 6950 (= FON | A
é 123'1( ik t k' k21 is1 gl 1 =1 157" G(X)® F(X)

IZ (o Z5E0D 00 1 5 r) *
n m “k gk
Z___ [2* 6(§ l@{fk- J% F“]j)bj] “ 6(X) ® F(X)

i=1
n mk K "
¢ kZ=1 lg,- ;{f‘fi) aillgiy I rlle iy

+£"£< G(f‘f) a. “f‘ - Ell_k‘p(,\k)bkl\




> | S
k=1 ndleoo & P
n Mk \ , £
Z”Z .)a’f “ ™ 173
Kol i §1 il G(X) anf B k G(ii) a:‘{”
1*=1
= by 450 = &2

Ins gesamf erhalten wir:

T (W) | ¢ Nu=vil+ v =T (w)l|<‘/2+/2 £,

G(X) ®F(X)

flu= T X

also hat ’lTx dichtes Bild in G(X)® F(X).

Jetzt zeigen wir, daB 'n-x injektiv ist.

n

Angenommen, es existiert ein w = a Qf @b, ® v] i G(I)®x'®r~13if1;5'?).'_®x

i-—1
mit Trx(w) = 0, aber w= 0. Die Darstellung sei so gewdhlt, da0 (ai)
und (bi) linear unabhé&ngig sind.
Sei x € X; x: I—»X, G(x) : G(X)—>G(I).
Sei x'eX';x" X—=I, F(x") : F(X)=—>F(I).
Fliir alle x€ X und x'€ X' ist G(x)®F(x') : G(X)@ F(X)-—)G(I)@F(I)
linear und durch |Ix) Ax'll beschrénkt.
Daher gilt:
0=(6(X) ®F (x")T_(w)

=(6(x)®F(x") (Zi 5({,) a,®F(h,)b,)
A A
= ,?; G(§;ox)a;®F(x'en.)b
= 2G> Mx) a, @b, wie in (I.1).
1

Weil (ai) l.u. und (bi) l.u. sind, ist auch (aigbi) l.u., also ist

X, % .,x'p =0 fir alle x¢X und x'e X'; daraus folgt:
AS T

13
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§i = 0 oder "li=U fir alle i, also w= 0, im Widerspruch zur Annahme.

qed.

Flir jedes XeK ist also G(I)®X'®F(I)®X ein dichter Teilraum von

G(X)®F(X), also ist die algebraische direkte Summe

a
Z G(I)®X'®F(I)®X  (nur endlich viele Koordinaten # O)
Xek
A A
dichter Teilraum von > G(X)®F(X); denn sei ueZ_G (X)®F(X), dann
XekK Xe K
ist u an hdchstens abz&hlbar vielen Koordinaten XeK # 0 in G(X)®F(X).

Dort kann man aber bei entsprechender Nummerierung m der Koordinaten

bis auf E-/4r12 an die Koordinate von u heran, alsoc in der Summe bis auf

% E/dnz‘\' £/2, wenn man mit N so groB wird, daB die Norm Uber den
n=1
Rest von u$£/2 wird.

Ek X)®F / . Wir wollen nachschauen, wie

I><9>

T (M) = NaS?2 W (G(I)® X' ®F(I)® X) aussieht:
§ e "X

TT(M) wird erzeugt von allen Elementen der Form (%), wobei aber

2 gkYQf;«s (G(I)G'X)@L F(I)@X) ist und ¢ X~—>Y alle K-Morphismen
k

n ;
durchl&uft. Sei also = a;® ?I@ bi®y3¥e G(I)@Y’@ FI)@X und P X—>Y
i=1 ’

beliebig. Dann wird (M) aufgespannt durch Elemente der Gestalt:
1%16(?) 6(f1)a, @ F(R%)b, - ZiG(§Yi) a; ® Flp) F(Hb

« 25 ¢rage F RN b, - Z 6 DegmrgAbn,

= zis(y'q{))ai@ F)b, - Zis(gz)aics r(((?iﬂ)b

M selbst wird daher in Za (I)® X'®F (I)®X erzeugt durch Elemente der

Form XeK



http:G(f':')a.QD

Zn; a®\1>'§ @b . qu Zae§Y

i=1

Wir betrachten die linare Abbildu

TTx = T6(1) ® Tr(1) ® Tx

TTy ¢ 6(1@X'@F(1)@X —> G(I)
TTy (a@f@b®n) = <n,{> a®b
und dazu die Summenabbildung

TT= Z Mye: ZEHOX'® F(1)® X

Xel

Lemma: kerTT: M und 1T ist s

Beweis: M&ker 11
T1(Za®cr ({ @b . @v] -

- 2Oy s, -

ker 11 € M
n
X
Sei w= (( >1( § @bxw}
i=1
a ~
€ 2° G(1)8X'@F(I)® X
Xe K

Dann sind nur fir endlich viele X

verschieden, z.B. fir X1""’XN'
w = % % aj®§j®bj®"1§9
w = Z ZJ a’ ®§J®b3®v]l
Element von 2: G(I)eX'® F(I)® X

XeK
naten X 74 Xj immer 0O ist.

®b, m]o(vy

ng

®F(I)

— G(I)QF(I)

ur jektiv.

Y X
Ei_ a;® fiwbi®&f(qi))

Z(LF(V])J.‘(). §1> a,®b, = 0.

i XeK) €

€ K die Koordinaten von w von Null

Wir schreiben

n.
J . . . .
wobei 2Z_ a%@?f@b}@qf das
i . . .
: J J J J
wobei 2 ai®§i®bi®~)i das

i=1

darstellen soll, das an den Koordi-

15
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Sei w noch & ker 11 , also

N n . . . -
TT (W) = 2:1 z <»]Ji, fi) a‘]igbgzoin G(I)e F(I).
J=

i=1

A A
Fiir xeX ist x : I — X, (x)' : X' > I, und zwar ist (x)'(x') = {x,x">

fir x'€X'. Wir nehmen naech den algebraischen Isomorphismus

N .

> G(I)@X ®F(I)®X = G(IN®F(I)® (= xs.&xj.) zur Kenntnis, der in
j=1 J
der folgenden Rechnung bewirkt, daB die formale Summe {ber die j zu

einer Addition in I wird, dann kdnnen wir schreiben:

0 =1T(w)e1®1 e G(I)®I®F(I)® I.

N n,J'
W= 2

j=1 i=1
3 e sigpialil) - iES j
= 2} Zl ajefi®bieni(1) ZJ- §<'li' §17 ej@t1®bi @1

Jensd J Jj
aiwfitx)bi@v)i - T(Ww)®1®1

NAN Je (MY Iakd
= ZJ Zl ay ®§ ®bieni (1) -JZ Zl aj® (])' ((18bj®1 € M.
TT ist surjektiv, denn schon TTI : G(I)®I'@F(I)®I—>G(I)®F(I) ist

surjektiv. ged.

Uber die Abbildung TT finden wir daher eine bijektive lineare Abbildung

zwischen A= 2 ° G(I)QX'@F(I)DX/M und G(I)®F(I) ,und A ist Bild

unter der Quoii:ntenabbildung 2 G(X) ®F(X)-—-7Z_ G(X) ®F‘(X)/N = G?F
XeK XeK

von dichten Teilraum = CG(I)®X'®F(I)® X. Daher kdnnen wir G(I)®F(I)

mit einem dichten Teilieal:—m von G@F identifizieren, und wir wollen die

Norm untersuchen, die vom G%F au-f-' G(I®F(I) induziert wird. Sie

heiBe&?A . .

Lemma:/\,‘ % } N




1%

Beweis: Sei a'e G(I)', b'e F(I)".

Sei Va'®b' > T I IX'@F(I)®X —> 1 definiert durch
XeK

3

X

a'®b’ X
Vv (( ®§i®b'®qi) X eu )=

1

X NS X |\\ X ? X\‘\
= Cajr ap {05 1<% 51

/
/

L~

] ]
@'®0" cine Linearform auf > GI®X'®F(I)®X, die M in

Xelk

Dann ist V

ihrem Kern enth&dlt, sie 1aBt sich also Ulber

a'sb'

ST DX @F(I@X — Y — 1
X€K
TF\\ Wa'«&b'
AV
G(I)®F(I)
a'ob’ i |
zu W G(I)®F(I)——1 faktorieren, wobei
w2 '®b’ (2 a,®b,)= Z(ai, a'y <bi, b'y gilt.
i i

) '
Angenommen, wir wissen schon, dal3 ve ®b stetig ist in der von

= G(X)@F(X) induzierten Norm, dann gilt nach Definition der
Xe K

TAY \ 1 \ '
Quotientennorm auf G (Z)“ F, die M .induziert, ||Vv® ®b (| =)wa ®b .

Sei zunachst X&¢ K festgehalten.

1 1
Wir betrachten V2 ®b

G(I)®X'®F(I)®X——1I, wir untersuchen die
Stetigkeit in der von G(X)@F(X) induzierten Norm.

Sei O(x, die von G(X) auf G(I)®X' induzierte Norm, (ix die von F(X)

auf F(I)®X. Dann gilt 423 &3 A und 45 &) A (o= o fir X fest),

wobei 4 die gr&Bte Crossnorm ist.
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(i): : F(I)@iﬁX:F(X) > F(I)@X ist auf F(I)®X die Identitd&t und

hat || oIl €

_,d‘\
b'® I F(I)

A , . . .
Hb'®1xﬂ-ﬁ§b'ﬁ, da ® ein Funktor ist (vgl. V.L. Levin).

Sei F(I)®,X der normierte Raum (F(I)®X,f). Die analogen Uberlegungen

A
®

X-—>1®X = X ist eine stetige Abbildung mit Norm

gelten fir G(I)®X' und « . Damit k8nnen wir
1 1 . —
vEPT L (G(1) B X)) (F(T) BpX) —> 1
zerlegen in

(G(1) ®X') & (F(1)B,X)

A
b ® &

A A A
(G(I)® X') ® (F(I)® X)
|

1 (28X 8168 x)
\Q/
A A A
(I@X") ®, (I X)
X '® X

!Tr

(X

J

I

und es gilt:
| A
NS & dal < dallldol ¢4

A A AL A
(a'®X )8 (b'&X)U ¢ la"®X "' D X< | a'll-lo Tz = |

a'sb'

also insgesamt ||V ] <ta'l.ib'l  in der Norm von G(X)®F(X); das

gilt auch auf Z2_ G(X)®F(X) nach der Definition des Coprodukts in B,.
Xe Kk
' 1 . , o
und i = hv@" B ari b

a'®b' : G(I)®F(I) —=1I.

a'®hb 'i|

fir W




Somit ist fir a'eG(I)', b'eF(I)’
W' Pe (G(1) ®,F (1)) und W7 P70 Chatinbril.

Mit diesem Hilfsmittel kBnnen wir die Absch&tzung . > in Angriff

nehmen:
n
Sei 1;1 ai@bieG(I)®F(I).
m z{ ai®bi) = sup P f( Z ai(gybi)z

1
FE(G(T)BF(I)), 101

r ,a'agb!
»sup W (};_ aiwbi)l

pati <1, bM<

=sup | = <a,an{b, b
1

a'c_G(I)',b'cF(I)'

pati <1, b (1

=X(§i:8i®bi) ged.

Lemma: /uist Crossnorm, also /vL< w

Beweis: asbeG(I)®F(I).
m(asb)y A(asb) =lal.lbli ist die
Absch&@tzung nach unten.

Die nach oben filihren wir wie folgt durch:

/,,.(awb) = inf || agleb®l - m]

ST G(X)®F(X)
me M Xe &

{jalabsl |l A '
‘ 2 G(X)®F(X)
Xek

— !

=(a®leba1il G(X)&F(X)

=jjal ibli. ged.
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Seien G,F : K——B kontra - bzw. kovariant, Funktoren vom
Typ Z . Dann ist

G8F = G(I)&,F(I), die Vervollsténdigung von G(I)®F(I) in
K

1

einer Crossnorm Vs le . Wenn G1, F' : K—>B kontra- bzw.

kovariant und q t: G—G6G , W F-~-~:>F1 natlirliche Transfor-

A A
mationen sind, dann sieht v]aw H % F-~~°/>G1 Qe( F1
SO aus:
A A 14 -1
GE>F hew .G §>F
1 2 1 '
G eﬁz F o
.o 1 1 . 1 1 . .
wobei i : G é——»G s Jj ¢ F e__9F die Einbettungen der
wesentlichen Teilfunktoren sind und
A , - 1 = 1

18w = N{®w ¢ G(I)®/“F(I) —> G (1) ®/*,F S(I).

Beweis: Den ersten Teil haben wir schon in vielen Lemmas bewiesen,

der zweite Teil folgt leicht aus (I.1) und dem Ergebnis von
V.L. Levin (analog zu (I.1) fir kovariante Funktoren) und

der Tatsache, dal3

(K, B) x Funkt

kontra (K ko (Ky B) —» B ein zuléssiger

® : Funkt
K
Funktor ist, das heiBt linear und Kontraktion auf den Morphismen-

rdumen (vgl. Cigler). ged.

(I.3) Das Tensorprodukt mit Z:A

K sei wieder eine volle Teilkategorie von B mit I€K.
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Satz: Sei Fik—B ein kovarianter Funktor vom Typ 2 und

G = Z‘A(.') lg fiir Ae B. Dann ist

A A
G®F = AQF(I).
A — -
Beweis: Nach (I.2) ist G®F = &(I) BuF(I) = A@F(I) und 7«.;/0,)\.
E— K /*
Wir zeigen M2 4 und verwenden dazu die Notation von (I.2) und

die Tatsache, da8 (ABF(I))' = H(A,F(I)) ist.
n
Sei u = i§1 a;®b; € ARF(I).
Nach Hahn-Banach existiert ein ge H(A,F(I)') mit [ gll= 1, fiir das

n
l<we> = [,% <b;, e(a)> | =lu I 4q) 8ilt.

g definiert dber ein lineares Funktional auf = A®X'®F(X)
XeX

mit Norm 4 1 durch

ky .k k .
{v,gom> = k,ZXEK CF(§p) iy  elay) fiir

kK k__k
v = ( % ay ®§X®f XeKe % A®X'®F(X).

| <v  gomr | € 5510 i£En 2k, una das gilt fur jede
k XeX

Darstellung von v, also gilt
o ‘ A
I<vyem > 1 CIvil = gxérx).
XeX

Sei ve L, A®X' ®F(X) s0, dad w =TT (v) gilt

n
(z.B. v = (( 1£=1 2, ®19b,®1) JX Dxex:
Dann gilt:
laliygpry =1<u, &)l =< (v), e>l=<v, g 2|
IVl = a8z or(x)
XeK
Also gilt nach Definition der Quotientennorm m auf
HERL e e qed.


http:SeilL=.L1

I1. Die Adjungierten der Einschra@nkungsfunktoren

Sei F : K—B ein Funktor, definiert auf einmer vollen Teil-
kategorie von B. Welche Erweiterungen von F auf Oberkategorien
L2K gibt es, welche kann man konstruktiv angeben und welche sind
darunter besonders ausgezeichnet? Diesem Problemkreis , der auch
die Frage nach Erweiterungen von Operatoridealen umfaBt (vgl.Pietsch,
ist das folgende Kapitel gewidmet. Die Methode ist kategorien-
theoretisch: Wir betrachten die Einschrankungsfunktoren F»F/K, F «—>
*(F/K)e » F:L—B, L2K und zeigen, dafB beide Funktoren zwischen
den Funktorkategorien sowohl Rechts- als auch Linksadjungierte
besitzen; dabei spielt die Bedingung L<A eine gewisse Rolle

(A ... Grothendieckr&dume). Wir berechnen auch die Einheiten der

Adjunktioren.

(II.1) Der Einschrédnkungsfunktor und seine Adjungierten

K und L seien volle Teilkategorien von B, Kc¢lL, sonst beliebig.

Wir betrachten den Einschrénkungsfunktor (.)]K:Funkt (L,B) —>Funkt
o . i \N—?

(K,B), der durch Fh*ﬂﬁ auf den Objekten und durch (fx)XéL (?X)Xeﬁ

auf Morphismen definiert ist, auf denen er linear und Kontraktion

ist. Wir wollen daszu den Rechts~ und den Linksadjungierten Funktor:

Funkt(K,B) —> Funkt (L,B) bestimmen.

Satz 1: Sei F : K-> B ein kovarianter Funktor und H : K x L —» B der
entsprechend eingeschrankte Hom -Funktor.
A
Dann ist H ®, F ein kovarianter Funktor EF . L—pg und

(-L-F)fg = F.




Beweis: Sei AéL. Dann ist

A A A
HoF(A) = H'®F = = H(A,X)® F(X)/y, ein Banachraum, wenn es
- XeK LS

Menge ist. 0Ob das eine Menge ist, ist ein grundlagentheoretisches

Problem, das uns nicht wedter interessiert; wir nehmen das einfach
an.

Wenn f:A —B in L ein Morphismus ist, dann ist H(.,f) : H(.,A) —

—~H(.,B) eine natlirliche Transformation, also gilt nach Satz 1 von
Cigler:

A ’ A A
HeF (f):= H(.,f) ®1 H(.,A)®F — H(.,B)®F ist ein B-Morphismus

F
mit Norm {)fll. Aus dem Beweis von Satz 1 bei Cigler und der dort
angegebenen Gestalt von H(.,f)§1F.

H(.,f) @1 (gox)

il

H(X,f) (g) @)1F(X) (x)

A
-F»g@x y gex € H(X;A)@F(x)

folgt H(I\@EF(f‘oh) - H%F(f)oH(%SF(h) und

H%(-F(‘IA) =1 auf H(’Z}SF(A) flir h: B — C undrf-mé}_(r(f) ist linear und
eine Kontraktion.

Wenn XeK ist, dann folgt aus Satz 2 von Cigler, daB H(;,X)@szF(X)
ist: man bendtigt im Beweis 1X€§. Aus der Gestalt der dort ;nge-

gebenen Abbildung T folgt, daB Hé\kF(f) = F(f) ist fir f:X —Y in K.
- ged.

Ganz analog gilt folgender

Satz 2: G : K—> B sei ein kontravarianter Funktor und H:L x K — B

A
der Hom=Funktor. Dann G<§ H ein kontravarianter Funktor

LG:L—-—?_B_ und (—L-G)\_l_<_ = G.

Der Funktor F»EF soll spater der Linksadjungierte werden. Wir machen

uns jetzt an die Konstruktion dex Rechtsadjungierten:
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Satz 3: F:K—>B sei ein kovarianter Funktor und H:L x K —> B der

(.

Hom=Funktor. Dann ist n.t. H(H,F)=n.%.H(H(..,.),F(.))
K K

ein kovarianter Funktor F=:L—>B und (FE)K = F.

Beweis: Sei A¢L. Dann ist

FE(A)=n.tH(H F) ein Banachraum, denn es ist nach Linton (1.5)

’
K A

sogar eine Menge.
Fir f:A —>B in L ist

(.)

FE(f)= n B HOH(F, L) ,F (L)) & nat.H(H,,F) —>n.tH(H_,
K k A kP

phismus mit Norm || fil und auch alle anderen Eigenschaften eines

F) ein B-Mor-

Funktors sind erfillt.
Wenn XéK ist, dann ist n.t.H(HX,F)=F(X) , dem 1x € K und wir kdnnen

K
das Yonedalemma verwenden. ged.

Analog gilt der
Satz 4: Sei G:K —» B kontravariant und H:X x L —> B der Hom-Funktor.
(.)
Dann ist n.t.H(H,G) = n.t.H(H(.,..),G(.)) ein kontra-
K L, £ L
varianter Funktor G=:L —— B und (G=)|K = G.
Umdie Adjungiertheitsrelationen beweisen zu kdnnen, bendtigen

wir folgende Verallgemeinerung von Satz 3 von Cigler.

Satz 5: Seien K und V beliebige volle Teilkategorien von B und
u:y —>B, V:V—>B kovariante Funktoren und W:UxV —>B
ein kontra-kovarianter Bifunktor.

Dann ?ilt: )

(.. (.
(1) n.t.HW(.,..) & U(.), V(.:)) =

<

.

(.) (
t.H(U(.), n.

3

u
.ee)
(2) = i.H(W(.,..), V(es))

u

und zwar natlrlich in U,V und W.
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(..) (.)
Beweis: Sei xfen.t.H(W(.,..) ® y U, VL)) = (1),

\ - ()
Fir ein Objekt veV ist TVeH(W(.,v) é\p U U(.), v(v)) und nach

Satz 3 von Cigler gilt:

(%) H(W(.,v)(é)u U(.), V(v)) = n.‘i:l?i(u(.),H(W(.,v),v(v)))
isometrisch isomorph, gegeben %urch die Zuordnung s‘ov <;--—>'{r3v; fir
ueg:(?v)u (a)(b) =Lfv(b®a), acU(u), beW(u,v), und auBerdem wissen
wir, daBur{$,)y natlirlich ist.
Sei uel und an(u) fest. Wir missen zeigen, daB v*)‘(?v)u(a') natilirlich

ist: Sei f: v-»v' ein V-Morphismus.

Das folgende Diagramm soll kommutativ sein:

(¢ ) (a)
W(u,v) ‘(f\, d >V (v)
W(u,f) V(f)
(g ,) (a)
Wi, u') — v >V(v').
Sei beW(u,v). Dann ist:
V(f)°(?7v)u(a)(b) = V(f)°?v(b®a)

]

A
crv,o(w(.,f) % ui.)) (b@a)/weilw——?f‘vnatﬂrlich ist

(fv.(w(u,f)bQUHn)a) nach Satz 1 von Cigler

il

?V.(W(u,f‘)"bizwa)

(?V.)U(a)" W(u,f)(b).

Also ist T: (fr——»? als Abbildung (1) —>(2) wohldefiniert und wegen
(¥) folgt iLva: i E%ij fiir alle velV, also auch

fioll = sup o = sup |1
f vell 1YV yey tv

I = §7l, also ist T eine Isometrie. Wir

haben noch die Surjektivitdt von T nachzuweisen.
(.) (..)

Seiye (2) = noto(UCL), not. (W(L,.0), V(L2))).
u v

Wir definieren cr € (1) durch
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T (bwa = Wu b), acU(u), bGW(u,v),und erweitern diese De-
finition linear und stetig. Dann ist nach Satz 3 von Cigler jedes

p eH(W(,v) BUC.), V(v)) und ly ii= sup sup, My«(®@y I, also b=ty

acl(u)
Wir missen nochvesy, natiirlich und T(Y)=xyzeigen (das letztere ist

trivial). Sei wieder f:v __5v' ein V-Morphismus. Wir miissen das

folgende Diagramm untersuchen:

Wi, v)®U(.) v V()
W(.,f)au(.) V()
W(.,v')®UT.) - P S V(v')

Sei bea eW(u,v) @ U(u), dann gilt:

V(f)°«fv(b®a) = V(f)e(y, (a)),(b)
= (y,(a)) o W(u,f) (b) weil y natiirlich ist.
= \fv,(w(u,f)(b)opa)
= $V,4w(.,f)éu(.))(b®a).

Damit ist T:(1) —>(2) ein isometrischer Isomorphismus.

Wir missen nur noch zeigen, daB T natlrlich ist in U,V und W.
Seien o :U' — U natilirliche Transformation iber Y
® :V —> V' nat. Transf. lber V

7&:W'~«» W nat. Bifunktortransf. lber U x V.

% R T (.) (..)
? € nN. t (W ( U( )y, V(..)) —s n.t HUC(.), not HW(.,..),V(..)))
u v
n.t.H( éu, ) v n.t.H(x,n.t.H{x,B))
g et | u g Fel
(.+) G T (.) (..) 7
a.t.H(W'(., )QhU'( )LV'(..)) > n.t . HU' (L) ,nat HW' (L, 0V (.)))

t e o . L] . o
4 = U vV
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Dieses Diagramm soll kommutativ sein:

aelU'(u), beW'(u,v), uel, vel.

[n.t.H(, n.t Hip,$)) T(p)]  (a) ()
u V

u v

i

[[n.c.H(y,(s)oT(f)o x ] u (a):j ,(b)

]

[n.sdﬂy,pnjfT(chowu(aﬂ] y(B)

]

LBelT) (g (an)]e e, ] b)

Byo[Tp), (x (an], (g, (B)

i

fgvo gfv(»}Lu,v(b)(EO(u(a)) nach Definition.

[T'an.t.HLy&O,ﬂ) (T)ju(a)v(b) =
v

1]

TH( Bogepox)  (a) (b)

I

(Peygepox)  (boa)

ﬁv °“fvoru,v(b)®(xu(a)) nach Definition.

Der Satz ist vollsténdig bewiesen.

Dual dazu gilt folgender

 {d

—~> B, V:V—B

Satz 6: Seien U, V volle Teilkategorien von B, U:
kontravariante Funktoren und W:V x U —> B ein kontra-

kovarianter Bifunktor. Dann gilt isometrisch isomorph.

(..) ()
|') -U.w(",')’ V(--))=
(.) (.
= u.t.HU(.), n.ot.H(W(..,.), V(..)))
U v

und zwar natilrlich in U,V,W.
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Jetzt wollen wir die Adjungiertheitsrelationen beweisen. Wir
beschrénken uns auf den kovarianten Fall - der kontravariante

ist analog. Man beachte, daB die Funktorkategorie in zwei dis-
junkte Teilkategorien zerfdllt : die der kovarianten und die

der kontravarianten Funktoren, und dall zwischen einem kovarianten
und einem kontravarianten Funktor keine natilirliche Transfor-
mation existiert, also kein Morphismus in der Funktorkategorie.
Seien K<L <B volle Teilkategorien, F : K —>B und G : L —> B
seien kovariante Funktoren. Man setze: K=U, F=U, L=V, G=V und
H=W:K x L —> B. Dann liefert der Satz : Es gilt isometrisch

isomorph und natlrlich in F und G:

n.t.H(H&kF, G) = n.t.H(F, n.t.H(H,G))
L £ K L
(..)

und 0. t.(H(.,..), G(..))= G(.) = G|K,
L

weil K<L gilt und man das Yoneda-Lemma anwenden kann.

Daher gilt natirlich in F und G:

K

0.t H(5F,G) = n.t.H(F,GIE)ﬁ‘,
L

also ist |-“"(.),.lir\s.adjungie:r:t zu (.)]|K.

Setzt man hingegen K=V, L=U, H=W:L x K > B, G=U und F=V, so

—

erh&lt man)natﬁriich in F und G:
.t H(H B,F) = n.t.H(G, n.t.H(H,F))
K = L K
(

und H(.,..) G(.) = G(..) = G|K, weil KcL gilt und man Satz 2

A
L
von Cigler anwenden kann.

Daher gilt natlrliech in F und G:

u.t.H(G|K,F) = u.t.H(G,FE)
K L

und ()& ist rechtsadjungiert zu (.)|K.
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Dieselben Relationen gelten filir kontravariante F und G.

(IT.2) Die Einheiten der Adjunktionen in (II.1)

Die Einheit der Adjunktion n’;t.H(l—‘-F,G) = n.t.H(F,G|K) ist die
natirliche Transformation F—> (5F)\K=F, die der Identit&t auf
L'--F entspricht, wenn man in der Gleichung G:LF setzt.

Man sieht leicht, dal3 Y = 1F ist.

Die Koeinheit der Adjunktion ist die natilirliche Transformation
W’L(Glﬁ)"9 G, die der Identit&dt auf G/K entspricht, wenn man
F=G|K setzt.

Durch Zurlickeinsetzen von L(E[ﬁ) = Héi(Gfﬁ) und G|K = n.t.H(H,G),
- L

Anwenden der Abbildung T"1 aus (II.1) und des Yoneda-Lemmas er-

halt man:

> G sieht so aus:

L, . A
y: =(61K) = HG(GIK)

g, (heq) = G(h)g , hogeH(k, ) ®G(k), keK, fel; das ist dieselbe
Abbildung wie in Satz 2 von Cigler, nur ist hier nicht fir alle
{e L die Abbildung 1o im Bild von H:KxL —B enthalten. Setzen wir
noch zusatzlich K=L, dann wird der Einschrénéungsfunktor () K zur
Identitdt auf Funkt (L,B) und hat die Identit&t zum Linksadjun-
gierten.

Weil je zwei Linksadjungierte natlirlich dquivalent sind, stimmt in

diesem Fall L () mit der Identitédt Uberein, also stimmt fir

A .
F:L—>B H ® F mit F Uberein und die natlirliche Aquivalenz wird
eben durch die oben berechnete Koeinheit vermittelt. Da in der

Abbildung der ersten Adjungiertheitsrelation Satz 2 von Cigler

nicht verwendet wurde, stellt diese Uberlegung eimen neuen Beweis

von Satz 2 von Cigler dar.
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Die Finheit der Adjunktion n.t.H(G|K,F)=n.t.H(G,F=) ist die
K L
natlirliche Transformationif:G —-—7(G[E)£, die der Identit&t auf
G|K entspricht, wenn man F=G(K setzt.
. L A
Durch Einsetzen von (G|K)= = n.t.(H,GlK), G|]K = H ® G und An-
E -—
wenden von T und Satz 2 von Cigler erhalt man:

?:G—~9(G]5)£ = n.t.H(H,G K) sieht so aus:

Wg)k(h) = G(h)g, geG(€), heH(l,kK), {el, keK. Fiir den Fall

K = L ist das die Abbildung im Yoneda-Lemma : G —> n.t.(H,G),

L
die die natiirliche Aquivalenz vermittelt. Durch Wiederholen der
obigen Argumente (Eindeutigkeit des Rechtsadjungierten)}erhélt

man auch hier einen weiteren Beweis des Yoneda Lemmas, in dem

allerdings Satz 2 von Cigler verwendet wurde.

Bemerkung 1: Satz 2 von Cigler und das Yoneda-Lemma sind in

A
gewisser Weise dual zueinander: H ®KF ist Koende des Funktors

A
H(.,X)®@F(..):K"PxK —> B und o.t.(Hy,F) ist Ende des

Funktors H(H(Y,-),F(.-)):KDPXE._:9 B und H und ® sind zu-
einander adjungiert. Sicherlich 188t sich dieser Zusammenhang
auch formal kategorientheorisch fassen (Vertauschbarkeit von

Enden bzw. Koenden mit adjungierten Funktoren).

Bemerkung 2: Sei G:L —— B ein Funktor. Aus

L(GIK)A~JK~9-G % > (G K)E folgt, daB in gewisser Weise

L(.) die "minimale" und (.)E die "maximale" Erweiterung darstellt.
Die Koeinheit dieser Adjunktion ist die Abbildung
e (F5)|K = F—>F, die der Identitat auf F= entspricht,

wenn man G:FL setzt. Wieder erhd@lt man leicht, daB @ =1F ist.
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(IT.3) Der wesentliche Einschré@nkungsfunktor und seine Adjungiérten

L=2K seien wieder volle Teilkategorien von B, I¢K (damit
Funktoren vom Typ 2 definiert sind).
Der wesentliche Einschrankungsfunktor

(.ll(_)e : Funkt (L,B) —> Funkt (K,B) ordnet jeden Funktor F den
wesentlichen Teil (F]l(_)e von F|K zu. Einer natilirlichen Transfor-
mation (?X)XeL : F —> G ordnet er die natilirliche Transformation

(VX{FéX))XeK 21. Da jede natlirliche Transformation wesentliche Teil-

funktoren in solche abbildet, ist damit (. _K_)e als Funktor wohl-

definiert und wieder linear und Kontraktion auf den Morphismen-

raumen.
2
Fir X,Ye¢ B, sei K(X,Y) = X'® Y der NormabschluB der endlichdimensio-

nalen Operatoren X — Y. Das ist ein kontra-kovarianter Bifunktor.

Satz: 1) F K —> B sei ein kovarianter Funktor und K : K x L — B

A
entsprechend eingeschrankt. Dann ist K ®K F ein kovarianter

Funktor £SF L — B, der vom Typ 2 ist, wenn F es war.

A
Beweis: Analog zu (II.1) beweist man, daB3 K®KF ein Funktor ist.
_— . A K _
Wenn F vom Typ & ist, ist fiir Yé_l:_:KY®K F o= K(I.Y)@,f(l)-: Y @,.F (1)
fiir eine Crossnorm s >/>\ nach (I.2), weil KY ein kontravarianter

Funktor vom TypZ ist. Speziell ist daher F(I)®Y dicht in

A
‘l-‘-eF(Y) = KY®K F, also LeF gin Funktor vom Typ Z. . qed.
2) Sei F : K —» B ein kontravarianter Funktor und K:LxK -B,

A
dann ist F®KK ein kontravarianter Funktor LEF:L“———'{E, der

vom TypZ ist, wenn F es ist.

3) Sei F:K —» B ein kovarianter Funktor und K : L x K —> B,

dann ist n.t.H(K,F) ein kovarianter Funktor FL-e:l___ —> B.

K
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4) Sei F:XK —»B ein kontravarianter Funktor und K:K x L —> B,

Le

|co

dann ist n.t.H(K,F) ein kontravarianter Funktor F
K

:L —> B.

Von jetzt an gelte KS LC A, wobei A die volle Teilkategorie der
Grothendieckrdume ist. Dann gilt nach Satz 7 von Cigler.

Le
((F=2) ] K = (n}.(t.H(K,F)I Kl =F

e’

Wir wollen jetzt die Adjungiertheitsrelationen beweisen. Wir be-
schrédnken uns wieder auf kovariante Funktoren - flr kontravariante

kduft der Beweis analog.

Wir betrachten den wesentlichen Einschréankungsfunktor (.(K)B:Funkt
(L,E)-$>Funkt25:(ﬁ,§), jedoch in die Kategorie der Funktoren

K —>B vom Typ = (das ist eine volle Teilkategorie von Funkt (K,B).
Sei also F : K —> B vom TypZ und G : L—> B, beide kovariant.

In (II.1), Satz 5 setze man:

K=U, L=V, F=U, G=V, KsW : K x L —>B.

— -_— —

Dann gilt:

i

n.t.H(K@sKF, 6) = n.t.H(F, n.t.H(K,G))
L LS K L

nach Levin

=n.t.H(F, n.tHK,G) )
K e

L

n.t.H(F,(Glﬁ)e) nach Cigler, Satz 7.
K

Es gilt natirlich in F und G:

n.t.H(E®F,B) = n.t.HF, (G|K) ) |

L K
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also ist LE(.) : Funkts (K,B) — Funkt (L,B) linksadjungiert zu

(.lﬁ)e:Funkt (L,B) —> Funkt s (K,B).

Setzt man hingegen : L=U, K=V, G=U, F=V, K=W

I~
X

I=
L

[ss)

, dann
gilt:

n.t.(Kl% G,F) = n.t. (G, n.t.(K,F))
L

1=

A
und K<%G = (Glﬁ)e nach Satz 7 von Cigler, da wegen KcL alle R&ume
K(X,X), XeK gebildet werden k8nnen und der Beweis, den Cigler

gegeben hat, funktioniert.

Es gilt daher natiirlich in F und G:

n.tH (G[K)_,F) = n.t.H(G, F=®) |, also ist
—'e
K L
(.)-L-B : Funkt 5 (K,B) —= Funkt (L,B) rechtsadjungiert zu

Z
(.(ﬁ)e: Funkt (L,B) —> Funktzf(ﬂ,g).

(I1.4) Die Einheiten der Adjunktionen in (IT.3)

Die Einheit der Adjunktion n.tH(5SF,G)= n.t.H(F, (6]K) )
K

ist die natlirliche Transformationen P F ~—>((£8F9]£)e die

Le

der Identitat auf F entspricht, wenn man G:LBF setzt.

Nach Satz 5 von Cigler ist ((L‘-EF)}K_)e = F , denn es gilt die

allgemeine Voraussetzung KCLSA. Durch Einsetzen sieht man

wieder leicht, dal ? =1F t+ F —>F 1ist.

Die Koeinheit dieser Adjunktion ist die natlrliche Transfor-
mationay :LE((GEE)B)-;>G, die der Identit&t auf (G(ﬁ)e ent-
spricht, wenn man F=(Gfﬁ)e setzt.

Man prift leicht nach, dal3
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Le A .
LF:_ ((Glﬁ)e) = Kﬁg(Glﬁ)e > & gegeben ist durch

Y(h@g) = G(h) g fir hegekK(k,{) ® Ge(k), keK und {é L und (nach
Identifizierung, siehe (I1.2)) auf dem dichten Teilraum

K(I,(l)®G(I) =.®G(I) von Kgéi (G]ﬁ)e ist Ve die Einbettung
{®G(I) — G_(2) —>G(L).

Wenn man {®G(I) als dichten Teilraum von LE((G\ﬁ)e) (¢) und von
Ge(ﬁ) auffaBt, dann ist die von ke((G[K)e) (¢) induzierte Norm
griBer als die von Ge(é) induzierte (weil”%ﬂ: 1 ist). Man bemerkt
auch, dany die Abbildung ist, die auch im Beweis von Satz 5 von
Cigler auftritt, wenn man L=K setzt. Dann wird der Funktor (.\E)e
zu (.)E:Funkt(ﬁ,g)—~4>Funkt Zi(ﬁ’ﬁ) und (.)e hat den Einbettungs-
funktor FunktZ:(E,E) ~—>»Funkt (K,B) zum Linksadjungierten,

weil n.t.(F,G) = n.t.(F,Ge) fiir F vom Typ 2 gilt. Diese Gleichung
fallt %it der Adju%giertheitsrelation zusammen (weil der Linksad-
jungierte eindeutig ist), daher ist im Fall L=K y ein isometrischer
Isomorphismus und hat Ge zum Bild in G und wir haben einen weiteren

Beweis von Satz 5 von Cigler gefunden, in dem aber (in der Ableitung

der Adjungiertheitsrelation) Satz 7 von Cigler verwendet wurde.

Die Einheit der Adjunktion n.t.H((G|_I§_)e, F) = n.t.H(G,Fl—‘-e) ist die

K L
natlirliche Transformation ? : G mw%((G¥ﬁ)e)£e, die der Identité&t
auf (G]K)e entspricht, wenn man F = (G%E)B setzt. Sie errechnet

sich inng:a(z) > .t (Ko, (G1K) ) = n.t. (K, G|K) durch
K - K

%(g)K(h) = G(h)g , geG(f), heK(L,k), keK, lelL.

Flir den Fall L =K ist ? wieder die Abbildung aus Satz 7 von Cigler.

Da jedoch (.)E den Funktor 0.t.(K,.) zum Rechtsadjungierten besitzt,
K
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und dieser Funktor nicht so leicht zu handhaben ist wie etwa der
Einbettungsfunktor, ist der Zusammenhang zwischen den Satzen 5 und

7 von Cigler unsymmetrisch.

Bemerkung: Sei G:L —>B. Aus

£ ((6]K) ) —£s6 —Ls((6]k )E"

Le

folgt, daB = (.) in gewisser Hinsicht eine "minimale" und (.)Le

eine "maximale" Erweiterung ist.

Die Koeinheit dieser Adjunktion ist die natlirliche Transformation
?’: ((FL"B))}_(_)e ——> F, die der Identitat auf FLe entspricht, wenn
man G = FLesetzt. Nach Satz 7 von Cigler ist ((er)lﬁ)e= F und

V/ ergibt sich als 1F.
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111. Uber Banachriume

In der Kategorie 21 (Morphismen sind Kontraktionen) 1st jeder

Banachraum induktiver Limes von endlichdimensionalen R&umen.

Definition: Sei K eine Kategorie. Eine Spektralfamilie in K ist
eine Familie von Objekten (Ai)iEM’ indiziert durch eine halbgeord-
nete Menge M, zusammen mit je einer Menge T i von Morphismen fir

je zwei Indices i, jeéM, sodal gilt:

TTi #(ﬁ genau dann, wenn ifj ist. Ist das der Fall, dann besteht ﬂg

aus Morphismen Ai-—9 Aj'

Wenn i€j<K in M ist, dann ist TT'J? oﬂieﬁ‘i‘ fiir alle TT'J?e TT'J? und
i e T4,

i i

Eine Abbildung von der Spektralfamilie in ein Objekt A¢K ist eine

Familie von Morphismen (f.) indiziert durch dieselbe: ‘Menge M,

i‘ieM’
f.:A.—>A, sodaB f,of = f, fir alle i<j in M und fiir alle TTI€T]3 gilt.
i1 j i i i i
Der induktive Limes der Spektralfamilie (Ai,TT;?L) ist ein Objekt
lim A, zusammen mit einer Abbildung (f.):(A.,TTJ)——ﬁ lim A., mit
— 1 1 1 1 — 1
folgender Eigenschaft:
Fir jede Abbildung (gi):(Ai’TTi)—9‘B existiert genau ein Morphismus
g:1lim Ai-ﬁ>B mit gofi = g; fur alle ieM.
Abbildungen von einem Objekt in die Spektralfamilie und projektive

Limiten werden dual definiert.

(ITI.1)

Satz: Jeder Banachraum X ist in §1 induktiver Limes von endlichdi-

. . n .
mensionalen Raumen I mit Summennorm.
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Beweis: Sei X ein Banachraum und O X seine Einheitskugel. Man weil,

= .

daB ?:ngax, definiert durch (f(gx)xe OX> =

eine Quotientenabbildung ist (vgl. Buchwalter).

xeOX

Wir stellen sie als Differenzkokern dar und betrachten dazu folgen-

des Diagramm:

A kej,; [éx Jﬂé X’ in welchem A
der Nullraum von ‘f? in léx und ker f70 seine Einbettung ist.
Dann 1&aBt sich jedes f: Zéx__ﬂ mit f'okerrf= fo0=0 eindeutig Uber
P zu f=f10\f> faktorieren.
Die Elemente, die nur an endlich vielen Stellen x € OX von Null
verschieden sind, bilden einen dichten Teilraum von 16)('.

Wir behaupten : sie liegen auch dicht in A, im Nullraum von ‘f .

Sei§= (jx)erX €A, dann ist Lf(j) = erj . Es existiert

eine endliche Teilmenge L& O x, sodaB fiir

Ez((fx) xeL' 0 sonst) gilt:

I - guﬂ— WLLE

y-=<)o( -j) = ng"‘

xeOX\ L

und z = ¥ ¢ OX.
(v

Wir definieren q:(qx)erX durch ")xzjx fiir xelL, Ng= Il yljund qx=D
fir xeOX\Lv{z}
Dann gilt: ¢(n) =Z_L§x'x v llyllbz + 0

Xe

2D ey s Zf e 21

xel xel x e OXNL




=‘f(§) =0, also ist " €A.
=l € 05Tl w0yl < %+ 57 =2

Damit liegen die endlichen Folgen dicht in A, also bilden die end-
lichen Folgen in OA eine dichte Teilmenge D.
Nach Buchwalter ist auch die Abbildung 4’:,ﬁ5 —> A, die durch

W((qd)deD) = > Ng4-d €A gegeben ist, eine Quotientenabbildung.
deD
Die Situation wird durch folgendes Diagramm veranschaulicht:

1 v ker 1 (
Ap = A ::%ZQ; dox —E—= x
Wir stellen nun 45X als filtrierenden induktiven Limes von endlich-
dimensionalen Teilr&umen I" mit Summennorm dar. Indexmenge ist die

Menge M aller endlichen Teilmengen von (OX, nach-oben-filtrierend

halbgeordnet durch Inklusion. Fir i= Xgpeoey X EM sei Bi der Raum

n
"

mit Summennorm:
n

By= {(Xxj j=1 7 Exjelg. il (Exj) | =

Mo

fo. |. und die Abbildung
j=1 °

. n
1 . .
by Bi——afox sei gegeben durch bi((ng)j=1)= (gx)xe()x , wobei

{ = ij fir x=x; und §X=D Fir xgx;, j=,..., n ist, also die Ein-

bettung. Flir spéteren Gebrauch stellen wir auch die Projektion
n

- ¥ . . - , .
bj.,eoX-f-)Bi bereit, die durch bi((fx)xeox)g (§><J.)j=1 definiert ist.

Dann gilt bjob, = Tpy und Fbl=jb =1,

Fiir i<j in M sei b9 : Bi-+ B. die Einbettung von Bi in Bj’ zum Bei-

J
spiel definiert durch bJ= b.ob., Auch hier sei b3y : B.— B, die
i j i i j i

.0 .
b.eb..
1 ]

dazugeh8rige Projektion, b}

‘Man weiB, daB £E>X= Lin (B;, b]), ieM ins B, ist.
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[$ stellen wir als Summe eindimensionaler R&ume Id’ deD, mit den

. 1
Einbettungen Ed 21 —?[D dar.

Wir haben folgendes Diagramm:

1Y kery, ,1 |

Das ist noch nicht kompliziert genug.
Wir wollen noch Abbildungen von I , deD in gewisse Bi definieren.
3 C 1 =
Sei deD und x1,...,xn ¢ OX die Elemente, an welchen d= (dx)xe()x
ungleich 0 ist. Wenn ieM %x1,...,xn} umfaBt, dann seien die Abbil-

i
dungen e’td I | ~9Bi ’

d

Yi- {0, byo ker poyo£y s  definiert.
(Man beachte, daB jedesﬁfz aus zwei Abbildungen besteht).
Fir j2i in M ist klarerweise bi}o’t; = Tfé. AuBerdem definieren wir

die Abbildungen T, : B, — X, ’t’i =ob,, ieM und

MNs
H L =
‘td : Id-—9 X, d 0, deD.
Dann haben wir schon gezeigt, dal

in, deD} + gBi, ieMj mit den Morphismen Tf; eine Spektralfamilie

ist; T, ,x€D+M(disjunkte Vereinigung) ist eine Abbildung von dieser

Spektralfamilie in X : Sei T’; definiert, dann ist zu zeigen, daf3
A e d _ . . _
Li ol =1ty = 0 ist. Sie d = (dx)xéC)X und d>< g o ooy dx + 0.

1 n
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1eId
T{t;(ﬂ =’[i- Bio ker oo Ed (4)

Pob.ob. o ker ooy (l)

fl

il

<-|D 6bi 0 Bioker u]t?(d)

= pob; oby (d)

i
-6
o
o
["H
—
a
A

=«f((dx ) , 0 sonst)
j i=1

(]o(d) = 0, denn d liegt im Nullraum von tf .

]

Ty oty(1) = £,20(1) = 0 fir 0€T). Alle Abbildungen haben If. /¢ 1.

Wir zeigen jetzt: X ist induktiver Limes dieser Spektralfamilie.
Sie Y ein beliebiger Banachraum und fy s% € D+M eine Familie von Ab-
bildungen:

f :Id’——>Y, f. «+ B. —=>Y mit
i
J _
f,oby = fi,ﬂ RN < 1,

also eine Abbildung aus der Spektralfamilie in Y:

ker

(5 loy ——3 X

4o



Wir missen eine eindeutig bestimmte Kontraktion f:X—>Y mit

fy= fo% fiirx€D+M finden.

(1) Weil fd = fio T

eine Abbildung u = O :,Ié —>Y mit f, = u OEd, die auch auch iiber

; = fio D = 0 ist fir alle deD, existiert genau

q)zu =0 : A—Y faktorieren l&B3t.

ol e : Cf oo d oenl s s .
(2) Weil ’80)( = l}m B, ist und f, = fj ty fir jyi in M gilt,
existiert genau eine Abbildung w:léx —>Y mit fi =L40bi fir alle ieM.

Im Diagramm sieht das so aus:

kery

1
Lox —F 5 x

.Y
C 4
v
’,

4

-4
I
-y
©

-
1

a=Ti%4 inbi°ker<F°(f’°£d
flir i hinreichend groB (i 2 d-1(I\[o}) =: i,). Also gilt
?)'ol)lﬂo£¢>(= ‘Fd:fio}’i

fir i2i, und wegen der Eindeutigkeit der Summenabbildung folgt

Yoy = fiobio kert{u y fir i2i.
Wist als Quotientenabbildung epimorph, also folgt gy = fiabio ker¥7fﬁr izi.
Nach (2) folgt

0 =4r=fi0bio kercf=¢jobio biokercffﬂr iz1i.
Wir behaupten:ayokercf= 0.

Angenommen, das ist nicht der Fall; das heiBBt, es existiert ein acA




mitqﬁkerq(a) # 0 in Y, also auch kerf(a) £ 0 inJst. Daw beschrénkt
ist, kdnnen wir ein £ >0Ofinden, filir welches aus ﬂb-ker‘F(a)”,ﬁéxé ¢
or(b) # 0 folgt. kercr(a) hat an h8chstens abz&hlbar vielen Koordi-
naten xeOX Werte #0 und es existieren endlich viele x1,...,xne(3 X,
sodall fir j= x1,...,xné:M gilt: aus i>j folgt T -

"bi° Ei(ker%(a)) - ker?(a)ﬂzéx <E,

Sei jetzt ixmax (i ,j). Dann istnbiobi(ker?(a))-kerqﬂa)mféms;Q y also
gnbi05io ker%(a) # 0, doch fir iai- hatten wiraﬁbiogioker%>= 0, einen

Widerspruch.

Also istanker(f= O0=we0, wie wir behauptet hatten. WEil<FDifferenzkoka
von kergund 0 ist, existiert ein eindeutig bestimmtes f:X—>Y mit
Uﬂfoﬁfa

Da ¢ durch die fi eindeutig bestimmt war, ist es auch f und es gilt:
'Fo"t,’i = fopo bi =w’obi = ‘Fi nach (2), ieM.

f'o'fd=foU=U='F

q°
Alle auftretenden Morphismen sind Kontraktionén und das beschlieBt den

Beweis des Satzes.
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IV. Dualitat von Funktoren

In diesem Kapitel so0ll der Begriff des dualen Funktors, der sich
bei Mitjagin-Schwartz findet, n@her untersucht werden. In (IV.1)
werden Definitionen und bekannte Resultate zitiert und es wird

(2),

gezeigt, dalB i DF ——> DDDF auf jeder beliebigen Teilkategorie

von B eine Isometrie ist. Dann wird bewiesen, daB ein Funktor F
als Abbildung zwischen Morphismenr&umen - B S AL Tl
,*j*v _genau dann eine Isometrig$ wenn F(I) # (0) ist. Im
weiteren beschré@nken wir uns auf Funktoren : A —>B, wobei A die
volle Teilkategorie der Grothendieckr&ume ist, also der Banach-
rdume, die der metrischen Approximationsbedingung geniigen: Fir
jedes XeA existiert ein Netz von endlichdimensionalen gleichmé&Big
durch1 beschr&nkten Abbildungen X — X, das eine approximierende

Linkseinheit in K(X,X), hier der Algebra der kompakten Operatoren

X—’?X, iSt.

Man kann alle Ergebnisse leicht fiir beliebige volle Teilkategorien
von A,die I enthalten, formulieren : die Beweise sind dieselben.
Zundchst wird gezeigt, dall jeder duale Funktor ein normiertes
Linksideal ist und dafBl der duale Funktor eines normierten Links-
ideals das apoziierte Ideal ist.

Zu jedem Funktor wird ein normiertes Halbrechtsideal konstruiert,
das allein schon den dualen Funktor bestimmt. Mit diesen Hilfs§-
mitteln ist es mﬁg;ich, auf zwei Arten alle reflexiven Funktoren:
A —> B zu charakterisieren.

Dann stellen wir einige Uberlegungen zur Vermutung von Mitjagin-
Schwartz an: "Jeder Funktor DF ist reflexiv"; wir schlieBen mit

Anwendungen der Theorie.
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(IV. 1) Dualitdt von Funktoren und Reflexivitét

K sei eine volle Teilkategorie; alle Funktoren seien kovariant:K-—B

Definition: Der zu einem Funktor F lber K duale Funktor ist ein

kovarianter Funktor DF:B——>B (oder K— B, wir treffen keine
Unterscheidung), der so gegeben ist:
DF(X)-_-nkt. H(F, 2,), X€B

—

DF(f‘)(tf): (f®1.)°\f>, f:X—Y, \FéDF(X).

Die Abbildung A, : DF(X) —F(X')', A, (y) = Tre\p,, fir
gPEDF(X) ist fir jedes X!einelsometrie und das so definierte
A:DF —F(.")' eine natlirliche Transformation. Eine Beschrei-
bung der Funktionale auf F(X'), die im Bild von )\X liegen, ist

mit Hilfe der "speziellen Topologie mdglich".(vgl. Mitjagin-

Schwartz und J. Cigler).

D: Funkt (E,Q)——?Funktko (K,B), auf natiirlichen Transfor-

ko
mationen definiert durch D(?)X(q) = 4“‘f fiir (f:F——eG,vquG(X),
ist ein kontravarianter Funktor, linear und eine Kontraktion

auf den Morphismenr&umen.

Der Funktor D isf zu sich selbst adjungiert zur Rechten; die
Adjungiertheitsrelation n.t.H(F,DG) = n.t.H(G,DF); F,G: K—B,
ist gegeben durch die Zuoerdnung P > *ﬂ )

! v .
¢ X(x)Y(y) =t L%JY(y)X(x)] fir x e F(X), yeG(Y), wobei

Y. Xey — Y®X die Transposition x®yi— y ®x ist.

Setzt man F=DG, so erh&lt man n.t.H(DG,DG)= n.t.H(G,DDG); die
natiirliche Transformation i:G —>DDG, die der Identitd&t DG—DG

entspricht, heiBt die kanonische Abbildung (=Einheit der Ad-
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junktion). Sie ist gegeben durch:

t

1, )y (y) = © [Tdp gy (W) 0] = By fir x e 6(X) und

y ¢ DG(Y). Sie ist im a@llgemeinen weder injektiv noch surjektiv; ist

sie jedoch eine natlirliche Aquivalenz (jedes i, isometrischer Iso-

X
morphismus) so heiBt der Funktor G reflexiv. (vgl. Mitjagin-Schwartz)
()¢ soor, 1?3 bF —> DoDF

(2)
X

Satz: Sei F:K—B ein Funktor und i
die kanonischen Abbildungen. Dann ist fiir jedes Xe K i

(1)

eine Isometrie und D(i )X eine Quotientenabbildung.

(1)

Beweis: Sei i : F —>DDF die kanonische Abbildung. Wir be-
trachten: |

p(i‘"): DDDF —>DF  und

p(i'"y .12, pF — poOF —>DF.

Sei yeDF(Y), Ye K; dann ist

(oo s@T () = oM e 102 qy)

das kBnnen wir auf xeF(X), X & K anwenden:

= y)oi F —DDF ~->ZY;

o i(1)(x)

=Ty WYX X
=iy, M
= e o)

tt(yx(x))zyx(x).

atso ist [D(i'")) 1@ ] (y) =y fur yenF(¥), Ye K und

o i(2$ =ldyr yy fir YeK.
(2)

v und 1 y Kontraktionen sind, ist fir jedes Ye K i

(2)
Y

eine Isometrie und D(i“))Y eine Quotientenabbildung.
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(Iv.2) as Verhalten von Funktoren als Abbildungen zwischen

Morphismenr&umen

Sei K eine volle Teilkategorie von B und I€ K. Sei F : K—>B

ein kovarianter Funktor.

Nach V.L. Levin ist F(I)® X injektiv in F(X) eingebettet; der
AbschluB in F(X) definiert den wesentlichen Teilfunktor Fe von F

(vgl. Kap. I). Wir unterscheiden zwei Féalle:

1) F(I) = (0). Dann ist auch F(X) = (0) fir alle endlichdimensio-
nalen R&ume X in K, da fiir endliche Summen (oder Produkte)
S X, gilt: F( X X,) ist isomorph zu Z F(X,). F_ ist der Null-

funktor; man sagt: der wesentliche Teil von F verschwindet.

2) F(I) f (0). Man sagt: F hat nichtverschwindenden wesentlichen Teil.

Satz: Sei F : K—>B ein kovarianter Funkto¥. Dann sind die folgen-
den beiden Augsagen &dquivalent:
(1) F hat nichtverschwindenden wesentlichen Teil
(ii) Flir jedes f : X—Y in K gilt:
VFOE = | FI
Korollar: Wenn FB f 0 ist, dann ist
F @ H(X,Y) —> H(F(X),F(Y)) eine Isometrie; insbesonders

ist das Bild abgeschlossen.

Beweis: Sei F_ # O.
e N
Dann ist Fe(X) = F(I) ®,X, die Vervollst&dndigung von F(I)® X in
x .
einer Crossnorm o<x>/>\ fiir alle Xe K. Sei £€>0 und f : X —>Y

in K gegeben. Weil F(I) # (0) ist, existiert ein ac F(I) mit fail= 1.




Mann kann auch ein xeX mit jxl= 1 und | f(x)fi > \fl-¢finden.

Dann ist ax(a®x) =|a] lix]= 1 und
Vel ZAFCON 2 [ F() 4, (amx) Il £y

=0(Y((F(I)®f)(a®><))
=wﬂa®fh))

= Jaylf GOl y ieli-€,
also || fll= || F(FI.
Wenn umgekehrt F_ = 0 ist, also F(I) ={0), dann ist

F(x') : F(X) —>F(I) = (0), also | F(x')ll = 0O fiir alle x':X—1. qed.

Beispiele: Sei K = B, K(X,Y) der Raum der kompakten Abbildungen
X—Y wund F = Hx/ . weil fir feK(Y,z) stets
X
fog €K(X,Z) fiir alle geH(X,Y) gilt, ist F(f) = 0 fir

alle feK(Y,Z).

Im kontravarianten . -Fall gilt analog der folgende Satz
(verwende (I.1)):

Satz: Sei G:XK —» B ein kontravarianter Funkter. G hat genau dann

nichtverschwindenden wesentlichen Teil, wenn {G(f)]= | fl!

ist flir jeden K-Morphismus f

Satz: Sei F:K —>B ein kovarianter Funktor vem Typ = und X,Y€ K.
, , %
Sei (xé) ein beschrénktes, schwach gegen Null konvergentes

Netz in X'. Dann konvergiert fir jedes f_, € F(X) das Netz

X
F(x&)(fx) in F(I) gegen Null.
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Beweis: Nach Levin ist F(X) = F(I) ®, X, wobei a‘x eine Cross-
X

norm A ist und F(x}) = F(I)®xy. Sei zB.lix;¥h 1.
n
Sei fxe‘F(X) und €>0 gegeben. Es existiert ein u = Z_ a;@x; ¢ H(I)®X
i=1

mitllfx-uglF(x) £ %6. und ein v, , sodaB fir vV, gilt:

£ ) o
ix\'/(xi)lé m;i—u' fir i=1,...,Nn.

Dann gilt:

IF Oeg) (IR (x ) (Fy=u) I +UF (xy) ull

. n
< iyl Uy -UH'*H(F(I)QX\',)(.Z1 a®x;) |l
1l=

n

< é& +1 551 xo(x:) a.|
n

$ 5 = Ix el <8
i=1

ged.
Bemerkung: Wegen des Satzes von Banach-Dieudonné besagt dieses
Ergebnis, daB F : H(X,I)—~—=H(F(X),F(I)) stetig ist,
wenn X'=H(X,I) mit der schwach® - Topologie (=starke
Operatortopologie) und H(F(X),F(I)) mit der starken

Operatortopologie ausgestaitet ist, und dim F(I)eo ist.

(IV.3) Beschreibung der duaslen Funktoren durch normierte Linksideale

Definition: Sei AeB und H,:A —B der Funktor HA(X)=H(A,X) flir XeA.

A
Ein Funktor AA:A-7§ heiBt normiertes Linksideal
(n.L.L) in Hys wenn gilt:

1) Ap(X) =A(A,X) ist linearer Teilraum von Hy (X) .

2) Fir alle eindimensionalen Abbildungen f:A—X gelte
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3)  Fiir einen A-Morphismus f:X —>Y ist A(A,f) = H(A,f) | A(A,X):
A(A,X) —A(A,Y), also /\A(‘F)(g) = fog , geA(A,X).

4) Fiir jedes X¢éA und jede approximierende Einheit us in
K(X,X) gelte:

A
fir alle fe A(A,X).

l]i_m]l/\(A,ui)(f)I] = 1im uuioqu = g;fﬂ/\
Bemerkung: a) gof = A(A,g)(f)e A(A,Y) und
||9°ﬂk =i}A(A,g)(f)NA
< el NFl,
fiir alle geH(X,Y) und feA(A,X).
b) | flig “fHA fiir alle fe A(A,X), denn

I fll= sup i x' fl

ix'igt
= sup 1]x'off§A " nach 2)
ix'ig1
L sup {x'lifi,  =lfy, nach a).
Tx g A A

der
Satz: Sei F : A —>B ein Funktor und BF : A — BYzu F duale Funk-

tor. Dann ist DF=/\F(I), ein normiertes Linksideal in HF(I)'
Wenn F vom Typ = ist, enth&lt A(F(I),X) alle endlichdi-

mensionalen Abbildungen F(I)—X (also F(I)'@X) fir jedes XeA.

Beweis: Sei F(I) = AeB und XeA.

DF(X) = n.t.H(F,EEX); wir betrachten die Abbildung |
‘jX DF(X) —>H(F(I),X) = H(A,X), die durch Jx(ﬁ) = PI: F(I)—?SX(I)=X
fir ﬁE~DF(X) definiert ist.

Weil XeA -der Grothendfékschen Approximationsbedingung geniigt, ist

nach Theorem 2 von Mitjagin-Schwartz jx injektiv.

Xl—?JX ist eine natilirliche Transformation j : DF——7~HA = HF(I)'
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~

Wir definieren:‘AA ist das Bild von j. Fir Xe A ist A(A,X) = JX(DF(X))
-1 . .

und Hf&\:l]Jx (£) |l DF(X)* feA(A,X). Dann ist ilJfA eine Norm auf

A(A,X), die so gewdhlt ist, daB damit A (A,X) und DF(X) isometrisch

isomorph sind, also ist A (A,X) ein Banachraum. Weil J eine na-

tirliche Transformation ist, gilt 3) der Definition und A (A,.) ist

ein Funktor.

Wir zeigen 2): | fj| =ﬂf%\fﬂr alle eindimensionalen f in A(A,X),
fsz(m) =07 flir einweDF(X). Sei Y¢A und y'eY'. Dann ist folgen-

des Diagramm kommutativ:

u
F(Y) Y > XY
F(y') Xoy'
v X = f ~
F(I)=A > X®I = X.

mI=f:F(I)=A<~—7 X&I: X ist eindimensional; also ist‘XI(F(I)) = I.x,
xe X, x f 0.

Wir behaupten: dann ist auchch(F(Y))é x®Y. Es geniligt zu zeigen,

daB fir jedes ueXéY\ x®Y ein y'eY' existiert mit (X®y')u¢I-x;

denn dann kann man das Gegenteil der Behauptung mit Hilfe des obigen
Diagrammes zum Widerspruch fiihren. Wir identifizieren XgY mit
L1(X',Y), dem Réum der schwach® auf X' stetigen nuklearen Abbildun-
gen (vgl. Buchwalter) durch folgende Zuordnung, die eine natlirliche
Aquivalenz definiert, da X der Approximationsbedingung geniigt:

xpy +—» <X, OV. ueX@Y\\an; das heiBBt ker u % ker < x, .” und wegen

u # 0 und ker <x, .>» Hyperebene in X' gilt sogar ker< x,.>\ker u # ¢.

Setr also x'cker <x, .>\ker u in X'. Dann ist u(x') f’U in Y und
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{x, x'> = 0. Wdhle y'eY' so, daB {u(x'), y'>7l 0 ist. Damit haben wir:
(Xey') u fI-x in X8I, denn (<., x?®I)e(Xoy') u ~<u , y'O# 0
und {x,x'>= 0. Wir haben damit die obige Behauptung bewiesen.

Ky * F(Y)—> X®Y 1Bt sich also auch so schreiben: D(Y(fY) = x@wY(fY)

fir f',!eF(Y), wy F(Y) —> Y.
Damit gilt:
Xyl = suplx, (f,)) = sup ' xow, (f )1l
Iyl gt T ifagt Y
= sup |x] W wy (f )il = sup Ixl 1w, (fy ), yl>\
ﬂ‘FY£}$1 If i<
Ty'ng1
= sup lx ®(w (f),yM A
ann<1 %y Xl
by
= sup M(X@y") X (F)I
1< vy
hy'g
= suplo.o Fly') (FU (ol
LS I Y E
VAR
-1
und  NFIL =0T ey AT

= suplla )= 1% N=Nfh.
Ry I

Wir zeigen 4): Sei XeA und ug approximierende Einheit in K(X,X).
Wir missen zeigen, daB Kﬂ\l\z l%m[} u, o f‘ﬂ/\ fir alle fecA (A,X) ist.

Sei fepA(A,X), also f= &, fir ein &« €DF(X).

I
Wir definieren (Bl = DF(u )t = (u;@ 1.) e DF(X).Dann ist
i ie -

Py = (u@l )X =u,ef und |71 DF(X) = I uiaf‘“/\ _
Wir miissen zeigen: llmﬂ[& lal =ifi

163 = I DF (u )l llul\lno&n\lfl/\)

A.
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es fehlt also nur noch der Nachweis, daB man an ldllvon unten ge-
niigend nahe herankommt.

Sei ¢ 7 0 gegeben.

Es gibt ein YeA mit ol > Ja&ll- 5%
Es gibt ein zcF(Y), ﬂzl]: T mit oy (2l XéY}/W o - g/,;
Es gibt ein veX®Y, vs= 51 X @Y, mit i v -o(Y(z) i X&Y £ S:/g
Es gibt ein i,, sodaB fir izi, gilt:

lug o) =xp il y € —5—;‘%&7{“, k=l,000p 1

Sei i i,. Dann gilt:

Ilu,@Y) o (2) =X (2) ] ygy <
éH(uiQY)(mY(z)-v)N+”(ui®Y) v-vl|+ﬂv—NY(z)H$Hu£$YH§f A+

+ Hé(m(x@«xﬁ@w |- % <3

Damit erhalten wir:

llP»iY,(z)u = | (u@Y) ot (2)3lx (2) 1 - 3E¢
Mwyﬂ-“/g
>hul -¢,

also  sup 1650 Nal-g L aptn 2 lal-

fir i i, , das heiBt l%m ﬁﬁlﬁ = fafl,

Wir zeigen den zweiten Teil des Satzes:

Sei F vom Typ = . Wir zeigen, daB A(A,X) alle endlichdimensionalen
Abbildungen A —> X enth&lt. Dazu genligt es, jede eindimensionale
Abbildung f: A —X, f=<., a'> x flir a'eA' und xeX. Wir kon-
struieren einﬂeDF(X) mit Jx(ﬂ) = ﬁI = f.

So ein [} muB das folgende Diagramm fiir jedes y'eY', YeA kommutativ

machen:

1" in A(A,X) nachzuweisen.




F(Y) X &Y

Daraus liest man die Definition von (3 ab:

By(fy) = xow (fy), F,eF(Y), wobet w F(Y) —>Y durch

Y
<y (Fy), y'p> =LFly") fy, a'>, y'eY'

schwach * definiert ist; das ist wohldefiniert, weil

1

y — <F(y')f‘Y, a'> nach dem letzen Satz aus (IV.2) und

dem Satz von Banach-Dieudonné schwach*-stetig ist.

(BY ist dann klarerweise linear und
[yl CIxlliwg ] und
HWY” = sup ‘<wY(fY), y'>l
I Foll €
pyet
= sup [{Fy") f, a > < lati,
[fyli<
N kY
also ist {]BYUéIixiHZa'ii:ﬂfﬁ. ‘

Behauptung: Y~7(§Y ist natiirlich : F—>>= Sei h : Y —7Z ein A-

x.
Morphismus. Wir miissen untersuchen, ob

Ly

F(Y) S X®Y

F(h) X®h

b2

F(Z) > XéZ kommutiert:




S

(X@h)”ﬁY(fY) = (Xoh) (xow, (fy))
- = X®Q1°WY (fY)) ’ erF(Y)‘

P, e F(h) (fy) = xaf, (F(h) fy ).

So bleibt also zz: hva(fY) = wZ(F(h) fY), also: w : F—> ]dA ist
natlrlich.

Sei z'eZ'.

<w, (F(h)fy), 2z'> LF(z")F(h)fy, &'
{F(z'eh)fy, a' >
<F(h'(2'))fy, a'”
= <wy (fy), ht(z') >

=<h WY(fY), Z'> .

"

i

und weil die z'eZ' punktetrennend sind:
wZoF(h) = hew, flir h : Y —> Z.

Y
Wir zeigen als letztes @I = f.

..

Sei acF(I) = A.
ﬁl(a) = x®wI(a)

<WI(3), 1> =<F(1) a, a'y = a,a'y
also (SI (a) = x®<a,ad=<a,a"> x = f(a)

-und damit ist der Satz vollstd@ndig.bewiesen.

Sei AA ein normiertes Linksideal in H, liber der Kategorie A.

A
B:=A(A,I) €<H(A,I) = A' und die A -Norm auf B ist die v»on At

induzierte wegen 2), da alle Abbildungen in B eindimensional sind.

Sei feA(A,X), X€A. Dann ist f'(X')SBSA', denn fliir jedes x'eX' ist
frix') = x'ef = A(A,x")(f)le A(A,I) =B.

Wir k&nnen daher g¢H(B,Y) und feA(A,X) zu gof' komponieren und
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das Ergebmis liegt in H(X',Y). Folgende Definition ist also

sinnvoll:

Definition: Sei /\A ein normiertes Linksideal in HA und B= A(A,I)SA"'.

Das zu A A assoziierte normierte Linksideal AXB in HB ist defi-

niert durch

AX(B,x) = j geH(B,X) ,
fir alle feA(A,Y), Ye A und

N
gofle LT(Y',X) = Y&X

lgh, = sup [gofl < oo

AX “fen(A,Y),Ye A | L 3
bElL

/\ (B, h)z— hog fir h : X—>Y.

Aus dem nachsten Satz wird folgen, daB/\ wieder ein normiertes

Linksideal in H&lst. Doch zun&chst beweisen wir ein
Lemma: AX(B,X)2 {f|B, feL'(A',X) = ABX{.
Beweis: Sei i : B—A' die Einbettung.

Sei feL'(A',X) = A®X und geA (A,Y). f|Beg' = foiog' = fog', wo im

letzten Ausdruck g' : X'-—R' definiert ist.
fog' = L(g", X) (Fe L'(Y',X) (=(gdX)(f)e ¥8X )  und
Iesgll (v < Nalliel 1. | qed.

‘Satz: Sei;ﬂA ein normiertes Linksideal in HA tiber A und B = A(A,I).

. X
Dann ist DAA = A B

Beweis: Nach dem letzten Satz ist DAA =‘QA(A,I) flir ein normiertes

Linksideal in HA(A,I) ; A(A,I) = B.

Wir miissen zeigen, daB SLB =/\XB ist.

Wir behaupten: wenn g ¢((B,X) ist, dann ist geAX(B,X) und Hgmw§ugﬂjz.

Sei ge¢ {L(B,X), dann ist g = JX((;) = (3; fur ein@en/\A(x) = n.tH(/\A,ZX)z:




Sei fe A(A,Y), YeA und y'eY', dann ist das Folgende Diagramm

kommutativ, weilﬁ eine natlirliche Transformation ist:

A(A,Y) FY S XY
/\(A,y') X@y'

% ) \4
A(A,1)=B fr-9 > X®I = X.

Wegen der Identifikation L'(Y',X) = X&Y gilt:

By(f) (y") = (x&y_') fSYH), fe A(A,Y)
=[5 AlA,y") (F)
= ['SI (y'o f) = (S*I (F'(y"))
= (51°f'(y') = gof'(y'), y'e Y'.

(*) Also gilt:| [y

"

Lot | e xoy = Lh(v,x

hgofrll |1 =By (P yay < Upy b NFl,
<IPIIFD, - ({gﬂ_&s\f‘ﬁ/\

Wir haben daher ge_/xX(B,X) und figlf, x <lighi_ .
A VR

Wir behaupten: Wenn ge/\X(B,X) ist, dann ist ge¢( (B,X) und
[l lial, x- sei ge AX(B,X), dann ist gof'eL'(v',X) = X8y fur
jedes fe A(A,Y), YeA, und [gof'll L1 <Ng”/\x H‘H/\ . Wir ver-
wenden jetzt die Gléichung () als Definition von(be D/\A(X),

Byt Ata,y) — x@r = L'y, x)

By(f) = gof', FeA(A,Y).
Dann ist {;Y llnear und | (SY 1gl} und wir zeigen, dal Y—7(5Y

natlirlich ist. Sei h : Y—»Z in A.
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ACALY) By . xby
A(A,h) X®h
A(A,Z) b= >X&Z.

1 (Y',X) = X@Y gilt wieder:

Wegen der Identifikation L
(Xoh) (BY(f‘) = (X®h) (gef') = gef'oh!
b, « AAR) (F) =, (hef) = gof'=h'.
Wir zeigen: BI = Jy (G) = g. Sei beB = A(A,I), dann ist b' : I'—>A"
so, daB b'(IYC B<A' nach den Uberlegungen weiter oben, und
A A
Q, b(1) = b. Also gilt: ﬁI(b) = geb' = geb und wegen der
gok (1) = g(b).

Damit folgt f3; = g, also ge Q(ByX) und ngqﬂfﬁaﬂz supﬂ(&Yﬁg iigé{/\,<
YeA

b' =

Identifizierung H(I,B) = B: .

]

Beide Resultate zusammen ergebenile AXB und beschlieBen den Beweis.

(IV. 4) Dualitdt und normierte Halbrechtsideale

Definition: Sei A€B.

Ein Funktor S (.',A) : A —» B heiBt normiertes Halb-
rechtsideal in H(.',A), wenn gilt:

1) Fir jedes XeA ist jl(X';A) ein linearer Teilraum wvon
H(X',A).

2) Fir jedes XeA umfaBt (L(X',A) den Raum X®A der endlich-
dimensionalen schwach® -stetigen Abbildungen X' —7A.

3) Fiir jede eindimensionale schwach™-stetige Abbildung
f: X'—>A gilt Aflg= Ul

4) Fir einen A-Morphismus h : X—>Y gilt : 0(h',A)=

= H(h',A){_D.(x',A).




Bemerkung: a) Die Halbrechtsidealeigenschaft:
fog' =qQ(g',A)(f)eQ(Y',A) und
Ufog'lly =0Q(g", AN (A (I (g', AN tellpChgtiiiel
flir alle geH(X,Y) und fel(X',A).
b) [fll<lflly fiir alle f€Q(X',A), denn

N
Ifll = sup I f(x')ll = sup I fo(x")N
Px'ig 1 fix'<

N
= sup If ox'l nach 3)
Ix <1 @

{ sup Nf&f;'n= I1filq nach a).
Nx ' <1
Satz: Sei F:A-»Bein Funktor. Dann existiert ein Quotientenfunktor
S&J.',F(I)) von F, der ein normiertes Halbrechtsideal ist.
(Genauer: Es existiert eine natlirliche Transformation
¢ F—»ilé.', F(I)), sodaB fir jedes XeA ?X eine Quotienten-

abbildung ist).

Beweis: Wir definierencf: F-—»JlF(.',F(I)) durch F{X(fx)(x')=Fbﬂ fXL

erF(X), x'eX', Das ist eine natiirliche Transformation, denn fir

f : X—Y in A ist

F(X) P SH(X',F(1))
F(F) H(f',F(I))
F(Y) $V >H(Y',F(I)) kommutativ:

Sei fyeF(X), y'eY', dann ist [H(f', FII) @y (F) ] (y') =@dR)sf' (y")

il

FF'(y')) (fy) =

Fly'of) (f,) =




F(y")(F(£)(£g))

1

Py (F(£) (£2))(3") .

Weil HLPX(:EX)(X')H =l F(x") (N ="] - | £xl ist, haben wir
hell <1,

Wir definierenﬂfLF(X',F(I)) als im @y, ausgestattet mit der
Quotientennorm. Dann wird.fLF(.',F(I)) zu einem Funktor mit
Q(£',F(1)) = H(£',F(1)) | QL (X' ,F(I)) fur £ : X —>7Y in A.

Wir zeigen ‘2) :

F(I)®X bX , F(X)

i
X0 Px

H(X',F(I)) ist kommutativ,

wobei iy : X a;®x; > ZF(Qi)ai die Einbettung nach F(X) und

KX:2:353X1F~? S KXy a; die Einbettung nach

s 9
l,

H(X',A) ist.

Sei Zai® xieF(I)®X und x'e X'

[
..6
<
M
-
x>
o
x

gif?xaix(Zaie:xi)} (x")

fi

F(x')(EF(Qi)ai)

N
"o
= F(x xi)ai

> F( <xi,x'>11).a.

1

I

> </xi, x'y a;

= KX (Zai®xi)(x').
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T) gilt, dern nach Levin ist die von F(X) auf F(I)®X indu-
zierte Norm eine Crossnorm.

ged.

Definition: Sei () (.',A) ein normiertes Halbrechtsideal in

H(.',A) Gber A. Wir definieren das zu (2 (.',A) assoziierte

normierte Linksideal _(2™ (A,.) in H, liber A durch

A

QA X) = f FeH(a,x), Fogel | (Y',X) = XBY fir alle ge Q. (Y',A),

-y

YeA und || fll 4:= sup ﬂfog11'1 oo ot
O ge QUY',A),YeA L J
Fgn,<1

Der nadchste Satz und (IV.3) werden zeigen daB~Qf(A,.) tat-

séchlich ein normiertes Linksédeal in HA ist (f: 1d).

Satz: Sei F : A —— B ein Funktor, ¢ : F—(2(.'",F(1)) die
Quotiententransformation auf das normierte Halbrechtideal

aus dem letzten Satz. Dann ist DF =.ff(F(I),.).

Beweis: DF =A(F(I),.) fiir ein normiertes Linksideal A(F(I),.)

in HF(I) nach (IV.3) und die natiirliche Aquivalenz j:BF~JON(F(I),.)
war gegeben durch jx(ﬁ) = BI’ (3 e DF(X).

Wir behaupten: Wenn ge A(F(I),X) ist, dann ist auch ge Q*(F(I),X)

und jJigll q« Cliglty .
ge A(F(I),X) heiBt g = [&I fir ein (3« DF(X). Wir bendtigen ein

Lemma: Sei (>e DF(X). Dann gilt ker ¢ S ker (BY flir jedes YeA.

Beweis des Lemmas: Sei er F(y), fYG:kerY v das heiBt
Py(fy) =0,
(fY(fY) (y') = F(y')f‘Y =0, y'eY'.

Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm ((} natilirlich):




61

F(Y) By X@Y
(6) Fly') l X@y '
F(1) Lz X1 = X.

Wir nehmen an, das [3,(f,) # 0 ist in X3Y. Weil XeA ist, sind
die Abbildungen Xey' : XéY—~A7X§I = X, y'e Y' punktetrennend
(das sieht man sofort aus XBY = L1(Y',X), (X®y') u= uly')).
.Also gibt es ein y'€ Y' mit (X®y')(BY(fY) £ 0 in X, damit

auch ﬁIOF(y') (fY) % 0 nach dem Diagramm und das ist ein Wider-

spruch.

Wir verfolgen den Beweis des Satzes weiter:

(**) Da ker %‘Yé ker [} y 9ilt, kann [%Y so faktoriert werden:

F(Y) [y > X&Y

Ty ///ﬂ By

F(Y%ér$: L.(Y',F(I)).

Wir k8nnen das Diagramm (§) weiter zerlegen, und alles bleibt

kommutativ, weil?eine natlrliche Transformation ist:

F(Y) L S XY = L(Y',X)
W By
N
HQ@W;manuU
v |
: , 1,0
Fly') Qy',F(D) Xey' = L {y",X)
v
g F(I) =Q(1,F(I))
194
/,/

F(I) [z ey X®T = LY(IL,X) = X




?I ist die Identitat:
g7(a)(1) = F(1)(a) = aeF (1)

Sei fefl(Y',F(I)) und wie oben y'e Y'. Dann gilt:

‘@Y(f) (y") @Y(f) o §\ (1)

]

— A 1
By(f)° y' wegen L (I,X) = X

L0 By

]

= By, FI) ()

" A
= ! oyt
= P (foy')

= 31 (fo§'(1)) wegen (L (I,F(I)) = F(I)

Br (Fly"))

[}

»Iﬂf(y') = geof (y').

Also gilt insgesamt:

gof = (,‘IJ‘F = EY(f)&L1(Y',X) = X&Y und
0 ha ! PRI = IR0
fiir alle feQ(Y',F(I)); damit ist

gel(F(1),X) und gl o < IRl=llqll, .

Umgekehrt behaupten wir: Wenn g e _(L°(F(I),X) ist, dann ist auch
ge A(F(I),X) und gl
ge Q(F(I),X) heiBt gof‘el_s,

g\([

Yvy',x) = x8Y und

Clglp. ﬂflx( fir alle fe((Y',F(I)), Y¢A.

Wir definieren also fir YeA:

gof|i L1 <

(3 JF(I)) —> L1(Y',X) = X®Y durch
EY (F) = gof , FeQ(Y',F(I)).
[y ist dann linear und ﬂﬁYh {X\%Hwnf

Wir zeigen, daB Y-—> (5 y natlrlich ist.

b2
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b
Sei h : Y — Z in A. Wir miissen nachrechnenf das folgende Dia-

gramm kommutativ ist:

(v, F(I)) Py >y, x)
O.(h',F(1)) L' (ht,x)
v — v
Q(z2',F(1)) P Lz, x)

Sei fe (L (Y',F(I)). Dann ist:

L") Byte) = LM(h,x) (gef) = gefeon:

B,eQ(h',F(I)) (f) =(, (feh') = g-foh'.

Wir haben jetzt eine natlirliche Transformation
B () — =,

Wir definieren (3e DF(X) = n.t. H(F,> ) durch (3 = [i»7 ; das ist

X
als Komposition zweiér natlirlicher Transformationen wieder na-

iy

tirlich und [l £ JRET1@0 < “3”11f) also ist (be DF(X).
Wenn wir noch zeigen, dafB {LI = jx (P) = g ist, dann ist

Sei also acF(I); daflir gilt:

(EI(a) =EI° ¥ (a)

- a wegen F(I) =Q.(I,F(I))

i
)
—

= go-a = gl(a) wegen L1(I,X) = X, also [; = g und das

beschlie3t den Beweis des Satzes.

Korollar: Wie schon in der Definition behauptet, ist fir ein
beliebiges normiertes Halbrechtsideal Jl(.', A) in

H(.',A) Uber A 0O*(A,.) ein normiertes Linksideal.



Beweis: Setze F = () (.',A); es folgt alles aus dem Satz, wenn
gezeigt ist, daB dann ¢ = id ist. Sei feli(X',A) und x'e X':
Py(FIx") = F(x")f = L.((x")',A)f

A
= fox' = fox'(1) wegen (1. (I,A) = A

H
43
X

Also v (f) = f. ’ ‘ | ged.

P X

Bemerkung: Unter anderem haben wir folgende Ausagen iber die

Struktur von Funktoren A —> B gewomnnmen:

1) Der Duale eines Funktors mit verschwindendem wesent-

lichen Teil ist der Nullfunktor, wegen (IV.3)!

2) Funktoren, die das gleiche normierte Halbrechtsideal

als Quotientenfunktor haben, haben gleiche duale

Funktoren;

3) Dieser Dualit8tsbegriff ignoriert also die Funktoren

C 4] . —
7Fé und ker? SF fir F : A—B.

(Iv. 5) Reflexive fgnkto;en: A——>B

————

Satz: Sei N(A,.) ein normiertes Linksideal in H(A,.) Uber A,

B =A(A,I), C =,AX(E,I). Dann ist folgendes Diagramm

kommutativ:

A(A,X)

Ly | T

DD A, (X) Ix \7/\ (€, x)

64




65

wobei i : A, —= DD/\.A in (IV. 1) und j : DD/\A —r—f>/\xxc

A
in (IV. 3) definiert ist und K :/\Am’v /\éx eine natilirliche
Transformation von Norm {1 ist, gegeben durch:

Ky (F)(e)yx' > ={F'(x"), > , FeA(A,X),
ceC =AX(B,I)SB', x'eX' (= f'(x') €B).

Beweis: iy : /\(A,X)—-—->DD/\A(X) ist gegeben durch ix(f‘)Y(B) s{gx(f‘)

FUr X,Ye A, FEA(A,X), [LeDA,(Y); J DDAA(X%_»AXXHLX)ist

X
gegeben durch jx(o<) = X; fir o¢ € DD /\A(X). Sei fe A(A,X). Dann ist
fr{X')¢BEA' (vgl. (IV. 3)) und jyeiy(f) = i, (f) . Sei(beDA,(I),

also (31 = cs/\X(B,I) = C, und x'éX'; dann gilt:

[l

i (F)p ()
By (£)

ﬁlofv nach (%) aus (IV. 3),

[dgeiy ()] (P

]

alSD <JX ix(f) ((l)y X'> = pIof'(X')

LfF(x"), c?,

H

daher <Kx(f)(c), x'y =Lf"(x"), C> ’
wobei KX({,-):on i (f) ist und [ mit (7)1 = ¢ identifiziert wurde.

Der Rest ergibt sich aus K = joi. qed.

s
Bemerkung: Weil F'(X') <BCA' ist, faktoriert f " zu :
S~
A" ¢" : :
A" 5 /B°= B! ——= X" wund es ist C<B'. Also ist

r~
f‘”l C wohldefiniert und stimmt mit Kx(f‘) tiberein.

.. /\/
Uberdies gilt f"(C) & X & X.

Korollar: Sei F : A ——> B ein Funktor. Dann ist folgendes Diagramm,




in welchem A = F(I), B = A(A,I), C-AX(B,I) und K wie im Satz

ist, kommutativ:

- (42

DF J -> A(A,.)
L(2) l )
j(5>

D3F - > N¥te, ).

(2)

Dabei ist jedes KX eine Isometrie, weil jedes 1 x €S ist

(vgl. (IV. 1)).

Korollar: Die reflexiven Funktoren A —> B sind genau die normier-
ten Linksideale A(A,.) in HA iber A (AeB), flr welche
jede der Abbildungen

Kx : A(A,X) — /A (C X)

ein isometrischer Isomorphismus ist. Dann gilt auch A = C.

Beweis: Ein solcher Funktor ist reflexiv nach dem Satz, weil

i = J "¢ K eine natilirliche Aquivalenz ist.

(2)

Ist F reflexiv, so ist J > i eine natlirliche Aquivalenz:

F
) \\\\\\\éjifi
i
SBF—*—:£3L~>A(A,.) und
(2) .
F jiTled //\(l‘\‘..)
i

DDF i >/\(A,.) ist kommutativ. ged.
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Wir geben eine zweite Charakterisierung der reflexiven Funktoren:

_A_-_ﬁﬂn

Zitat: Sei F:A—->B ein Funktor und DF der zu F duale Funktor.
Dann ist ? :DF—?J}DF(.',DF(I)) injektiv, also ein isome-
trischer Isomorphismus.

Das ist Theorem 2, § 3 aus Mitjagin-Schwartz.

Satz: Sei F : A——>B ein Funktor, A = F(I), j(1):DFff>A(A,.),

B= A(A,I). Dann ist das Diagramm

F s Q)
. |
i
L .(2) 3 & ¥
DDF J AN (B,.) kommutativ,

wobei v : 0. ,A) — AX(B,.) durch(ﬁyx(h)(b), x9>=<ﬁ(x'),é>

fir he {L(X',A), x'eX' und beB definiert ist.

Beweis: Da fir alle XeA Px sur jektiv ist, geniigt es zu zeigen,

daB das Diagramm kommutativ ist, denn dann folgt auch, daB

yy(h) = B ==X, g (h)e AX(B,X) und y natiirlich ist. Dall(.',A)
Quotientennorm (bezﬁglich\f) trégt,.giltlhyﬁé 1, weil | j(ZL ill{1" ist.
Sei also fXGF(X):

5 i h) = i ().

Das k8nnen wir auf x € DF(1), alzbeB,'anwenden:

(318 oa,0] () e X8I = X. Sei x'ex':

<fj(2)x i (F )] @), xD= Cig(f ) (), x>

0

<0(X(’r‘x), x')

il

(Tox')exy (£y)

= dIaF(x') (fx)



= (Fix")(fy), b
=(gy (Fy) ("), b
=Yy Py (Fy) (b)) x'> .

Da b und X einander eindeutig eintsprechen, haben wir also

j(z)x Oix(fx) =\Pxoxfx(fx). qed.
Korollar: Da j(z)x fir jedes X€eA injektiv ist, folgt aus dem Satz:
N .o
1) kervlX 2 kertfx flir jedes XeA.
2) Wenn B auf A punktetrennend wirkt (nach (IV.3) also
z.B. dann, wenn F vom Typ > ist), dann ist Y x in-
jektiv und es gilt:
ker ix = ker P ¥ fiir jedes XeA.
Korollar: Die reflexiven Funktoren A —> B sind genau die normierten

Halbrechtsideale (.. (.',A) in H, lber A, AcB, fir die die

A
Abbildung y: (L (.'.A) —> (2)*(B,.), B = Q*(A,I),
eine natlirliche Aquivalenz ist.

Der Beweis folgt aus dem Satz und dem Zitat.

(IV. 6) ur Reflexivitdt von DF.

Satz: Sei F : A —»B ein Funktor und i'') : F — poF,1(?).DF —> DDDF
. die kanoﬁischen Transformationen. Dann sind folgende Aussagen
zueinander &quivalent:
1) DF is reflexiv
2) i(z)I ist ein Epimorphismus (hét dichtes Bild)

3) D(i(1))I ist ein Monomorphismus (ist injektiv).
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(2)y,;(2)_y

Beweis: Im Abschnitt (IV. 1) wurde gezeigt, daB D(i DF

(2) (1)
X

tenabbildung flr XeA ist. Also sind die Aussagen 2) und 3)

ist und speziell, daB i isometrisch und D(i X eine Quotien-

dquivalent und 1) => 2) ist eine Spezialisierung.

Wir setzen 2) voraus und zeigen 1).

(2)

Wir missen nachweisen, dall i X fir jedes X¢A ein isometrischer

. . . . . (2 . ..
Isomorphismus ist und wissen bereits, dal 1( ) eine Isometrie ist;

X
es bleibt zu beweisen, da0l i(i) surjektiv ist fir jedes XeA.

(2)

Wir untersuchen i

- 0(i‘")).DDDF — DF —> DDDF. Wenn wir schon
(2) ’

wissen, dal i oD(i(1))=Id dann folgt aus

1(2)p(11))

pppF ists
=Idppoeoxy und 120t in ™y g, dan 502
(1)

)

X

eine Quotientenabbildung und D(i eine Isometrie ist, also

X
speziell, daB il2) fir jedes XeA sufektiv ist.

(2)

zu zeigen. Weil i I

Wir haben also i(z)o D(i(1)) = Id

DDDF
dichtes Bild hat und eine Isometrie ist, also ein isometrischer

1somorphismus, und nach (IV.1): D(1(1)) o i(z) = Id

I I ) 9ilt,

DF (I

folgt (**) : 1(2} oD(i(1))I- IdDDDF(I)

Sei qe DDDF (X),X€A

X (1)

i(i)(1oi‘1))e DDDF (X).

Das kBnnen wir auf ¢ e DDF(Y); YeA anwenden:

(D) N ;02) ;0N
Lo DET Dy () x Oy )y ()

1]

(fx(7°1(1) ) e Y&X.

Da Id (?) = 7Y(f) ist, bleibt folgendes zu beweisen:

pooF (x) ()y

Fir alle X, YeA und jeDDDF(X), TeDDF(Y) gilt:



"

fo

t(?X(WOi(1))) =‘7Y(Y) in Y®X. Nun bringen wir Hilfsmittel aus
der Theorie der normierten Linskideale ((IV.3), (IV.5)) ins

Spiel. Zundchst dine Ubersicht:

500 L pF > A(A,.), A = F(I)

]

502V, por >A*(B,.), B =A(A,I)

j(3) : DDDF —> A**(c,.), € = A¥(B,I), E= A*X(C,I).
Damit reduziert sich die Behauptung zu:

Fir alle X,YeA und feVAxxéﬁ,X), ge,AX(B,Y) gilt:

Brgea™ ey ooregre Lhoyve,x);
dabei wurde die Beziehung (%) sus (IV.3)
(1) 1)y !

L?X(Wo i ) = {Io(q01 . )I
qY($) = 7I°‘f1' verwendet und

fI = g, qI = f geschrieben.

il

Wir wollen die Abbildung i(1) : F(I) A —>DDF(I) = C naher

I

beschfeiben:

(§)° i§1) (a) = i(})(a)I; das kann man auf

(36DF(I) anwenden, also (r = beB = A(A,I):

Fir agA = F(I) gilt j

i) (@ = Prle) = bla) =<a,b>.
(1)

Wir schreiben also fiir die Abbildung i [ ¢ F(I) —> DDF(I)

modulo j(i): DDF(I) = C g: A—C AX(B,I)E_B', definiert

il

durch<b, ¢ (a)> = <a,b>, a€A, beB.
Wir haben also zu zeigen:

t | oy ' . 1,9, .

(go €of')= fog in L (Y',X), wobei

L1(X',Y)-—9 L1(Y',X) der isometrische Isomorphismus hwh' ist.




Wir wissen, daB die Gleichung (¥#*) gilt, ’also gilt unsere Be-
hauptung fiir den Fall X =Y =1 :

Fir alle eeE = A*X(C,I), ceC = N*(B,I)

gilt: P(cocloe) =eoc' e L' (I,I).

e+ C—>1,e' =8:I—>EcC', &(1)

]
U]

¢': E—>B, c : B—>1, c' =2 : I—>C € B';
!
cot'oe'(1) = cot (e) = <€I(e), c>

eoc'(1) = e(c) =<Lc,e).
Damit haben wir : Fir alle ecE =A%cC,I),
ce€ = AX(B,1) gilt : {&'(e), ©=<c,ep>.

Behauptung: Fir alle X,YeA, f‘e/\xx(c,x), gé/\X(B,Y)

1

gilt: “(gee/of') = fog' in L' (Y',X).

Sei x'eX', y'eY', dann gilt es zu zeigen:
L goclo frix'),y'> =<Lfog'(y'), x'> . oder
<e'(Fr(x")), gy =<g'(y"), F'(x")>.

frix")e A**(C,1) = E, g'(y")e A™(B,I) =C

und wir haben gerade festgestellt, daB fir Elemente aus E und C

die Gleichung gilt. Damit ist der Satz bewiesen.

M
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(IV. ) Anwendungen

Alle Funktoren seien A —> B.

1) F=X,:A—>B, A€B,

* : F—?JlF(.',A) = L1(.',A) sieht so aus:
l‘fx(qu)(x') = {x,x"'y a, aoxeAgX,x'e X',
Daher ist DF =ll; (A,.) = (L1)*(A,.) = HA. Das ist schon

bekannt (vgl. Mitjagin-Schwartz).

2) F=1L(.",A) : A—> B, A¢B, wobei L(_)(’,A) = X®A der Raum der

schwach* - Norm - stetigen linea,ré’n Abbildungen mit Operator-

norm ist (vgl. Buchwalter).

(“ . F—v_{?_F(."',A) ist defin_i’ért durch

Ty (F)(x") = L((x')',/A\)(_fh NANNES
= fox' = Fl¥') in H(LA)
fir feL(X',A), x'eX'.

F F"’> I—(")A).

Also ist ¢ = Id
Daher ist HF = (A% (A,.) = L"(a,.) = L1 (A, )= Z )

wobei,ui(A,X) - A'®X ist.

rd A
3) F =L(A,.) : A—>B, AeB, wobei L(AX) = A'@X der Raum der kom-

pakten Abbildungen A — X ist:/ﬁ(i) = A'.
(f: F->_O_F(.',A') sieht sp”aus: 4

s

LA, x")(f)'= x'of = f'(x') fir

g x(F)(x")

gy (F1 )
feL(A,X), x'eX'. }/{so ist Tx(f) = f',

11F(.',A') = LAY, LIX,AY) = XQA';

DF =Q}%/.-) =LA, = LA, = 2

LA, X! (;)ﬁz‘xVGf’;‘f'(if) fir



5)

13

F=Hy : A=>B, AcA. F(I) = A'.

(f F—-b_(LF(.',A')

?X(f)(x') = H(A,x")(f) = x'of = f'(x'), feH(A,X), x'eX'.
kfx(f) = f',

DF =0* (A',.) =L (A",.) = =

Ao

F=H(.",A) : A—>B, AeB, F(I) = A.

F ist schon ein normiertes Halbrechtsideal, T : F— H(.',A)
ist die Identitéat.

DF = H*(A,.).

Behauptung H*(A,.) = 0,

Angenommen, es existiert ein féH*(A,X) fir XeA, f # 0. Dann

gibt es ein aecA mit f(a) f 0 in X. Es gibt einen nichtreflexiven

Banachraum Y in A; wdhle y"eY"\Y, dann ist {.,y" ) aeH(Y',A)
und nicht schwach® stetig.

fol., y"> a =<., y">>f(a) : Y'—» X ist auch nicht schwach
stetig, aber wenn feH*(A,X) ist, miiBte fold., y" aéL1(Y',X),
also doch schwach” stetig sein; Widerspruch.

Daher ist DF = 0.

Als Spezialfall ergibt sich : D(") = O.



H

Zum AbschluB beweisen wir noch ein Resultat, das in die Richtung der

lange gesuchten Gleichung DF = DFe ziehlt}

Satz: Sei F : A -—»B ein Funktor und g: F, —> F die Einbettung
des wesentlichen Teilfunktors. Dann ist flur jedes X e A die
Abbildung D(E)X : DF(X)-—7DFG(X) injektiv (und eine Kon-
traktibn).

Beweis: Sei qérDF(X) und D(a)X (ﬁ) = qoe,z O. Dann ist fiir jedes

YeA, yeY und a ¢ F(I)

il

O=7Y°£Y (a@y) 7Y°F(§) a

I

(X850 9 (a).
17(e)eX8I; Seiy# 0. . Damn ist

A A . .
(X@y)GqI (a) =(VII (2@ yeX@Y, also ist V]I(a)® y= O in
A
X®Y, daher ql(a) = 0 fir alle a¢F(I). Weil Xe& A ist,
ist die Abbildung g ¢ nh~911 injektiv, also ist 7 = 0.

ged.
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V. Darstellung von Funktoren durch Limiten.

In (V.1) zeigen wir zunichst, daB das Tensorprodukt von Funktoren

G8F (siehe (I.1)) sich als induktiver Limes von Riumen G(X)8F(Y)

in B, darstellen 148t. Wir wiederholen ein Ergebnis von Linton iber
die Darstellung von n.t.(F,G) als projektiven Limes in B, und beniitzen
dann diese Ergebnisée, um mit Hilfe eines Satzes iiber "objektweise
Berechnung" von Limiten in Funktorkategorien folgende Darstellungs-
sédtze liber Funktoren abzuleiten:

Jeder kovariante Funktor F ist induktiver Limes von Funktoren
ZiA"HB’ Dieser Satz wurde schon von POKASEJEVA-SHVARTS auf direktem
Weg bewiesen.

Jeder kovariante Funktor F ist projektiver Limes von Funktoren
gt . =5,

Jeder kontravariante Funktor G ist induktiver Limes von Funktoren
=, .5

Dann verwenden wir dhnliche Uberlegungen wie in (III.1), um zu

und ist projektiver Limes von Funktoren HA .-HB.

beweisen, daB jeder kovariante Funktor F als induktiver Limes von
Funktamﬂléﬂxdarstellbar ist. Ein analoger Satz gilt fir kontravariante
Funktoren. Dieser Satz wurde schon von MITJAGIN-SHVARTS formuliert, doch
der Beweis war falsch wie auch der, der von POKASEJEVA-SHVARTS an-
gegeben wurde.

Zur Definition von Limes und Spektralschar verweisen wir auf III.



1

(V.1) Darstellung von Géf und n.tHF,G) als Limiten in §1

K
Satz: Sei K eine volle Teilkategorie von B, G : K —B ein
kontra- und F : K —7 B ein kovarianter Funktor.

Dann kann G%F als induktiver Limes von R&umen G(X)@F(Y) in

§1 dargestellt werden.

Beweis: Indexklasse sei die Klasse aller Morphismen in 51.

Jedem A :X —> Y in K, ordnen wir den Banachraum RA = G(Y)®F(X) zu.

Jedes Paar (x,ﬁ) von Morphismen in K flir das das Diagramm

1’

X —2 5y

e

X
v
7 —F~—U kommutativ ist,
definiert eine Abbildung T/ e TTKV : RX —> R’wobei
A A A A —
T4 = GB)®F(a) : GIY)OF(X) —> G(U)®F(Z) ist. (R",Ti%) ist
klarerweise eine Spektralfamilie. Der Morphismus T) :R/\—-—-7 GéF

ist gegeben durch

H

Ma

Al . I3
™ (= g#c&fl)

((
i=1 X

1 gi@’”” 1?>i<) JY,Z)ZeK

.
It

M5

= (( G(A) g$®fi—)JX,Z)ZGK,

1

e
L

Man bemerkt, daB die Differenz beider Elemente in N liegt, also

T) dadurch wohldefiniert ist, und [Tl ¢ PAL gilt.

n . .
-, ~ 1 1y, _
T Th | iZ_1 gy ®Fy) =

n . .
= Tu( 2 GIP) gy®F(x) £3)

=
—

]
[}
o
o~~~
-
[{=]
~< b
®
n
2
—h
>
LA
N
~
~
o
=
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n . .
= (( Z 6(x) 6w G(P) gy@fy) dy )y,  modulo N

i=1
n i i

= (0= 6B 9y @ 5 Iy ) eex
=1 ’ -
AR i i

= (( = G} 9y ® f‘)() JX K)KeK
i=1 ’ =

n . .
— 1 1
= l)\( Z gY®fx).

Wir zeigen jetzt, daB G&F = lim (Rx,ﬁ/:\ ) ist. Sei A':—_lj1 ein be-
liebiger Banachraum und ’t)\: R’\~——>A eine Abbildung aus der Spek-

tralfamilie (R ,Tf/):) in A; dh es gilt ’f;\=/f/.°ﬁ/)‘\f'dr jedes Tf\ﬂé ’{_Ir/; .
Natéirlich gelte noch Y < og,

A
Wir missen eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung T : G&F —> A

finden mit Ty = e W)

Speziell soll fir XeK Tyo= T°\T1 sein; und das definiert schon
X X
. . ~ " A
die Abbildung T := Z=_ Ty = GOO® F(X) > A,
XeK X
= Xe K
Dann istT als Summenabbildung der '?,'1 linear und Kontraktion.

X
Wir zeigen, daB kerU 2 N gilt, also daB T sich iiber G&F fak-
i

S
torieren 18Bt. N wird erzeugt von Elementen der Form

'2 G(N) gi@ﬂi{ - Zgi@F(X) f>i< ,
1 1

XN: X —= Y und 2 gl ® ¢l GG(Y)‘QF(X);
i ”Y X
dabei kann A ohne weiteres als Kontraktion vorgegeben werden.

Wir haben folgende kommutative Diagramme:

A A

<<
X<
X—h
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welche die Morphismen

1 A — Ay
I >\Y= G(lY)QFO\) ¢ 11X und
1 — A
TF)\X.: G(,\)é F(‘IX) ¢ | {\x definieren.

: Yoo ~ 1
Es gilt ’t’1Y,'Tr>\= N und L1X. ;@AX=7:/\'

Y (Z 0 gyefy - Z gi@F(A) f)
1 1

=T, (260 glery) =T, (Sadord )
i Y

X ¢
=T »Tl1x ( > i®Fi) -T. —v (> i fi)
T 1y A ~ 9y ® Ty 1 PN S99y Tx
1 Y 1
= uC)\( Z g;@f;) - /L",\(Z g#@f‘)l() = 0.
l 1

Also ist T : GSF—~——;A wohldefiniert.

Wir zeigen ty= (o TA -

i

— — i
Teiipn ( 2 ngz;‘FX) =

i
) i i
=T (( 21 G(A) gy ® fx)éx,z)zeg
7 i i
= Ty 0 Z60) gyefy)
1
- . T,—1X ( 2 glofl)

Ty =2 i i
AN ey By

Also ist TA=T°17A; diese Bedingung hat auch die Gestalt von T er-

zwungen, also ist T eindeutig. qed.
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Satz: Sei K eine volle Teilkategorie von B und F,G : K —>B ko-
variante Funktoren.

Dann kann n.t.H(F,G) als projektiver Limes von R&umen
K

M(F(X), G(Y)) in B, dargestellt werden.

1

Beweis: Indexklasse sei die Klasse aller Morphismen in 51.

Fir A : X —> Y in 51 sei PX= H(F(X), G(Y)). Jedes Paar (x,(3) von

Morphismen in K fiir das das Diagramm

1’

X A >Y
4 Vs >U in K, kommutativ ist,

1

definiert eine Abbildung A e (ﬁ: PA > P, wobei
)

Tﬂ;= H(F(x), G(A)) : H(F(X), G(Y)) —>H(F(Z), G(U)) ist.

Der Morphismus 'TA: n.t.H(F,G)
K

> PX ist gegeben durch

TR = GO g = qys FON € HIFOO, 6(Y) fiir qe -t H(FG)

Dann sind IwA [ A “ﬁlﬂéd und A “Wé S TTfﬂ
F
A

Ko () = HIFGO, G(B)) (G(A)-v\x).
= G([%)ors()\)-v'XoF(o()
= G([)eG(A)eG(X)*Y,
= G(ﬁ)\d‘)’qz

= e(ﬁ)»h =Yy Flp) = v/*u]).
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Wir zeigen, daB n.t.H(F,G) = lim (PA,TTQ) ist.
K

Sei A ein beliebiger Banachraum und (%A) ein Familie von Ab-

/\.)\ -~ surl
bildungen T': A —>P" in B, mit TH-T"T" fir alle AR« Tl

und X‘ﬂ' . Wir miissen eine eindeutig bestimmte Abbildung

A

T : A—>n.t.H(F,G) finden mit ?Az ﬁAvT'.
K
1X ~1X .
Also muB speziell T " =T 7+°C fir alle XeK erfiillt sein, das
hei3t:
% —Tx
T "a) =T 7T (a) =’L“(a)x

Das nehmen wir zur Definition von T : T:A — n.t.(F,G) ist

1 K
definiert durch /t’(a)X = T’X(a) fir acA und XeK.
‘ 1
Dann ist T linear und sup‘lT'(a)xl< sup I T xRi all {{ all, also
X
Mlg 1. Wir zeigen, daB Xl—vf(a)x natiirlich ist. Sei A:X —>Y in
K, .

Folgende Diagramme sind kommutativ:

1 1

X X 5x Y Y 5 Y
A
1XT lk iw
und definieren die Abhildungen:
1
TT} = H(F(1X), G(A)) = P X > PX und
X
1 \
W? = HF(V), 6(1,)) : P '—> P,
Y
Es gilt ¥ 6 'f X = { und M o Y = ( , also

Ty



b

T)\ o'(‘:1x 1 )\ 1
Tx = TY das heiBt fiir
Ao x V(T (o= SO
ach i Ty T Te) = HIF(), Gl (T (a)y)= G(A)T(a)y
P (1Y< ) = HIFOD), 601, (T(a) )= T(a),+F ()
1Y a = \ /9 Y a v) = a Y 9
also G(X)ft(a)x ='T(a)YoF(A) und das ist die Bedingung dafir,

daB X — T (a), natiirlich ist.

X

~ A
Wir zeigen: T = T +% fir A: X —> Y  in K

Sei atA; dann ist

Tt (a) G(A) T(a)

X
HF(1,), G(N) (T(a)y)

il

(a)

= T (a).
\
Also ist die Gestalt von T hinreichend fiir die Faktorierung von(%/)
tiber T zu Wk ; sie ist aber dafilir auch notwendig, denn sie wurde

aus dieser Forderung hergeleitet; damit ist T eindeutig. ged.

Dieser Satz stammt won Linton.
Der genau analoge Satz gilt filir kontravariante Funktoren F und G

(man bilde K°P).

(V.2) Darstellung von Funktoren als Limiten von Funktoren

- - . ALB LA
ZpeoHgy Z,poH, H H™, H7eHp in Funkt (£1, §1).

K sei eine volle Teilkategorie B. Im folgenden kann K, immer durch

1

eine beliebige Kategorie [ ersetzt werden, wenn die Funktoren
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K —— B durch Funktoren C ——4>§1 ersetzt werden.

Zundchst filhren wir ein Resultat von Mitjagin-Schwartz an, das

wir auch beweisen, weil wir spater auf Details zuriickgreifen missen.

A
Satz 1: (SX,W)A) sei eine Spektralfamilie in Funkt (£1,§1), die

nur aus kovarianten (kontravarianten) Funktoren besteht.

Wenn flr jedes XéK der induktive (projektive) Limes der

A _ 2 -
Spektralfamilie (S}(X),I'AJX) = g“xx' M G'ﬁ;~f ) existiert,

dann existiert auch der induktive (projektive) Limes der

A

X
Spektralfamilie (", lT.) und fir jedes X<K gilt:

/A
A
[1im (57,7 )] (X) = Lim (5 (X), TIL (X))
A . —A
([ &im (s 20700 = Lim (s (X), TILO)).
Beweis: Wir bewiesen nur die Aussage filir kovariante Funktoren und
induktive Limiten - der Rest geht analog.

Wir definieren den Funktor F : K —— B durch F(X) = lim (SA(X),

'ﬂ;(X)) fir XeK, vermittelt durch ﬂx(X) : SA(X) —> F(X).

A A

Sei f : X—=>Y in 51. Dann ist die Familie (WK(Y)O S (f)) +: S (X)—

— SA(Y)-—~>F(Y) eine Abbildung aus der Spektralfamilie

A
(8 (), T (X)) dn FY), denn Ty (Y)es (£ o T (X) =To(N)+TA(Y)+S4(F)
- ° *
=1u(Y)e ST(F),
weil'ﬁi: SX-*O 5/" eine natiirliche Transformation ist. Daher gibt
es genau einen Morphismus F(@) : F(X) = lim(SA(X),TT)(X)) —>F(Y),
: — "~

der T)(Y)o SA(f) = F(})>T)(X) erfillt. Aus dieser Gleichung folgt
auch schon, daB 1) : SA—a F eine natirliche Transformation ist.

1
VF(f)N (fl gilt, weil F(J;U f) B,-Morphismus ist, also

(F(—= #) < 1 gilt.

Hf

Die restlichen Eigenschaften eines Funktors: F ist linear,
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F(fog) = F(f).F(g) und F(1X) = 1F(X) folgen aus dieser Eindeutig-
keit.
Der Rest des Beweises ist Standardargumentation:

Man berechnet alles objektweise.

Satz 2: Sei F : K —»B ein kovarianter Funktor. Dann ist F in=-

duktiver Limes einer Spektralfamilie von Funktoren der

).

Y

Gestalt ZF(X)°H‘ in Funkt (K,, B,

A A
Beweis: Nach Satz 2 von Cigler ist H @K F = F, also HA®K F=F(A)
fir AeK.
Nach (V.1) ist
HAG F =  1im (R (A), T4(A))
KF = im , | ,

]

I
wobei fiir A\ : X — Y in K, der Raum RA(A) H (Y,A)®F(X) ist,

i e T« rRMa)
X /\ >

Y
(%) X /l(S
U

Z Vi in 51 und die

* A
Gleichung‘T{ (A) = H(G,A)<@ F(X) gegeben ist und der induktive

1
> R#(A) durch das kommutative Diagramm

A
Limes durch die Abbildungen ) (A) : RX(A)—ﬁ>HA!®K F vermittelt

wird. Dabei ist

it

((Z hieF(\) f)i()J )

Y,Z

- i i
T(A) (Z hy @ fy) 7ek

)

]

iy AL
((ghY,meJx,Z ek

- . /\
flr Z h¢®f; e H(Y,A)® F(X).
{

&’U&) sei definiert fiir A : X —>Y in K, durch

(R 1
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A

A A
R” = H(Y,.)@F(X) = = R

o H und '[T';“\ c—ﬂf\’ —_— R/Adurch

Fix) Y

das Diagramm (%) und

TA HCp, . )® F(X).

Dann ist (RX,TI';\‘) eine Spektralfamilie und fiir jedes Ae¢K existiert

X

J;Lrg (R°(A), IT’)‘\ (A)) und ist gleich F(A). Daher existiert
1lim (R)\,
—

induktive Limes durch Tl,\: R)——-—> HéF = F vermittelt wird. Wir

) und[lirg (R, T6)](A) = F(A) nach Satz 1, wobei der

missen noch zeigen, daB fir
X
/A

[llm (RX _Iﬁ]((f ist die eindeutige Abbildung, zu der die Familie

A —>B in K |lip (RY,T ]9 - HOF (¢) = Fly) ist.

ll;\(B)o R (({?) : R (A) -->R\(B) ~—7H®F(B) faktoriert.

Nun ist aber fir &_ hi@f; R’\(A):
HBF (¢ )Ty (A) (Z hy ®F))
A
= HOLPOF (Zhg-he ) dy )y

]

(Z ¢ Y°>\®f‘ Jx 2)7ek

T\ (B) (2 cfoh;(@f)'()

MBI H(Y, ) B F(X) (Zhy @ fy)

"

TA(B) o R'\(cf) (Z hi@fi),

also HéF(‘fWT,\(A) = Ty (B)°R>\(‘f).
H&F((f)DW)\(A)) ist eine Abbildung (R (A),T/:\ — HéF(B) und
faktoriert eindeutig zu H®F((?), also auch(’()\ (B)° R )\((f)))

Damit 1stLlJ_m (R'\ Tﬁ ] (T = H@F(Y) = F((f und der Satz bewi€sen.
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Pokasejeva -
Dieser ist bekannt. Er wurde von™ ’§bhwartz durch direkten

Ansatz bewiesen. Wir haben hier einen Beweis lber das Tensorprp-
dukt von Funktoren gegeben, der vielleicht nicht kiirzer, doch
einsichtiger ist. Nun formulieren wir denselben Satz fiir kontra-

variante Funktoren.

Satz 3: Sei G : K —> B ein kontravarianter Funktor. Dann ist
G als induktiver Limes von Funktoren der Gestalt

b °HX in Funkt (§1 darstellbar.

G(Y) »By)

A A
Beweis: Nach Cigler, Satz 2, gilt G % G, und G@HA =
lig>(Rx(A),'ﬁ>(A)), wobei RA(A) = (Y)®FHA X) ist fir A : X— Y
in 51. Genauso wie bei Satz 2 folgt, daB die Spektralfamilie
(R) 1T;) F als induktiven Limes hat, wobei flr A\ : X —Y in 51.
A A X . .

R%= G(Y)®H(.,X) = EEG(Y) o H” ist und das Diagramm

X X 5 Y

X T(B
\Y
Z Vit > U

die natirliche Transformation

A G(p) B H( )GTTA bestimmt
I/A‘- ® O,D( /o\ - . ‘
Der induktive Limes ist gegeben durch ) : Fi'\‘——> GéH,

((2 6\ ay@hy)d

= i i
(A (& gy @hy) X,7)zex

((Z gy ® hehy) Iv,2)7x

. - A
fir Z gioh ¢ RMA) = G(Y) ® H(A,X). qed.
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Satz 4: Sei F ¢+ K —>B ein kovarianter Funktor. Dann ist F als
projektiver Limes von Funktoren der Gestalt HF(YZH in

Funk t (51,§1) darstellbar.

Beweis: Wir verwenden das Yoneda-Lemma:
F =n.t.H(H,F), n.t.H(H,,F) = F(A). Jeder Raum n.t.H(H,,F) ist
K K A Kk A
projek?iver Limes der Spektralfamilie -
-
(PA(A),IIP(A)) in B1 wobei flir A : X —> Y in 51
P (A) = H(H(A,X), F(Y)) ist und ein kommutatives Diagramm:
X X > Y
(%) 0{[ j/())
z fk u in £1 eine
Abbild ‘VX(A) = H(H(A,X), F([5)) ¢ ‘HX (A):
i1laung “/A = ’ ’ (S M .
Pk(A) —2 PﬁYA) bestimmt. Der projektive Limes ist festgelegt
—_ A
durch die Abbildungen HX(A) .t.H(HA,F)'~9 P (A), definiert
K
- \ - "
] P = \ L = { ] & . . 9 .
durch T7*(A) (7) F(A) 7x 7Y H(A,)) fir g€n ; H(H,» F)
. . PR B
Die Spektralfamilie (P ,TTF) in Funkt (51,§ﬂ, gegeben durch
Pl HHC, 0, FOY) = WO WX fur N X —— v in K, und
A
W; = H(H(.,x) F(F))r P p'—> P/ fiir ein Diagramm (*#) er-
flillt also die Bedingungen von Satz 1.
Daher existiert éig (PA,TTﬁ) in Funkt (£1,§1) und

A ’
[Lim (P*, T WIA) = n.t H(H,F) = F(A) fir jedes AckK.
K
Wir miissen noch zeigen, dalB fir Y tA —7B in K die Gleichung:

[ Lim (P, ](xf H(HgF) = Fq) gilt.

- — X
{1lim (Px,?!f)j(v) ist der elndeutig bestimmte Morphismus
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n.t.H(HA,F) -?n.t.H(HB,F) zu welchem die Familie von Abbildungen
K K .
PX(Y)°‘HA(A) n.t.H(HA,F)—~4>PA(A)-——>PA(B) faktof%ert:
K

P ‘(cl))oTT}‘(A) - B) [Lin (P4, TN ().

. —\
JH(H,,F): TT(B) e n.t.H(H,,F) (»)
k A K ! [

TA(B) (yoHlg,)) =

Nun gilt aber fﬂrje—n.t

]

F(!\)"‘"x" H(‘F’X)

|

H(H(y,X), F(Y)) (F(Mu«? x)

(]

PA(Y%WX(A) (7).

Also gilt UX(B)on.t.H(Hf,F) = PX(Y)vTrk(A), daher ist wegen der
K .
Eindeutigkeit der Faktorférung

- X .\, ‘ ,.\"’
C lim (p",?r/‘)j(zf) = n.t.(HT,F) = F“f)

L2l K
und der Satz bewiesen.
Der analoge Satz gilt nhatilirlich fir kontravariante Funktoren:

Satz 5: Sei G : K —B ein kontravarianter Funktor. Dann ist G als

projektiver Limes von Funktoren der Gestalt HG(X)oHY in

Funkt (51,§1) darstellbar.

Beweis: Wir benutzen das Yoneda-Lemma fiir kontravariante Funktoren:

n.t.H(H,G) = G, n.t.H(H*,6) = G(A).
K K

Jeder Raum n.t.H(HA,G) ist projektiver Limes der Spektralfamilie

A

K
(A)), wobei BACA) = H(H(Y,A), G(X)) fir A: X—>7Y in

(PAay, T

K,ist.

Genauso wie in Satz 4 folgt, daB G projektiver Limes der Spektral-




(o™
o

)
X,]T#) in Funkt (K, B) ist, wobei

HG(X)

familie (P

A

P o H, ist fiir A : X —>Y in K, und

=H(H(Y,-)1 G(X)) = Y

ein kommutatives Diagramm

z A U in K,
. . ) hY . . ,
eine Abbildung WW~= H(H(p,.), G(x)) eTl & bestimmt. Der projektive

" Limes ist gegeben durch die natlirliche Transformation

X

mX: G = n.t.H(H,G) > P

K

A ) () = B0 gy =y KA

’r‘fjrv‘en.t.H(HA,G) = G(A). qed.

)
(V.3) Jeder Funktor ist induktiver Limes von Funktoren%é}HA,
(k3 l

Wir beweisen folgenden

Satz: Sei F:K -—> B ein kovarianter Funktor. Dann ist F in
Funkt (51,§1) als induktiver Limes von Funktoren &H, dar-
stellbar, wobei %HA;(X) = %H(A;,X) ist,

Die Beweisidee hat sich aus der von (III.%1), d.h. direkte Summe

und Differenzkern, entwickelt.

Beweis: Wir definieren zundchst die Spektralschar. Ihre Index-
klasse {. besteht aus zwei disjunkten Teilen A und A.A ist

die Klasse aller
n

X== (X.,x.) } , wobei X.¢K und x.cOF(X.) fir i=1,...,n ist.
R i = i i
Fir jedes:\EAist der Funktor R': ﬁn-%.§ gegeben durch

n
R) = >, H(X.,.), wobei > das Coprodukt in B bezeichnet,
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A < =
also R™(X)= > H(X;,X) und R*(f) = > H(X,,f).
i=1

Die Abbildung T»’/\: RA —> F ist fir A¢K durch ?F)\(A) ((f;) )=
i=1
= C:' F(?" ) x X f'Ur i \62 H(X,,A)= R)‘ gegeben.
i=1 i=1 i=1

H/\(A) ist als Summenabbildung der Bewertungsabbildungen f: - F(f*‘i)xi
linear und von Norm £ 1, da alle l/xiN €1 sind.

Wir zeigen: A h%ﬁ)\(l\) ist natiirlich:

Sei g : A —>B in K und ((f‘i)i:1 )éi H(Xi,A)=R)\(A)
Dann ist ' =

T, (B) e RA(g) ((F.)

111

)

)

n
WA(B)oi;mxi,g) ((f;)

i'i=1

]

n
Tr)\(B)( (gef.);_4)
n.
Z F‘(QO‘Fi)Xi

i=1

n

"

Fla) Ty (M) ((F), ).

Die Indexklasse /\ sei halbgeordnet durch Inklusion:

) k '
Fiir >‘={(xi’xi)i:1}é A:{(Xi,xi) ::1} sei'ﬂ"ﬁ\\ : R/\"»—> R)\die

kanonische Einbettung der Teilsumme:

n n+k
> HX,.)—> > H(X
ey 1=

)\ hingegen sei die Klasse aller d =(\,X,f) fir A= {(xl Al 1} A,

XeK und f= ((f‘i)i;\éORA(X) OZ H(X,,X) mit
n

TI' (X) “F = F('F)X = 0.
) Z; FUox

Der Funktor RJ: K B’ sei durch R‘J= H(X,.) definiert.

) —_ -
Fiir o{%é in A sei “é‘ = 9‘ und fir (S:: (X X,f) wie oben sei

ﬂ? RCS—~?RA definiert durchwg‘.z{‘ﬁ)‘, D}, also eine zwei-

J
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elementige Menge, wobei ‘ﬂ?: RJ—5 Rxfﬂr héRJ(A), AeK durch
T A (h) = RAR) () =
= §n: H(X;,h) (F)
i=1
= ((hef), )eRMA)

definiert. ,

.y . ‘T’\ X ' .
Fir }x?)\ sei [J ={T>\°W(}\,Oz, sodall also (Rw'Tﬁ)we_O_“'Au/\ eine
Spektralfamilie ist.

Die Abbildung TB : RJ—+ F sei die Nullabbildung; da klarerweise
t

(WX)AG/W eine Abbildung aus der Spektralfamilie (RA,gi) F

in
N AEN
ist und ﬂkoné = 0 ist, ist insgesamt (T7,)qe () eine Abbildung
T
(RO, 11 e e N>F:
A A Y
T&(A)O Te(A) (h) =mw\(A)eRA(h) (f)

d
n
> Fhof.) x,

i=1

]

n
F(h) > FOF, ) x,
=

1

]

]
o

F(h)TH(X) (F)

Wir zeigen nun, daBl F der induktive Limes der Spektralfamilie

’

W T : ot
(R 9l‘w)megzln Funkt (51,§1) ist:
Sei G ein kovarianter Funktor und ctw)we~Q.’ (R“,Tag) —> G eine
Abbildung aus der Spektralfamilie in G, das heiBt T ,: R —>G

\ '
in Funkt (K,,B,) und T,»T5 =T, fir @3¢ in .

Wir miissen eine eindeutig bestimmte natiirlithe Transformation

~

U: F —>G mit T, =T, fiir vel2 finden.

-

Zb(A) (f) fiir ein solches we (2 und

Diese Bedingung k&nnen wir schon als Definition verwerden:
Fir f,e F(A) sei T

A a (Fa)
feR®(A), daB T{A) (f) = f,eF(A) ist.

(f



Da fur /\={(A,”h”f‘A)}é/\ und
Felr, 1, e®(a) = HA,Q)
- 4 . . ~ . ..
TT/\(A) (f) = JifA,f! F“A)H—‘ﬁ\_” f‘A = fA‘ ist, ist (‘A damit fiir jedes
fAE F(A) definiert, wir miissen jedoch noch zeigen, daB TA wohl-

definiert ist. Da flr JQA "ﬂ’{g = 0 ist, miissen wir zun&chst zeigen,

—_
daB alle ch = 0 sind.

A —
— 1 TN :
Das folgt aus: Ld =7 0lir fur dr = (A\,%X,f), also fiir De !/dﬁ:bos’sz\:AaD = 0.
{ /\\ i

s - i
Seien jetzt,>\,>\é/\ , f‘eR‘A(A) und §eR)‘(A) und

MA) (f) = f, =T"(A) (g) eF(A).

A
Wir missen zeigen, daB dann Z)\ (A) (TE) =/LV/\'(A) (g)e G(A) gilt.
Dazu bilden wir m= Ao,

Dann ist Tu(A) (T4(A) (F) =T (A)@)

/

T (A) TR (F) = T, (A) T(ANE)
/

]

) P
= Ty (W) - TTy(A) (3) =0
sei x = IT)1A) () = TH(A) (8) ll gy und B = 1 (T () (F)= Ty (A) (7))

ce ORM(A).

Dann Tr/A(A) (h) = 0 und es existiert ein Index { = (/«, A,F)eA .
Fir r.1AeRJ(A) = H(A,A) gilt:

0= B(r.1A) = ’L’J(A) (r.1A)

= Tu(A)oTH(A) (x.1))

]

» -
’t’/‘(A) R (r.1A) (h)

’E’,‘(A) (r.h)
- r M =
= LF(A)Wf(A)(f‘) -'[:,‘(A)TF)\‘(A) (g)

also T, (A)(F) =Ty (A)(g).

Q’A : F(A) —> G(A) wohldefiniert.

Nun zeigen wir, daB'"(fA linear ist.

’t‘A ist homogen, da fir AeA und FerMA) mit T, (A) (f) = foe F(A)

Damit ist



TT)\(A) (rf) = rf‘AeF(A) gilt und daher ?_'A(rf'

r. T\ (A) (f) = r"t’A(fA).

Wir zeigen, daB "CA additiv ist:

A A

\ -
Seien 'FA, gy € F(A), dann existieren)\,xel\, feR"(A), geR "™ (A) mit

M(A) (f) = o my(A) (g) = gy -

Sei wieder M= Ao A . Dann ist
Tw (M) TR(A) (F) =my(A) (F) = f,
-'T/“(A)THAA’(A) () =my(A) (3) = 9 und

TLATA(A) (F) +T(A) (9)) = £, +9,,
daher ist

Ta(Fa+d,) = T(A) (MROA)(F) +1fi(A) (3))

I

]

TR TR(A) (F) + Tu(A) THR(A) (T)

T (A) (F) + Ti(A) (3)

='C'A(T°A) +TA (gA)-
- Wir zeigen: K’CAH < 1.

S f‘AeF(A), | full £1. Dann existiert ein A€A und fe R'\(A) mit
llf‘UR,\(A A"
Daher istll”tA (F) =N Th(A) ()] <hfl € 1, alsoﬂ’ti\ll £1.

)41 (siehe oben) und T (A) (F) = f

Wir zeigen, daB Aw> ’CA natlirlich ist. Sei g : A —> B in K und
f‘AeF(A). Es gibt AcA und FTe R)‘(A) mit Ty(A) (F) = f‘A. Weil

m\* RX—-7 F eine natiirliche Transformation ist, gilt
F(g)f, = F(g) M\ (A) (F) =
=m(B) RMg) (F), also
T (B) RMg) (F)

G(g) T)(A) (F)

T Fla) F,

H
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weil auch QQX‘ Rx —> G natiirlich ist. Diese Gleichung zeigt,
daB ¢ :F—> G eine natiirliche Transformation ist. Schon nach
Definition gilt ’L"AOT",\(A) = ’C>\(A), also ToM\=T)und auch die
Eindeutigkeit von T folgt bereits aus der Definition.

XWir haben also den Funktor F als induktiven Limes der Funktoren

' -
R" und R' dargestellt; dabei sind die R’ fur =(\, X, )

gleich HX , die RX jedoch sind Funktoren der Gestalt

n

= H(Xi,.) ; es ist nicht gelungen, in kanonischer Weise einen
i=1
Banachraum Z zu finden, sodaB der obige Funktor gleich H(Z,.)

wire, und das ist ein gewisser Schonheitsfehler dieses Satzess
-‘qed
Auf analoge Weise beweiBt man den folgenden
Satz: Sei G:K — B ein kontravarianter Funktor. Dann ist G
in Funkt(g1,§1) induktiver Limes einer Spektralfamilie

n
von Funktoren der Gestalt o K
i=1
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VI. Die Kategorie W der Waelbroeck-R&ume und die R&ume n.t.U%,F),

n.t. &(F,%{)

Mit Hilfe der Darstellung des Dualraumes eines Banachraumes nach
Waelbroeck geben wir zund@chst eime Realisierung der dualen Kate-
gorie EOP von B als die konkrete Kategorie W der Waelbroeck-

Rdume an. Flr Funktoren 4% : L —>W wund F:L — B definieren wir
natiirlichen Transformationen 1} q —7 F , Y:F ~%ﬂg , dann den
Banachraum n.t.L(q,F) und den Waelbroeckraum n.t.i(F,%). Dann be-

C
weisen wir S&dtze, die dem Yoneda Lemma verwandt sind.

(VI.1) Die Kategorie W der Waelbzoeck-R&ume:

Definition: Ein Waelbroeckraum ist ein Vektorraum X Uber dem

GrundkOrper I zusammen mit einer absolutkonvexen absorbierenden
Teilmenge O X von ¥, die mit einer kompakten Hausdorff-Topologie

T ausgestattet ist und fiir die folgendes gilt:

1) die Abbildung x '——> a;x von OX in OX ist stetig fir alle a =0OX,
2) der Ursprung in (OX hat eine Umgebungsbasis von absolutkonvexen
Mengen. -

Wir nennen OX die kompakte Kugel von X

Lucien Waelbroeck hat folgenden Satz gezeigt:

Ein Waelbroeckraum ¥ ist Dualraum eines Banachraumes )f*; dabei
ist OX¥ die Einheitskugel und T die Einschrankung der schwach -
Topologie auf OX . Der Banachraum ¥%ist bis auf isometrische
Isomorphismen eindeutig bestimmt und ist der Raum aller Linear-

formen auf X , deren Einschrankungen auf OX U -stetig sind, aus-
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gestattet mit der Norm der gleichmaBigen Konvergenz auf OX .

. * . . . .
Die "schwach -Topologie" auf X kann man auf zweierlei Weise aus

der Topologie T auf O¥ gewinnen, ohne auf den Raumi?xzurﬂckzugreifen:

Sie ist 1) die feinste lokalkonvexe Topologie auf X , aie die
Inklusionsabbildung (OX¥,%)—* X stetig macht
2) die feinste Topologie auf X , die die Translatiomwund
Homothetien (x-» r-x) in X und die Inklusion (D¥,T)~— X
stetig macht.

(vgl. Buchwalter).

Definition: Die Kategorie W hat als Objekte alle Waelbroeckr&ume

unb als Morphismen lineare Abbildungen, die in den schwach‘-Topo-
lobien stetig sind.

Sopche Abbildungen sind schon beschrankt, denn eine schwach‘kompakte

Mﬂnge ist schwach” beschrénkt, also Norm-beschrénkt.

Dﬂe Kategorie ﬂ1 hat als Morphismen schwach” stetige lineare Abbil-

dungen, die kompakte Kugeln in solche abbilden.

Dﬂe Kategorie ﬂ1 und ihr Zusammenhang mit §1 wurde von Buchwalter

untersucht.

W ist B°" und W, ist B,°P. Die Funktoren der Dualit&t sind

'+ B~—W bzw ':51..4>w und  * W —>B bzw. *

ﬂ1 —_— .B.1 .
Sie wirken auf Morphismen durch Transposition und sind zuein-
ander inverse kontravariante Funktoren.

In B ist der kontravariante Funktor ':B —>B zu sich selbst

adjungiert zur Rechten: H(X,Y') = H(Y,X').
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Darauf wende man den Dualit&tsfunktor ':B —>W an: W(Y'',X")=H(Y,X').
Dabei ist X' links Element von W und rechts Element von B : wir
schreiben also b(X') fir " X', als Banachraum aufgefaBt" und haben
dann sofort W(Y",X') = H(Y, b(X')), die Adjungiertheitsrelation

fir ¢ ":B —> W ist linksadjungdert zu b:W —> B.

Ein W-Morphismus ist genau dann ein Monomorphismus, wenn er in-
jektiv ist, und genau dann ein Epimorphismus, wenn sein Bild
schwach*—dicht ist.

Produkte in W sind karlesische Produkte der Vektorrd&ume, ausge-
stattet mit der Tychonow-Topologie der Faktoren. Die Coprodukte
lassen keine einfache Beschreibung zu (vgl. Buchwalter).

Wir filihren noch folgende Funktoren an:

L :WxDB-—B, L(X,Y) ist der Raum der schwach®-Norm-stetigen
linearen Abbildungen ¥ —> Y, ausgestattet mit der Norm der gleich—
mé8Bigen Konvergenz auf OX.

L BxW-—>W, i(X{%) ist der Raum aller beschrankten linearen
Abbildungen X —> bﬂg, ausgestattet mit der Topologie der punkt-
weisen Konvergenz auf X. i(xJ@) ist also abgeschlossene Teilmenge

T
von Uy qg

Die Transposition (f— F#') liefert in beiden F&llen natlirliche

Aquivalenzen: L(¥,Y) = L(Y',¥*) und i(X,W) = X(?r,X').

Das projektive Tensorprodukt 3(579 in W zweier Waelbroeck-R&ume
¥ und’w ist definiert durch:
f%@ﬂg: (B(X,W))', wobei B(X,W) der Banachraum der schwach® x

schwach*-stetigen Bilinearformen mit der Norm der gleichmaBigen
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Konvergenz auf OX x O”Lg ist.
Der Symmetrie halber geben wir die duale Charakterisierung des pro-
jektiven Tensorproduktes X&)Y zweier Banachr&ume X und Y an:
XeY = (B(x,Y))*, wobei B(X,Y)
der Waelbroeckraum der beschré@nkten Bilinearformen auf XxY ist,

ausgestattet mit der Topologie der punktweisen Konvergenz auf XxY.

Alle Funktoren, die wir betrachten, seien wieder zul&ssig, das
heiBt zum Beispiel fir F:W — B :

F ist linear auf den Morphismenrdumen und |F(f)) < llb(f)I,
und fﬂr/ta :B —> W:

/Lﬂ ist linear und nb(q(f))ﬂ < hel.

Sei X ein Banachraum. Wir haben wie in der Einleitung das kommu-

tative Diagramm natlirlicher Transformationen lber W:

X'® . X,

:| I

Viox,.) — T 5 xe

el

wobei VU (Z x;'@y;) = E<.,xi'> y; it 2 x.'® y; € X‘@Qf() ist
und i“x,ﬂg) der Quotientenraum (in W) X‘@’VJ/T—"(D), X'é—@nf/a der
AbschluB von "C(X'é'l/‘)) in ‘L(X,qﬂ) in der induzierten Topologie.
Wieder sind &quivalent:

1) X genligt der Approximationsbedingung

21(x, )

L(x,.). (vgl. Buchwalter).
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(VI.2) Der Raum n.t.L(g,F)

Definition: Sei C eine beliebige Kategorie und F : C —> B, {J:L — W
Funktoren, beide ko-oder beide kontravariant.

Eine Zuordnung T , die flir CeC durch ¢( “*’?CéL(%(C), F(C)) de-
finiert ist, heiBt natlrliche Transformation von Ag in F, wenn
gilt:

1) Fir jeden Morphismus f : C — €, in C ist F( { YC {ﬂ

Q(C), F(C )) im kovarianten Fall oder ? '{(f = F({) ?C

in
L(%(C1), F(C)) im kontravarianten Fall.
. .= €y Py
2) ﬁf}l 1= supzﬁtfc“, Cel§ < oo
Fir jedes C<C ist also ?C :(5([:)_-»> F(C) schwach” - Norm-stetig.
Satz1: Wenn die Klasse aller nattrlichen Transformationen 4?-—>F

eine Menge ist, dann ist sie ein Banachraum mit der oben

angegebenen Norm, der mit n.t.L(?,F) bezeichnet werden soll.

Beweis: Die lineare Struktur auf n.t.L(g,F) ist. objektweise

definiert: = (TC + 7C)C&C' Man prift leicht nach,

Weleer * Uc)cec
dalB ($C+7C)C6C wieder eine natlirliche Transformation ist und daf3
(n.t.Hq,F), ) . 1) ein normierter Raum ist. Die Volls tdndigkeit

zeigt man, indem man zu einer Couch yfolge den Limes objektweise

konétruiert.

Satz 2: Sei F : W —> B ein kovarianter zuldssiger Funktor und

XeB. Dann ist n.t.H(biX,F) isometrisch isomorph zu F(X")
W
und zwar natirlich in X.

Bemerkung: b:{x : W > B

x () = bL(X, M) = HOX,b(W).
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Man konnte jetzt vermuten, dafll man das Yoneda Lemma anwenden kdnnte,
wenn man W mittels b in B einbettet. Das ist deswegen nicht der
Fall, weil b(W) keine volle Teilkategorie von B ist (es gibt

f «+ X! —>Y', die nicht schwach*-stetig in X' und Y' sind), und

das Yoneda Lemma nur auf vollen Teilkategorien von B gilt.

Beweis des Satzes:

Sei!fe n.t.H(bﬁX,F). Wir wollen die Beweisidee des Yoneda=-
Lemmas imitieren und benStigen dazu ein mdglichst kanonisches
Element in einem Raum bi(X,%),’Mé?ﬂ. Wir wahlewn (ﬁ =X" und die

| Einbettung iy :X —> X", iXGbK(X,X"), daher ist ?X"(ix) definiert
und Element in F(X"). Wir definieren also die Abbildung

> F(X")

Tx : n.&.H(bix,F)
durch T;(f) = fxn(ix)-

Dann ist Tx klarerweise linear, und beschrankt, weil

ITy () I =gy (L <yl 1 dy i < “T" gilt, also ist |T,f<1.

Wir konstruieren nun eine lineare Kontraktion U F(X") —>

X

~7n.t.H(b X,F), die zu T, invers sein soll.

X
Sei ng(X") und febilx,%); Qge-ﬂ. Dann ist feH(X,bv) und wir schrei-.
ben f fiir das Bild von f in ﬂ(X",M) unter der Adjunktion
H(X,bW) = ﬂ(X",%) (vgl.(VI.1)). Man gewinnt f. aus f, indem man
MK/ 4@*N>X' und f = (F']H* )" bildet und f aus f durch
f = F{X' Man iiberzeugt sich leicht davon, daB [ fl=|figilt und f
die eindeutige schwach*-stetige Fortsetzung von f : X—=>(% auf
X" — Qq ist.

Wir betrachten das Diagramm:
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iy & bLOXX") — — — S F(X") 2 x
bl (X, F) F(F)
Vv
FeblOGM — - - - S F (W) ,

das folgende Definition motiviert:

X
fir xeF(X"), m? ¢ Wund fe bX(X,%) definiert.

U, : F(X") — n.t.H(wa,F) sei durch UX(X)QA (F) = F(F) (x)
W ¢

Vo d

Wir zeigen, dal ’%!—aux(xlvnatﬁrlich ist: Sei g : — A ein

W-Morphismus. Wir miissen folgendes Diagramm auf Kommutativitéat

untersuchen:

U, (x)
b £, ) L N )
bi<x,g)§ F(g)
% Uy (x) v
by.(X,%) xR

Sei f‘eb;ﬂ(x,‘l{)). Dann ist F(g) e Ux(")ﬂq (f) = F(g)eF(Ff) (x)
ux(x)zobx(x,g)f = UX(X)Z(gof)
F(gof) (x).
Also bleibt zu zeigen; E:? = go?, doch das folgt aus der Natiirlich-

keit der Adjungiertheitsrelation H(X,b%) =W (X",W) in Qﬁ :

g f = blg)f H(X,b(g))(f) =

= W(X",g) (f) = g-f.
Wir geben noch einem zweiten Beweis dieser Tatsache, da sich hier

der Zusammenhang zwischen der kategorientheoretischen Aussage
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"Natiirlichkeit in’ﬂ " und dem funktionalanalytischen Hintergrund
schdn offenbart:
g:f : X" —> QQ —> 7 ist eine stetige Erweiterung von gef, Die ist aber

eindeutig und heiBt gof, also ist gof = 57?.

iu { 1, denn

o
uux(x),ﬁ (Al =1 F(F) (x) 1

C (B ) <) = Ielixd,

Wir zeigen U,°T, = Id auf n.t. (bl ,F): Sei kfc—n.t.(bﬁ ,F)
X X v X Y

und febl(X,%), M ey - -

Dann ist:

I

[uy o Ty (o) ] q () = [Uyglpyntiy))] y ()

FOF) 2 yuliy)

il

fo° bY(X,F) (iy)
T"Q(F°ix)
= kfﬂg(f),

1

denn FoiX = f, weil f Erweiterung von f ist. ( oder weil iX
Koeinheit der Adjunktion ist). Wir zeigen, da0 TyoUy = 1F(X") ist.
Sei xeF(X"), dann ist:
Ty 0 = Uy (0] 4w (i)
= F(rx) (X)
= F(1X") (x) = x
denn I& = 1X" , weil iX Koeinheit der Adjunktion ist (oder weil

1 Erweiterung von i, ist).

X"



A0%

Also hat T, eine Inverse Abbildung U die auch eine Kontraktion

X X’

ist, daher ist TX ein isometrischer Isomorphismus. Es bleibt nur

noch zu zeigen, dall X L—~-—»7TX natlrlich ist, also

(..)

T : n.t.H(bﬁ(.,..), F(..)) — Fo" eine natlirliche Transformation.
W
Sei g : X —>Y ein B~Morphismus. Wir missen das folgende Diagramm
untersuchen:
Tx
n.t.H(bLy,F) > F(X")
n.t.H(bf(g,.),F) Flg")
Vi

n.t.H(béY,r)_T_L___> F(Y")

Sei Té—n.t.H(be,F). Dann ist

n

Ty o n.t.H(b¥(g,.),F) (¢)

=Ty (To bf(g,.))
=(rY"Ob£_(g,Y") (iY)

= fY" (iY° g)

F(g"). TX(Y) =
= F(g")"fx;. (ix)

= yn ? bf(X,g™") (iy)

und g"oiX = iYog, weil i : Id —> " eine natlirliche Transformation

ist. ged.

Bemerkung: Sei F : W — B ein zul&ssiger kovarianter Funktor.
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Dann ist n.t.L(:[X,F) isometrisch isomofph zu einem abgeschlossenen
W .

Teilraum von F(X"), und zwar natlirlich in X -~ das heift,

n.t.L(J,F) ist ein Teilfunktor von F ™.

W

Dieser Teilraum Tx(n.t.L(Q‘iX,F)) besteht genau aus denjenigen x¢F(X")
W

fir die die Abbildung U, (x),,',) ¢ L(Z(X,Ilﬂ), F(”?)) ist flr jedes

Q/‘]e\_d_. Dabei ist Ux(x),,q : ‘,ﬁ(x,ﬂg) --:~F(4.§) die Abbildung

fl~—> F(f) (x) aus dem Beweis von Satz 2.

Satz 3: n.t.L(iX, bfy) = (0) fir alle X,Y ¢ B.
W : ‘

Beweigs: Nach der Bemerkung besteht Tx(n.t.l_(b'ix, biY)) aus den-
W

jenigen febf(Y,x"), fiir die UX(f)% ¢ L-(-Z(X,'lg), bi(Y,'lg)) ist

flir alle ’lﬂ ¢ W.

Angenommen, es gilt so ein f%D. Es seiﬂq mit dém /Ig:“zoo fest gewahlt.
Dann ist Ux(f)qq : g‘{(x,fq)) — bf(Y,'l,j) stetig, also gibt es eine Null-
umgebung V in ‘{(X,’Lq) mit Ux(f'),w](V) c Ob;ﬁ(Y,'}g) - C)H(Y,b’l.(/}“g).

Also existiert eine endliche Menge A ¢ X und eine endliche Menge

C ¢ f’.@*, sodaB fir W = % g&f(x,ﬂg), g({A) < C°} Ux(f') (W)QOH(Y,b’lg)
gilt, wobei C°=} x< ), I<x,e>|<1 fir alle ceC¢ /W{ die absolute
Polare von C ist, denn Mengen der Gestalt W bilden eine Nullum-
gebungsbasis in i(x,%).

Weil f 7‘: 0 ist, existieren ye¢Y und x'eX' mit <x', f(y)> # 0. Weil
dim ﬂ(é*z e~ ist, & z e Mt das nicht in der linearen Hille von C
(die abgeschlossen ist, weil C endlich ist) liegt.

Wir wahlen ein beschranktes g : NJ*—?X' mit g(z) = x' und

ker g2C; so etwas existiert nach dem Satz von Hahn-Banach: man

dehne das durch v(z) = 1, v(e) = 0 fir ce¢C auf dem Erzeugnis von
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Cu Ez% wohldefinierte (weil z #linearen Hiille von C) lineare
Funktional auf ganz’w¥aus und bilde g = vi.) .x'.
Dann ist gé?f(%*,X'), also h = g'lxe i(X,%T und
{th(a), c>=<a, r-gle)> = <a, D>-= 0 fiir alle acA, ceC und rel,
also ist r-heW flir alle re¢l.
Daher ist 'UX (fL% (zh) ]
= Iodty, Th) ()] = Izc) I he £ <1
fir alle r¢l, also hof = 0. Aber <Lz, hef(y)> =dz,g'-fly)

= <glz),fly)y = <x',fly# O

und das ist ein Widerspruch. : ged.

Der kontravariante Fall ist leichter zu behandeln:

Sei F : B —%B ein kontravarianter Funktor. Dann ist fir X e W

not HbEE LF) = n.t.H(HEK),
B B X

dem Yomeda-Lemma fiir B, wobei bd™(Y) = bf(Y,%X) = H(Y, bX¥) ist.

F) = F(bX) natiirlich in % nach

Man. kann wieder n.t.L(&};F) in n.t.H(bi%,F) einbetten; also ist
n.t.L(ix,F) isomet%isch isomorph e%nem abgeschlossenen Teilraum
vo% F(b¥), natiirlich inX¥ . Also ist n.t.L(!,F) ein Teilfunktor von
Feb. Aus dem Beweis des Yoneda-Lemmas-%Olgt sofort die Gestalt

dieses Teilraumes:

n.t.L(f*,F) ist isometrisch isomorph zum Teilraum der-
jenigen ng(bI), fir die die Abbildung :{(X,¥) — F(X), die durch
f — F(f)x gegeben ist, ein Element von L(P(X,%), F(X)) ist fir

jedes XeéB.
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*
Satz 4: n.t.L(I,H') = (0) fir alle XeW und YeB.
B

Beweis: n.t.L(IX,HY) entspricht dem Teilraum von H(b¥,Y), der aus
den f:b¥ —>Y besteht, fir die die Abbildung g —> H' (g)(f) = fog
ein Element von L(P(X,¥), H(X,Y)) ist fiir alle XeB. Sei XeB mit
dim X =00 festgehalten.
Angenommen, es gibt so ein f % 0, f ¢cH(bX,Y).
Dann existiert eime Nullumgebung V in %(X,X*) mit'foVSOH(X,Y). Also
gidt es eine endliche Menge AcX und eine endliche Menge Cex*’, so-
daB fir W = %gG~K(X;X), {c,gla)> € 1 fir alle acA und CGC} gilt:
feWS OH(X,Y), denn die Mengen der Form W bilden eine Nullumgebungs-
basis von i(XﬁE).
Da f £# 0 ist, existiert ein zeb, sodaB f(z) f 0 in X ist. Weil
dim X =eoist, gibt es ein keX, das nicht Linearkombination der end-
lichen Menge ASX ist. Man wdhle ein beschr&nktes g: X —spbX¥ mit
g(x) = z und ker g2 A. Die Existenz von g folgt durch ein Argument
&hnlich dem, das Qir im Beweis von Satz 3 verwendet haben.
Nun gilt fir alle acA, ccC und rel :

<c, rgla)y =<c,0> = 0, also ist r.geW fir alle rel;
Daher ist || forgl= [ r| [ fogli<1 fir alle recl, das heiBt fo.g = 0. Aber

fog(x) = f(z) % 0, das ist ein Widerspruch. ged.
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(VI.3) Der Raum n.t.XAF,@).

Definition: Es seien F:C —> B und /% :L - ~>» W Funktoren, bei

ko~ oder beide kontravariant und C sei dabei eine beliebige
Kategorie. Eine (zuldssige) natlirliche Transformation

q : F— b°q heiB3t auch eine natilirliche Transformation
?m:¢>q;dabei wird 1 als Abbildung

Ci*~01 Ceﬁ(F(C),Aj(C)) aufgefalt.

Der Raum aller natiirlichen Transformationen F—vﬁa tragt in

natlirlicher Weise eine Waelbroeckraumstruktur, ist also Ob-
jekt von W, wenn er Mengé ist: Seien F und Ag zum Beispiel

kovariant; dann ist G= *oAa : C —> B

kontravariant,lq = lo G und nach Satz 3 von Cigler gilt:

n.t.H(F,b%) = n.t.H(F, '°G) =
C C

n.t.H(F,H(G,I)) = n.t.H(G&F,T)
C c

Wir k&nnen daher n.t.H(F,bg) als Dualraum von GoF auffassen.
C .

Versieht man ihn mit der entsprechenden schwach*-Topologie,
so erhdlt man einen Waelbroeck-Raum, der mit n.t.i(F,%) be-

C
zeichnet werden soll.

Satz 1: Es sei C eine beliebige Kategorie, F:C —> B undx@:g-;7ﬂ
kovariante Funktoren. Dann ist der Waelbroeck-Raum

n.t.i(F,q) als projetiver Limes in ﬂ1 darstellbar.
C




409

Beweis: Wir verwenden die Darstellung von (*og)gF als induk-

tiver Limes in §1, die in (V.1) angegeben wurde. Da der Funktor

':By — M

jektive Uber und die Spektralfamilie in (V.1) wird zu folgender

1 invertierbar ist, fihrt er induktive Limiten in pro-

in ﬂ1:

Indexklasse ist die Klasse aller Morphismen in C.

Jedem A:C —=C, in C entspricht der Waelbroeck-Raum @}=Q(F(C),Aa(g))
Y

Jedes Paar (w,() von Morphismen in C, fir das das Diagramm

)
>
v
()

kommutiert,

definiert eime Abbildung w4 GTT(;@%fa»@f;wobei

mh = L(F(), B LR, (L) —> L OFR) AL 1D sk,

Der Morphismus ™ : ”'t°i(Fvﬂ) > ﬁ% ist gegeben durch
C

T == e PO e LIF(C), 4h(Cy))

fir e n.t.i(F,%). ged.
(—:- .
Satz 2: Sei Aﬁ:ﬂ —> W ein kovarianter Funktor und Xe¢B. Dann

ist n.t. (b, , ) =4 (X") natlirlich in X.
L2 =Y

Beweis: Die Gleichheit bedeutet eigentlich Isomorphie in ﬂ1 : es
gibt eine umkehrbare lineare Abbildung, die einen HomSomorphismus
zwischen den kompakten Kugeln vermittelt, also einen Isomorphismus
im isometrischen Sinn und im Sinn der schwach®- Topologie.

bi(X,M) = H(X, b%). Also stimmt der Funktor bix mit dem auf die
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nicht volle Teilkategorie b(W) von B eingeschrénkten Funktor

HX Uberein.

Wir verwenden genau dieselben Abbildungen wie im Beweis von

(VI.2), Satz 2, denn b n.t.{(bly,{) = n.t.H(bY,, b4) .
W X J W X

Also ist
Ty * n.;.i(bzx,q)
7en.t.X(bZX,%) definiert, wobei i, :X —> X" die kanonische Ein-

W X
bettung ist;

7‘ﬁ (X") durch ;TX(7) = ?x"(ix) fir

Uy s M (X") ——r n.t.L(bfu,M) ist durch Uy(x) ., (F) =4 (F) (x)
X d W X % X 4? _ i
fiir x€€(X") und f@bi(Xfﬁ),'m €W definiert, wobei f das dem f ein-

deutig unter der Adjungiertheitsrelation

b!(x,ﬂ) = H(X,b%) = ﬂ(X",”) entsprechende Element ist.

-1 _
X =

Isometrie und X +——> TX natlrlich ist. Es bleibt also noch zu

zeigen, daB T>< und Ux schwach*-stetig sind.

In (VI.2) Satz 2 haben wir schon gezeigt, daB T Uy, Ty eine

(
Sei f-ﬁ ein Netz in O n.t.f(bix,%), das in der schwachx—TDpongie
W
gegen Null konvergiert. Da die Topologie von n.t.&(bix,%) die
W
projektive Limes-Topologie beziliglich der Abbildungen

WN: n.t.&(b!x,%)'-~» @} aus Satz 1 ist, ist speziell die Ab-
W

bildung stetig.

X"
Also gilt: TT1 ( ?(
X"

1\1

>y “f(;')' > 0 in LbE0GX), A (X))

3

(=)
und das besagt, daB fiir jedes feb{(X,X") das Netz ?X" (f) —> 0
in AU(X") konvergiert.

Speziell ist also:

(v) ] ()
Pyn (1) = Tyl g

) —> 0 in /ﬁ(x").
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TX induziert also eine stetige bijektive Abbildung zwischen den

kompakten Kugeln O n.t.‘i(bﬁx,/{%) und Ol{g()("), also einen Homdo-

morphismus ged.

Satz 3: Sei A)J —> W ein kovarianter Funktor. Dann ist

W
n.t. (ﬁ(HYo* lj) 47(\}(Y') natlirlich in Y.

Beweis: Wir beniitzen die Abbildungen aws dem Beweis des Yoneda-

Lemmas:

A . .. _ .
Y ;c‘, ﬁ(H 43 >A9<' (Y'), definiert durch TY(T)— ?Y,(‘IY)GQ(Y )
fFlirven.t. ‘ﬁ(HYb* ,Q) und UY :/)‘.(Y') —_ n.t-f,{,(HYb* ,OJ), definiert

W W
.. = "

durch UY(y Aj(f' (x) f‘ur/lq ew, yeg(Y'), fe H(/’.a YD)
Genauso wie belm Yoneda-Lemma beweist man ;}TY fi b <1, UYibé 1,
o '= Uy, und Y > T, ist natirlich. Also vermittelt T, ein Bijektion

zwischen den kompakten Kugeln, die ein HomOpmorphismus.ist, wenn

wir zeigen kdnnen, daf3 TY stetig ist:

) : { — )
Sei \fw—-—> 0 in n.c:d.@(H o*,OJ); also ist 1.1 QPY' —>
(Satz 1) in  J(H((YT) o MY = (UH(Y,Y),Ag(Y')), also

(> )) (v)

(fY' (TY) =TY( kf ) — 0 in O(j(Y'). qed.

Satz 4: Sei fL:B —> W ein kontravarianter Funktor. Dann ist

n.

t. ;‘f(bir,j’») =7 (b¥) natlirlich in ¥ € W.
B

Beweis: Wiederum verwenden wir die Abbildungen des Yoneda-lLemmas:
T%: ;
x()en.tt&l(bgl%,?’() und Uy: Hibx¥) — n.t.ﬁf(bif,é{), definiert durch

B
Ux (x)y =H (f)(x) flr YeB, xcM(bX) und FebY(Y,¥). Dann gilt:

(B3N > U (bX), definiert durch Ty(9) = 9. (15) fur
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[Tyl €1, Uyl €1, T3 = U und ¥=> Ty ist natiirlich.

T76 ist stetig nach einem Argument analog dem im Beweis von Satz 3,
vermittelt also einen HomOpmorphismus zwischen den kompakten

Kugeln. ged.
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VII. A-Dualitdt von Funktoren.

Die Ergebnisse von (VI.3) geben AnlaB zur Definition eines Dualitdts-

funktors auf Funkt (K,B) bzw. Fﬁnktko (V,B), wobei V eine volle

kontra
Teilkategorie von W ist, der zu sich selbst adjungiert zur Rechten ist.
(Dieser und der Dualitdtsfunktor aus IV sind die einzigen unter allen
moglichen Dualitdtsfunktoren, die zu sich selbst adjungiert zur Rechten
sind - das ist der Grund, warum wir hier den Funktor A genauer unter-
suchen). Dieser Funktor / ist etwas sensibler als der Funktor D.

In (VII.1) definieren wilnﬂ und leiten die Adjungiertheitsrelation her,

in (VII.2) berechnen wir den Wert von A fiir einige konkrete Funktoren.

Nicht erkldrte Bezeichnungen stammen zum GroB8teil aus VI.

(VII.1) Der Funktor A auf Funkt (V,B).

V sei eine volle Teilkategorie von B. Wir definieren fir F:V - B den
A -dualen Funktor ATF so, daB er je nach Belieben als Funktor V - B
oder W = B aufgefaBt werden kann.

Definition: Sei F:V - B ein kovarianter Funktor, zuldssig im Sinn der

Definition auf Seite 99.

Sei ¥ € V (oder € W). Dann sei AF(¥)

b(n.t.{(F,X3.))
v

i

n.t.H(F,b(%8.))
. (vgl.(VI3)).

Das ist ein Banachraum, wenn es eine Menge ist.

Sei f: % = Qg ein Morphismus in V. Dann sei

AF(E) : AF(¥) = AF(Y) fir ac AFR(%) = b(n‘.rti(F,%@ 2))

definiert durch

[AF(£) ("')]z= B((£® 14) - al) fiir
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7€ ¥, also AF(f) (¢) = b((£@1.)°a.) und AF(E) =D(n.t. £ (F,25 .))

kBehauptung: das ist wohldefiniert.

Beweis: (f®1y)cay: F(X) ~X8%- AQ@’L ist stetig in den ent-
sprechenden Topologien und natiirlich in %X und

Il f = Ib(f® 1 b(axy)ll
_AF( ) (o) ;1(1};2 (f@1) (a‘_)

£ llo(£)Il sup b (ey) I
7€ ¥

= llo(£)Il lall.
AF wirkt selbstverstédndlich linear ,auf den entsprechenden Mor-
phismenrdumen.

Fir g: Z -’Z/l in V ist das Diagramm

AN TN % A 1Y S)Y- ¥ 5
F(g) \/X@j

kommutativ, weil o natiirlich ist; daher ist auch AF(f) (a) natiirlich
und somit €b(n.t.f(F, ¥&.)) und AF ist ein zuldssiger Funktor
\'

(die iibrigen Funktoreigenschaften sind trivial). ged.

Bemerkung: Wenn ¥ * der Approximationsbedingung geniigt und dariiber
hinaus noch die Radon-Nykodym Eigenschaft (vgl. J.DIESTEL)
besitzt, dann ist

B(¥®%) = bX ® b1 fir jedes 4 ,
also A F(X) = n.t.H(F, bX & b(.)).
Im allgemeinen igt I@'lg nicht dicht in b(* <§’Z~g)
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Definition: Es seien F,G : V - B zuldssige Funktoren und «r: F -G
eine natiirliche Transformation. Dann sei A («f) : 4G - AF defi-
niert durch A (nf)x'(a) =af: F - G ~¥p. fir a ¢4¢ (%),
also A (¢), \ = bln.t. ¢ ( (D)@ (L),

() T (P

Behauptung: Damit ist A ein kontravarianter Funktor

Funkt, | (v, B) - Funkt, (V, B), der auf den Morphismenridumen
n.t.H(F,3) eine lineare Kontraktion erzeugt.

Beweis: /| (f)%(a) = onoC(? : F~G~-%® , ist eine natiirliche Transfor-
mation, weil a und Y es sind.
LNCEDIRE ® (@) 11 b(p) 1.
Triviaﬁreise respektiert 4 Zusammensetzungen von Morphismen und
Identitédten und ist linear und Kontraktion. Wir miissen nur noch
nachrechnen, ob ¥ - / (?)’:‘E natiirlich ist.
Sei £ : %X - 09 aus V. Wir mussen feststellen, ob das folgende

Diagramm kommutativ ist.

dee) Al A0
AG(£) AF(£)
de(y) ___Llelsy S AF(Y).

Sei a € 4G(¥). Dann ist

Ar(£). A ()% (@) = AF(£) (asp) = b((£@1.)ca-¢)

A(<f)49°!l G(f) (a) = A(cf)ag(b((f@-) a) = b((£@1.)eayp). .
ged.

Satz: Seien F,G : V - B Funktoren. Dann gilt
n.t.H(F, 4¢) = n.t.T7(G, AF) isometrisch isomorph und natiirlich
\') )

in Ffund G, das heiBt 4 ist zu sich selbst ad jungiert zur Rechten.
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Beweis: Fiir?éu_ndao € V gilt isometrisch:
B(F(6), » L6, X%
= B(F(¥) B(6(¥),p(¥&%)))
= H(F()® (1), b(x®Y))
= H(G(1), H(FG), p(¥8%))
= H(G(), bYF(E), Y)B%))

Sei (f € n."(;.H(F,,AG), dann ist

&F;e: F(¥) = AG(¥); fur x € F(¥) ist
Px(-)ag = FG) =BG, b(*@M))
und diesem Element ist unter dem obigen Isomorphismus das fol-

gende zugeordnet:
Do (g s 00 = BEGD, by BEY),

wobei xf)%(x),w(y) = t(ﬁ/(},u)(y)% (x)) fir x € F(¥) uad y € G() gilt, und
v, b(’lﬂ@)&) -b(¥®¥) der kanonische Isomorphismus ist.
AuBerdem gilt |l (f%(.)q,}(..)fl £l ({\),7( )% (+) ll, wir haben also nur noch

die Natilirlichkeiten nachzupsiifen:

1) Sei g€ n.t.K(F, 46), zz: C?G n.t.H(G, AF).
Sei x € F(¥), y € G(”Q),

XXy &:%" 091 in Y.
Zundchst miissen wir x{,‘q (y) €4 F(Qg) zeigen:
re) I NEY:
() ‘ J/ng@){i
F(¥,) f[';z(y)%« qQ DX, ist kommutativ,




1+

demn (9B §) §y(3)xx)
(o )*‘°<h<x>n,)<y>>
SCpam) P (D))

K fx, (F(2)2), (7)) , weil X = g3 matirlich ist,

H

i

il

A
cf%(y)%f‘iéf)x .

A
Also wissen wir, daB8 X —> M(Y)x natiirlich ist
bei festem ’WJ und y.

A
Nun zeigen wir, daB8.,auch ’VA'@ L(?nq natiirlich ist:

A

ey 14 5 AR ()

a¢(g) AF(g)

\ A v
G("'Jq) L“q“ >AF((]94)

ist kommutativ, denn es gilt:




[M(g)«%(y)l%m =
(88 %)e qu(¥) (%)
(88 15) (¢x(x)ag (7))
= (148 8) gx(x) 2y(3))

t( (f-k(X) qﬂlo a¢(g)y) | weil /\,g N gf%(x)ag
G(g)y) (x) natiirlich ist.

1l

i

I

und zvar fiir alle ¥ und x.

2) b}eanE n.t.H(G, AF) ist, dann ist Y € n.t.H(F, 4G) (man ver-

tausche F und G).

3) Fiir:/]:F1-*Fund?x.:G1—'Gist

n.t.H(F, 4 G) ! >n.%.H(G, 4F)
. 550y, 4 () L 5. 4 (y)
n.t.H(F, 46") & n.t.ne!, 27

kommutativ, denn fiir y € Cw‘(’lj)“, x € P (%) ist
(60 4 (4)) ()70 () 5 () =
" (8§ gy T 0 00
A(v] " (ﬁm(/mg(y)) 1y (%)
\fn,g(’r'ng(.‘)’))% M 3% ()
(h(q%m y ()
Clgr(nx(x))e png (1) 1
ST oy (e 1)) g ()]
LA g oy dx ()]
[Au\m o)1) (x)

i

I

[Menet B, 4 (1) ()5 (- qed.
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Xorollar: /] fihrt induktive Limiten in projektive Limiten iliber.
(VII.2) Der 4 -Duale spezieller Funktoren
Satz 1: Fir Y ¢ B ist A(H'o *) = b(. & Y') natirlich in Y.
Beweis: Nach (VI.3) Satz 3 gilt
A@E ) 00 = b(n.t. L (EF, XD )
=b(¥®Y') fiir¥e W und natiirlich in Y.
Wir miissen also nur noch die Natiirlichkeit in ¥ nachweisen.
TO;) : n.t. :L(HYO *,7E§>.) - ¥8Y' war gegeben durch
(%) -
Ty (p) = Py (1g).
Sei f:¥~ X, in W.
Dann ist
AEe *) ) Y Sb(X3Y')
A e®) (£) L o o) b(£BY')
b(T 1 ) v
A(E . ™) (%) Y L BB
kommutativ, denn
b(2g 1) > (1P (p)
= b((f@Y')on|(1Y))
= b((f®Y')°(va) (1Y)
= [4@Eh ™) () (97 4 (1y)
_ n(%) Y * .
=Tyl o A(H = 7) (£) (¢) qed
Satz 2: Fir Y € B ist A(Hyob) = b(.®Y" ) natiirlich in Y.
Beweis: Hyo b(X) = H(Y,b¥) = b P (Y,%) = LY (X* Y")

- gol(Y

SHGE,B(Y))

e ¥

natiirlich in ¢ und Y.
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-Nach Satz 1 ist also
' *
AEgop) = AT ™)

“ (. BT ‘
=b(.®Y") v ged.

Satz 32 4b = b, also ist b selbst - 4 -dual.

Beweis:

N

fuge T () Iy )

Fiirfhae W sei

Fir ¢ ¢ Ab(¥) = b(n.t. (b, x8.)) ist
¢r € b (b I,*x®I) =H(I, bX) = b¥,
wobei I der GrundkOrper ist.

Wir definieren daher

T?é: Ab() - b(¥) durch

(‘r) = (1), 1€l
Dann ist MT}(?)H = N‘PI (Ol ¢ Lf;l‘ \fii
also || T 11{ 1.

Fir jedes xe b X sei /:\c : I—=>bX%, £ (1) = x.
k : /’wJ) — I@’VJ der Isomorphismus y > 1.® Ve
Pir ¥e W sei Uy b ¥ —-4(b) (%) definiert durch
A k —

U = 1 o M4 —_— ® P

X (X)q,) (x® /u)) ’11/) > X /1,0
Dann ist || U%(X)n‘g < Mxli=lixlf, also ist uz(x)q,)e{,i(w/),%gmg)
dariberhinaus ist W(] = (x@ 1%) o K klarerweise natiirlich, also

ist Uy(x) € b(n.t. L(v, ¥&.).

%(1))%@)
- WI“)M‘Q) (*y)

il

(«{JI®1% (1ey)
(gq & 1) (1787) (1@1)
= (1,89) (§7817) (1@1)

i


mailto:b(.@(b(Y

AL

[

(1,8 7) 9 (1)
Qf/w) ob(sf) (1) weil&f natiirlich ist.

= (fml (Y)
Ton% (x) = Ux(x)l (1)

(x81;) (191)

i

L, . -1
Somit ist Tzz U3€

» IT o I€1, MUK 1, also ist By fiir jedes ¥
ein isometrischer ‘Isomorphismus; Wir zeigen noch, daB ¥ > T %
natiirlich ist:

Sei f : ¥ — ¥, in W. Dann ist

il

b(Lf)o T%(l\a) b(f) ({?IU)
b((£8 1) o p ) (1)
Txﬂ(b((f‘gh)“f))».,

TI1° Av(f) (Lr). - ged.

It

il

i

Bemerkungen: 1) Es ist nicht gelungen, A (b(¥&.)) zu berechnen;

doch wegen A (b(¥8.)) () = b(n.t. L (b(¥&@.),%®.)) konnte man
vermuten, daB ,

ApEE®.)) =1 i(b%,ﬂg) = H(b¥, b)) ist.
Dann wére etwa
AAET T ) = A((1'8.)) = Hy,eb=HTo* also H o "
genau dann reflexiv, wenn Y reflexiv ist.

2) Man kann die in IV. entwickelten Methoden auch hier
anwenden und die 4 -Dualit#t auf "Linksideale" zuriickzufiihren.
Man wird dann vermutlich auf die Dualitidt von Linksidealen stoBen,
die PIETSCH in der zitierten Arbeit eingefiihrt hat. Die Ergeb-
nisse von PIETSCH wiederum wilirden Aussagen liefern wie

bei D
AF ‘"'AFe, eine Gleichung, um die man sich lange vergeblich

bemiitht hat.
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Corrigendun

Zum Beweis des Lemmas aus (I.1) auf Seite 8 bendtigt man das folgende

Lemma: Seien A und X Banachradume,

n
u= > a,®x! ¢ A®X', a'elA', xeX, x'e X" .
i=1
Dann ist
Mu) = sup | X <ay, a'><x,xi> |
raryg 1, il

Beweis: Nach Definition ist

Mu) = sup | = <ay, a'><x, x> |
ha'ngt, Ixy g1

A

sup iZ(ai, a'><x,xi>\ .

7
Z a1, hxtgl

Sei € > 0. Dann existieren a) eA' mit lfa' i ¢ 1,
x"e X" mitfx'i|| {1, sodaB gilt:

€
| Z <ajrai>dx), x4>] 2Mw) - 5.

Weil X in X" G (X", X') dicht ist, existiert ein x,eX mit

lx,ll ¢ 1, sodaB fir i=1,...,2 gilt:

N o ' S| < ‘______h_e‘______ s 1
l<xo ’Xl> <Xl ’ xo> N 5n ,<ai,av> fur <ai9a > 4: 0
\< . sonst
2n
Dann ist
< > <xy, 0> T2 aar> < x> | <
n : e n . ]
SZl<ai7a'o>|l<xi9x:>“<xoyxi>‘\<z §n=§

i=1 i=1

n :
. €
[\51 < aj_,a'c> > <-\§J,xi >| P/ IZ < ai,a;, > < Xi’ x> l'?

2\ (u) - e. ged
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