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Die Dissertation besteht aus 7 Kapiteln. 
1m 1 .Kapitel werden kontravariante Funktoren vom Typ ~behandelt 
und dann wird gezeigt, daE das Tensorprodukt von Funktoren vom 

Typ ~ wieder "vom Typ ~ " ist. 
Mit Hilfe dieser Ergebnisse wird im 2. Kapitel gezeigt, daE die 

(..t~.
Funktoren auf Funktorkategorien, dler:m-inschranken von Funktoren 


auf Teilkategorien bzw. dann noch Auswahlen des wesentlichen Teil­

funktors definiert sind, beide sowohl Links- als auch Rechtsadjun­

gierte besitzen. 


1m 3. Kapitel wird gezeigt, dann in ~1 jeder Banachraum induktiver 

Limes vom endlichdimensionalen Raumen mit Summennorm ist. 

1m 4. Kapitel wird gezeigt, daE die Dualitat von Funktoren im Sinne 

von Mitjagin - Shvarts sich durch sogenannte normierte Linksideale 


und deren Dualitat ausdrUcken laEt, wenn man die Grothendieck'sche 

Approximationsbedingung voraussetzt. Mit diesen Hilfsmitteln gelingt 

auch eine vollstandige Charakterisierung aller reflexiven Funktoren 


und ein Kriterium zur Reflexivitat eines dualen Funktors. 

1m 5. Kapitel werden das Tensoprodukt von Funktoren und der Raum 

natUrlicher Transformationen als induktiver bzw. projektiver Limes 


in ~1 dargestellt und damit dann verschiedene Darstellungssatze durch 

Limiten fUr Funktoren abgeleitet. 


Das 6. Kapitel behandelt Funktoren zwischen Kategorien von Waelbroeck­


Raumen und Banachraumen und natUrliche Transformationen zwischen die­


sen beiden Kategorien. Es werden Satze bewiesen, die in der Formu­

lierung dem Yoneda-Lemma ahnlich sind. 


1m 7. Kapitel schlieElich wird mit Hilfe der Ergebnisse des vorigen 

Kapitels ein neuer Dualitatsbegriff, die sogenannte ~-Dualitat, ein­

geflihrt und in seinen grundlegenden Eigenschaften untersucht. 
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O. Vorwort, Notation und allgemeine Voraussetzungen 

Die Anwendung der Kategorientheorie auf die Funktionalanalysis 

ist noch recht jung. Man kann dabei zwei Richtungen unterscheiden: 

die erste bemGht sich um eine bessere Beschreibung der "Objekte" 

mit Hilfe der Kategorien. Ein Beispiel fur die NGtzlichkeit dieser 

Theorie ist das Buch von 5emadeni. Die zweite Richtung bemuht sich 

vor allem um eine 5trukturtheorie der Funktoren, die in funktional­

analytischen Kategorien auftreten. Der erste bahnbrechende 5chritt 

in dieser Richtung war die Arbeit von Mitjagin-5chwartz; eine 

wichtige Rolle spielen dabei Tensorprodukte von Banachraumen und 

die Ergebnisse von Schatten und Grothendieck daruber. Der nachste 

bedeutende Schritt war die Arbeit von V.L. Levin und an die ge­

nann ten Artikel schlieBt diese Arbeit an. 

Wir betrachten zwei Arten von Kategorien von Banachraumen Gber dem 

Grundkorper 1(=R oder , , aber nur eines von beiden). 

1) Solche, in denen Morphismen beschrankte lineare Abbildungen 

zwischen Banachraumen sind 

z.B.: B die Kategorie aller Banachraume 

~ die Kategorie der Banachraume, die der meirischen 

Approximationsbedingung von Grothendieck (siehe spater) 

genGgen 

und volle Teilkategerien davon. 

2) SeIche Kategorien, in denen Merphismen lineare Kontraktionen 

sind (z.B. li1'~1""); li1 ist vollstandig und kovollstandig. 

1m 1.Fall laBt sich der Hem-Funktor in die Kategorie "liften": 

H(X,Y) = (~(X,y) mit Operatornorm); im 2.Fall erweitern wir 

ihn so. 



Wir betrachten nur solche (zulassige) Funktoren zwischen diesen 

Kategorien, die zusatzlich linear und Kontraktionen auf den 

Morphismenraumen 

(H(X,Y) ---~ H(F(X),F(Y)) sind. Auch unter den naturlichen Trans­

formationen treffen wir eine Auswahl: eine (zulassige) naturliche 

Transformation ~ : X 1-,1> I X erfull t noch 

Man beachte, daD wir dadurch eine (i.a. 

der Funktorkategorie definiert haben. 

Der "Raum" n.t.H(F,G) aller naturlichen Transformationen vom 

Funktor F in den Funktor Gist ein Banachraum, wenn er Menge ist. 

Diese Tatsache ist zum Beispiel Ausgangspunkt fur die Dualitats­

theorie der Funktoren. Das Problem "wenn er Menge ist" beruhrt 

uns im folgenden nicht weiter: im Zweifelsfall nehmen wir es 

einfach an. Eine heuristische Begrundung dieses Standpunktes ist 

die Aussage uber Grundlagen bei Cigler, der wir uns vollinnaltlich 

ausschlieBen. Gewisse Ergebnisse finden sich bei Linton. 

Eine Cross norm auf dem algebraischen Tensorprodukt X~Y zweier 

Banachraume ist eine Norm p mit p(x@y) = ~xn "1" Das projektive 
1\

Tensorprodukt X@Y von X und Y ist die Vervollstandigung von X®Y 

in der groBten Crossnorm 'P- ' die fUr u E X/8>Y durch 

nicht volle) Teilkategorie 

definiert ist. 

Das induktive Tensorprodukt X~Y ist die Vervollstandigung in 

der Norm ~ 

A(Zx.~y.) = sup\IZ (x.,x'> <y.,y')/, x'EX',
:1:1 ( :1 :1 

Y , E Y " II x '/I ( 1, 1\ y 'II ~ 1 ~. 



~ ist die von der Operatornorm durch die Einbettung i: X(J)Y --?> H{X', y) 

auf X®Y induzierte Norm; dabei ist 

i (~ x .Q9Y,) = Z(x., .> Y' • 
~ ~ ~ ~ 

Das projektive Tensorprodukt definiert einen Funktor 
f\ 

: Y l-'l X~Y, der linksadjungiert zum gelifteten Hom-Funktor 

ist: " = H(X,H(Y,Z)) natUrlich in X,Y,Z Ober jeder vol lenH(X~Y,Z) 

Kategorie von BanachrHumen, gegeben durch die Zuordnung von 

~ - ­f E- H(X~Y,Z) und f~H(X,H(Y,Z)) vermittels f(x@y) = f(x)(y). 

Wegen der zusHtzlichen EinschrHnkungen auf Funktoren und natur­

lichen Transformationen findet das Yoneda-Lemma nicht mehr in der 

Mengen-Kategorie, sondern in der betrachteten Kategorie selbst 

"statt": n.t.H(HX,F) = F(X) isometrisch isomorph, \!\Iobei 1 :Hx -'> F 

und f X(1 X) E F (X) einander eindeutig entsprechen (vgl. Mi tjagin­

Schwartz). 

Eine interessante Folgerung dieser Tatsache ist: Wenn Fein zu­

lassiger Funktor ist und ~: HX ---y F eine naturliche Transformation, 

dann ist ~ schon zulHssig. 

Eine wesentliche Rolle in dieser Arbeit spielt die (metrische) 

Approximationsbedingung von Grothendieck. Ein Banachraum X er­

fOllt sie, wenn 1X auf prHkompakten Teilmengen gleichmHBig durch 

endlichdimensionale Operatoren X~;>X (von Norm.( 1) approximierbar 

ist. Das folgende in X und Y naturliche kommutative Diagramm 

liefert Hquivalente Bedingungen: 

A t
X~Y _______ L(X',Y) 

P 1 ~ f r 
L 1 (X ' , y) _____t________ X~y 



Dabei ist L1 (X',Y) der Raum der nuklearen schwach~ stetigen Abbil­

dungen X' --~ Y, also das Bild von t mit Quotientennorm, wobei t 

die stetige Erweiterung von i ist; r ist die Einbettung und 
rv 
t der 

aus t fakto~lerte Bimorphismus. 

Dann sind ~quivalent: 

1) X erfOllt die Approximationsbedingung. 


2) p ist injektiv fUr jedes YE] (also 2 X=L 1 (X".).} 


~ 
3} 	 r ist surjektiv fUr jedes YEn (also X~. = L(X',.}.) 

4} 	 Der Flaum K (X, X) aller kompakten Abbildungen X -.::> X mit Operator-

norm besitzt eine approximierende Linkseinheit aus endlichdi­

mensionalen Operatoren. (vgl. Buchwalter). 

Man hat noch keinen Banachraum gefunden, der nicht der Approxi­

mationsbedingung genUgt. 

Ausfuhrliche Inhaltsengaben finden sich zu Beginn der einzelnen 

Kapitel. 



I. Das Tensorprodukt von Funktoren vom Typ L. . 

Ziel dieses Kapitels ist es, das von J.Cigler eingefuhrte Tensor­

produkt von Funktoren fur Funktoren vom Typ ~ genauer zu be­


stimmen. Dazu wird zunachst der Begriff Typ L. auf kontravariante _ 


Funktoren erweitert; die Resultate von V.L. Levin werden auch fur 


kontravariante Funktoren hergeleitet. 


Denn wird das Tensorprodukt2weier wesentlicher Funktoren ermittelt; 


hier findet sich das Hauptergebnis dieses Kapitels: 


Seien G, F : ~ ---'7!l kontra- bzw. 

kovariant, Funktoren vom Typ ~ 

Dann ist ihr Tensorprodukt G~ F= G ( I) <Xl,.... F ( I ), die 
!:S. ' 

Vervollstandigung von G ( I) @ F ( I) 'in einer Cro!snorm r ' 
die!,:~A erfDllt. 

1m nachsten Abschnitt wird diese Crossnormr fUr den Spezialfall 

G=~A ( • ) -, : X1-"7 A~ X ' . au s 9 erec h net. 

(1.1) Kontravariante Funktorem vom Typ~ • 

Dieser Abschnitt orientiert sich stark an der Arbeit von V.L.Levin. 

Sei G ein kontravarianter Funktor von einer vollen Teilkategorie 

I< von!t. (I ~ .!O. 

Wir definieren fur Xc k eine Abbildung: 

G(I)®X' ----.;» G(X) durch 
n 

fur 2: a. ® x ~ e G (I) @ X' ; 
i=1). ). 

da x! 
). 

ein Morphismus X~I ist, ist 

G(x!) ein Morphismus G( 1) -) G(X).
). 

.,
Lemma: Die Abbildung 1)( ist injektiv, wir 
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konnen also G(l) @ X' als linearen Teilraum 

von G(X} auffassen. 

Beweis: 	 Angenommen, es existiert ein u t 0 in 

G(I}®X'mit iX (u) ~ 0 in F(X). Es gibt 

eine Darstellung U= La. (iP x! , 
i=1 ~ 	 ~ 

a. f: G( I), x! E X' mit (a.) und (x!) linear 
~ ~ 	 ~ ~ 

unabhangig. 5ei fur x~ X:~ : 1-7X definiert 

/\ 	 /'
durch x(1)=x, also G(x) : G{X) -'1G(1). Dann gilt: 

n A 
= ~ G(x)G(x!)a. 

i=1 ~ ~ 

n 
1\ 

:: ~ G(x! 0 x}a. 
~ ~ 

i,;,,1 

n 
:=: L G«x,x!)1 1 )a . 

. 1 	 ~ ~ 
~= 

weil G li~ar ist 

n 
:::: L (x,x!) a. fur jedes x e X. 

~ ~ 

Weil (a.) lou. ist, gilt (x,x!) = 0 fur aIle x E-X und fur i::1, .... ,n, 
~ 	 ~ 

also x! = 0 	 fur aIle i, also U=O im Widerspruch zur Annahme. qed. 
~ 

Lemma: 	 Die von G(X) auf G(I)®X' induzierte Norm ist eine Cross-

norm (): und 0( 4- A • 

Beweis: 	 O(~, A : 

5ei a'0 x e G(1)'@X' ; )(:l-~X G( X ):G(X)-»G(I}, 

also a' 0 G( 
/\ 
x ): G(X)-'->G(I}-'7I. 

II ~' G(. ~ 	 ) II ~. ~ a '1\ .nG ( ~ ) \\ ~ Il a '1\ II x II'. 

daher definiert a'~ x eine stetige Linearform auf G(X) mit 

Norm ~ \ia' II II x·1t 



n 
Sei ~ a.@x! E: G(I)0X'. Dann gilt:

1 1
i=1 
n n 

0( ( ~ a.0x!) ::: SUp Ig. i ( ~ a.@x!)1
1 ].i=1 1 1 	 X i=1 

g~G(X)' , II gil ~ 1 

n, n.
I SUp la'GL.:x i (.~ a.~x!)1 

X 	 i=1 1 ]. 

1I.'G(j~!)8 ~ 1 

n 
~ S~p [2.. <a. ,a '1 ('x, , x.' 0/ I 

. 	 1 1 1
1= 

1/ 	 a' II ~ 1 , Ii x 1/ ~ 1 

a . (2) x! ) . Nach einem Lemma aus dem Corri­
1 1 

gendum. 

ist Crossnorm: 

{X 	(aQ}x') = IIG(x')an G{X)~/lG(x')lIl\alb~lIx'lIl1all ist die 

Abschatzung nach oben und 0( (a@x'»)A(a@x')=lIallllx'Hdie 

nach unten. qed. 

Definition: Die kontravarianten Funktoren G : ~-7!!' die fur alle 

X€ .k: iX (G (I) @ X') dicht in G(X) erfiHlen, heiGen kontra­

variante Funktoren vorn Typ ~ , auch wesentliche Funktoren. 

Satz: 	 Wenn G : ,k'-7!! kontravariant vorn Typ List, so ist G (X) .. 

G ( I) QS)cx X'! die Vervollstandigung von G ( r) ® X' in einer 

Crossnorrn ex X' ~ >... und 

G(f) ::: 1 G(I)@ f' fur jeden Morphisrnus f : X-7Y in K. 
Sei H Kontravariant: K->!! und ~: G-"'fH eine naiurliche 

Transformation, dann ist f x= f rqs) 1X V X€- K· 

Die letzte Aunage heif3t unter anderem, daf3 fX(G(X»f.Ge{X), im 

wesentlichen Teilfunktor H von H. (e fur essentiell)'
e 



Beweis: 	 Der erste Teil folgt aus den beiden Lemmas. 

Sei f : X -'> Y in ~. Dann haben wir: 

a.0 x ! ) = 	 G(f)~ G(x!) a.G(f) i X(t1
n 

1. l. • l. 1. 
1. 

= L G(x!of) a. 
• 1. 	 l. 
l. 

~ G(f' (x!»a.== 1. 1.
i 

= 	 a.~f'(x!».
l. 1. 

Also ist G(f) = 1G ( I) ~ f' • 

Sei f : G ~ H nattirlich. 

G( I)3~H( I) 

G(x' J tH(X') 
G(X) If'x ~H(X) ist kommutativ 

fUr jedes x' E X'. Damit ergiebt sich: 

fX( L G(x!)a.) 
. l. 1. 
1. 

= L. H ( x . ) fr (a . ) 
. l. 	 1. 
1. 

= JX (~fI(a.)®x!),• 1. 	 1. 
1. 

H( 1)0 X' -;;. H(X) die Eiribettung ist, also lfx= lfI~ 1X" 

Korollar: 	 Fur jeden kontravarianten Funktor H existiert n ." • H(G,H)
h: 

und ist Teilmenge von H(G(I), H(!). 

Korollar: 	 Seien G, H : K ~!!. kont~avariante Funktoren vorn Typ ~ 

und 'f: G-;;.H eine naturliche Transformation. 

Dann ist 

G(X) If I ® 1 x ,::: If>x , R ( X ) 

~ ~ ~ ~ ~ 
G(I)~X' If>I(g)1)('-7'H(I)~X' 

J • 



~ 
fur jedes X ciS: kommutativ, wo G{X) = G(T) @O(X' ---7' G(l) ~ X' 

die stetige Erweiterung der Identitat auf G(I)@X' ist. 

(I. 2) Das Tensorprodukt von Funktoren vom Typ 2. . 

K sei wieder eine volle Teilkategorie von li, die den ein­

dimensionalen Raum I enthalt (damit die AUBage "Typ~ " Sinn 

h(~t) . 

G, F : ~ -i'li seien kontra- bzw. kovar iant, Funktoren vom 

Typ ~ , die in der Folge festgehalten werden. (Fur F sieht 

die Abbildung. 

F(I)® X....,..F(X) so BUS: 

~ . b.~X.) .. ~ . F{ ~.) b .. Sie ist injektiv und hat 
~ ~ ~ ~ 

~ ~ 

dichtes Bild, vgl. V.L.Levi~) 

A 

Das Tensorprodukt G i Fist definiert als 

( 	2: G(X) ®F (X) ) / N , wobe i 

XE! 


~ das Coprodukt in li ist und N der abgeschlossene Teilraum da­

von, der von allen Elementen der Gestalt 

und L 9~0f! E:: G(Y) (8) F(X), X,Y€,!{ , erzeugt wird. 
i 

Lemma: Fur j edes XE. Kist die Abbildung 

TrX : G ( I ) 0 X' ~ F ( 1 ) ® X--i> G ( X ) ® 
/\ 

F ( X ), ITX ( ~ a i~ Ji ® b l<&> ~i ) = 

-- ~- G(ji)ai0 F(~i)bi' also lTX= i X0iX' injektiv und hat 

dichtes Bild. 

Beweis: Zunachst zeigen wir: hat dichtes Bild. 

Se~. uEG(X) 0 " F(X) und €'l 0 gegeben. 



n 
Es existiert v c G(X)6I> F(X), V= 	~ gk® fk ' sodal3 lI,u-v II G(X)® F(X)~£/2 

k=1 
m 

FOr jede s 9 k ex is tie r t L-,k a: ® 1: E. G ( I ) ~ x' mit 

i=1 

Damit gilt fOr W e G(I)~ X'~ F(I)(3)X , 

n mk k k rk k 
~ (OO:;:- ~) (~. b~t\?\ Y'I • ) 

'IN = k:'1 i~1 a i (8) J i ® j~1 J 'Of I J 

=11 r.. gk~fk - L (i:,k G{t~)a~)~{~ F(~J~) bJ~) II G{X)~F(X)
k=1 k=1 i=1 ) l. l. j==1 	 IC' 



13 

n £ 
~ L Ilfkll F(X) +

4nk=1 Ilfkll 


n mk 
 t 
+ L.~~ Gq~)a~ II 

~ 1 G(X)
k=1 i=1 4nU!k G(f ~) a~ II 


i ... 1 


= L/4 + £/4 = £/2 . 

Insgesamt erhalten wir: 

lIu- 1TX(W) 1\ G(X) ~ F(X)~ \I u-vll+ III V -1T X(vI)l\,l/2+~2= £, , 

also hat iT" X dichtes Bild in G(X)@" F (X) • 

Jetzt zeigen wir, daB ~X injektiv ist. 

n 
Angenommen, es existiert ein 'vol = ~ a .• f . ~ b.G) VI • €: 

i=1 1 1. 1 I 1 

mit ".. X(w) = 0, aber "'I:: O. Di~ Darstellung sei so gew~hlt, daB (a.) 
~ 

und (b.) linear unabh~ngig sind. 
1 

S · X A I X G(Ax) G(X)-~G(I).e~ x ~ ; x: ~, 

Sei x 'E- X' ; x': X~ I, F (x') F(X)--".F( I). 
j\ 1\ 

FOr aIle x E- X und x' Eo X' ist !S ()I() GD F (x' ) G(X)GP F(X) --7G(I)~F(I) 


linear und durch "xU "x'" besthr~nkt. 


Daher gilt: 


O=(G(~) 0 F(x' »)ii (w)
x 

"" ( G (x ) ~ F (x'») ( ~ G ( ! .) a. ~ Fe,. ) b . ) 
L 1 ~ 1 ~ 

1 


" I\.
= L. G{~.ox)a.0F(x'OI'\.)b.
• 51 1. I~ 1 

1 


"" "2 (x , f .) <'-l • , x I'> a. ~ b . wie in (1.1). 
• )1. 11 / 1 1 

1 


Weil (a.) lou. und (b.) lou. sind, ist such (a.0b.) lou., also ist 
1 1 1 1 

(x,}i><'i'X'! =0 fur aIle xE:X und X'~ XI; daraus folgt: 



~ i == 0 odeI' Ii=0 ftir aIle i, also ¥/ = 0, im Widerspruch zur Annahme. 

~ed. 

FUr jedes XE:j{ ist also G{I)0X'0 F{I}CI>X ein dichter Teilraum von 

1\ .
G{X)0F(X), also 1St die algebreische direkte Summe 

a

L G{I)0X'fg)F{I)0X (nul' endlich viele Koordinaten +- 0) 

Xe.!i 


dichter Teilraum von L G(X)0F(X); denn sei uE L. G(X)0F(X), dann 
XE..!r X€.l$:" 

ist u an hochstens abzahlbar vielen Koordinaien X€..!{ +- 0 in G(X) f&> F(X). 

Dort kann man abel' bei entspre~hender Nummerierung ~ der Koordinaten 

bis auf t/4n2 an die Koordinate von u heran, also in der Summe bis auf 

~ £/4n2( £/2, wenn man mit N so graB wird, daB die Norm tiber den 

n=1 

Rest von U:~ £/2 wird. 


G ~ F == (~ G(X) ~ F (X) VN. Wir wollen nachschauen, ;.Jie. 

11" (M) == [\1 f\ ~.a lrX (G ( I ) ~ X ' Q1> F ( I) GP X) a til 5 S i e h t : 

X€ .l$: 


IT{M} wird erzeugt von allen Elementen del' Form (.), wobei abel' 

t g~COf~ 1: i.Gy(G( I)8 X')® l:(f(I)ig)~} . ist und f: X -'?Y aIle f- Mo l'phismen 

n 

durchlauft. Sei also ~ a i ® fI0bi@~fE G(I)®Y'®HI)®'X und f: X-)Y 


i=1 ~ 


beliebig. Dann wird ~(M) au~gespannt durch Elemente der Gestalt: 

at L G ( ~ ':' 0 1.0 ) a . ~ F ('1>:<) b. - Z G(f':')a.QD F(~0'lA~)b. 
. )1 I 1 . 1 1 . }1 1 1 1 1 

1 1 

f Y .AX Y 0::: ~G«(,j)'(~ .»a.~F(V1.)b. - 2G(). )a. ~ F«(,D(n.) )b .. 
. , 1 1 /1 1 . ~1 1 '11 1 

1 1 

M selbst wird daher in LaG ( I) ~ X'eF (I )GPX erzeugt durch Elemente del' 

XEKForm 

http:G(f':')a.QD


n Y x ~Y x2:. a.~IJ)'(f.)tb.QP\'1. - ~ a·«I5.(g)b.\Z\D(Vl.).
1. I J1. 1. 11. 1. 1. 1. J 11.

i=1 1. 

Wir betrachten die linare Abbildung 

lTx == 1G(I) 0 1F(I) 0 Tr X 

ITX ~ G(I)0X'0F(I)~X ~ G(I)~F(I) 

TTX ( a0 SfJ> b01) = <~,f> a0 b 

und dazu die Summenabbildung 
A 

~ G(I)$F(I). 

Lemma: ker n = M und TT ist sur j ektiv. 

Beweis: M~ ker TT : 

IT ( ~ a ~ I.J! , ( fY.)@ b . ~ ~ X. - ~ a. GD fY• ~ b . aD 'f (I') X. )) = 
• 1 1. 1. 11. • 1. 1. l. Il. 
l. 1. 

ker-\I 'f. M 


nX 

Sei 'y./= «L 


i=1 


E .~. .. .'-- a G ( I )Q1i X ' • F ( I ) ~ X • 

Dann sind nur fur endlich viele X € K die Koordinaten von vi von Null 

verschieden, z.E. fur X1 ' ••• ,XW Wir schreiben 

n.J . . . .~ ;J j Jj j 9w == c:::.... L a.~ .~b.Q9YJ., wobei ~ a~0f~~b~0'~ das 
j =1 i=1 l. l. 1. ,l. i=1 l. l. l. l. 

a 
Element von ~ G(I)~X'~ F(I)~ X darstellen solI, das an den Koordi­

X~K 

naten X f Xj immer 0 ist. 



Ab 

N n (w) = z: 
j=1 

Sai w noch f:: ker IT , also 

1\ 1\ 	 1\ 
Fur XE-X ist x: I -'7 X, (x)' : X'-~ I, und zwar ist OO'(x') == (x,x T) 

fur x'~X'. Wir nehmen noch den algebraischen Isomorphismus 

N 
~ G ( I) ~ X '. ~ F ( I ) QJ) X = G ( I) ~ F ( I) ~ (~ X'. t2P X .) zur Kenntnis, dar in 
j =1 J j J J 

der folgenden Rechnung bewirkt, daB die formale Summe Ober die j zu 

einer Addition in I wird, dann 	 konnen wir schreiben: 

= 
. . ." .

E L a~ ~ f~ 0 b~ ~ 1 ~ (1) - L L 
j i ~ ~ ~ 1 j i 

• 1\ • ., 

a ~ (i) (Ill ~ )' ( ~ ~ )~ b ~ ~ 1 
~ 11 )1 ~ 

. , ; 

E M. 

TT ist surjektiv, denn schon lTr G( I) QP I 'cPIF( I)~I---;.G(I) 0F( I) ist 

surjektiv. ged. 

Ober die Abbildung TI finden wir daher eine bijektive lineare Abbildung 

zwischen A= 	 La G(I)~x'~F(I)eX/M und G(I)~F(I))und A ist Bild 


XE.f 1\
"A 
un t e r de r Quo tie nten a b b i 1 dun 9 	 L G ( X ) ~ F ( X ) -) z:. G ( X ) ~ F ( X ) / N = G,F 


XfK XE:K ­

von die hten T e i 1 r a u m L 61 G ( I ) c& X ' 0 F ( I ) <8> X. D a her k ann e n w~ r G ( I )@F ( I ) 
X(;:K J\ 

mit einem dichten Teilraum von G~F identifizieren, und wir wollen die 
1\ ­

Norm untersuchen, die vom G!F auf G(I)0F(I} induziert wird. Sie 

heiBe/~. 

Lemma: / ~ }.. 	. 



Beweis: Sei a'e=. G(I)', b' E F(I)'. 

Sei va '®b' : LaG ( I) ® X' <2> F ( I) C?J X -3> I definiert durch 
XEK 

= 
<.. X",.. . / .j 1 

Dann ist Va 'C~b' eine Linearform auf L Cl I) ® X' ® F ( I) @ X, die M in 
XElA 

ihrem Kern enthalt, sie laBt sieh also Uber 

a 'O'Db' 
.-:> 

XE!i tr\ 
G(I)@F(I) 

G(I) ® X' ® F ( 1) ® X _--.::....V______ 

a I b I IS 
zu W 0 : G(I)0F(I)-rI faktoi'ieren, wobei 

Wa , ~ 
b' 

( ~ a. ~ b. ) = L <'a., a':> <: b., b ,) gil t. 
• ~ ~ • 1. ~ 

1. 1. 

'19'. b ' 
'01Angenommen, w~r•.w~ssen se hon, daB Va stetig ist in der von 

~ G(X) ~ F (X) induzierten Norm, dann gilt nach Definition der 
X E K 

A I a' (8) b I I a '0 b ' IIQuotientennorm auf G ®ts, F, die /' . induziert, ! V d=11 W . 

Sei zunaehst Xc K festgehal ten. 

a '~b'Wir betraehten V : G(I)~X'~F(I)~X---7I, wir untersuehen die 


Stetigkeit in der von G(X)~F(X) induzierten Norm. 


Sei cY.X' die von G(X) auf G(I)®X' induzierte Norm, (1X die von F(X) 


auf F(I)\1~X. Dann gilt 11?- 0\ ~ '><. ( ex = O<x fOr X fest), 

wobei ~ die groBte Crossnorm ist. 



Ag 


:: 

¢~ : F( I) G8'p..X=F(X) --~ F( I)~X ist auf F( 1) ®X die Iden~itat und 

hat II ¢~ II ~ 1, 
-A. ,9:- IA 

b' ® 1X : F ( I) ~ X ._'? I ~ X = X ist eine stetige Abbildung mit Norm 

ii b '-& 1X ll .;: lib '/I, da ~ ein Funktor ist (vgl. V. L. Levin). 

Sei F ( I ) :;?JpX der normiert e Raum (F ( I )(2) X,~ ). Die analogen Uber 1e gungen 

gelten fur G(l)~X' und ~ • Damit konnen wir 

a '0 b' /\V : (G (I) ®O( X' )(~,( F (I) ®r. X) ---'7 I 

zerlegen in 

~ 
(lIZ/X') 

I 


und es gilt: 

II ¢~ ~ cp; Ii, ~ lIcb;1111 cb~ II ~ '1 
-0 /I fv ;fo. IA 

1!(a'O?IX' )(g)(b'~X)1I ~ :la't&>X'\I'lIb'~ X"~ \l a'\I. \lb'I~llTr\i= 


a''tlb'' ..' I'
also insgesamt !Iv II ~\;a',1 .Itb'(l in der Norm von G(X)i1F(X); das 

A 
gilt auch auf L G(X )~F (X) nach der Definition des Coprodukts in 1l1 • 

Xf ~ 

und IIwa '(t)b'lI = IIVa'~b'!I1'!la'il.ilb'll. 

fOr Wa 'QJ b' : G ( I ) ~.F (I) --? 1. 



Somit ist fur a'€G(I)', b'€F(I)' 

a 'e» b ' a ''2) b ' IIW E (G( I) ®rF( I)' und Ii W {He'nl! b'li. 


Mit diesem Hilfsmittel k5nnen wir die Absch~tzungr)~ in Angriff 


nehmen: 

n 

Sei ,< a.~b. f G(I)0F(I). 
i=1 ~ 1. 

I
M 

. 
(~_ a 

~
.®b.)1. = sup I f (~. a i~ b i ) I 

i ~ 

fE(G(I)0rF(I)',l!fll ~ 1 

= sup I z <a. t a '><b., b,)
• 1. 1. 

1. 

a'cG(I)'1 b'cF(I)' 


Ii a 'if ~ 1 J II b '11 ~ 1 


= ,\ ( ~ a. ® b. ) qed.
i 1. 1. 

Lemma: fA- ist Crossnorm, also ;u ~ 1­

Beweis: a~ bE; G(I ) ® F ( I ) • 

r(a~b)~~(a0b) =Uan.Ubq ist die 

Absch~tzung nach unten. 

Die nach aben fuhren wir wie falgt durch: 

/'" ( ac:8> b) = in file Qj 1III b ~1 - m \I 
 ::c. G ( X )~F ( X ) 

mE M 

XE~ 

G(X )0F (X)L " 
X E !6. 

=UaIl>1Q!1b~111 G(X)~"(X) 

'led. 
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Satz: Seien G,F : r~~ kontra - bzw. kovariant, Funktoren vom 

Typ L . Dann ist 

G~F = G ( I) &it' F ( I), die Vervollstandigung von G ( I )G?>F (I) in 
K 

\ 1 1einer Cross norm jl-1 )- 1\ • Wenn G ,F : r -) 12. kontra- bzw. 

kovariant und I: G -,. G 1 , GJ : F -» F1 naturliche Transfor­

mationen sind, dann sieht VJ ~ W : G @ F -;'I G 1 ~ F 1 
I .!i .!i 

so aus: 

G1 G1wo bel...1.: -j> f j : F1 --7 F1 die Einbettungen der 
e e 

wesentlichen Teilfunktoren sind und 

Beweis: Den ersten Teil haben wir schon in vielen Lemmas bewiesen, 

der zweite Teil folgt leicht aus (1.1) und dem Ergebnis von 

V.L. Levin (analog zu (I.1) fUr kovariante Funktoren) und 

der Tatsache, daB 

A 
(81 : Funktk t (r,]) x Funkt ko (r, ])"7!! ein zulassiger 
~ on ra 

Funktor ist, das heiBt linear und Kontraktion auf den Morphismen­

raumen (vgl. Cigler). ged. 

(1.3) Das Tensorprodukt mit L:A 

K sei wieder eine volle Teilkategorie von!! mit 1EK. 



Satz: Sei F:~~B ein kovarianter Funktor yom Typ L und 

G = LA(. I ) I~ fUr A e. B. Dann ist 

1\ )\
G~F = A~F(I). 

I 
Beweis: Nach (I.2) ist G~F = G(I)®,rF(I) = A~F(I) und -j<-~r'ijA. 

Wir zeigen ~~~ und verwenden dazu die Notation von (I.2) und 

die Tatsache, daB (A$F(I»' = H(A,F(I)') ist. 
n 


SeilL=.L1 a.~b. E A@F(I). 

~= ~ ~ 

Nach Habtl-Banach e~istiert ein g e H(A, F(I) , ) mit 1\ gll= 1, fUr das 

n 
I < u,g > I = I i~1 <bi' g(ai » I = 11 u II A0 F (I) gilt. 

A A 
g definiert Elber ein lineares Funktional auf ~ A@X' ~F(X) 

XEK 
mit Norm ~ 1 durch 

(v ,golT» = fUr 

I <":v I g"lT >I ~ ~ Ilf~\I l1a~lI, und das gilt fUr jede 
k,X"~ 

Darstellung von v, also gilt 

l<v J gorr > I ~ II v II ~ A~XI~F(X). 

XeK 


/I ;\
Sei v~X~K A,g, XI \&1F(X) 50, daB tl. = IT (v) gilt 

(z.B. v = « ~1 ai~1~biG1,)1) dX,I)Xe;K° 

Dann gilt: 

Also gilt nach Definition der Quotientennorm I"- auf 


A gl F( I) M). ~ • d 

I . , " qe • 

http:SeilL=.L1
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II. Die Adjungierten der Einschrankungsfunktoren 

Sei F : f ----'l ~ ein Funktor, definiert auf einer vollen Teil­

kategorie von ~. Welche Erweiterungen von F auf Oberkategorien 

L2K gibt es, welche kann man konstruktiv angeben und welche sind 

darunter besonders ausgezeichnet? Diesem Problemkreis , der auch 

die Frage nach Erweiterungen von Operatoridealen umfaGt (vgl~Pietsch: 

ist das folgende Kapitel gewidmet. Die Methode ist kategorien­

theoretisch: Wir betrachten die Einschrankungsfunktoren ~~F/f, F~ 

-+(f/f)e ' F:.b.-;'~, .b.2 K und zeigen, daB beide Funktoren zwischen 

den funktorkategorien sowohl Rechts- als auch Linksadjungierte 

besitzen; dabei spielt die Bedingung .b,~! eine gewisse Rolle 

(~ •.. Grothendieckraume). Wir berechnen auch die Einheiten der 

Adjunktione n. 

(II.1) Der Einschrankungsfunktor und seine Adjungierten 

! und .b. seien volle Teilkategorien von ~, fs.b" sonst beliebig. 

Wir betrachten den Einschrankungsf~nktor (. )jK:funkt (L,B) --~Funkt 

(f,,ll), der durch Fl-'Y~f auf den Obj ekten und durch (r X) XE'L? (YX) XcK 

auf Morphismen definiert ist, auf denen er linear und Kontraktion 

ist. Wir wollen dazu den Rechts- und den Linksadjungierten funktor: 

funkt (,K,];!) -~ Funkt (.b",ll) bestimmen. 

Satz 1: Sei F : f -y,ll ein kovarianter funktor und H K x .b, -'? E der 

entsprechend eingeschrankte Hom -Funktor. 

Dann ist H ~K Fein kovarianter Funktor .b.F undL -/' E 

(.b.F) 1 ,K = F. 



Beweis: 	 Sei A€~. Dann ist 

= HA~F = ~ H(A,X)~F(X)/N ein Banachraum, wenn es 
X~K K 

Menge ist. Db das eine Menge ist, ist ein grundlagentheoretisches 

Problem, das uns nicht weiter interessiert; wir nehmen das einfach 

an. 

Wenn f:A -yB in L ein Morphismus ist, dann ist H(. ,f) : H(. ,A)-,/ 

-~H(.,B) eine naturliche Transformation, also gilt nach Satz 1 von 

Cigler: 
/I 	 /' /I. 1\ 

H('iI)F(f}:= H(. ,f) 01F H ( . , A ) ~ F -1 H ( • , B ) @ F i s t e in .l2.- M0 r phis m U S 

mit Norm ~ llfll. Aus dem Beweis von SAtz 1 bei Cigler und der dort 

angegebenen Gestalt von H ( . ,f) ®
/I 

1F 
I' 

If ( • , f) ~ 1 F (g<tJx) = H ( X , f) (g) ® 1 F ( X) ( x ) 

/I= f g®x 	 , g@x E: H(X, A)~F (X)0 

~ 	 ~ ~ 

H@1F(foh) = H~F(f)oH~F(h) und 

~ /I. 


= 1 auf H~F(A) fur h: B -'7 C undf.....7H~F(f) ist linear und 

eine Kontraktion. 
1\ 

Wenn XEf, ist, dann folgt aus Satz 2 von Cigler, daG H(.,X)~F=F(X) 

ist: man benotigt im Beweis 1XEf,. Aus der Gestalt der dort ange­

gebenen Abbildung lr folgt, daB H~F( f) = F (f) ist rur f: X ...--y Y in 1~ 
qed. 

Ganz analog gilt folgender 

Satz 2: G: f, --~ ~ sei ein kontravarianter Funktor und H:~ x f, --)~ 
1\ 

der Hom-Funktor. Dann G~ H ein kontravarianter Funktor 

L 	 L )-G : ~ -:> .l2. un d (-G) r = G. 

LDer Funktor FI.,,-F soIl spEiter der Linksadj ungierte werden. Wir machen 

uns jetzt an die Konstruktion de~ Rechtsadjungierten: 



Satz 3: F:f -" li sel ein kovarianter Funktor und H:h x J.S. -""/ li der 
( . )

Hom-Funktor. Dann ist n.t. H(H,F)=n.t.H(H( •. ,.},F(.)) 
K L K L 

e ink 0 v a ria n t e r Fun k tor F-: L -'7 B -;:;n d (F - )1f = F. 

Beweis: Sei Af~. Dann ist 

Fh(A)=n.t~(HA,F) ein Banachraum, denn es ist nach Linton (1.5) 
K 

so gar eine Menge. 

Fur f: A -'7 B in List 

L 	 ( • ) 
F-(f)= n.t.H(H(f,.),F(.)) : n.t.H(HA,F) ->n.t~(HB,F) ein B-Mor-

KKK 
phismus ;it Norm { Hfll und au;h aIle andere~ Eigenschaften eines 

Funktors sind erfullt. 

Wenn XEJ.S. ist, dann ist n.t.H(HX,F)=F(X) , dew 1XE K und wir k6nnen 
K 

das Yonedalemma verwenden. 	 qed. 

Analog 	gilt der 

Satz 4: Sei G:J.S. -----.y] kontravariant und H:K x L --:;7 B der Hom-Funktor. 
(.) - - -

Dann ist n.t.H(H,G) = n.t.H(H(., .. ),G(.)) ein kontra­

f L f 	 L 
va ria n t e r Fun k tor G- :.b. --;;- li un d (G- ) If == G. 

Umd~ Adjungiertheitsrelationen bew~iS8n zu k6nnen, ben6tigen 

wir folgende Verallgemeinerung von Satz 3 von Cigler. 

Satz 5: Seien J.S. und ~ beliebige volle Teilkategorien von li und 

U:1!,->], V:y"->,:e kovariante Funktoren und W:1!,xY..-!>li 

ein kontra-kovarianter Bifunktor. 

Dann gilt: 
( .. ) (.) 

( 1 ) 	 n.t.H(W(., .. ) 0 U(.), V( .• )) = 

Y.. U 


(.) ( .. ) 
( 2 ) 	 = n.t.H(U(.), n.t.H(W(., .. ), V( .. )) 


Q Y.. 


und zwar naturlich in U,V und W. 
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( .. ) ( . )
" Beweis: Sei 1<= n.~.H(W(., .• ) ® U tJ(.), v ( .. ) ) ( 1 ) . = 

(A) 
FUr ein Objekt VEy" ist i/=H(W(.,v) ~1! U ( . ) , V(v)) und nach 

Satz 3 von Cigler gilt: 
( . ) ( . ) 

(*) H(W(.,v) ® 11. U(.), V(v)) = n.t.H(U(.) ,H(W(. ,v) ,V(v))) 
U 

isometrisch isomorph, gegeben durch die Zuordnung 1v <.::-> Yv; fur 

u~U:(rv)u (a) (b) = ~v(bea), aeU(u), b~W(u,v), und auBerdem wissen 

wir, daB U I-i> {~v)u naturlich ist. 

Sei UE1! und aEU(u) fest. Wir mussen zeigen, daB v~(iD ) (a) naturlich 
IV u 


ist: Sei f: v --'1 v' ein JL-Morphismus. 


Das folgende Diagramm 8011 kommutativ sein: 

Sei bEW(U,v). Dann ist: 

v(f) 0 (r) u ( a ) (b) = V(f) 0 ~ ) b@a) 
1\ 

= rvIO(W(.,f) ~ U(.)) (b~a)Jweilv\l-~fynatUrlich ist 

= tp I (W(u,f)b <»U(1 )a) nach Satz 1 von Cigler
IV n 

= 'flv' (W(u,f)b:CDa) 

(ip ,) (a) W(u,f) (b).0 

I v u 

Also ist T: 1'-:;> r als Abbildung (1) -> (2) wohldefiniert und wegen 

(*) folgt I (.p )! = /I if vII fur aIle VEy", also auch 
I 

/I ~ II =: sup /I? v'; = sup II if )1 = Nfl/ , also ist T eine Isometrie. Wir 
Iw Y..' v~ y.. 

haben noch die Surjektivitat von T nachzuweisen. 
(.) ( .. ) 


Sei rE (2) = n.t.(U(.), n.t. (W(., •• ), V( •• ))). 

U V 


Wir definieren-~ € (1) du~ch 
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1v(b~a) ~ (fu(a))v(b), aeU(u), b~W(u,v),und erweitern diese De­

finition linear und stetig. Dann ist nach Satz 3 von Cigler jedes 

Lp t H ( W ( • , v) ~ U ( • ), V ( v)) un d UI., II = sup sup nUl", (a)v II) QLso IILP,i,,': Ow, n . 
J v iV' u !El H1 T r l' 

aGU(u) 
Wi r m u sse n no c h v ~ 'f'v nat a r 1 i c hun d T ( r ) =r z e i 9e n (d a s 1 e t z t ere is t 

trivial). Sei wieder f:v ___>v' ein Y-Morphismus. Wir mussen das 

folgende Diagramm untersuchen: 

W(. ,v) ~ U(.) __--1il-v ___-">') V (v) 

W( •• f)~U(.) 1 1V(f1 

W(. ,v' )~Ul.)" __+f...:.v_'---7 V ( v' ) 

Sei bO?Ja GW(u,v) ~U(t.i), dann gilt: 

= (i'u(a) 'v' D W(u,f) (b) )weil r natarlich ist. 

= rv' (W ( u , f) ( b )0 a ) 

~ ~ v ' o(W ( • , f) ®U ( • )) (b¢?> a ) • 

Dami t ist T: ( 1 ) -;:> (2) ein isometr ischer I somorphismus. 


Wir massen nur noch zeigen, daB T natarlich ist in U,V und W. 


Seien ~ :U' --~ U naturliche Transformation uber !! 


~ :V --~ V' nat. Transf. uber Y 

y-:W' --)0 W nat. Bifunktortransf. uber !! x y. 
() (. ) T (.) ( •• ) 

n • i : A(W ( • , •• ) ®U ( • ) , V( •• )) -'?YI.t.H(U(.), n.t.H(W(., .. ),V( •• )))r E Y - U Y... 

YI.t.H(cx ,n.t.H(J-'~)) 
g Y...

VI \'I 
( .. ) (.) (.) ( .. )T' 

I'J. t. H(W' ( • , •• ) ~U' ( • ) ,V' ( •• ) ) --~ n. t. H ( U ' ( • ) ,n. t . H(W' ( • , ••),V' ( •• ) ) ) 
y. - g Y 
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Dieses Diagramm solI kommutativ sein: 

aEU' (u), b c= W' (u,v), ue.!l, VeY.... 

[n.t.H(O<, n.t.H(1,~»)·T(lP)] (a) (b)
.!l 'i I u v 

: [[n • ~ • H ( 1'. ~ l ,T(fl' 0( ] u (a lJ v ( b l 
: 

:: [V1.t.H(j't,~) [T(<.o) 00\.. (a)J] (b)
Y... [I I u u v 

= r. ol-T(It) (0( (a))] (r' (b»\IV I u U v u,V 

= (l, (./) (--u (b)0e< (a)) nach Definition.IJ v 0 I v lu,v U 

= r. 0 W (-1Jl (bh~()(. (a)) nach Definition. 
I~v I v lU,v U 

Der Satz 	ist vollstandig bewiesen. 

Dual ~azu gilt folgender 

Sat z 6: 	 S e i e n .!l, Y... v011e T e ilkate go r i e n von 1!, U:.!l -;;> 1!, V: Y.. -» Il.. 

kontravariante Funktoren und W:'i x .!l ---~ Il.. ein kontra­

kovarianter Bifunktor. Dann gilt isometrisch isomorph. 
(oo) 	 (.) 

n • t . H (U I .) 0U W ( •• , • ), V ( •• )) = 

V ­
-(.) C··) 


= u.t.H(U(.), n.t.H(W( .. ,.), V( .• »)) 

.u Y-­

und zwar 	naturlich in U,V,W. 
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Jetzt wollen wir die Adjungiertheitsrelationen beweisen. Wir 

beschranken uns auf den kovarianten Fall - der kontravariante 

ist analog. Man beachte, daB die Funktorkategorie in zwei dis­

junkte Teilkategoiien zerfallt die der kovarianten und die 

der kontravarianten Funktoren, und daB zwischen einem kovarianten 

.: 	 und einem kontravarianten Funktor keine naturliche Transfor­

mation existiert, also kein Morphismus in der Funktorkategorie. 

Seien .!$..;;.b. s;] volle Teilkategorien, F : .!$. -'7 E und G : .b. --j'>]. 

seien kovariante Funktoren. Man setze: .!$.=~, F:U, .b.=Y, G=V und 

H=W:.!$. x .b. --)~. Dann liefert der Satz : Es gilt isometrisch 

isomorph und naturlich in Fund G: 
A 

n.t.H(H~F, G) = n.t.H(F, n.t.H(H,G)) 
L - K L - ( .. ) 

und n.t.tH(., .. ), G( .. ))= G(.) = G!.!$., 

.b. 


weil ~~.b. gilt 	und man das Yoneda-Lemma anwenden kann. 

Daher gilt naturlich in F und G: 

n . t. H(.b.F, G) = n. t • H ( F , G I.!$.) ]. ' 
.b. ~.

--" 	 . 
also ist .b.(.) 	. linsadj ungiert zu (.) I~. 

Setzt man hingegen .!$.=Y, .b.=Q, H=W:.b. x K ---Y~' G=U und F=V, so 

erhilt man)natOrlich in Fund G: 

n.t.H(H Lo,F) = n.t.H(G, n.t.H(H,F)) 
K - L !- ( . ) 

und H(.' .. )&L G(.): G( •• ) = GI.!$., weil .!$.'.b. gilt und man Satz 2 


von Cigler anwenden kann. 


Daher gilt natOrlich in Fund G: 

I 	 "~---I u.t.H(GI.!$.,F) = u.t.H(G,F.b.) 


.!$. .b. 


und (.).b. ist 	rechtsadjungi~;t zu (. )\.!$.. 



Dieselben Relationen gelten fUr kontravariante Fund G. 

(11.2) Die Einheiten der Adjunktionen in (1I.1) 

Die Einheit der Adjunktion n.t.H(hF,G) = n.t.H(F,GIK) ist die 
b ~-

naturliche Transformation y; : . F -'7' Cb"F) , 1=F, die der Identitat auf 


hF entspricht, wenn man in der Gleichung G_LF setzt. 


Man sieht leicht, daB ~ = 1F ist. 


Die Koeinheit der Adjunktion ist die natOrliche Transformation 


~:h(GI1) --r G, die der 1dentitat auf GIK entspricht, wenn man 


F=GI1 setzt. 


L " Durch ZurOckeinsetzen von -(GI1) % H~(G/1) und G/1 = n.t.H(H,G), 
1 

Anwenden der Abbildung T- 1 aus (11.1) und des Yoneda-Lemmas er­

halt man: 

A 
= H~(GI1) -> G sieht so aus: 

If't(h0g) = G(h)g, h0g€H(k,i) tg>G(k)," kE.1, ~Eh; das ist dieselbe 

Abbildung wie in Satz 2 von Cigler, nur ist hier nicht fur aIle 

lE L die Abbildung 1t im Bild von H:1xh -?ll.. enthalten. Set zen wir 

noch zusatzlich 1=1, dann wird der Einschrankungsfunktor (. )/1 zur 

1dentitat auf Funkt (1,ll..) und hat die 1dentitat zum Linksadjun­

gierten. 

Weil je zwei Linksadjungierte naturlich aquivalent sind, stimmt in 

d .. F 11 L ( ) mit der I denti tat Oberein, also st immt furl.esem a -. 
1\ 

H ~ F mit F uberein und die natOrliche Aquivalenz wird 

eben durch die oben berechnete Koeinheit vermittelt. Da in der 

Abbildung der ersten Adjungiertheitsrelation Satz 2 von Cigler 

nicht verwendet wurde, stellt diese Uberlegung einen neuen Beweis 

von Satz 2 von Cigler dar. 
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Die Einheit der Adjunktion n.t.H(G!K,F)=n.t.H(G,F1) ist die 
K L 

naturliche Transformation 0/: G --7 (G/.!$.)1, die der Identitl3t auf 

Gl! entspricht, wenn man F=GI! setzt. 

L A
Durch Einsetzen von (G\!)- = 0Kt.(H,GI.!$.), GIl$. = H ®1G und An­

wenden von T und Satz 2 von Cigler erhl3lt man: 

~:G-"(Gll~,)1 = 1'\(t.H(H,G 1$.) sieht so aus: 

~t(g\(h) = G(h)g, glG(e), hEH(Lk), eG1, h!. Fur den Fall 

K = h ist das die Abbildung im Yoneda-Lemma : G -7 n.t.(H,G), 
L 

die die natGrliche Xquivalenz vermittelt. Durch Wiederholen der 

obigen Argumente (Eindeutigkeit des Rechtsadjungierten)) erhl3lt 

man auch hier einen weiteren Beweis des Yoneda Lemmas, in dem 

allerdings Satz 2 von Cigler verwendet wurde. 

Bemerkung 1: Satz 2 von Cigler und das Yoneda-Lemma sind in 
A 

gewisser Weise dual zueinander: H ~KF ist Koende des Funktors 

A op
H(. ,X) OD F( .. ):! x! -7' 1! und ~Lt. (Hy,F) ist Ende des 


K 
op - A
Funktors H(H(Y,. ),F( •• )):.!$. xl$. ---~ ~ und H und ® sind zu­

einander adjungiert. Sicherlich ll3Bt sich dieser Zusammenhang 

auch formal kategorientheorisch fassen (Vertauschbarkeit von 

Enden bzw. Koenden mit adjungierten Funktoren). 

Bemerkung 2: Sei G:1 --~ ~ ein Funktor. Aus 

1.( GI l$.) r"7 G f ~ (G .!$.)h folgt, daB in gewisser Weis e 

1(.) die "minimale" und (.)1. die "maximale" Erweiterung darst:etLt. 

Die Koeinheit dieser Adjunktion ist die Abbildung 

(F1.)ll$. = F-'>F, die der Identitl3t auf F1. entspricht, 

wenn man G=F-L setzt. Wieder erhl3lt man leicht, daB ~ =1 F ist. 



(11.3) Del' wesentliche Einschrankungsfunktor und seine Adjungierten 

L 2 K seien IIIdeder volle Teilkategorien von ], IEf (dami t 

Funktoren vom Typ ~ definiert sind). 

Del' wesentliche Einschrankungsfunktor 

(.IK)e : Funkt (1,~) ---~ Funkt (K,~) ordnet jeden Funktor F den 

wesentlichen Teil (F/!)e von FIK zu. Einer natUrlichen Transfor­

mat ion (~X) Xf.b, : F-7 G erdnet er die natur liche Transformation 

(fxIFJ~Xf!~' Da jede natwrliche Transformation wesentliche Teil­

funktoren in solche abbildet, ist demit (.\ K) als Funktor wohl­
- e 

definiert und wieder linear und Kontraktien auf den Merphismen­

raumen. 

Fur X, YE], sei K(X, Y) ::: X' 
~ 

0 Y der NermabschluG del' endlichdimens io­

nalen Operatoren X --0> Y. Das ist ein kontra-kovarianter Bi funkter. 

Satz: 1) F : K ---~ ~ sei ein kovarianter Funktor und K : K x 1 --7 ~ 

/\
entsprechend eingeschrankt. Dann ist K 0! Fein kovarianter 

LeFunkter - F : 1 ---j7~, der vom Typ;;: ist, wenn F BS war. 

1\ 
Beweis: Analog zu (11.1) beweist man, daB K@KFein Funktor ist. 

Wenn F vom Typ /" ist, ist fUr YE1:KYOOK F = K(I;Y)~i'F(I)::: Y ®;It(I) 

fUr eine Crossnormr ). >-. nach (1.2), weil K Y ein kontravarianter 

Fun~ter vern Typ~ ist. Speziell ist daher F(I)0Y dicht in 

.b,eF(y) -_ KY~. F I Le F . F kt T <­-K ,a so - eln un or vem yp / 	 qed. 

2) 	 Sei F : ! --..y ~ ein kontravarianter Funkter und K:1)<,~ "-7'], 

dann ist F ~ KK ein kentravarianter Funkter .b,eF:.b, ----7'], del' 

vom Typ2: ist, wenn F es ist. 

3) 	 Sei F:! -7 ~ ein kevarianter Funktor und K : 1 x K ->~, 

dann ist n.t.H(K,F) ein kovarianter Funktor F.b,e:.b, ---~]. 
K 



4) Sei F:K --7~ ein kontravarianter Funktor und K:K 	 x ~ ---?~, 

Ledann ist o.t.H(K,F) ein kontravarianter Funktor F- :~ --~~. 
K 

Von jetzt an gelte J$.~ 1~~, wobei ~ die volle Teilkategorie der 

Grothendieckraume ist. Dann gilt nach 5atz 7 von Cigler. 

(tJ.t.H(K,F) I K) = F .
K - e e 

Wir wollen jetzt die Adjungiertheitsrelationen beweisen. Wir be­

schranken uns wieder auf kovariante Funktoren - fur kontravariante 

kauft der Beweis analog. 

Wir betrachten den wesentlichen Einschrankungsfunktor (.(J$.)e:Funkt 

(~,~) -;;> Funkt 2:: (K'!~), jedoch in die Kategorie der Funktoren 

K -9 ~ vom Typ:E. (das ist eine volle Teilkategorie von Funkt (K,~). 

5ei also F : K -/' ~ vom Typ 2:: und G : 1-;:>!i, beide kovariant. 

In (I 1.1 ), 5atz 5 setze man: 

K = g, 1= ~, F = U, G =V, K=W KxL-:;;'B. 

Dann gilt: 

n.t.H(F, n.t.H(K,G)) 
K ~ 

= n.t.H(F, n.tJi(K,G) ) nach Levin 
K L e 

= n.t.H(F,(GIK) ) nach Cigler, 5atz 7. 
K - e 

Es gilt naturlich in Fund G: 

1'I.t.H(1e F ,G) = n.t.H(F, (G\ K) )
1 	 K - e 
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also ist 1 e (.) Funkt 2: (f,!!) --C> Funkt (1,12) linksadjungiert zu 

Setzt man hingegen 

gilt: 
1\ 

n.t. (K ee 
K -

G,F) = rl.t. 
1 

(G, o.t. (K,F)) 
f 

und 
/I.

K~G = (Gif)e nach Satz 7 von Cigler, da wegen fs1 alle Raume 

K(X,X), XEK gebildet werden k5nnen und der Beweis, den Cigler 

gegeben hat, funktioniert. 

Es gilt daher naturlich in Fund G: 

n • t.H( ( G I K) , F) = h ~ t • H ( G • F 1 e ) • a 1 s 0 is t 
- eK 1 

{. )1e Funkt Z (f,!!) -:::>- Funkt (1dn rechtsadjungiert zu 

(·1 K) e: Funkt (1.!!) -/ Funkt L (f,!!) . 

(11.4) Die Einheiten der Adjunktionen in (11.3) 

Die Ein h e it de r Ad j un k t ion n. t.H ( 1 e F , G ) = n.t.H(F, (GIK)e) 
K 

ist die naturliche Transformationen f : F _/((1eF~IK) die - e 

der Identitat auf 1 e F entspricht, III/enn man 

Nach Satz 5 von Cigler ist ((1eF)I~)e = F , denn es gilt die 

allgemeine Voraussetzung Ks1<;,6.. Durch Einsetzen sieht man 

~ieder leicht, daG If =1 F : F --'7 Fist. 

Die Koeinheit dieser Adjunktion ist die naturliche Transfor­

mation iJI :1e ( (GI K) ) ---:::>G, die der Identitat auf (G! K) ent-
I 1- e - e 

spricht, wenn man F~(G!K) setzt. - e 

Man pruft leicht nach, daB 



Le 1\y:- «G!K)e) = K~(G11)e ---;> G gegeben ist durch 

r(h~g) = G(h) 9 fur hlZlgl':K(k,l) IZ> Ge(k), kEK und te:1. und (nach 

Identifizierung, siehe (I.2) auf dem dichten Teilraum 

K(I,t) ~G(I) = t<2lG(I) von Kfq (G\Kl e ist t'e- die Einbettung 

i(J)G(I) -~G (e)-')'G{t).
e 

Le ' Wenn man ~ ~G( I) als dichten Teilraum von - «G\K)e) (~l und von 

G «() auffaGt, dann ist die von !::.e«GI1 l e ) (l) induzierte Norm 
e 

gr5Ger als die von Ge(t) induzierte (weilll~n= 1 ist). Man bemerkt 

auch, daB r die Abbildung ist, die auch im Beweis von Satz 5 von 

Cigler auftritt, wenn man 1=K setzt. Dann wird der Funktor (.\1)e 

zu (')e:Funkt(K,~) -->Funkt L (K,g) und (')e hat den Einbettungs­

funktor Funkt L {K,].l -:>Funkt (K,.E!) zum Linksadjungiertefl ~ 

weil n.t.{F,Gl = n.t. (F,G ) fur F vom Typ~ gilt. Diese Gleichung 
K K e 

f~llt mit der Adjungiertheitsrelation zusammen (weil der Linksad­

jungierte eindeutig ist), daher ist im Fall !::.~1 rein isometrischer 

Isomorphismus und hat G zum Bild in G und wir haben einen weiteren 
e 

Beweis von Satz 5 von Cigler gefunden, in dem aber (in der Ableitung 

der Adjungiertheitsrelation) Satz 7 von Cigler verwendet wurde. 

Die Einheit der Adjunktion n.t.l-l{ (GIK) , Fl = n.t.H{G,F1.e} ist die 

1 e 1. 


naturliche Transformation :-tJ :G ---'''- «G\K) )1.e die der Identitat
i - e ' 

auf (G)K)e entspricht, wenn man F = (G1K)e setzt. Sie errechnet 

durch 

g€G( 0, hEK(t,k), k~K, (€-,b.. 

Fur den Fall 1:. =1 ist I wieder die Abbild ung aus Satz 7 von Cigler. 

Da jedoch (.) den Funktor n.t. (K,.) zum Rechtsadjungierten besitzt, 
e K 



und dieser Funktor nicht so leicht zu handhaben ist wie etwa der 

Einbettungsfunktor, ist der Zusammenhang zwischen den Satzen 5 und 

7 von Cigler unsymmetrisch. 

Bemerkung: S8i G:1--;?!!. Aus 

folgt, daB 1el.) in gewisser Hinsicht eine "minimale" und (.)1e 

eine "maximale" Erweiterung ist. 

Die Koeinheit dieser Adjunktion ist die naturliche Transformation 

r: ((F1e )].!S.)e -/' F, die der Identitat auf F1e entspricht, wenn 

man 	 G = F1esetzt. Nach Satz 7 von Cigler ist ((F1e )/.!S.)e= Fund 

y ergibt sich als 1F. 



III. Uber Banachraume 

In der Kategorie !!1 (Morphismen sind Kontraktionen) ist jeder 

Banachraum induktiver Limes von endlichdimensionalen Raumen. 

Definition: 5ei K eine Kategorie. Eine Spektralfamilie in Kist 


eine Familie von Objekten (Ai)i€M' indiziert durch eine halbgeord­

nete Menge M, zusammen mit je einer Menge IT ~ von Morphismen fur 

1 

je zwei Indices i, j~M, sodaS gilt: 

genau dann, wenn i'j ist. 1st das der Fall, dann besteht IT~ 
1 

aus Morphismen A. -7 A .• 
~ J 

Wenn i~j ~I( in Mist, dann ist IT.k 0 rrI.j En-tk. fur aIle 1T~ € TI~ und
J 1 ~ 	 J J 

TT~ €. TTL 
~ 1 

Eine Abbildung von der Spektralfamilie in ein Objekt AeK ist eine 

Familia von Morphismen (fi)iEM' indiziert durch dieselbe Menge M, 

f.:A.~A, sodal3 f.DTT~ = f. fur aIle i'j in M und fur aIle 7T~Err~ gilt.
11 J 11 	 1 ~ 

Der induktive Limes der Spektralfamilie (A.,rr~) ist ein Objekt
1 1 

li~ A; zusemmen mit einer Abbildung (f.):(A.,rrh-~ lim A., mit 
.... 	 1 1 1 ~ ~ 

folgender Eigenschaft: 


Fur jede Abbildung (g.):(A., TT~)~_B existiert genau ein Morphismus

1 1 1 

9 : 1 i m A. ~ B mit 9 0 f. = g. fur all e ie M. 
~ 1 	 1 1 

Abbildungen von einem Objekt in die Spektralfamilie und projektive 


Limiten werden dual definiert. 


(111.1) 

Satz: 	 Jeder Banachraum X ist in !!1 induktiver Limes von endlichdi­


mensionalen Raumen In mit Summennorm. 




Beweis: 	 Sei X ein Banaehraum und 0 X seine Einhei tskugel. Man weiB, 

daB '(':l~~x. definiert durch 'f<lxlXEOX) - x<,~xjx .x 
eine Quotientenabbildung ist (vgl. Buehwalter). 

Wir stellen sie als Differenzkokern dar und betraehten dazu folgen­

des Diagramm: 

A ker ~ 	 f~X ~ X I in welehem A 
o 

der Nullraum von Y; in lOX und ker cp seine Einbettung ist. 

Dann HiBt sieh jedes f: l~X~Y mit foker'f = foO=O eindeutig Ober 

" 

~ zu f=f1o~ faktorieren. 


Die Elemente, die nur an endlieh vielen Stellen x £OX von Null 


versehieden sind, bilden einen diehten Teilraum von l()X. 


Wir behaupten : sie liegen aueh dieht in A, im Nullraum von ~ • 


SeiJ = (Jx)XfOX e A, dann ist c.r (J) = ~ 5x· x = O. Es existiert 
XEOX 

eine endliehe Teilmenge L~ () X, sodaG fur 

o sonst) gilt:x€L' 

III -JII g-f= ~ I})( l ~ t-1t. 
4 XEOX\'= /<. 

y= <t>(j - J) = ~! x' X 
I X EOX, L 

und z :: 't. e 0 X. 
UYII 

Wir definieren 1 = (1 X) x eOX dureh 1x=Jx fur xEL, 1z= II y/i und t') x=O 

fur xeOX\Lv~eJ 

Dann gilt: ~('1) =LJv'x'" IIyll''2..j. 0 
xeL 

y=Lf.x+ Lf.x 
xEL x xE'OX\L x 
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=r (~) = 0, also ist 

~ = [.
L 

Damit liegen die endlichen Folgen dicht in A, also bilden die end-

lichen Folgen in ()A eine dichte Teilmenge D. 

1Nach Euchwalter ist auch die Abbildung t.p : ID --7 A, die durch 

y;( (1 d) dED) = L ~ d· d c A gegeben ist, e ine Quot ientenabb ildung. 
dE.D 

Die Situation wird durch folgendes Diagramm veranschaulicht: 

Wir stellen nun als filtrierenden 	induktiven Limes von endlich­iOx 
dimensionalen Teilraumen In mit Summennorm dar. Indexmenge ist die 

Menge Maller endlichen Teilmengen von ()X, nach-oben-filtrierend 

halbgeordnet durch Inklusion. Fur i= EM sei E. der Raum 
]. 

In mit Summennorm:

(! n 
E.; 1( x.). 1 , )x.€rj, iI(~x.) 1/= ±Ifx . /. und die Abbildung

]. \. J J= J S J j=1 	 J J 


n 

gegeben durch b i (d x j }j=1)= (~x)x£OX ' wobei 

3x= fx j fur x::::x j und Sx=O fur xf=x j , j=1, ..• , V\ ist, also die Ein­

bettung. Fur spiteren Gebrauch stellen wir auch die Projektion 
n 

bj : ,e6x~ E i be reit, die d u r c h bi ( ( Jx ) x E 0 X ) :;; (f x j ) j =1 de f i Ii i e r tis t . 

Da n n gil t bi 0 b i = 1Ei un d fbi ii = II bi 1/ = 1. 

Fur i~j in M sei b j : E. ~ E. die Einbettung von E. 
]. 

in E. , zum Eei­
]. J 	 J 

spiel definiert durch b~= b.ob .• Auch hier sel E'-7 E. die 
1 J ]. J 1 

dazugehorige Projektion, b~ = b .' 0 b .• 
J ]. J 



1 lD stellen wir als Summe eindimensionaler Raume I d , dED, mit den 

Einbettungen 

Wir haben folgendes Diagramm: 

,[1
D 

ijJ 
) A ~er~£6x >x 

Ed 1 
Id 

Das ist noch nicht kompliziert genug. 


Wir wollen noch Abbildungen von I , dED in gewisse B. definieren. 

~ 

Sei dED und x 1 ,.",xn S OX die Elemente, an welchen d= (dX)XE()X 

ungleich 0 ist. Wenn iEM ~ x 1 ' ••• ,xn~5 umfaBt, dann selien die Abbil­

dungen €'t~ : Id ~Bi ' 

definiert. 

(Man beachte, daB jedes~ d aus zwei Abbildungen besteht). 

Fur j 3i in Mist klarerweise bI 0 t ~ == l' ~. AuBerdem definieren wir 

die Abbildungen L. : B. -? X, 'L. = l[) 0 b., iEM und 
~ ~ ~ I ~ 

1"'>-/

't'd: Id ~X, (d = 0, dED. 

Dann haben wir schon gezeigt, daB 

+ i 
( 

B., i€M\ mit den Morphismen eine Spektralfamilie
L ~ -' 

ist; ~d ,a€D+M(disjunkte Vereinigung) ist eine Abbildung von dieser 

Spektralfamilie in X: Sei 'r~ definiert, dann ist zu zeigen, daB 

"/ i f'-- O· . d (d) d 
o (. d = l d = ~st. S~e = "x eO X un d , ••• ,

x 1 



1€ Jd : 


~[ ....;' "r' L di ( 1 ) = f'l-L i· bi' ker f 0 lfJ 0 Ed (1) 


-
= If 0 b i 0 bioker fed) 

-= \I! 0 b. 0 b. (d)
I ~ ). 

n 

=lPob. «d) )


I ). x.. 1 
J J = 

n 
= IJ) ( ( d ) ,0 sonst)

I x.. 1
J J= 

= ~(d) = 0, denn d liegt im Nullraum von t . 
Li o'C'~(1) = t i o O(1) = 0 fOr 0 et~. Alle Abbildungen haben If. II ~ 1. 

Wir zeigen jetzt: X ist induktiver Limes dieser Spektralfamilie. 

Sie Y ein beliebiger Banachraum und ft("o(' € D+M eine Familie von Ab­

bildungen: 

: ~ Y, f. B. --7' Y mitfd Id ). ~ 

f i 0 
i 
d = f d , f. " b~ = f . , II ~JI ~ 1 , 

). ).J 

also eine Abbildung aus der Spektralfamilie in Y: 



Wir mussen eine eindeutig bestimmte Kontraktion f: X-'? Y mit 

fa, = f 01:'00 fur d- t: O+M finden. 

( 1 ) 	 Weil = f. 0 r i = f. i> 0 = 0 ist fur alle d~D, existiert genaufd ~ d ~ 

eine Abbildung u = 0 mit fd = u 0 t d , die auch auch uber:)'ri 	-';JI- Y 

lp zu 	 'lY= 0 : A --7" Y faktorieren laBt. 

( 2 ) 	 We i 1 110X = 1 i m B. istund f. = f. 0 't ~ fur j f i in M gil t , 
~ ~ ~ J ~ 

existiert genau eine Abbildung wd6x ~y mit fi =Wob i fur alle iEoM. 

Im Diagramm sieht das so aus: 

;). A 

,~ 

'" '0 
I 

y 

ker ~ 1 
~=====::jt ,lOx 

/~~w ' / B. . >­
/ ~ 

B.
J 

( 3 ) 	 0 = f d = u oEd = 


f d = f i 0 
i 
d = fie b i " ker rOlf 0 t" 


fur 	i hinreichend groB (i ~ d- 1 (I\ (01) =: i o )' Also gilt' 

'IT 0 ~ 0 £ eI ;: rd "fi 0 bj 
fur i~io und wegen der Eindeutigkeit der Summenabbildung folgt 

~CI'P= fiob i o kerLf"f fur i~i~ 

'tIist als Quotientenabbildung epimorph, also folgt ,jJ- = f i a 0 kerr fur i~ i o'b i 

Nach (2) folgt 

o =-0--= f icbi ~ ker Lf caobi 0 biD ker <f fur i ~ i. 

Wir behaupten: u.r 0 ker f = O. 

Angenommen, das ist nicht der Fall; das heiSt, es existiert ein a€A 



mit (J".ker'f( a) :f: 0 in Y, also auch kerr( a) +: 0 in ldx' Da VI beschrankt 

ist, konnen wir ein £ >Ofinden, fur welches aUs "b-kerw{ a) 1/ p -'f ~ € 
I .-vOX 

c.r( b) +0 folgt. ker'f (a) hat an hochstens abzahlbar vielen Koordi­

naten XfOX Werte *- 0 und es existieren endlich viele x 1"" ,xnc 0 X, 

sodaB fUr j= x 1"" ,x n f M gilt: aus i~j folgt 

II b. " b. (keru>(a)) - kerl.P(a)/l p-'f ~ E , 
~ ~ I I ~ox 

-
Y[ob i ob i 0 ker if{ a) :f: 0, do'ch fUr i~" hat ten wi r tiiob . 0 b . () k e r (J) = 0, e inen 

1. 1. I 

Widerspruch. 

A 1 s 0 is t c.r, k e r Lf:: 0 .. LtJoO, wi e wi r be hau pte t hat ten. Wei 1 f Differen z {,( 0 j.( er n 

von kerfund 0 ist, existiert ein eindeutig bestimmtes f: X~ Y mit 

bJ=f 0 r. 
Da ~ durch die f. eindeutig bestimmt war, ist es aubh fund es gilt:

1. 

fat'. :: f Ol[) 0 b. =uyob. :: f. nach (2), icM. 
1. I l. 1. 1. 

Alle auftretenden Morphismen sind Kontraktionen und das beschlieBt den 

Beweis des Satzes. 



:: 

IV. Dualitat von Funktoren 

In diesem Kapitel solI der Begriff des dualen Funktors, der sich 

bei Mitjagin-Schwartz findet, niher untersucht werden. In (IV.1) 

werden Definitionen und bekannte Resultate zitiert und es wird 

gezeigt, daB i(2): DF ---> DDDF auf jeder beliebigen Teilkategorie 

von ~ eine Isometrie ist. Dann wird bewiesen, daB ein Funktor F 

als Abbildung zwischen Morphismenraumen 

genau dann eine Isometri~~ wenn F(I) j (0) ist. 1m 

weiteren beschranken wir uns auf Funktoren : ~ -->~, wobei ~ die 

volle Teilkategorie der Grothendieckraume ist, also der Banach­

raume, die der metrischen Approximationsbedingung genugen: Fur 

jedes XE~ existiert sin Netz von endlichdimensionalen gleichmaBig 

durch 1 beschrankten Abbildungen X -/ X, das eine approximierende 

Linkseinheit in K(X,X), hier der Algebra der kompakten Operatoren 

X -".X, ist. 

Man kann aIle Ergebnisse leicht fur beliebige volle Teilkategorien 

von A die I enthalten, formulieren : die Beweise sind dieselben.
-I 

Zunachst wird gezeigt, daB jeder duale Funktor ein normiertes 


Linksideal ist und daB der duale Funktor eines normierten Links-


ideals das a~oziierte Ideal ist. 


Zu jedem Funktor wird ein normiertes Halbrechtsideal konstruiert, 


das aIle in schon den dualen Funktor bestimmt. Mit diesen Hilfs­

mitteln ist es moglich, auf zwei Arten aIle reflexiven Funktoren: 


~ -~ ~ zu charakter isieren. 


Dann stellen wir einigeUberlegungen zur Vermutung von Mitjagin-

Schwartz an: "Jeder Funktor DF ist reflexiv"; wir schlieBen mit 

Anwendungen der Theorie. 



(IV. 1) Dualitat von Fuhktoren und Reflexivitat 

K sei eine volle Teilkategorie; aIle Funktoren seien ~ovariant:J$. ----7>], 

Definition: Der zu einem Funktor F tiber f duale Funktor ist ein 

kovarianter Funktor DF:!i----7!! (oder f ---7!!, wir treffen keine 

Unterscheidung), der so gegeben ist: 
: 

DF(X)=n.t. H(F,~x), XE!! 
Ii 

DF (f) (If) = (f~1.)"i" f:X~Y, fEDF(X). 

Die Abbildung AX : DF(X) -7'F(X')', AX(~) = Tr 'f x ' fur0 

Y' e DF(X) ist fur jedes X. eine Isometrie und das so definierte 

A :DF.---;o F(.')' eine natOrliche Transformation. Eine Beschrei­

bung der Funktionale auf F(X' ), die im Bild von .\ X liegen, ist 

mit Hilfe der "speziellen Topologie m5g1ich".(vgl. Mitjagin-

Schwartz und J. Cigler). 

D: Funkt ko (.!$.,],) ~ Funktko (f,],), auf natar lic hen Transfor­

mationen definiert durch D(f)x(1) = ~o~ fur ~:F~G, ~eDG(X), 

ist ein kontravarianter Funktor, linear und eine Kontraktion 

auf den Morphismenraumen. 

Der Funktor D ist zu sich selbst adjungiert zur Rechten; die 

Adjungiertheitsrelation o.t.H(F,DG) = n.t.H(G,DF); F,G: f--7l2.) 
. I 

ist gegeben durch die Zucrdnung . f ~/" Y' ! 

fUr x G F(X), YEG(Y), wobei 

t 
X~Y -:? Y~X die Transposi ticn x(l)y 1-·----;> y \&I x ist. 

Setzt man F=DG, so erhalt man n.t.H(DG,DG)= n.t.H(G,DDG); die 

naturllche Transformation i: G -::>DDG, die der I dentitat DG~DG 

entspricht, heiBt die kanonische Abbildung (=Einheit der Ad­
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junktion). Sie ist gegeben durch: 

fur xEG(X) und 

Y f: DG(Y). Sie ist im sllgemeinen weder injektiv noch surjektiv; ist 

sie jedoch eine naturliche Aquivalenz (jedes iX isometrischer Iso­

morphismus) so heiSt der Funktor G reflexiv. (vgl. Mi~jagin-Schwartz) 

Satz: 	 Sei F':J$. ~1l ein Funktor und i (1 ) : F ---7> DDF, i (2): DF -;> DDDF 

die kanonischen Abbildungen. Dann ist fur jedes Xe f i(2)x 

eine Isometrie und D(i(1»X eine Ouotientenabbildung. 

Beweis: Sei i(1) F ---?DDF die kanonische Abbildung. Wir be­

trachten: 

D(i ( 1~: DDDF --'> DF und 

D(i (1), <> i (2): DF -':7 DDDF ~ DF • 

Sei y E: DF (Y), Y G f; dann ist 

[ D ( i ( 1 » 0 i ( 2) ] Y ( Y) = D ( i ( 1 )Jy 0 i ( 2 ) y ( Y ) 

i ( ~) (Y) 	" i ( 1 ): F ---, D D F ---~ Z- y ; = 

das konnen wir auf X€ F (X), X €-f anwenden; 

rD(1·(1» .(2)1 ( ) () .(2)() o·(1)() 
_ 	 01 .JyYXX =1 y YX 1X X 

.(2)() (,(." (»= 1 Y Y X 1 X X 

= t(i(1 )x(X)y(Y» 

= tt (YX(x»=YX(x). 

Also ist [D(i(1» i(2) J y(Y) = Y fur y~DF(Y), YG K und 

D( ,(1» .(2) ld f" Y I< 
1 yO 1_ Y =. DF(Y) ur E_. 

. ( 2)Weil D(i(1»y und i(2)y Kontraktionen sind, ist fur jedes YEe.!$. 1 Y 

eine Isometrie und D(i(1?y eine Ouotientenabbildung. 



(IV.2) 	 Das Verhalten von Funktoren als Abbildungen zwischen 

Morphismenraumen 

Sei K eine volle Teilkategorie von ~ und Ie K. Sei F 


ein kovarianter Funktor. 


Nach V.L. Levin ist F(I)®X injektiv in F(X} eingebettet; der 


AbschluB in F(X) definiert den wesentlichen Teilfunktor F von F 
e 


(vgl. Kap. I). Wir unterscheiden zwei FaIle: 


1} 	 F(I) = (0). Dann ist auch F(X} - (0) fur aIle endlichdimensio­

nalen Raume X in !, da fOr endliche Summen ~der Produkte) 

L.X. gilt: F( L:..X.) ist isomorph zu Z-F(X.). Fist der Nu11­
l. l. l. e 

funktor; man sagt: der wesentliche Teil von F verschwindet. 

2} 	 F(I) r (0). Man sagf: F hat nichtverschwindenden wesentlichen Teil. 

Satz: 	 Sei F : K---~~ ein kovarianter Funktor. Dann sind die folgen­

den beiden Aunagen equivalent: 

(i) 	 F hat nichtverschwindenden wesentlichen Tei1 

(ii) 	 Fur jedes f : X~ Y in ! gilt: 

~ F( f ) II = II f II 

Korollar: Wenn Fe fOist, dann ist 

F : H(X,Y) --~ H(F(X},F(Y)} eine Isometrie; insbesonders 

ist das Bi1d abgesch1ossen. 

Beweis: Sei Fe +o. 


Dann ist F (X) = F(I) ®O{X, die Vervollstendigung von F(I)0X in 

e 	 x 

einer Cross norm 0( ~ A fur aIle XE!. Sei c > 0 und f : X-"7 Y 
X 

in! gegeben. Weil F(I} :/= (0) ist, existiert ein aG F(I) mit Qaa. 1. 
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Mann kann auch ein xeX mit "xU= un d \\ f ( x ) 1\ ) nf ll- t fin den. 

Dann ist ~ (a0x) =UaU "xU= 1 und 
,X 

nfll ~\IF(f)1I ~ II F(f) ix (a@x) II F(Y) 


= CX y ((F( I)@ f) (aQ9x)) 


= II aU II f (x)ll) Ufl\-f., 


a 1soli fll = II F ( f ) II • 


Wenn umgekehrt F = 0 ist, also F ( I) = (O~ dann ist 

e 

F(x') : F(X)-7F(I) = (0), alsol\F(x')1I = 0 fOr alle x':X---rI. qed. 

Beispiele: Sei K = ~, K(X,Y) der Raum der kompakten Abbildungen 

X ~ Y un d F = HXiI,.<' We i 1 f i..i r f E K ( Y , Z) s t e t s 
X 

f"g.EK(X,Z) fur alle gE.H(X,Y) gilt, ist F(f) = 0 fUr 

alle fEK(Y,Z). 

~m kontravariantenFall gilt analog der folgende Satz 
(verwende (I.1 )): 

Satz: Sei §.:K ~~ eln kontravarianter Funkter. Ghat genau dann 

nichtverschwindenden wesentlichen Teil, wenn \!G(f))/ = II f 11 

ist fUr jeden K-Morphisrnus f . 

Satz: Sei F:K -';Jli ein kovarianter Funktor vorn Typ ~ und X,YE K. 
* 5ei (xl) ein beschr~nktes, schwach gegen Null konvergentes

v 

Netz in X'. Dann konvergiert fLi r j edes f X E F (X) nas Netz 

F(x~)(fX) in F(I) gegen Null. 



Beweis: Nach Levin ist F(X) = F{ I) 00\ X, wobei ex.. X eine Cross­
y. 

norm f A. ist und F(x~) = F(I)®x.j. Sei e.B.1I X~ll ~-1. 
n 

Sei fXE- F(X) und 8)-0 gegeben. Es existiert ein u = 2:- a i 0X; f:t(I)®X 
i=1 

mit II fX-u [I F(X) {£4 und ein Vo ' sodaB fur vtvo gilt: 

fur i=1, ... ,n. 

Dann gilt: 

II F ( x ~) (fX ) II ~ II F ( x ~ ) ( f X - u H\ +II F ( x ~) u 1\ 

~ 
. 
II x';; \\ f)E 

v 

n 
-u II + II (F ( I)fl)x ' ) ( ~ 

v i=1 
a .~x. ) 11 

1 1 

n 

~%:+IIL 
i=1 

n 

x'(x.) a./'v 1 l' 

~ \x' (x.)j 	lIa.1\ ~£.
i= 1 v 1 1 

qed. 

Bemerkung: 	 Wegen des Satzes von Banach-Dieudonne besagt dieses 

Ergebnis, daB F: H(X,I)-~H(F(X),F(I» stetig ist, 

wenn X'=H(X,I) mit der schwach~- Topologie (=starke 

Operatortopologie) und H(F(X),F(I» mit der stark en 

Operatortopologie ausgestaltet ist, und dim F(I)(oo ist. 

nV.3) Beschreibung der dualen Funktoren durch normierte Linksideale 

Definition: 	 Sei AEli und HA:a--7~ der Funktor HA(X)=H(A,X) fur X~A. 

Ein Funktor A~:a--~~ heiSt normiertes Linksideal 

(A.L.L) in HA, wenn gilt: 

1) AA(X) = A(A,X) ist linearer Teilraum von HA{X). 

2) Fur aIle eindimensionalen Abbildungen f: A----'Y X gelte 



3) FUr einen .8.-Morphismus f:X~Y ist A(A,f) = H(A,f) I A(A,X): 

A(A,X) -7!\(A,Y), also AA(f)(g) = fog, ge;\(A,X). 

l.
4) FUr jedes X'.8. und jede approximierende Einheit u. in 

K(X,X) gelte: 

1 im II A ( A , u . ) ( f) II ::: lim II u .0 f l! = II f II" 
l. l. A l. l. A 

fur aIle f ~ A(A, X) • 

Bemerkung: a) gof = !\(A,g)(f)c!\(A,Y) und 

II 9 0 fl~ = 1/ !\ (A , 9 ) (f) ~ 1\ 

~ ~gll' IIfll/\ 

fur aIle gE:H(X,y) und feJ\(A,X). 

b ) Ii f Ii ~ II f 111\ fur alle f e A (A , X ) , de n n 

Ufl!= sup IIx'~f\l 
II x 'ii ~ 1 

= sup 
Ii x' II ~ 1 

II x' t f II A n a c h 2) 

nach a). 

~er 
5 a t z : 5 e iF: .8. ----?.l2. e in Fun ktor un d Df : .8. ~ IiV z u F d u ale Fun k-

tor. Dann ist DF=!\F(l)' ein normiertes Linksideal in HF(l}' 

Wenn F vom Typ List, enthal t /\ (F ( I) , X) aIle endlichdi­

mensionalen Abbildungen F (I) -". X (also F (I) '~X) fur jedes XE:.8.. 

Beweis: Sei F(l) = Ae.l2. und Xe.8.. 


DF (X) = 1'1. t. H(F, Z X); wir betrachten die Abbildung 


jx : DF(X) -".H(F(I),X) = H(A,X), die durch jX(~) = rl : F(l)-7~X(I)=X 


fur ~E DF(X) definiert ist. 


Weil Xc.8.der Grothendfckschen Approximationsbedingung genugt, ist 


nach Theorem 2 von M~jagin-Schwartz jx injektiv. 


X I-;;>J X ist eine naturliche Transforma tion j : DF -7 H A = HF ( I ) . 




So 


Wir dBfiniBren: "A ist das Bild von j. Fur X£~ ist J\(A,X) .. JX(DF(X» 

und Hfil,,= llJ x- 1(f) /I DF(X)' ffA(A,X). Dann ist 1I.II A eine Norm auf 

A(A,X), die so gewahlt ist, daB demit A(A,X) und DF(X) isometrisch 

isomorph sind, also ist A (A,X) ein Banachraum. Weil J eine na­

turliche Transformation ist, gilt 3) der Definition undA (A,.) ist 

ein Funktor. 

Wir zeigen 2): Hf II =iI rnA fur alle eindimensionalen f in A (A, X) , 

f=J X(cx) = (Y. I fur ein ext DF (X). Siei y~ ~ und y Ie: YI. Dann ist folgen­

des Diagramm kommutativ: 

(XY "F (y ) ------'-----'i>)" X~ Y 

F (y I ) 

~ ~. 

Cl(I~f A( )F I =A ----=-----7/ X® I = X. 

~I=f:F(I)=A ---7 X~I= X ist eindimensional; also ist~I(F(I» = I.x, 

X€X,xf O• 

Wir behaupten: dann ist auch 0( Y (F (Y ) ) E x~Y. Es genugt zu zeigen, 

daB fur jedes uEX~Y\ x~y ein y'f;Y ' existiert mit (XQI) y ')u4I.x; 

denn dann kann man das Gegenteil der Behauptung mit Hilfe des obigen 

Diagrammes zum Widerspruch fUhren. Wir identifizieren X~y mit 

L1 (X',y), dem Raum der schwach~ auf X' stetigen nuklearen Abbildun­

gen (vgl. Buchwalter) durch folgende Zuordnung, die eine natUrliche 

Aquivalenz definiert, da X der Approximationsbedingung genugt: 

xl2JY ~ <x, .> y. u!f.X~Y '\ x~Y; das heiBt ker u 1= ker <x, .> und wegen 

u :f 0 und ker <x, .> Hyperebene in X, gilt sogar ker( x, .>\ker u 1= ~. 

set also x I Eo ker <. x, .>" ker u in XI. Dann ist u (x I) lOin Y und 



<x, x'> = O. Wahle y'tY' so, daS(u(x'), y')1 0 ist. Damit haben wir: 

(X~y') u iI.x in X~I, denn «., x')®I)o{X~y') u :::<u(x'), y'>+ 0 

und <x, x '>= O. Wir haben dami t dfi.e obige Behauptung bewiesen. 

(Xy : f(Y)-"> X~Y laSt sich also auch so schreiben: CXy{fy) = X0Wy (fy ) 

fur f y t:- F ( Y ), wy : F ( y) ~'/' Y • 

Damit gilt: 

= sup II LXI' F(y') (fy) II ~lIcxIII 

1\ f yll.< 1 

~ y 1\ ~ 1 


und 1\ f l\/\ =Il J x- 1 (f)i\ DF(X) = \ld.\lDf(X) 

= sup 1\ <A y \\ = II <X 1\\ = nf \\. 

y E ~ 


Wir zeigen 4): Sei XeA und u. approximierende Einheit in K(X,X).
l. 

Wir mussen zeigen, daB II fll = lim n u. 0 f 11/\ fOr aIle f If 1\ (A, X) ist.
!\ l. l. 

Sei ff/dA,X), also f= Ct. I fur ein <X..EDF{X). 


Wir definieren ~ i = DF(ui)CX = (ui~ 1. )(!>€: DF(X).Dann ist 


~ i I = (u i01 I ) 0< I :;;: u i 0 fun d 1\ () i 1I D F (X) = IJ u i 0 f II 1\ . 


Wir mussen zeigen: l~m n~ ill = 1Iti,\l =lfilA. 

• l. 

II ~ II :;;: 11 D F ( u i ) ~ II ~ \I u i \\ 11 Of, 11 ~ \l ~ 11 i\ ) 
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es fehlt also nur noch der Nachweis, daB man an "~llvon unten ge­

nugend nahe herankommt. 


Sei [) 0 gegeben. 


E s 9 i b t e i n YE ~ mit II 0( YIi ~ II 01-11 - ~ 


Es gibt ein Zf F(Y), /1 zll= 1 mit 110( y(z)ll X® Y ~\Io( yll - ~ 

n 


Es gibt ein VEe X(JJY, v. Z xk Q!) Yk mit 1/ V - 0( Y ( z) 1\ X0Y ~ f'/S;­
1<=1 


Es gibt ein i o , sodaB fur i~io gilt: 

II ui (xk)-x k 1/ X {. 5n~Yk" k=1, ••• f n 

sei i ~ i o • Dann gilt: 

!I(U i 0Y)C(y(Z) -C<y(z)1I X@y ~ 

!: II (ui'ilY) (o<y(z)-v)/I +11(ui~Y) v-v /1 +llv-O(y{Z)II~lIui®YI!~+ 
f1. 

... II ~(udX K)-X\< ) ® Yk!1 +?s- ~ '3.§rs-

Damit erhalten wir: 

[I 8> i y{ z ) II = II (u i~Y ) IX Y ( z ) II ~!I 0< Y ( z ) \I - 3§..s­

~ ~()( Y~ - 'tX 
~lIc(/j -£" 

a1 s 0 sup Ii ~ i y II ~ II d. 1/- [ f I ~ i iI ~ /I r/, II - E 
Y 

fUr i? i o ' das heiBt lim ii (~iii ::: li rX.1l • 

Wir zeigen den zweiten Teil des satzes: 

Sei F vom Typ L • Wir zeigen, daB A(A,X) aIle endlichdimensionalen 

Abbildungen A --~X enthalt. Dazu genugt es, jede eindimensionale 
Ai 

Abbildung f: A-;7 X , f= < ., a ,> x fur a 'E' A' und xc-X. Wir kon­

struieren ein~E:DF(X) mit JX(~) = rr = f. 


So ein r muG das folgende Diagramm fUr jades y'GY', YEa kommutativ 


machen: 


A) in A(A,X) nachzuweisen. 



(>y ~ 
F(Y) -----~7 X®Y 

F (y' ) 

Daraus liest man die Definition von 0 ab: 

schwach* definiert ist; das ist wohldefiniert, weil 

n.ch dem letzen Satz aus (IV.2) und 

dem Satz von Banach-Dieudonne schwach#-stetig ist. 

~Y ist dann klarerweise linear und 

[I r Y II ~ Ii xliii Wy [I un d 

. ~I /= sup l<-F(y') fy' a'/I 

!I f :-til ~ 1 ' 

Ii y' II {1 


also ist \lr~yll~/ixnila'H =ijfU. 

Behauptung: y;"'1\\ ist naturlich : F-»L X ' Sei h Y -'7 Z e in h.-

Morphismus. Wir mussen untersuchen, ob 

1 
($y. 

1 
1\ 

F ( Y ) --------77 XG9Y 

Xt»hF(h) 

F(Z)------~_£-----~x~z kommutiert: 



(XlZlh)"ry(fy )::: (X@h) (x~wy(fy») 

= x~~ Wy (fy ))0 

~ Z 0 F ( h) (fy) ::: x~ Z (F ( h) f Y »). 

So bleibt also zz: howy(fy) = wz(F(h) fy)' also: W 

naturlich. 

5ei 	z 'E Z ' . 

(wz(F(h)fy )' z, > = <"F(z' )F(h)fy ' a') 

::: < F(z'ch)fy' a' > 
::: <F(h' (z.') )fy ' a'> 
::: <wy ( f Y), h' (z I ) '/ 

::: <h Wy (fY), z,). 

und 	 weil die Z'€Z' punktetrennend sind: 


w .F(h):: hOw y fur h: y-j>Z.
z . 

Wir zeigen als letztes ~I ::: f. 


5ei aEF(T) ::: A. 


oI ( a) = x~w I ( a ) 


<wI (a), 1>:: <F (1) a, a'> ::: <a, a ,/ 


also ~I (a) = x®<a,a~ = .(a,a') x • f(a) 

. und damit ist der 5atz vollstandig.bewiesen. 

5ei AA ein normiertes Linksideal in HA uber der Kategorie ~. 

B::::I\(A,I) ~H(A,I) ::: A' und die A-Norm auf B ist die von A' 

induzierte wegen 2), da aIle Abbildungen in B eindimensional sind. 

aei fE;\(A,X), Xf:A. Dann ist f'(X')S;B~A', denn fur jedes X'€-X' ist 

f I (x ') = x' 0 f • 1\ ( A , x', ) ( f ) E A ( A , I) =13. 

Wir kBnnen dahergEH(B,Y) und fEA(A,X) zu gof' komponieren und 
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das ErgebAis liegt in H(XJ·,Y). Folgende Definition ist also 


sinnvoll: 


Definition: Sei I\A ein normiertes Linksideal in HA und B= I\(A,I)SA'. 


XDas zu A A assoziierte normierte Linksideal A B in HB ist defi­

niert durch 


J\X{B,X) '"' [gcH(B,X)) gofl E L1 (V' ,X) == Y~X 


fur aIle fEJ\(A,Y), YEa und 


II 9 I~X = sup II gofll/ L1 < CX) 3 

f€i'\(A,Y),YE A 

R flh~1 ­

I\X(B,h)l= hog fur h : X--=p.V. 

Aus dem nachsten Satz wird folgen, daBA XB wieder ein normiertes 

Linksideal in Haist. Doch zunachst beweisen wir ein 

Beweis: Sei i B -~A I die Einbettung. 

= A~X und g'tA (A,Y). flBog' = foiog' = fog', wo im " 
letzten 	Ausdruck 9 I : X' --=t "fA' definiert ist. 

1 1 1\ 1\
fog ' '"' L (g', X) (f)€- L (V',X) (=(g®X)(f)~ V0X und 

"f"g I 1/ L 1 ~ n9 IllIf 1/ L 1 • qed. 

Satz: Sei "A ein normiertes Linksideal in HA uber ~ und B = /\(A, 1). 

X
Dann ist DAA = A B. 

Beweis: Nach dem letzten Satz ist D"A == /'"\ A( A, I)/\ ~~\ fur ein normiertes 

Linksideal in H/dA,I) ; IdA,!} '"' B. 


Wir muss en zeigen, daB Jl B =/\XB ist. 


Wi r be h a u pte n: wen n 9 E: il(B , X) ist, dan n is t 9 GI\ X ( B , X) un d Ii 9 \11\ l( ~ \I 9 IIJL • 


Sei geJL(B,X), dann ist 9 == JX(~) == rI fUr sin 0E=D/\(X) = n.t.H(!\A,LX)~: 
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Sei fE/\(A,Y), Yt.A und y'E-Y', dann ist das If'olgende Diagramm 

kommutativ, weil ~ eine naturliche Transformation ist: 

fdA,y' ) X(1Jy' 


\If \Y

0J:::g jI!\( A, I ) =B ---'--"'-~-~) X~I ;; X. 

Wegen der Identifikation L1 (Y',X) = X~Y gilt: 

~ Y(f) (y') = (X~y') ~ y{ f), f €-1\ (A, Y ) • 

= ~I' /\(A,y') (f) 

= ~I (y'of) = ~I (f'(y'» 

= ~IOf'(Y'} = 9"f'(y'), y'e V'. 

(,.) A1S09ilt:lh(f)=~I.f' \. X"Y=L 1 (y',X] 

II 9 <> f' /I L 1 	 = 1/ (1) Y ( f) II X~y ~ II ~ YII II f 1\A 


~ II p., Ill! filA = II 9 1i-1L II f II A • 

, 

Wir heben daher 9 c r,X 
(B, X) und fi g!~X / /I 9 IISL' 


Wir behaupten: Wenn 9 E 1\X(B, X) ist, dann ist 9 En( B, X) und 


\l91!.n..(1I911j\x. Sei gEAX(B,X), dann ist 9of/~L1(y',X} = X~Y fur 


jede s f E ;\ ( A , Y ) , YEc ~, un d /I 9 0 f ' 1/ L 1 ~ 1/ 9 II A X II f II J\ • Wi r 11 e r­


wenden j etzt die Gleic hung (.~) als Definition von () e D1\ A(X) , 


(S Y : j\( A , Y ) -"> X~y = L 1 (y , ,X ) 

0y (f} = gof', fE-I\(A,Y). 

Dann ist 0y l,inear und 't->yll ~ /19 i/\)( und wir zei gen, daB Y-?py 

naturlich ist. Se i h :' Y~ Z in .a. 



We 9ende rIde n t i f i kat ion L 1 (y', X) . = X~Y gil t wi e d e r : 

( X~h) ~ y (f) II': (X 0 h) (g 0 if') ::: 9 0 f ' 0 h ' 

~z . A(A,h) (f) = ()Z{hof) - gof'~ h'. 

Wir zeigen: ~I == (~) == g. Sei bE:B =!\(A,I), dann ist b l : I'-"A'J X 

so, daB b' (I j k B ~ A' nach den Uberlegungen wei ter oben, und 

b' - ~, ~(1) = b. Also gilt: ~I(b) == gob' == go~ und wegen der 

Identifizierung H(I,B) = B.• . 

Damit folgt ~I == g, also gE.Q{B;X) und IIgli.Q== "(1M:;: sup H(\yll ~ UgH ~ 
Y~.8. A 

Beide Resultate zusammen ergebenll B= AXB und beschliel3en den Beweis. 

(IV. 4) DualitHt und normierte Halbrechtsideale 

Definition: Sei AE~. 

Ein Funktor..Q. ( • ' , A) : .8. --;;. ~ heif3t normiertes Halb­

rechtsideal in H{. ',A), wenn gilt: 

1) Fur j edes X€..8. ist S'L{ X'·, A) ein Iinearer Teilraum von 

H(X' ,A). 

2) Fur j edes XE:.8. umfaBt .n.. (X' , A) den Raum X0A der endlich­

dimensionalen schwach # -stetigen Abbildungen X f -7 A. 

3) Fur jede eindimensionale schwach--stetige Abbildung 

f: 	X' -:;. A gilt Kf \In: Qf II 

4) 	 Fur einen .8.-Morphismus h : X-;.Y gilt: Jl{h' ,A): 

::: H(h',A>\--1l(Xf,A). 



Bemerkung: a) Die Halbrechtsidealeigenschaft: 

fog' =...Q(g' ,A) (f) t.12...(Y' ,A) und 

• fa 9 'U.n.. = • .fL ( 9 f , A)( f) IQ ~ 11 Jl. (9 , , A H: Ii f I~~ II g' II 11 f II 

fur aIle g€H(X,Y) und fbU(X',A). 

b) Ilf/I((/fll..n..fur aIle fEl2..(X',A), denn 
~ 

~f/l = sup /I f(x')1/ ;::: sup II f 0 (x' ) \\ 
Rx 'n <1 II x 'II ~ 1 

f'. 
:::: sup /If ()X'IiF) nach 3) 
l\x'1l.(1 ...lL­

, A 
~ sup II f \I !I x 'n = !l f il..a.. n a c h a).
nx'1I~1 .1L 

Satz: Sei F: 6-;.J2. e in Funktor. Dann existiert ein Quotientenfunktor 

JlF(.' ,f(I») von F, der ein normiertes Halbrechtsideal ist. 

{Genauer: Es existiert eine naturliche Transformation 

~: F -'7~( • " F ( I ) ), sodaG fur j edes XE: 8. ~X eine Quotienten­

abbildung ist). 

Beweis: Wir definiereni: F->.JLF{·',F(I» durch ["<fX(fX)(X'):F(Xt) ~~-~ 
fXEF(X), x'EX'. Das ist eine natOrliche Transformation, denn fur 

f : X-? Y in A ist 

f ( X ) ----+f-'-)(---;;>H ( X f , F ( I) ) 

H(f t ,F( I))F(fll w 

F(Y)-------'f~y'-- ---?H(Y',F(I)) kommutativ: 

= f X(fX) (f' (y'))= 

= F(f' (y'») (fX) = 
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= F(yl)(F(f)(fX» 

= fy(F(f)(fX»(yl) • 

Weil II t.pX(fX)(X ' ) II =11 F(x' )(fx ) II ~ II X'I! II fxll ist, haben wir 

Illfll~ 1. 
Wir definierenilF(X I ,F(I» als im Lfx' ausgestattet mit der 

Quotientennorm. Dann wird iLF(. I ,F( I» zu einem Funktor mit 

12. (f I , F ( I» = H ( f I , F ( I ) ) J SL (X I , F ( I » fUr f : X -~ Y in A. 

Wir zeigen (1) : 

F(I)®X __l..X~_~)F(X) 

'fxkx ~ 
H(X' ,F(I» ist kommutativ, 

H(X',A} ist. 


Sei 2.. a. <8> x .E F ( I }&JX und x 'E X' 

]. ]. 

<c A
'f'x(L F(x.}a.}(x )' , ]. ]. 

:::: F(x')(z::..F{~.)a.)
]. ]. 

A 
== ~F(x'ox.)a.

]. ]. 

= z:: F ( <: x . , x ,> 1 I ) a . 
]. . ]. 

:::~<x.,x') a. 
]. ]. 

::: K X (~a. ®x . ) (x ' ) • - ]. ]. 



'0 


3) gilt, de~~ nach Levin ist die von F(X) auf F(I)~X indu­

zierte 	Norm eine Crossnorm. 

qed. 

Definition: Sei .iL ( . ' , A) ein normiertes Halbrechtsideal in 

H ( • ' ,A) Ober .8.. Wir definieren das zu n ( . ' , A) assoziierte 

normierte Linksideal ~* (A,.) in HA Ober .8. durch 

rL(A,X) = [fEH(A,X), fogEL1 (Y',X) = X0Y fOr aIle gE ...ft(Y',A), 

Ye.8. und IIf1h*:= sup II fo g li L1 <005 
9 E- n( Y , ,A ) , Y E: .8. 
1/ 9 I~,-~ 1 

Der nachste Satz und (IV.3) werden zeigen daB iL(A,.) tat­

sachlich ein normiertes Links~deal in HA ist (r= Id). 

Satz: 	 Sei F : .8. --7' l! ein Funktor, r : F -;:>rL ( . ' ,F (I) die 

Quotiententransformation auf das normierte Halbrechtideal 

aus dem letzten Satz. Dann ist DF =Jt(F(I),.). 

Beweis: DF = A (F( I) , .) fUr ein normiertes Linksideal /\ (F (I), • ) 

in HF(I) nach (IV.3) und die natOrliche Aquivalenz j:Df--~A(F(I),.) 

war 9 e 9 e ben du r c h j X ( ~) ... rI ' r E- D F ( X ) • 

Wir behaupten: Wenn gE-;\(F(I),X) ist, dann ist auch 9cQf.(F(I),X) 


und /lg/l..Q~ ~ !1911/\. 


gf.I\(F(I),X) heiBt g ::: ~I fOr ein 0 G- DF(X). Wir benotigen ein 


Lemma: Sei f!. G Df (X). Dann gilt ker tp Y ~ ker 0 Y fur je des YE,8.. 

Beweis 	des Lemmas: Sei f Y E F (Y), f Y E:- ker rY' das heiBt 

~y(fy) 	::: 0, 

l(>y(fy) (y') = F(y' )fy ... 0, y' E: Y'. 

Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm (0 naturlich): 



F(Y)-­

F(y' )1 
F ( I ) .. 

Wir nehmen an, das ry(fy) fOist in X&y. Weil XEA ist, sind 

• I /I Adie Abb1ldungen X0y : X®Y --")X®I == X, y'E Y' punktetrennend 


(das sieht man sofort aus X~y == L 1 (yl ,X), (X<ZIy') u= U(yl». 


Also gibt es ein y' E Y' mit (X2>y') ~y(fy) ~ 0 in X, damit 


auch rIOF(yl) (fy) +0 nach dem Diagramm und das ist ein Wider­


spruch. 


Wir verfolgen den Beweis des Satzes weiter: 


( It *" ) Da ker Lf y , ker ~ y gil t, kann r y so faktoriert werden: 


/ ~y 
f(Y~ == ll(y',F(I».

ker'i'y 

Wir k8nnen das Diagramm (§) weiter zerlegen, und alses bleibt 

kommutativ, weilteine natOrliche Transformation ist: 

F(Y} @v_. ? X~y == L 1 (yl ,X) 

~ yl 
F(Y)/ ==.Q...{Y ' , f(!)}

/kerfy 

F (y' ) /' XfhJy' = L 1 (~I , X ) ll(y',F(I») 


\p F(!) ==(L(I,f(I» 

\y 

\Y -'7/ t 
F ( I ) "7 X®I = L1 ( I ,X) = X 
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fr ist die Identitat: 


~I(a)(1) :: F(1)(a) = aEF(I) 


Sei fEJL(y' ,F( I» und wie oben y' E Y'. Dann gilt: 


- ;, 

= ~y(f) 0 y' 


= L 1 (;, ,X) 0Y ( f ) 

f' = ~I°S'L(y"F(I»(f) 

/") I' 
= ill (foy') 

I' 
= (\ (f"y'(1» wegen J.~L ( I, F ( I » = F ( I ) 

= PI (f ( y' ) ) 

= (Slof(y') = g,)f (y'). 

Also gilt insgesamt: 

gt>f = rI",f = 0y (f) 6 L1 (Y' ,X) = X ~y und 

gofll L1 = !l~y(f) '. X~y ~ \ r,l\ 'l~n..Q = 110H11?11SL 

fur alle frSL(Y' ,F(I»; damit ist 

9 E.f~( F ( 1) , X) un d II 9 Il_~ ~, \\ r~!i == 1/ q11 A 

Umgekehrt behaupten wir: Wenn 9 E-_C:L"(F(l),X) ist, dann ist auch 

gEeJ\ (F(I),X) und /l gil/\!, )Jgll.J2_ll • 

g(.fL(F(I),X) heiBt gofe 1.J..1 (Y',X) = 
1\ 

X~Y und 

Ilgof Ii L 1 ~ II 9 1l.Jr Il fH.O_ fur alle fG.C(Y' ,F( 1), Yf:~. 

Wir definieren also fur Yf~: 

1\0 y : .0dY',F(I» ---") X®Y durch 

f cCL.( Y , , F ( I) ) . 

r) Y ist dann linear und 110 Y\i ~ \\ , II ¥. 

Wir zeigen, daB Y,.-> (~Y naturlich ist. 
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Sei h : Y ---7 Z in a. Wir mussen nachrechnen, das folgende Dia­

gramm kommuta±iv ist: 

.iL(Y', F(!)) 

JL(h',F(I)) 	 L1 (h',X) 

Sei 	ff_Ct(Y',F(!)). Dann ist: 

L1 (h',X) 0 y (f):::: L1 (h',X)(gof) = gofDh' 

~Zoll(h"F(I)) (f) = ~Z (fDh') = gofoh'. 

Wir 	 haben jetzt eine naturliche Transformation 

~ : St ( . ' , F ( r ) ) --? 2: X ' 

Wir definieren (?>~ DF(X) = n.t. H(F,L X) durch 0,::: r») ; das ist 

als Komposition zweier natOrlicher Transformationen wieder na­

turlich und i tl II / "n i~' .' ': I Ii.,:; also ist rE DF(X).: IJ \. 	 ~ Ii I) E,' ; ,. ,~ . .::' JL* ) 

Wenn wir noch zeigen, daB P->r :::: jx (r) ::: gist, dann ist 


g"G Id F ( I) ,X) undi 9 11/\ ~ \l 9 liSt!' . 


Sei also a ~ F ( I); dafur gilt: 


(' 	 j\ wegen F(!) 	=SL(I,F(I))= I~' loa 

= g(a) wegen L1 (I,X) = X, also r I = g und das 

beschlieBt den Beweis des Satzes. 

Korollar: 	 Wie schon in der Definition behauptet, ist fur ein 

beliebiges normiertes Halbrechtsideal _ft ( . " A) in 

H(.' ,A) ubar A S)*- (A, .) ein normiertes Linksideal. 



Beweis: Setze F =SL(.' ,A); es folgt alles aus dem Satz, wenn 

gezeigt ist, daB dann If = id ist. Sei fE.f'L(X',A) und X'f: X': 

(fX(f)(x') ::: F(x')f IIIi.IL(x')',A)f 

- /
::: JL(x' ,A)f= 

= f\
fox'::: 

1\
fox'(1) wegen SL(I,A) ::: A 

::: f (x' ) 

Also TX(f) ::: f. qed. 

Bemerkung: Unter anderem haben wir folgende Aunagen uber die 

Struktur von Funktoren ~ --7" l!. gewonmen: 

1) Der Duale eines Funktors mit verschwindendem wesent­

lichen Teil ist der Nullfunktor. wegen (IV.3)! 

2) 	 Funktoren, die das gleiche normierte Halbrechtsideal 

als Quotientenfunktor haben, haben gleiche duale 

Funktoren; 

3) 	 Dieser Dualitatsbegriff ignor'ert also die Funktoren 

7Fe und ker ~ So F fur F : ~ -"7 • 

(IV. 	 5) Reflexive Funktoren: ~ --7 l!. 

Satz: 	 Sei A(A,.) ein normiertes Linksi eal in H(A,.) Ober ~, 

B =I\(A,I), C =I\X(B,I). Dann ist folgendes Diagramm 

kommutativ: 



wobei i : AA ~7DD/\A in (IV. 1) und j : DDAA _yI\XXC 

in (IV. 3) definiert ist und K: II A--'"1 !\2X eine natOrliehe 

Transforma tion von Norm ~ 1 is t, gegeben dureh: 

<KX(f) (e) ,x' > ... (f' (x'), e> , fE-!\(A,X), 

e f C =1\ X ( B , I ) , B', x' eX' (="? f' (x ' ) €. B) • 

Beweis: ix: !\(A,X)-,.DD!\A(X) ist gegeben dureh ix(f)y(~) • ~X(f) 

~ A xxfOr X,YE-a, f~I\(A,X), 1,,~DI\A(Y); : DD A(X)-'">!\ (C,X) istJ X 

gegeben dureh jX(O<) =0(1 fOr c<. E DD/\A(X). Sei fEA(A,X). Dann ist 

f'.(X')~BS;A' (vgl. (IV. 3» und jxoiX(f) = iX(f)I. Sei(SEDAA(I), 

also ~I = e,j\X(B,I) = C, und x'~)('; dann gilt: 

[JX·iX(f)] (P) 	= iX(f)I (r) 


... 0x(f) 


= ~Io f' naeh (*) 	aus (IV. 3), 

= (f'(x'), e?, 

daher <KX(f)(e), x') =<f'(x'), e/ ' . 
wobei KX (~}=j X 0 iX (f) ist und ~ mit 01 :: e identifiziert wurde. 

Der Rest ergibt sieh aus K = joi. qed. 

jr 
Bemerkung: Weil 	f' (X' ) £ B £ A' ist, faktor'1ert f " zu : 

r;,
A" .{:

A" -"'7 /so = B' 	--y X" und es ist C £. B'. Also ist 
rv 
fill C wohldefiniert und stimmt mit KX (f) tiberein. 
•• 	 r'-' II 

Ube r d ie s gil t f" ( C) ~ X £ X. 

Korollar: Sei F a --->R ein Funktor. Dann ist folgendes Diagramm, 



" 


XIn welchem A = F(I), B = A(A,I), C~A (B,I) und K wie im Satz 

ist, kommutativ: 

• (1) 

D F ----"-J----7 Id A , • ) 

i (2) 1 
j (3) 

D3 F ---

Dabei ist jedes KX eine Isometrie, weil jedes i(2~ es iat 

(vgl. (IV. 1)). 

Korollar: 	 Die reflexiven Funktoren ~-->~ sind genau die normier­

ten Linksideale A(A,.) in HA Ober ~ (AEB), fur welche 

jede der Abbildungen 

XXKX : /\ ( A , X) -:;:> A (C , X ) 

ein isometrischer Isomorphismus ist. Dann gilt auch A = C. 

Beweis: 	 Ein solcher Funktor ist reflexiv nach dem Satz, weil 

i = J- 1 0 K eine naturliche Aquivalenz ist. 

1st F reflexiv, so ist J(Z) 0 i eine naturliche Aquivalenz: 

F 

i 

und 

. ( 2) .
F 1 • 	 0 1 ;>J\r o 

) 

i 
'{I . (.4 ) 

DDF ] _>A(A,.) ist kommutativ. qed. 



Wir geben eine zweite Charakterisierung der reflexiven Funktoren: 

~ 


Zitat: Sei F:~---7~ ein Funktor und DF der zu F duale Funktor. 

Dann ist injektiv, also ein isome­

trischer rsomorphismus.· 


Das ist Theorem 2, § 3 aus Mitjagin-Schwartz. 


Satz: Sei F : ~~l! ein Funktor, A:: F(I), j(1):DF __)!\(A,.), 


B= A(A,r). Dann ist das Diagramm 


F -- ~ ->I'L(.',A) 
I , 

i 
I 
i I 
t . ( 2 ) t f 

DDF J 7 A"'(B,.) kommutativ, 

w0 b e i 'f : SU . I , A ) ----y 1\ x ( B , .) d u r c h <'fX ( h ) ( b ), x '> =(h ( x I ) , b> 

fur hEll(X' ,A), x'eX' und bEB definiert ist. 

Beweis: Da fur alle XE~ fx surjektiv ist, genOgt es zu zeigen, 

daB das Diagramm kommutativ ist, denn dann folgt auch, daB 

YX(h) : B -;? X, fX(h)E: 1\ x(B,X) und r naturlich ist. Da.IL(. I,A) 

Quotientennorm (bezOglich ~ ) tragt, .gil t /1 'f H{, 1, weil ~ j (2)0 i H~ 1- ist. 

Sei also fXEF(X): 

j ( 2 ) X 0 iX ( f X) = iX ( f) r . 

Das konnen wir auf 0<. E- DF ( r ), ()(r=bE B,anwenden: 

[j(2)x 0 ix(fX)] (0<) S X~I = X. Sei X'EX': 

(Tj(2)x iX(fx )] (0<.), x'>=<ix(fx)r (o(), x') 

::: <\XX ( f X ), x I > 



=<F(x')(fX)' b> 

=<<fx (f X)( x I 	 ), b > 
""<'Y x., l(>x (fX) (b), x I> . 

Da b und ~ einander eindeutig eintsprechen, haben wir also 

qed. 

Korollar: Da j(2)X fur jedes X~~ injektiv ist, folgt aus dern S~tz: 

1) ker. iX .2 ker ~ X fUr jedes X€~. 

2) Wenn 

z. B. 

B auf 

dann, 

A punktetrennend wirkt 

wenn f vorn Typ 2- ist), 

(nach (IV.3) 

dann ist 'i' X in­

also 

jektiv und es gilt: 

ker iX = ker tf X ftir jedes XE~. 

Korollar: 	 Die reflexiven funktoren ~ --~~ sind genau die norrnierten 

Halbrechtsideele ..fL ( • I ,A) in H A tiber ~, Af!!, fur die die 

Abbildung 't' :.i'L(~·'.A) -"/' (ff)x(B,.), B "" nil:(A,I), 

eine naturliche ~quivalenz ist. 

Der Beweis 	folgt eus dern Setz und dern Zitat. 

(IV. 6) Zur Reflexivitat von Df. 

Satz: Sei F : ~ -~!! ein Funktor und i ( 1) : f -7 DDf, i (2) : Df ---?> DDDF 

die kanonischen Trensforrnationen. Dann sirid folgende Aussagen 

zueinander aquivalent: 

1) DF is reflexiv 

2) i(2)I ist ein Epirnorphisrnus (hat dichtes Biid) 

3) D(i(1~I ist ein Monornorphisrnus (ist injektiv). 



Beweis: 1m Abschnitt (IV. 1) wurde gezeigt, daB D(i(2))·i(2)= ~DF 


ist und speziell, daB i(~)isometrisch und D(i(1 ))X eine Quotien­


tenabbildung fur X~~ ist. Also sind die Aussagen 2) und 3) 


equivalent und 1) ~> 2) ist eine Spezialisierung. 


Wir setzen 2) voraus und zeigen 1). 


Wir mussen nachweisen, daB i(2~ fur jedes XE~ ein isometrischer 


1somorphismus ist und wissen bereits, daB i(~) eine Isometrie ist; 


es bleibt zu beweisen, daB i(~) surjektiv ist fur jedes X~~. 


Wir untersuchen i (2) D(i (1 ) ) : DDDF -:> DF -7 DDDF. Wenn wir schon
0 

. dB .(2) D(·(1)) 1d . t d fItW1ssen, a 1 0 1 = DDDF 1S, ann 0 g' aus 

i(~)oD(i(1))x=1dDDDF(X) und lli(2~ /I ~ 1, IID(i(1))xlI ~ 1, daB i(~) 

eine Quotientenabbildung und D(i(1 ))X eine Isometrie ist, also 

speziell, daB i(2~ fur jades X~~ sutiektiv ist. 

Wir haben also i(2)o D(i(1)) = zu zeigen. Weil i(2iId DDDF 

dichtes Bild hat und eine Isometrie ist, also ein isometrischer 

1somorphismus, und nach (1V.1l:D(i(1))Io i(2i = IdDF(I) gilt, 

f 1 t (lII*) .. (2) D(·(1)) - 1d o 9 , . 1 I 1 1- DDDF ( I ) . 0 

Sei 1 E. DDDF (X) , Xt:: ~ : 


i(2)oD(i(1)) X(I) = i(~)o D(i(1))X (,) 


= i ( ~ ) ( 10 i ( 1 ) ) e DDDF (X) • 

Das konnen wir auf r Eo. DDF (y); y", ~ anwenden: 

t ('2.) 0 On(''x( ( ) Y (\) = i (2 ~ (~o i ( 1 ) ) Y (~) 

= t (~X ( r i ( 1) ) ) E y~ X • 

Da Id DDDF (X)(7)y(\) = Iy(r) ist, bleibt folgendes zu beweisen: 

Fur aIle X, Ye~ und icDDDF(X), it-DDF(Y) gilt: 
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t Crx(r i (1») ='/y(f) in Y~X. Nun bringen wir Hilfsmittel aus 

der Theorie der normierten Linskideale «IV.3), (IV.5» ins 

Spiel. Zunachst sine Ubersicht: 

· \ 1 ) 
J DF :»I\(A,.), A = F (I) 


· ( 2 ) 

J DDF --;;:-;\ x (B, • ) , B =!\(A,I) 

· ( 3 ) 1\ xxJ DDDF-:> (C,.), C =!\x(B,I), E=j\xx(C,I). 

Damit reduziert sich die Behauptung zu: 

FOr aIle X,YEh. und fG/\xx(rC,X), gEAx(B,Y) gilt: 

t(9oi(1i_' f') = fog'E L1 (y',X);0 

dabei wurde die Beziehung (*) aus (IV.3) 

~ X ( 1(] i ( 1» = i I 0 ( 1oi ( 1) ) I ' 

verwendet und 

rI = g, ~I = f geschrieben. 

W...;r wollen d;e......Abb';ldung 1· (1 I) F ( I) = A -;? DDF (I) = C na··h er 

beschfeiben: 


FOr a €: A- = F ( 1) gil t j ( i) · i i1) ( a) = i ( i ) ( a ) I; d a s It ann man auf 


oE- DF (I) anwenden, also 0 I bfB = /\ (A, I) :!C 

i (l) (a) I (~) = ~I(a) = b(a) = (a,b > . 
Wi r s c h reiben a 1 s 0 fOr die A b b i 1 dun 9 i ( 1i : Ff I) -;:> D D F ( I ) 

modulo j(i): DDF(I) = 9C £: A-7C =l\x(B,I)£B', definiert 

durch (b, t (a» = <a,b>, a6A, bEB. 

Wir haben also zu zeigen: 

1 .
in L ( Y , ,X ), wo be i 

t : L1 (X',Y) --~ L1 (Y',X) der isometrische Isomorphismus h~h' ist. 



Wir wissen, daB die Gleichung (**) gilt, also gilt unsere Be­

hauptung fur den Fall X == Y == I : 

Fur aIle eE E == "xx(C,I), c e C == /\x(B,I) 

t I 1gilt: (co tee') = eoc' ~ L (I,!). 

e t· C --;;;> I, e' = ~ : I -~ E $, C ' , ~ (1) = e; 

1\ 
e.':E-:;;.B,c B->I, c' = c: I-.,C c£ B'; 

cc£.'oe'(1) = c.,£,'(e) = (£/(e), c/ 

eoc'(1) = e(c) =Zc.e>. 

Dami t haben wir : FUr aIle ee E =/\ xx cc , I ) , 

C E C = Ax ( B, I) gil t: <c:' (e ), c) =<c , e > . 
Behauptung: Fur aIle X,YeA, fl";\xx(c,X), g6;\x(B,y) 

gilt: t(go [I of ') "'" fog' in L1 (y"X). 

Sei x'~X', y'&Y', dann gilt es zu zeigen: 

Zgo£/ o f'(x'),y'> =<fog'(y'), x'>. oder 

(e:'(f'(x')), g'(y'» =(g'(y'), f'(x'». 

f'{x')~Axx(C,I) = E, g'(y')fJ\x(B,I).= C 

und wir haben gerade festgestellt, daB fOr Elemente aus E und C 

die Gleichung gilt. Damit ist der Satz bewiesen. 



--

( IV. -n Anwendungen 


AIle Funktoren seien b, -:/ !!. 


1) F:;::: ~ A : b, -'/' £!., AE: ]. 


i : F -"1 JL F ( • ' ,A) :;::: L 1 ( • ' ,A) s i e h t so au s : 

1\f X(61~x ) ( x ') :;::: <x, x '/ a, a~x €: AIiJX, x' e X' • 


..r. 1 It 

D a her is t D F :;::: Jl.. F (A,.) :;::: (L ) (A , .) :;::: H A. Das is t s ch 0 n 

bekannt (vgl. Mitjagin-Schwartz). 

2) F :;::: L(.',A) : b,-"7], A~£!., wobei L (t"' , A) :;::: X~A der Raum der 
,'/ 

schwach ~ - Norm - stetigen linea,J"en Abbildungen mit Operator­
,/ 

norm ist (vgl. Buchwalter). 
I 

() : 	 F -)JL F CoO' ,A) ist defi,"!i'~rt durch 
I 	 ./ /' 

J ' ~ X(f) (x ') = L ( ( x ' ) " A) (f·r :;::: L ( x ' , A ) ( f ) 
I 	 f\ /'---- " = fox' :: f(~" " ) in H(I,A)

/'
,it 

fur f€ L (X'{, A), X'E- X' • 

-" 


Also ist ~ ~ .",ldF : F -'/ L(.', A) • 


1
Daher is ~/iF :;::: Jl~(A,.) :;::: LtI-(A,.) :;::: L (A,.):= z.. A' ] 


wObey(( A, X) = A,; X ist. 


/ /): 

3) 	 F = L ( A , .) : .& -';> £!. , AE:] , W 0 be i L~~) = A'(2) X dar Raum der kom­

pakten Abbildungen A -? X ist . A'./1.' :;::: 
~: 	 F -~ -12. F ( • ' ,A ') s i e h t us:r 
~ X(f' ) (x') = L ( A, x' ) (.0 x' Q f = f' (x' ) fur 


f~L(A,X), X'E:-X'. so ist rX(f) = f', 


..Q F ( • ' , A ' ) • 'A ' ), L ( X', A') = xtA ' ; 


"" 	 1:;::: L (A',.) = L (b ( A ' ) , .) :;::: Z A" • 
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4 ) 	 F = H A : & -> 11, Ae- & . F ( I) = AI • 

~: F-')..1L F ( • I , A I ) 


~X(f)(X') = H(A,x')(f) = x'af = f'(X ' ), f~H(A,X), Xle-XI. 


~X(f) = fl. 


DF =fL~ (AI,.) = L 1 (A ' ,.) = 2. A• 


Auch dieses Ergebnis findet sich schon bei Mitjagin-Schwartz. 


5) 	 F = H(.',A) : &-;;>11, AG11, F(I) = A. 

Fist schon ein normiertes Halbrechtsideal, r F~ H(.',A) 

ist die Identitat. 

DF = H" ( A, • ) • 

...
Behauptung H (A,.) = o. 


Angenommen, es existiert ein f~H*(A,X) fur Xe&, f 1 o. Dann 


gibt es ein aGA mit f(a) f 0 in X. Es gibt einen nichtreflexiven 


Ban a c h r a u m Yin & ; wah 1 e y "e: Y " '\ Y, dan n is t (. ,y II '> a€; H ( Y I , A ) 


und nicht schwach~ stetig. 


fo(., y"> a =(., yll>f(a) : yl-;;>X ist auch nicht schwach 


stetig, aber wenn f~Hf(A,X) ist, mul3te fo'(., y"> a6L 1 (Y I ,X), 


also doch schwach* stetig sein; Widerspruch. 


Daher ist DF = O. 


Als Spezialfall ergibt sich D(") = o. 




Zum Abschlua beweisen wir noch ein Resultat, das in die Richtung der 

lange gesuchten Gleichung DF = DFe ~iehlt. 

Satz: 	 Sei F : ! -~~ ein Funktor und E: Fe -?' F die Einbettung 

des wesentlichen Teilfunktors. Dann ist fUr j edes X€-A die 

Abbildung D(E)X : DF(X) ~DFe(X) injektiv (und eine Kon­

ijraktion) • 

Beweis: Sei 1E- DF(X) und D(E.)X (1) = '1" E. = o. Dann ist fUr jedes 

y (S A, Y ~ Y und a G F( r) 

A 
o = j y 0 	 E.. y (a dP y) = I yO F(Y) a 

A " = (X~y)o 1rea). 
A1Ite.) E-	 X0 r; Sei y += 0 .. Dann ist 

~ A 	 ~ 
(X~Y)Olr (a) =(1r (a)}(2)YEX~y, also ist II(a)~y:::; 0 in 

x&y, daher 1r(a) = 0 fUr aIle a E: F(r). Weil Xc:! ist, 

ist die Abbildung JX : 1~lr injektiv, also ist 1=0. 
qed. 



V. Darstellung von Funktoren durch Limiten. 

In (V.1) zeigen wir zunachst, daa das Tensorprodukt von Funktoren 

~'F(siehe (1.1)) sich als induktiver Limes von Raumen G(X)~F(Y) 

in B1 darstellen laat. Wir wiederholen ein Ergebnis von Linton liber 

die Darstellung von n.t.(F,G) als projektiven Limes in B1 und benlitzen 

dann diese Ergebnisse, um mit Hilfe eines Satzes liber Itobjektweise 

Berechnung" von Limiten in Funktorkategorien folgende Darstellungs­

satze liber Funktoren abzuleiten: 

Jeder kovariante Funktor Fist induktiver Limes von Funktoren 

L..A 0 HB• Dieser Satz wurde schon von POKASEJEVA-SHVARTS auf direktem 

Weg bewiesen. 

Jeder kovariante Funktor Fist projektiver Limes von Funktoren 

HA B• H • 

Jeder kontravariante Funktor Gist induktiver Limes von Funktoren 

~A.HB und ist projektiver Limes von Funktoren ~ .HB• 

Dann verwenden wir ahnliche Uberlegungen wie in (111.1), um zu 

beweisen, daa jeder kovariante Funktor F als induktiver Limes von 
n 

Funktoren ,!"HA,darstellbar ist. Ein analoger Satz gilt fUr kontravariante 
I$~ nl 

Funktoren. Dieser Satz wurde schon von MITJAGIN-SHVARTS formuliert, doch 

der Beweis war falsch wie auch der, der von POKISEJEVA-SHVARTS an­

gegeben wurde. 

Zur Definition von Limes und Spektralschar verweisen wir auf III. 



A
(V.1) Darstellung von GCi9F und n. t .W( F ,G) als Limi ten in 12.1 

K 

5a t z : 	 5 e iKe 1 n e vall e Te ilk ate gar i e von 12., G : f -::> l2. e in 

kontra- und F : K --7 l2. ein kovarianter Funktor. 

Dann kann G~F als induktiver Limes von Raumen G(X)aF(Yl in 
~ 

R1 dargestellt werden. 

Beweis: Indexklasse sei die Klasse aller Morphismen in f 1 • 

Jedem A : X -"/' Y in K1 ordnen wir den Eanachraum R'" = G(Y )~F (X l zu. 

Jedes Paar (~,~l von Morphismen in K1, fur das das Diagramm 

AX ----'7Y 

i~ 
I!I 

Z -+r--iJ>U kommutativ ist, 

definiert eine Abbildung IT 1\ c: -1-1~ R A -:;. Rt'wobei 

/" A /\ 	 A ~ _/"
1f" = G ( ~ ) /l) F (0\) : G ( Y)@F(X)-'>G(Ul®F(Z)ist.(R,II>..)ist 

klarerweise eine Spektralfamilie. Der Morphismus Ti~ :RA __? G~F 

ist gegeben durch 

V1 	 ni i
irA ( 	 Z. gy~>fX) = « L g~~F().) f~) J Y Z) ZE: K 


i=1 i=1 ' ­
n 

1.G(\) 1. J= « :E. 9y®fX) X,ZlZGf,
i=1 

Man bemerkt, daB die Differenz beider Elemente in N liegt, also 

IT" dadurch wohldefiniert ist, und 

n . . 
-!l rrl'i\ ~ 1. 1 l 
r 0 	 ~ gy®fx = 

1=1 


n 

= Tlr( 	~ G(~) g¢®F(o<) f~)


i=1 
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n 
1 1 = ( ( L G(0<) G(r) G(~) gy~fX) J 

X K)KeK modulo N 
i=1 ' ­

n 

i i J = ( ( ~ G(~fCf,,) gy ® f X) X K) K~ K 

i=1 	 ' ­
n 


( ( :> GO) i 
<&>
= '- 9y f~)JX,K)K€K

i=1 

n 
i i 

= IT" ( 	 2.. gy~fX)· 
i=1 

Wir zeigen jetzt, daB G~F = lim (R~, TI~\) ist. Sei A E]1 ein be­

liebiger Banachraum und 'LA,: RA._y A eine Abbildung aUs der Spek­

tralfamilie (R ,n~) in A; dh es gilt 'lA='tioTT~ftjr jedes 1\~r:TT~, 
NaHirlich gelte noch II 'l,\lI ~ 1. 

A 
Wir mussen eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ( G<&F -7 A 

finden mit 't~ = 't 01\,\ 

Speziell soll fur XfK = lO Tf sein; und das definiert schon 
1 X 

die Abbildung z:.. G(X)~ F(X) -7 A. 
X~K 

Dann ist l als Summenabbildung der '(1 linear und Kontraktion. 
X 

Wir zeigen, daB ker l -:/ N gilt, also daB l sich uber ~F fak­
is 

tor'ieren laBt. N wird erzeugt von Elementen der Form 

C G(A) g~ ~ f~ ;>. 9~ (2) F (>-J f~ 
1 	 1 

\. : X --7 Y und -:> i i " 
A. "1. gy ~ fX G G(Y) ~ F(X); 

dabei kann \ ohne wei teres als Kontraktion vorgegeben werden. 

Wir haben folgende kommutative Diagramme: 

A y 	 A
X ~ 	 X -----7 y 

\1 	 i 1 Y 1 
I 

IA1 X 	 I~ 1 ._..._._'1--____> yY 	 X 



welche die Morphismen 

_1y 1\ A 

/I A = G(1y)~F(\) G -II: und 


jITr 
1 

X -II Ax= G{f\) (2) F(1 ) c;:- definieren.A 1\1 X 
Es gilt Y "-' 

und l' -1t 1 y • 1\,,= t >.., 1 • !lAX == l ~ I ' X 

- Z g~~ F(r\) f~) 
l. 

i i 
== (1 (~G(>") gy ~ f X) L1 C~ g~ @ F (A) fl.)

X,X i Y 


_1X _1y

( Z i i fl.)= 

/V 

l1 X• 'I A, . gy®fX} -L .- l/ 1\ (.~- g~ X1 Y Il. 

:: '1 A ( ~ g~ ~ f~) - 'It., (~ g~ ~ f~) = O. 
l. I 

Also ist 1: G~F --.:; A wohldefiniert. 

Wir zeigen t\ "" to Tf ", 

i i 
'(,' -ItA ( ~ gy (1)fX) = 

i 

i i)
gy ®fX 

Also ist LA. =loilA; diese Bedingung hat auch die Gestalt von 't er­

zwungen, also ist l eindeutig. qed. 



Satz: 	 Sei f eine volle Teilkategorie von] und F,G f -->] ko­

variante Funktoren. 

Dann kann n.t.H(F,G) als projektiver Limes von Raumen 
K 

ffl(F(X), G(Y)) in ]1 dargestellt werden. 

Beweis: Indexklasse sei die Klasse aller Morphismen in f 1 • 

Fur A : X -7 Y in f1 sei pA.= H(F(X), G(Y)). Jedes Paar (1X,(5) von 

Morphismen in f 1 , fur das das Diagramm 

X ------->Y 

~ I 
A 

lr 
Z ----~,~~---~U in f1 kommutativ ist, 

definiert eine Abbildung iT1- e n~: p A--:;> pf'", wobei 

lr~ = H(F(f7», G(~)) : H(F(X), G(Y)) -7H(F(Z), G(U)) ist. 

Der Morphismus vA: n. t. H (F ,G) --;;> p'\ ist gegeben durch 
_A 	 . f 
II (i) 	= G(\)'1 X = I y b F(~) E H(F(X), G(Y)) fur "1'= n.~.H(F,G) 

Dann sind il <T 111 ill; /I flAI!' -1 und lTl, Tr~ G If':.0 

-I" -\ -v-Wir zeigen II >- 0 1\ :: hI. 

Sei 1~ 	n~t.H(F,G). Bann ist 

-r - ~ 	 ( ) 
II ?-. II 1 = H(F{\X), G(~)) (GOd'IX)'0 

G(~). G(A)'l XoF(O() 

= G(~)"G(A.)"G(OO·1z 

= G(0\~)"{1 Z 

:: G(r )Hl Z = I U 0 F (r) :: 1ft' (I)' 



Wir zeigen, daB n.t.H(F,G) = lim (pA, rr\,) ist. 
K ~ 

5ei A ein beliebiger Banachraum und (~A) ein Familie von Ab­

\ ,\ 	 /' -.A -vr I: r-:-/,
bildungen l' : A -~ P in],1 mit iT ,\ ' l ' L fUr alle Ti A f l! A 

und ~Ir . Wir mUssen eine eindeutig bestimmte Abbildung 

l 	 : A -7 n.t.H(F,G) finden mit ~A= n"u't . 
K 

Also muG speziell 	 fUr alle XfK erfDllt sein, das 

hei Gt: 

Das nehmen Wlr zur Definition von l : t; A ---y n.t. (F,G) ist 
1 K 

definiert durch ~. (a)X = ~ X(a) fOr a~A und XEK. 
1 

Dan n is t L 1 in ear u n d sup II l (a) X ~ -< sup 1I C' Xa i a II .(. I a II, a 1s 0 

X 
~ l' (I ~ 1. Wi r z e i 9 en, d a G X 1-7'( ( a ) X nat 0 r 1 i chist. 5 e i A: X -"7 Yin 

K1 . 
Folgende Diagramme sind kommutativ: 

\
)( ---------3>/ Y 	 x .-----"-~> y 

und tlefinieren die Abbildungen: 

"11\ = H(F(1 x), GO,)) p 
1

X_,? p A und 
1 X 

11" = H(F(\) , G(1y)) p 
1 
Y-? P 

,\ 

1 Y 

_ A 1 X -" ~ A 1 ,~. ,\


Es gilt I' • L = t und 11 0 t Y = L also 
1 X 	 1 Y 



Wir zeigen: in .l$.1' 

- A 1 
II 1y • 1 y das heiSt fur 

1 
atA : '( . X ( a) = H ( F ( 1 X ), G ( A ) ) (t (8) X) == G ( A. ) 0 C ( a ) X 

1 
I,~ Y(a) = H(F(~), G(1 y ))((a)yJ= l(a)y'F(A), 

also G()..)oc(a)X =l(a)yoF(A) und das ist die Bedingung dafur, 

daB X --~ ~ (a)X naturlich ist. 

Sei a~A; dann ist 

G(A) t'(a)X 

== H(F(1 X)' G(>--)) (c(a)X) 

>.., 1X 
1r1 uL (a) 

X 

~~ A )= C (a • 

-" (':\.- r\)Also ist die Gestalt von r hinreichend fur die Faktorierung von .c 


uber l zu ~~ ; sie ist aber dafOr auch notwendig, denn sie wurde 


aus dieser Forderung hergeleitet; damit ist L eindeutig. qed. 


Dieser Satz stammt ~on Linton. 


Der genau analoge Satz gilt fOr kontravariante Funktoren Fund G 


(man bilde .l$.0p). 

(V.2) Darstellung von Funktoren als Limiten von Funktoren 

- .. HA. H in FunktLA'" HB' B 

.l$. sei eine volle Teilkategorie li. 1m folgenden kann .l$.1 immer durch 

eine beliebige Kategorie I ersetzt werden, wenn die Funktoren 



.!5. ---;> 12. durch Funktoren ~ --")],1 ersetzt werden. 


Zunachst fuhren wir ein Resultat von Mitjagin-Schwartz an, das 


wir auch beweisen, weil wir spater auf Details zuruckgreifen mussen. 


~ A
Satz 1: 	 (S 11r) sei eine Spektralfamilie in Funkt (f1 ,11 ), die 

nur aus kovarianten (kontravarianten) Funktoren besteht. 

Wenn fur jedes Xf.!5. der induktive (projektive) Limes der 

Spektralfamilie (S'(X), rr~(x) = f/!/x' TI~ (- n~ j ) existiert, 

dann existiert auch der induktive (projektive) Limes der 

>.. --- >,Spektral familie (5 , II!") und fur jedes X.-:.!5. gilt: 
>.[li~ (SA, n;) ] (X) = lim;;> (5 (X), T1~ (X») 

([ ~im (S~, n~)1 (X) = ~im (5 (X), Tl~(X))). 

Beweis: Wir bewiesen nur die Aussage fur kovariante Funktoren und 

induktive Limiten - der Rest geht analog. 

::0Wir definieren den Funktor F f -7] durch F(X) lim (SA(X),
-i> 

n\(X» fOr X&K, vermittelt durch Ti~(X) : SA(X) ---» F(X).; -
Sei f : X -7 Y in f 1 • Dann ist die Familie (TTA(Y) 0 S\f) 

-> 5'\ y) -.;;> F (y) eine Abbildung aus der Spektralfamilie 

(S 
A 

(X), llr
A 

(X)) in F(Y), dennlT~(Y)oSA(f)O n~ (X) ::onA(Y)'Tl~(y)oSr(f) 
=1I/,,(Y)<> SI"(f), 

wei11l; SA -;;> sf- eine natUrliche Transformation ist. Daher gibt 

es genau einen ~1orphismus F(?) : F(X) = ~(sA(x),n~(x») -?F(Y), 

der 1I,,(Y) 0 SA(f) F( P 0 lTA,(X) erfUllt. Aus dieser Gleichung folgt 

auch schon, daB ~~ : SA __? F eine naturliche Transformation ist. 
1 

~ F(f)(1 ~ f( fl( gilt, weil F(llf!1 f) 12.1-Morphismus ist, also 

, 1 

I( F ( II fIt f) II <. 1 gil t . 


Die restlichen Eigenschaften 81nes Funktors: Fist linear, 



F(f.g) = F(f).F(g) und F(1 X) = 1F,(X) folgen aus dieser Eindeutig­


keit. 


Der Rest des Beweises ist Standardargumentation: 


Man berechnet alles objektweise. 


Satz 2: 	 Sei F : !:S. --...,.£1 ein kovarianter Funktor. Dann ist F in­

duktiver Limes einer Spektralfamilie von Funktoren der 

Beweis: Nach Satz 2 von Cigler ist H ~K F = F, also HA ~K F=F(A) 


fOr At;.K. 


Nach (V.1) ist 


HA&KF = ~ (R'\'(A), Tl1(A)), 

wobei fOr A : X -:;> Y in ~1 der Raum RA(A):;:: H (y,A)~ F(X) ist, 

1rt(A)EU1 (A) : RA(A)'_? Rr(A) durch das kommutative Diagramm 

X 

~l 

z --+t--7 u in.K1 und die 

1\ 

Gleichung ~1 (A) = H(0,A) ® F(~) gegeben ist und der induktive 

Limes durch die Abbildungen ~\(A) : R~(A)--9 HA ~ F vermittelt 
~ 

wird. Dabei ist 

1\, 
G- H(Y,A)Ci.lF(X). 

(R A, n~) sei definiert fur 'A. : X -7 Y in ..15.1 durch 



1\ A 
I. TT f. A rR == H(Y,.)~F(X) == CF{X) 0 Hy und IT 1"\ f- \. R -'/ R durch 
;... r' 

das Diagramm (~) und 

fI, 
lf~= H(~,.)(8 F(o<.). 

Dann ist (RA,TIt) eine Spektralfamilie und fur jedes A~K existiert 

lim (R~(A), n~ (A» und ist gleich F(A). Daher existiert 
-----;> 

lim (R~, n~) und[lim (RA, lT~)](A) == F(A) nach Satz 1, wobei der 
-:r -~ 

indu kti ve Limes durch Til..: R) -? H3F == F vermi ttel t wir d. Wir 

mussen noch zeigen, daB fUr 

~:A-/B in K [~(RA,n~)J(f) == H~F(~) == F(r) ist. 

[~ (R A, II ~ )] ( r) is t die e i n deuti 9 e Ab b i 1 dun g, Z u de r die Famil i e 

11~ (B) 0 RA ( ~ ) R l ( A) ~ RA ( B) -7 H~F ( B) fa ktor i e r t • 


Nun ist aber fur ? h~ C2> f~':: R A( A) : 


H®F(~).n" (A) (? h~®f~) 


== Ii}, (B) RA(~) (~h~® f~),0 

,,- RAalso H0F(~)o llr-.(A) == lfA, (B) 0 (~). 


(H&F(~) o!Tt-, (A» ist eine Abbildung (RA(A), \11 (A» --;> H0F(B) und 


faktoriert eindeutig zu H~F(~); also auch(TrX (B) 0 RA(r »). 


Damit ist[li~ (R A,ll~)] (,) = H~F(y) :: F(I) und der Satz bew,iesen. 




PokQ!"'eJe'lq -
Dieser ist bekannt. Er wurde vo~ ~chwartz durch direkten 

Ansatz bewiesen. Wir haben hier einen Beweis uber das Tensorprp­

dukt von Funktoren gegeben, der vielleicht nicht kurzer, doch 

einsichtiger ist. Nun formulieren wir denselben Satz fur kontra­

variante Funktoren. 

Satz 3: 	 Sei G : K ---~ ~ ein kontravarianter Funktor. Dann ist 


Gals induktiver Limes von Funktoren der Gestalt 


z: G(Y) 0 HX in Funkt (K 1 ,.li1 ) darstellbar. 

1\ 	 "Beweis: Nach Ci~Ler, Satz 2, gilt G ~ H:G, und G®H A = 

::: lim (RA(A), n:(A)), wobei R\A) = G{Y) ~ H(A,X) ist fur A : X-';> Y 
-> / 

in K1 • Genauso wie bei Satz 2 folgt, daB die Spektralfamilie 

), ~ 
(R ,nr) F als induktiven Limes hat, wobei fur A : X-'7 Y in K1 • 

~ A X
R = G(Y) 	~ H(. ,X) = ? G(Y) H ist und das Diagramm0 

~ X -----------'7''/ Y 
;\ 

w 
Z -------+t:----~> u 

die naturliche Transformation 
>... A >-. 

IIr = G(~) ~ H(. ,IX) f·1\ "bestimmt. 

I~


Der induktive Limes ist gegeben durch 
A. 

: R -~ G~H, 

fu"r ~ i hi RA(A) = G(Y) ~ H(A,X). 	 qed.~ 9y ® X 
I 



Satz 4: Sei F: f ~.li ein kovarianter Funktor. Dann ist F als 

F(Y) Xprojektiver Limes von Funktoren der Gestalt H .H in 

Funkt (f1'~1) darstellbar. 

Beweis: Wir verwenden das Yoneda-Lemma: 


F = n.t.H(H,F), n.t.H(HA,F) = F(A)~ Jeder Raum n.t.H(HA,F) ist 

f K K 

projektiver Limes der Spektralfamilie 


(P'\A), TT~(A)) in.li1, wobei fur A X -'.> Y in f1 


pA(A) = H(H(A,X), F(Y)) ist und ein kommutatives Diagramm: 


\
X ) Y 

~ 1 1~ 
z t :>U in f1 eine 

Abbildung lr~(A) = H(H(A,ex), F(~)) E n~(A): 
pf(A) ---7 pF(A) bestimmt. Der projektive Limes ist festgelegt 

durch die Abbildungen ~A(A) : n.t.H(HA,F) ~ pA(A), definiert 
K 

durch /i\(A) (I) = F(:\)1>7x={'( .-H(A,A) fOr 7fn.~.H(HA'F). 

Die Spektral familie (pA, n i) in Funkt (f1 '],1)' gegeben durch 


pl= H(H(.,X), F(Y)) = HF(Y)o HX fur \ : X _._.? Y in K1 und 


~ n. ilf }\
1f; = H ( H ( • ,(I{ ), F (,,,) ).,.:. I r: p -~ pr fur ein Diagramm (~~) er­

fullt also die Bedingungen von Satz 1. 


Daher existiert ~im (pA, n ~) in Funkt (K1 '],1) und 


lJim (PA, n~)J(A') :;-; n.t.H(HA,F) = F(A) fOr jedes Ae.lS,. 
K 

Wir muss en noch zeigen, daB fur r :A --7B in K die Gleichung: 

'" \ A '1LJ:i~ (p, nr)J(~) = n.~.H(HI'F) = F(,) gilt. 

llim (p~,~~)l(f) ist der eindeutig bestimmte Morphismus 



n.t.H(HA,F) ---?n.t.H(HB,F) zu welchem die Familie von Abbildungen 
K 	 K I I • 

>- - A -	 A ..-\ 15.P (y)·n· 	(A): n.t.H(HA,F)-?P (A)-:>P (B) faktot'1.ert: 
K 

A A A'" A -A 1p(r)oTI(A) = 1T (B)oLll!l1 (P ,lI r ) (,(). 

I>Nun gilt 	aber fOri f:- n.tKH(HA,F); Tt\(B) n.~.H(HrF) (/) 

= TrA(B) 	 (1 0H (f")) = 

= F(;\). I 	X" H(~,X) 

:: H(H(~,X), F(Y)) (F(A)oi X) 

A A 
:::; P (,)oTr(A) (v/). 

~ 	 ~ \Also gilt 	Ti (B)on.t.H(H.p,F) = P (f)aTr/l(A), daher ist wegen der 
K I· 

Eindeutigkeit der Fektorf~rung 

lim 
-,"-' 

und der Satz bewiesen. 

Der analoge Satz gilt hatDrlich fOr kontravariante Funktoren: 

Satz 5: 	 Sei G : f --~~ ein kontravarianter Funktor. Dann ist Gals 

projektiver Limes von Funktoren der Gestalt HG(X~ Hy in 

Funkt (f1 ']1) dar~tellbar. 

Beweis: Wir benutzen das Yoneda-Lemma fur kontravariante Funktoren: 

n.t.H(H,G) = G, n.t.H(H A ,G) :::; G(A). 
f K 

Jeder Raum An.t.H(H ,G) ist projektiver Limes der Spektralfamilie 
A A f

(P (A), nr(A)), wobei pA(A) :::; H(H(Y,A), G(X)) fur A: X-7y in 

f~ist. 

Genauso W1.e in Satz 4 folgt, daB G projektiver Limes der Spektral­



familie (p~, n~) in Funk t (f1, &) ist, wobei 

pA: H(H(Y,.), G(X)) = HG(X)o Hy ist fur A 

ein kommutatives Diagramm 

) ~ 
eine Abbildung Trr = H(H(0.·). G(O\)) ~ n I" bestimmt. Der projektive 

Limes ist gegeben durch die naturliche Transformation. 

G = n.t.H(H,G) ---> 

K 


1TA (A) (I) = G(~) I Y = IXo H(A,A) 

fur \ E- n.t.H(HA,G) = G(A). qed. 

h 

(V.3) Jeder Funktor ist induktiver Limes von Funktoren i~HA 
I~~ i 

Wir beweisen folgenden 

Satz: Sei F:f -.~....y !i ein kovarianter Funktor. Dann ist F in 

" Funkt (f1 ,!i1 ) als induktiver Limes von Funktoren ~~A.dar-
. , 

n "" 
stellbar, wobei ~ HAj(X) ~ ~ H(A;,X) itt. 

Die Beweisidee hat sich aus der von (111.1), d.h. direkte Summe 

und Differenzkern, entwickelt. 

Beweis: Wir definieren zunachst die Spektralschar. 1hre 1ndex­

klasse Jl besteht aUs zwei disjunkten Teilen L\ und /\.1\ ist 

die Klasse aller 
n

A= {(x.,x.) 1, wobei X.fK un d x. f OF ( X .) fur i =1 , ••• , n is t • 
~ ~~ ~ i=1 J ~ ­

Fur j edes ;\ EI\ ist der Funktor ~: !n ~!i gegeben durch 

H(X i ,·), wobei ~ das Coprodukt in li bezeichnet, 



also RA(X)= ~ H(X.,X) und F0 (f) = 'L H(X.,f). 
i=1 1 1 n 

Die Abbildung iTA: R./\ ~ Fist fur Af~ durch II A(A) (( f i) ) = 
n n n i=1:::: s: F ( f . ) x. fur (( f . ))EL H ( X . , A ) = RA ( A) 9e 9e ben. 

i:::1 1 1 1 i=1 i=1 1 

rrA(A) ist als Summenabbildung der Bewertungsabbildungen f: - F ( f .)x . 
1 1 

linear und von Norm ~ 1, da aIle /I x. If ~ 1 sind. 
1 

Wir zeigen: A r-~ Tf..\( A) ist naturlich: 
n n ASei 9 : A ~B in ~ und ((f i )i=1 )c:~ H (X • , A ) =R (A)

1
i=1 

Dann ist 

n 

= 2" F.(gof.)x.


i=1 1 1 


n 
== F(g) :> F(f.)x. 

. 1 1 1
1= 


n 

= F (g) 1TA ( A) (( f i) i=1 ) . 


Die Indexklasse A sei halbgeordnet durch Inklusion: , 

Fur .A={(x.,x.).n1l~ ~'={(Xi'Xi) ::~} seilT~: R)'\-7 RAdie 
1 1 1= ) 

kanonische Einbettung der Teilsumme: 

n n+k

L H(X.,.)-7'2: H(X.,.). 

i=1 1 i=1 1 

/J. hingegen sei die Klasse aller d =C>."X,f) fur A=f(x.x.).n 1}e/, \l 1 11= J 
- ( n\ A n

X€! und f= (fi)i=1,fOR (X) =02: H(X.,X) mit 
n i=1 1 

1'r\(X) f = L. F(f.)x. ::: O. 
f\ i=1 1 1 

Der Funktor Rd: K ~ B sei durch RJ::: H(X, .) definiert. 

r' - -d' ­
Fur d t J in L1 sei Ii J :: 9 und fur d= (A, x, f) wie oben sei 

TQ Rcl-,> RA definiert durch ITJ= [iT] • oJ. also eine zwei­



elementige Menge, wobei lTJ: RJ~ Rt. fOr hERd (A), AE~ durch 

IT} (A) (h) = RA(h) (f) = 
n 

= L H(X.,h) (f) 

i=1 1 


definiert. . 

FOr >.: ~ A sei "7lj = tl'i~O lrS, 0~, sodaG also (R(/J,~\.JE.Q =Ll uA eine 

SpektraIfamiIie ist. 

Die Abbildung ~ : RJ-+ F sei die NuIIabbiIdung; da klarerweise 

(iT),) Ael\ eine\ Abbildung aus der Spektralfamilie (R\-rrj') >.£/\ in F 

ist und ~orrJ = 0 ist, ist insgesamt (TI~)~€Sl eine Abbildung 
ri 

(RUJ, Tfwb ~ n~F: 

lTA (A ) 0 iT;(A) (h) =l\~( A ) 0 RA (h) ( f ) 
n 

=~ F(hof.) x. 
i=1 1 1 

n 
= F(h)L F(f.)x.

i=1 1 1 

-= F(h)iTA(X) (f) = O. 

Wir zeigen nun, daB F der induktive Limes der SpektraIfamiIie 

(R~, n~)GJ€n in Funkt (.!5.1' B1 ) ist: 
, 

6J ITwSei G ein kovarianter Funktor und ttw )t0E .J2: (R , I,c...)) --';? G eine 

Abbildung aus der SpektraIfamiIie in G, das heiBt 
\ I n 

in Funkt (.!5.1 '.!!1) und tw'·1T~=t'w fur cu)&I in ~L. 

Wir mOssen eine eindeutig bestimmte naturIibhe Transformation 

T: F ---7 G mit tw:::: to Tr\oJ fOr MeS2. finden. 

Diese Bedingung konnen wir schon als Definition verwedden: 

-
FOr f A c F ( A) s e i l A ( fA) =Lt:) (A ) (f) fOr ein solches ~EI2 und 

feR W( A), da G 18 A) ( f) = f Ae F ( A ) ist. 



D a fur A= {( A , II fAil fA) } ~ 1\ un d 


f = IIfAI! 1A err' (A) = H(A,A) 


Ir). (A) (f ~ :: JI fA If F (1 A) 1/ fAil fA = fA ist, ist tA dami t fur j edes 

. r.v 

fAG F(A) definiert, wir 	mussen jedoch noch zeigen, daB GA wohl­

definiert ist. Da fur [~~ 06 = 0 ist, mussen wir zunachst zeigen, 

r­
daB aIle LJ :: 0 sind. 

IT'~ I' 
Das folgt aus: T.r =7;'\ 0 li)t 	fur cJ = C\,)(, f), also o 1\ (. 


Seien jetzt,\, A'E!\ , f6~ (A) und geRA'(A) und 


IS\ (A) ( f) :: f A = IT'/\ I ( A) (g) E F ( A ) • 


Wir 	mussen zeigen, daB dann 'LA (A) (f) =S\' (A) (9)£ G(A) gilt • 


•
Dazu bilden wir /" = ~ v).. • 


Dann ist ~(A) (TT~(A) (f) - 1ft'( A)(9) ) 


--'-"M­= 1Ir-(A) ~(A) (f) - IT}I.( A) II \I ( A ) (9) 
I II 

= IfA(A) (f) - TTX( A) (g) 	= 0 
~ 

5 e i r = /I TI~ A ) (f) - if)": (A ) (g) II W"'--( A) un d h = 

E: 0 R'""( A} • 


Dann'Trr(A} (h) = 0 und es existiert ein Index J:: (f, A,h) e!J. . 


Fur r.1 AtR'(A) :: H(A,A) gilt: 


o ::: O(r.1 A) = 'LJ(A) (r.1 A) 

= Lr (A)o1T;(A) (r.1 A) 

::: Lr ( A) Rr ( r • 1 A) (h) 

= lr ( A ) ( r . h ) 

= lr(A)V[(A)(f) -t'r(A)1T;(A) (9) 

= L ~ (, A) (r) - t~ (A ) (g) , 

also1:'~(A)(f) ='t~(A)(g). 

Dami t ist 't' A : F (A) -----7' 	G(A) wohldefiniert. 

Nun zeigen wir, daB't A 	linear ist. 

1:'A ist homogen, da fur}'~Aund fE:R).(A) mit lTJ\ (A) (f) = fAt: F(A) 



lT~(A) (rr) = rfA ~ F(A) gilt und daher t A(r fA) =!A(A) (r' f) = 


r.t'~ ( A) ( f) = r' t A ( fA) • 


Wir zeigen, daB tA additiv ist: 

Seien fA' gAe-F(A), dann existieren ~,'A\.A, ftRA(A), g€R~\ (A) mit 

if,,(A) (f) = fA' 1r~(A) ("9) = gAO 

Sei wieder r = }. v ~l • Dann ist 

lTr(A) TT~(A) ( f) = 1T>-' A ) ( f) = fA 

iTr(A) iT~t(A) (9 ) =lIA'( A ) ( g) = gA und 
,.. 

Trr ( A ) ( lT~ ( A ) ( f ) +TTx(A) (g) ) = fA +gA' 

daher ist 

't A(fA + 9A) = Lr (A) (1T~ ( A ) (f) + TT~ ( A) (g)) 

= lr(A) lT~(A) (f) +1'i(A)1T"~(A) (g) 

= 't1\ ( A ) ( f) + tAd A ) (9 ) 

='LA(f A) +lA (gA)· 

Wir zeigen: "'tAU ~ 1. 


S fAEF(A), nfAil ~ 1. Dann existiert ein ~E-A und fe RA(A) mit 


JlfiU RA(A) ~ 1 (siehe oben) und IrX(A) (f) = fA. 


Daher istl/'t A (fA) II = ll't'h(A) (f)~ ~ hfl/ ~ 1, alsoUtAIl ~ 1. 


,...
Wir zeigen, daB AI-";> natOrlich ist. Sei : A ---'> B in K undI" A 9 

fA EF(A). Es gibt A(:-A und fc- R~(A) mit iTA( A ) (f) Weil= fA· 
X 

"..~ * R -7 F eine natOrliche Transformation ist, gilt 

F(g)f A = F(g) ir~ (A) (f) = 

=lTX(B) R~(g) (f), also 

LBO F(g) fA = 't~(B) RX(g) (f) 

= G(g) tA(A) (f) 

= G(g)1:'A (fA)' 



weil auch 'ttl).,: R \ -7> G natU.rlich ist. Diese Gleichung zeigt, 

daJ3 't' : F --;> G eine natUxliche Transformation ist. Schon nach 

Definition gilt 'tA "~(A) = r~ (A), also 1"011,\.: t t\ und auch die 

Eindeutigkeit von l folgt bereits aus der Definition. 

Wir haben also den Funktor F als induktiven Limes der Funktoren 

R ~ und Rr dargestellt; dabei sind die R r fUx ~ = (\, X, i) 

gleich HX' die R\ jedoch sind Funktoren der Gestalt 
n 
~ H(Xi ,.); es ist nicht gelungen, in kanonischer Weise einen 
i=1 
Banachraum Z zu finden, sodaJ3 der obige Funktor gleich H(Z,.) 

ware, und das ist ein gewisser Schonheitsfehler dies8s Satz••¥ 
- , 

qed 

Auf analoge Weise beweiJ3t man den folgenden 

Satz: Sei G:K- ~ B- ein kontravarianter Funktor. Dann ist G 

in Funkt(K1'~1) induktiver Limes einer Spektralfamilie 
n 

von Funktoren der Gestalt 	~ aAi • 
i==1 



VI. Die Kategorie W der Waelbroeck-Raume und die Raume n.t.U~tF), 

n. t. ~ ( F ,1) 

Mit Hilfe der Darstellung des Dualraumes eines Banachraumes nach 

Waelbroeck gebe~ wir zunachst eiee Realisierung der dua~en Kate­

gorie ~op von R als die konkrete Kategorie ~ der Waelbroeck-

Raume an. Fur Funktoren ~ : I. -'7~ und F:£ ---"7 ~ definieren wir 

natur1ichen Transformationen , dann den 

Banachraum n.t.L(6,F) und den Waelbroeckraum n.t.I(F,a). Dann be­e d 4 

weisen wir Satze, die dem Yoneda Lemma verwandt sind. 

(VI.1) Die Kategorie W der Wae~b~oeck-Raume: 

Definition: Ein Waelbroeckraum ist ein Vektorraum X Uber dem 

Grundkorper I zusammen mit einer absolutkonvexen absorbierenden 

Tei1menge 0 X von X , die mit einer kompakten Hausdorff-Topologie 

~ ausgestattet ist und fur die folgendes gilt: 

1) die A b b i 1 dun 9 x 1---;> a;x von 0 X ;'-1 0.:.( is t s t e t i 9 fUr a11e a ,'= 0 X 

2) der Ursprung in ()~ hat eine Umgebungsbasis von absolutkonvexen 

Mengen. 

Wir nennen OX die kompakte Kugel von -JE 

Lucien Waelbroeck hat folgenden Satz gezeigt: 

Ein Waelbroeckraum X ist Dualraum eines Banachraumes X*; dabei 
.,. 

ist O~ die Einheitskugel und ~ die Einschrankung der schwach -

Topologie auf 0)(. Der Banachraum X" ist bis auf isometrische 

Isomorphismen eindeutig bestimmt und ist der Raum aller Linear­

formen auf X , deren Einschrankungen auf O~t 'C'-stetig sind, aus­



I 

gestattet mit 	der Norm der gleichmaBigen Konvergenz auf ())(. 

Die "schwach·-Topologie" auf ~ kann man auf zweierlei Weise aus 

der Topologie L auf O~ gewinnen, ohne auf deA Raum X~zuruckzugreifen: 

Sie ist 1) 	 die feinste lokalkonvexe Topologie auf ~ , die die 

Inklusionsabbildung (Ol,~)~-> ~ stetig macht, 

2) 	 die feinste Topologie auf * , die die Translatio~~und 

Homothetien (x-, r·x) in)( und die Inklusion (0):,1')--->)t 

stetig macht. 

(vgl. Buchwalter). 


Definition: Die Kategorie ~ hat als Objekte aIle Waelbroeckraume 


un~ als Morphismen lineare Abbildungen, die in den schwach~-Topo­

lo~ien stetig sind. 


So[che Abbildungen sind schon beschrankt, denn eine schwach
.; 

kompakte 


Me~ge ist schwach- beschrankt, also Norm-beschrankt. 


Dir Kategorie ~1 hat als Morphismen schwach~ stetige lineare Abbil­


dungen, die kompakte Kugeln in solche abbilden. 


D~e Kategorie ~1 und ihr Zusammenhang mit ~1 wurde von Buchwalter 


unltersucht. 


W ist i OP und ist £i1 
op . Die Funktoren der Dualitat sindltL1 

-B ~-7W- bzw ':~1 -7 ~1 und *' :W --. B bzw. 
., 

: ~1 _ •.i> ~1 • 

Sie wirken auf Morphismen durch Transposition und sind zuein­

ander inverse kontravariante Funktoren. 

In ]. ist der kontravar iante Funktor ': 1! --::> ~ zu s ich selbst 

adj ungiert zur Rechten: H(X, Y') = iii (Y, X' ) • 



Darauf wende man den Duali tatsfunktor I:fl. -) 'tL an: ~(Y", X' )=H (Y, X' ) . 

Dabei ist X' links Element von ~ und rechts Element von fl. : wir 

schreiben also b(X') fUr" X', als Banachraum aufgefaBt" und haben 

dann sofort ~(y",X') = H(Y, b(X' », die Adjungiertheitsrelation 

fUr: ":fl. --/' ~ ist linksadjungeiert zu b:W -:;> B. 

Ein ~-Morphismus ist genau dann ein Monomorphismus, wenn er in­

jektiv ist, und genau dann ein Epmmorphismus, wenn sein Bild 

schwach'-dicht ist. 

Produkte in ~ sind karlesische Produkte der Vektorraume, ausge­

stattet mit der Tychonov-Topologie der Faktoren. Die Coprodukte 

lassen keine einfache Beschreibung zu (vgl. Buchwalter). 

Wir fOhren noch folgende Funktoren an: 

L : ~ x fl. --7 fl., L(l,Y) ist der Raum der schwach*-Norm-stetigen 

linearen Abbildungen ~ --? Y, ausgestattet mit der Norm der gleich­

maBigen Konvergenz auf 0 J:: ' 

<0 : B x W'·,? W 'f (X 11'1) ist der Raum aller beschrankten linearend--. _ - _'\1-. " 

Abbildungen X--? b 1fIJ' ausgestattet mit der Topologie der punkt­

weisen Konvergenz auf X. t(X,~) ist also abgeschlossene Teilmenge 

von 
x c X 

'1Ild· 

Die Transposition (f~7 fl) liefert in beiden Fallen natUrliche 

Aquivalenzen: L(},Y) = L(Y',X·) und ~(X/~) = ~(1IJ"XI). 

Das projektive Tensorprodukt '){ (g)'lIJ in W zweier Waelbroeck-Raume 

1 und ~ ist definiert durch: 

'*®'l<J= (B(~,'UJ» I, wobei BCX,r'~) der Banachraum der schw'ach* x 

schwach~-stetigen Bilinearformen mit der Norm der gleichmaBigen 



Konvergenz auf O~ x Orill ist. 
d 

Der Symmetrie halber geben wir die duale Charakterisierung des pro­

" .jektiven Tensorproduktes X®Y zweler Banachraume X und Y an: 

A 4 ~ 
X(F)Y = (~(X,Y}) , wobei w(X,Y} 

der Waelbroeckraum der besehrankten Bilinearformen auf XxV ist, 

ausgestattet mit der Topologie der punktweisen Konvergenz auf XxV. 

AIle Funktoren, die wir betraehten, seien wieder zulassig, das 

heiBt zum Beispiel fur F:~ --?~ : 

Fist linear auf den Morphismenraumen und II F (f) II , il b (f) II, 

und fur ~ :~ -")o~: 

~ ist linear und Ilb(~(f»)/1 (nfl!. 

Sei X eln Banachraum. Wir haben wie in der Einleitung das kommu­

tative Diagramm naturlicher Transformationen uber W: 

X'0 t' 
/ t (X, • ) 

wl If 
~t 1 (X, • ) :;;> X'® . , 

wobei l (Cx.'<g>y.) = ::::<.,x.'>y."ftir
1 1 1· 1 

und t 1 (X ,'lIJ) der Quotientenraum (in ~) 


Abse hlu B von t ( X'ii~) in i.( X,r~} in der induz ierte n Topolo gie. 


Wieder sind aquivalent: 


1) X genOgt der Approximationsbedingung 


2) X I ® t1 (X,.} 

:::::: 
3} X '® = ~(X,. ) • (vgl. Buchwalter). 

ist 

der 



Aoo 


(VI.2) Der Raum n.t.L(~,F) 

Definition: 5ei ~ eine beiiebige Kategorie und F 

Funktoren, beide ko-oder beide kontravariant. 


Ei n e Zu0 r d nun g r ' die fur Cf ~ d u r c h C 1 '> t Cf L(~ ( C), F ( C ))
__ 	 de­

finiert ist, heiGt naturliche Transformation von ~ in F, wenn 

gilt: 

1) Fur jeden Morphismus f : C -';> C1 in £. ist F(f )of C = f C1 ~ (f) in 

LW(C), F(C 1 )) im kovarianten Fall. oder!JI '/;j q) = Fq ).({) . 
-~ 	 1 C d I C1 1n 

L(~(C1)' F(C)) 1m kontravarianten Fall. 

2) 1/ 'f II : = sup ~_ II ~ CII, C & ~1 < 00 

'1'. 
Fur jedes CE£' ist also lyC : (~(C) ~ F(C) schwach - Norm-stetig. 

5atz1: 	 Wenn die Klasse aller naturlichen Transformationen 1 -->F 

eine Menge ist, dann ist sie ein Banachraum mit der oben 

angegebenen Norm, der mit n.t.L(~,F) bezeichnet werden so~l. 
<J 

Beweis: Die lineare 5truktur auf n.t.L(~,F) ist objektweise 
C J 

definiert: = (IC + /C)Ct::k' Man pruft leicht nach, 

daB (~C+IC)Cf£. wieder eine natOrliche Transformation ist und daB 

( n • t .U ~ , F ), n . i/ ) e i n normierter Raum ist. Die Vollstandigkeit 

zeigt man, indem man zu einer Couch yfolge den Limes objektweise 

konstruiert. 

Satz 2: 	 5ei F : ~ --7] ein kovarianter zulassiger Funktor und 

XE~. Dann ist n.t.H(biX,F) isometrisch isomorph zU F(X") 
W 

und zwar 	 naturlich in X. 

Bemerkung: b~X:W-~B 

b tx (~) = bt(X,~) = H(X,b(1))' 



Man konnte jetzt vermuten, daB man das Yoneda Lemma anwenden konnte, 

wenn man ~ mittels b in ~ einbettet. D~s ist deswegen nicht der 

Fall, weil b(~) keine volle Teilkategorie von ~ ist (es gibt 

f : X' -->Y', die nicht schwach*-stetig in X' und yl sind), und 

das Yoneda Lemma nur auf vollen Teilkategorien von li gilt. 

Beweis des Satzes: 

Sei ~ En. t. H(b t x' F). Wir wollen die Beweisidee des Yoneda­

Lemmas imitieren und benotigen dazu ein moglichst kanonisches 

Element in einem Raum b:L(X,~), r~ E~. Wir "/ahLe.V! r1=X" und die 

Einbettung iX:X -"> X". iX~bt(X,)(fI), daher ist ~X,,(iX) definiert 

und Element in F(XfI). Wir definieren also die Abbildung 

TX : n.t.H(bJX,F) --~ F(X") 
W 

d u r c h T~ ( 'f) = 'f X " ( i X ) • 

Dann ist TX klarerweise linear, und beschrankt, weil 

il T X ( ~) 1/ = il1 X " ( i X ) II (1/ f XII it i! i X ii{ 11111 gilt , also is t .: T X n~ 1. 

Wir konstruieren nun eine lineare ~ontraktion Ux F (X") -~ 

-'? n. ~ • H (b X' F ), die z u T X invers sein soIl. 

Sei XEF(X") und f~biJx,r~), ~ ~~. Dann ist fEH(X,b~) und wir schrei­

ben 7 fOr das Bild von f in ~(X",~) unter der Adjunktion 
Q 

H(X, b~) = 1i(XII,~) (vgl.(VI.1)). Man gewinnt f. aus f, indem man 

(! -If ­flj'HJ": :~ -yX 'und f = (f 'I fltJ:(. )' bildet und f aus f durch 


f = fix. Man Uberzeugt sich leicht davon, daB I fij=~i~gilt und f 


die eindeutige schwach* -stetige Fortsetzung von f : X-~ r~ auf 


X" -> ('~1 ist. 


Wir betrachten das Diagramm: 




das folgende Definition motiviert: 


Ux : f(X") -? n.~.H(b~x,f) sei durch Ux(x)!WJ. (f) = f(f) (x) 


fOr XEf()("), 1'1 -; .l!!. und f G biJx,l?f) definiert. 


Wir zeigen, daB '4J I-? Ux (x )~ natOrlic h ist: Sei 9 : 'lfJ -'7 X ein 


~-Morphismus. Wir mOssen folgendes Diagramm auf Kommutativitat 


untersuchen: 


Ux (x)lIl

bt(X,~) .--~ f (~) 
. 

i 
I 

b~i.<X,g) I 1F( g) 

'41 Ux (x) X 

b~(X ,X) _> f (t%) 


Sei fE-bt(X,llIp. Dann isf f(g) 0 UX{X)flwd (f) = f(g)"f(f) (x) 

Ux{x) zob~.JX,g)f = Ux{x) Z (gof) 

F(0) (x). 

Also bleibt zu zeigen; gof = gof, doch das folgt sus der NatOrlich­

k e it de r A d j un 9 i e r the its r e 1at ion H ( X , b~) == .l!!. (X", ~ ) in 111: 
b(g)~ f = H(X,b{g» (f) = 

== .l!!.(X",g) (f) = gof. 

Wir geben noch einem zweiten Beweis dieser Tatsache, da sich hier 

der Zusammenhang zwischen der kategorientheoretischen Aussage 



- - --
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"NatOrlichkeit in ~ II und dem funktionalanalytischen Hintergrund 

schon offenbart: 

g. f : X" -7 IlfJ --;;;. Z ist eine stetige Erwe iter ung von got. Di~ is:t abel' 

eindeutig und heiBt gof, also ist gof = gof. 

il ux /I < " denn 

~ U X ( x) '1 (f ) II 	 :: II F ( f ) ( x ) II 


< II b ( f ) II /I x 11 :: iI filii x II • 


Wir zeigen UXGTX = 	Id auf n.t.(btx,f}~ 
J! 

und fb.bt(X,~), ~c-~. 

Dann ist: 

[U x 0 Tx(~)J ~ (f) ::: 	 [UX(fXtl(i X)] ~ (f) 


F ( f) rX" ( iX ) 
0 

= b(X,f) 	(iX)r(1"1 • 
I! 

= r~(f"ix ) 

::: ~~(f), 

denn foi x = f, weil f Erweiterung von fist. ( oder weil iX 

Koeinheit der Adjunktion ist). Wir zeigen, daB TXOUX = 'F(X II ) ist. 

Sei xeF(X"), dann ist: 

TX·U X ( x ) = 	 [ Ux (x) ] (iX'XI! 


= F(iX) (x) 


= F{'X tl ) (x) 	 :: X 

denn iX = 'X" , weil iX Koeinheit der Adjunktion ist (oder weil 

'X" Erweiterung von iX ist). 



Also hat TX eine Inverse Abbildung UX' die auch eine Kontraktion 

ist, daher ist TX ein isometrischer Isomorphismus. Es bleibt nur 

noch zu zeigen, daB X '---?T X natOrlich ist, also 
( .. ) 

T: n.t.H(b;t(., .. ), F( .. )) --;;> F." eine natOrliche Transformation. 
Y:1. 

Sei 9 : X --~y ein ~-Morphismus. Wir mussen das folgende Diagramm 

untersuchen: 

TX 
n.t.H(btx,F) :rF(X") 

I 
n.t.H(b£(g,. ),F) f(g") 

1'./1 
Tyn.t.H(bly,F) '7 F(y") 

S e i ~ f: n . t . H ( b t'x ' F ). Dan n is t 

Ty Q n.t.H(b~(g,. ),F) 


= Ty (r b it( g, • ) ) 
0 

= ry" bt(g,Y") (iy)0 

= f Y" (iy 0 g) 

F(g"). Tx(if) = 
I 

= F ( 9 Ii ). f Xil (iX ) 

I/J:::: 'f¥" " b~(X,g") (iX) 

= (fy" (g"oi X ) 
I 

und g"Di x = iyog, weil i Id --7 " eine naturliche Transformation 

ist. qed. 

Eemerkung: Sei F ~ --yE ein zulassiger kovarianter Funktor. 



Dann ist n.t.L(!X,F) isometrisch isomofph zu einem abgeschlossenen 
IN 

Teilraum vo; F(X"), und zwar nat Orlich in X - das heiSt, 

n.t.L( t ,F) ist ein Teilfunktor von F ". 
l!L 

Dieser Teilraum TX(n.t.L(LX,F)) besteht genau aus denjenigen X~F(X") 
W 

fOr die die Abbildung-U x (x)~ ~ L(~(X,~), F(~)) ist fOr jedes 

~ ~!I.. Dabei ist UX(x)'lI] : t(X/I~) -"">F(IL[j) die Abbildung 

f 1--> F(f) (x) aus dem Beweis von Satz 2. 

5atz 3: n.t.L(lX' bty) = (0) fUr aIle X,Y G]. 
W ' 

Beweis: Nach der Bemerkung besteht TX(n.t.L(tx ' b~y)) aus den­
W 

jenigen fGbi(Y,XII), fOr die UX(f)fl1 G LCf(X,~), bi(Y,"1)) ist 

fOr aIle 'lIJ ~ l!L. 

Angenommen, es gilt so ein ffO. Esse i ~ mit dim f1IJ'" =00 fest gewahl t. 

Dann ist Ux(f)~ : i(x/~) --~'? b'[(Y,(1) etetig, also gi.ht es eine Null­

umgebung V in ~(X,~) mit UX(f)~ (V) ~ Obi(Y/~) = OH(y,br~O). 

Also existiert eine endliche Menge A ~ X und eine eindliche Menge 

C ~ fl~", sodaS fOr W = ~ g6-r(X,r~)f g(A) ~ CQ 
} Ux(f)1IIJ (W)~OH(Yfb~) 

gil t, wobei CO = ~ X.E r~ , i<x, c >1 ~,1 fUr aIle c€ C ~ ~~ ~ die absolute 

Polare von C ist, denn Mengen der Gestalt W bilden eine Nullum­

gebungsbasis in ~(Xf~). 

Weil f fOist, existieren y~Y und X'EX' mit <x', f(y» f O. Weil 

Z f. ~~ das nicht in der linearen HUlle von C 

(die abgeschlossen ist, weil C endlich ist) liegt. 

Wir wahlen ein beschranktes 9 : A.J*---,;>X' mit g(z) = x' und 

ker g? C; so etwas existiert nach dem Satz von Han'n -Banach: man 

dehne das durch v(z) = 1, v(c) = 0 fOr C&C auf dem Erzeugnis von 



c u ~ z1 wohLdefinierte (weil z 11inearen Hulle von C) lineare 

funktional auf ganz 'lIJ 
'f-

aus und bilde 9 = v ( .) • x' • 

Dann ist 9 {;- 'f. (r~·,X')' also h = g' IX c ~ (X,~) und 

<t h (a), c> = (a, r· 9 (c» = <a, 0> = 0 fur aIle aGA, CoS C und r6 I , 

also ist r· h E- W fur aIle rEI. 

Daher ist ,UX (f)~ (r·h) 1/ 

= llbi(y, rh) (f))/ = lrlll h. f ~ <1 

fur aIle r~I, also hof = O. Aber <z, hof(y)/ = .(z,g" f{y)/ 

= <9 (z ) , f (y)/ = <x' ,f (y)) f 0 

und das ist ein Widerspruch. qed. 

Der kontravariante Fall ist leich±er zu behandeln: 

5eiF: 	l! ----"/ Jl e in kontravar ianter Fun ktor. Dann ist fur J:- E- W 

..;'!: b(~)
n.t.H{b'<l ,F) = n.t.H{H , f) == F(b~) naturlich in ~ nach 

l! B 
dem YOAeda-Lemma fu'; l!, wobei bcZ"t(y) = bt(Y,~) = H(Y, b):) ist. 

Mankann wieder n.t.L(lr,F) in n.t.H(bi~,F) einbetten; also ist 
B B 

n.t.L{t~,F) isomet;isch isomorph eInem abgeschlossenen Teilraum 
B 

vo~ f (b1"), naturlich in -:t. Also ist n. t. L (1, F) ein Teil funktor von 
Jl 

fob. Aus dem Beweis des Yoneda-Lemmas folgt sofort die Gestalt 

dieses Teilraumes: 

n.t.L(f*,f) ist isometrisch isomorph zum Teilraum der­
B 

jenigen x'ZF(b-:E), fUr die die Abbildung :t(X,l) -'7F(X), die durch 

f 1-'7 F ( f) x 9 e 9 e ben i s t, e in E1 e men t von L ( i (X , k), F ( X)) is t fur 

jedes XEl!. 



..p~ Y
Satz 4: n.t.L(.L ,H ) = (0) fur aIle ';( f=!i und ye].. 

]. 

)t y
Beweis: n.t.L(! ,H ) entspricht dem Teilraum von H(bl,Y), der aus 

den f: b'X -;> Y besteht, fOr die die Abbild ung 9 '----;;0 H Y (g) (f) = fo 9 

ein Element von L(i(X,)E), H(X,Y)) ist fOr aIle XE].. Sei Xc]' mit 

dim X = ov fest gehal ten. 

Angenommen, es gibt so ein f +0, f f H(b~,Y). 

Dann existiert eine Nullumgebung V in t(X,x) mit foV~OH(X,y). Also 

gibt es eine endliche Menge A~X und eine endliche Menge Cf~~ so­

daB fur W = tgE-t(X,~), <:'c,g(a)'> (1 fOr aIle afA und cr;.CJ gilt: 

foW~ OH(X,Y), denn die Mengen der Form W bilden eine Nullumgebungs­

basis von l (X;~ ) • 
Da f JOist, existiert ein zcb~, sodaB fez) f 0 in X ist. Weil 

dim X =ooist, gibt es ein XEX, das nicht Linearkombination der end-

lichen Menge Ar:X ist. Man wahle ein beschranktes g: X ---';> b~ mit 

9 (x) ::;; z und ker 9 2 A.· Die Existenz von 9 folgt durch ei n Argumen t 

ahnlich dem, das wir im Beweis von Satz 3 verwendet haben. 

Nun gilt fUr aIle afA, c~C und r~I 

<c, rg(a)/> = (c,O> = 0, also ist r.gEW fOr aIle rG'I; 

Daher ist 1\ f"rgll= I rj Ii f.gl(~1 fUr aIle rGI, das heiBt fog = 0. Aber 

fog(x) = fez) f 0, das ist ein Widerspruch. qed. 



(VI.3) Der Raum n.t.t(F,1}. 

Definition: Es seien F:£. ---)' 12. und 4' :£. ~ --""/ ~ Funktoren, bei 

ko- oder beide kontravariant und £. sei dabei eine beliebige 

Kategorie. Eine (zulassige) naturliche Transformation 

1 : F --~ b·~ heiBt auch eine naturliche Transformation 

V) ; F -> ~ j dab e i w i r d I a 1 s Abb i Id un 9 


C 1-"1 Cei}F(C), 1(C)) aufgefaBt. 


Der Raum aller naturlichen Transformationen F -> ~ tragt in 

naturlicher Weise eine Waelbroeckraumstruktur, ist also Ob­

jekt von ~, wenn er Menge ist: Seien F und ~ zum Beispiel 

kovariant; dann ist G= '*' 0 4 : £. 12.--"";7 

kontravariant, ~ = I" G und nach Satz 3 von Cigler gilt: 

n.~.H(F,b~) = n.t.H(F, 'oG) = 
C 

1\ = n.t.H(F,H(G,I}} = n.t.H(G~F,I) 
£. £ 

1\ = (GQ1)F)'; 

(\

Wir konnen daher n.t.H(F,b1') als Dualraum von G@F auffassen. 
£'0 

Versieht man ihn mit der entsprechenden schwach~-Topologie, 

'.f ( 1<3. )so erhalt man einen Waelbroeck-Raum, der mit n.t'L F'd be­
£. 

zeichnet 	werden solI. 

Satz 1: 	 Esse i £. e ine bel i e big e Kat ego r ie, F: £. -'> 12. un d )~ : £. -7 !L 

kovariante Funktoren. Dann ist der Waelbroeck-Raum 

n£t.~(F'~) als projetiver Limes in ~1 darstellbar. 



"-Beweis: Wir verwenden die Darstellunq von (~o~)~F als induk­

tiver Limes in li1 , die in (V.1) angegeben wurde. Da der Funktor 


, :!l1 -:> ~1 invertierbar ist, fuhrt er induktive Limi ten in pro­


jektive uber und die Spektralfamilie in (V.1) wird zu folgender 


in ~1: 


Indexklasse ist die Klasse aller Morphismen in £. 


Jedem \: C ~:> C., in k entspricht der Waelbroeck-Raum (Il~' =l(F(C), A.j (G)) 


Jedes Paar (~,~) von Morphismen in £, fur das das Diagramm 


kommutiert,D 

definiert eiBe Abbildung lTt;:: E 1T\: ;~"-""> lR~ wobei 
. ,'l ( f ( c( ), /~ ( f; )): ( r= (C). {J ((,) ----"/ 't ( F(D), /,~IT \ = ~ 	 )-1 I'::: . 

v 	 \Der Morphismus .,.,.,,, n. t'.IJ F,~) --'> (R. ist gegeben durch 
£ 

IIA ( I) =~ (U 1 C = 1 
fur 1E- n.t.i(F,~). 	 qed.

£ 	 . 

9atz 2: 	 Sei I~ :~ -"7 Y{ ein kovarianter Funktor und XEB. Dann 

ist n.~.Vb~x,~) =~(XII) naturlich in X. 

Beweis: Die Gleichheit bedeutet eigentlich Isomorphie in i1 : es 

gibt eine umkehrbare lineare Abbildung, die einen Homoomorphismus 

zwischen den kompakten Kugeln vermittelt, also einen Isomorphismus 

im isometrischen Sinn und im Sinn der schwach~- Topologie. 

bl(x,~) = H(X, b~). Also stimmt der Funktor b~X mit dem auf die 



nicht volle TBilkategorie b(~) von li eingeschrankten Funktor 

HX uberein. 

Wir verwenden genau dieselben Abbildungen wie im Beweis von 

(VI.2), 5atz 2, denn 

Also ist 

TX : n.t.t(b~x'~) -'71 (X") durch Tx (7) = iX,,(i X) fur 
W 

ffcnwt.l(bix'~) definiert, wobei i x :* -7 X" die kanonische Ein­

bettung ist; 

U X : ~ (X II) -7 n. ~ •~ ( btX;1) is t d u r c h U X ( x) "'i (f) = I~ (f ) (x ) 

fur xf1(XII) und f~bI(x/~), ~ f!!.. definiert, wobei f das dem f ein­

deutig unter der Adjungaertheitsrelation 

bt(X,~) = H(X,br1) = !!.(X",Il-P entsprechende Element ist. 

-1In (VI.2) Satz 2 haben wir schon gezeigt, daB TX = UX' TX eine 

Isometrie und X 1--7 TX naturlich ist. Es bleib± also noch zu 

zeigen, daB TX und Ux schwach¥-stetig sind. 

Sei f (-,» 

ein Netz in 0 n.~.i(btx'~)' das in der schwach~-Topologie 

gegen Null konvergiert. Da die Topologie von n.t.l(blX'~) die 
W <l 

projektive Limes-Topologie bezuglich der Abbildungen 

IT \: n. ~ . ~ (b tx'~) -? ~\ aus Satz 1 ist, ist speziell die Ab­

bildung "i'\ 1 stetig. 
X" 

Also gilt: IT (W (»)) (») -'/ 0 i n ~ ( b :t.(X , X " ) , IJi (X ,,) ) 
1X" I = 'i X" (-») U 

und das besagt, daG fur ~edes f~bt(X,X") das Netz ~X" (f) --0> 0 

i n NJ (X") k0 n v erg i e r t . 

Speziell ist also: 
(v) • (y) 

~ XII b X) = T X (~ ) -? 0 in ;~ (X") . 



TX induziert also eine stetige bijektive Abbildung zwischen den 

kompakten Kugeln On. t • 'iJ b ~X ,~) un d 0 ~ (X"), a 1 s 0 e i n e n Homoo­

morphismus qed. 

Satz 3: 	 Sei 4:!L ---7 ~ ein kovarianter Funktor. Dann ist 

n.t.t(H\"*,,q) =~(Y') naturlich in y. 
o d 

Wir benutzen die Abbildungen awS dem Beweis des Yoneda-

Lemmas: 

Ty : n.~.i(Hyo'* ,~) -:;>l~ (y'), definiert durch Tyq)= fy,(1 y )f-1(Y') 

furr::-n-:-t.[(H\lI<,.Q) und Uy :l1(Y')--? n.t.t(HYI)+,~), definiert 
I W d f \~/ 

durch UyTy)r'oIj (f) = 1(f') (x) fOr flJJ E-!L, y-;~(Y')' ff H((1~+,y). 

Genauso W1e beim Yoneda-Lemma beweist man ~ Ty b \ 1, il, Uy rt b !; 1 , 

T Y 
-1 = Uy und Y 1-;> T y ist naturlich. Also vermittelt T y ein Bijektion 

zwischen den kompakten Kugeln, die ein Homopmorphismusist, wenn 

wir zeigen konnen, daB Ty stetig ist: 
(.J ) 

5ei 
(" ) 
-/ 0 1n n.t.e(Hy • '" '1) ; also ist IT ( fl-,» )= -? 0r 	 1y I <f Y'W 

(Satz 1 ) in ~(H((Y"')'* ,y),1(y,)) ~(H(Y,y), 1(Y')), also 
r ''» (v)

f Y' 	 f in 0)1 
= 

(Y' ) . ( 1 Y ) = Ty( ) -7 0 	 qed. 

Satz 4: 	 5ei JC :],--7!:i ein kontravarianter Funktor. Dann ist 

n.t. 'i (bt l'-,1U = Y(b}) naturlich in X (: ~. 
], 

Beweis: Wiederum verwenden wir die Abbildungen des Yoneda-Lemmas: 

T*: n.~.rJb:tJ,10/ '.}{(b'X), definiert durch T-,:((f) = fb7r(1:t) fur 

~c-n.~-:-:£(b{f,lC-) und Uk: j{(b}) -;:> n.~.~(b~£,j.{), definiert durch 

U~(xTy(f) =1t(f) (x) fOr Yf]" XG1((bX) und f(b~(Y,:f). Dann gilt: 



IIT~II b {1, II U'ti!b(1, T;1 = U~ und J:;......> T;C ist naturlich. 

Tk ist stetig nach einem Argument analog dem im Beweis von Satz 3, 

vermittelt also einen Homopmorphismus zwischen den kompakten 

Kugeln. qed. 



VII. L]-Dualitat von Funktoren. 

Die Ergebnisse von (VI.3) geben AnlaB zur Definition eines Dualitats­

funktors auf Funktkontra (K,~) bzw. Funktko (y,~), wobei y eine volle 

Teilkategorie von Wist, der zu sich selbst adjungiert zur Rechten ist. 

(Dieser und der Dualitatsfunktor aus IV sind die einzigen unter allen 

moglichen Dualitatsfunktoren, die zu sich selbst adjungiert zur Rechten 

sind - das ist der Grund, warum wir hier den Funktor J genauer unter­

suchen). Dieser Funktor ~ist etwas sensibler als der Funktor D. 

In (VII.1) definieren wir L1 und leiten die Adjungiertheitsrelation her, 

in (VII.2) berechnen wir den Wert von A fUr einige konkrete Funktoren. 

Nicht erklarte Bezeichnungen stammen zum GroBteil aus VI. 

(VII.1) Der Funktor ~ auf Funkt (V,B). 

V sei eine volle Teilkategorie von B. Wir definieren fUr F : V -+ B den 

~ -dualen Funktor AF so, daB er je nach Belieben als Funktor y -+ B 

oder ~ ~ ~ aufgefaBt werden kann. 

Definition: 	 Sei F : V .... B ein kovarianter Funktor, zulassig im Sinn der 

Definition auf Seite 99. 

Sei'X £ Y. (oder f !). Dann ssi AF(}) = b(n.t.i(F,~~.» 
V 

= n.t.H(F,b(~0.» 
V 

(vgl. (VI.3». 

Das ist ein Banachraum, wenn es eine Menge ist, 

Sei f : 3i .... ~ ein Morphismus in V. Dann sei 

11 F(f) : A F(jE) .... JF(~) fUr a £ LlF(k) = b(n.t 'L(F, 1E@ .» 
V 

definiert durch 



If. y., also LlF(f) (a) = b«fQ?)1.)bo..) und jl F ( f) =b ( n • t. t (F, f ~ .)) 
V 

Behauptung: das ist wohldefiniert. 

Beweis: (f ~ 1-X) "o.z.: F(t-) - ~ ®X - ~~% ist stetig in den ent­

sprechenden Topologien und natUrlich in ~ und 

~ Ilb(f)11 sup Ilb(a,~)"
''If. y. 

= IIb(f)1I II a II. 

A F wirkt selbstverstandlich linear" auf den entsprechenden Mor­

phismenra:umen. 

FUr g : '1 - ~ in V ist das Diagramm 

F(1J a'l" 
'::> 

)' ®Z·'- I@"'t ., ~0Z 

F(g) t 1~~~ 1~ii1 
F(Z1 ) ax" g~Z.A/ * ® 1-" ~ tfIJ ~ ~~ 

kommutativ, weil a natUrlich ist; daher ist auch L1F(f) (a) natUrlich 

und somit fb(n.t.f(F, '1-&J .)) und AF ist ein zul:a.ssiger Funktor 
V 

(die Ubrigen Funktoreigenschaften sind trivial). qed. 

Bemerkung: Wenn 1* der Approximationsbedingung genUgt und darliber 

hinaus noch die Radon-Nykodym Eigenschaft (vgl. J.DIESTEL) 

besitzt, dann ist 

b( 1: ~~) = b~ ~ b~ fUr jedes II.} , 
I"­

also L1 F(I) = n.t.H(F, bk ® b(.)). 
V 

1m allgemeinen ist 'lQ1)fJ.Jnicht dicht in b(~ irwJ) I 



Definition: Es seien F,G : V ~ ~ zulassige Funktoren und r: F .... G 

eine natUrliche Transformation. Dann sei L1 (i) : AG ... A F defi­

niert durch L1 (f)'¥ (a) = a."f: F ~ G .... ~~. fUr a (AG (1),
(. . ) 

also A (i) ( .) = b( nvt. ~ (r(.. )' (.) ® ( •• )). 

Behauptung: Demit ist ~ ein kontravarianter Funktor 

Funktko (y,~) .... Funktko (y, ~), der auf den Morphismenraumen 

n.t.H(F,G) eine lineare Kontraktion erzeugt. 

Beweis: L1 (f) ~ (a.) = a 0 f : F .... G .... ~0 , ist eine natUrliche Transfor­

mation, weil a und ~ es sind. 

"b (ar)" ~ II b (a) "." b(r) II. 


Trivia~eise respektiert ~ Zusammensetzungen von Morphismen und 


Identitaten und ist linear und Kontraktion. Wir mUssen nur noch 


nachrechnen, ob ~ .... L1 (f)~ natUrlich ist. 


Sei f : 'X'" n.g aus V. Wir mlissen feststellen, ob das folgende 


Diagramm kommutativ ist. 


Sei a ( J G(Y). Dann ist 

L1F(f)"A ('f))E(a) = .LJF(f) (aor) = b«f~1.)oaof) 

L1 (r) 'lIJ. Ll G.( f) (a.) = Ll (~)~ (b ( ( f @1.) a.) = b ( ( f 0 1. )., 0.. f ) · 
qed. 

Satz: Seien F,G : y .... B Funktoren. Dann gilt 

n.t.H(F, Ll G) = n.t.T(G,AF) isometrisch isomorph und natlirlich 
y y 

in ~d G, das heiEt Ll ist zu sich selbst adjungiert zur Rechten. 



Beweis: FUr"Jt und ~ (y. gilt isometrisch: 

H(F(Jf), bt(G('lfj), ~Qj~) 


= H(F()t) H( G(~) )b( ~@ 1~ ») 

A 

= H( F(~ ) ~ G('IIJ), b(l: ®flJJ)) 


= H( G(~), H(F(*), b(l0 'Wl»)) 

= H(G(IhJ), bt(FC1-)' fl{)®x) 


Sei , ( n.~.H(F,~G), dann ist 


~*: F(*) ... L1 G(l:); fUr x E" Fa.) ist 


f;f(x) (4G(jE) = n.~.H(G, b('t~ .»; also 


r~(.)fWJ ; F():) .... H(G('J.j), b(~~~») 

und diesem Element ist unter dem obigen Isomorphismus das fol­

gende zugeordnet: 

~ '1 ( .. )1: ; G(1J} ... H(F(~), b(~ ®'k)) ) 

wobei f~(x)1vJ (y) = t(f~(Y)~ (x» fUr x E" F(~) UJld Y ( G(~) gilt, und 

t : b(~~)t) ;b(:f~0?) der kanonische Isomorphismus ist. 

Auf3erdem gilt II r~(.) flrJ ( •• )// t:- \I f,,( .. )~ (.) ", wir haben also nur noch 

die NatUrlichkeiten nachzu~tifen: 

I\.
1) 	 Sei ~ ( n.t.H(F, AG), zz: y ( n.t.H(G,4 F). 

Sei x ( FC~), Y ( G(~), 

f : k .... r 1 g: flIJ .... flfJ1 in V. 


Zunachst mUssen wir Y'1(Y) f.LI F(~) zeigen: 

/\ 

F(J) ~fl1('f)~ 7 flIJ ®~ 

l(f) NJ® ? 

\V 

ist kommutativ,~@~1 



denn (1rIJ @f ) q~(y)x(x) 
= ('lid \'21 f ) t ( f ~ (x)"'j (y) )C 

= t«~~~)f~(x)~(y» 


= t( ~~,,(F(f)X)'HJ(Y» , weil :t-"> ~~ natUrlich ist, 


= ~ ~ (y) ):F(:f)x • 
'\ 

1\ 
Also wissen wir, da13 7E \-7 r~('f)~ natUrlich ist 

bei festem ~ und y. 

Nun zeigen wir, da13,.auch ~ f-> "~'1 natUrlich ist: 

J\ 

G(~) i~ " L1F(~) 


G(g) ~F(g) 


I!Iiii " 
G(~, ~'Wd" ~AF('1g) 

ist kommutativ, denn es gilt: 



118 

, [L1F(g)a~,(y)J~(X) =. 

= (g 0 t~ ) 0 ~, ( y ) x (x) 

= (gi 1~) t (~~(x)~ (y» 

= t ( ( 1){~ g) tf~ (x) 'It) (y ) ) 


t
= (tf~(x)'lQ .... G(g)y) 	 weil ~ 1-+ f')f (x ) fWJ 

natUrlich ist.
= G(g)y) (x). 

und ZOfar fUr aIle Jt und x. 

2) vlenn ~ E: n.t.R(G, LlF) ist, dann ist ~ £ n.t.R(F, LlG) (man ver­

tausche F und G). 

3) FUr ~ : F1 F und 1': G1 ... Gist-0 

1\ 
n.t.R(F, L1 G) 	 7' n.t.R(~, Ll F):; 

n.t.H(1,.1(1<-)) 1 n.t.H(r,Ll(7)) 


1 1 1\ W 1 1

n.t.R(F ,L1 G ) 	 > n.t.R(G ,L1 F ) 

kommutativ, denn fUr y £ ~,f (~), X £ F1 (:t) ist 
/I

[n.t.H(t,Ll (i» (~)J~(y) :t(X) = 

= [Ll (1) ~ • f"~ ~ 1"-''1 J ( (1) ~ c)() 


= [Ll( 1), (q~ (1-, (y » J X (x) 

A 

= ~,(tttUJ(Y» ~ (7 1~ (x) 


= 
t 

( ~ ~ ( 1"* (x) )~ (t'IIJ( Y» ) 

= t [(~~ ( 9~(x) ) 0 ~ ) ~ (Y) l 


. = t[(j (1--»)t (f~ol~(x»),(Y)] 

= t[(.L1(-r-) Of ° 1 )~(X)~(7)J 
= [ "(L1 (t-) 0 i 0 I )J111 (y) ); (x) 

= [/'"n.t.R(I'.4 (1')) «(f)J~(y)~ (x). qed. 



Korollar: j flihrt induktive Limiten in projektive Limiten tiber. 

(VII.2) 	 Der j -Duale epezieller Funktoren 

Satz 1: 	 FUr Y E B ist L1 (HY 0 .. ) = b(. @ Y') nattirlich in Y. 

Beweis: 	 Nach (VI.3) Satz 3 gilt 

L1 * ) ID ( ,~~. - ')Y(H I> (~) =b(n.t.~ H.Y * 

= b(): ~ Y') fUr ~ E!l. und natUrlich in Y. 

Wir mUssen also nur noch die NatUrlichkeit in ~ nachweisen. 

T(}) : n. t. t. (HY 0 *,)E ~.) .... )f ®Y' war gegeben durch 

T(~)(f) = ~Y' (l y ). 

Seif: "f .... ~ 1 in W. 

Dann ist 
b( T ( ) )

L1 (HY() *) ():) ____Y__--7o'» b( ); ~}:') 

L1(HY:O'*~I'(f}I" 	 J b(f~Y')

t b(T( 1» v 

Ll(HYo *) (Xl) Y ? b(%li)Y') 

kommutativ, denn 

b ( f ~ Y') I) b ( T (~» (f ) 

= b«f®Y')Ofy,(1 y » 

= b«f~Y')o~y,) (ly) 


= [L1(HY 0 *) (f) (f)] Y' (ly) 


= T(}l)o L1(HYo *) (f) Cr) 


Satz 2: Flir Y (12 ist L1 (Hy 0 b) = b(. i yf! ) nattirlich in Y. 

Beweis: Hyo bel) = H(y,b:l) = b !fey,):) = b lex·, Y') 

= :)HC~* ,bey'»~ 
= Hb(Y') 0 *C:t) 

nattirlich in ~ und Y. 



Nach Satz 	1 ist also 

..L1 (Hy 0 b) 	= A (Hb(Y' ) () *) 


= b(.@(b(Y'»') 


= b(. CBl y .. ) qed. 


Satz 3;1". 	 Ab = b, also ist b selbst - J -dual. 

Beweis: 	 FUr rE-Llb(};) = b(n.t. f. (b, ~9.» ist 

11 E- bt(b I,~jI) = H(I, b~) = b~, 

wobei I der Grundkorper ist. 

Wir definiere~ daher 

T*: Llb(JO - b(~) durch 


T ~ (T) = TI (1 ), 1 E: I. 


Dann ist 	 /I T l: (r)II = II 1I (1)" ~ tI tfr 11 { II ~ U ) 

also 1/ Tx:" ~ 1.· 


FUr jedes x ~ b ~ sei ~ : I -~ bX, ~ (1) = x. 


FUr ~ f:- W sei k : ()wl -"7 101'J der Isomorphismus y l-) 1~ y. 


FUr)f ~ W sei U~ : b ~ ->A(b) (x) definiert durch 


U;t (x)1iJ = (~lg) 1~) 0 k : f1I) -~ ~ @'WJ' 

Dann istIlUk(x)~ 1\' 1\~/l;::illC", also ist U~(X)'ltJ€-b~(bfJ1l~i'ltJ») 


darliberhinaus ist ~ 1-, (~~ 1~) 0 k klarerweise nattirlich, also 


ist U~(x) c-b(n.t. t(b, ~~.). 


= U~(~I(1)1IJ(Y) 
/'--- - k = (~I(1)01~) ( Y) 

= (~I@1~) (1~y) 

= (~t i 1~) (1 I~ y) (1 ~ 1 ) 

= (1~0y) (~ I <i 1I) (1 ~ 1 ) 

mailto:b(.@(b(Y


A 
= (1:f;g; y) ~I(1) 

1\ 
= ~~ obey) (1) weil ~ natUrlich ist. 

= ~, (y). 

T~ 0 U?€ (x) = 	 U1(x ) I (1) 

= (~i 1I) (1 Ii) 1 ) 


= x~ 1 = x. 


Somit ist T ~ = u;1 , II T:k" ~1, II U~ \I ( 1, also ist If ~ fur jedes % 


ein isometrischer Isomorphismus; Wir zeigen noch, da.13 k 1--::> T;r 


natUrlich ist: 


Sei f :""1: -;"*1 in W. Dann ist 


b(f) 0 T"k (~) 	 = b(f) fI(1) 

=b«f~1I)()'fI) (1) 

= T~ .,(b ( ( f G5 1 • ) 0 f ) ) . 
=T:t 1o Llb (f) (<r). qed. 

Bemerkungen: 1) Es ist nicht gelungen, A (b(~~.» zu berechnen; 

doch wegen .1 (b(N.» ('11) = ben. t. t (bC:r<i.), ~i.» konnte man 

vermuten, da.13 

L1 (b(f i .» = b <l(b"l,'VJ) = H(b'.f, b~) ist. 


Dann ware etwa 


*jf Y 
0 
* = 	 Hby ' 0 = HbY"

0 
* Y 

0.£JL1{H ) L1 (b(Y'~ .» = b also H 

genau dann reflexiv, wenn Y reflexiv ist. 

2) Man kann die in IV. entwickelten Methoden auch hier 

anwenden und die A -Dualitat auf ItLinksideale" zurUckzuftihren. 

Man wird dann vermutlich auf die Dualitat von Linksidealen sto.l3en, 

die PIETSCH in der zitierten Arbeit eingeftihrt hat. Die Ergeb­

nisse von PIETSCH wiederum wUrden Aussagen liefern wie 
bei D 

L1 F ;: L]Fe' eine Gleichung, um die man eich lange vergeblich 

bemUht hat. 



Corrigendum 

Zum Beweis des Lemmas aus (I.1) auf Seite 8 benotigt man das folgende 

Lemma: Seien A und X Banachraume, 

n 

u = .z:::. a.0x! G A0X', a' e A', xe. X, XIS e X" • 


. 1 ~ ~ 
~= 

Dann ist 

rI\."( \4 ) = sup I '-5" <ai' a '> <. x, XiI"> I1 

.a'~~ 1, uxh~1 

Beweis: Naep Definition ist 

).(u) = sup I L <a., a') <x!, x"> \ 
/I a '1/ ,1, IIx II ~ 1 ~ 

~ sup I ~<:a., a')i(x,x!) \ • 
fI a' II ~ 1, 11 X~I ~ 1 ~ 

Sei € > O. Dann existieren a~ Eo A' mit II a '0 II ~ 1, 

X ',,' .c:. X" m;t IIX'~ II ./ 1 soda!) g-llt·'"' ..... v ~, J.i).J... 

Weil X in X" G' (X ", X,) dicht ist, existiert ein X"eX mit 

UXoli ~ 1, sodaf.3 fUr i=1, ••• ,2 gilt: 

fUr <a. 
~
,a'> *0 

e sonst 
2n 

Dann ist 

n n € €I I < x! , x" > - <x x!> I~ ~ ~ L ~" 0' ~ 2n = 2
i=1 i=1 

n 
I i~1 < ai,a~ > <'J~,xi >I? IL <a i ,a6 > < xi, x~ > I-~ 

b A (u) - e. qed 



"'. 
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