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Abstract: A seQuence in a compact set K in Rn is uniformly 

distributed with respect to a Radon measure JA on K if and 
only if the projection of the seQuence is uniformly distri

buted with respect to the projection measure for all ortho
gonal projections onto all one dimensional subspaces out of 
a dense subset of pn-1. 

I.S. Kac [8] hat bewiesen, daB eine Folge auf der 2-Sphare 

S2 s. R3 genau dann bezliglich des OberfUichenmaBes gleichverteil t 

ist, wenn die Projektion der Folge auf jeden Durchmesser dort 

gleichverteilt ist mod 2. Eine Verschtirfung dieses Satzes 

findet man bei Gerl (3J : es genligen schon weniger Durchmesser. 

Das Hauptresultat dieser Arbeit (Satz 2) zeigt, daE das erwahnte 

Ergebnis gar nichts mit der Kugel zu tun hat, sondern auch flir 

beliebige kompakte Mengen und RadonmaBe darauf gilt. 

Dieselbe Beiweismethode zeigt als Nebenresultat (Satz1) eine 

leichte Verschtirfung eines Resultates von R~nyi (121 liber 

Proj ektionen von Wahrscheinlichkei tsmaI3en. Das Li teraturverzeichnis 

enthtilt auch Hinweise zur Entstehungsgeschichte und Entwicklung 

dieses Resultats und eines verwandten Problems. 

Ich danke den Herren H. Rindler, L. Schmetterer und K. Sigmund 

flir Hinweise und Diskussionen. 
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1ntegrierbare Distributionen (vgl. L. Schwartz [13J, p. 199 - 203, 

bZ1J. [14J ~ p. 99 - 102): Es sei 18 (Rn ) der Raum aller C CD Funktionen c 

am Rll, die in allen Ableitungen gleichmai3ig beschrankt sind, ver

sehen Elit der feinsten lokalkonvexen Topologie, die auf j eder in 

allen Ableitungen gleichmai3ig beschrankten Teilmenge von ~c(Rn) mit 

der Topologie der kompakten Konvergenz in allen Ableitungen uber

eins-cinmt. Der Dualraum m~(Rn) von !8c(Rn ) ist der Raum der inte

grierbaren Distributionen am Rn. (J f =<f, 1» • 

1st G ein eindimensionaler Teilraum des Rn (ein Element des pn-1), 

dalul sei mit PG~ Rn ~ G die Orthogonalprojektion auf G bezeichnet. 

FLlr fE m~(Rn) ist die integrierbare Distribution PG(f) auf G gegeben 

durch <PG(f),~ = <f,ro 0 Pc? fur q)E 18 c (G). $~(Rn) ist die groBte 

Klasse von Distributionen, fur die alle Projektionen dieser Art auf 

eindimensionale Teilraume existieren. 

0Jede Funktion to PG fur GE pn-1 und ~DE mc(G) bezeichnen wir als 

G-kons-can-c; ("plane-wave-function" bei John [7J ), da sie konstant ist 

auf allen affinen Hyperebenen, die zu G orthogonal sind. 

~~tz 1: Jecle integrierbare Distribution am Rn ist eindeutig be§till1ll1t 

durch ihre Projektion auf alle eindimensionalen Teilraume aus einer 

..--Il-1 •dichte1.1 TI2ilmenge des J:' 

Der BeVJeis beruht auf clem folgenden Lemma: 

~~~~: Es~ei V ~ine dichte Teilme~e des prr-1. Dann ist cler Teil

ramI, der von allen G-konstanten Funktionen fur alle GE V erzeug~G 

wird, dicht in m (Rn ).
c 
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Beweis: Es sei ~ (Rn ) der Raum der C OJ Funktionen am Rn , die in allen 

Ableitwlgen bei Unendlich rasch gegen 0 gehen (vgl. [13J, 233 ff). 

Klarerweise ist e(Rn) dicht in m (Rn ). Ich zeige nun, daB jedes I:I)E 6 (Rl1) 
c 

in der Topologie der kompakten Konvergenz Limes eines Netzes von 

endlichen Linearkombinationen von G-konstanten Funktionen fUr GE V is-c, 

das in allen Ableitungen gleichmaBig beschrankt ist. Die Existenz eines 

solchen Netzes ergibt sich aus der Umkehrformel zur Fouriertransfor

mation. Es ist namlich flir jedes xE Rn 

" i<x Y>cr> { x) = S 
Rn 

~.o (y) e ' dy , 

wobei ~(y) die Fouriertransformierte ven ~ ist, die wieder in 6(Rn ) 

liegt (vgl. [13J). Flir festes yE: Rn ist ~(y) ei<x,y> eine (Ry)-konstE1JJ.-ce 

Funlction am Rn , konstant auf allen affinen Hyperebenen, die zu y 

or-cho(';on2,1 sind. Setzen wir U = U{G: G E V}, dann ist das eine dichte 

TeibTIenge des Rn. Nun ist der Integrand in (~) ein Element von ~(Rn) 

bezL\:::;lich y, also konvergieren flir j edes feste x Riemann--Summen des 

Integrals gegen ~(x), die jeweils liber eine endliche Partition einer 

kompakten Menge K!;;; Rn genommen werden kennen, da das Integral liber 

Rn \ Ie beliebig klein wird, und die Funktionswerte in den Riemann-Summen 

ke~Jlen an Punkten y aus der dichten Menge U genommen werden. Diese 

Summen sind als Funktionen in x endliche Linearkombinationen von 

G-konstanten Funktionen flir GE V. Da der Integrand gleichrna.f3ig stetics 

ist in :d~D E e (Rn ) ), konvergieren dieselben Riemann-Summen gegen cp 

gleicb.maBig auf einer Umgebung von x, und auBerdem kann man Differen

zieren nnch x mit dem Integral vertauschen. Daraus fOlgt das Lemnl~. 

BeHeis von Satz 1: Es sei wieder V dicht in pl1-1. Sind f,gEda~(Rn) 

unc1. Lcd; PG(f) =PG(g) flir aIle GE V, dann ist <f,~ = <g,qt> flir jede 

G-konstc.nte Funktion, falls GE V. Diese 00 erzeugen aber einen dichten 

Teilr,J,ul11 von w (Rn ) , also ist f = g.c 
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Anvrenc1.1.:U1g auf die Gleichverteilung: Es sei K eine kom:r;;akte Teilmenge 

des Rl1 und \-1 ein Rndon-Wahrscheinlichkei tsm;lB auf K (also insbesondere 

Gino integrierbare Distribution des Rn ) .. Der Begriff der Gleichver

teilung hCt1; donn Sinn quf K: oine Folge (x ) aus K heiBt gleichverteilt
n 

bezliglich / in K, wenn fur jede stetige Funktion ~ auf K gilt: 

N
1 r 
N n==1 

cp(xn ) ~ JK ~(x) d\-l(x) 

(vgl. HlallJka [6J ) • 

FUr GE p-n.-1 ist PG(\-1) fur jede Borelmenge B in G durch PG(U) (B)= 

= f- (PG-1 (B)f\K) gegeben. 

Hat Ie nichtleeres Inneres und der Rand oK ~1aB 0, und ist j.l (umnor

Rnmierte) Einschrankung des Lebesque-MaBes An am auf K, so kann del'" 

Begriff der Gleichverteilung auch elementarer beschrieben werden: 

die Folge (xn ) ist gleichverteilt bezuglich \-1, wenn sie in "Kastchen" 

von K asymptotisch mit der richtigen Haufigkeit auftritt (vgl. Kuipers 

und rfiederreiter [ 9J ). In diesem Fall ist PG(fJ) absolut stetig be

zuglich des Lebesgue-MaBes ""1 auf G und (bis auf Normierung) gilt: 

d PG (\-1 ) 
d A1 (t) == An_1 ({xE Rn : <x,zc? == t} n K), 

wobei Zo E)in Einheitsvektor in Gist, und \ n-1 das Lebesque-MaB auf 

del'" ~I=Tperobene {x: <x, z > == t} . 
o 

~§tz_~: IsJ K eine kompakte Teilmenge des Rn ~d j.l ein Radon-Wahr~ 

scheinlichkeits-~,1a13 auf K, so ist eine Folge (x ) in Kgenau dann n 

gleicl1vcrteilt bezuglich u, _wenn fur j eden eindimensionalen TeiIraUl11 G 

aus einer dichten Teilmenge V des pll-1 die Folge PG(xn ) gleichvertei{.t 

_ist in PG(K) ?ezuglich PG(j.l) .. 
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B~'Yeis: Nach Voraussetzung gilt fur j edes G E V und j ede G-e}:lene 

Funk-cion ~ am Rn : 

Der von 	den c:pi K erzeugte Teilraum ist jedoch dicht im Raum C(K) 

nller stetigen Funktionen auf K in der Supremumsnorm, und die Menge 

{(xn ) : n = 1,2 ••. } U {~} ist gleichgradig stetig (weil beschr8.nkt) 

in C(K) 	I. Daher ist (**) fur jedes ~~ C(K) erflillt. 

Bemerkung: Die Voraussetzung, daB K kompakt ist, wurde nur gemacht, 

um den Begriff der Gleichverteilung einfacher formulieren zu 

konnen. 	 Der Beweis funktioniert selbstverstandlich auch fUr 

bel~biges (abgeschlossenes) K. 
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