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Wie bereitsim erstenTeil diesesArtikels (siehe[2]) ausgeiihrt, wurdenim Mai
2000vom Clay Mathematicdnstitutesiebenausg&ahlte Problemeformuliert:

1. DasP-NP-Problem

2. Die Hodgesché&/ermutung

3. Die Poincaeschevermutung

4. Die Riemannsch&ermutung

5. Yang-Mills-Theorie

6. ExistenzundGlattheitder Navier-Stoles-Gleichung

7. Die Birch- und Swinnerton-Dyer-¥rmutung.

Jedel osungeinesder siebenMillenniums-Problemast mit einerMillion Dollar
dotiert.

In [2] wurdendasl., das4. und 7. Problem,die mandenBereicherZahlentheo-
rie und Informatik zuordnerkann,kurz erlautert. In zweitenTeil diesesArtikels

werdennun die restlichenvier Millenniums-Probleméeschrieben, die im Ge-

gensatzzu den erstendrei eherden GebietenAnalysis, Geometrieund Physik
zuzuordnersind.

!Die Beschreilnngender Hodgescheiermutungund der Yang-Mills-Theoriestammemnvon
P. Michor, die derPoincaéscherWVermutungundderNavier-Stokes-Gleichungemon M. Drmota,
vemrgl. auchmit denProblembeschreiingenvon von Pierre Deligng John Milnor, Arthur Jaffe,
Edwad Witten und CharlesL. Fefferman http://wwwclaymathorg/prize problems/
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1 Die Hodgeschevermutung

Einefastlomplexe StrukturaufeinerdifferenzierbareMannigfaltigkeit X ist eine
faserweisdineareAbbildungJ : TX — TX mit J2 = —Id. Damitwirkt A € C* auf
TX durch (a+ib).§ = a.§ +bJ(§). Die multiplikative GruppeC* wirkt dann
auf allen auRererProduktenA\" TX und auchauf derenkomplexen Dual Q" =
Q"(X) = Homge (A" TX,C). Fir p+q = nist eine(p,q)-Form auf X ein Schnitt
desVektorhindelsQ", auf welchemA € C* durch Multiplikation mit A=PA—9
wirkt.

Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit, dannist die fasttomplexe Strukturdurch
komplex-analytischeKartenauf X induziert. Eine (p,q)-Form ist danneine C-
wertige Differentialform,welchein lokal holomorphenKoordinaten(zt, .. .2Z™)
als

> Biyips ity 022 A .. AZP ADZE A dZ,

geschriebemverdenkann,unddie ZerleggungQ" = @, 4, QP4 wird vom auze-

ren Differential d respektiert,sodassd = @ + 0 gilt mit QP9 ¢ QP+L9 und
anaq C Qp7Q+1.

Wenn X kompaktist und eine KahlerMetrik besitztg, danndefiniertdie Rie-

mann-Metrikg den Laplace-BeltramiOperatorAg = dd* + d*d. Die Differen-
tialformenw mit Aqw = 0 heiBenharmonistie Differentialformen und der Satz
von Hodgefur kompakteRiemann-Mannidgdltigkeitenbesagtdassin jederKo-

homologieklassgenaueine harmonischd-orm enthaltenist. Auf einerKahler

Mannigfaltigkeit ist der Laplace-Operatokompatibelmit der (p,q)-Zerlegung
unddahergilt fir die De Rhom-KohomologieH"(X,C) = @y q_nH™4.

Wenn die komplexe Struktur (und die KahlerStruktur) auf X deformiertwird,

d.h.wennX = X; sichin einerholomorpherfFamiliefirt € T bewegt, dannistdie

KahlerHodge Zerlegung H"(X,C) = @ q-nHP9 allesandereals stabil. Die

KahlerHodgeFiltrierung FP := @4 ,H*"® C H"(X,C) benimmtsichbesser:
H"(X;,C) istlokal konstanint € T undin ersterOrdnungumty € T bleibt R in

ROt

Ist Z ein abgeschlossenanalytischefeilraumvon X von komplexer Kodimen-
sion p (lokal Nullstellenmengeon holomorpher-unktionen)dannsinddie Sin-

gularitatenvon Z von reelerKodimension2, alsogilt dasTheoremvon Stokes.
Daherist w — [, w eine Linearformauf H2"~2P(X, C), welchenachPoincaé-

Dualitat durchein Elementcl(Z) € H?P(X,Z) gegebenist. Wennman Differenti-
alformenmit verallgemeinerterunktionenals Koeffizientenverwende{Strome
oderCurrents)dannkannmancl(Z) direkt als Integrationsstronin X darstellen.
Die Klassecl(Z) ist vom Typ (p, p) in dem Sinn, dassihr Bild in H2P(X,C) in

HP:P ist. Rationale(p, p)-KlassenheilRenHodge-Klassemnd bilden die Koho-
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mologieggruppe
HZP(X,Q) NHPP(X) = H?P(X,Q) NFP c H?P(X, Q).
Die Hodge-\érmutungautetnun:

Auf einerprojektvennicht-singuéirenalgebraischewvariett iberC
ist jedeHodge-KlasseinerationaleLinearkombinationvon Klassen
cl(Z) vonalgebraischeifeilvarietten.

Wir schlieRermit einigenBemerkungen:Aus OsterreichischeBicht sollte man
hier noch das Theoremvon Wirtinger (1904) anfuhren, wonachfur eine kom-
pakte Kahler-Mannigéltigkeit X mit Kahler2-Form w gilt: Fur jede komplexe
Teilmannighltigkeit SderkomplexenDimensionk in X gilt fur die Volumsdichte
derinduziertenRiemann-Metrikauf S

Vol(S) :k_ll/swk'

DasVolumenist alsodurchdasintegral tiber S einerglobal definierten2k-Form
o = WA ... A w gegeben die nur von der Dimensionvon S abhangt. Dies gilt
auchfur analytischeTeilmengen Esist falschim reellenFall.

Nach dem Satzvon Chaw ist jeder abgeschlossenanalytischeTeilraum einer
komplex-projektivenVarietat schoneinealgebraisch&arieft.

Auf einerkomplexen projektiven nicht-singuéirenVarietat X ist die Gruppeder
ganzzahligehinearkombinationerderKlassercl(Z) gleichderGruppederganz-
zahligenLinearkombinationenvon Produktenvon Chern-Klasservon algebrai-
schen(aquialent: analytischen)ektorkindeln. Dies sieht man mit Hilfe der
Null- und Polstellenzyklervon meromorpherSchnittensolcherVektorkindel.
Ein Spezialéll ist, dassDivisoren(ganzzahlige.inearkombinationervon Hyper

flachen)geradedie erstenChern-Klassenon Linienbiindelnsind.

2 Die Poincaréschevermutung

Eine einfacheFolgerungausder KlassifikationkompakterFlacher ist der Satz,
daRjedeeinfachzusammen@ingendé&kompakte-lachezur 2-Spkarehombomorph
ist. DieseEigenschaftvurde bereitsvon Poincaé entdeckt,und 1904 stellteer
auchdie Frage,ob jede einfach zusammen&ingendekompakte3-dimensionale
Manngifaltigkeit zur 3-Sptarehombomorphsei,konntedafur aberkeinenBeweis
finden.

2JedekompakteFlacheist (im orientierbarerfFall) hombomorphzu einer2-Sphiaremit g Hen-
keln, wobei g > 0 dassogenannt&eschlechtler Flacheist, oder(im nicht-orientierbareriall)
hombomorphzu einer2-Sptaremit g Kreuzhauben
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Seitdemheil3tdieseProblemstellundfoincaresde Vermutungund sie konntebis
jetzt nichtentschiedemverden,obwohl groReAnstrengungeminternommenvur-
den,eineKlarungherbeizuiihren.

Ahnlich wie im zweidimensionalefrall erwartetmanauchim dreidimensionalen
eineKlassifikationaller Mannigfaltikeiten. Die Bausteinesollen— nachdemso-
genannte hurston-Programm— achtspezifischalreidimensionaléseometrien
sein,von denenbereitssechsausreichenderstandenverden.Die letztenbeiden
sind Raumekonstantenegativer bzw. positver Krimmung.Bei denGeometrien
konstantenegativer Krimmunggibt esbereitsgroReFortschritte amkomplizier
testensind jedochdie Geometrienwo es eine Metrik mit konstanterpositiver
Krimmunggebensoll. Hier wurde von Thurstoneine Verallgemeinerungler
Poincaeschervermutungformuliert:

Jededreidimensionaléviannigfaltigkeit mit endlicherFundamental-
gruppebesitzteine Metrik mit konstantempositiver Krimmungund
ist folglich homdomorphzu S*/T, wobeil eineendlicheUnteigrup-
pederSO(4) ist.

Die PoincaéschevermutungentsprichidemFall dertrivialen Fundamentalgrup-
pe.

Interessanterweis@urden entsprechendé&/erallgemeinerungemer Poincaé-
schenVermutungfur hoherdimensional®annigfaltigkeitenbereitsgelost. Etwa
1960 zeigtenStephenSmale,JohnWallace,John Stallingsund E. C. Zeemann
(teilweise unablangig, teilweise erganzend),dal’ fur n > 5 (im wesentlichen)
jede n-dimensionaleMannigfaltigkeit, die denselberHomotopietyd wie die n-
dimensionaleSphareS' hat,zu S” homdomorphist.

Erstetwa zwanzigJahrespaterkonnteMichael Freedmardenvierdimensionalen
Fall klaren. Er 16stedabeinicht nur die vierdimensionald®oincaéscheVermu-
tung, sonderrklassifizierte(bis auf Homoomorphie)alle vierdimensionalerin-
fachzusammenangendeMannigfaltigkeiten.

Sobleibt tatsachlichderdreidimensionaléall Ubrig. Kurioserweisescheintalso
der Raum,in demwir leben— vermutlicheine 3-Splare— von allen der kom-
plexestezu sein.

3 Quanteneichfeldtheorie— Yang-Mills-Theorie

DasklassischeBeispieleinerEichtheorieist der ElektromagnetismusDie Eich-
gruppeist die abelscheGruppeU (1) = S'. Ist A derU (1)-Eichzusammenhang,

3zwei MannigfaltigkeitenX,Y habendenselberHomotopietypwennesstetigeAbbildungen
f:X = Yundg:Y — X gibt, sodass ogundgo f zuridentischerAbbildunghomotopsind,d.h.
esgibt stetigeAbbildungenH; : X x [0,1] - X undHz : Y x [0,1] — Y mit H1(x,0) = g(f(x)) und
Hi(x,1) = xbzw. Ha(y,0) = f(g(y)) undHa(y,1) =y.
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welcherlokal als 1-Form am Raum-Zeit-kontinuumR* aufgefisstwerdenkann,
dannist die Krimmungoder daselektromagnetisch&eld lokal durchF = dA
gegeben,und die Maxwell-Gleichungerautenlokal dF = O undd xF = 0, wo
+ der Hodge-Dualiaits-Operatofiir Differentialformenam R?* ist, der von der
Minkowski-Metrik induziertwird.

Es sei G eine nicht-abelschd.ie-Gruppemit Lie-Algebrag. Ein Eichpotential
oderein Eichzusammenharnigt dannlokal eine 1-Form A amR* mit Wertenin
derLie-Algebrag. Die dazugebrige KrummungoderdasEichfeldist dannlokal
gegeberalsF = dA+[A, A], wahrenddie Yang-Mills-Gleichungetokal die Form
0=daF =dF +[AAF]und0=da*xF =d*F +[AA xF] annehmenDiesesind
die Bedingungeriir kritischeWertedesYang-Mills-Lagrange-Potentialy A) =
Jra B(F A+F), wo B die Cartan-Killing-Formauf g ist odereineanderggeeignete
invarianteBilinearform.

Die Quanterersionder Maxwell-Gleichungendie Quantenelektrodynamikie-
fert eine sehrgenaueBeschreiling des Quantererhaltenselektromagnetischer
Felder:Ein lokalesQuantenfeldst eineOperator-wertigererallgemeinert&unk-
tion auf demRaum-Zeit-Kontinuum,welchegewissenAxiomen geriigt, die von
Wightman (am Minkowski-Raum)und OstervalderSchrader{am Euklidischen
R*) anggebenwurden.

Nicht-abelschéeichtheoriererlauben,klassisché feldtheoretisch@eschreibin-
gen weiterer Krafte: Mit der EichgruppeSJ(2) x U(1) beschreibtdie Wein-
beig-Salam-Glashw-Eichtheoriedie elektroschvachenKrafte unterZuhilfenah-
medessogenanntehliggs-Feldesym die Massefreiheiter Theoriezu tberwin-
den.NachdenHiggs-Teilchensuchtmannochheute.Die starkenKernkiafte (in
einermit denelektroschvacherkKraftenhalbwegsvereinheitlichterForm)werden
durchdasStandard-Modelbeschriebemit EichgruppeSJ (3) x SJ(2) x U (1),
wobeidie inharenteMassefreiheitler Eichtheoriefiir die starlenKraftedurchei-
ne Eigenschafter Yang-Mills-Theorieselbstiiberwundemwerdenkann,namlich
durchdie ,asymptotischd-reiheit. DieseEichtheorieheil3tQuantenchromody-
namik: sie beschreibdie Experimentam klassischerLimes sehrgenau,wenn
maniber20 empirischbestimmteKonstantenn ihr von Handfestlegt.

Um die starle Kraft erfolgreichzu beschreibenmussdie Quantenchromodyna-
mik in der Quantisierungumindesdie folgendendrei Eigenschaftemabendie
dramatischvom Verhaltenderklassischerichtheorieabweichen:

1. Esmusseine,Massenilicke' gebenalsoeineKonstante\ > 0, sodasgeder
angergte ZustanddesVakuumsEnegie mindestend\ hat.

2. Esmussein “Quark-Confinementgeben:obwohl die TheoriedurchEle-
mentarteilchendie Quarks, beschriebenist, auf welche die Eichgruppe
SJ(3) nichttrivial in der Darstellungwirkt, mussendie physikalischbe-
obachtbarerzustindewie Protonen,Neutronenund Pionenalle SUJ(3)-
invariantsein.
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3. EsmusseinechiraleSymmetriebrechungebensodasslasVakuumpoten-
tiell (im Limes, wo die Ruhemassender Quarksverschwindennhur unter
einer Untelgruppeder vollen Symmetrigiruppeder Quarkfelderinvariant
ist.

DasMilleniums-Problemautetnun:

Man beweise,dassfur jedekompakteeinfacheGruppeG eineQuan-
ten-Yang-Mills-Theoriemit lokalen Quantenfeldoperatoream R*

existiert welchemindestenslle obenerwahntenAxiome erfullt, und
dasgedesolcheeinepositive Massenlicke A > 0 besitzt.

4 Existenz und Glattheit der Losung der Navier-
Stokes-Gleichung

Die Euler und Navier-Stokes-Gleichungerbeschreibendie Bewegung einer
Flussigleit im R? oderR3. Beispielsweisevird die Geschwindigkit u(x,t) =
(u1(X,t),up(x,t)) bzw u(x,t) = (uz(X,t),u2(x,t),us(x,t)) und der Druck p(x,t)
desPunktesc € R? bzw. x € R3 im Zeitpunktt > 0 einerinkompressibleffFlissig-
keit, die denganzeriR? bzw. R® austfillt, durchdasDifferentialgleichungssystem

ot = i— =+ i <i<

o Z i = VAu— g +fikt)  (1<i<n) (1)
—_— N oy .

dIVU—i: > 0 @)

beschriebelhierundim Folgendersein= 2 odern=3). f(x,t) = (fj(X,1))1<i<n
bezeichnetlabeieine extern gegebeneKraft (z.B. die Graviatation),v einenpo-

n
sitivenKoeffizienten(die Viskositat) und A = Z a = ° den Laplace-OperatorGe-

suchtwerdenLdsungervon (1) und(2) unterderAnfangsbedlngung

U(X7 O) = UO(X)’ (3

wobeifur up(x) = (Upi(X))1<i<n (X € R") einunendlichoft differenzierbarediver-
genzfreiesVektorfeld,d.h. divug = 0, angenommenvird.* Grob gesprocherist
dasGleichungssysterfil) nichtsandereslsdasNewtonscheGeset# = ma, an-
gewandtfur ein FlussigleitselementDie Gleichung(2) besagtdassdie Flussig-
keitinkompressibeist.

4Fur v > 0 heiRtdas Systemvon Gleichungen(1), (2), (3) NavierStoles-Gleitwngen, fiir
v = 0 Euler-Gleichungen
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Aus physikalischerGriindenverlangtman, dassalle Ableitungenvon up und f
geriugendraschgegenO korvergieren,also

0%up(x) 1
< Cqy
axa | = I XK @)
und o gm 1
-z < - -
‘axfX ar [0 < CCX"“’K(1+ x|+ 1)K ©)

fur alle a,mund K. Weiterssollennur unendlichoft differenzierbard.dsungen
p(x,t),u(x,t) mit beschénkterEnegie

sup/ |u(xt)|?dx < oo (6)
t>0 J/R"

betrachtetverden.
Eineim allgemeinemochungebsteFragestellungst beispielsweisdie folgende:

Seiv > 0,n= 3, f(x,t) = 0undug(X) eindivergenzfreied/ektorfeld,
das(4) erfullt. Gibt esdannunendlichoft differenzierbar&unktionen
p(x,u), u(x,t) = (ui(x,t))1<i<n (firx € R" undt > 0), die (1), (2), (3)

und(6) erfullen?

Wahrenddie entsprechendEragestellundir denzweidimensionalefrall n = 2

vollstandig gelost werdenkonnte (siehe[3]), kenntman hier nur eine positive
Antwort unter zusatzlicheneinschankendenBedingungen. Fordert man etwa,
dassup(Xx) geniigendklein ist, so gibt es eine Losung. Bei allgemeinemup(x)

kannmannur zeigen dasseseineLdsungfir einendlicheZeitintenall t € [0, T)

gibt, wobei T von up(x) abrangt(siehe[1]). Ein andereMVeg wurdevon Leray
[4] beschrittender zeigenkonnte,dass(1), (2) und (3) untergeeigneterWachs-
tumsbedingungerine schwade Losungbesitzendie abernicht eindeutigsein
muss. Esist abernochnicht gelungenzu zeigen,dassesunterallen schwachen
Losungeraucheineglattegibt.
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