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Wie bereitsim erstenTeil diesesArtikels (siehe[2]) ausgef̈uhrt, wurdenim Mai
2000vomClayMathematicsInstitutesiebenausgewählteProblemeformuliert:

1. DasP-NP-Problem

2. Die HodgescheVermutung

3. Die PoincaŕescheVermutung

4. Die RiemannscheVermutung

5. Yang-Mills-Theorie

6. ExistenzundGlattheitderNavier-Stokes-Gleichung

7. Die Birch- undSwinnerton-Dyer-Vermutung.

JedeLösungeinesdersiebenMillenniums-Problemeist mit einerMillion Dollar
dotiert.

In [2] wurdendas1., das4. und7. Problem,die mandenBereichenZahlentheo-
rie undInformatik zuordnenkann,kurz erläutert. In zweitenTeil diesesArtikels
werdennun die restlichenvier Millenniums-Problemebeschrieben,1 die im Ge-
gensatzzu den erstendrei eherden GebietenAnalysis, Geometrieund Physik
zuzuordnensind.

1Die BeschreibungenderHodgeschenVermutungundderYang-Mills-Theoriestammemvon
P. Michor, diederPoincaŕeschenVermutungundderNavier-Stokes-GleichungenvonM. Drmota,
vergl. auchmit denProblembeschreibungenvon von Pierre Deligne, JohnMilnor, Arthur Jaffe,
Edward Witten undCharlesL. Fefferman: http://www.claymath.org/prizeproblems/.
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1 Die HodgescheVermutung

EinefastkomplexeStrukturaufeinerdifferenzierbarenMannigfaltigkeitX ist eine
faserweiselineareAbbildungJ : TX � TX mit J2 ��� Id. Damitwirkt λ �	��
 auf
TX durch � a 
 ib ��� ξ � a � ξ 
 bJ � ξ � . Die multiplikative Gruppe ��
 wirkt dann
auf allen äußerenProdukten� nTX und auchauf derenkomplexen Dual Ωn �
Ωn � X � � Hom����� nTX ����� . Für p 
 q � n ist eine � p � q� -Form auf X ein Schnitt
desVektorb̈undelsΩn, auf welchemλ ����
 durch Multiplikation mit λ � pλ̄ � q

wirkt.

Ist X einekomplexe Mannigfaltigkeit, dannist die fastkomplexe Strukturdurch
komplex-analytischeKartenauf X induziert. Eine � p � q� -Form ist danneine � -
wertige Differentialform,welchein lokal holomorphenKoordinaten � z1 ������� zm �
als

∑ai1 ��������� ip � j1 ��������� jqdzi1  ����� dzip  dz̄j1  ����� dz̄jq

geschriebenwerdenkann,unddieZerlegungΩn �"!
p# q$ n Ωp � q wird vomäuße-

ren Differential d respektiert,sodassd � ∂ 
 ∂̄ gilt mit ∂Ωp � q % Ωp# 1 � q und
∂̄Ωp � q % Ωp � q# 1.

Wenn X kompaktist und eine Kähler-Metrik besitztg, danndefiniert die Rie-
mann-Metrikg denLaplace-BeltramiOperator∆g

� dd 
&
 d 
 d. Die Differen-
tialformenω mit ∆gω � 0 heißenharmonischeDifferentialformen, undder Satz
von Hodgefür kompakteRiemann-Mannigfaltigkeitenbesagt,dassin jederKo-
homologieklassegenaueineharmonischeForm enthaltenist. Auf einerKähler-
Mannigfaltigkeit ist der Laplace-Operatorkompatibelmit der � p � q� -Zerlegung
unddahergilt für die DeRhom-KohomologieHn � X ���'� �(!

p# q$ nH p � q.

Wenn die komplexe Struktur (und die Kähler-Struktur) auf X deformiertwird,
d.h.wennX � Xt sichin einerholomorphenFamilie für t � T bewegt,dannist die
Kähler-HodgeZerlegungHn � X ���)� �*!

p# q$ nH p � q allesandereals stabil. Die
Kähler-HodgeFiltrierungF p : �+!

a , pHa � n � a % Hn � X ���)� benimmtsichbesser:
Hn � Xt ���)� ist lokal konstantin t � T undin ersterOrdnungum t0 � T bleibtF p

t in
F p � 1

t0 .

Ist Z ein abgeschlosseneranalytischerTeilraumvon X von komplexer Kodimen-
sion p (lokal NullstellenmengevonholomorphenFunktionen),dannsinddieSin-
gulariẗatenvon Z von reelerKodimension2, alsogilt dasTheoremvon Stokes.
Daherist ω -� . Z ω eineLinearformauf H2n � 2p � X ���)� , welchenachPoincaŕe-
Dualität durchein Elementcl � Z �/� H2p � X ��01� gegebenist. WennmanDifferenti-
alformenmit verallgemeinertenFunktionenalsKoeffizientenverwendet(Ströme
oderCurrents),dannkannmancl � Z � direkt als Integrationsstromin X darstellen.
Die Klassecl � Z � ist vom Typ � p � p� in demSinn, dassihr Bild in H2p � X ���)� in
H p � p ist. Rationale � p � p� -KlassenheißenHodge-Klassenund bilden die Koho-
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mologiegruppe

H2p � X �324�65 H p � p � X � � H2p � X �324�65 F p % H2p � X ���)���
Die Hodge-Vermutunglautetnun:

Auf einerprojektivennicht-singul̈arenalgebraischenVarieẗat über �
ist jedeHodge-KlasseeinerationaleLinearkombinationvon Klassen
cl � Z � vonalgebraischenTeilvarieẗaten.

Wir schließenmit einigenBemerkungen:Aus österreichischerSicht sollte man
hier noch dasTheoremvon Wirtinger (1904) anführen,wonachfür eine kom-
pakteKähler-Mannigfaltigkeit X mit Kähler-2-Form ω gilt: Für jedekomplexe
Teilmannigfaltigkeit SderkomplexenDimensionk in X gilt für dieVolumsdichte
derinduziertenRiemann-MetrikaufS:

Vol � S� � 1
k!

7
S

ωk �
DasVolumenist alsodurchdasIntegral überSeinerglobaldefinierten2k-Form
ωk � ω  �����  ω gegeben,die nur von der Dimensionvon S abḧangt. Dies gilt
auchfür analytischeTeilmengen.Esist falschim reellenFall.

Nach dem Satzvon Chow ist jeder abgeschlosseneanalytischeTeilraum einer
komplex-projektivenVarieẗat schoneinealgebraischeVarieẗat.

Auf einerkomplexen projektivennicht-singul̈arenVarieẗat X ist die Gruppeder
ganzzahligenLinearkombinationenderKlassencl � Z � gleichderGruppederganz-
zahligenLinearkombinationenvon Produktenvon Chern-Klassenvon algebrai-
schen(äquivalent: analytischen)Vektorb̈undeln. Dies sieht man mit Hilfe der
Null- und Polstellenzyklenvon meromorphenSchnittensolcherVektorb̈undel.
Ein Spezialfall ist, dassDivisoren(ganzzahligeLinearkombinationenvon Hyper-
flächen)geradedie erstenChern-KlassenvonLinienbündelnsind.

2 Die PoincaréscheVermutung

EineeinfacheFolgerungausderKlassifikationkompakterFlächen2 ist derSatz,
daßjedeeinfachzusammenḧangendekompakteFlächezur2-Spḧarehomöomorph
ist. DieseEigenschaftwurdebereitsvon Poincaŕe entdeckt,und 1904stellteer
auchdie Frage,ob jede einfach zusammenḧangendekompakte3-dimensionale
Manngifaltigkeit zur3-Spḧarehomöomorphsei,konntedafür aberkeinenBeweis
finden.

2JedekompakteFlächeist (im orientierbarenFall) homöomorphzueiner2-Spḧaremit g Hen-
keln, wobei g 8 0 dassogenannteGeschlechtder Flächeist, oder(im nicht-orientierbarenFall)
homöomorphzueiner2-Spḧaremit g Kreuzhauben.
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SeitdemheißtdieseProblemstellungPoincaŕescheVermutungundsiekonntebis
jetzt nicht entschiedenwerden,obwohl großeAnstrengungenunternommenwur-
den,eineKl ärungherbeizuf̈uhren.

Ähnlich wie im zweidimensionalenFall erwartetmanauchim dreidimensionalen
eineKlassifikationallerMannigfaltikeiten.Die Bausteinesollen— nachdemso-
genanntenThurston-Programm— achtspezifischedreidimensionaleGeometrien
sein,von denenbereitssechsausreichendverstandenwerden.Die letztenbeiden
sindRäumekonstanternegativerbzw. positiverKrümmung.Bei denGeometrien
konstanternegativerKrümmunggibt esbereitsgroßeFortschritte,amkomplizier-
testensind jedochdie Geometrien,wo es eine Metrik mit konstanterpositiver
Krümmunggebensoll. Hier wurde von Thurstoneine Verallgemeinerungder
PoincaŕeschenVermutungformuliert:

JededreidimensionaleMannigfaltigkeit mit endlicherFundamental-
gruppebesitzteineMetrik mit konstanterpositiver Krümmungund
ist folglich homöomorphzu S3 9 Γ, wobeiΓ eineendlicheUntergrup-
pederSO � 4� ist.

Die PoincaŕescheVermutungentsprichtdemFall dertrivialenFundamentalgrup-
pe.

Interessanterweisewurden entsprechendeVerallgemeinerungender Poincaŕe-
schenVermutungfür höherdimensionaleMannigfaltigkeitenbereitsgelöst. Etwa
1960zeigtenStephenSmale,JohnWallace,JohnStallingsund E. C. Zeemann
(teilweise unabḧangig, teilweise ergänzend),daß für n : 5 (im wesentlichen)
jeden-dimensionaleMannigfaltigkeit, die denselbenHomotopietyp3 wie die n-
dimensionaleSpḧareSn hat,zuSn homöomorphist.

Erstetwa zwanzigJahresp̈aterkonnteMichaelFreedmandenvierdimensionalen
Fall klären. Er löstedabeinicht nur die vierdimensionalePoincaŕescheVermu-
tung,sondernklassifizierte(bis auf Homöomorphie)alle vierdimensionalenein-
fachzusammenḧangendenMannigfaltigkeiten.

Sobleibt tats̈achlichderdreidimensionaleFall übrig. Kurioserweisescheintalso
derRaum,in demwir leben— vermutlicheine3-Spḧare— von allenderkom-
plexestezusein.

3 Quanteneichfeldtheorie— Yang-Mills-Theorie

DasklassischeBeispieleinerEichtheorieist derElektromagnetismus.Die Eich-
gruppeist die abelscheGruppeU � 1� � S1. Ist A derU � 1� -Eichzusammenhang,

3Zwei MannigfaltigkeitenX ; Y habendenselbenHomotopietyp,wennesstetigeAbbildungen
f : X < Y undg : Y < X gibt, sodassf = g undg = f zur identischenAbbildunghomotopsind,d.h.
esgibt stetigeAbbildungenH1 : X >@? 0 ; 1AB< X undH2 : Y >@? 0 ; 1AC< Y mit H1 D x ; 0EGF g D f D xEHE und
H1 D x ; 1EIF x bzw. H2 D y; 0EJF f D g D yEKE undH2 D y; 1ELF y.
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welcherlokal als1-Form amRaum-Zeit-Kontinuum M 4 aufgefasstwerdenkann,
dannist die KrümmungoderdaselektromagnetischeFeld lokal durchF � dA
gegeben,und die Maxwell-Gleichungenlautenlokal dF � 0 und d N F � 0, wo
N der Hodge-Dualiẗats-Operatorfür Dif ferentialformenam M 4 ist, der von der
Minkowski-Metrik induziertwird.

Es sei G einenicht-abelscheLie-Gruppemit Lie-Algebra O . Ein Eichpotential
oderein Eichzusammenhangist dannlokal eine1-Form A am M 4 mit Wertenin
derLie-Algebra O . Die dazugeḧorigeKrümmungoderdasEichfeldist dannlokal
gegebenalsF � dA 
�PA � AQ , währenddieYang-Mills-Gleichungenlokal dieForm
0 � dAF � dF 
RPA  F Q und0 � dA N F � d N F 
RPA  N F Q annehmen.Diesesind
die Bedingungenfür kritischeWertedesYang-Mills-Lagrange-PotentialsL � A� �
.�S 4 B � F  N F � , wo B dieCartan-Killing-Formauf O ist odereineanderegeeignete
invarianteBilinearform.

Die QuantenversionderMaxwell-Gleichungen,die Quantenelektrodynamik,lie-
fert eine sehrgenaueBeschreibung desQuantenverhaltenselektromagnetischer
Felder:Ein lokalesQuantenfeldist eineOperator-wertigeverallgemeinerteFunk-
tion auf demRaum-Zeit-Kontinuum,welchegewissenAxiomengen̈ugt, die von
Wightman(am Minkowski-Raum)und Osterwalder-Schrader(am Euklidischen
M 4) angegebenwurden.

Nicht-abelscheEichtheorienerlauben
”
klassische“ feldtheoretischeBeschreibun-

gen weiterer Kräfte: Mit der EichgruppeSU � 2��T U � 1� beschreibtdie Wein-
berg-Salam-Glashow-Eichtheoriedie elektroschwachenKräfteunterZuhilfenah-
medessogenanntenHiggs-Feldes,umdieMassefreiheitderTheoriezu überwin-
den.NachdenHiggs-Teilchensuchtmannochheute.Die starkenKernkr̈afte(in
einermit denelektroschwachenKräftenhalbwegsvereinheitlichtenForm)werden
durchdasStandard-Modellbeschriebenmit EichgruppeSU � 3�'T SU � 2�'T U � 1� ,
wobeidie inhärenteMassefreiheitderEichtheoriefür diestarkenKräftedurchei-
neEigenschaftderYang-Mills-Theorieselbstüberwundenwerdenkann,nämlich
durchdie

”
asymptotischeFreiheit“ . DieseEichtheorieheißtQuantenchromody-

namik: sie beschreibtdie Experimenteim klassischenLimes sehrgenau,wenn
manüber20 empirischbestimmteKonstantenin ihr vonHandfestlegt.

Um die starke Kraft erfolgreichzu beschreiben,mussdie Quantenchromodyna-
mik in derQuantisierungzumindestdie folgendendrei Eigenschaftenhaben,die
dramatischvomVerhaltenderklassischenEichtheorieabweichen:

1. Esmusseine
”
Massenl̈ucke“ geben,alsoeineKonstante∆ U 0, sodassjeder

angeregteZustanddesVakuumsEnergie mindestens∆ hat.

2. Es mussein “Quark-Confinement”geben:obwohl die TheoriedurchEle-
mentarteilchen,die Quarks,beschriebenist, auf welche die Eichgruppe
SU � 3� nichttrivial in der Darstellungwirkt, müssendie physikalischbe-
obachtbarenZusẗandewie Protonen,Neutronenund Pionenalle SU � 3� -
invariantsein.
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3. EsmusseinechiraleSymmetriebrechunggeben,sodassdasVakuumpoten-
tiell (im Limes, wo die Ruhemassender Quarksverschwinden)nur unter
einerUntergruppeder vollen Symmetriegruppeder Quarkfelderinvariant
ist.

DasMilleniums-Problemlautetnun:

Man beweise,dassfür jedekompakteeinfacheGruppeG eineQuan-
ten-Yang-Mills-Theoriemit lokalen Quantenfeldoperatorenam M 4

existiert welchemindestensalle obenerwähntenAxiome erfüllt, und
dassjedesolcheeinepositiveMassenl̈ucke∆ U 0 besitzt.

4 Existenz und Glattheit der Lösung der Navier-
Stokes-Gleichung

Die Euler- und Navier-Stokes-Gleichungenbeschreibendie Bewegung einer
Flüssigkeit im M 2 oder M 3. Beispielsweisewird die Geschwindigkeit u � x � t � �
� u1 � x � t ��� u2 � x � t ��� bzw. u � x � t � � � u1 � x � t ��� u2 � x � t ��� u3 � x � t ��� und der Druck p � x � t �
desPunktesx �VM 2 bzw. x �WM 3 im Zeitpunktt : 0 einerinkompressiblenFlüssig-
keit, die denganzenM 2 bzw. M 3 ausf̈ullt, durchdasDifferentialgleichungssystem

∂ui

∂t



n

∑
j $ 1

u j
∂ui

∂t
� ν∆ui

� ∂p
∂xi


 fi � x � t � � 1 X i X n� (1)

divu �
n

∑
i $ 1

∂ui

∂xi

� 0 (2)

beschrieben(hierundim Folgendensein � 2 odern � 3). f � x � t � � � fi � x � t ��� 1 Y i Y n
bezeichnetdabeieineexterngegebeneKraft (z.B. die Graviatation),ν einenpo-

sitivenKoeffizienten(die Viskosität) und∆ � n
∑

i $ 1

∂2

∂x2
i

denLaplace-Operator. Ge-

suchtwerdenLösungenvon (1) und(2) unterderAnfangsbedingung

u � x � 0� � u0 � x��� (3)

wobeifüru0 � x� � � u0 � i � x��� 1 Y i Y n (x �ZM n) einunendlichoft differenzierbaresdiver-
genzfreiesVektorfeld,d.h. divu0

� 0, angenommenwird.4 Grobgesprochenist
dasGleichungssystem(1) nichtsanderesalsdasNewtonscheGesetzF � ma, an-
gewandtfür ein Flüssigkeitselement.Die Gleichung(2) besagt,dassdie Flüssig-
keit inkompressibelist.

4Für ν [ 0 heißt dasSystemvon Gleichungen(1), (2), (3) Navier-Stokes-Gleichungen, für
ν F 0 Euler-Gleichungen.
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Aus physikalischenGründenverlangtman,dassalle Ableitungenvon u0 und f
gen̈ugendraschgegen0 konvergieren,also\\\\ ∂

αu0 � x�
∂xα

\\\\ X Cα �K 1
� 1 
^] x ]�� K (4)

und \\\\ ∂α

∂xα
∂m

∂t
f � x � t �

\\\\ X Cα �m� K 1
� 1 
^] x ]�
 t � K (5)

für alle α � m undK. Weiterssollennur unendlichoft differenzierbareLösungen
p � x � t ��� u � x � t � mit beschr̈ankterEnergie

sup
t , 0

7
S n
]u � x � t �_] 2dx ` ∞ (6)

betrachtetwerden.

Eineim allgemeinennochungel̈osteFragestellungist beispielsweisediefolgende:

Seiν U 0, n � 3, f � x � t �ba 0 undu0 � x� eindivergenzfreiesVektorfeld,
das(4) erfüllt. Gibt esdannunendlichoft differenzierbareFunktionen
p � x � u�C� u � x � t � � � ui � x � t ��� 1 Y i Y n (für x �VM n undt : 0), die(1), (2), (3)
und(6) erfüllen?

Währenddie entsprechendeFragestellungfür denzweidimensionalenFall n � 2
vollständig gelöst werdenkonnte(siehe[3]), kennt man hier nur eine positive
Antwort unter zus̈atzlicheneinschr̈ankendenBedingungen. Fordert man etwa,
dassu0 � x� gen̈ugendklein ist, so gibt es eineLösung. Bei allgemeinemu0 � x�
kannmannurzeigen,dasseseineLösungfür einendlichesZeitintervall t �cP 0 � T �
gibt, wobeiT von u0 � x� abḧangt(siehe[1]). Ein andererWeg wurdevon Leray
[4] beschritten,derzeigenkonnte,dass(1), (2) und(3) untergeeignetenWachs-
tumsbedingungeneineschwache Lösungbesitzen,die abernicht eindeutigsein
muss.Es ist abernochnicht gelungenzu zeigen,dassesunterallenschwachen
Lösungenaucheineglattegibt.
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