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Introduction et résumé de
la these

Le présent travail s’articule de fagon générale autour du lien profond découvert
par Arnold dans les années 60 (voir [Arn66]) entre mécanique des fluides et
géométrie de dimension infinie. Dans son travail, Arnold interpréte I’équation
d’un fluide parfait imcompressible (aussi appelée équation d’Euler imcompres-
sible), évoluant sur une variété riemannienne compacte et orientée (M, g) munie
d’une forme de volume p, comme étant une équation décrivant les géodésiques du
groupe de Lie fréchétique SDiff(M, p) = {¢ € Diff(M) | ™ = p} des difféomor-
phismes “unimodulaires” de M par rapport a une certaine métrique naturelle
invariante a droite. L’équation d’Euler incompressible s’écrit classiquement :

%X—FVXX:V]), (1)
ou X € X(M,p) :={Y € X(M)|div,(Y) = 0} est le champ de vecteurs de M
dépendant du temps et a divergence nulle (la divergence par rapport & u étant
définie par la relation £x p = div,(X)-p) qui décrit la vélocité des particules du
fluide considéré a un instant ¢ et ou p € C° (M, R) est interprétée comme la pres-
sion du fluide et est déterminée par la décomposition de Helmholtz-Hodge via la
condition div,, (X) = 0 (voir [Arn66], page 341 ou [dR84] pour la décomposition
de Helmholtz-Hodge) . Pour Arnold, I'espace X'(M, 1) est simplement Palgebre
de Lie du groupe SDiff(M, i) et ’'équation (1) peut étre obtenue comme équation
d’Euler sur le “dual régulier” de X' (M, u) (voir [AK98]).

Les travaux d’Arnold furent 1'une des motivations pour de nombreuses re-
cherches visant a élaborer la théorie des variétés de dimension infinie. Citons
pour exemple [Pal68] et [Lan02] pour le cadre banachique, [Omo97] pour les
variétés ILH (“inverse limit of Hilbert spaces”), [Ham82] dont la théorie des
variétés fréchétiques modérées (“tame” en anglais) s’inspire des travaux de
[Ser72], [KM97] pour les variétés convenables et [Mil84] pour les variétés mo-
delées sur des espaces vectoriels topologiques localement convexes. La premiere
de ces théories qui fut assez développée pour rendre completement rigoureuses
les idées d’Arnold, fut celle d’Omori (voir [Omo97] et [EMT70]), suivie de la
théorie des variétés modérées d’Hamilton. Ces deux théories sont (& notre connais-
sance), les seules pouvant prouver 'existence d’une structure de groupe de Lie
fréchétiques sur SDiff(M, p). La raison en est que pour construire une struc-
ture différentiable sur SDiff(M, i), un théoréme d’inversion local est nécessaire



sur les espaces modeles des théories considérées, théoremes d’inversion qui ne
sont disponibles que pour les espaces ILH et les espaces modérés (rappelons que
les groupes de difféomorphismes nécessitent de travailler dans un cadre non-
banachique).

Parallelement a ces travaux sur les fondements de la géométrie en dimension
infinie, d’autres études plus ou moins formelles, continuerent d’explorer les liens
entre mécanique des fluides et géométrie de dimension infinie. C’est dans ce
contexte, une avancée notable eu lieu en 1983 lorsque Marsden et Weinstein
(voir [MW83]) montreérent que ’équation d'un filament de vorticité (qui est une
équation bien connue en mécanique des fluides, voir par exemple, [Ric96] pour
une introduction historique de cette équation), pouvait s’interpréter comme une
équation hamiltonienne sur certaines orbites coadjointes du groupe SDiff(R?, )
(u étant la forme de volume canonique de R?). Cette équation s’écrit :

Z—? =k-B, (2)
ol a : 8! — R? est un plongement dépendant du temps dont l'image est
appelé “filament”, x est la courbure de a et B la binormale associée a «. La
généralisation directe de (2) au cas général d’un plongement dont l'image est
une sous-variété de codimension deux est apparue a notre connaissance pour
la premiere fois en 2004 dans les travaux d’Haller et Vizman (voir [HV04]).
Cette généralisation utilise pour objet central une variété fréchétique appelée
“grassmannienne non-linéaire” et est notée Gry(M) . Cette objet, qui se définit
comme étant I’ensemble des sous-variétés compactes, orientées et de dimension
k d’une variété M donnée, fut introduit par Hamilton qui lui donna notamment
une structure de variété fréchétique (voir [Ham82]). Parallelement, Marsden et
Weinstein, mirent en évidence une structure presque-complexe sur la grasman-
nienne non-linéaire dans le cas spécial des sous-variétés de dimension un de R?
(ou plus justement, ils introduisirent une structure presque-complexe sur 1’es-
pace des lacets de R?, voir [MW83]). En 1996, Ismagilov définit une structure
presque-complexe sur la grassmannienne non-linéaire pour des sous-variétés de
codimension deux d’une variété riemannienne M quelconque (voir [Ism96]).
Dans le cas spécial ot les sous-variétés considérées de la grassmannienne non-
linéaire sont de codimension deux, 'équation (2) se généralise & :

d
7 2 = J Trace(Ily, ) , (3)

ou ¥y € M est une sous-variété compacte orientée de M , de codimension 2
et dépendant du temps, Trace(Ily,) désigne la trace de la seconde forme fon-
damentale Iy, de ¥; dans M et olt J correspond & la rotation d’angle 3 sur
les fibres normales de ¥; (qui sont de codimension 2, voir Chapitre 1 pour plus
de détails sur 'opérateur J). De plus, Haller et Vizman interprétent certaines
composantes connexes de Gri(M) comme des orbites coadjointes du groupe
SDiff(M, i) , ce qui leur permet de voir ’équation d’un filament de vorticité (3)
comme une équation hamiltonienne.

Une autre variante de I’équation (3) (qui lui est équivalente), est 1’équation

df

il J Trace(Ily(xy) , (4)

ol X est une vatiété orientée compacte sans bord, dont la dimension est par deux
inférieure a celle de M et ou f € Emb(X, M) est un plongement dépendant du



temps (ici, Emb(¥X, M) désigne l’espace des plongements de ¥ dans M).

La présente these a pour objet d’étude I’équation d’un filament de vorticité
dans ses diverses formes, ’équation d’un fluide parfait imcompressible lorsque
ce dernier est invariant par rapport a l’action d’un groupe de Lie compact
ainsi que 'étude des variétés fréchétiques qui “gravitent” autour de I’équation
d’un filament de vorticité, notamment certains sous-groupes du groupe des
difféomorphismes unimodulaires d’une variété compacte donnée et bien entendu,
la grassmannienne non-linéaire. Deux appendices suivent notre étude. Le pre-
mier précise les notions de calcul différentiel que nous utilisons sur les espaces
de Fréchet et le deuxieme donne tous les détails techniques de la démonstration
du fait qu’il existe une structure de groupe de Lie fréchétique sur le groupe
des difféomorphismes unimodulaires d’une variété compacte. Le corps de notre
étude se découpe en trois chapitres que nous détaillons ci-dessous.

Le premier chapitre de cette these, s’attache a décrire de fagon analytique,
léquation d’un filament de vorticié dans sa forme la plus simple (équation
(4)). Pour ce faire, sont introduits dans la section 1.1.1 les outils algébriques
nécéssaires pour comprendre 'opérateur J , ce dernier étant soigneusement étudié
en (1.1.2) . Nous trouvons alors que la forme locale de 1’équation d’un filament
de vorticité est donnée par la formule :

n

aifl_ _ 1)+ 1 1 = ij - a bk
o~V Vdet () +/det (G) 22 (Z Ori f* 0y f T ab

k=14,j=1 a,b=1
(GO f) - (GO ) o (GOnf)"
2 rk . . .
+3?L’ (J;x ) ’ — :
i i l n
NGO L) e (GOuf) o (GOn L)
le . le . Gn/C

(5)

pour ! € {1,...n — 2} (voir section 1.1.3 pour les notations).

Dans la section 1.2, nous revenons sur l'astuce d’'Hasimoto (voir [Has72]), qui
permet dans le cas particulier d’un filament unidimensionnel de I'espace eu-
clidien usuel, d’associer a un filament de vorticité, une fonction ¥ vérifiant
I’équation d’évolution de Schrédinger non-linéaire :

A
ot T Bs?

1
ol (6)

(voir section 1.2). La clef de cette astuce réside dans la fonction ¥ que définit
Hasimoto et dont l'origine est plutot intriguante. C’est dans ce contexte que
nous proposons dans la section 1.2.1, une interprétation de la fonction W basée
sur la notion de repere mobile, et de montrer dans la section 1.2.2, que 'astuce
d’Hasimoto se généralise au cas des filaments unidimensionnels plongés dans
une variété riemannienne tridimensionnelle & courbure constante.



Dans le deuxieme chapitre de cette these, nous proposons un autre espace
de configuration que celui suggéré par Arnold pour étudier I’équation d’Euler
incompressible lorsque certaines symétries sont présentes. Notre point de départ
est de supposer que le fluide évolue sur I'espace total d’un fibré principal G —
P — B (P étant connexe et orientable) et que la métrique h'” de P, et donc
aussi u := dvol,r , la forme volume de P induite par h¥ , est G-invariante. On
est alors naturellement amené & considérer non pas SDiff (P, u’) , mais plutot le
groupe SAut (P, u”) des automorphismes de P qui préservent . En d’autres
termes, on suppose initialement que le champ de vecteurs décrivant la vélocité du
fluide est G-invariant. Cette approche nous permet notamment dans la section
2.3 d’écrire les équation d’Euler (lorsqu’il y a des symétries), comme un systéme
de deux équations couplées, I'une vivant sur I’espace des champs de vecteurs a
divergence nulle (pour une certaine forme volume) de B, lautre vivant sur
lalgebre de Lie (ou plus exactement sont dual) du groupe de jauges Gau (P) de
P . Le systeme s’écrit :

—b —— b
9X = XX (d) +(Eix0) +Vp; .
d * *
=€ = ad*(f)€ = X*(€)
(voir 2.3.3 pour les notations). Il semble que ces équations aient une signification
physique (voir [Viz01b] qui traite le cas particulier o G = S! et qui met en
évidence un champ magnétique dont I'origine semble étre 1ié a la présence d’un
monopole magnétique de Dirac).
La premiere partie de ce deuxieme chapitre décrit la structure de groupe de
Lie fréchétique du groupe SDiff(M, )¢ des difféomorphismes G-équivariants
d’une variété compacte M qui préservent une forme de volume p. Les argu-
ments utilisés reprennent pour la plupart ceux de Hamilton (voir [Ham82],
Theorem 2.5.3.) et consistent essentiellement & vérifier que les constructions
nécessitant le théoreme d’inversion de Nash-Moser soient compatibles avec les
symétries. Dans la section 2.2, I’étude détaillée de la “structure” d’une forme
de volume p? G-invariante sur un fibré principal G < P — B, nous per-
met de donner une formule d’intégration (Proposition 2.16) nécessaire pour la
détermination des équations d’Euler du groupe SAut(P, u”) (Théoreme 2.37) .
Enfin dans la section 2.4, nous montrons, dans un esprit proche de [ACMMS9]
oll est montré que Aut(P) est un Gau(P)-fibré principal, que SAut(P, u*) est
aussi un Gau(P)-fibré principal dont la base SDiff ™ (B, V u?) est une collection
de composantes connexes de SDiff(B, VuP) ott VP est une certaine forme de
volume de B . On obtient ainsi (voir Théoréme 2.50), une suite exacte de groupes
de Lie fréchétiques :

{e} — Gau(P) — SAut(P, u*’) — SDiff~ (B, VuP) — {e} . (8)

Enfin dans le troisieme et dernier chapitre de cette thése, nous abordons
une étude détaillée de la grassmannienne non-linéaire qui se découpe en trois
parties :



— dans la premiere, nous portons notre attention sur le fait qu’il existe deux
points de vue permettant de définir Gry (M) :

e le premier, qui est amplement développé dans [KM97], consiste
a prendre ¥ € Gri(M) et & considérer 'espace des plongements
lisses Emb (2, M) . On peut alors identifier Gry (M) (ou plutét la
réunion de certaines composantes connexes de Gry(M)) comme
étant le quotient de Emb (X, M) par rapport a l’action naturelle
du groupe Diff " (2) des difféomorphismes de ¥ qui préservent une
forme de volume donnée, sur Emb (3, M). On obtient ainsi un
fibré principal Difft(X) < Emb (%, M) — Emb (X, M) /Diff* (%)
(voir Theorem 44.1., page 474 de [KM97]).

e Le deuxiéme, plus intuitif, consiste & modeler directement Gry (M)
sur des espaces de sections I'ce (X, NX) ot ¥ € Gri(M) et NX
désigne le fibré normal de 3 dans M . Cette approche est esquissée
dans [Ham82].

La section 3.1.1 s’attache a décrire tres explicitement la construction
ébauchée par Hamilton dans la catégorie des variétés fréchétiques modérées.
La section 3.1.2 fait le lien entre les deux points de vue cités. Nous y mon-
trons notamment un théoréme analogue au Theorem 44.1. de [KM97],
¢’est-a-dire, nous montrons que ’espace des plongements Emb (X, M) est
un fibré principal, de groupe de structure Diff" (X) et dont la base est
une réunion de certaines composantes connexes de Gri(M). Enfin dans
la section 3.1.3, nous montrons que les composantes connexes de Gry (M)
sont homogenes sous I'action naturelle (et lisse) de Diff(M), la compo-
sante connexe en 1’élément neutre du groupe des difféomorphismes de M .
Cette homogénéité est déja mentionnée, mais admise sans preuve, dans
[Ism96] . En revanche, en adoptant le point de vue de [KM97] qui définit
la Grassmannienne non-linéaire comme le quotient de Emb (X, M) par l'ac-
tion de Diff " (X), ’homogénéité des composantes connexes de Emb (X, M)
sous Diff 0(M ) implique automatiquement ’homogénéité des composantes
connexes correspondantes du quotient Emb (X, M) /Diff " (). Clest cette
approche qui est utilisée dans [HVO04]. Ici encore, et contrairement &
cette derniere, nous utilisons approche de [Ham82] et regardons Gry, (M)
comme une collection de sous-variétés dont la structure différentielle est
celle expliquée dans la section 3.1.1. Ce faisant, un travail supplémentaire
est nécessaire pour montrer ’homogénéité des composantes connexes de
la grassmannienne non-linéaire.

— Dans la deuxieme partie, nous revenons sur certains résultats, plus ou moins
présents dans la littérature, qui concernent de fagon générale le calcul
différentiel et les diverses structures géométriques que l'on peut considérer
sur Gri(M) . De fagon plus détaillée, dans la section 3.2.1, nous montrons
le “Lemma 1”7 de [HV04]. Ce lemme, qui est énoncé sans démonstration
dans Darticle [HV04], donne des formules utiles pour certaines formes
différentielles de Gy, (M) construites a partir de formes différentielles de M
(voir Proposition 3.23). Dans la section 3.2.2, nous montrons briévement
que dans le cas particulier de sous-variétés de codimension deux, la grass-
mannienne non-linéaire munie de sa métrique naturelle et de sa structure
presque complexe J (correspondant & la rotation d’angle 7 sur les fibres
normales), est une variété fréchétique faiblement presque-kihlérienne. Ce
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résultat est connu depuis 1983 dans la cas des filaments de R* (voir
[MW83]) . Dans le cas d’une variété riemannienne M quelconque, ce résultat
fut mentionné pour la premiére fois par Ismagilov dans [Ism96], et montré
dans [HV04]. C’est parce que la démonstration de Haller et Vizman uti-
lise le “Lemma 1” mentionné ci-dessus, que nous avons jugé utile d’inclure
dans la section 3.2.2, une démonstration sur le fait que Gry (M) soit une
variété fréchétique faiblement presque-kéahlérienne. Dans le section 3.2.3,
pour un certain £ € C®(TM,R), nous définissons un Lagrangien £° sur
TEmb(X, M) en posant :

Cn= [ (Conor ) wf® = [(Lony . u® . (9)
f(=) by
pour f € Emb(X, M) et h € TEmb(X, M) = T'ce (X, f*TM) (on regarde
ici Emb(3, M) comme un ouvert de la variété fréchétique C>° (%, M)).
Le but de la section 3.2.3, dont V’esprit est trées proche de [MMO5], est

de déterminer les équation d’Euler-Lagrange associées au Lagrangien £’ .
Avec les notations introduites en 3.2.3, ces équations s’écrivent :

(VL)os = (div” PO f)o £;) - (VL)
+(hM(3#f,Tfacert(2) ft) (V°L) o

_Vft(E) (£ o 8@7{ ° ftfl)f _ v](\gl (vvc)

( ) Trace Iy, s

w‘%

or = =0, (10)
ou f; est un chemin lisse de Emb(X, M) . Enfin dans la section 3.2.4, nous
montrons que 1’équation d’un filament de vorticité peut étre vue comme
une équation hamiltonienne sur la grassmannienne non-linéaire par rap-
port a la structure symplectique canoniquement induite par la structure
de variété fréchétique faiblement presque-kdhlérienne de Gry(M), 1'ha-
miltonien utilisé étant simplement le volume des sous-variétés. Ce résultat
apparait déja dans [HV04], mais nous espérons I'avoir rendu plus rigou-
reux, ou a défaut, plus clair.

— Dans la troisieme partie, nous suivont la philosophie du deuxiéme chapitre de
cette these et introduisons, étant donné un fibré principal G — P — B,
la grassmannienne non-linéaire G-invariante Gry(P)¢ que I'on définit par
Gri(P)¢ = {2 € Gri(P)|9,(X) =%,Vg € G} (¥ : P x G — P étant
Paction a droite du groupe G sur P). On montre alors qu’il existe un sym-
plectomorphisme naturel entre (Gr?(P)%, ,up) et (Gr¥(B),VuP) (voir
section 3.3.1 pour les notations) , ce qui nous permet heuristiquement de
dire que “I’équation d’un filament de vorticité avec symétrie est équivalente
a I’équation d’un filament de vorticité en dimension plus basse”. En par-
ticulier, on en déduit que lorsque la dimension de la variété base B est
deux, alors I'équation d’un filament de vorticité avec symétrie se réduit a
I’étude du flot d’'un champ de vecteurs sur une surface.

Finalement, cette thése contient deux appendices A et B. L’appendice A a
pour objet de préciser les notions de calcul différentiel que nous utilisons sur des
espaces fréchétiques. Nous y montrons que les deux notions de calcul différentiel
les plus courantes sur un espace de Fréchet (celle développée par exemple dans
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[Ham82], et celle utilisant la notion de courbes lisses qui est développée dans
[KM97]), sont équivalentes, ce qui nous permet de les utiliser indifféremment
dans ce texte.

L’appendice B a pour but de compléter quelques détails techniques de 'article
“The inverse function theorem of Nash-Moser” de Richard Hamilton ([Ham82]),
ou est, entre autre, introduit la catégorie des variétés fréchétiques modérées.
Plus précisément, nous y détaillons la démonstration de Hamilton donnant
I'existence d’une structure de variété fréchétique modérée sur le groupe des
difféomorphismes unimodulaires d’une variété compacte orientée. Nous complé-
tons ainsi certaines constructions et arguments concernant la catégorie des es-
paces et des variétés modérés en utilisant tres explicitememt des espaces de
sections lisses d’un fibré vectoriel sur une variété compacte. Parmi les variétés
considérées, sont traités le groupe de tous les difféomorphismes ainsi que celui
de tous les difféomorphismes unimodulaires d’une variété compacte.
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Chapitre 1

L’équation d’un filament de
vorticité

Dans ce chapitre, nous étudions I’équation d’un filament de vorticité dans sa
forme la plus basique, c’est-a-dire en terme d’équation d’évolution d’une appli-
cation entre deux variétés. Pour (M,g) une variété riemannienne orientée de
dimension n > 2 et ¥ une variété orientée de dimension n — 2, I’équation s’écrit
% = JTracellyy ou f : ¥ — M est un plongement dépendant du temps
et ol lyx) désigne la seconde forme fondamentale de la sous-variété plongée
f(X). L'opérateur J correspond & la rotation d’angle 7 sur les fibres normales
de f(%) (qui sont de dimension deux). Remarquons que le fibré normal de f(X)
est canoniquement orienté (voir 1.1.2).

L’équation d’un filament de vorticité étant de nature géométrique, i.e globale,
nous nous efforcerons d’en donner aussi une description en coordonnées lo-
cales (voir (1.6)). Pour ce faire, sont introduits dans la section 1.1.1 les outils
algébriques nécéssaires pour comprendre 'opérateur J, ce dernier étant soigneu-
sement étudié en (1.1.2) . La forme locale de I’équation d’un filament de vorticité
est alors donnée en (1.1.3).

Dans la section 1.2, nous revenons sur ’astuce d’Hasimoto, qui permet dans le
cas particulier d’un filament unidimensionnel de I’espace euclidien usuel, d’asso-
cier au filament en question, une fonction ¥ vérifiant 1’équation d’évolution de
Schrodinger non-linéaire (voir section 1.2). La clef de cette astuce réside dans la
fonction ¥ que définit Hasimoto et dont I'origine est plutot intriguante. C’est
dans ce contexte que nous nous proposons dans la section 1.2.1, de donner une
interprétation de la fonction W, et de montrer dans la section 1.2.2, que ’astuce
d’Hasimoto se généralise au cas des filaments unidimensionnel plongés dans une
variété riemannienne tridimensionnelle a courbure constante.
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1.1 La forme locale de I’équation d’un filament
de vorticité

1.1.1 Préliminaires algébriques

Soient (F, <, >) un espace vectoriel euclidien orienté et £ := {eq,...,en}
une base orthonormée de E orientée positivement. Pour vy,...,v,—1 € E, on
définit le vecteur A(vy,...,v,) € E par :

A1y ey vn) = 17T (B A Afup_) (1.1)

ouf : F — E* v <v,-> est opérateur de “dualisation” et x : E* —
A""L(E*), 'opérateur de Hodge.

Remarque 1.1 Dans un esprit plus algébrique, nous pourrions définir le vec-
teur A(v1, ..., v,) comme étant unique vecteur de E vérifiant pour tout w € E
la relation suivante :

<W AV, ey V) > Q=wAVL A AVp_1, (1.2)

ot Q:=e1A---Nep, € AE . On peut montrer (voir le point (i) de la Proposition
1.5), que cette définition est indépendante de la base orthonormée £ choisie et
qu’elle est équivalente a la définition (1.1). Par la suite, nous utiliserons de
préférence la définition (1.1) qui est plus naturelle du point de vue riemannien.

Lemme 1.2 Pour vi,...,v,_1 € E, on a la formule suivante :

/\(’Ul,...,’l)n_l)
61 . e en 1 ’; n
Ul Un n /Ul DRI /ljl DR Ul
1 1 .
= . S E (-] : DG
. . i=1 —_
1 7 n
1 n (Y (Y (Y
Up—1 VUp_1 n—1 n—1 n—1

“

(ici “~ 7 signifie que I’on omet le symbole correspondant et pouri € {1,...,n—1}
et j € {1,...,n}, v! désigne la j—ieme coordonnée du vecteur v; dans la base ).

Démonstration. Notons {ef,...,e*} la base duale associée & {ej,...,e,} (i.e
62‘(63‘) = (Sij) .Ona :

*f A (V1,0 Un—1) = fU1 Ao AUpog
n

i G —
= E Uil...vnle’f A---ANer

n—1 %1 tn—1"
i1,.in—1=1

Ici pour faciliter le calcul, introduisons, pour i € {1,...,n}, les notations sui-
vantes :

aij=1, .., a_1=i—-1, og=i+1, ..., aj,_1=n
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(en particulier {a?, ..., o/} ={1,...,,..., n}). On a alors :

*ﬁ A (’Ul, ~~->Un—1)

n . .
al al
(1) T(n—1) _x* *
= g E v RN} e N---Ne
1 n—1 ali A (1)

i=17€S,-1
- ) & (n-1)
. T (1 . T(n—1 * . . *
= E E (=1)7 v Up—1 Eqi Nt ANegi
i=17€S,_1
}n: } : ara) & (n-1) -
_ T (1 T(n—1 * * *
= (_1) vl ...,U’nfl el/\.../\ei/\.../\en71
i=1T7€S,_1
Oti ail—l
n Uy G
= E : : ex N Ne; N~ Nep 4
i=1 o at "
1 n—1 (1)t g e
U?’l—l “ e Un—l ( 1) *el
1 /; n
n ’l}l DY Ul DY ’l}l
_ ; z ()" g
i=1 -
1 7 n
Up—1 Up—1 Up—1
1 i
n U1 U1 U1
_ i+1 . .
= xf E (=1) : : €i
i=1 —_
1 7 n
Up—1 Up—1 Up—1

O

Soient A := {ay, ..., a, } une base positive de F et vy, ..., v,—1 € E.Pourv € E,
notons v* € R™ le vecteur de R™ constitué des coordonnées de v dans la base
A . Posons aussi :

o A:=(<a;, a;>)1<ij<n € Mat(n x n, R);

e P : matrice de passage de A a &, c’est-a-dire, v© = P v pout tout
veFE.
Remarquons que :
n n
Aij = <ai,a;>=(>_ Pie, Y Pijer)
1=1 k=1
= > PiPyén=) PuPy=(PP),.
Lk=1 k=1
Ainsi A="PP.
Lemme 1.3 Pour vy,...,v,_1 € E, on a la formule :
al ... an
1 n
1 (Av) (Av)
AV1y ey Upe1) = —F——— ) . . (1.3)
det(A) : :
1 n
(Avity)” - (Awily)
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Démonstration. Notons 5 le déterminant apparaissant dans la formule (1.3).
En développant ce déterminant, on obtient :

0 (Aoft)' o (Ae) ()"
B=3 (-pF | K
h=t AvA VL. A/A\k cor (AvA "
(Avity) (Avity) (Avity)
. (Avf) o (At) (A"
= (=) : : Zplkel
k=1 P! . 4 n| =
(Avn 1) (Av;l“fl) (Avn_1
P)ll P)ln
n | (Avft)! (Avf)"
= Z el
=1
(Avn—l)l (A’U;;‘—l)n
(tPalA ! (tP ai)"
| (o) (‘Pu)"
= Z el
=1
(‘Pve_})’ (‘PvE_))"
5111 Oni
n ,US UE n
= Y det('P) (1,) (1,) e
=1
(vE_)" (v51)"

. @) ) ()"
g = \/Glet(A)Z(—l)“rl : : el
=t (vi,l)l (Ug_l)l e (wEl)"

Vdet(A) (A (v1,...,v5-1)) -

Remarque 1.4 Pour E = R3 muni de la métrique et de Uorientation cano-
nique, N\ est le produit vectoriel usuel.

Proposition 1.5 Pour vy,...,v,—1 € E, on a les propriétés et formules sui-
vantes :

(1) <A (V1,.eey V1), v> = det (v, V1, ..., Up—1) pour tout v € E.
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(#9) La famille {v1,...,vn_1} est liée si et seulement si A(v1, ..., vp—1) =0.

(130) A(v1y...,vn—1) est perpendiculaire & v; pour tout i € {1,...,n—1}.

(iv) Si {v1,...,0n—1} est une famille libre de E, alors la famille de vecteurs
{01, ey U1, (=)™ A (v1, .y vn—1)} est une base positivement orientée
de I

(v) Siv e Vect{ey,...,en_o}*, alors | A(e1,...,en_o,0)|| = || v

Démonstration. Montrons (i). Pour v =>_"" , v'e; € E, on a :

n vy U1 vy
— E i+1 . . .
</\(Ula-"7 Un71)7 v> = < (_1) . . . ei,'l)>
i=1 1 /z\ n
Up—1 Un—1 Un—1
1 i
n U1 U1 U1
i1 . . . i
= E (=)™ : : Do v 0y
1,5=1 1 /7,\ n
Up—1 Up—1 Up—1
1 /; n
n Ul DR /111 ... Ul
_ E (_1)i+1 : : : Ui
i=1 -
1 7 n
Un—1 Up—1 Up—1

= det (v,v1, .., Vp—1) .

Les points (i7) et (iit) découlent de (i) .

Montrons (iv) . Le fait que {v1, ..., vn_1, (—=1)"*1 A (v1,...,v,_1)} soit une base
de E découle de (ii) et (éi7). Pour montrer que cette base est positivement
orientée, prenons v, € E tel que :

o V:={v1,...,u,} soit une base positive de E;
o v, €{vy, ., v 1}
o lu,ll=1.
Pour un vecteur v de E, notons u” le vecteur de R™ constitué des coordonnées

de u dans la base V.
Nous devons montrer que le déterminant suivant est positif :

@) o @) () (A (o va1)Y)
W) e (2" (C1) (A (01, e vn)Y)”
Or,
10— 0 (=)™ (A0 v,-1)Y)
. . :
@ = 1
0 -~ 0 1 :
o --- .- 0 (_1)n+1(/\(vh._.7vn71)V)”

= ()" (A @1 vae)¥)"
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D’apres le Lemme 1.3 page 17, « est la n-ieme composante du vecteur

vy - On_1 o
(—1)"*t 1 A Ao Am
det(A)
Apor o Apciner Anna

ol A;j := <w;, v;> pour 4,5 € {1,...,n}).
En utilisant la relation <wv,, v;> = 0,; pour tout i € {1,...,n}, on obtient
ainsi :

) A - Ap_in
a = (_1)n+1 T(A) (_1)n+1 :
e
Alnfl e Anflnfl
All e An—ln 0
1 : : : 1
= — . : | = ———=det (A
det(A) (A1 -+ Ap—in—1 0] +/det(A) )
0 0 1

= /det(4) >0.

Montrons (v). Prenons v =Y i, vie; € E tel que v € {eq,...,en_2}. On a :

€1 €p—2 €Epn—1 €En
1 0 0 0
Aet,omen2,v) = | 1
0 1 0 0
0 0 e T
I,_> 0 I, o 0
_ _1\n n _1\n+1 n
- ( 1) 0 o™ €n,1+( 1) 0 o1 €n -

Donc A(er, ..., ep—2,v) = (=1)" [v” en_1— v 1 en] dont la norme est bien celle
dev. O

1.1.2 L’opérateur J

Soit P un sous-espace vectoriel orienté de E de codimension 2. On peut
orienter P de la fagon suivante : si {v1,...,v,_2} est une base positive de P,
alors on décrete que {v,_1,v,} est une base positive de Pt si et seulement
si {v1,...,v,} est une base positive de E. Cela permet de définir un opérateur
J : P+ — P! correspondant & la rotation d’angle +73 . Nous voulons exprimer
J al’aide de A. Pour cela, nous pouvons remarquer que le vecteur

1

= A (U17"'7U”_2’u)
\/det (<vs, Uj>)1gi,j§n—2

(pour u € Pt) ne dépend pas de la base positive {vy,...,v,_2} choisie sur
P. En effet, prenons {ey,...,e,_2} une base orthonormée positive de P et L

19



un isomorphime de P préservant I'orientation. Notons A la matrice définie par
A;j :=<Lwvj, e;> pouri,je{l,..,n=2}.Ona:

ANLv1y .o, LUp_o,u)

n—2 n—2
= /\( E Al11 N P E Aln,2n72 . eln72,u)

b
l1=1 ln_2=1

n—2
= Z Alll.”Aln—2n72 '/\(ellw"veln—wu)
l1, 0l —2=1
= Z Aa(l)l T AU(n—Z)n—Z ) /\(ea(l)v < €o(n—2)s 'LL)
OES,—2
= Z <_1)U Aa’(l)l e Aa(n72)n72 . /\(elv ey €n—2, u)
oES,—2

= det(A4) - Ale1,...,en—2,u).

Ainsi,
1
A(L 1, ooy LUy g, )
\/det (<L Vi, ij>)1<i j<n—2
det (A
_ ¢ ( ) /\(617---7€n—27u)
\/det (<L, ij>)1<i j<n—2
det (A
_ & A (€1, .y p_g, )
det (tAA)

= Ale1y ., €n_2,u).

Donc & ne dépend pas de la base positive choisie sur P . De plus, d’apres le point
(v) de la Proposition 1.5, on sait que || £|| = |lu||. Enfin, pour u # 0 € P+,
d’apres le point (iv) de la Proposition 1.5, {u, (—1)""1 ¢} est une base positive
de P+ . On en déduit ’expression de J :

1

Ju = (-1)"* <det W)

) NCIIR (1.4)

o V;; := <w;, v;> pour tout i,j € {1,....,n — 2} et u € PL. Remarquons que
l’on peut étendre J sur E en posant Ju = 0 pour u € P, la formule ci-dessus
est alors toujours vraie.

Enfin, si {a1,...,a,} est une base positive de E, et en notant A;; := <a;, a;>,
on en déduit d’apres le Lemme 1.3 :

UA ) e 617,}734 N
Ju = (-1)"*1 1 1 “ :1 ) “ 31 ) (1.5)

Vdet (V) /det(A) (Avt )" o (Awd,)"

(Au)' o (AuA)"
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1.1.3 La forme locale

Soient (M, g =<, >) une variété riemannienne orientée de dimension n > 2,
3> une variété orientée de dimension n—2 et f : ¥ — M un plongement de X
dans M . Prenons aussi (U, ¢) une carte positive de 3 de coordonnées locales

of 0
ié ey Tp_ot. P e {l,...,n—2}, te Oy, f := = fy €
associées {x1, ..., x,—2} . Pouri € { n—2}, on note d,, f o1, f o7,
X(f(U)).
. of of . L Co
Il s’ensuit que ¢ —, ..., forme un repere positivement orienté de 1’es-
8%1 &vn,g

pace Ty f(X) pour chaque point f(z) de f(U) C f(X) ~ X. Soit aussi
une carte positive (V) de M de coordonnées locales {y1,...,yn} et telle que
f(U) C V. Notons

of of
e Uyi(f(x)) = <(%> Drs
i J
nous noterons U¥ pour désigner les coefficients de la matrice inverse de
(Wiji<ij<n-2) ;

o 0
o Gi;(p) = <8y’ 3y> pour i,j € {1,...,n} et pe V.
i i/ p

> pour i,j € {1,....,n—2} et x € U (par la suite
)

On a alors, d’apres les formules (1.3), (1.4) et en utilisant la Proposition 1.5 :

1 af af
—(_q\yntl ) _ZJ
J TraceIlys) = (—1) o (0) A (8301 eees 8xn72,Trace Hf(z))
1 of of of of
= (=" ——— = .. UYL,
( ) det (\II) A (81'1’ ,ain,Q Zz:: &) ( (%c )

_ n+1 2 : 2 M _ F(2)
a \/F (&El Y agpn727 vamlf 8QJJf Vaz,’:f a’vj f)

Zjl

— n ij af 8 n n i . ,
B B Z /det (¥) (311?1 "0z z::( > Thy 00, f

i,j=1 a,b=1
ank
3:61393])5) )

_ n+1 - g - a (La b ank
= ZZ et (0 (Z o f" 0, f +axiaxj)

k=11,j=1 a,b=1
of of o
0x1" " 9o’ Oy

_ ) - 7 - a 0% f*
= ! Z Z /det (Z p O f ijfb 8%‘131‘]) ~Ak(f)

k=11,j=1 a,b=1
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ou Ag(f) € Mat (n x n, R) est donnée pour k € {1,...,n} par :

6 P a
3y1 ayn n
A 1 (G azlf) e (G 8r1f)
W =T G) : :
1 n
(G@mndji) o (GO, ,f)
(G 8%) e (G Iy)
On en déduit I’équation d’un filament de vorticité en coordonnées locales :
aft 1 -
91 _ (_qynt Wi Ik, 8, f20, f°
ot ( ) \/det \/det I; z]zl (abzl “ f ! f
(GO ) o (GOn ) - (GOnf)"
agfk ) . . .
6‘ o) - n
T NGO f) o (GOu ) o (GOu )
Gk . G .. Gk
pour ! € {l,..n—2}. (1.6)

Remarque 1.6 Haller et Vizman ont remarqué dans [HV04] que l'on peut sup-
poser det (V) = 1. Cela revient dans le cas d’une courbe, a paramétrer par la
longueur d’arc (voir aussi la Remarque 3.40 dans ce texte) .

Remarque 1.7 Il est montré dans [Koi03], que pour un filament unidimen-
sionnel, l'équation d’un filament de vorticité admet une unique solution définie
a court temps (voir aussi [NT]).

Tllustrons le systeme d’équations (1.6) dans des situations simples. Prenons ¥ =
St et M = & 1({0}) une sous-variété plongée orientée de R* (& : R* — R
étant une submersion). Notons n := V®/||V®|| le vecteur normal unitaire de
M . Dans cette situation, .J s’écrit facilement. Pour f : S' — M un plongement
de S dans M, on a :
0 0
JTraceH%Sl) ==xA (%,Traceﬂ%sl),n> . Ha—iH

ou f est vue comme une application 27-périodique et ou le signe dépend de
lorientation sur S! (par la suite, nous mettrons +). Or,
af of —2
M
Tracer(Sl) = Hf(sl ( ) H H

(va r0uf = Vi o,1)

[ (st
[ (5 G rron-i0)

D’ou - B
ol 5 5]

— 2
- I3l A G
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Ainsi, I'équation d’un filament de vorticité s’écrit dans ce contexte :

(L),

252" (1.7)

o= lal

Donnons quelques exemples.

e Sid : R* - R, (z1,...,74) — x4, alors M = R® C R* n = (0,0,0,1) et
apres calculs, on trouve que 1’équation (1.7) s’écrit :

38f 02 f

o lal 5 g a8

Il ’agit de la forme classique (pas forcément paramétrée par la longueur
d’arc) de I’équation d’un filament de vorticité .

e Sid : R* > R, (z1,...,2q) — 2i 4+ +2] -1, alors M = S C R* et
N(zy,..wq) = (T1, .-, 24) . Dans ce cas, 'équation (1.7) s’écrit :

o =5l (558

o (1.9)

On peut vérifier par exemple que 'application

fiRx S — 83 (t,s)— \%(Cos(s),sin(s),sin(ﬁt),cos(\@t))

est une solution périodique dans le temps de I’équation (1.9) .

1.2 L’astuce d’Hasimoto

Dans le cas particulier d'un filament unidimensionnelle ¥ = «(S1) (pour
a un chemin lisse de Emb(S!,R?)) évoluant dans R? selon I’équation d’un fi-
lament de vorticité, Hasimoto a remarqué dans [Has72], qu’il était judicieux
de considérer la fonction ¥ : St — C, fonction qui est définie, & une phase
pres, par k(s) - e Jo m@dz oy ket 7 désignent respectivement la courbure et
la torsion de la courbe ¥ (voir [BG92], chapitre 8). L’observation remarquable
d’Hasimoto est que la fonction ¥ vérifie ’équation de Schrédinger non-linéaire :

A _0%v 1
i = 52 +§\\I/|2-\I/. (1.10)

Tout aussi remarquable que cette correspondance entre 1’équation d’un fila-
mant de vorticité et I’équation de Schrodinger non-linéaire est certainement la
définition de ¥ qui nous semble pour le moins mystérieuse. Dans la section 1.2.1,
nous nous proposons de donner une interprétation de la fonction ¥ au moyen
d’un fibré de reperes complexe naturel au-dessus de 3 et d’interpréter ¥ comme
étant la mesure de la “rotation instantanée” d’un certain repére mobile naturel
au-dessus de ¥ grace & la connection d’Ehresmann (voir [Spi79]).

Dans la section 1.2.2, nous montrons que I'astuce d’Hasimoto s’étend aussi au
cas d’un filament plongé dans une variété riemannienne tridimensionnelle & cour-
bure constante.
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1.2.1 Interprétation de v

Soient £ it M un fibré vectoriel (réel ou complexe) au-dessus d’une variété
M de rang (réel ou complexe) k , et h¥ une structure euclidienne ou hermitienne
(selon que E soit réel ou complexe) sur le fibré E. Pour fixer les idées, nous
supposerons E réel. Rappelons que nous pouvons définir le fibré des reperes
orthonormés RE du fibré E par rapport & la structure euclidienne A et obtenir
ainsi un O(k)—fibré principal

O(k) — RE "= M, (1.11)

une fibre (RE), de RE en un point x € M étant constitué de tous les reperes
orthonormés possibles de E, := (7)~1({z}) (voir [KN96b]).

Lemme 1.8 Soit V¥ une connection du fibré E compatible avec la structure
euclidienne hE et soient aussi R et R deux courbes lisses de RE telles que
R(to) = R(to) . On a l'équivalence suivante :

é(to) = (@)(to)
~ et N
pour tout j € {1,....,k},

ot a(t) := 7RE(R(t)) et ou l'on note R(t) = {R(t),...,R* ()}, Ri(t) étant un
élément de Eq ) pour tout i € {1,...,k}.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que tg = 0.
Rappelons comment construire une carte trivialisante du fibré principal RE .
Prenons (U, ) une carte de M et &y := {&, ..., EL} une collection ordonnée de
sections locales de U formant en chaque point x de U une base orthonormée de
E, . On peut définir une trivialisation ® : (7”F)~1(U) — U x O(k) du fibré
RE en posant ®(R) := (7*F(R), Mat(R,Ey)) pour R € (aRE)~L(U) et on
Mat(R,Ev)ij = thE(R)(Rj,EfJ) pour tout 4,5 € {1,....,k}. Si le domaine U
contient le point «(0), alors,

4
dt

B(R(t) = % 0 (wRE(R(t)),Mat(R(t),SU (a(t))))
TP (R(t))

d
(|
(a(O),%

De plus, par compatibilité de la connexion V¥,

0

’ % 0 Mat(R(t), Ev (O&ﬂ)))

OMat(R(t),é’U (a®)))-

% ) Mat(R(t), Eu (a(t)))l.j = % ) hE (R()Y, €5 (a(t))

= h3) (ViR (1), €6 (a(0))) + hi o) (R7(0), Vo) (a(t))) -
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Par suite,

d d| ~
P oR(t) =% oR(t)
&(0) = (@)(0)
et
& h 0y (VEo R (), €6 ((0))) + Rl (Rj(o) Vi (a))

= hle (Ve RV (1), (a(0))) +ha(0)(( R (0), VE )€t (1))
pour tout 4,5 € {1,...,k},

&(0) = (@)(0)

et

= j 5\ i
hio) (Vi R (1) = Vi (RY (1), € (a(0))) = 0
pour tout 4,5 € {1,...,k}.
Le lemme s’en déduit. O

A partir du Lemme 1.8, il est facile de définir une 1-forme de connection
0F € QY(RE,0(k)) en posant :

d )
0% 0, dt’ R(t)) - ( 2o (Vo R, RZ(t)))Ogi,j§k7 (1.12)
ouR(t) = {R*(t), ..., R¥(t)} est un chemin lisse de RE et ou a(t) := n*F (R(t)) .
La forme #F n’est autre que la forme de connection d’Ehresmann qui est bien
connue en géométrie riemannienne (voir [KN96a], [KN96b], [Pet06] appendix
B, [Spi79],...) . En un certain sens, cette connection mesure “la rotation instan-
tanée” d’un repere orthonormé mobile.

Considérons & présent un filament d’une variété riemannienne orientée (M, hM)
de dimension 3, c’est-a-dire, un plongement a : S' — M (on note ¥ := «a(S!)).
Supposons de plus que pour tout s € S, (Tracelly) (a(s)) # 0, de telle sorte
que ’on puisse considérer en tout point «(s) de ¥ le repeére de Frenet associé :

a(s)

T = —
lla(s)]|
af"(s) = (T,N,B) € (RTM|E)a(s) ol N o (Tracells)(a(s))
' H(T?“aceﬂg)(a(s))ﬂ ’
B = Tx N,

et ou TM|x correspond au fibré jETM , js : ¥ — M étant 'inclusion ca-
nonique. On définit ainsi une courbe lisse af™ : S — RTM]|s qui donne
elle-méme lieu & une courbe lisse a°®) : S — o(3) par la formule :

A
0@ (s0) = 05, (| a™(s). (1.13)

pour sg € S'. En particulier, si a est paramétrée par la longueur d’arc, on peut
facilement voir en utilisant la formule (1.12), que a®®)(s) est de la forme

0 —k(s) 0
a®®s)=|r(s) 0  —7(s) (1.14)
0 7(8) 0
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ou k,7 : S' — R sont deux fonctions lisses sur S'. Dans le cas ot M = R3
muni de la métrique et de l'orientation canoniques, la formule (1.14) correspond
simplement aux formules de Frenet et x et 7 représentent respectivement la
courbure et la torsion de ¥ (voir [BG92], chapitre 8).

De fagon générale, nous voyons que la donnée d’'un fibré vectoriel réel (resp.
complexe) au-dessus de ¥ de rang réel (resp. complexe) k, d’une structure eu-
clidienne (resp. hermitienne), d’une connection compatible ainsi que d’un repére
mobile (par “repére mobile”, on entend un chemin lisse, ou plus justement, un
lacet ici, dans le fibré des repeéres associés), il est possible d’associer un élément
de Lo(k) := C>(S,o(k)) (vesp. Lu(k)).

Dans cet ordre d’idée, le fibré vectoriel (complexe) au-dessus de ¥ qui soit le
plus simple et qui prenne en compte la géométrie du fibré normal N de ¥ dans

E
M est certainement donné par le fibré en droite complexe E = ¥ dont la fibre
est définie pour a(s) € ¥ par

Eq(s) = Vecte{N +iB} C T M®, (1.15)

ou Ty M € désigne le complexifié de To(syM . Remarquons, en notant JC -
(NX)E | — (NE)(S(S) la C—extension de J sur le complexifié (NX)® ) de

a(s) a(s
(NE)Q(S), que N + iB est un vecteur propre de JC par rapport & la valeur
propre —i. La métrique hM de M et la connection de Levi-Civita V induisent
canoniquement une structure hermitienne h¥ sur E ainsi qu'une connection V¥
sur E compatible avec h¥ | et d’apres la “version complexe” du Lemme 1.8, on a
donc une 1-forme de connection #% € Q'(RE,u(1)). Prenons alors une courbe
lisse R : St — RE de RE telle que 7%(R(s)) = a(s) pour tout s € S'. La
courbe R est forcément de la forme

R(s) = {ew<s>N - Z'B}

7 (1.16)

pour tout s € St et o1 p : S' — R est une certaine application lisse. Un calcul
simple montre alors que pour so € S*,

9{3(50)(;8’80 R(s)) - (i(p‘(so) - T(so))) € u(l). (1.17)

En particulier, la courbe R a une rotation instantannée nulle si et seulement
si p—71 =0, cest-a-dire, si p(s) = [ 7(z)dz (& une constante additive pres).
Remarquons qu’il n’est pas tres surprenant que la courbure x n’apparaisse pas
dans la formule (1.17) puisque le fibré E n’est qu’une autre forme du fibré normal
de ¥, et ce dernier décrit le défaut de planéité de ¥, défaut qui se mesure par
la torsion 7 (voir [BG92], page 338) . Si l'on veut considérer un fibré vectoriel &
géométrie plus riche qui prenne aussi en compte la courbure x de X, il semble

F
naturel de regarder le fibré vectoriel complexe F' =— ¥ dont la fibre est définie
pour a(s) € ¥ par

Fos) = Vectc{T,N +iB} C T, M. (1.18)

De nouveau, nous avons une structure hermitienne hM , une connection compa-
tible VI | et une 1-forme de connection 6 € Q' (RF,u(2)). Compte tenu de ce
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qui précede, notons R : S' — RF T'application définie par

R (als)) = {T’ (s ‘r(z)dz)‘Nj_f;B} , (1.19)

pour s € S'. A nouveau, un calcul simple montre que

d 1 _
Orer so)(% N RF($)> = NG : (3) 01/1> cu(2), (1.20)
1]05 7(z)dx )

ou ¥ est la fameuse fonction d’Hasimoto, c’est-a-dire, 1(s) = k(s) - e
Ainsi, la fonction ¢ d’Hasimoto mesure la rotation instantanée du repere mobile
naturel R au-dessus de 3.

1.2.2 Généralisation de D’astuce d’Hasimoto au cas des
variétés a courbure constante

Soient (M, g) une variété riemannienne orientée de dimension trois et a; :
S1 — M un plongement dépendant du temps (on suppose que t € (—¢,¢)), tel
que :

e (Tracells,)(at(s)) # 0, pour tout s € S* et pour tout ¢ € (—¢,¢) (ici
i o= oy (SY)) ;

e oy soit paramétré par la longueur d’arc, c’est-a-dire, ||d% a(s)] = 1
pour tout t € (—&,€) et pour tout s € St ;

e (o, soit une solution de I’équation d’un filament de vorticité, c’est-a-dire,
4 oy = k- B (voir section 1.2.1 pour les notations).

Remarque 1.9 La premiére condition ci-dessus garantit ’existence du repeére
de Frenet associé a la courbe ay pour tout t € (—¢,¢).

Remarque 1.10 L’équation apparaissant dans le troisiéme point ci-dessus est
bien l’équation d’un filament de vorticité telle que formulée en 1.1. En effet, si
B : S' — M est un plongement vérifiant les deuz premiers points ci-dessus,
alors par définition de la courbure k, du vecteur tangent unitaire T et de la
binormale B de B, on a VT =k - N et JN = B ce qui implique :

_ — _ghsh
JTracellgsry = JINT,T)=J(VNeT—Vy~'T)
= J(VeT—g(VoT,T)T)=J(k-N)=r-B.
=0

Nous allons & présent suivre de pres [Bry93] et déterminer les équations d’évolu-
tion de la courbure s et de la torsion 7 de ¥; . Pour cela, nous allons utiliser les
dérivées covariantes a— et 5 1e long de la surface paramétrée (—¢,¢) x S —
M, (t,s) — a(s) (voir [dC92] page 68). D’apres le Lemma 4.1 de [dC92], on

: D@JW:DDT:(DD+R(M/M))T

ot Ot 0s s Ot Js Ot
~
=T =k-B
D Dda D Dda
= Geaas T LB T =g g T RIE)T
DD
= 5.5, B)+r R(T.B)T (1.21)
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ou R désigne le tenseur de courbure de M . Or,

DD gy (2 i 25) = (25 )

Os s Js \ Os 0s ds \ Os
_ %.B+%~£B—a(gf)-N—7méN
- %.B_T%~N—ag—:)~N—T/£(—/<¢~T+T B)
= (Tlig)-T-i-(—Tg:‘:—agjj))'N‘F(?;Sl;_TQKJ)'B' (1.22)

En considérant l'expression (1.22) dans (1.21), on obtient donc :

B(K-N):(TH2)'T+ (raﬁa(m)> N+

ot 0Os Os
({92/£ 2
+ 52 Tk ‘B+k-R(T,B)T, (1.23)
et puisque
D Ok D
“(k-N)=~-—"—".N . =N 1.24
58 N) =55 Ntk =N, (1.24)

par identification on trouve :

0K 0k or
S = s —koo R (T,BT.N)|, (1.25)

ot (T, B,T,N) := hM (R(T, B)T, N) .

Déterminons 1'équation d’évolution de la torsion 7. En comparant (1.23) et
(1.24), et parce que le vecteur %N n’a pas de composante portée par N, on a :

10%k

D
IN=rx-T+ (=
" +(/<; 0s?

J— 2 . .
5 T> B+ (T,B,T,T)-T

+(T,B,T,B)-B  (1.26)

Si on dérive 'expression (1.26) par rapport & s, alors :

DD 8(182/<; 0

— — — —_—— 2 . —_— .
ds Ot 0s \ k 0s? T) B+8s((T’B’T’B)) B

D’autre part,

D D D D

= 2(~wT+r B)+r R(BT)N
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D
= _ﬁhM(aT,B> -B—i—%-B—i—n-(B,T,N,B)-B+§1-T+§2-N

= —nhM<a“ B —kr- NB) B+@ B+k-(B,T,N,B) B

0Os ot
+G-T+¢-N
0k or
= —hG B+ S Btr (BTNB)-B+G-T+G-N.  (128)
En comparant (1.27) et (1.28), on obtient :

9 (19%°k 0 Ok Ot

88</<; 0s? _T)+&s((T’B’T’B)>_ "os Tt " (BTN, B)

ar 9 [(19°k 5 1,
- I as(ﬁ T ik —i—(T,B,T,B))—H-(B,T,N,B) (1.29)

Supposons & présent que (M, h™) soit & courbure constante Kj. Dans ce cas,
le tenseur de courbure de M s’écrit tres simplement (voir [dC92], Lemma 3.4
page 96) :

(X,Y, W, Z) KO(hM (X, W)- M (Y, 2) — WM (X, Z) - BM (Y, W)), (1.30)

pour X, Y, W, Z € X(M). En particulier, il est immédiat que (T7 B, T, B) =Ky
et que (B,T,]\LB) = (T,B,T,N) =0

Dans ce contexte, c’est-a-dire en supposant que k et 7 soient associées & une
courbe oy vérifiant I’équation d’un filament de vorticité, considérons 1, : S' —
C, 5+ k€' Jo T@)dz Exactement de la méme manidre que dans la démonstration
du Theorem 3.5.8 de [Bry93], on montre par un calcul directe en utilisant les
équations d’évolutions (1.25) et (1.29), que

0 0?
SR =T Sl p - v AG), (1.31)

ou A(t) :== (%%25? -2+ %mz)(s) |s=0. Posons alors Wy(s) := e Jo A@)dz < (s)
pour t € (—¢,¢) et s € S1. De nouveau par un calcul directe, on montre que ¥y

vérifie I’équation de Schrodinger non-linéaire :

_ia\p 02U
ot~ 0s?

\fo|2 . (1.32)
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Chapitre 2

Le groupe des
automorphismes
unimodulaires d’un fibré
principal et les équations
d’Euler associées

11 est bien connu depuis [Arn66], qu'un espace de configuration approprié pour
Pétude des équations de la mécanique des fluides (plus précisément ’équation
d’Euler pour un fluide incompressible) sur une variété riemannienne (M, g) mu-
nie d’une forme de volume g (pu pouvant étre indépendante de la métrique g), est
donné par le groupe des difféomorphismes unimodulaires SDiff (M, ) := {¢ €
Diff (M) | ¢*n = p} de M . L’équation d’Euler incompressible se lit alors comme
une équation d’évolution sur lalgebre de Lie de SDiff (M, p) : %X +VxX =
Vp;ou X € X(M,p) :={X € X(M)|div, (X) = 0} est l'algebre de Lie du
groupe SDiff (M, i) . Cette équation caractérise les géodésiques de SDiff (M, )
par rapport & la métrique naturelle invariante & droite de SDiff (M, u) (voir
[EMT70]), et peut étre obtenue comme équation d’Euler sur le “dual régulier”
de X (M, p) (voir [AK9S]).

Dans ce chapitre, nous proposons un autre espace de configuration pour étudier
I’équation d’Euler incompressible lorsque certaines symétries sont présentes.
Notre point de départ est de supposer que le fluide évolue sur l'espace total
d’un fibré principal G — P — B (P étant connexe et orientable) et que la
métrique h” de P, et donc aussi u?” := dvol,r , la forme volume de P induite
par h¥ | est G-invariante. On est alors naturellement amené & considérer non
pas SDiff (P, u*) , mais plutét le groupe SAut (P, 1) des automorphismes de P
qui préservent uf . En d’autres termes, on suppose initialement que le champ
de vecteurs décrivant la vélocité du fluide est G-invariant. Cette approche nous
permet notamment dans la section 2.3 d’écrire les équation d’Euler (lorsqu’il y
a des symétries), comme un systéme de deux équations couplées, I'une vivant
sur 'espace des champs de vecteurs & divergence nulle (pour une certaine forme
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volume) de B, Pautre vivant sur ’algebre de Lie du groupe de jauges Gau (P) de
P . 1l semble que ces équations aient une signification physique (voir [Viz01b] qui
traite le cas particulier ot G = S' et qui met en évidence un champ magnétique
dont Porigine semble étre lié & la présence d’un monopole magnétique de Dirac).

La premiere partie de ce chapitre décrit la structure de groupe de Lie fréchétique
du groupe SDiff(M, 1) des difféomorphismes G-équivariants d une variété com-
pacte M qui préservent une forme de volume p. Les arguments utilisés re-
prennent pour la plupart ceux de Hamilton (voir [Ham82], Theorem 2.5.3.) et
consistent essentiellement a vérifier que les constructions nécessitant le théoreme
d’inversion de Nash-Moser “respectent les symétries” . Dans la section 2.2, I’étude
détaillée de la “structure” d'une forme de volume u G-invariante sur un fibré
principal G — P — B, nous permet de donner une formule d’intégration
(Proposition 2.16) nécessaire pour la détermination des équations d’Euler du
groupe SAut(P, ") (Théoreme 2.37). Enfin dans la section 2.4, nous suivons
de pres 'article [ACMMS89] et montrons (voir Théoréme 2.50), que SAut(P, u?)
est un Gau(P)-fibré principal dont la base est une collection de composantes
connexes de SDiff(B, Vu?) ott VuP est une certaine forme de volume de B

2.1 Le groupe SDiff (M, )¢ en tant que groupe
de Lie fréchétique modéré
Soient M une variété compacte et G un groupe de Lie compacte connexe

agissant sur M . On note ¥ : G x M — M D'action de G sur M et pour g € G,
onnote ¥y : M — M,z +— 9(g,x).

Proposition 2.1 Le groupe Diff(M)% := {¢ € Diff (M) 9400 = poi,, Vg €
G} est un sous-groupe de Lie modéré du groupe Diff (M) dont l’algébre de Lie
est X(M)¢ :={X € X(M)|9,.X = X ,Vg € G}.

Démonstration. Construisons dans un premier temps, une métrique sur M qui
soit G-invariante. Pour cela, nous pouvons prendre une métrique quelconque h
sur M et poser pour x € M, X,,Y, € T,M :

ha(Xo, V) = / (05h)o (X, Vi) €,
@

ou S est une forme de volume G-invariante sur G. On obtient ainsi une

métrique h qui est G-invariante.
Considérons alors I'application pr : QY(M) — QY(M), 6 — 6% avec

1

05X = Gy L 000X

pour X, € T,M . Il apparait que pr est une projection continue. Ceci nous
permet donc d’écrire la somme topologique suivante :

QL (M) = Q1 (M)C @ ker(pr),
et puisque h est G-invariant,

X (M) = X(M)® @ ker(pr), (2.1)
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ott pr : X(M) — X (M) est la projection obtenue & partir de pr en utilisant la
dualité entre TM et T M via la métrique h . Remarquons que la décomposition
(2.1) entraine que X' (M) est un espace de Fréchet modéré (c’est un espace de
Fréchet car X (M)% est fermé dans X (M) et c’est aussi un espace modéré car
X (M) est modéré).

Prenons (U, ¢) la carte “standard” de Diff (M) en I’élément neutre Id construite
& partir de la métrique h, c’est-a-dire (voir la démonstration de la Proposition
B.29 ainsi que la Proposition B.34), o) C X (M) et o~ 1(X)(z) = exp, (X,)
pour X € o(U) CX(M) etz e M.

En restreignant U si nécessaire, nous pouvons supposer que o(U) = Uy x Uy ou
Uy est un ouvert de X (M)% et Us un ouvert de ker(pr) . Faisons deux remarques
liées au fait que la métrique h soit G-invariante :

(i) si X € Uy, alors p~1(X) € Diff (M)9;
(i4) expy, (z) (Vg)s, Xo = Vg (exp, (X)) pour tout € M, pour tout X, €
T,.M et pour tout g € G .

On en déduit facilement d’apres (i) que ¢~ '(U; x {0}) C U n Diff (M)%.
Réciproquement, si X € (i) est tel que ¢~ 1(X) € U N Diff (M)% , alors pour
geqG:

Vg0 (‘P_1<X)) = ((‘P_I(X)) 0 vy
= Yy(exp, (X)) = €XPy (z) Xv,(x) VT € M.

En utilisant (i¢), on obtient finalement
Xﬂg(z) = (199)"& X, Vg € Ga

c’est-a-dire, X € X(M)Y. Ainsi p~}(U; x {0}) = U N Diff (M)“. Le groupe
Diff (M) est donc une sous-variété modérée de Diff (M) en Idys et par trans-
lation, Diff (M)¢ devient un sous-groupe de Lie modéré de Diff (M) . O

Proposition 2.2 Si yu est une forme de volume G-invariante sur M , alors le
groupe SDiff (M, )¢ = {¢ € SDiff(M,p) |9, 0 ¢ = o, Vg € G} est un
sous-groupe de Lie modéré des groupes Diff (M) et SDiff (M, 1), d’algébre de
Lie X (M, p)¢ := X (M, u) N X (M)E.

Pour montrer cette proposition, nous avons besoin de trois lemmes .

Lemme 2.3 (Décomposition de Helmholtz-Hodge) Soit (M,h) une va-
riété riemannienne compacte, connexe sans bord et orientée, de forme vomule
w = dvoly, , la forme volume induite par la métriqgue h. On a la décomposition
sutvante :

X(M)=X(M,p)® VL (M). (2.2)

On peut trouver une démonstration du Lemme 2.3 dans [Arn66], page 341 ou
[dR84] . Remarquons que dans la décomposition (2.2), Pespace VQO(M) est
isomorphe & C§°(M,R) ou C°(M,R) :={f € C*(M,R)| [,, fn=0}.
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Lemme 2.4 Soit G un groupe de Lie compacte, conneze, qui agit par isométries
sur une variété riemannienne (M, h) . On suppose que M est compacte, connexe,
orientée et que l’orientation est donnée par p = dvoly .

St X = X* + Vf est la décomposition de Helmholtz-Hodge d’un champ de
vecteurs X € X(M) (ie. Xt € X(M,u) et f € C(M,R)), alors on a
l’équivalence suivante :

X e X(M)Y & Xt e X(M,u)¢ et feCE(M,R)C.
En d’autres termes,
X(M)G:X(Maﬂ)G@CSO(MaR)G7 (23)

oty C§°(M,R)¢ :={f € C&*(M,R)| fod, = f, Vg € G} (on note
¥ Gx M — M laction de G sur M ).

Démonstration. Soit X = X* +Vf € X(M)%. Pour g€ G, on a :

div (X) = div (X*) + Af
= div(X)=Af (2.4)
= div(X)od,=Afod,. (2.5)

D’autre part, comme X est G-invariant ainsi que la métrique i, on a pour tout
g € G, les relations suivantes :

div(X)od, =div(X) et (Af)ody=A(fod,).
On en déduit d’apres (2.5) que
div(X) = A(fody). (2.6)

Il en résulte d’apres (2.4) et (2.6) que f et f o ¥, vérifient la méme équation
elliptique sur une variété compacte connexe, et nous savons d’apres [Jos02]
que le noyau du Laplacien A sur l'espace C°(M,R) est réduit aux fonctions
constantes. On en déduit que fodd, = f+c(g) ot c(g) € R. Or, comme [, fu=
0, on doit avoir ¢(g) = 0 pour tout g € G, c’est-a-dire f € C§°(M,R)“. Il en
résulte que X* = X — Vf € X(M, ;)¢ puisque X et Vf sont G-invariant.

L’autre implication étant évidente, le lemme est démontré. ([l

Introduisons quelques éléments supplémentaires avant de donner le deuxieme
lemme. Soit (U, p) la carte “standard” de Diff (M) en I'élément neutre Idas
telle que définie dans la démonstration de la Propostion 2.1, construite & partir
d’une métrique G-invariante h (remarquons que l'on peut prendre h telle que
= dvoly). Pour X € p(U), définissons P(X) € C*°(M,R) par

(¢ 1(X) = P(X) p.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer la forme volume p normalisée et
prendre U telle que || o P(X) =1 pour tout X € U . D’apres la décomposition
de Helmholtz-Hodge, nous avons la relation

X(M) = X(M, ) ® Cg° (M, R)
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qui nous permet de définir une application

0 - pU) € X(M) = X (M, p) & C5° (M, R) — X (M, p) & C5° (M, R) ;
' (X, )= (X, P(X+V[)-1).
Nous savons par application du Théoreme d’inversion de Nash-Moser (voir la
démonstration du Théoreme B.41) , que @ est inversible au voisinage de 0 dans

X (M) . Le lemme suivant montre de plus que @ est compatible avec les symétries
de M .

Lemme 2.5 Pour tout voisinage K de 0 dans X (M) suffisamment petit, on a
la relation :

Q(KﬁX(M)G> = Q(K)NX(M)C. (2.7)

Démonstation. D’apres le Théoréeme d’inversion de Nash-Moser, nous pouvons
trouver W C X(M) un voisinage de 0 dans X' (M), Vi un voisinage de 0 dans
X (M, p) et Vo un voisinage de 0 dans C§° (M, R) tels que

Q‘lew Vix Vo =W
soit un difféomorphisme. Faisons deux observations :

e en restreignant U si nécessaire, nous pouvons supposer que p(U) =
V1 x Va;

e par compacité du groupe G et continuité de I'application G' x Vo —
C°(M,R), (g, f) — f oy, nous pouvons trouver Vo C V5 un voisinage
de 0 dans C§°(M,R) tel que si f € Va, alors fod, € V5 pour tout
geGqG.

Montrons que lapphcatlon Q se restreint en un difféomorphisme entre (V; x
Vo) NX(M)C et Q(Vi x Vo) N X(M)C . Pour cela, il suffit de montrer que

Q((Vi x Vo) N X(M)) = Q(Vi x Vo) N X(M)C. (2.8)

D’apres le Lemme (2.4) et parce que la métrique h est G-invariante, I'inclusion
de gauche a droite est évidente. Montrons donc que Q((Vi x Va) N X(M)) 2
Q(Vi x Vo) N X(M)C . Prenons (X, P(X +Vf) — 1) € Q(Vi x Vo) N X(M)®
D’apres le Lemme (2.4), on a

X e X(M, )¢ et P(X +Vf)—1€CF(M,R)C.
On a donc, pour g € G :

(PX+V ) —1) 0ty = P(X+7 /)1

= P(X+Vf)od,—1=P(X+Vf)—1
= ( (X + Vf)) P(X+V f) (car P est G-invariant)
= P(X+V ))):P(X+Vf)
= Q(X f019) QX, f)
Vi €V2
= f019g:f
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car @ est un difféomorphisme sur V; x V. Donc (X, f) € (V4 x ‘72) NX(M)“
et la relation (2.8) est donc vraie. Par suite, on en déduit que la relation (2.7)
est vraie pour tout voisinage K de 0 dans X' (M) suffisamment petit. (]

Démonstration de la Proposition 2.2. Rappelons comment construire une
carte de SDiff (M, i) en 'identité Idy; & partir de Papplication @ . D’apres la
démonstration du Théoreme B.41, nous pouvons choisir le domaine de la carte
(U, ) suffisamment petit pour qu’il existe K1 C X (M, pu) et Ko € C3°(M,R)
deux voisinages de 0 dans X(M, ) et C§°(M,R) respectivement, tels que Q :
o(U) — K1 x Ky soit un difféomorphisme. En notant 4° := U/ N SDiff (M, i) , on

vérifie alors que (US, (Q‘@(us)) o (Lp’us)) est une carte de SDiff (M, i) , ¢’est-

-1
a-dire, ((Q|w(us)) o (<p|us)) (K1 x {0}) =U?® . D’autre part, si I'on choisit U
suffisamment petit, alors d’apres le Lemme 2.5, nous pouvons de plus supposer
que Q(o(U) N X(M)F) = Q(eU)) N X(M)Y. On obtient ainsi le diagramme

commutatif suivant :

Qo) |us

m

e s Ut — 2 K x {0) (2.9)

,

—>K1 XK2

<)0|MG JA Q|§@(L{ j\

1

\4/

(QOSO)’L{G

AS)

1%

e
!

les notations étant évidentes, par exemple, U ¢ := U N Diff (M) . 1l apparait
alors clairement que

(459, (@ ygsi0)) © (#lys.c) = Qo) s
est une carte de SDiff (M, u)¢ (ot USY :=US N UT) et que SDiff (M, 1)< est

une sous-variété de Diff (M) en identité. Par translation, SDiff (M, u)¢ est
aussi un sous-groupe de Lie modéré de Diff (M)© .

Le fait que SDiff (M, 1) soit un sous-groupe de Lie de SDiff (M, ;1) se montre
en utilisant les mémes techniques utilisées ici et dans la Proposition (2.1). O

2.2 Quelques formules d’intégration sur un fibré
principal

Soient G < P 5 B un fibré principal et A une métrique sur P qui soit
G-invariante (on suppose G et P compactes et connexes). Dans cette section
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nous adopterons les notations suivantes :
e J : Px G — P est l'action a droite du groupe de structure G sur
I’espace total P;
e (O, est Uorbite du point = € P par rapport a ’action du groupe G;

3

e pour g € G fixé, onnote ¥, : P — P,z — (g, x);

e pour x € P fixé, on note ¥, : G = O, C P,g+— 9g,x) (remar-
quons que ¥, est un difféomorphisme de G sur O, ce qui nous permet
de considérer 9,1 : O, — G dés qu'on a fixé un point = de l'orbite
considérée) ;

e si X, € T, P pour un certain x € P, alors on note X" la projection
orthogonale de X, sur 7,0, et X" la composante de X, perpendiculaire
aT,0q;

e l'algebre de Lie du groupe G est notée g.

La métrique hP étant G-invariante, cette derniére induit naturellement une 1-

forme de connection 6 € Q!(P, g) qui est définie, pour # € P et X, € T, P,
par :

0.(Xz) = (9, 1., X2 €g. (2.10)
En particulier, on peut vérifier que
(9,)70 = Ad(g™") 0, (2.11)

pour tout g € G. Notons aussi que pour tout champ de vecteurs Z € X(B), il
existe un unique relevé horizontale, que nous noterons Z* € X (P)% , vérifiant
Ty, Zy = Zr(z) poOur tout x € P (voir [KN96a]) .

Le lemme suivant décrit plus en détails la métrique ht .

Lemme 2.6 II existe h® une métrique sur B et h® une structure euclidienne
sur le fibré trivial P x g telles que :

(1) hy(Xe,Ye) = (7" hP) (X0, Ya) + hE(02(Xy), 0:(Ys)) pour tout x € P et
pour tout X, Y, € T, P;

(ii) 7 : (P,h*) — (B, hP) est une submersion riemannienne ;

(#74) hgg(z)(f,C) = h8(Ad(g)&,Ad(g)¢) pour tout ge G, x € P et£,( € g.

Remarque 2.7 Le point (i) du Lemme 2.6 donne une décomposition de la
métrique h* par rapport auz vecteurs horizontauz et verticauz de P .

Remarque 2.8 Pour x € P, ker(m,.,) = 1,0, et Uapplication m,, |(T 0L

(T2 O4)" — Tr(z)B est un isomorphisme linéaire (voir [KN96a]). En particu-
lier, il existe un isomorphisme canonique entre les champs de vecteurs horizon-
taur G-invariants de P et les champs de vecteurs de B .

Démonstration du Lemme 2.6. Pour X, Y € X(P)et z € P,on a :
P (X,, Vo) = hE (X + XV, V2 + YY)
= by (X, Y + by (Xg, Y + by (X5, V) +hy (X, YY)
=0 =0
hy (X3 Y) + by (X7, Y)
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Au vu de la Remarque 2.8, on définit alors la métrique A2 sur B par :

BB () =0 (7 | oy) 7 0 (e |roye) D) (212)

oub € B, u,u € TyB et ot x € P est choisi de telle sorte que w(z) = b (on
peut vérifier que hZ est bien définie) . La formule (2.12) et la Remarque 2.8 nous
donnent alors :

hf(Xa?a Y;ch) = hf(x) (Tr*mXa}ch W*zyagl)

= W2y (T, Xa, 7., Ya)

(x

= (7hP)u(Xs, YVa) (2.13)

On en déduit en particulier que 7 : (P,hf) — (B,hP) est une submersion
riemannienne .
Sur la partie verticale, nous avons :

BE (X2, v2) = hE((9), 6.(X2), (92), 0a(Y2)).

Pour x € P, définissons h$ par :

pa(e €)=t ((02),. 6 (02). ).

ou ¢, ¢ € g (on peut voir h? comme une structure euclidienne sur le fibré P x g) .
Ainsi,

WYX YE) = b (0n(XD). 0(¥2)) = 8 (02(X0). 0,(V2)) . (204)

Des formules (2.14) et (2.13), on en déduit (7).
Montrons (iii) . L’invariance de h¥ et la formule (2.11) impliquent, pour = € P
et g € GG, les équivalences suivantes :

& B8, (90,0 (0)er X2, 00,000 ((9), V) ) = 12 (0 (X2), 0. (v2))
& B (Ad(g_l)em (X7), Ad(g™")0 (Y;)) = hg (ez (X?), 0, (Y;)) .
Par suite, h® vérifie :
pour tout &, € g. O
A présent, supposons que P et B soient orientées, nous pouvons considérer
1 | la forme volume induite sur P par la métrique h” ainsi que p?, la forme

volume de B induite par hZ. Tout comme pour la métrique A, nous allons
détailler la forme volume pf .
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Lemme 2.9 Soit (E, h) un espace euclidien de dimension finie orienté. On
suppose que E = E1 ® Ey et que h = pih®r + pih? ou hFi est une métrique de
E; et p; : E1 & Ey — FE; la projection canonique. Alors, si Eq est muni d’une
certaine orientation, on a :

= pi P Ay

ou u¥ , uP désignent les formes volumes associées aux métriques h, h¥ (par
convention, une base {f1,..., fm} de Ea est positive si et seulement si la famille
{e1, .., en, f1, ., fm} est une base positive de E dés que {eq,...,e,} est une base
positive de E7) .

Démonstration. Soient {e1, ..., e,} une base positive de E; et {f1, ..., fm } une

base positive de Es dont les bases duales canoniquement associées sont res-

pectivement {ej,...,ex} et {ff,..., /i }. Notons hgl := h¥(e;,e;) pour i,j €
{1,...,n} et hg? = hE2(f;, f;) pour i,j € {1,...,m}. On a d'une part

E 3 E 3 * * * *

p = (det(hijl))2 (det(hij?))2 EYNNEENFTN NS

D’autre part,

pFr = det (hf;—l)% el

1/\---/\62

E By

= piuPt=det (W2 el A Ael.

n

De méme, pj pf2 = det (hf;-"‘)% fi A~ A fr. Ainsi,

1 1
pi P Ay p = (det () ® (det (h?)) 2 el A Aen AfY A=A fr = i
ce qui prouve le lemme. O

Appliquons le Lemme 2.9 & u” . Prenons 2 € P et notons :
o [ = (Txox)l; Ey :=T,0,;
o WP (&, &) = (7hM), (&1, &) pour &1, & € By ;
o hi2(&, &) == h(0:(&1), 02(E2)) pour &1,&2 € Bo.

Pour i € {1,2}, h¥ est une métrique sur E; et I'on a hl = pihfr + psh¥? on
pi : E1 @& Es — E; est la projection canonique. Puisque ’on suppose la variété

B orientée, I'espace E; est aussi orienté par l'isomorphisme 7, B () B -
On oriente E> comme dans le Lemme 2.9. On a alors :
py = pi ™t Aps (2.15)

Remarque 2.10 La donnée d’une orientation sur P ainsi que d’une orienta-
tion sur B induit une orientation sur G de la fagon suivante : pour x € P, les
espaces 1,0, et g sont isomorphes via l’application Gm‘TIOI : 17,0, —g. Or
Uespace T, O, étant orienté (voir ci-dessus), l’algébre de Lie g est aussi orientée
et induit une orientation sur G . Cette orientation ne dépend pas du point x € P .
En effet, si p8 désigne la forme volume de g induite par la métrique hE , il est
clair que pg dépend de fagon continue de x € P et l'orientation induite par uf
ne peut donc pas étre inversée.
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Lemme 2.11 Avec les notations introduites ci-dessus, on a la formule :
Py = (7 "), (2.16)

Démonstration. Prenons (U, ) une carte positive en w(x) de B de coor-
données locales {1, ..., 2, } . On en déduit une base positive de E; :

-1 9 .
{(mw El) ' oz, W(z), 1= 1,...,n}.

Pour i € {1,...,n}, notons

el

m(x)

On a alors : )
pft = det (hib;.l)? e’{|E1 RERWA efL|E1
avec
hiEjl = hP (e e5) = hf(z)(w*m €i, T, €5)
0 0
hB | = — = (hB :
ﬂx)(axi w(@) 0%j 77(9:)) (i o mle)

Ainsi, p} pPr = (det (hg)% om)(x)el A---Aek.
D’autre part,

(T uB)e(er, oen) = uf@)(mm €1y eeey T, €n)
0 0
_ B
= Nw(z) <ax ,...,% )
Tlr(x) " ln(x)

(det (hg)5 om)(x)
ce qui implique que
* 1 * * *
(7" ") = (det (h3)2 om)(2) €T A -+~ Aey, = pip”
et donc p} = (7*pP), . O

Lemme 2.12 Avec les notations introduites avant le Lemme 2.11, on a la for-
mule :

ps =605 g (2.17)

ot 18 est la forme volume sur g induite par la métrique he (voir Remarque 2.10)
et ou O 18 est le tiré en arriére de p2 par Uapplication linéaire 0, : T, P — g.

Démonstration. Soit {&1, ..., £ } une base positive de g (voir la Remarque 2.10
pour la question de lorientation de g). La famille {(¢4)«, &1,y (O)x, Em} €St
une base positive de Ey et on a la formule :

pP = et (1) (00), &) Ao A (0., 60) (218)
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ot “4” : By — B3 désigne I'opérateur de dualisation via la métrique hZ2 . Or,
B = P ()., & (02)-, )

1 (0 ((92)-. &), 0:((02)-. &)
R &5) = (h):s (2.19)

et on peut vérifier, pour u € FE5, que

(90..6) u=E0w) = (W) = (0:9).) €. @)

Des formules (2.19) et (2.20) appliquées a (2.18), on en déduit :

wi = e (00))" ((0.) ) een (020 €6
— det ((hg)ij)% ((19;1)*6)* (€A AE)
= (w:h..) .
Par suite,
pin =03 (021)..) 18 = (0, 0p2) 18 = 07 ud
ce qui est la formule cherchée. O

Des lemmes 2.11 et 2.12, on en déduit grace a la formule (2.15) que

py = (7" uP)e NG g (2:21)

G

Introduisons une forme volume v~ sur G qui soit bi-invariante et normalisée

(c’est possible car G est compact et connexe). Pour x € P, notons V (z) 'unique

réel vérifiant ‘7(3:) -v¢ = pf. La G-invariance de pu? implique que V =V or
pour un certain V € C*(B,R% ). En résumé,

Proposition 2.13 Il existe V € C(B,RY) telle que
pt = (VuPynor e, (2.22)
ot 0* VS € Q™ (P) (m = dim(G)) est définie par

(0" VE )X, oy Xon) = 1 (02(X1), 0,00 (X))
pourx € P et Xy,..., X, €T, P.

Pour donner une interprétation géométrique de la fonction V', faisons la re-
marque suivante.

Remarque 2.14 Pour x € P, l'orbite O, de P passant par x est canonique-
ment orientée via ’application orbitale ¥, : G = O, . Cette orientation sur O
ne dépend pas de lapplication orbitale utilisée car pour g € G, la connexité de
G implique que Uapplication Uy () : G = O, induise la méme orientation. On
peut donc considérer sans ambiguités la forme volume = de O, induite par la
restriction de la métrique h* a O, .

40



Lemme 2.15 Pour xz € P, on a la formule :
pfs = (Vom)(z)  (9;4) %, (2.23)
En particulier, V (m(z)) = Vol (O,).
Démonstration. Notons f € C*°(O,,R) 'unique application vérifiant
(Vom)(a)- 071 vE = f- 0. (2.24)
Prenons g € G'. Les formes v“ et y©= étant G-invariantes, on a :
(Vom)(a)- (071" vE = [ 4O
= Oy ((Vom@)- @) v¢) =5/ uo)
= (Vom)(a)-( 95 0, ) v = fod, u%

x

= (Vom)(z) - (9;) v¢ = for, u. (2.25)

x

= Lgoz9_1

D’apres les relations (2.24) et (2.25), on en déduit que f o ¥, = f pour tout
g € G. Ceci implique que f est constante sur O, . Montrons de plus que f(z) =
1. Prenons {uq, ..., 4y, } une base orthonormée positive de T,,O, (on suppose la
dimension de G égale & m). Faisons deux observations concernant I’application
9””|Tmoz = W; s, 1 (20, hP|TIOz) — (g, h9). Cette application est :

e une isométrie d’apres le point (i) du Lemme 2.6 ;

e un isomorphisme qui préserve l'orientation d’apres la Remarque 2.10.

On en déduit que {(9;1)+, w1, ..., (97 1)«, un, } est une base orthonormée positive
de g. Par suite,

(f(m) -uOm)z(ul, e Up) = ((v om)(z) - (931)* VG)gc(ul, ey Upn)

= f(@)=(Vom)(z) 1C ((ﬁ;l)m Uty ooy (971, un>
= S(@) = 8 (07, w1, (97, )
1

ce qui montre le lemme. O

Pour finir cette section, donnons une formule d’intégration .

Proposition 2.16 Pour f € C®(B,R), on a la formule suivante :
/(fOW)-uP=/f-VuB- (2.26)
P B

La Proposition 2.16 se montre au moyen de deux lemmes.
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Lemme 2.17 Soient Fq, Fs deux espaces vectoriels de dimension respectives n
et m, p € (A"EF)\{0} et p; : E := Ey X By — FE; la projection canonique
associée (i =1,2). Pour o« € A™E*, on a la formule :

pIuNa=pluha, (2.27)

ot & € AME* est définie, pour (uy,v1), ..., (Um,vm) € E, par :
ziauhvgwnxumﬂmg);:(xgoﬂq%.%(oﬂmg). (2.28)
Démonstration. Prenons {z1, ..., z,} une base de Ey, {y1, ..., ym } une base de

E5 et notons {z1, ..., zntm} := {(21,0), ..., (0,0),(0,41), ..., (0, ym)} la base de
FE canoniquement associée. Notons aussi

o p=rK-]N--- Nz}, k€ R*;
* *
e o= E a’ilu-imlzil/\.“/\zim’
1<igp<-<im<n+m
On a alors,
* * * * *
PIuANC=K-2N--- Nz, A E iy iy iy N N2
1<iy << <n+m
=K E Qi 2L N N2y N2 N N2

1<ii < <im<n+m
= A ANzENzZE A AzE
= KOntl..n+m " 21 N Zy N 21 N N Zpgm

:f-@a<(0,y1),...,(0,ym)) SN N2 (2.29)

D’autre part, si

~ ~ * *
o= 5 Qi = 2y N N2
1<i1 <+ <ip <ntm

alors d’apres la formule (2.28),
Qiy iy = a(zil, ~~~;Zim> =

{ a((O,yl), ey (O,ym)) , pour (i1,....im)=(1,...,m); (2.30)

0 sinon .
De (2.30), on en déduit que (2.29) est bien égale & pj p A . O

Pour le deuxiéme lemme, introduisons (U, ¢) une carte trivialisante de B :

7 H(U) UxG
R A1 ’

U

(Papplication ¥ étant G-équivariante).
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Lemme 2.18 On a la formule :
(U u? = (Vopr)- (prf uB) A (pr;‘ I/G) . (2.31)

Démonstration. D’apres la formule (2.22), on a :
(\I’_l)*uP — (\11—1)* ((Voﬂ') '7T*,LLB/\9* Vg)
= (VomoU™lhy. (((\I/_l)*ﬂ'*uB) A ((\1/—1)*9* yf))
(Vopry)- ((mi‘ uB) A ((\D‘l)*e* VG)> : (2.32)

Prenons (z,9) € U x G, u1,...,um € TpB et &, ...,&, € TyG (on suppose la
dimension de G égale & m) afin d’effectuer le calcul suivant :

(IR NZS BN (IR AN N)
= (o749) . (02l (€)oo L (s &) (2.33)

Vg (9(\1,—1)(35@) (q/*_(i’g) (’U,l, 61)> g eensy 9(\1,—1)(1,9) (qj:(ulp,g) (um, fm))> .

Prenons la section locale s : U — P qui caractérise la trivialisation ¥, c’est-a-
dire :

U (2, 9) = Vg (s(x)) = I(s(2),9) ,
pour tout (x,g) € U X G. Prenons i € {1,...,m}. On a :

s

V6 = (0. ()] 1]
= (ﬁg)*s*rul + (195(»0)*(762 )
et donc d’apres la formule (2.11),

Oy (Vi (10061)) = 0, (s0)) (@)esets) + b9, (s() (s)-,61)
= Ad(g™") buia) (52,1) + 6, (o) (D)) - (2.34)
On peut remarquer dans la formule (2.34), que
t9199(s<oz:>) ((193(@)*957;) = (D500 ()05 000 () s, i

(950 @ Vst ) & = (Ly)e & (235)
N— ———— Y

=L, 1

Par suite, en prenant u; = 0 dans la formule (2.33), on obtient :
vy (9<¢1><x,g> (‘I’Qi,w(oaél)),--~79<w71>(x,g> (‘I’ni,g)(oaém)»
= ¢ ((Lgl)*ggl, (Lgl)*ggm> =5 (gl, ...,§m>
= (r309) (0.6, 0.60))

(z,9)
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et le Lemme 2.17 permet de conclure. O

Démonstration de la Proposition 2.16. Soit {(U;,¢;)|i € {1,....,s}} un
atlas de B tel que chaque carte (U;, <pi) soit positive et trivialisante :

U, xG
\\ Al

Soit aussi {((Ui7api),ai> }z e {1, ,s}} une partition de I'unité de B subor-
donnée au recouvrement {U; i € {1,...,s}}.
On oriente U; x G en prenant la classe d’orientation de la forme ((pri)*(Vu?))A
((pré)* VG). Pour cette orientation, ¥; est un difféomorphisme qui préserve
Porientation et on a d’apres le Lemme 2.18 :

/P(fo7r)~uP g/}j(aioﬂ).(foﬂ),up

= [, eem (o w

=1

S

= Z /(]va ((ai-f)o/n‘olll;l> ) (‘1’;1)*;;13

i=1

B Z/ e Deprt) - () (Vi) n () v°)
= ;Volume(G)/U ai'f'VﬂB:/Bf~VuB

i

La proposition est donc démontrée. O

2.3 Les équations d’Euler de SAut (P, u")

Cette section est le coeur de ce chapitre. Pour une algebre de Lie fréchétique
(g, [,]) munie d’une forme bilinéaire continue, symétrique, faiblement non-
dégénérée et définie positive <, >, on peut définir le dual régulier gy, C g* de
g comme étant I'image de 'opérateur injectif continu g — g*, & — <&, .>, et
ainsi considérer, pour § € g, 'opérateur ad*(§) : gy, — ¢* défini pour a € g;,,
et ¢ € g par :

(ad*(§) o, &) == —(e, ad(§) £'). (2.36)

Remarquons que ad*(§) n’est pas forcément a valeurs dans gy, (c’est le cas si
par exemple, ad(£) admet une application transposée par rapport a la métrique
<, >).

44



Définition 2.19 Dans le cas ot ad* () est d valeurs dans Greq DOUT toUut § € g,
l’équation d’Euler associée a l’algébre de Lie g par rapport a la métrique <, >
est par définition :

d

S b
"= —ad " )n, (2.37)

Hb??

ot n est un chemin lisse de gy, €t ou
canonique induit par la métrique <, > .

D Oreg — 8 désigne lopérateur

Remarque 2.20 En dimension finie, l’équation (2.37) est un cas particulier
de l’équations de Lie-Poisson que l’on peut naturellement considérer sur le dual
d’une algébre de Lie munie de sa structure canonique de variété de Poisson
(voir [MR99], [AK98]). Si G est un groupe de Lie dont l’algébre de Lie est g et
possédant une métrique G—invariante, le cas (2.37) correspond a l'équation de
Lie-Poisson par rapport a l’énergie H : g* - R, v — %<o¢b7 a’> et l'on montre
que cette équation décrit les géodésiques du groupe de Lie G (voir [AMRSS]).

Cette section va s’attacher a déterminer les équations d’Euler de 'algebre de
Lie du groupe SAut(P, u”) par rapport & une métrique naturelle (voir (2.46)).

2.3.1 L’identification des espaces X (P, u"')% et X(B,Vu?)®
C=(P,g)¢

Notons
C>®(P,g)" :={f € C®(P,g)|fovy=Ad(g™") f Vg € G}
et définissons ® : X(P)¢ — X(B) ® C=(P,g)“ par :

B(X) = (W*Xh, 9(X“)> : (2.38)

ott X € X(P)Y et ot 'on note 7, X" € X(B) le champ de vecteurs définie pour
z =n(y) € B, par (m, X"), := m,, X]. On peut vérifier par la Remarque 2.8
page 36 et la formule (2.11) que 'application ® est bien définie et est inversible,
Iinverse étant (®~1(X, f))x = X 4+ (02)s, f(2), 00 X € X(B), f € C®(P,g)¢
et z € P. L’espace X (P)% étant une algebre de Lie, X (B)® C>(P,g)% devient
naturellement une algebre de Lie. Plus précisément,

Proposition 2.21 Le crochet de Lie de l'algébre X (B) © C™(P,g)% est donné
par la formule suivante :

(2.5).(2.1)]
(122111010 22 - @y +0(z 2)) ) 239

ot Q € Q%(P,g) est la courbure de la connection 0, c’est-a-dire, Q.(X,Y) =
0.([ X", Y")) pourx € P et X,Y € T, P.

Remarque 2.22 Le signe “—" qui apparait devant le terme (2.39) provient du

fait que lon considére sur X (P)C le crochet de Lie induit par la structure de
groupe de Lie de Aut(P) (voir aussi le point (i) de la Proposition (B.35)).
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Donnons quelques lemmes pour montrer ce résultat.

Lemme 2.23 Soient X,Y € X(P)% tel que Y soit vertical. Alors,
X, Y]a = (9)-, X (001)) (2.40)

oux € P.

Démonstration. On a :

d
[X, Y]z = % . (@i{t)*Lth(m)YLPtX(I) . (241)
D’autre part, Y étant vertical,
d
Yox (o) = ds’Oﬂ(ga%X (), exp (s 9¢5(1)(Y))) . (2.42)

En utilisant I'invariance de X et la formule (2.42) dans (2.41), on obtient donc :

vl = g 2] @ (o(e @ e s0m0m))
d| d d
= G| @ 019(95, exp (30,3 (1) (V) ) = (2B ()
d
= O | erio0) = 0. X (00)
ce qui montre le lemme. U

Le lemme suivant est montré dans [KN96a).
Lemme 2.24 Soient X,Y € X(P)¢ et x € P. On a la formule :
XYM, = [(r XP), (Y + (02, Qu (X, Y1), (2.43)

Démonstration de la Proposition 2.21 Soient X,Y € X(P)% et z € P.
D’apres les lemmes 2.23 et 2.24, on a :

X Y]e = (XY (XY, (XYM, + (X0 Y,
=[x, @YM)] 4 @) (XY + )., XE (60))
~(@)2 Y (0X) + [ (0200007, (92).,000") ]
= (02)-. [0(X"), (V)

- (qu([(mxh), (W*Yh)] , [e(X”) : G(Y”)] +

x

X (H(Y“)) —yh (G(X”)) + QZ(Xh,Yh)>) ,

.
ce qui est bien la formule cherchée. ([l
A présent, si 'on s’intéresse plus particulierement aux champs de vecteurs de

P G-invariant et & divergence nulle par rapport & la forme de volume p” | alors
on a la proposition suivante.
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Proposition 2.25 L’application ® induit un isomorphisme R-linéaire :
X(P,u")% = X(B,ViP) e C™(P,g)°, (2.44)

c’est-a-dire, si X € X(P)Y, alors X € X(P,uf)Y si et seulement si ®(X) €
X(B,VuP) @ C>(P,g)%.

Pour montrer ce résultat, donnons le lemme suivant :
Lemme 2.26 Pour X € X(P)¢, on a :

(i) X(Vor)= ((W*X)(V)> o

(i) Lx(m*uB) =n* (EW*X(/J,B)) = (divys (mX)om) -7 u?;
(iii) (7*uB) A Lx(0*vE) =0.

Démonstration. Le point (7) est évident. Montrons (¢¢) . En utilisant la relation
7o X =@~ o7, on constate que

. d
Lx(m MB) T nt

4
dt

d
X**B:
O(SOt)WM dt

T X
0 (Sot o dt

() P = (La.x (u7)).

rI—

dt

0

Montrons (iii) . Prenons z € P et X,Y € X(P)¢ tel que Y soit vertical. Alors,

— d X\ * o i X
(Ex0a(0) = | ((60) () = dt‘o“’mm((% ).%2)
|l
~dtl, TR i £ (2.45)

Si dans I'équation (2.45), on regarde Y, comme un élément de 7,0, et o
comme un difféomorphisme entre O, et ng (z) » alors,

d _ d _
(Lx0)s(Ys) = dt (19%’1(@) © ‘pf()*myx = dt (V2 1)*me =0
0 —_—— 0

=91

x

Par suite, la forme £x(0*vS) ne dépend que des champs de vecteurs horizon-
taux de P ce qui, d’aprés le Lemme 2.17, implique (4i7) . |

Démonstration de la Proposition 2.25. Soit X € X(P)“. D’aprés la for-
mule (2.22) page 40 et le Lemme 2.26 , on a :

Lxpt = £X<(V07r)~7r*uBA0*V§>
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= X(Vorm) - muP AO*vE + (Vor) Lx(x*uP)no*vE
+ (Vom)-m*uB A Lx (6" vE)

= ((W*X)(V)> o - ﬁ pf + (diV#B (me X) o7r) uf

= (((W*X)(V)) . % +div,s (mX)) om-uf
= (divvps (W*X)) om-ub.
Ainsi,
div,r (X) = (divvﬂs (W*X)) o,

ce qui montre la proposition. O

Enfin, les espaces X (B,Vu?B) et C°(P,g)¢ étant fermés dans les espaces de
Fréchet X(B) et C*°(P,g), on obtient naturellement une structure d’espace
fréchétique sur X (B,VuB) @ C=(P,g)¢. Notons alors ® : X(P,uP)¢ —
X(B,VuP) @ C=(P,g)¢ la restriction de ® & X (P, u”).

Lemme 2.27 L’application ® est un isomorphisme R—linéaire continu entre
espaces de Fréchet.

Démonstration. Nous savons déja par la Proposition 2.25, que ® est une
bijection. Montrons que ® est continue. Si nous prenons « un chemin lisse de
X (P, )&, alors d’apres la caractérisation des courbes lisses d'un espace de
sections et d’apres la définition de ® (voir la formule (2.38)), il apparait que ®o«
est un chemin lisse de X (B, Vu?) @ C=(P,g)¢ . Ceci implique que ® est lisse,
et en particulier, ® est continue. Le méme raisonnement pouvant s’appliquer a
&1 le lemme s’en déduit. ([

Remarque 2.28 De la Proposition 2.21 et du Lemme 2.27, on en déduit que les
espaces X (P, ut)¢ et X(B,V uP)oC> (P, g)¢ sont isomorphes dans la catégorie
des algébres de Lie fréchétiques.

2.3.2 Le dual régulier de X (P, ut)“
G

Considérons le produit scalaire suivant sur Uespace X (P, u)¢ :
<X,Y>:= / hP(X,,Yy) - u”, (2.46)
P

pour X,Y € X (P, u")¢. Ce produit scalaire induit une métrique sur I’espace
X(B,VuB) @ C>(P,g)¢ via I'application ® (voir Proposition 2.25) :

<(X, ) (X f)> = /P W@ (X, f)y &K f)a)

pour (X, f), (X', f') € X(B,VuP) ® C>(P,g)¢. Si I'on détaille cette formule
en utilisant la forme explicite de la métrique h? (voir Lemme 2.6), ainsi que la
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Proposition 2.16, on obtient :
<(X, ), (X7, f)>
= [ HE (X @) ) X+ @) £ ) "

= [ (X 00) [ ) s @)t
P P

= [ 1y (oo (X)) -+ [ 18700 ) "

= [ (e x) Vit 4 [ ma(@). f@) a2
B P

Notons X* := hB(X, .) € Q'(B) la forme différentielle “duale” de X et f* :=
he(f,.) € C=(P,g") ={f € C(P.g*) | fo i, = Ad"(g7") f,¥g € G} . Avec
ces notations, la formule (2.47) s’écrit :

<(X7f)7(X/’f/)>:/BXn(X/)'VMB+L(fu($>7f/(x)>':U’Pa (248)

ou (., .) désigne 'accouplement entre g et g*.

Notons alors A : X(B,VuP) @ C<(P,g)¢ — (X(B,VMB) @ C>(P, g)G> ,

(“*” désignant le dual topologique), ’opérateur continu et injectif de dualisation

qui est défini par A((X, f)) = <(X, f),.>.

Définition 2.29 Le dual régulier (X(B, VuB)YpC>=(P, g)G> de X(B,VuP)®
reg

C>=(P, )% est par définition limage de U'opérateur A dans le dual topologique
de X(B,VuP) & C>(P,g)¢.

Proposition 2.30 On a un isomorphisme entre espaces fréchétiques

ot W est définie pour (X, f) € X(B,VuB)® C>(P,g)% par :

@(A((x: f))) = ([Xﬁ],fﬁ) . (2.50)

Nous allons montrer la Proposition 2.30 au moyen de deux lemmes, le premier
étant une légere généralisation de la décomposition de Helmholtz-Hodge (voir
Lemme 2.3).

@ C*(P,g")°, (2.49)

Lemme 2.31 (Décomposition de Helmholtz-Hodge) Soit (M, g) une va-
riété riemannienne, compacte, sans bord, connexe, orientable et orientée par la
forme de volume p induite par la métrique g. Pour f € C*(M,R%), on a la
décomposition suivante :

X(M)=X(M,p) @ fVQ°(M). (2.51

)
Démonstration. Prenons X € X' (M) et supposons que la décomposition (2.51)
existe. On peut alors écrire X = X* + fVp pour X* € X(M,pu), p € Q°(M),
et 'on a :

div,,(X) = div,(FVp) = (df)(Vp) + FOp. (2.52)
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Considérons alors un chemin continu f : [0,1] — C*(M, R%) tel que fo=1
et fi = f. Notons aussi pour ¢t € [0,1], I; : C°(M,R) — C3°(M,R) := {h €
C>®(M,R)| [,,; h-p =0} Popérateur défini par I;(p) := (df;)(Vp) + feLAp pour
p € C°(M,R). Sans entrer dans les détails des espaces de Sobolev, il apparait
que I; est un chemin continu d’opérateurs elliptiques, et pour tout ¢ € [0, 1],
le noyau de I; est de dimension 1 (cela provient du fait que localement I; est
sans terme constant, et pour un tel opérateur elliptique, le noyau est toujours
constitué des fonctions constantes, voir [Jos02] ou le Lemme B.40). De plus,
d’apres un résultat classique sur le laplacien d’une variété riemannienne com-
pacte orientable, 'opérateur A : C*°(M,R) — C§°(M,R) est surjectif (voir
par exemple [Heb96]). Ceci implique que Ind(I1) = Ind(Ily) =1—-0=1. On en
déduit que I est surjectif, en particulier, I’équation (2.52) admet une unique
solution définie & une constante réelle pres. Si ’on prend une fonction p solution
de (2.52), on constate alors que X = (X — fVp) + fVp est la décomposition de
X cherchée. O

Le deuxieme lemme concerne la topologie d’espace fréchétique que l'on peut
mettre sur (Q'(B)/dQ°(B)) & C>=(P,g*)¢ .

Lemme 2.32 L’espace d2°(B) est fermé dans Q*(B). En particulier, le quo-
tient QY (B)/dQ°(B) est un espace de Fréchet.

Démonstration. Prenons (f,,)nen une suite de Q°(B) telle que df, — a €
QY(B) pour un certain a € Q*(B). Nous devons montrer que la forme a est
exacte. Pour ce faire, il nous suffit de montrer que l'intégrale de a sur tout
chemin lisse fermé de B est nulle.

Soit alors ¢ : S — B un chemin lisse fermé de B . Par continuité de I'intégration
(curviligne) sur I'espace Q*(B), on a :

/a:/ lim (df,,) = lim /dfn:o,

ce qui montre le lemme. [l

L’ensemble C*°(P, g*) étant fermé dans I'espace de Fréchet C>°(P, g*), il en
résulte que C° (P, g*)¢ est naturellement un espace de Fréchet et on en déduit
d’aprés le Lemme 2.32, que la somme directe (Q'(B)/dQ°(B)) & C*°(P,g*)“
est un espace de Fréchet.

Remarque 2.33 Le Lemme 2.32 implique que la somme apparaissant en (2.51)
est topologique.

Démonstration de la Proposition 2.30. Nous allons construire explicite-
ment un inverse de Yo A . Pour ce faire, nous pouvons remarquer que les relations
X(B,VuP) = (1/V)X(B, uP) et X(B) = X(B, u?) ® VVQ°(B) (voir Lemme
2.31) impliquent la décomposition X' (B) = X (B, V u?)® VQ°(B) . Notons alors
P : X(B) — X(B,VuP) la projection associée. On peut vérifier que I’appli-
cation (!(B)/d2(B)) & C=(P,g")¢ — X(B,Vu®) & C=(P,g)¢ ,([a],{) -

(P(a”), (") est I'inverse de 'application Wo A (ici “”” désigne 'opérateur inverse
de dualisation “¥#7).
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Pour la continuité de ¥ o A et de son inverse, on peut utiliser des arguments
similaires & ceux utilisés dans le Lemme 2.27. (]

Remarque 2.34 Les deux espaces vectoriels (X(B, VuP) o C“(P,g)G) et

reg

(Ql(B)/d QO(B)) ® C>®(P,g*)¥ étant linéairement isomorphes via l’application
U, il en résulte que X(B,VuB)oC>=(P,g)% et (Ql(B)/d QO(B)) ©C>®(P,g*)¢

sont naturellement couplés, l'accouplement étant donné d’apres la relation (2.48)
par la formule :

(010 (%.0) = [ a(x)- v+ [ €n)-. (253)

pour o € QN (B), £ € C®(P,g")%, X € X(B,VuP) et f € C®(P,g)“.

Donnons un diagramme pour résumer la situation :

X (P, pP)° S xBVMeC P (250
| L
g *
=\ (¥B.Vu?) & Cx(Po))
(=
S\ -
(X (P "))~ (2(B)/dQ0(B)) & C=(P.g")°

Ici, A correspond a l'opérateur de dualisation associé a la métrique <., .>
définie en (2.46) sur X (P, u7) et (X (P, uP)G):eg désigne 'image de 1’opérateur

A dans I’espace (X (P, uf )G)* Les fleches en pointillé indiquent les espaces
couplés.

2.3.3 Détermination des équations d’Euler

Avec les différentes identifications montrées précédemment, X (P, ur )¢ =
X(B,ViP)oC=(P,9)° ot (X(P,p")0)",, = (21(B)/d00(B)) & C=(P.g")°,
nous pouvons donner une réalisation géométrique de I'application ad* associée
a Palgebre de Lie X(P,u?)¢ :

Proposition 2.35 Pour X € X(B,Vu®B), f € C®(P,g)¢, a € QY(B) et
€€ C=(P,g")%, on a la formule
ad™(X, f)([a],€) =

([ £xa= (&) + (€ ix- Q)] —ad"(£)§ = X*(©)) (2:55)

ot (&,df) et (&,ix+Q) sont deuz 1-formes de B définies pour b € B, Z € X(B)
et x € P tel que m(x) = b par :

(&d)y(2) 1= (&), ()22 (2.56)
et (€ix-0,(%) = (&), X Z0) (2.57)
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Remarque 2.36 On peut vérifier que les formes définies en (2.56) et en (2.57)
sont bien définies.

Démonstration de la Proposition 2.35. Prenons X, X' € X(B,Vu?),

[ € C=(Pg)%, a€ QN (B) et £ € C=(P,g")"

(2.48) et la Remarque 2.34, on a :

(o

4" (X, f)([a]. &), (X', f’)) = ~(([a).©). ad(X. (X' 1))

(teh¢
/ ) Vil +

LS XT() = (X () + (X, <X’>*>))

. D’apres les formules (2.39),

/ (& 1 £1+ X7(7) = (X7 (F) + X", (X)) - e
,

Nous allons calculer chaque terme séparément. On a :

[ axxn vt = [ anipanVit) = [ anitrixlva®)

Z/ OéAﬁxiX/(VMB)—/ Oz/\’L'Xlﬁx(V/JB)
B B T

N ‘/ (Lxa)(X')-Vi?.
B

/ L) 1 = / (&.ad(F)(f") - 1"
P P

:f/ (ad*(F)E, ') - u”
P

Jexunat =[x - [ @
—— [ @)t
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Ainsi,

(ad* (X, 1) ([a),©), (X',1)) :/

B

P e N

(- £xo - (E€d) + (€ ix- ) (x) - Vi
[ (Fae-x©. 1) u"
= ([~ xa- €@ + (€ ix-0)] ~ad" (1€ - X(O). (X' 1))

ce qui montre la proposition. ([l

Théoréme 2.37 Les équations d’Euler du groupe SAut(P,u”) sur le dual
régulier de X (P, u*)¢ s’écrivent :

d — —

Zlal = [~ Lxa—(6d)+ (Eix-Q);

L ) (2.63)
SE o= ' (HE- X7,

ot X € X(B,VuP), a € QY(B), f € C®(P,g)%, £ € C®(P,g*)% (ces quan-
tités étant dépendantes du temps) et ot

ft=¢, clest-a-dire, &(x) := he(f(z),.) pour z € P;
[X#] = [a] ou X! :=hB(X,,.) pour z € B.

Remarque 2.38 Si la structure euclidienne h® sur P X g est constante (i.e.
indépendante des fibres), alors :

—~ 1 P
o (&df)=5d(|IfI2). et done [(&,df)] =0
e la fonction V € C*°(B,R%) est constante et X(B,Vu®?) = X(B,u").
Remarque 2.39 Si la structure euclidienne h® sur P X g est indépendante des

fibres et si la courbure Q du fibré G — P — B est nulle, alors la premiére
équation du systéme (2.63) se réduit & 'équation autonome :

d
—lo] = [— Lxa]. (2.64)

Le systéme (2.63) décrit dans ce cas le mouvement passif d’un fluide idéal (voir
[Viz01a/, [Hat94]).

Remarque 2.40 En utilisant la formule Lx(X*) = (VxX)* + 2d(hP(X, X))
pour X € X(B) (voir [AK98]), on constate que la premiére équation du systéme
(2.63) est équivalente & :

d ——b

—— b

oti p € C*(B,R) est déterminée par la condition divy,5(X) =0.

Si lon spécialise le cas ot P est un fibré en cercle avec dim(B) = 3, et si h?
est donnée par la formule h&(p, 0) := po pour € P et p, o € R (on identifie
l'algebre de Lie de S1 avec R), alors :
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e la courbure ) se projette en une 2-forme € € 02 (B) . De méme, toute
fonction f € C’OO(P,g)S1 se projette en une fonction f € C*>°(B,g).
e On peut définir un champ de vecteurs B € X (B, u?) par la relation
i 1B = Q-
s - = )
e on a la formule X x B = (ix ﬁ)b pour tout champ de vecteurs X €
X(B).
Dans ces conditions, il est facile de voir que le systéme (2.63) se réécrit :
X=-VxX+fXxB+Vp;
d - _
—f==-X(f).
SF=-X()

Il s’agit des équations de superconductivité qui décrivent ’évolution d’un fluide
parfait chargé en présence d'un champ magnétique B . Le champ de vecteurs

X décrit la vélocité des particules du gaze chargé et f représente la densité de
charge (voir [Viz01b]) .

(2.66)

Remarque 2.41 L’apparition d’un champ magnétique B dans le systéme (2.66)
n’est pas surprenant car en théorie de jauge, un champ électromagnétique est
completement décrit par la courbure de la 1-forme de connection associée a un
S1—fibré principal. Le cas ou n’apparait qu’un champ magnétique (comme dans
le systéme (2.66)) semble relever plus particuliérement du cas lié & la présence
d’un monopole magnétique de Dirac (voir [Nab00], chapter 2).

2.4 Le groupe SAut (P, ") en tant qu’espace to-
tal d’un Gau(P)-fibré principal

2.4.1 La structure de fibré principal de SAut (P, u”)

Pour ¢ € Aut(P), notons ¢ € Diff(B) l'unique difféomorphisme de B
vérifiant :

pom=mop. (2.67)

Nous pouvons remarquer que Uapplication p : Aut(P) — Diff(B), ¢ — @ est
un morphisme de groupes.

Proposition 2.42 Un automorphisme ¢ € Aut(P) appartient ¢ SAut (P, u®)
si et seulement si ¢ € SDiff (B, VuP).

Démonstration. D’apres la formule (2.22) page 40, on a :
et = ((V om) 7 AO* ”@G)
= (Vomoyp)- ((p*ﬂ*,uB) A (gp*e*ug) . (2.68)

Afin de faciliter le calcul, pour ¢ € Aut(P), notons f¥ € C°°(B,R*), la fonction
déterminée par la relation *u? = f% - u. On a alors :

(Vo7ro<p)'(gp*7r*u3> = (Vo@ow)~(ﬂoap)*uB:(Vo@ow)~(@ow)*uB
= (Vogom) n*g*u’ = (Vogom) n*(f7 u”)
= (Vo@'ow)-(fwoW)-ﬂ*uB. (269)
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D’autre part, pour x € P, et pour des vecteurs tangents verticaux uq, ..., U, €
T, P (on suppose dim(G) =m), on a :

(¢ Ev9) (uremn) = OV (Pt )
(V) (Ot (P 12)s s Ot (0, 0m) )
= 9@ 0awr) s (£70)uum) )

Le difféomorphisme ¢ étant G-équivariant, on peut montrer que ¢*f est une
forme de connexion. En particulier, les vecteurs u; étant verticaux, (¢*6),(u;) =
0 (u;) pour ¢ € {1,...,m}, et ainsi

(W*(Q*V§>>m(u17---,um) = (Vf)(@m(ul),...,ﬂx(um))
= (0" oy, oy ) . (2.70)

Etant donnés le Lemme 2.17 et les formules (2.70) et (2.69), on obtient alors :

Voporm-ffomr p

ou” = (Vogom) - (f*om) nuP AOWE =

Vom
et donc,
> . fe
R N Vogporm-f °m _ o fPon= V~ o
Vor Voo
v v
= e _ _ o ~% B: _. B
f Vog T VM Tyos ok
& gy =vu®
ce qui montre la proposition. ([l

Avant de montrer que SAut(P, u*’) est un Gau(P)-fibré principal, ott Gau(P) :=
{¢ € Aut(P)|® = Idp}, nous allons d’abord montrer que Aut(P) est un
Gau(P)-fibré principal. Nous verrons alors par la suite comment utiliser la Pro-
position 2.42 afin d’obtenir un résultat similaire sur le groupe SAut(P, uf).

Rappelons tout d’abord quelques propriétés essentielles du groupe Gau(P), pro-
priétés qui sont développées, ou alors que 1'on peut déduire, de [ACMMS9] et
[KM97] :

Proposition 2.43 ([ACMMS89]) On a :

(i) Le groupe Gau(P) = {p € Aut(P)|¢ = Idg} est un sous-groupe de
Lie fréchétique fermé et plongé du groupe Aut(P) dont ’algébre de Lie
s’identifie aux champs de vecteurs verticaux de P (voir Theorem 3.1 et
Theorem 3.7 de [ACMMS89]) ;

(ii) L’ensemble {f € C®(P,G)|fod, =c,10 f,Vg € G} = C°(P,G)“
(o cy : G — G,h — ghg™!), est un sous-groupe de Lie fréchétique
fermé du groupe de courants C°(P,G) muni de la multiplication ponc-
tuelle (voir [PS86]), et dont l’algébre de Lie s’identifie a l’espace fréché-
tique C*(P,g)% := {f € C*(P,g) | f oy = Ad(g™") f ,Vg € G};

55



(ii7) on a un isomorphisme de groupes de Lie fréchétiques :
C®(P,G)% — Gau(P), fr 95 (.). (2.71)

Par la suite, nous identifierons souvent Gau(P) avec C*°(P,G)% via 'isomor-
phisme défini en (2.71) . Notons aussi :

o )\ : Aut(P) x Gau(P) — Aut(P) laction & droite du groupe Gau(P)
sur Aut(P), définie par :

(M) @) = D50 (0(@)) (2.72)

pour ¢ € Aut(P), f € Gau(P) et z € P;

e pour X € X(P)?, X € X(B) le champ de vecteur défini par X, :=
T, Xz pour b € B et ou x € P est tel que n(z) = b;

e Diff¥(B) := {¢ € Diff(B) |¢ € Aut(P)} (remarquons d’apres la rela-
tion (2.67), que Diff~(B) est un groupe).

Lemme 2.44 Le groupe Diff~ (B) est une réunion de composantes connexes
de Diff (B) contenant Diff®(B). En particulier, Diff™(B) est naturellement un
groupe de Lie fréchétique modéré.

Démonstration. Soient ¢ € Aut(P) et ¢ un élément de la composante connexe
de Diff(B) contenant @. Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que 3 €

Diff~(B).
Soit ¢ un chemin lisse de Diff(B) joignant ¢ et ¢, c’est-a-dire :
Yo=¢ et =1,
Notons :
d —1
(Kio)ew i= 5| (' a0).

pour tg € [0,1] et g € B. Il apparait que X est un champ de vecteurs de B
dépendant du temps et le flot gof(” de X[ vérifie :

e~

(i) = ppf =it =0

D’on,
x; X~ 1~
(Wrtop)=wi o= 0@ o ="1h.
On en déduit que ¢ = 1)1 = ((piq o (p) appartient bien a Diff ~(B). (]

Lemme 2.45 Si ,v¢ € Aut(P) sont tels que ¢ = 1;, alors DUapplication
Apb) : P— G, o (021) (6(2)), (2.73)

est lisse.
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Démonstration. Prenons U et V deux domaines de cartes trivialisantes de B :

UxG 7r_ V xG

\/m | \/m |

et tels que p(U) C V. Etant donné que ¢ et 1 sont G-équivariants, il existe
5?7, s¥ € C>®(U, Q) telles que pour tout (z,9) €U x G, (VyopoW,')(z,g9) =
((ﬁ(a:) #(x)-g) et (Tyopo¥y ) (2, g) = (§(z),s¥(x)-g) . On a alors, en reprenant
la formule (2.73) de A(y,10) appliquée en un point W' (z,g) € (V) :

CXORE 7 [COR ([ (CEL TR E0)

= (o W) w0) (M) 0 ) (000) ) = (w00 (w0

A(w,w)oqu> (2,9) ((\DV eyo ‘1'51) (z, 9)) = (‘I’V oo \1151) (z,g)
o) e (6@). (@) -9) = (B(a). *(2) - 9)

A(p,p)o¥

= 19(
= 19(
= (B@), @) g+ (A, ¥) 0 05 (@,9)) = (B(e), s (x) - 9).

On en déduit que (A(p,) o U;')(z,9) = g~' - s#(x)~ - s¥(2) - g. Par suite,
Ap, ) est lisse. O

Lemme 2.46 L’action \ : Aut(P) x Gau(P) — Aut(P) est libre et pour tout
o€ Aut(P), ()"t (B(p)) = O, (ici O, désigne Uorbite de ¢ pour laction \).

Démonstration. La liberté de A est évidente.
Soit alors ¢ € (P)~1(p()) . Puisque ¢ = @, nous pouvons définir une application

f € C*(P,Q) par la relation f(z) = 15‘@(195 (¢(x)) pour tout z € P. Cette

application est lisse d’aprés le Lemme 2.45 et Pon peut vérifier que f € Gau(P)
et que ¢ = Ay, f). Ainsi, ¢ € O, et (p) ' (B(¢)) C O, . L'inclusion inverse
étant évidente, le lemme est démontré. O

Lemme 2.47 L’application Aut(P) P, Diff~(B) est lisse et admet des sec-
tions locales.

Démonstration. L’application p étant un morphisme, il suffit de montrer que
cette application possede une section locale au voisinage de Idp dans Diff(B).
Rappelons que  : (P, h?) — (B, h?) est une submersion riemannienne (Lemme
2.6). On a donc la relation :

7 (exp(Xa)) = exPra) (Xn(a)) - (2.74)

pour tout X € X(P)% et z € P. Prenons alors X € X (P)¢ suffisamment proche
de 0 pour que l'application ¢ : P — P, x — exp,(X,) soit un difféomorphisme
de P (remarquons, puisque X et hf” sont G—invariants, que ¢ est G—équivariant,
c’est-a-dire, ¢ € Aut(P)). On constate d’apres la relation (2.74), que p(yp) est
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I’application B — B, x — expm()?z) . On en déduit que 'expression locale de
p dans les “cartes standard” de Aut(P) et Diff™(B), est simplement la pro-
jection X(P)% = X(B) ® C=(P,g)“ — X(B) sur le premier facteur (voir for-
mule (2.38)). Cette application est donc lisse et admet clairement des sections
locales. O

Théoréme 2.48 ([ACMMS89]) On a un fibré principal
Gau(P) — Aut(P) - Diff™(B) (2.75)
ainsi qu’une suite exacte de groupes de Lie fréchétiques modérés :
{e} — Gau(P) — Aut(P) — Diff~(B) — {e} . (2.76)

Démonstration. Soit (®(U), P 1) la carte standard de Diff ~(B) en l'identité,
c’est-a-dire, U C X (B) et ®~! est définie par ®~1(X)(z) := exp, (X, ). Prenons
aussi 0 : ®(U) — Aut(P) une section de . Nous allons construire une carte tri-
vialisante de Aut(P) au-dessus de ®(U) . Considérons le diagramme commutatif
suivant :

v
p (@) ., ®(U) x Gau(P)

p\A@%

o))

ot W) est définie par Ug iy (p) := ({5, A(J(@),gp)) pour ¢ € Aut(P) (voir
le Lemme 2.45 pour la définition de A) . Il apparait que I'application Wg ) est :

e lisse d’apres le Lemme 2.45 et la caractérisation des courbes lisses d’un
espace de sections ;

e bijective, 'inverse étant donné par ’application
B(U) x Gau(P) — (p) " (2MU)), (x.f) = Mo(x), f);

e Gau(P)-équivariante .

On en déduit que ((ﬁ)*l(q)(L{)), ‘I’<1>(u)) est une carte trivialisante de Aut(P).

Par suite, en utilisant les translations, Aut(P) devient un Gau(P)-fibré princi-
pal au-dessus de Diff ~¥(B). O

Revenons & présent au cas des automorphismes de P qui préservent u” . Notons
p : SAut(P, uf’) — SDiff ™ (B, VuB) := {$ € SDiff(B, Vu®B) | p € SAut(P, uf)},
Q.

Lemme 2.49 Le groupe SDiff~(B,VuP) est une réunion de composantes

connezes de SDiff(B,V uP) contenant la composante SDiff°(B,V uP). En par-
ticulier, SDiff~ (B, V u®) est un groupe de Lie fréchétique modéré.

Démonstration. Soit ¢ € SAut(P,u’) et ¢ un élément de la composante
connexe de SDiff(B, V uP) contenant p(p). Comme SDiff(B,V u?) C Diff(B),

on peut, comme dans le Lemme 2.44, trouver v); € Aut(P) tel que ¥; = 1. Mais
comme ¢ € SDiff(B,V u?), la Proposition 2.42 implique que v; € SAut(P, u”)
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et donc ¢ € SDiff™ (B, Vu?). O

Remarquons que I'action ) se restreint en une action sur SAut(P, u?) car pour
f € Gau(P) et ¢ € SAut(P, ut),

—_~— —~—

Mo, f) = 05y 0p) =) 0@ = € SDiff(B, Vu®),

ce qui veut dire d’aprés la Proposition 2.42, que A(g, f) € SAut(P, u*’). Dans
ce contexte, les analogues de tous les lemmes précédents restent valables. Par
exemple, l'existence de sections locales de l’application p : SAut(P,uf) —
SDiff~ (B, VuP) se déduit du Lemme 2.47 (il suffit de prendre des sections
locales données par le Lemme 2.47 et de les retreindre & SDiff ™ (B, VuP)). Par
suite,

Théoréme 2.50 On a un fibré principal
Gau(P) — SAut(P, ") 2> SDiff~ (B, V u®) (2.77)
ainsi qu’une suite exacte de groupes de Lie fréchétiques modérés :
{e} — Gau(P) — SAut(P,u") — SDiff™(B,Vu®) — {e} .  (2.78)

Remarque 2.51 On pourrait retrowver le Théoréme 2.37 a partir du Théoréme
2.50 et en utilisant la description que donne [Viz01b] des géodésiques de lex-
tension d’un groupe de Lie muni d’une métrique invariante.

2.4.2 Le cas d’un fibré principal trivial

Abordons a présent le cas ou le fibré P est trivial, c’est-a-dire P = B x G .
Dans cette situation, nous pouvons observer que,

(i) SDiff™(B, V) = SDiff (B, V5);
(i7) Gau(P) = C*®(B,G);
(i77) l'application o : SDiff(B, V u?) — SAut(P, u”) définie par :

a () (b, 9) = ((b), 9) , (2.79)
pour (b,g) € B x G, est une section globale du fibré (2.77).
L’existence d’une section globale o nous donne de suite,

Proposition 2.52 On a un isomorphisme de groupes de Lie fréchétiques :
SDif(B,VuP) x C*(B,G) = SAut(P,u") (2.80)

Uapplication E étant définie, pour (o, f) € SDiff(B,VuP)xC>®(B,G) et (b, g) €
B x G, par

(B, ) (beg) = (900), £5) - ) - (2.81)
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Démonstration. Le seul point & vérifier est la structure de produit semi-
directe de groupes de Lie fréchétiques sur le produit de variétés SDiff(B, V u?) x
C>(B, Q). Prenons (p, f), (¢, f') € SDiff(B,VuPB) x C=(B,G) et (b,g) €
BxG.Ona:

(2011026 0.9) = Z(e. (01, £0) )
— ((or®). (Fo)®) 1'0)-5) ==(vo'. (Fo¢) 1) 0.9).

Or (o, f) - (¢, ") = (poy, (foyg) - f) pour la structure naturelle de pro-
duit semi-directe sur SDiff(B, Vu?) x C°(B,G) . 1l s’ensuit que = est bien un
isomorphisme de groupes de Lie fréchétiques. 0.

Remarque 2.53 Pour P = B x G avec B =S et V € C>(B,R) constante,
on a donc SAut(P,u”) =2 S* x LG, ou LG := C*(S1, G) est le groupe de lacets
du groupe G (voir [PS86]).
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Chapitre 3

La Grassmannienne
non-linéaire et 1’équation
d’un filament de vorticité

3.1 La Grassmannienne non-linéaire comme variété
fréchétique homogene

Pour une variété M donnée, I’étude des sous-variétés de M, du point de
vue de la géométrie de dimension infinie, amene tres naturellement a considérer
I’ensemble des sous-variétés compactes, connexes et orientées de M comme une
variété fréchétique. Cet ensemble est appelé la Grassmannienne non-linéaire et
est notée Gri(M) (k étant la dimension des sous-variétés considérées). Il y a
essentiellement deux fagons d’appréhender Gry (M) :

e la premiere, qui est amplement développée dans [KM97], consiste a
prendre ¥ € Gri(M) et a considérer l'espace des plongements lisses
Emb (2, M). On peut alors identifier Gri(M) (ou plutét la réunion
de certaines composantes connexes de Gry(M)) comme étant le quo-
tient de Emb (X, M) par rapport & I'action naturelle du groupe Diff ™ (%)
des difféomorphismes de ¥ qui préservent une orientation donnée, sur
Emb (2, M) . On obtient ainsi un fibré principal dans la catégorie des
variétés fréchétiques Difft (X) < Emb (X, M) — Emb (X, M) /Diff (%)
(voir Theorem 44.1., page 474 de [KM97]).

e La deuxieme approche, plus intuitive, consiste a modeler directement
Gri(M) sur des espaces de sections I'geo (X, NX) ot ¥ € Gri(M) et
NY désigne le fibré normal de X2 dans M . Cette approche est esquissée
dans [Ham82].

La premiere partie de cet article s’attache a décrire tres explicitement la construc-
tion ébauchée par Hamilton dans la catégorie des variétés fréchétiques modérées
(“tame” en anglais, voir [Ham82]). La deuxiéme partie fait le lien entre les deux
points de vue cités. Nous y montrons notamment un théoreme analogue au
Theorem 44.1. de [KM97], c’est-a-dire, nous montrons que l’espace des plon-
gements Emb (3, M) est un fibré principal, de groupe de structure Diff" (%) et

62



dont la base est une réunion de certaines composantes connexes de Gry(M).
Enfin dans la troisieme partie, nous montrons que les composantes connexes de
Gri, (M) sont homogenes sous I'action naturelle (et lisse) de Diff®(M), la com-
posante connexe en ’élément neutre du groupe des difféomorphismes de M .
Cette homogénéité est déja mentionnée, mais admise sans preuve, dans [Ism96] .
En revanche, en adoptant le point de vue de [KM97] qui définit la Grassman-
nienne non-linéaire comme le quotient de Emb (X, M) par I'action de Diff" (),
’homogénéité des composantes connexes de Emb (X, M) sous Diff®(M) im-
plique automatiquement I’homogénéité des composantes connexes correspon-
dantes du quotient Emb (X, M) /Diff " (X). C’est cette approche qui est utilisée
dans [HV04]. Ici encore, et contrairement & cette derniére, nous utilisons I’ap-
proche de [Ham82] et regardons Gry (M) comme une collection de sous-variétés
dont la structure différentielle est celle expliquée dans la section 3.1.1. Ce fai-
sant, un travail supplémentaire est nécessaire pour montrer ’homogénéité des
composantes connexes de Gry(M) sous Paction de Diff®(M).

3.1.1 La structure de variété de Gry(M)

Pour munir Gry, (M) d’une structure de variété, nous allons construire expli-
citement un atlas sur Gry (M) . Pour ce faire, prenons ¥ € Gry (M) et introdui-
sons les notations et objets suivants :

e Ox un ouvert contenant la section nulle du fibré normal NY de ¥ dans M ,
convexe fibre par fibre et tel que 'application

Ts : Oy — M ,v e NX,; — exp,(v)

soit un difféomorphisme de Oy sur son image;
o Us :={s€Tc=(E,NX)|s(X) C Og};

e o5 : Us — Gry(M), application définie par px(s) = 7x(s(X)), cette
derniere sous-variété étant munie de I'orientation induite par le difféomor-
phisme ¥ — 7x(s(X)),z — 75(s(z)) .

Montrons que {(¢x(Us), p5')|E € Gri(M)} est un atlas différentiable de
Gr(M) au moyen des deux lemmes suivants.

Lemme 3.1 Pour 31,35 € Gri(M), l’ensemble gogll (s, Us, ) Nes, (Us,)) est
un ouwvert de T'ce (X1, NX1).

Démonstration. Montrons le par I’absurde en supposant que @511 (cpgl (Us,)N
¢x, (Us,)) ne soit pas un ouvert de I'espace métrique I'ce (X1, NX;). On peut
alors trouver une section s € cpgll (s, Us,) N s, (Us,)) et une suite de sec-
tions (sy)nen telles que s, — s dans I'gee (X1, N¥1) et s, & 30511 (@El(ugl) N
¢y, (Us,)) pour tout n € N,

Prenons aussi U un voisinage ouvert de ¥ := ¢y, (s) inclu dans 75, (Ox,) N
T5,(Ox,) . L'ouvert U peut étre vu simultanément comme une fibration (non-
linéaire) au-dessus de X1 et de Xo munie des projections 71 et oy :

mos U — X5,
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Remarquons que 7;|y; : ¥ — X; est un difféomorphisme et que pour z € U on

. mi(z) = TNy, (7‘51_1 (33)) ,

ou 7Ny, : NX; — X; est la projection canonique. Nous allons montrer que
I’application
31— Yo, mi— (mp 0Ty, 08,) (M)

est un difféomorphisme pour n assez grand. Remarquons déja que puisque
$p — sdans Do (31, NX1), 75, (sn(Zl)) C U pour n assez grand, et donc I’ap-
plication ci-dessus a un sens. Nous allons travailler localement, prenons z € X .
Puisque s,, — s dans T'g (381, NX1), il existe y € 3o tel que (ma07s, 08,)(2) —
1. Prenons alors des cartes trivialisantes :

Uy

7-[-]?/'121 (W) W x Rn_k 71'&122 (Q) 0 % Rn—k

WNsxw;/pTl WNQ\QAl

avecx € W C X,y € Q C 3y et telle que (m3 075, 08,) (W) C Q & partir d'un
certain rang.
Nous avons alors :

—1 —1 —1
(7(207-21 osn)(x) = (T‘-sz O\IIQ O\I/Q 07-22 © 5 O\IIW ° w )(-’I;)

(zw)—z (y0) = (71 (y,0),m2 (y,v)) T (@30 (@)

Cette application a pour différentielle :

orl ot . or% L O sy,
O R T e Tl I T
92 Oy 37+37y(3n)*x
ort  ort .
= %—FTy(S")*z
ort  ort .

Bz T oy

La fleche ci-dessus signifie uniquement que nous avons convergence dans un
. . ort ort/~ . . . .
espace de matrices vers la matrice G- + 8—y(s)*z qui est inversible puisque

cette matrice représente la différentielle du difféomorphisme (m2|x) o (m1|x) -t
31 — ¥5. On en déduit qu’a partir d’un certain rang, 'application ¥; —
Yo, m— (Mg 0Tx, 08,)(m) est partout un difféomorphisme local. Pour montrer
que c’est un difféomorphisme globale, il suffit de montrer que cette application
est injective. Si ce n’était jamais le cas, pour tout n € N, on pourrait trouver
Ty Yn € 21, Tn F Yn tels que :

(T2 075, 0 8,)(Tn) = (T2 075, ©5,)(Yn)

pour tout n € N. Par compacité, nous pouvons supposer que x, — T € X
et ¥, — y € X1. En utilisant les semi-normes qui définissent la topologie de
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Tow (X1, NX1) (voir par exemple [Die72], page 236 ou alors le Lemme B.1 de
I’Appendice B), on constate facilement que :

sn(@n) = s(x) et sn(yn) = s(y)

et donc

(mao7s, 0 8n)(Tn) = (m207s, ©8n)(Yn)
! !
(m2oms,)(s()) = (m2oms,)(s(y))
= (mlzom,)(s@) = (mlsom)(sW)
= s(z) = s(y)
= r = y.

Ici on a utilisé le fait que maly : ¥ — g et 75, sont des difféomorphismes.

De plus, nous pouvons supposer (voir Appendice A, Lemme A.4), qu’il existe
une courbe lisse 0 : R — Oy, C T'ow (X1, NX1) de To (X1, NX1) telle que
o1 =8, €t opg=s.

Considérons alors I’application suivante :

A:RXxZE —>RxIy, (t,z) — (L (m207s, 00y)(2)).

Id 0
A*(o,m) - ( * (7‘[‘2 0Ty, © 8)*1 )

est un isomorphisme puisque l'application mp o 75, 05 = (wz\g) o <7T1|2)_1 est
un difféomorphisme. On en déduit que A est un difféomorphisme local en (0, z) .
Mais alors, de part ’équivalence suivante :

On a que

1 1
(7T2 0Ts, © Sn)(‘rn) = (7T2 0Ty, © sn)(yn) ~ A<n7$n> = A(, yn> s
n

il en résulte que pour n assez grand, x,, = y,, A devenant injective au voisinage
de (0,z) = (0,y), d’olt une contradiction. On en déduit donc que pour n assez
grand, ma 0 753, 08, @ X1 — X2 est un difféomorphisme.

Ce dernier résultat entraine que ¢3! (o, Us,) N @x, (Us,)) est un ouvert de
Fcoc (21, NZl) car

(2 (Sn) = P, (T{‘,; 0Ty, © (71—2 0Tg, © Sn)_l) € ¥x, (Uzz)

= sn € o5 (om, Us,) Nes, (Us,))

ce qui est une contradiction avec notre hypothese. ([

Lemme 3.2 L’application

P50 ps, 1 s (ox, Us,) Nes, (Us,)) = ext (ox, Us,) N s, (Us,))

est lisse modérée (“tame” en anglais, voir par exemple [Ham82]).
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Démonstration. Prenons 1, 32,3 := ¢y, (s) et U comme dans le Lemme 3.1.
Nous allons montrer que ’application ci-dessus est lisse modérée sur un voisinage
de s dans ¢~ (X1, NX) . En fait, nous avons déja vu qu’il existe un voisinage
W de s dans T'ce (X1, NX;) tel que Papplication 0 € W +— my 075, 00 €
C™(Xq,X5) soit & valeurs dans Diff(X;, 3s) et forme ainsi une application lisse
modérée de W C I'coo (X1, NX1) dans Diff(21,3s) . Il en résulte que Papplica-
tion W — T'geo (B2, NX2), 0 — 7'521 0Ty, o(moTs, 00) ! est bien définie et est
lisse modérée puisque l'inversion et la composition sont des applications lisses
modérées dans le contexte fréchétique. On en déduit que I'application que nous
considérons est bien lisse modérée. O

Ainsi {(ps(Us), p5") | S € Griy(M)} est un atlas différentiable de Gry, (M) et in-
duit canoniquement une topologie 7 sur Gry (M) . Montrons que cette topologie
est de Hausdorff.

Lemme 3.3 La topologie T de Gri,(M) est de Hausdorff.

Démonstration. Prenons Y1, Yo € Gri(M) tels que 7 # Ya. Si ces deux
sous-variétés orientées se confondent en tant que sous-variétés, mais possedent
une orientation différente, alors ¢x, (Us,) N @x, (Us,) = 0. En effet, supposons
que X appartienne & cette intersection. Alors ¥ serait munie de 'orientation
induite par le difffomorphisme ¥; — X, 2 — 75, (s(z)) ol s est une certaine
section du fibré normal de ;. De plus, ¥ serait aussi munie de I'orientation
induite par le difféomorphisme 35 — X, z — 75, (s(z)), avec X1 et 3o étant les
mémes sous-variétés mais orientées différemment et 75, = 75,, d’ol la contra-
diction.

Si X1 # Xs en tant que sous-variété, il existe 21 € X1\Xo et & > 0 tels que
€XPy, (B(xla 5)) N7y, (922) =0 ;

ol Oy, C {v € N3z ||z|]| < e}. Des lors, si l'on choisit Oy, tel que Oy, C {v €
N1 |||z|| < €}, alors on peut constater que s, (Us,) N s, Us,) = 0. O

En résumé,

Proposition 3.4 (Hamilton, [Ham82]) L’ensemble Gri(M) est une variété
fréchétique lisse modérée et pour ¥ € Gri(M), on a un isomorphisme cano-
nique :

TEGTk(M) 2Tl (E, NZ) .

Remarque 3.5 Tout comme la structure de variété de C°(N, M) ne dépend
pas de la métrique que 'on utilise sur M, la structure de variété de Gri(M) ne
dépend pas non plus de la métrique g .

Remarque 3.6 Notons Gr) (M) lensemble des sous-variétés connexes, com-
pactes, orientables et de dimension k de M. Alors, exactement de la méme
maniére que pour Gri(M), on montre que cet ensemble est muni d’une struc-

ture de variété modérée et il est clair que Gri(M) est un revétement o deuz
feuillets de Gr)/ (M) .
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3.1.2 L’espace des plongements dans M comme fibré prin-
cipal sur la Grassmannienne non-linéaire

Prenons ¥ € Gri(M) et notons Emb(X, M) Pespace des plongements de 3
dans M . Notons aussi

p : Emb(X, M) — Grp(M),

Papplication qui est définie pour f € Emb(X, M) par p(f) := f(X), cette
derniere sous-variété de M étant munie de l'orientation naturellement induite
par le difféomorphisme f : ¥ — f(X). Grace a la proposition suivante et a ses
corollaires, nous allons montrer que Emb(X, M) est une variété fréchétique lisse
modérée et que 'application p : Emb(X, M) — Gri(M) est lisse. Nous utilise-
rons pour cela le calcul convenable de Kriegl et Michor (voir [KM97]), car entre
des variétés fréchétiques, une application est lisse au sens de Kriegl-Michor si
et seulement si elle est lisse au sens de Hamilton (voir notre succinct appendice
A). Cela nous ameénera & montrer dans un deuxiéme temps que Emb(X, M)
est lespace total d’un fibré principal ayant pour base la réunion de certaines
composantes connexes de Gry (M) .

Proposition 3.7 Soit E 5 M un fibré vectoriel de rang fini au-dessus de M
et f € C"’o((—a,s) x M, E) une application telle que fo : M — E, x — f(0,2)
soit la section nulle de E. Alors il existe n > 0 et ¢ : (—n,n) — Dif(M) un
chemin lisse de Diff(M) tel que :

(1) frowps € Do (M, E) pour tout t € (—n,n) (ici fi(z) = f(t,x)) ;

(i) po = Id.

Démonstration. Posons ¢ : (—¢,e) x M — M, (t,x) — w(f(t,z)) et ¥V :
(—e,e) — C®°(M,M),t — {M > z — =n(f(t,x)) € M}. Etant donné que
¥ = mwo f, application v est lisse, ce qui veut exactement dire que " est
une courbe lisse de C*°(M, M) (Voir Appendice B, Lemme B.30). Or, le groupe
de Lie Diff (M) étant ouvert dans C*°(M, M) (voir [KM97], Theorem 43.1. ou
I’Appendice B, Lemme B.34), et puisque 9" (0) = Id, on en déduit qu’il existe
n > 0 tel que ¥ restreint & (—n, n) soit une courbe lisse de Diff (M) .

Considérons alors le chemin lisse ¢ : (-1, n) — Diff (M), ¢t — (wv(t))fl.
Pour z = (¢Y(t))(y) € M, on constate que :

m((froe)@) =m(£(@H @ W))) = 7(£®) = v @) = 2.

Donc 7o (f; o ) = Id ce qui signifie que f; o ¢; est une section de E .
O

Remarquons que comme corollaire de cette proposition, on retrouve le résultat
classique suivant (voir par exemple [Hir94], Theorem 1.4, page 37) :

Corollaire 3.8 L’ensemble Emb(X, M) est ouvert dans C*(X, M) . En parti-
culier, Emb(X, M) est naturellement une variété fréchétique lisse modérée.

Démonstration. Supposons que Emb(3, M) ne soit pas ouvert dans C* (%, M) .
On peut donc trouver une suite (f,)nen de C°°(3, M)\Emb(X, M) telle que
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fn — f pour un certain f € Emb(X,M). Soit alors (Uy,ps) une carte de
C>®(X, M) centrée en f et telle que ¢¢(Uy) soit convexe. Rappelons que 'on
peut construire la carte (Uy, o) en prenons ¢r(Uy) un voisinage de 0 suffisam-
ment petit de espace des sections I'ce (X, f*TM) et <pJI1 sorUy) — Uy C
C>(X, M), lapplication qui est définie par wfl(X)(x) = expy(y) (Xz) pour
X €Tow (X, f*TM) et © € X. Puisque f,, — f, nous pouvons supposer que
fn € Uy pour tout n € N, et ainsi considérer la suite de sections (<pf (f”))neN
de ¢(Uy) C T (X, f*TM). Or, T'cee (X, f*T'M) étant un espace de Fréchet,
nous pouvons supposer (voir Appendice B, Lemme A.4 et la démonstraton du
Lemme A.5), qu’il existe une courbe lisse de sections s : R — T'geo (2, f*TM)
telle que :

so=s(0) = @s(f) et S(D = ¢f(fn)

pour tout n € N. Si 'on construit s de la méme maniére que dans le “special
curve lemma” de [KM97], on constate que s est a valeurs dans ¢¢(Uy). En
effet, s(X) est le polygone d’arrétes les ¢/ (f,) et 'on a choisit ¢ (Uy) convexe.
Notons alors

g :RxX— M, (t,z) — @El(st)(o:).

Par construction on a pour tout n € N :
go=1/f et gL =fn.

Notons W := f(X) = ¢o(X). Pour t assez petit, g:(X) C mw(Ow) et nous
pouvons des lors considérer I'application W > z — (T‘;/-l ogiogyt)(z) € NW.
Cette derniere application vérifie les hypotheses de la Proposition 3.7, il existe
donc une courbe ¢; de Diff(W) telle que :

o erH(Tv;logtogo_logpt)(a:) e NW
soit une section du fibré normal de W . Mais alors, pour n assez grand,
f,n:g% :TWoO'% O(pilogo

est un plongement de ¥ dans M ce qui est une contradiction. Ainsi, Emb(3, M)
est bien un ouvert de C*(3, M) . O

Corollaire 3.9 L’application p : Emb(X, M) — Gri(M) est lisse et pour un
chemin lisse fy de Emb(X, M), on a la formule :

p = (L)

) (%(to))L est la section de T'cos (f1,(2), N fi, (X)) qui est définie pour x € ¥

d

dt

to

ot
O NE oy , -

par E(to) P pr(g(to,x)) , pr étant la projection orthogonale sur le

fibré normal degft0 (%).

Démonstration. Prenons f; un chemin lisse de Emb(X, M) . Nous devons mon-
trer que p(f;) est un chemin lisse de Gry (M) afin de vérifier la lissité de p au sens
de Kriegl-Michor. Fixons typ € R et notons W := p(f;,). Pour € > 0 suffisam-
ment petit, 'application (¢,z) € (to—¢,to+e) x W — (r' o fro fio ') (z) € NW,
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satisfait les hypotheses de la Proposition 3.7. Il existe donc un chemin lisse
de difféomorphismes de W tel que

reW — (Tv}l OftOftgl opt)(x) e NW

soit une section de ' (W, NW) dés que ¢t est suffisamment petit. Mais ceci
nous donne justement la possibilité d’exprimer p(f;) au voisinage de to dans la

carte (ow (Uw), oy ) -
o (p(fi)) =T o fro fi,! oo € Tome (W, NW).

Cette derniere courbe de sections étant lisse, il en résulte que p est lisse.

Pour la formule de la différentielle de p, notons W := f; (X). En identifiant
TwGrp(M) aTee (W, NW), on a:

d d d
% p(fe) = dt E[}(P(ft)) =7 . (7-‘;/1 ofio ftgl o<pt>
et pour z € W,
d -1 -1 -1 d —1
dat . (TW o frofy O%)(»’”) = (T )*Tg (ftofto Osﬁt)(fﬂ)
0 0
— a{(tmfto @)+ 22t0,2)
€T M €T W

Par construction de ¢y, il vient :

af _ dp
a(t()mfto ( ))+E(t07 )ENJL’W
ce qui implique, puisque a—f(to,x) e T, W, que
af _ dp af
Pt 5o + 20 = (L)
Ainsi,
i o feo fit o) @) = (). (e >)l
di|, "W IO e SRR = T e g0 )
1 1
- o)) v o))
_d of _(of L
- il (o(5r) ) = ().
Par suite, N
d _(of
i t (ft) = <8t(t0)>
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Remarque 3.10 Au vu de la formule de la différentielle de p, il semblerait que
cette derniére application dépende “plus” que de la structure différentiable de
Gri(M) puisque la métrique utilisée apparait dans la formule de la différentielle
de p. En fait, il ne faut pas oublier que pour W € Gri(M), TwGri(M) n’est
pas égal a lespace Tooo (W, NW) mais lui est seulement isomorphe via une
réalisation nécéssitant la métrique g .

A présent, afin de pouvoir considérer certains fibrés principaux, introduisons,
pour ¥ € Gry(M), les notations suivantes :

(i) p : Emb(X, M) — Gri(M), f+— p(f) la projection canonique;
(i) py : Emb(Z, M) — Gr(X, M) := p(Emb(X, M)), f— p(f);

(iii) A : Emb(X, M) x Diff " (£) — Emb(X, M), (f,¢) — f o @ laction natu-
relle & droite de Diff* (%) sur Emb(X, M).

Nous allons montrer par une série de lemmes que Emb(3, M) est un Difft (%)-
fibré principal au-dessus de Gr (X, M) .

Lemme 3.11 Soient U,V deux ouverts de M d’intersection non nulle et g, 31, W
trois sous-variétés de M telles que :

SoCU S CV e WCUNV.

Soient aussi B un chemin continu de Emb(Xo,U) et B un chemin continu de
Emb(W, V) tels que :

B(0) = js,, B(1)(Z0) =W, B(0) = jw et BL)Y(W) =234

ot jx, : 2o — M et jw : W — M sont les inclusions canoniques. Alors,
Uapplication 7 : [0,2] — Emb(Xo, U UV) définie par :

w_{ . B pour teo.1;
= Bt —1)0B(1) pour t€[l,2],
est un chemin continu de Emb(Xo, U UV).

Démonstration. Considérons "application
¥ 1 Emb(W,V) — Emb(Z0,UUV), p— pof(l).

En utilisant les courbes lisses de Emb(W, V), il est immédiat que 9 est une
application lisse, en particulier, 9 est continue. Mais alors :

(1) v est clairement continue sur [0,1];

(#3) v(t) = (9o B)(t — 1) pour t € [1,2] et donc v est continue sur [1,2].

Il en résulte que v : [0,2] — Emb(Z0,U U V) est bien un chemin continu de
Emb(2o,UUV). O
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Lemme 3.12 Soient 3¢, 31 deux éléments de Gri(M) et o : [0,1] — Gri(M)
un chemin continu tel que a(0) = Lo et a(1) = X1. Alors il existe § : [0,1] —
Emb(Zq, M), un chemin continu de Emb(Xg, M) tel que :

B(0) =Jjsy, (poB)(0)=a(0) =% et (pofB)(1)=a(l) =3

ot p : Emb(Xg, M) — Gri(M) est la projection canonique et jx, : 3o — M
l'inclusion canonique.

Démonstration. Puisque « est continu, 'ensemble ([0, 1]) est compact et peut
donc étre recouvert par un nombre fini de carte. Pour simplifier, supposons que

O[([O, 1]) - P33 (Z/{Eo) U "2 (u21) )

les notations étant celles précédement introduites. Prenons W un élément de
o5, (Us,) Nes,Us,) . On a:

W = p5,(s0) et W =ox,(s1)

pour un certain so € Us,, et un certain s; € Uy, . On peut alors considérer les
applications :

B :[0,1] — Emb(Xg, 75,(0x,)), t — {x € g > exp,(tso(x))}

et

8+ 00,1] = Emb(W,75,(05,)), t — {z € W exp;, (1 — )s1(p(2)))} -

ou p : 75,(0x,) — 1, 75, ((@,v)) — z pour (z,v) € NE; est la projec-
tion canonique. Ces deux applications, 8 et (3, sont manifestement continues
puisque 'on peut les étendre en des courbes lisses. Il en résulte par le Lemme
3.11 (et apres reparamétrage), qu’il existe une courbe continue v : [0,1] —
Emb(Xo, 75, (0s,) U 7, (Ox,)) € Emb(Zg, M) telle que v(0) = 3(0) = jx, et
2(1) = B(1) 0 B(1) . Dot -

(po)(0) =p(7(0)) = p(js,) = Zo-

De plus, puisque

Y(1)(Z0) = (B(1) 0 B(1)) (o) = BL)(W) = 1,

il suffit pour montrer que p(y(1)) = %, de vérifier que [y(1)*u1] = [po] on
[t:] est Vorientation de X; (i=0,1). Mais cela découle de la définition méme des
cartes oy, (Us, ) . En effet, d’apres cette définition, 'orientation de W est donnée
a la fois par [(8(1)~1)*uo] et par [B(1)*u1], et comme v(1) = 3(1) o 3(1), on en
déduit que p(y(1)) = (E1, [p]) = %1 O

Corollaire 3.13 L’ensemble Gr(X, M) est une réunion de composantes connexes
de Gri,(M) . En particulier, Gr(X, M) est une variété modérée.
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Démonstration. Soient f € Emb(3, M) et 31 € Gri(M) un élément appar-
tenant & la méme composante connexe dans Gri(M) que ps(f) =: Lo. Pour
montrer le lemme, il suffit de montrer que ¥; € Gr(X, M).

Prenons «a : [0,1] — Gri (M), un chemin continu de Gry (M) tel que :
a(0)=ps(f) =0 et a(l)=X;.
D’apres le Lemme 3.12, il existe un chemin 3 : [0,1] — Emb(Xo, M) tel que :

B(0) =gy, (pu, ©P)(0) = a(0) =g et (ps, 0 B)(1) = a(l) =X .

Si l'on regarde f comme une application a valeurs dans X9 = ps(f), alors on
constate que

ps(B(1)o f) =% avec f[(1)of € Emb(X,M).
Ainsi, ¥ € Gr(X,M). O

Lemme 3.14 L’application ps, : Emb(%, M) — Gr(X, M) admet des sections
locales.

Démonstration. Soit W € Gr(X, M) et soit f € Emb(X, M) tel que ps(f) =
W . On peut constater que Papplication o : ow (U ) — Emb(XZ, M) définie par

o(ew(s))(x) = exps(z) s(f(x))
est une section locale de py . O

Lemme 3.15 L’action A : Emb(X, M) x Diff (M) — Emb(X, M) est libre.
De plus, pour W € Gr(3,M) et f € Emb(X, M) telle que px(f) = W, on a
ps (W) = Oy ot Oy est Uorbite de f pour laction X.

Démonstration. La liberté de A est évidente. Montrons que pgl(W) = 0Oy.
Notons [u] Porientation de Y. Par la suite, nous noterons f~! unique appli-
cation lisse de W dans ¥ vérifiant f~! o f = idy (et de méme pour g). On
a:

gers' W) & g(X)=f(%) et [(¢)ul=[f"n
& g=fop avec p = f'ogec Diff(%)

et [(g7H)ul=[(f"1)"ul
g= foyp avec ¢ € Diff (%)
g = Mf,p) avec ¢ € Diff(%).

Ainsi, pet (ps(f)) = Oy . .

(3

Lemme 3.16 Pour W € Gr(X, M) et f € Emb(X, M) telle que ps(f) = X,
Uapplication

A+ b ow W) — DI (8), g o(po(9)) o9

est lisse modérée (ici o correspond a la section construite dans le Lemme 3.14).
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Démonstration. Remarquons que A est bien définie et est I'unique application
vérifiant )\(U(pg(g))7 A(g)) = g pour tout g € pgl(gow(l/lw)) .

Montrons que A est lisse modérée. Pour g € py' (pw (Uw)) et z € X on a :

)@ = ((o(ps(0))) " 09)@) = obs(9)) (M) = gl)

Notons s € T'gee (W, NW) I'unique section de T'ge (W, NW) vérifiant ps(g) =
ew(s). On a alors :

o (ow() (AM9)(®) = () = eD(rore(s (( 0 1o A(9)(@)) = g()

= )
= (SOf A(g)) (x) = 7y (9(2))

= ( )(CE) (WNWOTW og)(x)
= Ay )( ) (fromnw oy 0 g)(x).

Ainsi, A(g) = ftomyw o T‘;/-l o g, et 'on peut remarquer que I’application f
étant fixée, f~! est une application lisse indépendante de g € ps' (pw (Uw)) -
On en déduit que A est bien une application lisse modérée.

([l

De cette succession de lemmes, on en déduit :

Théoréme 3.17 L’application ps; : Emb(S, M) — Gr(Z, M) est un Diff " (X)-
fibré principal modéré pour l'action .

Démonstration. Prenons W € Gr(3, M) et choisissons f € Emb(Z, M) telle
que px(f) = W. On peut considérer le diagramme commutatif suivant :

v

ps' (ow (Uw)) ow (Uy) x Difft (%)

k\ pri
2

w (Uw)

o ¥(g) := (px(9), Ag)) -

D’apres le Lemme 3.16, ¥ est une application lisse modérée. Cette application
est de plus Diff " (X)-équivariante, d’inverse lisse modérée W1 (pw(s), ) =
U((pW (s)) o . On construit ainsi des trivialisations de Emb(3, M) faisant de
Emb(X, M) un Diff" (X)-fibré principal au-dessus de Gr(3, M). O

3.1.3 Homogénéité des composantes connexes de Gry(M)
sous l’action des difféomorphismes de M

Pour ¥ € Gry(M), nous savons que la composante connexe (Gry(M))sy,
de Gri (M) contenant 3 est connexe et localement connexe par arcs (I’espace
modele étant de Fréchet) et donc, (Gry(M)), est aussi connexe par arcs. On a
alors, tout comme en dimension finie :
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Proposition 3.18 La composante conneze (Gry(M))
pour des arcs lisses.

> est connexe par arcs

Pour montrer ce résultat, nous avons besoin d’un lemme que ’on peut déduire
de [Hir94] (voir exercice 3.b, section 8.1, page 182 de [Hir94]).

Lemme 3.19 Si 5 : [0,1] — Emb(X, M) est un chemin continu, alors il existe
une application lisse F : [0,1] x ¥ — M telle que :

(i) Vapplication Fy, : ¥ — M, x — F(t,x) soit un plongement pour tout t €
[0,1] ;
(i7) Fo(X) = B(0)(X) et F1(X) = B(1)(%).
Démonstration de la Proposition 3.18. Prenons a : [0,1] — (Gri(M))s,
un chemin continu de (Gr(M)),, . Notons X := a(0) et Xy := a(1) . D’apres le
Lemme 3.12, il existe 5 : [0, 1] — Emb(3g, M) un chemin continu de Emb(3q, M)
tel que :
(poB)(0) =a(0) et (pofB)(1)=a(l).
Mais alors, d’apres le Lemme 3.19, nous pouvons trouver € > 0 et une application
lisse F' ;] —e,1+¢[xXg — M telle que :
(i) Vapplication F; : Y9 — M,z — F(t,z) soit un plongement pour tout
te [01 1] 5
(i) Fo(30) = B(0)(X0) et F1(Xo) = B(1)(X0) -
Il en résulte que lapplication ¢t €] — &,1 + e[— Emb(Xg, M), t — F; est une
courbe lisse de Emb(Xg, M) pour e suffisamment petit (car Emb(Xo, M) est

ouvert dans C*° (g, M)).

Par suite, p o F} est une courbe lisse de (Grk(M))Z vérifiant :

po Fo = Fy(o) = B(0)(Z0) = (0) = Xo
et po F1 = Fl(ZO) = ﬂ(l)(zo) = O[(].) = 21

ce qui montre la proposition. (|

A présent, considérons Diff°(M), la composante connexe de Diff(M) conte-

nant 'élément neutre Idys ainsi que son action naturelle sur (Gry(M))s; :

0 2 Diff* (M) x (Gri(M)) g, — (Gri(M)),, (9, W) — o(W).
On a alors le résultat d’homogénéité suivant :

Théoréme 3.20 L’action de Diff °(M) sur (Gri(M)),, est transitive.

Démonstration. Soient ¥ et 3; deux éléments de (Grk(M))Z et a
[0,1] — (G’rk(M))Z une courbe continue joignant ¥y et ¥; . Tout comme dans
la démonstration de la Proposition 3.18, nous pouvons trouver une application

lisse F' : [0,1] x 3¢ — M telle que :

Fo(zo) = 20 et Fl(zo) = 21
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et telle que F} soit un plongement pour tout ¢t € [0,1]. Mais alors, d’aprés un
résultat classique de topologie différentielle (voir Théoreme 1.3, chapitre 8, page

180 de [Hir94]), nous pouvons trouver une application lisse F' : [0,1] x M — M
vérifiant pour tout ¢ € [0,1] :

(i) F, € Diff(M);
(ii) Fo =1Id et F, = Fy|5, .

D’apres la caractérisation des courbes lisses de Diff(M), on en déduit que F, est
une courbe lisse de Diff(M) joignant Idy; et ﬁl ce qui implique en particulier
que ﬁl € DiffO(M) . De plus, 19(}?1,20) = ﬁl(E()) = F1(X0) = ¥1 ce qui prouve
le théoreme. O

Remarque 3.21 On pourrait montrer le Théoréeme 3.20 en utilisant le Théoréme
de Nash-Moser via le Théoréme 2.4.1 de [Ham82].

Remarque 3.22 A partir du Théoréme 3.20, on peut montrer que la com-
posante connexe (GTk(M))E de la Grassmannienne est aussi homogéme sous
Uaction de la composante connexe contenant lidentité du groupe SDiff(M, u)
des difféomorphimes de M qui préservent une forme volume donnée p (voir

[HV04]).

3.2 Structures géométriques et calcul différentiel
sur la Grassmannienne non-linéaire

3.2.1 Le “tilde-calcul” de Haller-Vizman

Le but de cette partie est de montrer le “Lemma 1”7 de [HV04] . Ce lemme, qui
est énoncé sans démonstration dans Uarticle [HV04], donne des formules utiles
pour certaines formes différentielles de Gry(M) construites a partir de formes
différentielles de M (voir Proposition 3.23). Pour pouvoir énoncer ce lemme,
introduisons quelques notations et définitions. Prenons (M, g) une variété rie-
mannienne compacte de dimension n. Pour k& € {0,...n}, r € {k,...,n} et
a € Q"(M), on définit & € Q"% (Gry(M)) par :

ingk-“ixéa, (3.1)

as(Xt, ..., X"k ;:/

=
pour X', .., X"7% € X(Gry(M)) et ¥ € Gry(M) . Notons aussi

e ¥ : Diff(M) x Gri(M) — Gri(M), (¢, %) — ¥(X) Paction naturelle a
gauche de Diff(M) sur Gry(M);

o Vx € X(Gri(M)) le champs de vecteurs fondamental de Gry(M) as-
socié & X € X(M) pour laction .

Proposition 3.23 (Haller-Vizman, [HV04]) Etant donnés k € {0,...,n},
re{k,.,n},a € Q" (M), X € X(M), ¢ € Dif (M) et ¥ € Gri(M), on
a:

(i) (x)s = (X[g)*
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(ii) do = dav;
(ifi) ipx@ = ixa;

(iv) (9)"(@) = var.

Nous nous proposons dans ce qui suit, de montrer que pour o € Q*(M), & est
bien une forme différentielle (lisse) de Gry (M), et aussi de montrer le point (%)
de la Proposition 3.23 (ce point étant le moins trivial & prouver).

Lemme 3.24 La forme a est bien une forme différentielle, c’est-a-dire, o est
lisse. De plus, si (px(Us), p5') est une carte de Griy(M) telle que définie dans
la section 3.1.1, alors, pour s € Us, et X1, ..., X"=% € X(Us), on a :

(wg a)s(Xl, L XY = /E s* (ixg,k ixs T;a) : (3.2)

ot les X! doivent étre interprétés comme des champs de vecteurs sur Ox C NY
constant sur les fibres (voir section 8.1.1 pour les notations).

Démonstration. 11 suffit de montrer la formule (3.2) pour voir que & est une
forme différentielle lisse.
Ona:

(‘P;) &)S(le B Xr_k) = &wz(s) <(@Z)*SX1’ ) (QPZ)*SXT_IC)
- / Upsyo xetilem)xp e (33)
px(s)
Notons ¢ : Us, — Emb(3, M) Papplication qui est définie par
o(s)(z) = exp, (s(z)), (3.4)

pour s € Us, et x € X2. Avec cette application, (3.3) se réécrit :

(90*2 a>S(X17 "'vXT_k) = /Z o(s)" (i(%:)*sXé'fk Y i(tpz)*sX§ a) ) (3.5)

(ici on regarde o(s) comme un difféomorphisme de 3 sur ¢x(s)) . Prenons z € ¥
et uy,...,ur € T, . On a :

(O’(S)* (i(WZ)*sX:_k e i(SDE)*sX!? Oé)) (ul, ...,Uk)

x

= (i(tpz})*ngk lg)a, X1 a) (U(s)*mul, ey U(s)*wuk)
' o (s)(x)

= () (£2)0, XD e (93)0, XI5 0() o n, s 0 (5)e 00 ) (3.6)
De plus,

e o(s)(x) =exp, (5(:17)) =75 (s(z)) :

o 0(8)s, Ui = (T5 0 8)s, Ui = (T5)u,(, Sx, Ui}
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et
4

() Xi = (5

. d ,
X! == X!
O(pg(s—l—t S))a(s)(w) (dt 0pz<7’z o(s+t s)))

= ((Pz)*TZoS (TE)*SX“z)a(s)(x) = ((Tz)*_§X§>

a(s)(x)
1

o(s)(z)

1

() (XD ) 37)
Iei ps @ Emb(X, M) — Gr(3, M) est la projection lisse définie apres la Re-
marque 3.10 et “1” désigne la partie perpendiculaire du vecteur (7s).,,, (X3)z €
Ty, (s(a)) M par rapport a Ty (5(2)) s (s) (voir aussi Corollaire 3.9) . Remarquons

que dans la formule (3.7), on regarde X! comme un champ de vecteurs sur NX
constant sur les fibres. Si 'on revient a la formule (3.6), on obtient alors :

(U(S)* (i(tpz)*sxgik ce i(‘PE)*sxg OZ)) ('LL17 ceny Uk)
1 + r—k L
Qs (s(x)) (((TE)*s(z) (Xs )x) PR3] ((TE)*S(E)(XS )z> y
(T) ko gay Sn Uy ooy (T8) ) s*muk)
= Ory(s(x)) ((TZ)*S(I) (Xsl)w ey (TZ)*S(I) (Xsr_k)w?

(TE)*s(x) S, ULy oony (TE)*S(@ S*wuk)

. . *
(szr,k Seeix1 T a)s(z)(s*zul, cey Suy Uk)

= (5* (Z’X:—k""l:XiTEO[)) (w1, ..., ug) -
N x

Par suite, on en déduit la formule (3.2). (]

Avant de montrer le point (i7) de la Proposition 3.23, donnons un lemme qui
généralise légerement la formule de Cartan.

Lemme 3.25 Soient X°, ..., X* des champs de vecteurs d’une variété M qui
commutent deux ¢ deux (i.e. [X*, X7] = 0 pour tout i,j € {0,...,k}). Alors on
a lidentité suivante entre opérateurs sur les formes différentielles de M :

k
(1) Lxsixo-vixs-ixe = (—1)¥ixo-ixrod+doixo---ixr (3.8)
=0

J

(ici “~ 7 signifie que l'on omet le symbole correspondant).
Démonstration. Nous allons faire une récurrence sur k£ en utilisant le fait que

pour deux champs de vecteurs A et B de M qui commutent, on la relation
[La,iB] =iap =0.
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Pour k£ = 0, la formule (3.8) est vraie car il s’agit simplement de la formule
de Cartan. Supposons donc la formule (3.8) vraie jusqu’a un certain rang k. On
a alors :

k+1

> (=1 L o ixs v ixe
=0

k
= (E (*1)jﬁx1ixj“~ixa‘"'ixk)OiXk+1
§=0

+(—1)k+1 Lxrt1ixo - ixk
- ((—1)kixo'--iXkOd+d0ixo~'~ixk)Oixk+1
+(—1)k+1 Lxcrt1x0 - Txk
= (=D¥ixo--vixeo doixks1  Adoixo---iyrs
————
=Ly k1 —Gyrt+10d
+(—1)k+1 Lxrt1ix0 - ixk

= —(=1)¥ixo- iyxrixes1 od+doixo - iyxut.
La formule (3.8) est donc vraie au rang k + 1. O

Remarque 3.26 Sous les mémes hypothéses que dans le Lemme 3.25, il est
clair que l’on a aussi la formule suivante :

k
(1) Lsixr - igs - ixo =ixn-ixood+ (—1)*doixr--ixo. (3.9)
=0

J

Démonstration du point (ii) de la Proposition 3.23 Nous allons montrer
le point (ii) de la Proposition 3.23 en effectuant un calcul local via une carte
(ox(Us), p5") de Gry(M) . Prenons X°, ... X" F € X(Us) et s €Us . On a:

(dgog a)s(xo, e XTTR) = f (—1)ix! ((gpg a) (X0, .., X1, ...,X’”k)>

1=

+3 (-1t (wg a) (X7, X9], XO, ..., X, .00, X3, ., XTRY

i<j

Prenons i € {0,...,r—k} et notons si un chemin lisse de Us: tel que s} = s et
%’o sy = X!. On a d’apres la formule (3.2) :

X;’((gpg a) (Xoy...y)’(\i,...y)(“k)) _ %

* ~ 0 i r—k
(apza)si(Xsi,...,Xsi,...,XS,i )

0
d ivx (- —
= — (81)" (iyr—r--ixi ---ixo Ty
dt ; ; i
0vE i St ot
d —~

dt

()/E(St) (ZXST—k""LX;"'ZXé)TZa)
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e — . *
/s (ZXr;k"‘ZX;L"'ZXSTEOé)+"'
oYX St

/s (ZX;»—k ixi-ixo TEa)
0 /% t

—/Es LX;ZXSP;C ixic x0Ty O

r—k
+Z/ S*(’L'X:—k“-i;(\g-~~7:X;'(Xj)'~~ixg7'§0[), (310)
j=0 7%

ol X{(X9) := XI X! € Tpe (8, NE) (on utilise évidemment I'identification
TUs, = Us x T (3, NX) qui permet de voir le champ de vecteurs X7 € X (Us)
comme étant une application de 'ouvert Uy, a valeurs dans ’espace vectoriel
T (3, NY)). Ainsi, d’apres la formule (3.9),

r—k
(dwg&) (XO,...,XT"“):Z(—l)Z{/ §* Liiyr k- ixiixoThQ
s i—0 b °

r—k
+E /3*<Z.X:k"'iX;‘"'iX:’(Xj)""L'XgT;:Oé):|
j=0 7%

+3 (1) (@*E a) (X7, X9), X°, ..., X1, ..., X3, ..., X7F)

S

i<j
r—k .
:/ S*(Z(—l)lﬁxgixT—k‘"'iXi"'ngTga)
AP $ixr .
—Z(—l)iﬂ‘(@ga) (X(X7) = X9(X7), X0, .., XF, o, X9, X7F)
i<j X x]
+Z(—1)”+j(<pga) (X7, X1, X0, oo, X,y XO, ., X7
i<j s

k

:/ s< (—1)i,CXz;iXT»k~~~i}7~”ix97’§0¢>.

A0S iix; i

:/ s*<¢X;.k.--ngdTga) = (gagc’za) (X0,...XT7F). (3.11)
» S

Par suite, da = da. a

3.2.2 La structure de variété faiblement presque-kahlérienne

de Gr3(M)
Spécialisons nous au cas de la codimension 2 qui se révele étre riche en
structure. Par la suite, nous noterons Grk(M ) = GTdim(m)—r lorsque nous

préfererons prendre en considération la codimension des sous-variétés de M
plutét que leurs dimension. Fixons A% une métrique sur M . Pour & € Gr?(M),
X,Y € TsGr?(M) et x € X, notons :
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e 1* la forme volume de ¥ induite par la métrique h* := h™M

o WM(X)Y) = [, WM(X,Y) - p*;

e J, : NX; — N3, larotation d’angle 7 ;

o WVE € T (X, NX* @ NX¥), la section définie par hY>(ug,v,) =
M (uy, v,) pour u,, v, € N, .

0

o uNE €T (3, A2NX¥) la section telle que > corresponde a la forme
volume de NY, induite par la métrique hY*.

Remarque 3.27 (i) On peut remarquer que ELM définit bien une métrique sur
Gr?(M) et évidemment la définition de h™M a aussi un sens pour des co-
dimensions différentes de 2 (voir [MMO05]) .

(i1) Rappelons comment est orienté NX, . Pour {f1, fa} une base de NX, et
{e1,...,en—2} une base positive de T, >, on dit que {f1, fa} est positive si
et seulement si {e1, ...,en—2, f1, fo} est une base positive de T, M .

Nous avons de plus ’observation suivante qui est évidente :

Lemme 3.28 L’opérateur J définit une structure presque-complexe sur Gr?(M) .

Proposition 3.29 (Marsden-Weinstein, [MWR&83]) La forme différentielle
pM e Q2 (Gr?(M)) est une forme symplectique (faiblement non-dégénérée) sur
Gr?(M), compatible avec la métrique h™ | c’est-a-dire,

(M5 (X,Y) = W (JX, Y), (3.12)
pour ¥ € Gr2(M) et X, Y € TsGr?(M).
Le fait que ;TM soit une 2-forme lisse et fermée découle de la Proposition 3.23.

Pour montrer la formule (3.12), donnons les deux lemmes suivants.

Lemme 3.30 Pour X|Y € I'c (X, NX), on a la formule :
ixiy p = pNE(Y, X) (3.13)

Démonstration. Soient € ¥, uy, ..., up—2 € T, X (on suppose que dim(X) =
n—2) et {eq, ..., e, } une base orthonormée positive de T, M telle que {eq, ...,en_2}
soit une base positive de T, X (en particulier, {e,_1,e,} est donc une base po-
sitive de (NX);). On a :

(iXiY MM> (Ut ey tp—2) = ™M (Vi Xy Uty ooy Up—2)
xT

= efN---Ne), (Yx,Xx, UL,y eery un_2>

: det(ué)

——

=(uF)az (U1, Un—2)

= (1M)o(Y, X) - (1)o(ur, -, un—2)

B Y10X1 (Ug) _Yl x1
o V2o 2 0| Y2 Xx?

ce qui prouve le lemme. O
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Lemme 3.31 Soient (E,h%) un espace vectoriel euclidien orienté de dimen-
sion 2 et ¥ la forme volume induite sur E par la métrique h¥ . Si J est la
rotation d’angle 5 de E, alors on a :

RE(JX,Y) = uP(X,Y), (3.14)
pour tout X,Y € E.
Démonstration. Soit {e1,e2} une base positive orthonormée de E. On a :
hE(JX,Y) = hE (J(X161 + X2%e), Ve + YQeQ)
— BF (Xle2 — X2, Y'e + Y2e2)
= XW?2-X%Y'=¢jnel (X,Y)
pE(XY),

ce qui est la formule cherchée. O

Démonstration de la Proposition 3.29. Pour ¥ € Gr?(M) et X,Y €
TsGr?(M), on a d’apres les lemmes 3.30 et 3.31 :

(M)s(X,Y) = /ziYiXMM:/g <MNE(X,Y))-ME
= /E WNEIXY) - p® =R (JIX,Y)

ce qui prouve la formule (3.12). O

Remarque 3.32 D’apreés la Proposition 3.29, le triplet (GT‘2(M),BM,J) est
donc une wvariété lisse fréchétique faiblement presque-kihlérienne (voir aussi
[HV04], [Bry93]).

3.2.3 Equations d’Euler-Lagrange

Considérons £ € C*°(TM,R) un lagrangien d’une variété riemannienne com-
pacte (M,hM) et ¥ € Gryp(M). En s’inspirant du calcul différentiel développé
par Haller et Vizman sur Gry (M) (voir section 3.2.1), on peut définir un La-
grangien £° sur TEmb(X, M) en posant :

L(f,h) = / (Lohofh) u/®) = / (Loh)- fru/®,  (3.15)
f(%) p)
pour f € Emb(3X, M) et h € TyEmb(E, M) = T'c (E, f*TM).
Le but de cette section est de déterminer les équation d’Euler-Lagrange as-

sociées au Lagrangien £” . Pour ce faire, introduisons quelques notations. Pour
to € R, f; un chemin lisse de Emb(X, M) et x € fi,(X), notons :

S L= T (@)

s=to

d
o (05 f)e = Perfo(E)£

fs (ftzl(x» )

S=t0
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ott prf®) et prNfo(®) désignent les projections canoniques sur Tfi,(X) et
N fi,(X) respectivement. Nous pouvons observer que 8; feXx ( ftO(E)) et que
atlof €lee (fto(z)?tho<Z)) .

Lemme 3.33 Soit f; € Emb(X, M) un chemin lisse de Emb(3, M) . On a la
formule suivante :

d

- w fe(3)
dt fin

t=to

(div" )07, £) = (O} f, Trace Ty, ))) © fig - fiyuo ™), (3.16)

ou Trace Hfto(z) désigne la trace de la seconde forme fondamentale Hfto(z) de
la sous-variété fi, ().

Démonstration. Notons p; € C°°(%,R) la fonction définie par :

[ () = pp ™. (3.17)

Fixons 2 € ¥ et prenons {uq, ..., ux} une base orthonormée positive de T, X . 1l
est facile de voir que
1
pZ(x) = (det(A(t))) , (3.18)
ou A(t) € Mat(k x k,R) est la matrice définie par la formule (A(t))ij =
h%(m) ((f)sowis (fe)s,uj) pour i,j € {1,...,k}. On a alors :

1

1w = S (der(am))” = (5| der(aw)) /(2 (@er(Alr) )

— det(A(ty)) Trace (A(to)‘1% A(0) /(2 (det(A(t0))*)

- %(det(A(tO)))% Tmce(A(tO)’l% . A(D)) (3.19)
De plus, pour i,j € {1,...,k},

D1y = LR (et oo (o))

ar |, gt |, " (Festino ()t

d .
= &l (frp™M) o (i, ug) (3.20)

Prenons ¢; € Diff(M), une difféotopie de M qui étend l'isotopie f; o ftgl €
Emb(fi,(2), M), c’est-a-dire, @y, = Idp et f; o ftgl = ¢t|ft0(z) pour tout
t € R (voir [Hir94], chapter 8, page 180). Notons aussi X € X (M) le champ de
vecteurs défini par X, := %Logat(z) pour z € M . L’expression (3.20) est alors
égale a :

d

d
S s ) =

dt ((gotofto)*hM>w(ui,uj)

to to

= f (% t @th)z(uuuj) = (ftZ/JXhM)x(Uz"Uj)

= (Lxh™),, oy ((i)etis (fio)rs) (3:21)
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(dans la deuxieéme ligne, on a utilisé la formule donnant la dérivée du tiré-en-
arriere d’un tenseur par une famille de difféfomorphismes dépendant du temps,
voir par exemple [Laf96], page 175 pour le cas des formes différentielles). Pour
i € {1,....,k}, prenons u; € X(M) un champ de vecteurs de M telle que pour
z € fi,(2) proche de fi, (), {(41)z, ..., (Ur).} soit une base de T, fo(X) et telle
que (fty)«, ui = (i), (x) - L'expression (3.21) s’écrit alors

M - -
(Lxh™) 1, o (@) 1y @) () 1))
= Xy, (@ (WM (@, a5)) — hfto(x)(X @), ;) — h}f () (@i, [X, 051,)
= Xy (@ ( (T, U ) quz,uj)—l—hM(VulX aj)
—hM (UZ,V)(’LL )+ M(uzvv X)
= Xy o) (WM (0, 05)) — Xffo(x)( M, 1)) + 0 (1, V x ;)
+ M (Vv X, Uj) — (ul,VXu]) +hM (@i, Va,; X)
= WM(Va X, ;) +hM (4, Ve, X). (3.22)
Prenons X ', X+ € X(M) deux champs de vecteurs tels que :
e X =XT+ X+,
T _aT i _ gl
X oy = O et Xty = 05
(cette décomposition n’étant pas unique). On a :
i@ (Va X, 05) = hip o) (Va X T a) + by o) (Va, X+, 1)
fto (D) -
= hNtI (z)(vaio XT ;) — hM (w)(X , Vi, )

fio (2)
h% (z) (v“tio XT’ U ) hM (x) (X vm u_]) (323)

En revenant a ’expression (3.19), on obtient alors :

Trace (A(to)_l %

A(t)) (3.24)
to
- feo ()
= 2Trace(At0) - (1 (o (V00X ) i)
—9Trace (A(to)*l (WA (X vﬁiﬁj))lgi’jgk)
— frto(E) v T
= QTTaceTfto(w)fto(E) (v — Vy X )
-2 h%)(m) (XJ‘, Trace(HftO(z)))
= 2 (dwfto@)(a; ) = WM (9} f, TraceTl fto(z))) (fio(@)).  (3.25)
Ici Tracep oo () désigne 'opérateur prenant la trace des endomorphismes
(0]

de Ty, (x) ft,(X) et pour le calcul de la divergence, on a utilisé une formule
donnée dans [dC92], page 83, exercise 8. Par suite, on en déduit le lemme. O

Avant de donner les équations d’Euler-Lagrange associées & £ sur Emb(X, M),
introduisons encore quelques notations. Rappelons que la métrique h™ induit
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un connecteur K : T?M — TM (voir [Lan02], chapter 10, page 284) et que
pour v, € T, M , on a 'isomorphisme

T,,TM — T,M & T,M, ¢ (rM¢ K¢), (3.26)

ot ¥ : TM — M est la projection canonique. Pour ¢ € T, TM , on a donc
une unique décomposition & = £ + €V avec K&" = 0 et ngv = 0. Cette
décomposition correspond & la décomposition du fibré T2M en une somme di-
recte T?2M = HM © VM ot HM est le fibré des vecteurs horizontaux de T?M
et VM celui des vecteurs verticaux (voir [Lan02]) .

Avec ces notations, pour v, € T,M , on a :

L

€(HM): =T:M=T,M. (3.27)

(HM)y,,
Il existe donc (V""L),, € T, M tel que

L., & =M ((V"L)y,, mM &), (3.28)
pour tout ¢" € (HM),,, . De méme, il existe (VVL),, € T, M tel que
L., € =n"((V'L),, KE), (3.29)

pour tout &Y € (VM),,. On définit ainsi deux applications lisses V*L €
C®(TM,TM) et V'L € C(TM,TM) qui respectent les fibres. Pour les cal-
culs pratiques, notons “¢” : TM — T*M l’application canonique induite par
la métrique. On peut montrer que pour v, € T, M , on a :

o (V'0),,)F = {TM 3 uy s |, L(vy +t-u,) € R}

o ((Vhﬁ)vm)ti ={T.M > u, — %|0
min de M tel que a(0) = x et a(0) = u, et ot U est un champ lisse de
vecteurs paralleles le long de « tel que U(0) = v, }.

L(U(t)), ot a:=7™oU est un che-

Par exemple, si £ := %hM( )=V oa™ ot V est une fonction sur M , alors
(VYL)y, = v, et (VL) = —(VV), pour tout v, € T, M .

Remarque 3.34 La connaissance de V'L et VUL pour un Lagrangien £ donné,
revient & connaitre la décomposition sur le fibré vertical et horizontal du gra-
dient VML de £ par rapport ¢ la métrigue h™ de Dombrowski sur la variété
TM (voir [Lan02], page 285).

Théoréme 3.35 Les équations d’Euler-Lagrange associées a L° sur Emb(X, M)
s’écrivent :

(V"L)os — (dwft@)(aj fo ft> (V'L)e

of
at

—|—(hM(8tJ‘f7 Tmcel_[ft(z) ft> 6J ( ) Tracelly, (s,

—vi E>(,co foft ) Y (VL) 0y =0, (3.30)
ot

ot fi est un chemin lisse de Emb(X, M) .
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Démonstration. Soit f; un chemin lisse de Emb(X, M) et fs une variation du
chemin f; & extrémités fixés (voir [AMT78] pour une introduction & la mécanique
lagrangienne). On a :

e
Jr/a/Z ?O(f*uf@))dt. (3.32)

Le terme (3.31) peut se réécrire :

[ Ll feog) rua= [ (e

3f) Pl gy

o .
h e F®)
//h V,caf,aSOf)fu dt (3.33)
//hM ((ve aﬁ 6—{>~f*uf(2)dt. (3.34)
%,_/
=Vo, 2|7

Pour le terme (3.34), on a :

I
2\@
T
7N

Sl
>
S
—
9
3
ol@
g
Flo

) )

) .f*,uf(Z)> gt

Il
ﬁ
R
N

|

>

=g
—
<
<
B
ge
Qj‘ QJ

0

f) - (dwf<2> 0 f) (3.35)

Il
|
D\&
™
>
~R
—
—~
<
S
D
S~—
g2
2

/)
—hM (atif, Trace Hf(z))> of - fruf®dt (3.36)

//hM g (V'L )8{’i‘of)>‘f*uf®dt. (3.37)
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Concernant le terme (3.32), on a :

[ oo g, Grwro)as [ f (2o (aworl

th<8jf\  Trace ;s )) £ ® at

/b/ (co af) (aiv! O F|,_g o f) - 11 at
// /Jo— hM(aif\ ,Tracer(E)>of)~f*/,¢f(2)dt
//f(z Eo*o 71>'L<"Jf
N AGE I RGIE:

Pour le terme (3.38),

// ﬁo—of ) 8zf|w:0(uf(2))dt
T YJ -1\, f(%)
//f(Z 8f}so<ﬁo o ),u dt
of ,._ x
_ M vf(E) 1\ g7 e
/a /f(z) " (LO ot °f )’65 f|8:0) i dt

b
of 0
— WMWM(viE (o2l o) =2
/a/z (V ( ° o o >f’aso
Par suite, en considérant la somme des termes (3.33), (3.35), (3.36), (3.37),
(3.39) et (3.40), on en déduit le théoreme. O

(1) dt (3.38)

s=0

J (TraceTlys) o f)) I ar. (3.39)

0

f) ol dg . (3.40)

Remarque 3.36 Pour L = % RM(..), on retrouve l’équation des géodésiques
de Emb(, M) telle que formulée dans [MMO05]. Pour £ = 3 kM (., .)—1lor™ et
dim(X) = 1, le lagrangien L" associé correspond & Uaction de Nambu-Goto pour
des cordes vibrantes non-relativistes (voir [Pol05], exercise 1.1.b ot [Zwi04]).
Le cas ou L = 1o7M correspond lui aux cas des sous-variétés minimales de
M.

3.2.4 L’équation d’un filament de vorticité en tant qu’équation
hamiltonienne

Une autre conséquence du Lemme 3.33 est la possibilité de calculer le gra-
dient symplectique sur (G?‘Q(M ), pM ) de certains hamiltoniens naturels. Plus
précisément, pour V € C°(M,R), on définit V € C>(Gr*(M),R) par la for-
mule :

V(D) = /Z Vi, (3.41)

ot ¥ € Gr?(M). On a alors,
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Lemme 3.37 Le gradient symplectique X3 de la fonction V sur la variété sym-

plectique (GT’Q(M), L\I‘Z), est donné par
(Xg)y =V - J (Tracells) — J (VV) 7, (3.42)

ot (VV)L correspond a la projection du vecteur VV sur le fibré normal de

Y e Gri(M).

Démonstration. Fixons ¥ € Gr?(M). Nous allons utiliser le fibré princi-

pal Diff (%) — Emb(Z, M) 22 Gr(X, M) apparaissant dans le Théoreme

3.17. Prenons W € Gr(X, M), f € Emb(X, M) tel que pu(f) = W et X €

TyEmb(X, M) = T'ce (X, f*TM) . Prenons aussi f; un chemin lisse de Emb(3, M)

tel que fy = f et tel que %|0 f=X"'tou X' :=proX, prestla projection sur
le fibré normal NW de W dans M . On a :

‘7*W (pz)*fX = V*W (pE)*fXJ_ = (Vopz)*fXJ‘

d / > d b
da v Z 4 / Vo fy) . frul®
dt 0 7 fi(2) dt 0 E( 0 i
d
=[xy [ wep s

=[xty [(wen (4 (@] )
by b)) \:/O"
—hM( oy f ,TraceHW)) of-fruv
—
=(ps)« X+

/2 M (XL, (VV)E) - o

f;kuft(z)
0

_/2 (V . hM((PZ)*fXL,TmceHWD Of‘f*,uW

/E (hM(((pZ)*le’ (VV)L)) o f fu
—/2 (V . hM((pZ)*le’TraceHW)) of - fruW

- [ () x5 POV o

+/ (V WM ((ps)i, X+, J? TTaceHW)) of-fru"v
b
= (M)w (= J (V) +V - (JTracelly), (ps)s, X) .
Le lemme s’en déduit. O

Remarque 3.38 Du Lemme 3.37, il apparait que ’équation d’un filament de

vorticité peut étre vue comme une équation hamiltonnienne sur (Gr?(M), u)
par rapport a U'hamiltonnien 1. Rappelons que dans le premier chapitre, nous
avions considéré l’'équation d’un filament de vorticité comme étant une équation
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vivant sur Emb(3, M) . Nous avons donc deuz approches des cette équation,
l'une en considérant Gr*(M) et Uautre en considérant Emb(X, M) . Ces deux
points de vue sont en fait équivalents comme on peut le voir dans la remarque
qui suit.

Remarque 3.39 Il existe, sur le fibré principal Diff ™ (2) — Emb(Z, M) 22
Gr(%,M), une 1-forme de connection naturelle 8 € Q' (Emb(S, M), X(X))
définie pour x € ¥, f € Emb(X, M) et X € TyEmb(E, M) = T'cee (X, f*TM),
par (05(X)) = (f"1e, X, 00 X,| € Tyu)f(X) correspond a la projection du
vecteur Xy € TyzyM sur Ty, f(X) . L'existence de la connection 0 et le fait que
le groupe de structure Diff™ () soit un groupe de Lie “régulier” (“regular” en
anglais, voir [KM97], Chapter VIII), implique Uezistence d’un relevé horizontal
X: € X (Emb(2, M)) sur Emb(3, M) du champ de vecteurs Xj. Ce relevé a

DOUT expression (Xi*)f = (J Trace Hf(z)) o f pour f € Emb(X, M) et est donc

invariant pour Uaction du groupe Diff ™ (%).

Remarque 3.40 Haller et Vizman on remarqué dans [HVO04], que si f; est
une courbe intégrale du champ de vecteurs X3 (voir Remarque 3.39), alors
dvolf:hft(m est une forme de volume constante sur 3. .

Remarque 3.41 Pour H € C*(Gr?(M),R), notons Vi H € X(Gr?(M))
le gradient symplectique de H par rapport a la forme symplectique pu™ . Il est
facile de voir, étant donné V€ C*°(M,R% ), que l'on a la relation \AR Y ; =
%V“MH. En particulier, (VV'”M ‘7)2 = JTracelly — J (V hrl(V))L pour X €
Gr3(M).

3.3 La Grassmannienne non-linéaire GG-invariante
et quelques propriétés du dual non-régulier
de l’algebre de Lie de SDiff(B)

3.3.1 La Grassmannienne non-linéaire G-invariante

Soit (M, h™) une variété riemannienne orientée, compacte, de forme volume
uM = dvoly , la forme volume induite par la métrique h™ . Soit aussi G, un
groupe de Lie connexe, compacte et munie d’une forme de volume v“ normalisée
et bi-invariante. On suppose que le groupe G agit & droite sur M et que h™ est

G-invariante pour cette action. Pour k € {0, ...,dim(M)}, notons :
e ¥ : M xG— M, laction a droite de G sur M ;
o Gri(M)% = {2 € Gri,(M)|9,(%) =%, Vg € G} ;
o Ton(S,N9)C = {s € Tow(S,N5) | (5 0 9,)(2) = (J).,5(x), Vo €
M, Vg € G}.

Proposition 3.42 L’ensemble Gr(M)C est une sous-variété modérée fermée
de Gri(M) . Pour ¥ € Gri(M)C | espace tangent de Gri, (M) en Y s’identifie
naturellement & l'espace Tooe (X, NX)E .
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La Proposition 3.42 se montre facilement en reprenant la construction de la
section 3.1 avec une métrique G-invariante, et en utilisant le lemme suivant :

Lemme 3.43 Il existe une projection continue p sur l’espace de sections
Lo (X, NX) telle que Im(p) = Lo (X, NX)C . En particulier,

Lo (2,N8) = T (B, N2)Y @ ker(p) (3.43)
et Towo (X, NX)C est naturellement un espace fréchétique modéré.

Démonstration. Il suffit de considérer application continue p : T'o (X, NX) —
Tow (X, NX) qui est définie pour s € I'cee (X, NX) par :

p(s) = /G ((19!])* o0Sso '19!]—1) . VG

Le lemme s’en déduit. O

Considérons & présent la cas d’un fibré principal G — P —— B. Nous al-
lons détailler certaines propriétés de Gr*(P)< .

Soit ¥ € Gr*(P)¢. Comme 9,(X) = ¥ pout tout g € G, le groupe G agit
sur ¥ et cette action est libre et propre. On a donc un G-fibré principal natu-
rel :

G—¥Y=Y%/q. (3.44)
D’autre part, nous avons aussi le diagramme commutatif suivant :
LI STe,
7T|2 . 5 (3.45)
J
B

ol j : ¥/G — B est définie par j([z]) := n(z).
Lemme 3.44 Le couple (X/G,j) est une variété plongée de B.

Démonstration. L’application j est clairement injective et lisse d’aprées la com-
mutativité du diagramme (3.45). Montrons que j est une immersion. Pour ce
faire, notons OF C X l'orbite du point z € ¥ pour I'action ¥ restreinte & 3
(remarquons que TxOE =T.0,NT,Y). Pourx € XetveT,X,ona:

Jtng e (T2)s,v =0 = (jomsg),,v=0

(ﬂz) v=0= m,v=0

x

v est vertical pour le fibré G — P — B
veT,0, = veT,0,NT,Y=T,07

v est vertical pour le fibré G — ¥ — ¥/G
= (mg)s,v=0.

=
=
=
=

L’application j est donc une immersion injective. Pour la question de la topo-
logie, on peut remarquer que j(X/G) est fermé dans B car j(X/G) = w(2) est
un compact d’un espace fermé. O
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Remarque 3.45 Du Lemme 3.44, on en déduit que pour ¥ € Gr¥(P)% | len-
semble m(X) est une sous-variéte plongée de B de codimension k et l'on a une
structure de fibré principal :

G—=Y—-nX). (3.46)

Lemme 3.46 Si le groupe de structure G du fibré principal G — P — B est
connezxe, alors on a l’équivalence suivante :

P est orientable < B est orientable. (3.47)

Démonstration. Introduisons (pour fixer les notations), des cartes triviali-
santes du fibré P :

UxG 7 YV VxG

\ / , \ / . (348)
pTl p7‘1

Notons

o Ul (z,9) = Vy(su(x)), V' (y,9) = Yg(sv(y)) pour z € U,y € V et
g € G (on définit ainsi des sections locales sy : U — Petsy : V— P
du fibré P).

e sy(z) =V(sv(z), cuv(z)) (cela définit le “cocycle” cpy : UNV — G).

Avec ces notations, nous avons la relation :

(Ty o \Ill_]l)(:c,g) = (z, cyv(x) - g). (3.49)

A Taide des trivialisations (3.48), nous pouvons construire de “vraies cartes”
de P de la fagon suivante. On considére © C g un ouvert de g tel que exple :
O — exp(0) soit un difffomorphisme. Pour (U, ¢) une carte trivialisante de P
et g € G, on définit alors

P(U) x © = W5 (U x Ly(exp(©)) )

Aty ;
T @8 - g (0 @), Lylexp(€)))

(3.50)

Le couple (\I'[_Jl (U x Ly(exp(0))), AU7g) est une carte de P et 1’on a pour (V)
une autre carte trivialisante de P et h € G :

(v o ATl @,€) = A (U5 (07 (), Ly(exp(9))) )
= A (W (7 @), cov (971 @) - Lylexp(€)))

R e )]

— {(qﬁ op M (x), exp ! (Lz 'eXP(f))]

90



avec 2 := h™teyy (¢~ 1(x)) - g. On en déduit que

-1
-1 I IR 0
(Avin oAy )i = [ * (exp; L., exp)ec| (3.51)
Comme G est connexe, on peut trouver un chemin lisse z; de G tel que zp = e
et 21 = 2. Ceci implique que le signe de det(exp; 'L, exp)., soit égale au signe
de det(Idg) = 1 qui est positif. Donc,

3

det((A Vih O A;]}g)*w) >0 & det((¢ o (pfl)*m) >0 (3.52)

ce qui prouve ce lemme. ([l

A présent prenons ¥ € Gr¥(P)¢. On peut considérer sur ¥ la métrique G-
invariante h> := (hP)’Z ainsi que p” := dvol,s . On a alors, d’apres le Lemme
2.6 et la Remarque 3.45, une métrique h™*) sur (%) telle que |2 X —w(X)
soit une submersion riemannienne. Nous savons aussi de part le Lemme 3.46,
que 7(¥) est orientable. Prenons donc Porientation de 7(X) telle que si ™)
désigne le forme de volume associée & la métrique h™>) par rapport & cette

orientation, alors on ait la formule (voir aussi Proposition 2.13) :
Y= (VZo(rln) - (rls) um ) Al S (3.53)

ot V¥ : 1(X) — R désigne le volume des orbites de ¥ et 0y € Q(X,g) la
1-forme de connection canoniquement associée & la métrique h* sur le fibré
G — ¥ — 7(X¥). On peut ainsi définir une application :

: Gr*(P)¢ — Gr*(B) ;
v { (2, (1) = (7(2), [ >)]). (3.54)

Proposition 3.47 L’application ® : Gr¥(P)¢ — Gr¥(B) définie en (3.54)
est un difféomorphisme modéré et pour ¥ € Gr*(P)Y et s € TeGr*(P)¢ =
Lo (2, NX)C, on a la formule :

D, 5=3, (3.55)

ot § € Top(s)Gr¥(B) 2 Toe (B(X), N®(X)) est définie par 5(b) = ., s(x) pour
be ®(X) et x €X tel que w(x) =b.

Nous allons montrer cette proposition par une serie de lemmes.
Lemme 3.48 L’application ® est une bijection.

Démonstration. Nous allons montrer que ’application ® posséde un inverse.
Prenons W € Gr*(B) et U C B un ouvert trivialisant intersectant W :

UxG

\ »4 1
Nous pouvons observer que

Uy (et W)Na ' (U)) = Ty (' (WNU)) = WnU) xG.
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Il est alors facile de construire un atlas sur 71 (W) tel que 7~ (W) soit une sous-
variété plongée de P . Cette sous-variété est connexe (car W et G sont connexes)
et I'on peut constater que (W) est aussi orientable. L’orientabilité provient
du Lemme 3.46 et de la G-invariance de 7= (W) qui implique I’existence d'une
structure de fibré principal G — 7~ (W) — W . Enfin on peut munir 7#—(W)
de 'unique orientation [3(W)] qui vérifie ®(7—(W), [3(W)]) = W . Ce faisant,
on construit bien un inverse de I’application & . O

Lemme 3.49 Les applications ® et ®~! sont lisses modérées.

Démonstration. Prenons ¥ = &~Y(W) € Gr¥(P)¢ (apW(Z/{W) ¢w ) une

carte de Gr¥(B) et (px(Us), ¢5') une carte de Gr¥(P) Smt aussi US C
T (2, NX)¢N Us, un ouvert de I'oee (X, NX)E tel que (gp |gaZ uG))
soit une carte de Gr*(P)% en X, et tel que

m(0x) C 7 (rw (Ow)) (3.56)

(voir section 3.1 pour les notations). Puisque 7 : (P,h*) — (B,h?) est une
submersion riemannienne, on a pour s € L{g et x € X :

7T<expz (s(x))) = eXPr(p) (5(2)) (3.57)

ol § € oo (W, NW) est définie par §(w(x)) := m s(x) pour z € ¥. Des
relations (3.56) et (3.57) on en déduit successivement :

P (px(US)) € ow (Uw) et donc @ est continue ;

localement, ®(s) = §;
o ® est lisse modérée et ., s = 3;

O~ est aussi lisse modérée d’apres le théoreme d’inversion de Nash-
Moser .

Le lemme s’en déduit. O

11 est facile de voir que la 2-forme ;’3 définie en (3.1) se restreint en une forme
symplectique sur Gr2(P)% et il est naturel de se demander de quelle manicre

la dynamique sur la variété symplectique (Gr2 (P)C, ;’3 ) se transporte sur la
variété Gr?(B) . Pour cela on a :

Théoreme 3.50 L’application ® : (Grz(P)G,;?> — (GT2(B),‘//_;L_§) est un
symplectomorphisme (ici la fonction V€ C=(B,R) est la fonction apparaissant
dans la Proposition 2.13). De plus, Uapplication ® est équivariante par rapport
auz actions naturelles a gauche du groupe SAut(P, u) sur Gr?(P)% et Gr*(B) :

(%)) = ¢(2(%)), (3.58)

pour ¥ € Gr2(P)¢ et ¢ € SAut(P,ur) (voir aussi la section 2.4.1 pour les
notations) .

Remarque 3.51 Toujours en utilisant la Proposition 3.23, on voit facilement
que VubB est une forme symplectique sur Gr*(B).

92



Pour montrer le Théoréme 3.50, nous avons besoin de deux lemmes.
Prenons ¥ € Gr?(P)¢, x € ¥ et notons W := ®(%).
(NEI7 hi,vz) — (NWW(I), Y

Lemme 3.52 L’application ., (

une isométrie.

NS, ‘;‘3) est

Démonstration. Remarquons tout d’abord, en notant O, 'orbite de = dans
P pour P'action de G, que :

0.C% = T,0, CT,Y = (T,Y)* C(1,0,)" =5 Try B,

'application m,, étant une bijection isométrique entre les espaces (T,O0,)" et
Tr(z)B (voir le point (i4) du Lemme 2.6 et la Remarque 2.8). De plus, pour
weNYX, etveTX,, onadapresle Lemme 2.6 :

hf(x)(ﬂ*mw,ﬂ'*zv) = (7*hP) . (w,v) = hE (w,v) fhg(ﬂ:c(w), Hﬂ(v)) =0
— ——
=0 =0
(0x(w) = 0 car w € N, = (T, X)t C (T,0,)* ce qui veut dire que w est
un vecteur horizontal). Il en résulte que (ﬂ'*m‘Nz J(NE;) € NWiy(, et par
restriction de 'isométrie 7, sur NX,, on en déduit le lemme.

Lemme 3.53 L’application 7r*1| : NYy — NWe sy préserve lorientation.

NY,

Démonstration. Soient {e;,es} une base positive de NX, et {f1,..., fin—2}
une base positive de T} (,)WW . De part le point (ii) de la Remarque 3.27, on a
les équivalences suivantes entre propositions :

T, : NYy — NWq () préserve l'orientation

|NZ,,
& {m.e1,m €2} est une base positive de NWr (g

& {f1,s frm—2, e €1, T4 €2} est une base positive de Tr(yB. (3.59)

Prenons ky, ..., km—2 € T, horizontaux tels que f; = m._k; pour ¢ € {1,...,m —
2} . La proposition (3.59) est alors équivalente & :

{mu, k1, ooy Tu, km—2, Ta, €1, T €2} est une base positive de T, B
B
pas /J/ﬂ_(w)(ﬂ'*zkl,...,W*wkm_g,ﬂ'*mel,ﬂ'*zEQ) >0

<~ (W*MB)w(kj, ey km,g,eheg) >0. (360)

Prenons {¢1,...,&,_m} une base de T, 0, telle que (0*vS) (€1, ..., 6n—m) = 1
(voir Proposition 2.13 pour les notations). La proposition (3.60) est équivalente
a:

((Vor) (uP) AOVE) (i, bm2,€1,€2,€1, s Enmm) > 0

= Mf(k‘l, . km,g,el,eg,fl, ...,fn,m) >0
4 ﬂg(kl, ey kmfg,gl, ...7§n,m,61762) >0. (361)
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Nous devons donc montrer que {k1, ..., km—2,&1, ..., &n—m } €st une base positive
de T, Y. Or,

:u’f(kla ceey km727§1a "'agnfm) >0

PN ((V o (w]y)) - (] )" 1™ A H*I/E)w(k‘l, kom0, €1y s Enm) > 0

A ((W|2)*uw)(kla"'akm—2) >0

=4 :u‘Z'[fx)(ﬂ*mkh"'?W*mkm—Q) >0

& A{mi k1, Tu, km—_2} est une base positive de T, W

< {f1,.s fm—2} est une base positive de T, W . (3.62)
La proposition (3.62) étant vraie, le lemme s’en déduit. O

Des lemmes 3.52 et 3.53 on en déduit en particulier, avec des notations évidentes,

que 7 W = NS

Démonstration du Théoréme 3.50. Prenons ¥ € Gr(P)“ et X,Y €
TxGr}(P)¢.On a:

—

(W) (X,Y) = / iyixp” = / iyixpN® - = / iyixm N
b > >

_ / (i?i)?MNW) om - u= :/ V(Z-W-)?MNW) W
b w

= [ ipig Vi = @TViP)s(X.Y),
w

ce qui est la formule cherchée. ([

Une conséquence du Théoreme 3.50 est la possibilité de réécrire ’équation
d'un filament de vorticité (avec symétrie) sur Gr?(P)¢ comme une équation

hamiltonienne sur (Gr?(B),VuP). En effet, nous savons (voir section 3.2.4),
que l'équation d’un filament de vorticité (avec symétrie) peut étre interprétée

comme une équation hamiltonienne sur (Gr?(P)“, u’) par rapport & 'hamil-
tonien 1. Mais de part le Théoreme 3.50, cette équation est équivalente &
I’équation hamiltonienne sur (Gr2 (B), 1//_/;/3) associée a ’hamiltonien 1o ®~1 =
Ve C>(Gr*(B),R). Le gradient symplectique de cet hamiltonien est donné
d’aprées la Remarque 3.41 par :

(v‘zﬁ*f/)w =JTracelly — J (V ln(v))L )
pour W € Gr%(B).

Dans le cas particulier ou la dimension de B est deux, on a (étant donné que B
est connexe) :

e (Gr3(B), ‘7,175) = (B,VuP) 11 (B, —Vu?) (union disjointe) ;
o V=Vsur (B VuB);
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. (VV”BT/) = (VV“BV) = —J (VIn(V)) sur (B,Vu®), J étant la struc-
ture presque-complexe canonique sur la surface riemannienne orientée
(B,VuP).

Dans ce contexte (dim(B) = 2), il apparait donc que 1’équation d’un filament
de vorticité se réduit a I’étude du flot d’'un champ de vecteurs sur une surface.
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Annexe A

Remarques sur la
différentiabilité au sens de

Kriegl-Michor et celle de
Hamilton

Il existe de nombreuses notions de différentiabilité dans les espaces vecto-
riels topologiques localement convexes (voir [Kel74]) ; notions qui se confondent
souvent dans les espaces de Fréchet pour les applications lisses. Le but de cet
appendice est de discuter de deux de ces notions et de montrer quelles sont les
méme dans les espaces fréchetiques.

Définition A.1 (différentiabilité au sens de Hamilton)
Soient E et F' deux espaces de Fréchet et U un ouvert de E .

(i) Une application f : U — F est dite de classe C' au sens de Hamilton si :
e la quantité suivante

e =i O =1

eziste pour tout x € U et pour tout v € E .

e Lapplication df : U x E — F | (z,v) — df (z)v est continue.
(i) Une application f : U — F est dite de classe C* au sens de Hamilton si
f est C' au sens de Hamilton et si de plus df : U x E — F est de classe

C! au sens de Hamilton.
De facons équivalente, cela revient a montrer que la quantité

d* f(x){v1, v} 1= mdf (x+ tvl)iéz — df (x)vs

existe et est continue en tant qu’application de U X E X E a valeurs dans F'.
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(i) De maniére analogue, on définit les différentielles d’ordre supérieures par
la formule :

dnf($){v1, ...,’Un} = Q%dn_lf(x + tv1){’02, "'7’U7;} - dn_lf(x){v% "'7UTL}

et Uon dit qu’une application f de classe C"~' au sens de Hamilton est
de classe C™ au sens de Hamilton si d"f : U x E™ — F eziste et est
continue.

Notation. Nous noterons C7 (U, F') I'ensemble des applications de U dans F'
de classe C™ au sens de Hamilton. Naturellement, on définit C¢ (U, F) par
C¥(U,F) := kQOC’;I(U, F).

Résultats 1 Soit f : U — F wune application d’un ouwvert U d’un espace de
Fréchet E dans un autre espace de Fréchet F' .

(i) Si f € CL(U,F), alors f est continue.

(ii) Si feCHU,V) etge CL(V,L) ou V est un ouvert de F et L un espace
de Fréchet, alors pour x € U et v € E on a la formule

d(g o f)(x)v = dg(f(x))df (x)v.

(111) Sif e CH(U,F), alors pour x € U, Uapplication d™ f(x) : Ex---XE — F
est multilinéaire et symétrique.

Abordons la notion de différentiabilité de Kriegl-Michor. Celle-ci repose sur la
notion de courbe lisse, notion qui ne pose pas de probleme puisque la dérivée
“naive” (si elle existe) d’une courbe d’un espace vectoriel est elle-méme une
courbe. On dira donc quune courbe o : I — E (I ouvert de R) est lisse si elle
admet des dérivées continues a tous les ordres.

On peut remarquer que ’ensemble des courbes lisses se confond avec C¢ (I, E).

Définition A.2 (différentiabilité au sens de Kriegl-Michor)

Soit f : U — F une application d’un ouwvert U d’un espace de Fréchet E dans
un autre espace de Fréchet F .

L’application f est dite de classe C* au sens de Kriegl-Michor si l’image par
f d’une courbe lisse est toujours une courbe lisse.

Notation. Nous noterons C%%,, (U, F') 'ensemble des applications de classe C*°
au sens de Krigel-Michor.

Il est évident que la différentiabilité de Hamilton entraine celle de Kriegl-Michor.
Nous allons voir que l'inverse est aussi vrai.

Définition A.3 Soient E un espace de Fréchet et (x,)nen une suite de E qui
converge vers x. On dit que la suite (x,)nen converge rapidement vers x si pour
tout k € N, la suite (n*(z, — x))neN est bornée.

Lemme A.4 Si (x,)nen est une suite d’un espace de Fréchet E qui converge
rapidement vers x , alors on peut trouver une courbe lisse a : R — E telle que

a(t) =gz, et a(0) ==x.
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Démonstration. Voir [KM97], page 18. O

Ce Lemme est tres intéressant car dans un espace de Fréchet, la notion de
continuité est équivalente a la notion de continuité séquentielle.

Lemme A.5 Si f € C3,, (U, F), alors f est continue.

Démonstration. Soit (x,),en une suite de E qui converge vers x. Nous allons
dans un premier temps montrer que I’on peut extraire de (x,,),en une sous-suite
qui converge rapidement.

Puisque F est un espace de Fréchet, il existe une famille dénombrable de semi-
norme (p;);>1 qui engendre la topologie de E. Une distance compatible sur £

nous est donnée par
Z 1 pi(r—y)
=2t +pilz —y)

pour z,y € F.

En particulier pour i € N* et x,y € F on a
1 pi(z—y) '
= <d(x,y) = pi(x—y) <20 +pi(z —y))dx—y). (*
1+ i@ =) (@,9) = pi(z —y) <2°(L+pi(z —y))d(z —y) . (%)

Choisissons alors ¢ : N — N strictement positive telle que pour tout n € N,
d(xpny, ) <e ™.
On a alors, pour i,k € N, d’apres () :

pi(nk(zy,(n) —z)) = nkpi(xg,(n) —z) < nk2i(1 +pi(Tpn) — 2))d(Tp(n), T)
nk2 (1 + M;)e™ — 0 quand n — 400

N

olt M; est une borne de la suite convergente (p;(7,(n) — 7))nen - On en déduit
que la suite (p;(n*(z,(n) — 2)))nen est bornée pour tout k € N ce qui veut dire
que cette suite est bornée dans E . Par suite, (2,(n))nen converge rapidement.
Dans l'espace métrique E, il n’est pas difficile de voir que 1'on peut tester la
continuité de f au moyen des suites a convergence rapide. Soit alors x, — =
une telle suite . Prenons une courbe lisse o vérifiant a(L1) = 2, et a(0) = z .
On a alors, puisque f o « est lisse (et donc & fortiori continue) :

fan=1(a(3)) = roal(3) o (Fo@© = flo).

n n—-+4oo
Ainsi f est continue. U

Théoréme A.6 Si f : U — F est une application d’un ouvert U d’un espace
de Fréchet E dans un autre espace de Fréchet F, alors f est C* au sens de
Kriegl-Michor si et seulement si f est C* au sens de Hamilton.

Démonstration. Supposons que f soit C'°° au sens de Kriegl-Michor.
Considérons, pour x € U, v € E et t € R, le quotient suivant :

[z +tv) = f(2)
; .

Papplication ¢ — z + tv est une courbe lisse, et donc aussi « : t — f(z + tv) .
Il en résulte que

[l +tv) = flx) _ at) —a(0)

t N t
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converge lorsque ¢t — 0 puisque « est lisse. Ainsi nous pouvons considérer I’ex-
pression df .

Montrons que df : U x E — F est C'°° au sens de Kriegl-Michor. Prenons ¢y
une courbe lisse de U et co une courbe lisse de E. Notons fV : RZ — F, (s,t) —
f(c1(s) + tea(s)) . Etant donné que fV est lisse au sens de Kriegl-Michor, cela
implique, d’apres le Théoréme de Boman (cf [KM97], page 31), que f¥ admet
des dérivées partielles continues au sens usuel a tout les ordres. On a alors

fler(s) +tea(s)) = fler(s)) [Y(s,t) = fY(s,0)

Fle()erls) = lim :  lim t
_ o
= 57 (s,0).

Il en résulte que s — df (c1(s))ca(s) est une courbe lisse puisque s — %(s, 0)
est lisse d’apres le Théoreme de Boman. L’application df est donc C'*° au sens de
Kriegl-Michor puisque 'image par df d’une courbe lisse est toujours une courbe
lisse. On en déduit en particulier que df : U x F — F' est continue, et donc f
est C! au sens de Hamilton. Par récurrence, on montre que f est C* au sens
de Hamilton. |
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Annexe B

Le groupe des
difféomorphismes
unimodulaires d’une variété
compacte comme groupe de
Lie fréchétique modéré

L’objet de cet appendice est de compléter quelques détails techniques de

I'article “The inverse function theorem of Nash-Moser” de Richard Hamilton
([Ham82]), o est, entre autre, introduit la catégorie des variétés fréchétiques
modérées.
Plus précisément, nous détaillons ici la démonstration de Hamilton donnant
I'existence d’une structure de variété fréchétique modérée sur le groupe des
difféomorphismes unimodulaires d’une variété compacte orientée. Nous complé-
tons ainsi certaines constructions et arguments concernant la catégorie des es-
paces et des variétés “modérés” en utilisant tres explicitememt des espaces de
sections lisses d’un fibré vectoriel sur une variété compacte. Parmi les variétés
considérées, sont traités le groupe de tous les difféomorphismes ainsi que celui
de tous les difféomorphismes unimodulaires d’une variété compacte.

B.1 L’espace des sections d’un fibré vectoriel

B.1.1 La topologie de I'c (M, E)

Pour une variété compacte M de dimension n et un fibré vectoriel E —— M
de rang r au dessus de M, nous allons voir qu’il est possible de mettre sur
T'oe (M, E) lespace des sections de F une structure d’espace vectoriel topolo-
gique localement convexe faisant de 'c (M, E) un espace de Fréchet.

Notations. Par la suite, si s € o (M, E) et (U, ¢) est une carte trivialisante

100



(== 1(U) % U x R"), nous noterons

syt oU) =R x— (prgo\I/Uosogp_l)(m)

ot pr¥ : U xR" — R" est la projection sur le deuxiéme facteur. En particulier,
en coordoonnées locales dans des cartes trivialisantes, une section s’écrit

(W 05067 )(@) = (¢~ (), 50(x) € U x B"
pour x € o(U) .

Lemme B.1 L’espace T'coo (M, E) peut étre muni d’une structure d’espace vec-
toriel topologique localement conveze dont la topologie est engendrée par la fa-
mille de semi-normes py, ki, définies comme suit :

(i) (U, ) est une carte trivialisante (7=1(U) % UxR") ;

(#) K est un compact de U ;
(#7) i est un entier compris entre 1 et r;
(i) a € N" est un multi-indice ;

(v)

s sup (| D%y (x) )

PU,Ki,a
zEP(K)

o

ot D% = % et sy(z) = (s;(x),...,s5(x)) € R" pour x €
8x1~--8x2

e(U) .

Démonstration. Il suffit de montrer que la famille de semi-normes définie
précédemment est faiblement séparante, ce qui est évident puisque si une section
s € Tcoe (M, E) est telle que py k.i.o(s) = 0 pour toutes les semi-normes, alors

sup (| sy(x))=0
zEP(K)

et s’b = 0 sur K . Par suite, il en résulte que s est la section nulle. ([l

Nous allons désormais montrer que I'coo (M, E') est métrisable, c’est & dire que
la topologie de I'cee (M, E') est engendrée par une famille dénombrable de semi-
normes.

Dans un premier temps, nous allons montrer que nous pouvons nous contenter
de prendre des semi-normes py k..o pour des domaines U appartenant a un
méme atlas.

Proposition B.2 Soit {(Ug, ¢¢), € € A} un atlas de M constitué de cartes
trivialisantes. Si T désigne la topologie de T'coe (M, E) précédemment définie

et Ty celle engendrée sur I'ce (M, E) par la famille de semi-normes py, i i,a;
alors T =Ty .
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Démonstration. Nous avons évidemment 7y C 7 ; il suffit donc de montrer
que 7 est plus fine que 7 ou encore qu’une base de voisinages de 0 dans 7 est
contenue dans une base de voisinages de 0 dans 7 .

Prenons (U, ¢) une carte trivialisante, K C U un compact, & € N un multi-
indice, 7 € {1,...,7} et £ > 0. Nous pouvons nous contenter de montrer que

{s €Tox(M,E) | puk.ia(s) <ce}

est un voisinage de 0 dans (I'cee (M, E), 74) .

Pour k € K, il existe { € A tel que k € Ug . Notons Vi ¢ un certain ouvert de

U NUe contenant k et tel que Vi ¢ € U NUg . Puisque K C kUKVk’5 , on a
€

A
K C Ulvkmga pour certains k, € K et £, € A. Ainsi :
a=

A —
(1) K C Ulvkmga avec Vi, ¢, compact puisque M est compact ;
a=

(2) Vka,éa cUnN Uga .
Le reste de la démonstration va consister a montrer qu'’il existe n > 0 tel que

(Vs €Te=(M,E) | py_ v, . ;s(s) <n}
- {S S FCoo (]\47 E) | pU7K7i,a(5) < E}‘ s (@)
Pintersection étant prise pour a € {1,...A}, j € {1,...,7}, B € N" avec 8 < «
(observons d’ores et déja que l'intersection porte sur une famille finie d’indices).
Pour ce faire, nous devons “comparer” les “dérivées partielles” des sections dans
des cartes trivialisantes différentes.
Prenons { € A, me UNUg et s € g (M, E) . Nous avons
s(m) = Uy (m, su(p(m))) = Uyl (m, sy (0e(m))) |
d’ou
(m, su(p(m))) = (Tu 0 U5 (m, su(pe(m))) -
Notons gyy, : UNUg — GL(r, R) application définie pour (m,v) € UNUg x R"
par
(\IIU o \IJI;;)(WL ’U) = (ma gUUg (m)v) .

Nous avons donc

(m, su(p(m))) = (m, guv, (m)su, (ve(m)))
et

su(p(m)) = Juu; (m)SUg(@é(m)) .

Ainsi, pour x € (UNUg), on a :

su(@) = guue (¢~ (x))su ((pe 0 p™1)(2)) -

En particulier, avec des notations évidentes,
i
sy (@) =Y gt (¢ (@))str ((pe 0 ™ 1) (@)
k=1
pour i € {1,....,7}.

Puisque nous devons calculer les dérivées partielles de ’expression ci-dessus, il
est bon de se rappeler de deux choses :
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(%) Si f,g € C®°(U,R) ou U est un ouvert de R”, alors pour w € N,

D“(fg)= Y CapD*(f)D"(g)
a,BeEN?
at+fB=w
glwl
oty -0y
(xx) Si f € C°(U,R) et g € C®°(V,U) pour U et V des ouverts de R™, alors
pour w € N" et z € V, il existe des fonctions h* € C°(V,R) telles que

D“(fog)(x) = Y (D*f)(g(x)h*(x).

aeNn
a<w

ou les C, g sont des entiers naturels non nuls et D* =

A Taide de (x) et (xx), on en déduit, pour w € N et ¢ € {1,...r}, que

D¥ (s@) (2)
= Y D CasDgiiy, 09 (@)D (s 0 pe 09 (2)
k=1 a,BEN™
a+f=w

ST D CapD gy, o) (@)D (s ) (g 0 ™ ) (@)h () .
k=1 a,BENmyEN"
at+f=w y<pB

Revenons maintenant & w = «, a comme dans (©). Il en résulte que pour =
appartenant au compact ¢(Vi, ¢, ), il existe une constante C' = C'(a, ) > 0 telle
que

D% (sp) (@) < C Y > 1D (st (e, 007 ) (@)l

k=1~eNn
v<pB

Il devient alors évident que pour € > 0, les sections sufﬁsammellt proches de
0 dans (D (M, E), Ty) vérifient | D¥sy;(x) |< € pour 2 € ¢(Vi,e,). Or les
Vi, ¢, Tecouvrent K et sont en nombre fini, si s est une section de I suffisamment
proche de 0 dans (T'ce (M, E), 7p), on a donc que

S € {0’ S Fcoo(M,E) ‘ pU,K,i,a(U) < E},

c’est & dire, on peut trouver n > 0 tel que I'inclusion (O) soit vraie. (I

Désormais, nous allons montrer que nous pouvons diminuer le nombre de com-
pacts considérés sans changer 7 .

Proposition B.3 Si7q est la topologie sur I'ce (M, E) engendrée par les semi-
normes pu.i.ia ot les K sont de la forme o~*(B(q, %)) avec ¢ € Q" Np(U) et
p € N suffisamment grand pour que B(q, %) C o), alors T =Ty .
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Démonstration. Il suffit de montrer que 7g est plus fine que 7. Prenons € > 0.
Nous allons montrer que l'ensemble {s € I'cee (M, E) | pu.k.ia(s) < e} est un
voisinage de 0 dans (I'¢~ (M, E), Tg).

Nous pouvons trouver ¢, € (U) N Q™ et p, € N*, a = 1, ..., A vérifiant

A
K Co (| B(ga, —))
a=1 @
On en déduit immédiatement que
A
0 = ﬂ{s €Tlc=(M,E) | PUo=1(B(gas ) i, o(8) <&}
a=1

- {S €low (M, E) | pU,K,i,a(S) < 6} .

Or O étant un voisinage de 0 dans (I'c (M, E), Tg), la proposition est donc
démontrée. 0

En observant aussi qu'’il existe un atlas fini, on obtient comme corollaire des
Propositions B.2 et B.3, que la topologie 7 est engendrée par une famille
dénombrable de semi-normes et donc I'cee (M, E) est un espace métrique. Il
reste & montrer que cet espace est complet.

Lemme B.4 Soient U un ouvert de R™, K un compact de U d’intérieur non
vide et (fix)ren une suite de C°(U,R) telle que fi et D*fy, convergent respec-
tivement uniformément vers f 6 C°(K,R) et f* € C’O(K R) sur K pour tout

aeN™. 2 € C'OO(K R) et D*f = f© sur K .

Démonstration. Pour a« € N" de la forme (0,...,0,1,0,...,0), notons pour
i€ {l,..,n}, g;:= f*. Prenons z € K, v € R"” et t € R* suffisamment petit
(de sorte que z +tv € K). On a :

B 1
fre(z+ tt;) fr(z) _ / (dfi.)(z + stv)vds
0
1 n
[k
=1
n 1
S B
=1
Or,
° fulz + tUt) — fa(z) N fz —|—t11t) — f(=) quand k — o0 ;
e la suite de fonction [0,1] —» R, s +— %(x + stv) converge uniformément vers

la fonction s — g;(z + stv) On en 'déduit que

Lo

o Ox;

(x + stv)ds — / gi(x + stv)ds quand k — oo .
0
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Donc

f(x—i—tv Zvl/ gi(x + stv)ds .

i=1

Le deuxiéeme membre de l'expression ci-dessus est continue par rapport a ¢ et
vaut Y . v;gi(x) en t = 0. On en déduit que f est différentiable avec

M:

Uzgz
=1

et puisque les applications g; sont continues, f € C’l(K R) af =g;. En
appliquant de nouveau ce raisonnement, on montre que toutes les derlvees par-

[e]
tielles de f existent sur K , sont continues et que D% f = g, . [

Lemme B.5 L’espace métrique (Lo (M, E),T) est complet.
Démonstration. Notons
Pon (M, E) x Tow (M, E) — R, -
d - (s',5") '_’Z 1 pi(s fs’)

% //
521 pils =)

ol (p;)i>1 est une famille dénombrable de semi-normes engendrant la topologie
7T . L’application d est une distance sur I'coe (M, E),T) .
Prenons alors (si)gen une suite de Cauchy de I'cee (M, E) . Pour ¢ > 1, on a

L pi(sp = 5q)
— L < d(sp, 0 d p, .
BT+ palsy — ) = (sp,sq) = 0 quand p,q — o0

Donc %% — 0 ce qui implique que p;(sp — s4) — 0 quand p, g — oc .
Remarquons que I'on peut supposer p; quelconque, ce qui veut dire que pour une
carte trivialisante (U, ), un compacte K C U d’intérieur non nul, i € {1,...,7}

et a € N un multi-indice, on a

()  sup {|D%(sp)iy(x) = D*(59)ps ()|} — 0 quand p,q — oo
zEP(K)

Prenons un atlas {(Ug, ¢), & € A} constitué de cartes trivialisantes et un famille
d’ouverts (V¢)eea vérifiant pour tout € € A -

V&QU& et UVf:
EeA

D’apres (x), Da(sk)li]{) T est une suite de Cauchy de l'espace de Banach
—_— LP& . & .
CO (e (K§)7R) . Ainsi (Sk)}J£ converge uniformément vers une application s; €
C%pe(Ve),R) qui est C sur ¢¢(Vg) d’apres le Lemme précédent. On peut
ainsi construire une section s € I'cee (M, E) définie localement sur ¢¢(Ve) par
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(sé, ) Pour que s soit bien définie globalement, s doit vérifier pour tout
§&nel
85(@5(777,)) = ggnSn(w(m))

ol gen = VeNV,y — GL(r,R) est application naturelle associée au changement
de trivialisation. Or :

se(pe(m)) = lim ((sk)ve)(we(m))
= llm n gen(m)(sk)n (v (m))
g&n(%)(iﬂ(?ﬂ)) :
Donc s — s dans I'cee (M, E) . O

Résumons-nous.

Théoréme B.6 La topologie T fait de T'coo (M, E) un espace de Fréchet.

B.1.2 Les courbes lisses de I'c« (M, E)

Rappellons que pour un espace de Fréchet F', une courbe ¢ : I — F (I
étant un intervalle ouvert de R) est différentiable si pour tout ¢ € R, le quotient

suivant
c(t+h) —c(t)
t

converge vers un certain ¢’(¢t) € F quand h — 0 ce qui permet dans ce cas de
définir une nouvelle courbe ¢’ . Par définition, une courbe c est lisse si elle est
infiniment différentiable, c’est & dire si les courbes ¢’,(¢/),((¢/)’), ... existent.
Le but de cette partie est de décrire les courbes lisses de I'c (M, E) .

Lemme B.7 Si U est un ouvert de R™, alors l'application
ev; » CP(U,R") xU —=R", (f,z)— f(zx),

est une application lisse ot C*°(U,R") est muni de sa topologie naturelle d’es-
pace de Fréchet.

Démonstration. Montrons que ev]; est continue. Prenons (f,,z,) une suite
de V’espace métrique C°(U,R") x U convergent vers (f,z) € C*°(U,R") x U .
Nous pouvons supposer qu’il existe € > 0 tel que x,, € B(z,¢) pour tout n € N.
On a alors :

[fulzn) = @) < |falen) = fla)l +[f (@) = f(2)]
< sup |fu(y) = SO+ f(@n) = F(@)]

yEB(z.¢e)

Le premier terme de cette derniere expression tend vers 0 puisque la suite fp,
converge uniformément vers f sur le compact B(z,¢) et le deuxiéme aussi par
continuité de f . Ainsi f,(xz,) = ev](fn,zn) — f(z) quand n — oo et evy;
est continue. Montrons que ev}; est C! au sens de Hamilton. Prenons (f,z) €
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C>®(U,R") x U, (g,h) € C°(U,R") x R™ et t € R suffisamment petit pour que
(f7x) +t(9,v) €U.Ona

GUTU((f,x)—f—t(g,U)) —606(]071') _ ev,rj(f—l—tg,x—i—tv) _f(l')
t t
B CLITES LN

—  (df)(z)v+g(x) quand t — 0.
Ainsi ev; est différentiable et

(€01 )45, (9, 0) = (df)(@)v + 9(2) = vy (df; (2, 0)) + evyy (9, 2) -

Or,d : C®(U,R") — C®(U x R™ R") est une application linéaire continue,
donc lisse. Il en résulte que la différentielles de evy, est continue, et donc evy;
est de classe C! au sens de Hamilton.

En “réinjectant” cette régularité dans la différentielle de evy;, on constate que
evy; est de classe C? au sens de Hamilton et en poursuivant le raisonnement, on
prouve le lemme. O

Lemme B.8 L’application
ev : Tge(M,E) x M — E, (s,z)+ s(x),
est une application lisse.

Démonstration. Montrons la continuité de ev . Prenons une suite (s, zy)
de Pespace métrique T'cee (M, E) x M convergent vers (s,z) € I'ce (M, E) x
M . Nous pouvons supposer qu'il existe une carte trivialisante (U, ) dont la
trivialisation associée est Uy : 7= 1(U) — U x R" telle que x,, appartienne & U
pour tout n € N. On a alors

ev(sn, xn) = Uit (@, (500 (0(2n))) = O (20, ey ((sn)us () -

Or, la convergence de s,, vers s dans I'ce (M, E) implique que la suite de fonction
(sn)u converge vers sy dans C*°(¢(U),R") . On en déduit par la continuité de
I’application €V rry> que ev(sn,x,) — ev(s,x) quand n — oo, et ev est donc
continue.

Regardons la régularité de ev . Puisque c’est une propriété locale, nous pouvons
nous contenter de regarder le régularité de ’application

Few(M,E) X o(U) — R" |
P
(s,2) — sy(z).
Prenons alors (s,z) € o (M, E) X o(U), (0,v) € Tge (M, E) x R™, et t € R
suffisamment petit de sorte que (s, x)+t(o,v) appartienne a I'ceo (M, E) x o(U).
De la méme maniere que pour le lemme précédent, nous avons :
D((s,z) + t(o,v)) — (s, ) su(z +tv) — sy(x)

; = n +oy(z + tv)

—  (su)«,v+oy(z) quand t — 0.

Donc @ est différentiable avec

(I)*@,m)(gvv) = (sU)x,v +ov(z)

= eUc,To(U)x]Rm ((d o pU)(S)v ("Tv v)) + eU;(U) (pU(J)v 'T)
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ou py : T'oee(M,E) — C>®(p(U),R"), s — sy . Clest évidemment une appli-
cation linéaire continue, donc lisse. Puisque 1'operateur d est aussi lisse, on en
déduit par le lemme précédent que d® est une application lisse, et donc ® est
lisse. O

Avec ces deux lemmes, nous pouvons obtenir des informations sur les courbes
lisses de 'cs (M, E) .

Proposition B.9 Sic : I — T'cx (M, E) est une courbe lisse, alors Uapplica-
tion
¢’ I xM— E, (t,m) — c(t)(m)

est lisse.

Démonstration. Posons j. : I x M — Tox(M,E) x M, (t,m) — (c(t),m) .
Il s’agit évidemment d’une application lisse puisque c¢ l'est. Il s’ensuit que

¢ = ev o j. est lisse comme composée d’applications lisses. O

Prenons & présent une application f € C*°(I x M, E) vérifiant f(t,m) € E,,
pour tout ¢ € I et pour tout m € M. Notons f* : I — I'ce (M, E) Papplication

définie par fA(t)(m) = f(t,m).
Nous allons voir par la suite que f” est une courbe lisse de I'ce (M, E) .

Lemme B.10 Soient U un ouwvert de R™, K C U un compact, I un intervalle
ouwvert de R, t € I et g € C(I x U,R). On a l’égalité suivante :

gt + h,x) —g(t,z) Og
( - -3, x)) =0.

Démonstration. Nous pouvons prendre h appartenant au compact [—e, €] pour
un certain € > 0. On a alors

lim sup
h—=0 zek

g(t+h,x) —g(t,z) Jg _ / dg 99
A 5t —=(t,x) = ot (t+5h x)ds 5t (t,z)

/ {a—gH sh,x %(t,x)}ds
= ( ) )

est une fonction continue sur le compact [—¢,e] x K, A est donc aussi uni-
formément continue. Ainsi, pour n > 0, il existe 6 > 0 tel que sur [—¢,e] x K
on ait

|h =R+ |z —2'|| < = |A(h,z)— AW, 2')| <n.
Des lors, pour h € [—¢,e]N[—=6,0] et x € K on a
[A(h,z) — A(0,2) | <n dou |A(h,x)] <n.
=0

On en conclut que sup |A(h,z)| < 7. O
zeK
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Proposition B.11 L’application f" : I — T (M, E) est une courbe lisse de

Tos (M, E) . De plus,
Ay (OF\N
= (%) -

Démonstration. Prenons ¢ € I et montrons dans un premier temps que

M R) = A1) OfN\A
lim W :<§) (t)

h—0

dans T (M, E) .
Soient (U, ¢) une carte trivialisante, K C U un compact, i € {1,...,7} et « € N*
un multi-indice. Toujours avec les notations précédentes, nous devons montrer

que
(L ()

U

—0

q(h) == sup
zEP(K)

quand h — 0. Rappellons que si s € I (M, E), alors si; : p(U) = R; 2 —
(priioWyosop ) (z) ot Uy : 7 L(U) — U x R” est la trivialisation associée
a la carte (U, ) et prg’i =priopry : U x R" — R la projection sur la i-iéme
composante de R” .

Notons

®(t,a) = (pry" o Yy o f)(t, 07 (x))
pour (t,z) € I x o(U). ,
L’application ® est lisse puisque f est et ®(t,z) = (f/\(t))lU(x) pour (t,x) €
IxeU).
Remarquons que :

o D°((fAE+ 1)y ) (@) = DA@)(E+ hya),

o« (1)) @) = D*(@)(t.2),

. D&(((‘Z)A(t));) (z) = %Da(é)(t,m) .

Si on note Q(t,z) = D*(®)(t, z), alors on obtient :

q(h) = sup
zEQP(K)

Cette quantité tend vers zero en vertu du lemme précédent. La proposition est
donc démontrée. O

Remarque. Les Propositions B.9 et B.11 nous permettent donc de considérer
une courbe lisse de I'c~ (M, E) comme une application f € C*(I x M,E)
vérifiant f(t,m) € E,, pour tout (t,m) € (I, M) (voir aussi [KM97], Lemma
30.8, page 299).
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B.2 L’espace'c~(M, F) en tant qu’espace modéré

B.2.1 Les espaces modérés

Rappelons que la topologie d’'un espace de Fréchet est engendrée par une
famille dénombrable de semi-normes. Par la suite, nous allons affiner cette struc-
ture afin de ne considérer qu’un certain type d’espace de Fréchet dans lequel un
théoréme d’inversion est disponible ( Théoreme de Nash-Moser ).

Définition B.12

(i) Une graduation sur un espace de Fréchet F' est la donnée d’une famille
croissante de semi-normes { || |ln |n € J} o J C N, définissant la topo-
logie . Un espace de Fréchet gradué est la donnée d’un espace de Fréchet
muni d’une graduation .

i1) Une application linéaire : — entre deux espaces de Fréche

i) U lication linéaire L : F G entre d de Fréchet
gradués I et G est dite modérée de base b et de degré r si pour tout f € F
et toutn>b on a :

||L(f)||n < O||f||n+7'7

ou C' est une constante pouvant dépendre de n .
(i1i) Si(B,||||B) est un espace de Banach, on note Y (B) lespace de Fréchet
gradué constitué des suites (f)ren de B telles que pour tout n >0,

oo

I(Fe)renlin == e[| fells < oo

k=0

(iv) Un espace de Fréchet gradué F est dit modéré si il existe un espace
de Banach B et deuz applications linéaires modérées i : F — > (B) et
p:>.(B)— F telles que poi : FF— F est lidentité.

(v) Deux graduations {|| ||ln, n € N} et {|| ||}, n € N} d’un espace de Fréchet
F sont dites modérément équivalentes de degré r et de base b si

1flln < CUfllsr et f17 < Cllfllntr

pour tout f € F et pour tout n > b (la constante C pouvant dépendre de

Vérifions que l'espace 3 (B) défini précédemment est bien un espace de Fréchet.

Lemme B.13 Si (B, || ||g) est un espace de Banach, alors l’espace métrique
Y(B) est complet.

Démonstration. Notons ©!(B) l'espace des suites (u,)neny de B telles que
|(un)nenllo = Dpep llunllp < oo muni de la norme || [[o. I est clair que
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(ZY(B), || |lo) est banachique et que X(B) est inclu dans ¥!(B) . Prenons alors
une suite de Cauchy (f,)nen de 3(B). Nous avons pour tout n,p,qg € N :

1fp = falln = Zenk”(fp)k—(fq)kHB
keN

D e o)k — €™ (fo)ellz — 0 quand p,g — oo .
keN

Pour n € N fixé, notons (g/')ien la suite de $'(B) définie pour I,k € N par :
(91")k = €™ (fo)x

(remarquons que pour [ € N, g appartient bien & X!(B) puisque ||g/"|lo = || filln
qui est fini étant donné que f; € 3(B)). La limite précédente nous dit alors que
la suite (g7")ien est de Cauchy dans ¥'(B). Il existe donc g™ € $!(B) telle que
g — ¢" quand [ — oo dans X!(B) ol ¢g" peut s’écrire pour k € N par :
(9" = €™ (M) -

Puisque g™ appartient & ¥1(B), la suite A" vérifie |h"||,, < oo ce qui implique
en particulier que h™ € ¥!(B). Pour n,m,l € N, on a :

[R" = h" o < A" = fillo + [lfs = A" [|o

< A" = filln + 1fe = K™ [lm

= ST~ Pille + Y @™ Nk — (el

keN keN
= D> g™ = (@ells + D e — (9™l
keN keN

= lg" —g'llo +lg" = 9™llo = 0 quand I — oo

puisque g;* — g¢" dans ¥Y(B) quand [ — oo. Nous pouvons donc définir
h € ¥Y(B) par h := h", n € N et constater que h appartient en fait & 3(B) et
que la suite (f,)nen converge vers h dans X(B). O

Remarque B.14 1. C’est dans la catégorie des espaces fréchétiques modérés
que s’applique le Théoréme d’inversion de Nash-Moser (théoréeme que nous
énoncerons par la suite). Comme nous allons lutiliser, nous devons nous
assurer que les espaces modéles des variétés considérées ultérieurement
sont bien de ce type.

2. Pour utiliser le Théoreme de Nash-Moser, on peut travailler indifféremment
avec des graduations modérément équivalentes (voir [Ham82]).

Donnons deux exemples d’espaces de Fréchet gradués.

Exemples.

1. Soient (M, p) un espace topologique mesuré (pour la tribu borélienne) et w
une fonction positive continue sur M. Notons L (M, u, w) le sous espace
de LY(M, p1) constitué des fonctions intégrables f : M — C vérifiant :

1l = /M | fljt < 0o

111



pour tout n € N. On montre que L°(M, u, w) est un espace de Fréchet
de la méme maniere que pour X(B) (il suffit dans la démonstration de
remplager X1(B) par L'(M, u1)). Muni de la graduation {| ||, |n € N},
L (M, i, w) est donc un espace de Fréchet gradué.

2. Soient M une variété compacte de dimension m et E un fibré vecto-
riel au-dessus de M de rang r. Sur lespace I'ce (M, E) nous pouvons
construire une graduation de la fagon suivante. On se donne un atlas fini
{(Ua, ¢a), a € I'} constitué de cartes trivialisantes et une famille d’ouverts
{Va}aer telle que V, C U, pour tout a € I et UgerVy = M. Pour n € N
et s € e (M, E), on pose alors :

Islln = ZZ Z pUa,Vmi,a(SUa) (*)

a€l i=1 |a|]<n

YD sup |D(sy,)(@)]

a€l i=1 |a|<n ©€Pa(Va)

glal
ay . AQQm T
Xy Tm,
La famille croissante de semi-normes ainsi définie engendre la méme to-
pologie que celle déja considérée sur I'c (M, E) puisque nous ne faisons
qu’ajouter les semi-normes p;; 3 , . On définit ainsi une graduation sur
as as®y .
T'cs (M, E) . Remarquons que dans (*) nous pouvons remplacer les semi-

normes py, v, i, Par les suivantes :

ou a € N est un multi-indice et D =

n

o, 7in(8) = sup | D'(su,)(@)llop
1=0 €¢a(Va)

pour n € N, s € T'o=(M,E) et ot ||D(sy,)(z)|lop désigne la norme
d’opérateur de la différentielle d’ordre [ de sy, en x. Les semi-normes
obtenues, souvent notées || ||c» par la suite, forment une graduation sur
I'cee (M, E) modérément équivalente & {|| ||, » € N} puisque pour I €
N, a € I, s € Tewx(M,E) et € M, D'(sy,)(x) n'est autre quun
polynome homogene dont les coefficiants sont constitués par les dérivées
partielles de sy, en z que 'on estime sur le compact ¢, (V). Par la suite
nous pourrons donc considérer I'une ou l'autre de ces deux graduations.

Lemme B.15 L’espace L{°(M, p, w) est un espace modéré.

Démonstration. Notons My, :={x € M |k <w(z) < k+1} et xi la fonction
caractéristique de M, . Posons alors L : L$°(M, p,w) — S (LY(M, ), f

(Xwf)ren et M2 S(LN(M, ) — LS°(M, p,w), (fe)ren — Yo Xufr - On a

alors
nk _ nk
Zkze /M|ka|ﬂ—zk:€ /Mklfu
nk nw
;/M IfIMSXk:/Mke | flu
[ e s 1=l
M

L)l
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et

M ((fr)ken)l

JCEID R TAVES Sy S AP
M k 7 Mk
k M, k My,
n nk n nk
— Y e fln<en Y e /|fk|ﬂ
e 2",

e > e | fell vy = € I (Fr)kenln

k

IN

ot f e Ls(M,p,w) et (fr)ren € >, (L*(M,p) . Les applications L et M sont
donc modérées et il est facile de voir que M o L est I'application identique sur
L (M, p,w) . O

Lemme B.16 Si M est une variété compacte, alors l’espace C*(M,R) est un
espace de Fréchet modéré.

Démonstration. On considére sur C*°(M,R) la topologie naturellement in-
duite par I'isomorphisme canonique C°(M,R) ~ I'coo (M, M X R) .

Pour simplifier le probleme, prenons d € N tel que (M, j) soit une sous-variété
plongée de R¢ (ce qui est possible puisque M est compacte ) ot j € C>°(M,R%)
est un plongement.

Remarquons que si P et @) sont deux variétés compactes difféomorphes, alors
il existe un isomorphisme modéré entre les espaces C°(P,R) et C*(Q,R).
En particulier C*°(M,R) et C*°(j(M),R) sont isomorphes en tant qu’espaces
gradués et nous pouvons nous contenter d’étudier j(M) que nous noterons aussi
par M .

Considérons alors une boule fermée B de R? suffisamment grande pour contenir
M et notons C§°(R?, R) I'espace de Fréchet gradué des fonctions lisses de R?
dont les dérivées partielles tendent vers zero a I'infini pour la graduation

n

1flln =" sup [| D* f(@) [lop

h—o TERY

ott || DX f(z) ||op désigne la norme d’opérateur de la k-ieme différentielle de f en
z . Notons aussi

C5°(B,R) == {f € C°(R4,R) | supp(f) C B}.

L’espace C5° (B, R) est un sous espace fermé de C5°(R%, R) et donc est un espace
de Fréchet gradué.

Nous pouvons construire un opérateur € : C*°(M,R) — C§°(B,R) tel que pour
f € C=(M,R), ¢(f) soit une extension de f. Pour ce faire, prenons U = M
un voisinage tubulaire de M dans B et ¢ € C™(R? R) une fonction telle que
supp(¢) CU et ¢ = 1 sur un voisinage de M .

Posons alors pour f € C*°(M,R) :

() ={ §foM@eE) powrr
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Montrons que € : C®(M,R) — C§°(B,R) est une application modérée. Soit
neN.Ona:

Dl = ZsupuDk 2) lop = ZsupllD’“((fow) ) @) llop -
e 016

Or il existe des constantes positives C; , telles que pour x € U et vy, ...,v; € R4
on ait :

Dk ((f o 71')90) (@) {v1, .o, v} =
Z Z Cl o’ f o ( ){UU(1)7..,7’Uo(l)}Dk—l(p(Jf){UU(lJrl),...7'00_(k>}

=0 o €Sy,

et donc
k

>

=0 o €Sy,

k
CY D' om) (@) llop Il D eo() llop -
=0

1 D*((f o m)0) @) 1y (/0 m)@) lop | D00 1y

IN

IN

Par convention, nous utiliserons toujours la méme lettre C' pour désigner les
constantes de majoration.
Puisque ¢ est a support compact, il existe C' > 0 telle que

| Dip(x) |lop < C Vi €{1,....n}.

Ainsi, pour z € U,

k
| D% ((f o ™)) @ llop < C Y I D'(F o m)@) lop - ()
=0

Pour faire apparaitre des semi-normes de 'espace C*°(M,R), prenons un atlas
{(Us,i),i=1,...,r} de M et des compacts K; C U; tels que J,_; K; = M .
Pour z € 77 1(Kj) et grace a la formule de différentiation des fonctions com-
posées, on peut trouver des constantes Cj j, .. ;, telles que pour x € U et vy, ..., v; €
R? on ait :

D' (fom)(x){v1,...,u}
D((fopi") o (ps o m)) (@)oo u}

l
>N G Do ps(m(x)))

i=1 jy ot gi=l
{Djl (psom)(@){v1,...; 05, }, oons D (ps o m)(x){vij,, ...vl}} .
D’ou

||Dl(fo7'r)(x) ”017
l
< C> > Do N (ps(m(2))) lopl D7 (05 0 ) () [lop

i=1 jiteotji=l
[ D7 (s o m)(2) [lop -
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A nouveau, on peut trouver C' > 0 telle que || D7*(¢5 0 ) () ||lop < C pour tout
Ji et tout z € 771(Ky) . Dot

l
1D (fom)@)llop < €Y D ID(fow)(es(m(@)llop

=1 jit-+ji=l

CZHD’ 093 ) (s (m(@))) llop -

IN

Si I'on revient & (), on obtient pour z € 77 1(K,) :

.
1D ((Fom)e)@) oy < €D I DS om)@) lop
=0
k l
< Y ID o9 w (@) lap -
=0 =1

On en déduit que

n

[ ln =37 supl D((f o me ) @) oy

k=0

<Y s | D*((f 0 ™)) (@) llp
k=0 a— 11677_1(1()
<Y CZZ | D(f 0 5 )(2alm @) llop
k=0 a= 1906”*1“( 1=0 i=1
< CZZZZ sup | D'(f 002 ")() llop
k=0 1=0 i=1 a=1 ¥E€¥a ' (Ka)
<lfllen
n k n k
< e e <SS I e
k=0 1=0 k=0 1=0
< Clfllen.

Donc € : C*°(M,R) — C§°(B,R) est une application modérée.

Considérons alors l'injection i : C5°(B,R) — C5°(RY,R) et la restriction p :
Cs° (R4, R) — C*(M, R). L’application i est évidemment modérée et 1'on peut
vérifier que p l'est aussi par des arguments similaires a ceux déja utilisés dans
le cas de €.

Nous avons donc trois applications modérées :

C>®(M,R) 5 C°(B,R) 5 C°(RYL,R) 5 C>(M,R) .

L’argument principal de la démonstration consiste & factoriser ¢+ dans un espace
modéré grace a la transformé de Fourier F suivant le diagramme ci-dessous :
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Ce*(B,R) —L— LR\, In(1 + [I€]]))

ot A est la mesure de Lebesgue et R : C§°(RY,C) — C°(RLR), f +ig — f.
Remarquons que les espaces LS (R4, A, In(1 + [[€]])) et C5° (R4, C) doivent étre
vus comme des R-espaces vectoriels et que I'on muni C§°(R%, C) de la méme
graduation que C§° (R?,R) en prenant des modules & la place des valeurs abso-
lues.

Enfin le diagramme précédent est bien défini étant donné les propriétés de F et
le fait que

L@+ g) = { £ € DR | [ A+ F©1aNE) < oovn €N},

Pour voir que ces différentes applications sont modérées, nous allons utiliser
une graduation différente de celle donnée précédemment sur Cg°(R?, R) mais
néanmoins modérément équivalente et donnée par

I£lln =Y sup | D*f(x)]

lal<n z€R?

ou « est un multi-indice.

Montrons que F : C§°(B,R) — L(RY X In(1 + [|€])) est une application
modérée. Pour f € C5°(B,R) et n € Non a:

IF )l

/Rd(l + D™ [F () E) [dAE)

IN

C’/ L+ €122 | F(F)(E) | dA(€)  (Cauchy-Schwarz)

oy Dot
¢ [+l SR F (e 1ax9

car pour k € N, on a toujours (1 + [|€]]2)2 < C o<k 1€%] pour un certain C
on £ = £ ... €% et ||£]| est la norme euclidienne de ¢ . Donc

IN

IFNln < CZ/ (14 (112 "7 1€ F(£)(€) [dA(E)

la| <k
< C (1+ 1€l (D*f)(§) | dA(E)
;k/ —

S” Duf HLl(Rd)
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Rappelons ici que l'intégrale

/ (L+ [€]2)° dA(E)
Rd

converge si et seulement si s < 5 (voir [Fol95], Lemme 6.9).

Donc [, (1+ 1€]12) "= dA(€) converge pour k > n -+ d.
Ainsi, pour 7 > d on a :

IN

EOIEE DN LSO

|a|<n-+r

C Y sup|Df(9)]

|a|<n-+r €eB

= CHf||n+r

IN

ce qui montre que F est modérée de degré r avec r > d.

Montrons que F~! : LR A, In(1 + [|€]))) — C3°(R?,C) est modéré. Pour
feLPE®ENIn(1+|€]])) etn € Nona:

1F=) I
= sup | D*F~H(f)(x)|
lal<n zER?
= Z sup | FHcal®f)(z)| avec ¢, € C
lal<n zER
< C [EXT1£(©)] dA(E)
|a§§:n /R
< C> /R (L IED™ [F(E)]dA(E) car [€7] < (1 + (€)™ pour |a| <n
laf<n
< o [ aslehris@lae
= Clflln-

Enfin I'application R : C§°(R?,C) — C§° (R4, R) est modérée car pour f,g €
C*(M,R), on a :

IR(f +ig)lln £l =" sup [ D f(€)]

laj<n S€F

> sup (ID°f(€)] +1D9(&)])

£eER

IN

la|<n

IN

sup (V2| D f(€) +iD%(€)]) (Cauchy-Schwarz)

d
laj<n SER

= C Z gup(|Da(f+i9)($)|)
laf<n €5

= Clf +iglln -

117



Finalement le Lemme B.15 achéve cette démonstration puisque l'application
identité de l'espace C§°(M,R) se factorise dans L§°(R?, A, in(1 + [|€]])) et que
I'application identité sur L$*(RY, A, In(1 + ||€]|)) se factorise sur un espace de
type (L' (RY)) . O

Lemme B.17 Si E 8 M et F T8 M sont deux fibrés vectoriels de rang r
au-dessus de M, p : E — F un isomorphisme de fibrés vectoriels et P :

Looe (M, E) — Lo (M, F) Uapplication linéaire donnée par (’P(s))(:r) = (po
s)(x) pour s € T'oee (M, E) et x € M, alors P est un isomorphisme modéré.

Démonstration. Prenons une carte trivialisante (U, ¢) de M pour les deux
fibrés E et I ainsi qu'un ouvert relativement compact V de U tel que V C U

et (V) = B(0,1) CR™. Nous avons les trivialisations suivantes :

vk vl
5 (WU) Y UxR (%)) Y s UxR"
N N
u u

Notons p € C*°(R",R") I'application définie pour (x,u) € U x R” par :
(Vg opo (Pg) Y (w,u) = (,5(u)).
Pour z € U et s une section de E on a alors :
(pos)u(z) = (pro¥goposop™)(z)

— (rowfopo (W) oW os0p)(a)
= pro(¥gopo (¥y) H(z,su(x))
= pr(z,(posv)(z))
= (posv)(z).

Ainsi d’aprés une estimation établie plus loin (voir Corollaire B.24), on a pour
n > 1 et des sections de E bornées pour la semi-norme || ||c:, disons pour un
certain K :

sup || (D™ (Do sv))(x)]lop

x€B(0,1)
< c(i+ s |DD@lot 5w [(D"50)(@)]or)
z€B(0,1) z€B(0,1)
< o1+ sup [(D"s0)@)lop) -
z€B(0,1)

On en déduit 'estimation suivante valable pour n > 1 et des sections de F
bornées par K pour la semi-norme || |1 :

[P(s)lon < C (1 +lsllen) -
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Pour n > 1 et une section de E différente de 0 et pas forcément bornée par K
pour la semi-norme || ||¢1, nous avons donc :
)
1 C
[sller - K [sllcr - K

1

77( . s> <C (1 + ‘

‘ ”3”01 K cn
AP@)len < C+

= |Ps)ler < CK lsller + Clsllen < CK |[sllen + C |[sllon

= |P@s)ller < Cllslen -

1

— .S
Isllcr - K

=

sllen

Ainsi, 'application P : I'cee (M, E) — D' (M, F') est modérée de degré 0 et
de base 1. Le méme raisonnement pouvant s’appliquer & P~!, on en déduit que
P est un isomorphisme modéré. ([

Théoréme B.18 Si M est une variété compacte et E = M est un fibré vecto-
riel de rang r au-dessus de M, alors l’espace T'coo (M, E) est modéré.

Démonstration. D’apres le Théoreme de stabilisation, on peut trouver un fibré
vectoriel F % M au-dessus de M tel que FE @ F soit isomorphe en tant que fibré
vectoriel au fibré trivial M x RP pour un certain p € N. On a ensuite de fagon
canonique des isomorphismes modérés :
FCm(MaE@F) = FC"O(MaE) EBFCOO(MvF)
et Too (M, M x RP) =2 C°(M,RP) =2 C°(M,R)".
ce qui, compte tenu du Lemme B.17, nous donne un nouvel isomorphisme
modéré :
Lo (M, E)®Toe (M, F) = C®(M,R)P.

Considérons le diagramme commutatif suivant :

Do (M, E) — > T (M, E) @ Do (M, F) ——» C>(M,R)P

Id FC‘X’(MrE)@FC‘X’(M7F)

Y

Foe (Mv E)

ou i(s) := (5,0) € Tee(M,E) ® T'ce (M, F) et ou I(s,0) := s pour s €
Toee(M,E) et 0 € Toe (M, F) . Cela suffit pour montrer que I'ce (M, E') est un
espace modéré étant donné que toute les applications considérées sont modérées
et que l'espace C°(M,R)? est lui méme modéré (un produit d’espaces modérés
étant évidemment modéré). O

Pour justifier 'importance de ce dernier résultat, donnons le Théoreme de Nash-
Moser (voir [Ham82] ou [KM97]).
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Définition B.19 Soient E et F' deux espaces de Fréchet modérés, U un ouvert
de F et f : U — F une application.

L’application f est dite lisse modérée si [ est lisse et si pour tout k > 0 et pour
tout (x,v1,...,v;) dans U x E x --- E il existe un voisinage V de (x,v1, ..., vk)
dansU X B x --- X E et by, rq,...,T € N tels que pour tout n > by on ait

| Dkf(x){vl, e Ukt ln < C (LA 2llntrg + V1 llngr + -+ Vkllntry )
sur V' (les constantes C' pouvant dépendre de k et de n).

La catégorie de Hamilton correspond a celle dont les objets sont les ouverts
d’espaces modérés et dont les morphismes sont les applications lisses modérées.

Théoréme B.20 (Nash-Moser) Soit f : U C E — F une application lisse
modérée entre deux espaces modérés E et F. Supposons qu’il existe un ouvert
V CU tel que :

(i) pour tout x € V, Df(x) : E — F est un isomorphisme ;

(i4) Uapplication V x F — E, (z,v) — (Df(x))_l{v} est une application lisse
modérée.

Alors f est localement inversible sur V' et chaque inverse local est lisse modéré.

B.2.2 Quelques applications lisses modérées

Dans cette partie, nous allons donner des résultats techniques de régularité
ainsi que certaines estimations sur des applications que nous rencontrerons par
la suite.

Pour f € C*(R%,R¢) & support compact, notons
[flln = sup | D" f(z) llop -
z€ERC

On a le théoreme d’interpolation suivant.

Théoréeme B.21 Pour un triplet (I,m,n) d’entiers tel quel < m < n et f €
C>(R%,R®) & support compact, on a :

(%) LAt < Clfll= - 1Al
pour un certain C € R dépendant du triplet (I, m,n).

Démonstration. Nous allons procéder par étapes en commengant en petite
dimension.

e Prenons f € C*°(R,R) & support compact et montrons le résultat suivant
2
(supl /1) <2 (sup| s"1) - (sup| /1) -
R R R
Prenons a,b,c > 0 et posons h(z) := af(§ +c) pour z € R et g(z) := £h(£x),

les signes étant choisis de telle sorte qu’en prenant a,b et ¢ convenablement,
nous ayons

suplg'| = sup[g”|=1=[g'(0)]
R R

120



et
g(0) >0, ¢'(0)>0.

Or, nous pouvons trouver £ € [0,1] tel que

9(1) = 9(0) +4'(0) + 36"(©)
| —

v
N|=

et donc

N | —

S%Mgl >g(1) >

ce qui implique dans notre cas que
!/ 2 1
(sumg I) < 2sup|g”|-sup|g|.
R R R
En remplagant g par f nous obtenons :
a 2 / 2 11 a
(%) (supl /1) <205 f"| sup| £
b R R b R
2
= (sup|f'1)" < 2sup| f"| - sup| f].
R R R

e Prenons f € C(R% R) & support compact et montrons que

IF1F < C Al 0f o -

Il existe z,v € RY tels que |[v|| = 1 et ||f]1 = |Df(x){v}]|. Posons g(t) :=
flx+tv), teR.

On a g(t) = f(x + tv), ¢'(t) = Df(x + tv){v} et et ¢"(t) = D?f(x + tv){v,v}.
De plus, d’apres le premier point, nous avons :

//|

2
(suplg'l) <2suplg”|-suplyg|
R R R

= (sup|Df(33—|—tv){v}|>2 < Csup|D*f(x + tv){v,v} - | sup| f(z + tv) |
teR teR teR

= | Df(x){v}[”
< Cfgﬂgll D*f(x + tv){v, v} [lop fgﬂglf(m +t) | <O fll2 11 fllo

= IR < Clfl2l o -

e Prenons f € C°°(R? R®) & support compact et montrons que

1A < Clfll2 1o -
Ona:

IDf() 3,

| Df(z){v}]? pour un certain v € R? tel que |jv]| =1

= > IDfi @) {v} P
i=1

S IDF@ I, <Y I3
i=1 i=1

IN
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c Z 1F 2 100 < € ( Z 113) ( Z 1713)*

<
= (ZIIDQJ” )3 )§<Z|f yi)l )E avec x;,y; € R
< CID ) ol (0
< (E:Hlﬂfl$m bp)<§:|f Yio) )
- (Z | D2f (ai, {az,mn)(z P i)l
< (S ID o8 ) 1 )|
i=1
< O DA @i )aw B} 1 1£1lo
< O( X 1D @) o B} 1) £l
i=1
< (X I @ e B 1P) 17l
i=1
= Cl D F(wi){ow, B} | £l
< O D% (@io) lon £l
< Clfll2Ilo

Dot (][ < ClIfll21fllo -

e Montrons que la relation (x) est vraie pour des triplets d’entiers de la forme
m—1 <m < m+1. Prenons f € C(R% R®) & support compact. On a :

2
1712, = (‘sup | D™ f(2) lop )

z€R4
I D™ f(zo){vr, e, vm } |12
| Dg(zo){vs} |I* ot g(z) :== D" f(z){va, .., v }
gl < Clgllz llglo
C sup || D*g(x) || sup || g(=) |

z€eR z€R

= C|D*g(z0){&1, &} | lg(e)]
= C D™ f(z0){v2s ooes vm, &1, E} | | D™ f(@){va, oo v} ||
< Cllflhmsr 1 Fllm—1 -

Donc [|f]|7, < Cl[ fllm+1 [ fllm-1 -

IA I

e Montrons que la relation (x) est vraie pour des triplets de la forme

m—1<m<m+n ; (1)
m—n <m<m+l ; (2)

oun,m=>1et m—n>0.
Faisons le par récurrence. Le résultat est déja montré pour n = 1. Supposons
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le donc vrai au rang n. On a :

Sy
1A < Cllf et 1117

(2) _n_ 1
< Ol LA L -

D’ou

AN+ < CUFN g [l T
= I < O FIR g FIRETY

= I < Clfllmtnss 1155

et donc () est vraie pour le triplet (m—1,m,n+m+1). De la méme maniére,
on montre que la relation () est vraie pour le triplet (m—n—1,m, m+1).
Supposons maintenant que (x) est vraie pour le triplet (I,m,n), c’est a dire,

A5t < G LA™ -

Nous savons que
LA™ < CUIRET 1 f llm

d’ott

(n—m)(m—1)
I < Ol AR 10
:nmw“WIM<CWW”W"%mWﬂmWWW“W>

n+1
n+1—0)(n—m n—m)(m—I n—m)(n+l—m
O L e T el [

- l
= f < e I

Donc si la relation (x) est vraie pour le triplet ordonné (I, m,n), alors elle est
aussi vraie pour le triplet (I, m,n+1) . Par suite le théoréme est démontré.
O

Comme application de ce théoreme d’interpolation, nous pouvons donner des
estimations tres utiles pour montrer par la suite que certaines applications entre
variétés sont modérées.

Corollaire B.22 Soit E un fibré vectoriel au-dessus d’une variété compacte
M . Pour un triplet d’entiers | < m <n, on a :
—1 —1 —
[sll&m < Clislign™ - lIslle™
pour tout s € I'ceo (M, E) .

Corollaire B.23 Soit E un fibré vectoriel au-dessus d’une variété compacte
M. Si (i,j) appartient au segment d’extrémités (k,l) et (m,n) dans N x N,

alors
lslles s lles < € (lsllor - Is'lle + lsllon - /e

pour tout 8,8 € T (M, E) .
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Démonstration. Pour fixer les idées, nous pouvons supposer que k < m, [ <n
et que (4,7) = t(k,1)+(1—t)(m, n) pour un certain ¢t € [0, 1] . D’apres le théoreme
d’interpolation nous avons :

m—i

m—i =k
Isllcs < Cllslige™ - lIsllém”

Ck
avec
m—i_m—tk—(l—t)m_m—tk—m+tm_tm—tk_t
m—k m—k B m—k C om—k
et
i—k7tk—|—(1—t)m—k7(1—t)(m—k)71 ;
m—k m—k N m—k N '
Donc [[s]lci < Csltn - Isllgat et de méme [[s'llcs < Clls]| - [Islen’ - Le co-

rollaire découle alors du fait que pour x,y > 0 et t € [0,1], on a zly'~t <
Clz+y). O

Notons B", la boule unitée fermée de centre 0 de R™. Pour f € C*°(B™,R™)

et k € N, définissons || f||x par :

11l = sup [| D*f(@) llop -
reB”

Corollaire B.24 Soient f : B® — R™ et g : B! — B™ des applications lisses
telles que ||f|lh < K et ||g|lli < K pour un certain K > 0.
Alors pour k > 1 on peut trouver une constante C), dépendant de K telle que

Ifogller < Cr (14 I fller + llgller )
. k k i
ot || fllcw = Zi:o 1 f1li = Zi:O i‘g’n | D' f(x) ||op .

Démonstration. Pour a € N*, nous pouvons trouver des constantes C; j, .. ;
telles que pour tout z € B!,

i

D*(fog)@)=, > Cijug D'F(9@){Dg(2), ..., DI g(x)}

i=1 j1+tji=a

et donc

Ifogla<Cd > > Aflillgli - lgls -

=1 ji+--+ji=a
Or d’apres la formule d’interpolation, nous avons :

a—1i i—

i1
£l < CUAR™ WA lla™
lgll: < Cllglly™ Nglla™

124



D’ou

1f e glla

IN

IN

IN

IN

IN A

IN

j1—1

CY D AR IE gl gl

i=1 ji4-+ji=a

a a—i i—1 a(i—1) a—i
a—1 a—1 a—1 a—1
cd > IAIE e Ngll ™ llglla

i=1 ji1+-+ji=a

a a—i i1 a(i—1) a—i
=1 =1 =1 =1
CY AR I gl Nlglla
=1

i

°% (15191 ) = (151 ol )
i=1

¢ 3 (171l )™ (1t ol ™
i=1

3= (141 gl + 151 1l )

i=1
C (1£ 11 liglla + 171 gl )
C (Kliglla + 115 )
Ca (llglla + 111 ) -

1

gl llgll

Ji—1
a—1

a

Remarquons que pour passer de la cinquieme ligne a la sixiéme, nous avons
utilisé le fait que si z,y > 0 et t € [0,1], alors z' ~ty! < C(z +y) .

Donc

k
Ifoglcs = D lfogla
a=0

k
= |fogllo+Y_ lIfoglla
a=1

IN

croy (1£1a + llglla)
a=1

IA

crey (1£1la +lglle )
a=0

k k
c (1+;0 11+ 11 )

C (14 1fllex + llgllon )

ce qui est 'inégalité cherchée.

Notons B, la boule fermée de centre 0 et de rayon r de R™ .
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Corollaire B.25 Soiti : B, — Bs, x+—x. On a :

(i) il existe € > 0 tel que pour tout f € C°°(By, B3) vérifiant || f —illc1(p,) <&,
f est un difféomorphisme de By sur f(Bs) et By C f(B2). En particulier,
on peut considérer f_1|B1 : By — Bs.

(i1) Pour tout k > 1, on a l’estimation suivante :
||f71||ck(Bl) < Cx (Ifllerpyy +1) -

ou on note ici || fllcr(p,) = Zf:o ( sup || D'f(z) ||0p) si f est définie sur
rEB,
B,.
Démonstration. Montrons qu’il existe ¢ > 0 suffisamment petit tel que pour
tout f € C°°(Ba, Bs) vérifiant || f —il|c1(p,) <&, f est injective sur B, .

Faisons le par I’absurde en supposant que pour tout n € N* il existe f, €
C*(By, B3), x,, et y, appartenant & Bs tels que pour tout n € N* :

. 1
||fn*ZHCl(Bg)<E 5 T FYn et fu(zn) = fu(yn) -

Puisque B> est compacte, nous pouvons supposer qu’il existe x et y appartenant
a By telsque z,, » x et y, —vy.
On a alors pour n € N* :

[fn(zn) =2l < \falzn) = zall + llzn — 2|
[fn(@n) = i(@n)|l + [lzn — =]
1fn = iller sy + l2n — ]

IN

1
— 4+ ||lzp — 2] - 0 quand n — co.
n

A

On en déduit que f,(z,) — z et de la méme maniere, f,(y,) — y. Ainsi,
puisque fp(zn) = fn(yn) pour tout n € N*, on obtient z =y .

A présent, comme f — i dans l'espace de Banach C'(Bs,R™) muni de la
norme | . |lc1(p,), nous savons d’apres I’Appendice A, qu’il existe une courbe
lisse a : R — C' (B, R™) vérifiant (quitte & passer a une sous-suite de (f,)nen)

pour tout n € N* :
1 .
a(n) =fn ; a0)=17.

Notons alors @ : R x Bo — R xR™, (¢,2) — (¢, a(t)(z)) .
Puisque pour tout z € By
Id 0
D®(0,2) = ( . Id >,

Papplication ® est notamment un difféomorphisme au voisinage de (0, x), voisi-
nage que nous pouvons prendre de la forme U :=] — n, n[x(B(x,n) N By), pour
un certain 7 > 0.
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Mais alors, puisque x,, — x et y, — y et d’apres les hypotheses que nous avons
faites, nous avons pour n assez grand :

( (L) erer (L) eus ) . (Gown) eth et (2om) €Us

fn(xn) :fn(yn); @(%azn) :(p(%vyn)

et donc z,, = y,, puisque ¢ est un difféomorphisme sur & . Nous obtenons donc
une contradiction.

Ainsi, il existe ¢ > 0 suffisamment petit tel que pour tout f € C!(By, R™)
vérifiant || f —il|c1(p,) < €, alors f est injective sur By .

De plus, si € < 1, nous avons pour tout € By :

I Df(z) = Idllop < ||f —illor(py <& <1
= [ Df(z) = Idlop <1
= Df(z) € GL,(R).

Donc d’apres le théoreme d’inversion locale, f est partout localement inver-
sible sur Bs, ce qui, ajouté a 'injectivité de f sur Bs, implique que f est un
difféomorphisme de By sur f(Bs).

Montrons a présent que By C f(Bs).

Pour cela, prenons f € C°°(Bs, Bs) vérifiant ||f — i[|c1(p,) < € oll € est choisi
de telle sorte que pour z € B,z € 9By et y € R™ avec ||z — y|| < ¢, alors, en
notant u le point d’intersection entre la droite passant par z et y et B2, on ait
|lu — z|| < 2. Faisons alors un raisonnement par l’absurde en supposant qu’il
existe z € By \ f(Bz). On peut définir une application F : d By — J By qui
a x € 0By associe le point d’intersection de 0 By et de la droite passant par
z et f(x). Le choix de € implique que F(x) # —x pour tout z € 9 By. Il en
résulte que F' est homotope a l'identité de J By . Cependant, on sait qu’aucune
application continue de la sphere de dimension m — 1 dans elle-méme pouvant
s’étendre en une application de By sur 0 Bs (ce qui est le cas ici), ne peut étre
homotope & l'identité (voir [Hir94], Théoréme 3.1.4), d’ott une contradiction. Le
point () est donc démontré.

Montrons le point (i7). Prenons € > 0 petit et f € C°(Bg, Bs) une appli-
cation vérifiant || f — i[lc1(p,) < € et admettant un inverse g € C°°(By, By) sur
B .

Puisque f o g = Id sur By, nous avons D*(f o g) = 0 pour i > 2. On en déduit
pour ¢ > 2 et x € B que :

0 = D'(fog)(x)

> > Cugregu Df(g(2)){D7 g(2), ..., DI*g(x)}

a=1 ji+-jo=i

Df (g(?))Dig(I)

+3° > Cagronga D f(g(@){ D g(2), ..., DI g(x)} .

a=2 ji+-ja=i
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Nous avons donc, puisque Df(g(x))~! = Dg(z), la relation

Dig(x) = ~Dg(a {Z > Caoia D Fg@){D g(@), o, DI g(a)} |

a=2 ji+-ja=1

et donc

i
lglli < Cllglh Y>> D= Ifllallglls, -~ lglls. -

a=2 jit-ja=i

Remarquons que nous pouvons regarder f et g comme des applications définies
sur R™ tout entier et dont les supports sont compacts et suffisamment petit pour
que I'avant derniére relation soit toujours vraie sur ces supports. Ceci permet
ainsi d’utiliser les semi-normes || ||,, introduites avant le Théoréme B.21.

De plus,

[ Dg()|op | Dg(x) — Id + Id||op

I Dg(x) = Id|jop +1

1 Dg(x) — D f(g(x))Dg(x) [lop + 1

I (Id = Df(g(x))) Dg() llop + 1
[1d = Df(g(x)) llop [| Dg(x) [lop +1
el Dg(@) llop + 1

IN A AN IN A

1 1
et donc || Dg(z) ||op < 1 et par suite [|g||; < 1%
—¢€
Par le théoreme d’interpolation, nous avons les estimations suivantes :

1flla SCIIfo ' ||f||’ =

lgll; < Cllalh ™ lglli=3

et comme || f]|; < C et ||g]l1 < C, nous obtenons

i—1 i—2 )
gl < €D AT gl - llglli s
a=2
i a=1
< CY IS (*)
a=2

Montrons alors que pour tout k& > 1,

gl < C (Il fllk+1)-

Pour £ = 1 nous avons :

lgh <C<C(Ifllh+1).
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Supposons donc que ||g|[x—1 < C (||f|lk=1 + 1) pour k > 2.
En utilisant (%), nous obtenons les estimations suivantes :

A

k a—1 k—a

E—1 k-2

gl < C D NAIE gl
a=2

k—a
k—2

IN

k a—1
O 71 (171 +1)
a=2

Or si || f|lk—1 > 1, nous avons par interpolation

(Ifle=1 + D1 < CIFIFZT < C A AR
CIAIT <O flle+ 1)k

IN N

et si || fllgk—1 < 1, alors
(IFlle—r +1)Ft < 2P <R () fllk +1)%72.
Dans les deux cas nous avons

=1 +1 < C(fllk+1)5T .

Ainsi
lols < €S IAIET (Il +1)
a=2
k a1 =2
< O W (Il +1)
a=2
k a-1 k—a
k—1 k—1
< > (1) (e +1)
a=2
k
< oY (h+1)
a=2
< C(flk+1).
Donc ||g|ls < C(||fllx + 1) pour tout k > 1.
On en déduit que
k k
lgllexsy < €D llglli < Cliglo+C Y llgll
1=0 1=1
k
< C+C Y (Ifli+1)
i=1
k
< (X Ifli+1)
=0
< c(Ifllex +1).
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Le point (i) est donc démontré. O

Soient maintenant M une variété compacte, E1 = M et Fy =3 M deux fibrés
vectoriels de rang r er s au dessus de M et U un ouvert de Fj .

Notons U V'ouvert de ¢ (M, E7) défini par :

~

U:={s€cTcx(ME)|s(M)CU}.

Soit p : U — FEs est une application lisse vérifiant o o p = 71 et soit P : U —
Toe (M, Es) définie par :
P(s)=pos

pour s €U .

Définition B.26 Awvec les hypothéses ci-dessus, Uapplication P est appelé un
morphisme non linéaire de fibrés vectoriels.

Proposition B.27 Si P : U — Do (M, E3) est un morphisme non linéaire
de fibrés vectoriels, alors P est une application lisse modérée.

Démonstation. Prenons s : I C R — U une courbe lisse de U .
Prenons t € I et x € M, nous avons

P(s(t)(x) = (pos(t))(z) = p(s(t)(z)).-

Or, (t,x) € I x M  p(s(t)(x)) est lisse puisque (t,z) € I x M — s(t)(z) est
lisse d’apres la Proposition B.9.

Il s’ensuit par la Proposition B.11 que la courbe t € I — P(s(t)) dans I'gee (M, E3)
est lisse. Donc P est lisse au sens de Kriegl-Michor, ce qui implique que P est
lisse.

Montrons que P est modérée.

Prenons (V,¢) une carte de M trivialisant E; et Es et telle que o(V) =
B(0,2) C R™. Nous avons les diagrammes commutatifs suivants :

V xR" V x R?®

\Al \AQ

Localement nous pouvons écrire (¥ 0 po W) (z,v) = (z,p(v)) ot p est une
fonction lisse définie sur un certain ouvert de R” et a valeurs dans R® .
Pour z € ¢(V) et s € T'coc (M, Eq), 0n & :

P(s)v(z) (pr3 o Wy 0P(s) oo™ ") (x)
= (prs O\I’20pososo DIEY
(pr
(

prioWaopoWitoWosop ) (x)
pryoWyopo Wit (z, sy (z))

= pri(z, p(sv(x)))

= (posv)(x).
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Donc P(s)y = po sy .

Remarquons qu’a P’aide d’une fonction plateau nous pouvons prolonger p o sy
sur R” en une fonction & support compact de telle sorte que le prolongement
coincide avec p o sy sur B(0,1). On peut des lors appliquer le Corollaire B.24
pour obtenir I'estimation suivante pour n > 1 :

n

> sup D os) @)l <C(14Y. sup | DEsv (@) fop ) -
k—0 z€B(0,1) k=0 T€B(0,1)

Remarquons que par compacité de B(0, 1), la dépendance de p est absorbée par
la constante C'. On en déduit, en considérant un “bon atlas” de M induisant
des normes || . ||cn globales, que pour n > 1 :

[P(s)]lcn < C (1 + ||s]|cn)

pour tout s € U .

Il nous reste a montrer que les différentielles de P vérifient des estimations
similaires.

Pour cela, il nous suffit de remarquer que les différentielles de P sont aussi des
opérateurs de fibrés vectoriels. Notons D,p : U ® E1 — E, application définie
pour (z,u) € U ® Ey par :

p(z +tu).

0
Dyp(z,u) := B
0

Cette application preserve les fibres. De plus, pour x € M, s € U et o €
Toee (M, Ey), nous savons d’aprés la Proposition B.11 que :

(DP(){oN)a) = 2

| (Pls+to)(@))

0
| PO +19(@)
= Duplsa), o(@))

Ainsi, nous pouvons voir DP comme un opérateur de fibrés vectoriels. Par
récurrence il en ait de méme des différentielles de P a tous les ordres.
Donc P est une application lisse modérée. (I

B.3 Exemples de variétés fréchétiques

Dans cette partie, nous donnons des exemples de variétés fréchétiques dont
les espaces modeles sont des espaces de sections. Nous seront méme plus précis
puisque nous considérerons des variétés modérées dont voici la définition :

Définition B.28

(1) Une wvariété fréchétique M est dite variété modérée si les espaces modéles
de M sont modérés et si les changements de cartes sont des applications
lisses modérées.
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(it) Une application f : M — N entre deux variétés modérées est dite lisse
modérée si [ est continue et si localement f est lisse modérée.

(#i1) Un groupe de Lie fréchétique & est dit groupe de Lie modéré si & est une
variété modérée et si la multiplication & x & — & et inversion & — &
sont des applications lisses modérées.

B.3.1 Certaines sous-variétés de C(M, N)

Soient M et N deux variétés connexes de dimension finie telles que M soit
compacte.

Proposition B.29 L’ensemble C*°(M,N) peut étre muni d’une structure de
variété modérée, un voisinage ouwvert de f dans C°(M,N) étant modelé sur

Vespace Tooe (M, f*TN) .

Démonstration. Fixons une métrique h sur N et considérons un ouvert U de
TN contenant la section nulle et tel que 'application ® : &/ — N x N définie
pour (y,v) € TyN par

O(y,v) := (y, expy(v))
soit un difféomorphisme de U sur V := ®(U).
Pour f € C*°(M, N), définissons une carte (Uy, ps) de C*°(M,N) en f par :

Up :={g € C(M,N)|(f(x),g(x)) € ®U), Vo € M }

et @5 Uf—)FCx(M,f*TN), g»—><pf(g)
01(9)(@) == (exppm)  (9(x))

pourzx e Metgel.
L’application ¢ est bien définie et I'on a les propriétés suivantes :

e lapplication ¢ : Uy — Lo (M, f*T'N) est injective car si pr(g) = ps(g’)
pour g,¢’ € Uy, alors :

er(9) =¢r(g)
= (ewppw)  (9(@) = (ewppin) (9(a)) Vo eM
= g(x)=4¢'(x) VeeM
= g9=4".

o L’ensemble ¢ (Uy) est un ouvert de I'cee (M, f*T'N).
En effet, nous pouvons remarquer que

pr(Us) = {s € Lo (M, f*TN)|s(M) C (ay )~ U) }

ou i f est I'application canonique de f*T'N a valeurs dans T'N et ot évidemment
le membre de droite est un ouvert de I'ce (M, f*TN) .
e On a I’égalité suivante :

U t=C>0N).
heC>(M,N)
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e Si g € C®°(M,N), alors I'ensemble ¢ (Us N Uy) est un ouvert de l'espace
Lo (M, f*TN).

En effet, pour f € C*(M,N), posons 7 : f*U — (f x Idy)"*(V) C M x
N, (z,v) = (z, exps(z)(v)) pour v € (Tf)N) NU . L’application 7¢ est claire-
ment un difféomorphisme et 'on a les équivalences suivantes :

5 € @f(uf NUy) < (pf) ' (s) €Uy NU,

(f(@), () () (@) €V et (g(x), (pf) ' (s)(2)) €V Vo e M
(f(z), expf(z)( s(z))) €V et (9(x),expy)(s(z)) €V Vo e M
(f x Idn)(z, expy)(s(x))) €V

(3

i3

et (g x Idy)(x, exps(s(x))) €V, Vo e M

)
(z, exppa)(s(x)) € (f x Idn) "' (V)N (g x Idn) (V) Yz e M
(z,exppay(s(z)) € T (ffU) N Te(g"U) Yo € M

s@) e 77 (U Ny (gU) Ve e M

s(M) S 77 (7 (£ U) N7y g°U) )

R

Ainsi (U 1 Uy) = {s € Do (M, f*TN) | s(M) € 77 (7, (£'2) 7y (0°U)) |

qui est un ouvert de I'gee (M, f*T'N) puisque 7']71 (Tf(f*u)ng (g*l/{)) est ouvert
dans f*T'N .

e Les changements de cartes sont lisses et modérés.

Pour s € (U N Uy) et 2 € M on a:

[(509090;1)(5)](35) = [(@g(@f ()](2)
= ety (7 (5)@)
= exp;(w) (e:vpf(z) (s(:r))) .

On constate que ¢4 o <p;1 est un morphisme non linéaire de fibrés vectoriels,
I’homomorphisme de fibré (non-linéaire) associé étant Papplication

V C f*TN — g*TN, (z,v) — exp;é) (expg(a)(v))

pour x € M et v € TN tels que (x,v) €V.

L’application ¢g4 o ngII est donc lisse modérée d’aprés la Proposition B.27.

e La topologie canonique de C*°(M, N) induite par la structure différentielle
définie ci-dessus est séparée.

Prenons f,g € C*°(M, N) telles que f(z) # g(x) pour un certain « € M .
Prenons € > 0 tel que expy(,) (B(0,€)) N expyr) (B(0,€)) = 0 et prenons aussi
n > 0 tel que si s € pr(Uy) avec ||s]|co < 1, alors ||s(x)]| < € et de méme si
o € @q(Uy) avec ||o]|co < 1, alors ||o(x)]] < €.

On a alors

7' ({5 € er@n|lslico < n}) Ny ({ o € otho) | Irllco < n}) = 0.

Or cette derniére expression est justement une intersection vide de deux ou-
verts de C°°(M, N) contenant respectivement f et g. On a donc montré que
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C>(M, N) est bien une variété modérée.

Enfin cette structure de variété ne dépend pas de la métrique utilisée sur N .
Reprenons les notations déja introduites en insérant des indices pour signifier
la métrique h; ou hsy liée aux objets considérés. Montrons que quelque soit la
métrique utilisée, la topologie naturelle de variété de C*°(M, N) est la méme.
Pour ce faire, il suffit pour f,g € C*°(M, N) de montrer que go;“ (Z/l}“ OL{;‘?) est
un ouvert de I'ceo (M, f*TN). On a :

s € w?l(l/{}-“ NUPZ) < ((,0;1)_1(8) € L[}“ nu,>
& (@), (0f) T s)(@) € V™ et (g(a), (©f) T ()@)€ VM e M
o (@), eap, (s(2)) € VM ot (g(a),eaplt, (s(x) € VP Vo e M
(] x Tdy)(a eapl, (s(2) € V™

et (g x Idy)(z, expf(m)(s(x))) evh VexeM
& (zeapll, (s() € (f x Idy) (V") N (g x Tdy) H(V"2) Vo e M
& (z, e:cp?%z)(s(x)) € T}”(f*lzlhl) N72(g"U") Vo e M

& s(x) € (7‘}“)71 (T}“(f*uhl) N 7'gh2 (g*uh2)) Ve e M
e s () (Ut e g ut))

-1
et donc go?l(U}llﬂZ/{gh?) = {s €Tlow (M, f*TN)|s(M) C (T}“) (T}“(f*l/lhl)ﬂ

)2 (g*UhQ))} qui est bien un ouvert de I'ce (M, f*TN) .

De la méme maniere, on peut voir que les changements de coordonnées pour
de telles cartes correspondantes a des métriques différentes sont toujours des
morphismes non linéaires de fibrés vectoriels, et sont donc modérés. O

Lemme B.30 Une courbe lisse de la variété C>° (M, N) est une courbe o : I C
R — C°(M, N) telle que lapplication «¥ : I x M — N, (t,z) — a(t,x) soit
une application lisse.

Démonstration. Nous utiliserons les notations précédemment introduites.
Soit @ : I CR — C*°(M, N) une courbe lisse de la variété C>°(M, N).
Soit tg € I. Puisque « est lisse, il existe € > 0 tel que pour t €] tg—e, to+e€[, a(t)
appartient a Uyt,) € C*°(M, N). Or, d’apres la Proposition B.9, nous avons
les implications suivantes :
« est lisse sur |tg — €, to+€][;
= Pa(to) © O“]twe,toﬂ[ HJto = € to + €[= Pat) Ua(io)) est lisse;

\%
= (Lpa(tg) o a) (to— €, to+ €[ xM — aty)"TN est lisse.

Notons alors W,y : «(to)* TN — N, (x,v) = expa(ty)()(v) pour v €
To(to)()N - Nous pouvons observer que W, ) est lisse et que pour (t,z) €
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Jto — €, to +€[xM,
(‘I/a(t(,) ° (%(to) ° Oé)v>(t7$) = eTPa(te)(x) ((soa(to) ° Oé>v(t733))
= ot [(vaie 00) (0] @) = xpateion ( (vati (@) )

ETPa(to)(x) <(6xpa(to)(ac))_l(a(t)(x))> = a(t)(x) = av(tax) .

v
11 s’ensuit par la derniére implication que oV = Yoto) © (goa(to) o a) est lisse.
Reciproquement, soit a¥ : I x M — N une application lisse.

Prenons tp € [ et notons A : I x M — N x N, (¢t,z) — (av(to,:c), av(t,:c)) .

Par continuité de A, pour tout z € M, on peut trouver € > 0 et V, un voisinage
de = dans M tels que pour tout (t,y) €]to — €, to + €[xVy, on ait

A(]to — e, to +e[><vx) C o)
= (a¥(toy). 0¥ (t.y)) € OW)

ot ®(U) est défini dans la proposition précédente.
Par compacité de M, on en déduit qu’il existe n > 0 tel que

(a¥(to 2), a¥(t.2)) € 2@)
pour tout (t,z) €|tg —n, to +n[xM.

En particulier, a(t) := a(t,.) € Uy, pour tout t €]tg —n, to +n[ et I'on a
pour (t,z) €]tog—n, to +n[xM :

[Pateor (@) (@) = (€2Pateore) ™ (@O()) = (€2Pateoym) 0" ()

qui est lisse par rapport & (¢,2). On en déduit par la Proposition B.11 que le
chemin g1y 0 @ de I'oee (M, a(tg)*T'N) est lisse, et par suite,  aussi. O

Lemme B.31 Pour f € C*(M,N), on a lidentification canonique
TyC®(M,N) 2T ¢ (M, f*TN).

On peut alors écrire, pour a : I — C°(M,N) une courbe lisse de C*°(M, N)
passant par f en 0 :
( d
dt

oux€Metal : [ x M — N, (t,z) — at,z).

0
al)@) = 5

a’(t, )
0

Démonstration. Prenons f € C*°(M,N), xy € M et notons

eV, + Lowe (M, f*TN) — (f*T'N)z,, s = s(zo)
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et evay, 1 CC°(I X M,N)— C>*(I,N), f — f(.,z0).

Naturellement, (py)., : TfC*>(M,N) — Tce (M, f*T'N) est un isomorphisme
permettant l'identification de ces deux espaces. Mais cette identification est
canonique dans le sens ol nous avons la relation

. ( eV 2 (av)> .

En effet, si a est une courbe lisse de C°° (M, N) passant par f en 0 (on peut donc
supposer que «(t) = gpj?l(s(t)) ol s est une courbe lisse de I'coe (M, f*T'N)), on
a d’apres la Proposition B.11 :

d
€V1,z¢ ( (Qﬂf)*f a
0

d d
evl,mo((wf)*fdt‘ a(t)) = a
0

a(t)) = evlwo( oy *fdt‘

o)
= €U1z0( P )y f *Odt )
o] >_%(<g

)

(2 ) =z

*) )

til?o

D’autre part,

d wy _ 9 v 0] 4
il () = 5] (2 @m) = 5| o7 o))
_ 0 v (9]
T Oexpf(zo)(s (t,l“o)) = (@ 03 )(tva)'
Le lemme est donc démontré. O

Remarque B.32 Les deux lemmes précédents sont utiles étant donné que le
calcul de Kriegl-Michor s’étend directement aux variétés fréchétiques, i.e une
application f : IM — N entre deux variétés fréchétiques est lisse si et seulement
st f o« est lisse pour toute courbe lisse o : I — 9 (voir Appendice A).

A présent prenons M une variété compacte connexe de dimension m et notons
Diff(M) le groupe des difféomorphismes de M .

Lemme B.33 Si f : I CR — C®(M, M) est un chemin lisse de C°°(M, M)
tel que f(0) =: g € Diff(M), alors f(t) € Dif(M) pour t suffisamment petit.

Démonstration. Avec les notations de la Proposition B.29, nous pouvons
considérer une carte (Uy, p,) de C°(M, M) eng.

Comme f : I CR — C°(M, M) est continue, on peut supposer que pour tout
tel, f(t) €Uy . En particulier il existe un chemin s de I'cee (M, g*T' M) tel que

pour tout x € M ,
f(t) (@) = expy) (s(t)(x)) -

Montrons alors que pour ©z € M, ( f (t))* est un isomorphisme des que ¢ est
suffisamment petit.
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Prenons (U, ¢) une carte en = et (V, 1) une carte en g(z) . Puisque f s’identifie
a une application lisse de I x M a valeurs dans M, on peut supposer que pour
tout ¢ € I petit on a f(t)(U) C V.

A présent, dire que ( f (t))*x est un isomorphisme est équivalent a dire que la
matrice suivante

i o op 1 0 o op 1

P W)(w ft)op™) . M(w f)op™)
At z) = :

i o o Lym ... i o op~hm

21 W)(w f(t)op™) T W)(w f(t)op™)

appartient & GL(m,R). Or, puisque f € C®(I x M,M), A : I xU —
M (mxm,R) est une application continue vérifiant A(0,xz) € GL(m,R), puisque
g+, est un isomorphisme.

Ainsi, par continuité de A et parce que GL(m,R) est un ouvert de M (mxm,R),
on peut trouver n > 0 et W un voisinage de z tels que si |t| < n et si z € W,
alors A(t, z) € GL(m,R).

En réappliquant ce raisonnement a I’ensemble de la variété compacte M, on en
déduit qu’il existe € > 0 tel que (f(t))*m est un isomorphisme pour tout |t| < e
et pour tout x € M .

Montrons que pour ¢ petit, 'application f(¢t) : M — M est injective. Faisons le
par Pabsurde en supposant qu’il existe une suite (¢,)nen de I qui converge vers
0 et deux suites (2, )nen et (Yn)nen de M vérifiant

Ty # Yn et f(tn)(zn) = f(tn)(yn) pour tout n € N.

Par compacité, nous pouvons supposer que z, — = et ¥, — y pour un certain
x € M et un certain y € M . On a alors par continuité de f,

f(0,z) = f(0,y) = g(x)=g(y)
= T=Y=!Tso

puisque g est un difféomorphisme.
Soit A : I x M —Ix M, (t,z) — (¢, f(t,z)). Pour (t,2) € I x M, on a

Id 0
A*(U,m) = < * s,y >

est un isomorphisme puisque g est un difféomorphisme.

Donc A est localement un difféomorphisme pour (¢, ) proche de (0, x) . Ceci
implique, étant donné que x,, # y, pour tout n € N, que pour n assez grand,
A(ty, xn) # A(tn,yn) ce qui est une contradiction avec le fait que f(t,,x,) =

f(tnsyn) -

On en conclut que pout ¢ suffisamment petit, f(¢) est une application injective.
Or f(t) est partout localement un difféomorphisme. On en déduit, M étant
connexe, que c’est aussi un difféomorphisme. ([
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Proposition B.34 L’ensemble Diff(M) est un ouvert de C*°(M, M) . En par-
ticulier, Diff(M) est une variété lisse modérée.

Démonstration. Faisons le par 'absurde en supposant qu’il existe une suite
d’applications (fp)nen de C°(M, M)\Diff(M) qui converge vers un certain
difféomorphisme f .

Toujours avec les notations de la Proposition 6, nous pouvons supposer que
fn € Uy pour tout n € N. Ainsi il existe une suite (s, )nen de I'cee (M, f*TM)
telle que s, — 0 et f,(z) = exps(y)(sn(x)) pour tout x € M.

Comme T'c (M, f*TM) est un espace de Fréchet, nous pouvons supposer que
la suite (s, )nen converge rapidement vers 0 (voir Appendice A). Ceci entraine
Pexistence d’une courbe lisse 0 : R — I'coe (M, f*T'M) vérifiant

a(%)zsn et o(0)=0.

Pour ¢t € R, notons g(t) € C°(M, M) Papplication définie pour x € M par
g(t)(z) := expy(y) (o(t)(x)) . L’application g est une courbe lisse de C>(M, M)
qui tend vers f . D’apres le Lemme 11, il existe donc 7 > 0 tel que g(t) € Diff(M)
pour tout [t| < 7.

En particulier, pour n € N tel que 1 <7, on a g(2) = f(n) € Diff(M) ce qui
est une contradiction.

Donc Diff(M) est un ouvert de C*°(M, M). O

Proposition B.35 Le groupe Diff(M) est un groupe de Lie modéré d’algébre
de Lie X(M), les champs de vecteurs de M . De plus, nous avons les propriétés
suivantes :

(1) le groupe Diff(M) admet une fonction exponentielle Exp : X (M) — Diff( M)
donnée pour X € X(M) par :

Bzp(X) = ¢7
ou @i désigne le flot associé a X .

(ii) Le crochet de Lie [ , |pigar) de l'algebre de Lie du groupe Diff(M) est donné
pour X, Y € X(M) par :

(X, Y] pigrary = —[X, Yx o -

(#i1) Le groupe Diff(M) agit sur son algébre de Lie grace d l'action adjointe Ad

donnée pour ¢ € Diff(M) et X € X(M) par :
Ad(p)(X) = 0. X

ot . X est le champ de vecteurs de M défini pour x € M par (p.X), =
¢*¢_1<m>X<p*1(z) .

(iv) Si A : Diff(M) x Difi(M) — Diff(M), (f,g) — fogeti: Diff(M) —
Diff(M), f — f=1, alors les différentielles de X\ et i sont données pour
f.g € Dif (M), s € Ty Diff (M), o € T,Dif(M) et x € M par :

(M (500 ) 2) = s(g(0)) + fr 00

it (ins) - —(f) S(F7(a)).
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Démonstration. Nous savons déja par la Proposition B.34 que Diff(M) est

une variété modérée.

Montrons que X est une application lisse modérée. Prenons a, 8 : I — Diff(M)

deux courbes lisses de Diff(M) . Pour montrer que X est lisse, il suffit, d’apres le

Lemme B.30, de vérifier que Uapplication Ix M — M, (t,z) — (a(t)ofB(t))(z) =

aV(t,8Y(t,x)) est lisse. Or c’est effectivement le cas puisque les applications
ViIxM— MetpY :IxM— M sont lisses.

Déterminons la différentielle de \.

Prenons f,g € Diff(M), s € TyDiff(M), o € T,Diff(M) et deux courbes lisses

a, B : I — Diff(M) vérifiant «(0) = f, 8(0) = g, &(0) = 5 et B(0) =

Pour z € M on a alors d’apres le Lemme B.31 :

(o) = | (Mewsm)@)
- 2] ( >
)

_ jto Y(t, BV (t,7)
= o cton s () o) (3, 1e0)

= s(9(@) + fi,,) 0(2) -
Montrons que A est modérée. Prenons fy, g0 € Diff(M), so € Ty, Diff(M) et
oo € T,,Diff(M) de sorte que (so,00) € (¢f, X Pgo) ((Ufo XZ/{gO)ﬂ)\_l(UfOogo))

ot (Us, x Uy, ©fy X Pg,) est une carte de Diff(M) x Diff(M) définie par (¢y, X

©g0)(f,9) = (05, (f), g0 (9)) POUr (f,g) € Usy X Uy, .
Prenons aussi ©1 un voisinage de so dans I'cee (M, fiTM) borné en topologie

C', ©3 un voisinage de oo dans I'ce (M, giT M) borné en topologie C! et tels
que :

e O x0; C ((pfo X 9090) ((ufo X ugo) m)‘1(1/{f0090)> ;

e pour tout o € O, 4,0;)1(0)((]2) - 80;)1(00)((]3)5

e pour tout s € Oy, ¢} (s )(%0 (00)(Us) ) ( P (Uo)(U)>

ou (U, ) est une carte de M vérifiant (U B( 4) (B(0,4) étant la boule
ouverte) et olt 'on pose Us := ¢~ 1(B(0, )) et Us := ¢~ 1(B(0,3)).
Remarquons que (¢! (00)(U), @O(@;}(ao)) 1) et ((wfol(SO)wgo (00))(U), go
(#g5-(00)) ™ 0 (#7.'(50)) ") sont aussi des cartes de M .

Remarquons aussi que si 7 € I'coo (M, h*T'M) ot h est un difféomorphisme de
M, alors si (V,4) est une carte de M, une trivialisation de h*TM % M au

dessus de V est donnée par I'application 7, (V) — V x R™, u + <7Th(u), (Yo
e T u) siu € ThpyMetzeV.
Prenons alors € B(0,2) CR™, (s,0) € ©1 X O3 et notons f := gp}(}(s), g:=
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¢ (0). On a:

((rm 020 (o % 900) ) 50)) (@

Us

P1ros0 0 A0 (71 X >)<s,a>) (2)
Us

Uz
(foeogo)™),

o(foogo)™ 1) © exp(_fiogo)(upfl(x)) (90;01 (s0) 0 90;31 (00) © 9071)

€D gyt (an) (2 9) (@7 (@)

*(£0090) (¢~ ()

(

- (‘pf“"g” (o5, (s >v%0g_01(0)))> (x)
(po
(¢

=:A : B(0,4) - R™

oo (¢5(50) 0wy (00) " o fo(po(py,(0)™") "

=: [ B(0,3) — B(0,4)
o (po(pg(00)) ) ogop ) (x)
=: g : B(0,2) — B(0,3)
= Aofo
= th; oh%ofohglo hzog

—_——  — N——
B(0,2)—R™ B(0,2)—B(0,2) B(0,2)—B(0,2)

o h, : RM - RM 3 — pyz, peR*.
On en déduit d’apres le Corollaire B.24 que pour £ > 1 on a :

I (10000 0 Ao (25 % 200) 25, )) Il

Uz

IN

C(1+[[Aohy [k + by o fohy Ik +[hs 0g )
< C(1tllhyofohy' flk+1hzogl).
De plus, pour z € ¢~ 1(B(0,1)) :
(hzo0g)(z) = oo (g, (00)ogop™t)(z)
0 (g, (00) T oy, (@) 007" ) (2)

= (h oo (wgol(ao))l> <€$pgo<w<a:>> (9o ey @)™,

*90(e =1 ()

(0o (g (0)7)

*g0(e~1(x)

(ol )

=00, (ZE)
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= (Pooy,)(x).
A nouveau par le Corollaire B.24, pour k > 1 on a :
[hzeglly =l ®oou,llk < CA+ [k + llovalle) < C(1+ llov, k) -
De facons similaire,
lhy o fohs® |k < C A+ lsulk)-

D’ou pour £ > 1:
| (1000 0 Ao (010 % 9a) ™ (5,0)) Il < C U+ llsva i + llovalle)
2

En choisissant un bon atlas de M et des normes || . ||+ globales, on obtient pour
k>1:

I (@ o090 © A0 (50 X g0) " (5,0) llow < C(1+ [lsvsller + llov,llon) -

Pour effectuer des estimations similaires sur les différentielles de A\, nous pou-
vons remarquer que la différentielle de A consiste a composer et a différentier,
opérations qui vérifient des estimations de méme type que celles juste établies.
Ainsi par récurrence, \ est une application lisse modérée.

Montrons que i est lisse.

Prenons une courbe lisse o : I — Diff(M) de Diff(M) . Il nous suffit de montrer
que Vapplication (¢,z) € I x M — i(a(t))(x) est lisse. Soit alors (tg,zg) € IxM .
Nous pouvons considérer (U, ¢) une carte de M en oY (to, z0) = a(to)(zo) ainsi
que € > 0 et un ouvert V de M contenant oV (tg, zg) et vérifiant :

V(t,x) €]ty — €, to +€[xV, aV(t,x) € U.

Considérons alors 'application Z : | tg—e, to+€[Xp(V)xp(V) = R™, (t,z,y) —
go(av(t, gofl(y))) — . Cette derniere vérifie :

o = (toseloo). plialta) ) ) =0

0=
dy
Ainsi, d’apres le théoréme des fonctions implicites (et notamment par son résultat
d’unicité), il existe un voisinage W autour de (tg, p(z0)) tel que lapplication
(t,x) € Wi— (i(a(t))(z)) soit lisse. Il s’ensuit que i(a(t))(x) est partout loca-
lement lisse en (¢, ) ce qui implique que i : Diff(M) — Diff(M) est lisse.
Déterminons les différentielles de i .

Soit « une courbe lisse de Diff(M) telle que «(0) = f et &(0) = s. On a pour
r € M et d’apres la formule de différentiation de A :

o = p.a(t).py  est un isomorphisme.

AMa(t),i(a(t))(z)) =z % ) AMa(t),i(a(t))(z)) =0
= )\*(f,ffl) (8,0x;8) =0

= SN @) + ey (i 8)(@) =0

- @W@@)(ﬁfwjlwlu»
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ce qui est la formule annoncée.

Pour voir que I'application ¢ est modérée, il suffit de procéder comme pour A
mais en appliquant le Corollaire B.25; la preuve étant plus simple mais tout
autant pénible, nous 'omettrons.

Ainsi Diff(M) est un groupe de Lie modéré.

Montrons que le groupe de Lie Diff(M) admet une fonction exponentielle Exp .
Rappelons qu’une fonction exponentielle d’un groupe de Lie Fréchétique G est
une application lisse exp : g := Lie(G) — G telle que si { € g, alors lapplication
t € R exp(tf) est un groupe & un parametre passant par e, 'élément neutre
de G, en t = 0 et ayant pour vecteur tangent & en e. Vérifions donc que 'ap-
plication t € R — ;¥ =: Exp(tX) € Diff(M) est un groupe & un parametre de
Diff(M) passant par Id en t = 0 et y ayant pour vecteur tangent X € X(M).
On a évidemment Exp(0- X) = pf = Id et pour t,s € R, on a la relation
O = o 0 X, Cest-a-dire,

Exp((t+s)X) = Ezp(tX) - Exzp(sX).

De plus, il est clair que nous avons

Exp(tX) = 4

X
=X.
. di Pt

0

dt

Ainsi, Papplication Fxp : X (M) — Diff(M) est bien une application exponen-
tielle du groupe Diff(M) .

Déterminons I’action adjointe Ad : Diff(M) x X (M) — X (M) de Diff(M).
Notons pour ¢ € Diff(M), ¢, I'application lisse définie par ¢, : Diff(M) —
Diff(M), 1 +— @ otpop=t. On a pour X € X (M),

d

Ad(QOMX) = (CSO)*IGL X = % OCSO(QDtX) = %

Or, pour x € M, on a :

d

dt

(</> o o so’l) (@) = a1y Xom1(2) = (95 X)a -
0
Ainsi, Ad(p)(X) = v X .

Déterminons le crochet de Lie [, |pigs) du groupe Diff(M). Pour X,Y €
X (M), nous avons :

d d
[ X, Ypigm) = o7 Ad(Exp(tX))(Y):% Exp(tX).Y
0 0
d X d X
dto(%) dtQ(‘P t)
= —[X,Y].
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B.3.2 Le groupe SDiff(M)

Fixons une variété M compacte, connexe, sans bord, de dimension m et
orientée par rapport & une certaine forme de volume g (on suppose Volume(M) =
1). Nous pouvons alors considérer le groupe

SDiff(M) := {p € Diff(M) | u=p}.

Le but de cette partie est de montrer que SDiff(M) est un groupe de Lie modéré.
Pour cela, il nous faut quelques résultats de base sur les opérateurs elliptiques.
Rappelons que si Fy et Fy sont deux fibrés vectoriels au dessus de M, alors un
opérateur différentiel linéaire d’ordre k € N entre E; et Fy est une application
linéaire D : T'cee (M, E1) — Tooe (M, E3) telle que dans une carte trivialisante
(U, @) pour les deux fibrés on ait :

(Ds)y = Z A, D%sy
lal< k

ol1, pour o un multi-indice, on a :

o A, : o(U) — L(R",RY) avec rang(E1) = r et rang(Es) = q;

. aledl o\ ™ o\
* D Tagr .. oo '_<aazl) "'<axm) '

Nous pouvons noter immediatement qu’un opérateur différentiel linéaire d’ordre
k vérifie | D s|lcn < C'||s||gn+x, pour s € 'cee (M, Eq), n € N. En particulier,
c’est une application lisse modérée.

Si l'on considére le fibré des jets J*¥(E;) (voir par exemple [Pal68], [Pal65],
[Mic80], [Ebi72]), alors il existe une correspondance biunivoque entre opérateurs
différentiels linéaires d’ordre k et 1’espace des sections du fibré Hom(J*(Ey), E) .
Un diagramme commutatif représente la situation :

FCOO(MaEl) > FCOO(MvEQ)

Lo (M, J*(EY))

ot 7 € gee (M, Hom(J*(E}), E5)) et ot L(1) représente 'opérateur différentiel
linéaire d’ordre k associé a 7, 7 désigne l'opérateur de fibrés associé a 7 vu
comme élément de Hom(J*(Ey), Eo) et olt ji. est opérateur différentiel univer-
sel d’ordre k (voir [Ebi72]). On définit ainsi une application

L : Tgee (M, Hom(J*(E}), E3)) x Tgee (M, E1) — Tgee (M, Es) .
Rappelons aussi qu’a tout opérateur différentiel linéaire D : T'geo (M, Ey) —

Lo (M, Ey) d’ordre k , on peut associer son symbole principal o (D) défini pour
r € M,0, € Q' (M), et e € (Ey), par

o(D)(bz,e) = D<]i!f’“s) (z)
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ou f € C®(M,R) vérifie (df)(x) = 0, f(z) = 0 et s(x) = e. On peut donc
voir le symbole de D comme une application

(D) : QY(M) — Toe (M, Hom(Ey, E3)) .

On dit alors que 'opérateur D est elliptique si 0(D)(0)(z) € Hom((E1)z, (E2)z)
est inversible pour tout § € Q'(M) et z € M des que 6, est non nul. Vu
cette derniere condition, il est alors clair que ’ensemble U des sections 7 de
Hom(J*(Ey), Eg) vérifiant que L(7) : Too (M, Ey) — Tos (M, Ey) est inver-
sible et elliptique est un ouvert de I'ce (M, Hom(J*(E4), E2)) . Nous pouvons
donc considérer la famille d’inverses

S (U CTew(M,L(J*(Ey), E2))) % T'ese (M, Es) — Towe (M, EY)

définie par
S(r)g=h< g=L(1)h

pour h € e (M, Ey) et g € Toee (M, Es) .

Un des premiers objectifs est de montrer que S est une application lisse modérée.
Pour ce faire, nous devons utiliser deux graduations distinctes sur les espaces
de sections. Sur I'ce (M, Hom(J*(E}), E5)) nous continuerons d’utiliser des
normes || . [[c» comme nous l’avons toujours fait, mais sur les espaces I'co (M, E7)
et oo (M, E3), nous consideérerons les normes || .||g» qui mesurent les dérivées
jusqu'a Pordre n en L?. En procédant comme pour les normes ||.|/cn (voir
Lemme B.1), on pourrait partir de semi-normes

2
2 .
pine = ([ 10 i)
P(K)

est apres définir || .||g» comme nous lavons fait pour || . ||cn .
Pour montrer que S est modérée, nous avons juste besoin des trois propriétés
suivantes :

(7) les inégalités d’interpolation des corollaires B.22 et B.23 restent valables
avec cette nouvelle graduation (voir [Adal);

i) étant donnée la forme locale d’un opérateur différentiel linéaire d’ordre £,
i1) étant donnée la f locale d’ érateur différentiel linéaire d’ordre k
on a évidemment 'inégalité :
L)l o < CliTllco - 1A mx
pour 7 € U C Do (M, Hom(J*(Ey), E2)) et h € T (M, E1);
(#i1) on a 'inégalité suivante, que I'on peut retrouver a partir du chapitre X de

[Fol95] :
1Pl e < CCNL(T) Al o + (Al o)

pour T €U et h € T (M, Ey).

Lemme B.36 Sity € U, alors il existe € > 0 et une constante C = C(1g,€) > 0
tels que si |7 — 1ollco <€, alors T € U et pour tout h € T'cee (M, Ey) :

1P]l e < CHL(T)A] o -
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Démonstration. Soit 7 € U proche de 7. On a d’apres (i7) et (4i7) :

1hllgs < Cl[L(70)hl[go = C|[L(To — 7)h + L(7)h)]| o
< CliL(ro = m)hll o + CIL(T)h| o
<

Climo = 7llco - [hllzx + C L)l o -

1
P -7 < =
renons ||tg — 7| < 50

=:¢, on a alors :

1
Al < SRl ax + CIL(T) R mo
= [hllas < CILT)A] go -

O

Avant de poursuivre, introduisons quelques éléments qui vont nous permettre de
faciliter les calculs. Prenons deux connections VF et V2 sur E; et Ey. Si X €
X (M) est un champ de vecteurs sur M, alors V' : T (M, E;) — Dow (M, E;)
est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1. En effet, si s € I'c (M, E;) et
f € C®(M,R) sont tels que s(x) =0 et f(x) =0 pour un certain z € M, alors

(VX (f-9)(@) = (df)o(X) s(2) + f(2)(VR's)(x) = 0.
— =~
=0 =0
Ceci prouve que Vf{ est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 1 (voir [Pal65],
chapitre IV, Théoréme 5). Pour calculer le symbole principal de V;E('i, prenons
x € M,f € C®(M,R) et s € I'cee (M, E;) tels que f(z) = 0, (df)(z) = 0,
(0 € QY(M)) et s(x) =e. On a alors

(c(VEYO@) ) = (VE(-

5)) (@)
= (d)a(X) 5(2) + (2)(TF 5)(@)
= 0;(X)e

Avec des notations évidentes, nous avons donc o(V5)(6) = 0(.) Id. En parti-
culier, ’expression du symbole principal d’ordre k + 1 de

Vi o L(r) = L(r) o V!

est zero. Ainsi V4?2 o L() — L(7) o V5 est un opérateur différentiel linéaire
d’ordre au plus k et nous pouvons écrire de manieére unique :

Vi o L(1) = L(7) o V' = L(A(7))
ot A : Toee (M, Hom(J*¥(E1), E3)) — Teo (M, Hom(J*(Ey), Es)) est une ap-
plication linéaire. En fait, A est méme un opérateur différentiel linéaire d’ordre

1. En effet, prenons 7 € T'cee (M, Hom(J*(E1), Es)) et f € C°(M,R). On a :

LA(f-7) = VoL(f-7)—L(f 7)o V¥
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= VE(fLM) - L) ovR
= (d)(X) L)+ f - vEQoL<> foL(r)e v
(@ (x)-7) + - (Vo Lir) — L) o VE)
= L{(dN(X)-7) + f - LA)
(@ (x) -7+ A7)

Ainsi, A(f-7) = (df)(X) -7+ f - A(7), ce qui, par un argument de méme type
que précédemment, implique que A est un opérateur différentiel linéaire d’ordre
1. De plus, il est clair que si nous choisissons un nombre fini de champs de
vecteurs X, engendrant (T'M), en chaque point « de M, alors nous pouvons
trouver C' > 0 telle que

IBllss < € (IRlan + 32 IVE: Aln )

pour h € T'oee (M, E;) .
D’autre part, nous avons 'inégalité suivante :

IE@ bl < C (Ibllgross + Irllcn - Ibllan) — (+)

pour tout n € N, 7 € U telle que |7 — 7o||go < € et h € T (M, Ey) . Celle-
ci se voit par récurrence sur n. Le résultat est évidemment vrai pour n = 0.

Supposons le donc vrai au rang n. D’aprés une inégalité précédente appliquée
a L(t)h,on a:

1Ll s < C (ILER e+ 3 IV LA ).
Or d’apres 'hypothese de récurrence,
1@kl < C (Wlles + I7lon - 1Rl

< C(Inllmesrss +lirllemsn - [0l )

et si 'on utilise a nouveau ’hypothese de récurrence ainsi que la définition de
A, on obtient :

IN

N

IVZLE R = ILA@)R + L) VE Al
< ILAE) R + 12T VE A e
< O (Illees + 1A len - WAl +
IV Bl + Il - 95 Bl )
< O (llmenss + i7llgmss - Illae +

Vel zess + 7licn - IRl s )

IN

C (llzrnsses + 17l [llze + 7llcn - [l e )
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Or les inégalités d’interpolation nous donnent :

Irllen - Il < € (Il - Wl + | 7lloo IRl gnsss )
N——
<C

D’ou
IV L) hle < C (hllgneiss + el - )

et par suite
1Ll < C ([Blagmssss + [7llonss - Bl )
Lemme B.37 Si |7 — mo||go < € et L(T)h = g, alors
[l < € (gl +lirllen - lgllao ) -

Démonstration. Nous allons effectuer une récurrence sur n. Le résultat est
vrai pour n = 0 d’apres le Lemmme B.36. Supposons le donc vrai au rang n.
Nous avons donc, pour h € T'ce (M, Ey),

[Wllgnss < (NERlLn + il - 1Ll
d’ou

IVZ s < € (ILE)VE Rln + 17

cn L)V Rlo) . ()
Maintenant, d’apres I'inégalité () et toujours par la définition de A, nous avons :
1LV Rl < (VLA + ILA(T)) Al
< C(IV2 gl + Il s + 1A

cn - il

cnsr - il )

IN

C (Iglnss + WAl rrves + 1]

Nous pouvons poursuivre cette inégalité en utilisant U'estimation sur ||h| g du
Lemme B.36 ainsi que I'hypothese de récurrence sur ||h|| gn++ pour obtenir :

|L()VE R e
< C(Ighamss + (lgllan +lirllen - lglmo) + Il - lgllao )
< C(Ighamss + lglmmes + Irllcoss - lglao + I7llowss - lglo )
< C(lghess + Irllensr - lgllao ) -

Do, en revenant a () et en utilisant cette derniére inégalité au rang 0 et n,
nous obtenons :

195 Rl
< C(ILEVE R+ 7llon - L) VE Ao
< C(lghmess + Irllenss - lgllao + Irlen - Uglan + Illc - glmo) ) -

147



On a alors par interpolation :

Irlle gl < € (]

et |[rllen - lIrller < Clirlignes - lI7llco s

cnir < gl + I7llco - gl )

et puisque ||7]|co < C, on en déduit :

IV hll s < C (||9||H”+1 F I 7llenes - lglae + lITllgner - llgllmo

+

ITllco - lgllaner + lI7llener - IIQIIHo)

< (gl + 17

N

cnit - lgllao) -
Ainsi :

Wllgmesss < C (Ihloss + 32 IV Allgnse)

< C(Ihllgeerss + lglamss + I7llors - lighimo)
= (1= C)- [Bllansser < C (lglnes + Ilcnrn - llgllao )
= Nllnsses < C (lglmnes + I7llcnss - lgllao )

Proposition B.38 L’application S : U X T (M, Ey) — T'o (M, Ey) est une
application lisse modérée.
Démonstration. Prenons 79 € U et € > 0 comme dans le Lemme B.36 et
go € Tose (M, E3) . Alors, pour |7 — 7o|lco < € et ||g — gollgo < €, on a d’apres
le Lemme B.37 :
15)glless < € (lgllan + Irllon - gl )
——
<C
< C(1+liglan +lrlen)
Notons aussi que S est continue. Montrons que S est lisse modérée. Prenons
TEU, 0 €T (M,Hom(J’“(El),Eg)), h,g € Tcoe(M,E5) et t € R. On a
par continuité de S :
S(r+to)(h+tg) — S(T)(h)
t

_ S(t+to)h — S(T)h +S(r+ to)g

t
= S(r+to) <h - L thtU)S(T)h) + S(t+to)g
L(7)S(t)h — L(T 4+ to)S(1)h
4
_ _S(r+to) (L(T + tO’)S(T)th — L(T)S(T)h> S(r +to)g

—  =S(1)DL(7, S(m)h){(c,S(T)h)} + S(T)g -

= S(r+to) +S(r+to)g
( )

148



Remarquons que L est évidemment une application lisse et surtout modérée
comme nous pouvons le déduire a partir de l'estimation (*). Ainsi ’application
S est différentiable et sa différentielle ne fait intervenir que S qui est continue
et vérifie I'inégalité précédente et L qui est une application lisse modérée. On
en déduit par récurrence que S est lisse modérée. (I

Remarque B.39 Cette derniére proposition nous autorise donc a utiliser le
Théoréme d’inversion de Nash-Moser pour une application lisse modérée dont
les différentielles forment localement une famille d’opérateurs elliptique inver-
sibles.

Lemme B.40 Soit D : C*(M,R) — C®(M,R) un opérateur différentiel
linéaire elliptique d’ordre 2 prenant localement la forme :

m 2 m
(Df)o = 3 a(e) 520 3 ()

8:ci(’)xj 87.%‘1 ’

ij=1
Alors le noyau de D est constitué des constantes réelles.

Démonstration. Soit f € C°(M,R) telle que Df = 0. Supposons que f
atteigne son maximum en xg € M . Considérons I’ensemble

A={z e M|f(z)= f(zo)}-

Cet ensemble est évidemment fermé dans M . Prenons alors € A, (U, ) une
carte de M en x et V un ouvert relativement compact de U tel que V C U
etz € V.Onaalors fy = fop™ ! : p(V) — R atteind son maximum dans
lintérieur de (V') alors que localement sur ¢(V'), Uopérateur D vérifie toutes
les conditions du Théoréme 24.10 de [Jos03]. On en déduit par ce théoreme que
fv est constant et donc f est constant sur V' . Par suite, puisque M est connexe,
A= M et ainsi f = f(xo) . O

Enfin, il nous faut encore parler des opérateurs différentiels non linéaires de
degré k entre deux espaces de sections. Un tel opérateur est une application
D :UCTex(M,E)) — I'cee (M, E3), ot U est un ouvert de I'cee (M, E1) et
telle (Ds)(x) est une application lisse de s et de ses dérivées partielles de degré
au plus k en = dans des cartes. Cela signifie, si 'on utilise le langage des jets,
qu’il existe un morphisme de fibrés (non linéaire) p : J*(E;) — Fy et tel que,
en notant P : Tce (M, J¥(Ey)) — Toe (M, Ey) lopérateur de fibrés associé a
p, on ait le diagramme commutatif suivant :

D

Z/{ g FCOC(M, El) > FCoo (M, Ez)
P (M, J*(Ey))
Ainsi D est une application lisse modérée puisque D = P o j, ou ji est un
opérateur différentielle linéaire et que P est un opérateur de fibrés vectoriels

(voir Proposition B.27).

Nous arrivons au résultat majeur de cet appendice :
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Théoréme B.41 Le groupe SDiff(M) est un sous-groupe de Lie modéré du
groupe Diff(M) .

Démonstration. Il nous suffit d’exhiber une carte de SDiff(M) en Idyy, ce que
nous allons faire grace au Théoreme d’inversion de Nash-Moser.
Prenons une métrique g sur M telle que la forme volume induite par g soit
précisement . Notons ® : U C X(M) — Diff(M) P'application de carte de
Diff(M) ot U est un ouvert de X (M) et ® 'application définie pour X € X' (M)
et x € M par

D(X)(2) = exps(Xa) .

Définissons alors I'application P : U C X (M) — C*(M,R) par :
O(X)'p=PX) pu,

pour X € Y C X(M) et ou y est la forme volume canonique de M associée a la
métrique g .
Montrons que P est un opérateur différentiel non-linéaire d’ordre 1. Dans une
carte orientée de coordonnées locales associées (21, ..., Z,,) (on note p = /|g| -
dri A - Ndx,, et 0; = 6%1-) NOUS avons :
P(X)(x) - pz(01, -, Om) = (P(X)" )2 (01, - ., Om)

= PX)(@) VIgl(z) = pax)(z) (P(X):01, ..., 2(X)0m)

= P(X)(2) - Vlgl(z) = (Vlgl 0 ®(X))(2) - Jac B(X) (=)
(Vlgl o (X)) (@) - Jac ®(X)(x)

Vlgl(z)

pour z appartenant & cette carte. Si nous notons ®(X)(z) = exp(x, X,), alors :

= P(X)(z)=

dexp 0X

_ Oexp
- o =) Gy

e oxr

(X). (2, Xo) +
la dérivée selon v signifiant que 'on dérive par rapport & la deuxieéme variable.
C’est par cette expression que 'on peut constater que P est un opérateur
différentiel non-linéaire d’ordre 1.

Regardons les différentielles de P . Prenons X,Y € X (M) et ¢ € R. Nous avons :

4 ((\/m 0 (X +tY)) () - (Jach)(X + tY)) (x))

L px 4+ 4v) () = %o

Y

dt}, V9l(x)
((\/mo B(X +tY))(x)> : (Ja(:(I)(X))(x)
Ty (Ve 90)@) -

P(X)(x) d
(V][0 ®(X))(x) dtl, ((\/Eo d(X +tY))(x))
PX)(x) d

(Jac®(X))(z) dt

+

(Jac O(X + tY)(a:))

0

(Jac(I)(X + tY)(x)) .

0
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Or

jt‘o <( lg] o ®(X + tY))(x)) d<\/m)¢>(X>(m> ) % i O(X +tY)(x)
(gl o @) (x) - (V910 (X)) (x)
= d(m(/ig), o

S(X)(x) dt |,

(X + 1Y) ()

d
= d(ln(\/|g|))<1>(X)(z)$ exp(x, X +tY)
0

= a(w/igD), 2P X v

®(X)(z) OV

et

dt

<Jac<I>(X + tY)(;v)) - %

0 0det(<I>(X +tY)*m)

det (@(X)*J : Trace(@(X):l %

O<I>(X+tY)*,)

= Jac <<I>(X))(at) . Trace((b()o*_l %

O<I>(X—|—tY)*$).

On en conclut que :

P(X +1Y)(x)
0

(0P} (@) = &

— P(X) [d(m(M)) 8;?) (2, Xa)Ya

(X)(x)

+Trace (<I>(X)*_1 %

<I>(X+tY)*I>} )

0

ol
dt
d dexp
—| | —=—(z, X, + Y,
dt0< gp (& Xe F1¥a)
B 0% exp
- Oz 0v

(X +1Y).,
0

DD (1, X, + 1Y) -
(Y

0 (X, +tYy)
ox

0X dexp
Yt (g, X,

or + ov (2 )
Il apparait que DP(X){Y} forme une famille d’opérateurs différentielles linéaires

en Y dont les coefficients sont des opérateurs différentiels non-linéaires d’ordre

len X.
2
Pour X = 0,ona P(X) = 1,3(X) = Idy, %(l’, 0) = Idr, o et %(w, 0) =

0. Ainsi, d’aprés une formule classique de géométrie différentielle (voir par
exemple [Lee03], page 384),

2
(. X%2) - Yo + 2P0 x,)

oy
Ov? ’

ox

(DP(O){Y})(x) - Trace(%(m))-l—d(ln(m)) Y,

x
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ou div,(Y) désigne la divergence du champ de vecteurs Y par rapport a la
mesure /i .
Rappelons que

X(M, 1) = {X € X(M)|div, (X) = 0}

et C3°(M,R) = {f € C=(M,R) | fo'NZO}'

Nous savons d’apres la décomposition de Helmholtz-Hodge (voir [Arn66], page
341 ou [dR84]), que nous pouvons écrire

X (M) = X(M,p)®V(C®(M,R)),

ce qui, puisque I’on a un isorphisme canonique entre V (C°° (M, R)) et C§°(M,R),
nous permet d’identifier X (M) avec X (M, u) ®CG§° (M, R) et de définir I'applica-
tion Q@ : U CX(M)=X(M,u) & C(M,R) —» X(M, n) ®CP(M,R) par

QX f) =X, P(X+V[)-1)

pour X € X(M,p) et f € C§°(M,R). Silon montre que Q est un difféomorphi-

sme local au voisinage du champ de vecteurs 0, alors 'application ® o Q™! sera

une application de carte de Diff(M) faisant de SDiff(M) une sous variété de
Diff(M) . En effet, si (X,0) € X(M, u)®C5° (M, R), notons (Y, f) := Q~1(X,0).
On a alors :

(Y. f) = Q7 '(X,0)
& Q. f)=(X,0)
& Y,PY +V/f)-1)=(X,0)
& X=Y e PX+Vf)=1.
Ceci entraine par définition de P, que (X + V f)*u = P(X +V f) - u =
1, ce qui veut dire que ®(X + V f) = (@ o Q7')(X,0) € SDiff(M). Ainsi,

(®oQ1) (6N (X, (M) ®0)) C SDiff(M) ot © est un certain voisinage de 0
dans X (M, ) ® C§°(M,R) sur lequel @~ est un difféomorphisme.

Montrons donc que ) est un difféomorphisme au voisinage de 0. Pour appliquer
le théoreme de Nash-Moser, nous devons regarder les différentiels de @) sur un
voisinage de 0. Pour X, Y € X(M, u), f,h € C*°(M,R), nous avons

DQ(X, /)Y, h} = (Y, DP(X +V f)(Y + V h))
et donc si nous voulons inverser D(, il nous faut résoudre 1’équation

DQ(Xu f){YJL} = (y7k)7
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c’est-a-dire, il faut trouver h tel que
DP(X+V f)Vh=k—-DP(X+Vf)Y.

Soyons plus précis sur le deuxiéme membre. Nous avons k € C§°(M,R). Pour
ce qui est de DP(X + V f)Y, nous pouvons remarquer que pour un champ de
vecteurs Z,

¥2)p=P2)-n > [ 2 p=[ P2
= [ P =

le signe dépendant de la préservation ou non de l'orientation de M par ®(Z).
Ainsi, pour Z proche de 0 et grace a la continuité nous avons :

/MP(Z)~u:/MP(0)~u:/Mu:1~

On en déduit que pour Z petit, P(Z) € C§°(M,R) + 1 ce qui implique que
DP(Z) est a valeurs dans C§°(M,R). Il en résulte que pour X et f petit,
DP(X +V f) est un opérateur a valeurs de C5°(M, R) et par suite, k— DP(X +
VY € C°(M,R).

Le bon point de vu est donc de regarder DP(X + V )V comme un opérateur
différentiel linéaire d’ordre 2 de C§°(M,R) dans lui méme et de montrer qu’il
est inversible. L’injectivité résulte de la présence du gradient qui donne une
forme locale a cet opérateur satisfaisant le Lemme B.40. Une fonction g de
C§°(M,R) appartenant au noyau de cet opérateur est donc une constante, et la
seule constante de C§°(M,R) est 0.

Pour la surjectivité, nous pouvons remarquer que DP(0) oV =div, oV = A
qui est un opérateur elliptique. Pour X et f petit, Vopérateur DP(X +V f)oV
reste donc elliptique et admet le méme indice que A restreint & C§°(M,R) . Or,
évidemment le noyau de A restreint & C§°(M,R) est nul et A est surjective sur
Pespace C§°(M,R) puisque pour des fonctions lisses, 'equation Au = v admet
une solution si et seulement si [,, v-p = 0 (voir [Heb96]). II en résulte que
I'indice de A sur C§°(M,R) est 0. Par suite, DP(X + V f) o V est injective et
d’indice nul, d’ou la bijectivité.

Enfin DP(X 4V f)oV constitue une famille inversible d’opérateurs différentiels
linéaires elliptiques. Par la Proposition B.38, on en déduit que la famille des
inverses est lisse modérées ce qui permet d’appliquer le théoreme d’inversion de
Nash-Moser & @, ce qui termine la démonstration. [
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