





Funktoren zwischen Kategorien von Banach-
und Waelbroeck-Riumen’

Von

Peter Michor, Wien
Mathematisches Institut der Universitét Wien

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 15. Februar 1973 durch
das w. M. Edmund Hlawka)

Mit den Ergebnissen von Waelbroeck und Buchwalter kann
man die duale Kategorie Bo? der Kategorie aller Banachrdume B als
die Kategorie der Waelbroeck-Réume W beschreiben. Ziel dieser Arbeit
ist es, die Struktur von Funktoren zwischen diesen beiden Kategorien
und Riume von natiirlichen Transformationen naher zu beschreiben.
Fir Funktoren & : B—> W und F : W — B definieren wir natiirliche
Transformationen 7:® —>F und {: F—>®, den Banachraum
nt.L (B, F) und den Waelbroeckraum n.t.g (F, ®B); iiber diese
Réume beweisen wir Sitze, die dem Yoneda-Lemma verwandt sind.

Analog zur Dualitit von Funktoren von Mitjagin-Shvarts
definieren wir die A-Dualitdt von Funktoren W — B. Wir zeigen, daB
der Dualitdtsfunktor A zu sich selbst ad]unglert zur Rechten ist (dieser
und der Dualitdtsfunktor von Mitjagin-Shvarts sind die einzigen
unter allen méglichen Dualitdtsfunktoren, die das erfiillen). Schliel-
lich berechnen wir von einigen speziellen Funktoren die dazu A-Dualen.

I. Allgemeine Voraussetzungen

Wir betrachten zwei Arten von Kategorien von Banachrdumen
tiber dem Grundkorper I (= B oder €, aber nur eines von beiden):

1 Diese Arbeit ist Teil der Dissertation, die der Autor unter der Aufsicht von
Professor Cigler verfafit hat.
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1. Solche, in denen Morphismen beschrinkte lineare Abbildungen
sind, z. B.: B, die Kategorie aller Banachriume und volle Teilkatego-
rien davon.

2) Solche Kategorien, in denen Morphismen lineare Kontraktionen
sind (z.B.: By); B, ist vollstindig und kovollstandig.

Im 1. Fall la8t sich der Hom-Funktor in die Kategorie ,liften‘:
H (X, Y)=[B (X, Y) mit Operatornorm]. Im zweiten Fall erweitern wir
ihn so.

Wir betrachten nur solche (zuldssige) Funktoren zwischen diesen
Kategorien, die zusétzlich linear und Kontraktionen als Abbildungen
H(X,Y)—> H@F (X),F(Y)) (im kovarianten Fall) sind. Auch unter
den natiirlichen Transformationen treffen wir eine Auswahl: eine (zu-
lassige) natiirliche Transformation v : X — nx erfilllt noch: ly): =
= sup |jnx|| < co. Wir haben dadurch eine (i.a. nicht volle) Teilkate-

x

gorie der Funktorkategorie festgelegt.
Der ,,Raum‘‘ n.t. H (F, @) aller natiirlichen Transformationen
vom Funktor F in den Funktor @ ist ein Banachraum, wenn er Menge

ist (vergleiche dazu Linton). Das projektive Tensorprodukt X /@ Y
zweier Banachrdume X und Y ist die Vervollstindigung des algebra-
ischen Tensorprodukts X & Y in der Norm v, die fiir e X ® ¥ durch
v @) =inf |{Z |z lpll, v=22Q@yin X® Y} definiert ist. Es
definiert einen (zulidssigen) Funktor Xx : ¥ - X @ Y, der linksadjun-

giert zum gelifteten Hom-Funktor ist: H (X @ Y, Zy=H(X,H(Y,Z))
natiirlich in X, ¥ und Z iiber jeder vollen Teilkategorie von X, gegeben
durch die Zuordnung f — f, wobei f(x ® y) :? (z) (y) ist.

Wegen der zusétzlichen Einschrinkungen auf Funktoren und na-
tiirlichen Transformationen findet das Yoneda-Lemma nicht mehr in
der Mengenkategorie, sondern in § selbst ,,statt’’. nt. H (Hx, F) =
= F (X) isometrisch isomorph. Die eben angefiihrten Resultate finden
sich bei Mitjagin-Shvarts.

Fiir Funktoren G, F : E - §, wobei K eine volle Teilkategorie von

B, F kovariant ist, hat Cigler einen Banachraum G @ F, das Tensor-
- K

produkt der Funktoren G und F definiert. In Michor [1] findet sich
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dariiber der folgende Satz, der hier auch als Definition von @ @ F gelten
soll:

a é F ist in B; induktiver Limes (= Kolimes) von Rédumen
G(X)® F(Y), X, Y € K, wobei die Spektralschar so aussieht:
Indexklasse ist die Klasse aller Morphismen in 5 1;jedema : X > Y

in K; ordnen wir den Banachraum R* =G (Y) é F (X) zu. Jedes Paar
(«, B) von Morphismen in K;, fiir das das Diagramm

A
X Y
T
® B
v ®
Z U in K; kommutiert,

definiert eine Abbildung = : R* > R* durch
=GB QF():G(Y)®FX)>GU)QF (2.

Die Notation, die wir hier fiir Limites verwenden, findet sich in Mitjagin-
Shvarts.

Eine Darstellung der im folgenden zusammengefaBten Resultate
findet man bei Buchwalter:

Definition: Ein Waelbroeckraum ist ein Vektorraum X iiber dem
Grundkorper I zusammen mit einer absolutkonvexen absorbierenden
Teilmenge © X von X, die mit einer kompakten Hausdorff-Topologie
7 ausgestattet ist und fiir die folgendes gilt:

1. die Abbildung z—> “TT on oX in oX ist stetig fiir alle

ae o,

2. der Ursprung in o X hat eine Umgebungsbasis von absolut-
konvexen Mengen.

Wir nennen o ¥ die kompakte Kugel von ¥X.

Lucien Waelbroeck hat folgenden Satz gezeigt:

Ein Waelbroeck X ist Dualraum eines Banachraumes X*; dabei ist
o X die Einheitskugel und = die Einschriankung der schwach*-Topologie
auf o X. Der Banachraum X* ist bis auf isometrische Isomorphismen
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eindeutig bestimmt und ist der Raum aller Linearformen auf %, deren
Einschrénkungen auf o X r-stetig sind, ausgestattet mit der Norm der
gleichmiBigen Konvergenz auf o ¥X.

Die ,,schwach*-Topologie auf X kann man auf zweierlei Weise aus
der Topologie v auf o X gewinnen, ohne auf den Raum X* zuriick-
zugreifen:

Sie ist:

1. die feinste lokalkonvexe Topologie auf X, die die Inklusions-
abbildung (o X, 7) > X stetig macht,

2. die feinste Topologie auf X, die die Translationen und Homo-
thetien (z —7 - z) in X und die Inklusion (o X, t) > X stetig macht
(vgl. Buchwalter).

Definition: Die Kategorie W hat als Objekte alle Waelbroeckriume
und als Morphismen lineare Abbildungen, die in den schwach*-Topo-
logien stetig sind.

Solche Abbildungen sind schon beschriankt, denn eine schwach*
kompakte Menge ist schwach* beschrinkt, also Norm-beschrankt.

Die Kategorie W hat als Morphismen schwach* stetige lineare Ab-
bildungen, die komi);.kte Kugeln in solche abbilden.

Die Kategorie Wi und ihr Zusammenhang mit §1 wurde von
Buchwalter untersucht.

W ist Bo? und W1 ist 3101’ Die Funktoren der Dualitétsind ' : B—> W
bzw.’: By —> Wiund *: W — Bbzw. * : W3 — B;. Sie wirken auf Morphls-
men durch Tra,nsposmon und sind zueinander inverse kontravariante
Funktoren.

In B ist der kontravariante Funktor ': B— B zu sich selbst ad-
jungiert zur Rechten: H (X, Y') = H (Y, X').

Darauf wende man den Dualitdtsfunktor ':B-—>W an:
W (Y", X') = H (Y, X’). Dabeiist X’ links Element von W und rechts
Element von B: wir schreiben also b (X') fiir ,,X’, als Banachraum auf-
gefaBt und haben dann sofort W (Y”, X') = H (Y, b (X)), die Ad-
jungiertheitsrelation fiir: ”: B — W ist linksadjungiert zu b: W — B.

Ein W-Morphismus ist genau u dann ein Monomorphlsmus wenn er
injektiv ist, und genau dann ein Epimorphismus, wenn sein Bild
schwach*.dicht ist.



Funktoren zwischen Kategorien von Banach- und Waelbroeck-Réumen 47

Produkte in W sind kartesische Produkte der Vektorriume, ausge-
stattet mit der Tychonov-Topologie der Faktoren. Die Coprodukte
lassen keine einfache Beschreibung zu (vgl. Buchwalter).

Wir fiihren noch folgende Funktoren an:

L:WxB— B, L(X,7) ist der Raum der schwach*-Norm-stetigen
linearen Ebbﬁdungen X — Y, ausgestattet mit der Norm der gleich-
méiBigen Konvergenz auf o X.

L:BxW—>W,L(X,Q) ist der Raum aller beschrinkten linearen
Abbildﬁ;lge; X>b Q, ausgestattet mit der Topologie der punkt-
weisen Konvergenz auf X. € (X, Q) ist also abgeschlossene Teilmenge
von I1 G.

zeX
Die Transposition (f -> f) liefert in beiden Fsllen natiirliche Aqui-

valenzen: L (X, Y) = L (Y, X*) und € (X, Y) = L (Y*, X).

Das projektive Tensorprodukt X ® B in Vl’ zweier Waelbroeck-
Riume X und QY ist definiert durch:

XQRY=(BE YW)), wobei B(X,P) der Banachraum der
schwach* X schwach*-stetigen Bilinearformen mit der Norm der
gleichmiBigen Konvergenz auf o X x o Q ist.

Der Symmetrie halber geben wir die duale Charakterisierung des pro-

jektiven Tensorproduktes X ,® Y zweier Banachriume X und Y an:
X®Y = (B (X, Y)*, wobei B (X, Y)

der Waelbroeckraum der beschriankten Bilinearformen auf X x Y ist,
ausgestattet mit der Topologie der punktweisen Konvergenz auf X < Y.

Alle Funktoren, die wir betrachten, seien wieder zuléssig, das heillt
zum Beispiel fiir 7: W — B:

F ist linear auf den Morphismenrdumen und | F (/)| < [[6 (f) ||,
und fiir §: B> W:

@ ist linear und ||5(® (M) | < I/ .

II. Der Raum n.t. L (B, F)

Definition: Sei C eine beliebige Kategorieund F: C—>B,®:C > W
Funktoren, beide ko- oder beide kontravariant.
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Eine Zuordnung o, die fiir C € ¢ durch C — ¢¢ € L (& (C), F (C)) de-
finiert ist, heifft natiirliche Transformation von & in F, wenn gilt:

1. Fiir jeden Morphismus f:C - Cy in C ist F (f) - ¢ = o¢y G (f)
in L (® (0), F (C1)) im kovarianten Fall, oder ¢¢ - & (f) = F (f) * 9¢, in
L (® (C1), F (€)) im kontravarianten Fall.

2. loll: =sup {llgc |, C € C} < o0.

Fiir jedes C € C ist also ¢¢: @ (C) > F (0) schwach*-Norm-stetig.

Satz 1: Wenn die Klasse aller natiirlichen Transformationen
® — F eine Menge ist, dann ist sie ein Banachraum mit der oben an-
gegebenen Norm, der mit n.t. L (&, F) bezeichnet werden soll.

Beweis : Die lineare Struktur auf n.t. L (®, F) ist objektweise defi-
¢

niert: (pc)oce + (MC)oec = (9 + Mc)pee- Man prift leicht naeh,
daB (pc + nC);’eC wieder eine natiirliche Transformation ist und daB
(n. t. L(®, P), ||i ) ein normierter Raum ist. Die Vollstindigkeit
zeigt man, indem man zu einer Couchyfolge den Limes objektweise kon-
struiert.

Satz 2: Sei F: W — B ein kovarianter zuldssiger Funktor und

X € B. Dann ist nt. H ® 2 x, F) isometrisch isomorph zu F (X") und
- w

zwar natiirlich in X.
Bemerkung: by : W B
bLx (V) =08 (X, V) = H(X,b(Y)).

Man kénnte jetzt vermuten, dafl man das Yoneda-Lemma anwenden
kénnte, wenn man W mittels b in B einbettet. Das ist deswegen nicht
der Fall, weil b (W) keine volle Teilkategorie von Bist (es gibt f: X' — Y7,
die nicht schwa;:h*-stetig in X’ und Y’ sind), und das Yoneda-Lemma
nur auf vollen Teilkategorien von B gilt.

Beweis des Satzes:

Sei ¢ ent. H (b Lx, F). Wir wollen die Beweisidee des Yoneda-
Lemmas imitieren und benétigen dazu ein méglichst kanonisches Ele-
ment in einem Raum b £ (X, W), B € W. Wir wihlen P = X” und die
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Einbettung ix: X > X". ix €¢b £ (X, X"), daher ist o x, (¢x) definiert
und Element in F (X"). Wir definieren also die Abbildung

Ty:nt. H(bLx, F)> F (X"
w

durch Ty (¢) = ox~ (ix).

Dann ist T x klarerweise linear, und beschrankt, weil
[ Tx (@) | = llox~ Gx) | < liex~ Il ix [l < |l |l gilt, alsoist | Tx || < 1
Wir konstruieren nun eine lineare Kontraktion Ux: F (X")—>

—>nt. H (b Ly, F), die zu Tx invers sein soll.
w

SeizeF(X")undfeb®(X,B), B eW. Dannist f e H (X,bB)
und wir schreiben f_ fiir das Bild von fin W (X", @) unter der Adjunktion
H(X,bYB)= W (X", B) (vgl Kap.I). Man gewinnt f aus f, indem
man f | B*: CB* X' und f=(f|B*) bildet und f aus f durch

= f | x- Man iiberzeugt sich leicht davon, daB || f| = || f | gilt und f
die eindeutige schwach*-stetige Fortsetzung von f : X - QG auf X" - Pist.
Wir betrachten das Diagramm:

ixeb X, X)) ——— — — — - F(X") 22
b2 (X, f) F(f)
¥ ¥
feb2(X,Y) ——————— - F (),

das folgende Definition motiviert:

Ug:F(X") > nt. H(bLx, F) sei durch Ug (2)y () = F (f) (2)
w

fir x ¢ F(X"), B € Wund f € b £ (X, B) definiert.

Wir zeigen, daB B — U x (x)q natiirlich ist: Sei g : B - Jein W-Mor-
phismus. Wir miissen folgendes Diagramm auf Kommutativitdt unter-

suchen:
rex, B F | p
be(X,g) | Fg
e d FPs L pg)

Sitzungsberichte der mathem.-naturw. Kl., Abt. I, 182, Bd., 1,—8. Heft. 4
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Sei f e b € (X, B). Dannist F (9)- Ux ()3 () = F (g) - F (f) (x)
Uz (2)3-bL(X,9)f = Ux (@)3(9- /)
Fg-h ).

Also bleibt zu zeigen; ﬁ =g f, doch das folgt aus der Natiirlich-

keit der Adjungiertheitsrelation H (X, b W) = W (X", B) in V:
g 1=blg) f=H(XDb@) (=
=WEX'9(h=g-f

Wir geben noch einen zweiten Beweis dieser Tatsache, da sich hier der
Zusammenhang zwischen der kategorientheoretischen Aussage ,,Natiir-
lichkeit in B und dem funktionalanalytischen Hintergrund schén
offenbart :

g- f : X" > B — I ist eine stetige Erweiterung von ¢ * f. Die ist aber
eindeutig und heiflt gf f, also ist g - ?: g_f

Ux|l <1, denn
| Ux @y = F (@
<l ilzll=Ifll=l
Wir zeigen Ux * Tx = Idauf nt. H (b Lx, F). Seig ent. H (bCx, F)
w w

und feb € (X, V), BeW.
Dann ist:
[Ux Tx @)y () = [Ux (ox- Gx))]g ()
= F (- ox- (ix)
= 9y DL (X, f) (ix)
=og (f ix)
= g (),
denn f iy = f, weil f Erweiterung von f ist. (Oder weil ¢x Koeinheit der
Adjunktion ist.) Wir zeigen, dall T'x « Ux = 15z~ ist.
Sei z € F (X”), dann ist:
Tx Ux (x) = [Ux ()]x- (ix)
= F (ix) (=)
=F(lx)(x) ==
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denn i_x = 1x~, weil 1x Koeinheit der Adjunktion ist (oder weil 1x-
Erweiterung von ¢y ist).

Also hat 7' x eine inverse Abbildung U x, die auch eine Kontraktion ist,
daher ist Tx ein isometrischer Isomorphismus. Es bleibt nur noch zu

(..)
zeigen, da X — T x natiirlich ist, also 7':nt. H(GL(.,..), F({.))~>
w

— F - " eine natiirliche Transformation. Sei g : X — Y ein B-Morphismus.
Wir miissen das folgende Diagramm untersuchen:

Tx
n.t.H(be, F) . F(X”)
. Ty v
nt. H (b gy, F) — - F (Y”)

Sei g en.t. H (b Lx, F). Dann ist

Ty -nt. HbL(g,.), F) (o) =
=oy b2 (g, Y") (iy)

= @y~ (ty * )

F@) Tx(p) =

=F(¢) ox (ix)

=gy b2 (X,¢") (ix)

= gy~ (9" 1x)

und ¢" - ix =14y ¢, weil 1: I d = " eine natiirliche Transformation ist.
qed.

Bemerkung: Sei F': W — B ein zuldssiger kovarianter Funktor

Dann ist n.t. L (2x, F) isometrisch isomorph zu einem abgeschlossenen
w

Teilraum von F (X”), und zwar natiirlich in X — das heifit, n.t. L (£, F)
ist ein Teilfunktor von F”.
Dieser Teilraum Tx (n.t. L (Lx, F)) besteht genau aus denjenigen
w

v e F(X") fir die die Abbildung Ux (z)y € L (€ (X, B), F(B)) ist
4*
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fiir jedes W e W. Dabei st U x (#)g: L (X, B) - F (P) die Abbildung

f—>F (}) (x) aus dem Beweis von Satz 2.

Satz 3: n.t. L (x, b Ly) = (0) fiir alle X, ¥ € B.
w

Beweis: Nach der Bemerkung besteht 7T'x (n.t. L (£x, b Ly))
W

aus denjenigen febd® (Y, X"), fir die Ux (flg e L(£(X, D), 6L (Y, B))
ist fiir alle B e W.

Angenommen, es gibt so ein f # 0. Es sei P mit dim P* = oo fest
gewdhlt. Dann ist Ux (f)y : £ (X, B) > b L (¥, Y) stetig, also gibt es
eine Nullumgebung V in £ (X, Y) mit Ux (fiz (V) C 0bL(Y,Y) =
= o H(Y,bQ). Also existiert eine endliche Menge 4 C X und eine
endliche Menge C C P*, so daB fir W={gel(X,QB), 9g(4d)C
C 0% Ux(fig (W)C o H(Y,bPB) gilt, wobei C° = {zx € B, | (=, c)
| < 1 fiir alle ¢ € ¢ C B*} die absolute Polare von C ist, denn Mengen
der Gestalt W bilden eine Nullumgebungsbasis in £ (X, R).

Weil f # 0 ist, existieren ¥ € ¥ und 2’ € X' mit (', f (y)) # 0. Weil
dim P* = oo ist, J z € V*, das nicht in der linearen Hiille von C (die
abgeschlossen ist, weil €' endlich ist) liegt.

Wir wihlen ein beschrinktes ¢ : B* — X’ mit ¢ (z) = 2’ und kerg O C;
80 etwas existiert nach dem Satz von Hahn-Banach: man dehne das
durch v (2) =1, v(c) = 0 fiir ¢ € C auf dem Erzeugnis von C' v {z}
wohldefinierte (weil 2 ¢ linearen Hiille von ) lineare Funktional auf
ganz B* aus und bilde g = v (.) . 2'.

Dann ist g € € (B*, X'), also b = ¢'|x € € (X, B) und
(rh(@),c)="{(a,r.g))=(a,0)=0 fir alle acd, ceC und
rel,alsoist r- h e W fiir alle r € I.

Daher ist | Ux (flgg (r k) || = 158 (¥, r k) (f) | = | 7| IR £ <
fiir alle » € I, also h - f = 0. Aber

(hf@))=(29 T®)=(9@):[y))=(2f@y)#0

und das ist ein Widerspruch. ged.
Der kontravariante Fall ist leichter zu behandeln:
Sei F: B—> B ein kontravarianter Funktor. Dann ist fir X e W
nt H ®C%, F) = nt. HH®, F) = F (b%) natiitlich in X nach
B
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dem Yoneda-Lemma fiir B, wobei b €* (¥) =52 (Y, %) = H(Y,b%X)
ist.
Man kann wieder n.t. L (2%, F)inn.t. H (b £%, F) einbetten; also ist
B B

nt. L (2%, F) isometrisch isomorph einem abgeschlossenen Teilraum
B

von F (b X), natiirlich in %X. Also ist n.t. L (£, F) ein Teilfunktor von
B

F-b. Aus dem Beweis des Yoneda-Lemmas folgt sofort die Gestalt
dieses Teilraumes:
n.t. L (2%, F) ist isometrisch isomorph zum Teilraum derjenigen
B

x € F (bX), fiir die Abbildung: £ (X, X) - F (X), die durch } - F (f) =
gegeben ist, ein Element von L (£ (X, %), F (X)) ist fiir jedes X € B.

Satz: 4. n.t. L (€%, HY) = (0) fiir alle X ¢ W und Y € B.
B

Beweis: n.t. L (€%, HY) entspricht dem Teilraum von H (b ¥, ¥),
der aus den f: b X — Y besteht, fiir die die Abbildung g - HY (g) (f) =
=} - ¢ ein Element von L (€ (X, X), H (X, Y)) ist fiir alle X € B. Sei
X € B mit dim X = oo festgehalten.

Angenommen, es gibt so ein f # 0, fe H (b X, Y).

Dann existiert eine Nullumgebung ¥V in £ (X, X)mit f- VC o H (X, Y).
Also gibt es eine endliche Menge A4 C X und eine endliche Menge C C X*,
so daB fir W = {ge(X,%X),(c,g(a)) < 1 fiir alle 2 € 4 und ¢ €0}
gilt: f-WC oH(X,Y), denn die Mengen der Form W bilden eine
Nullumgebungsbasis von £ (X, X).

Da f # 0 ist, existiert ein z € b X, so daB f (z) # 0in X ist. Weil
dim X = oo ist, gibt es ein # € X, das nicht Linearkombination der end-
lichen Menge A C X ist. Man wihle ein beschrinktes g: X —b<X
mit ¢ () = =z und ker g O 4. Die Existenz von ¢ folgt durch ein Argu-
ment dhnlich dem, das wir im Beweis von Satz 3 verwendet haben.

Nungilt firallea e 4,ceCund r e I':

{e,rg(a))y="{(c,0)=0,alsoistr-ge W firaller ¢ I;

Daherist || f-rgll=|7]|||f-g] <1 fir alle r € I, das heilt f- g = 0.
Aber f - g (%) = f (2) # 0, das ist ein Widerspruch. qed.
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III. Der Raum n.t. L (F, @)

Definition: Es seien F:C — B und & : C - W Funktoren, beide
ko- oder beide kontravariant und C sei dabei eine “beliebige Kategorie.
Eine (zulédssige) natiirliche Transformation 7: F—>b- @ heibt auch eine
natiirliche Transformation 7:F > ®; dabei wird % als Abbildung
C—> e el (F(0),® (0) aufgefalbt.

Der Raum aller natiirlichen Transformationen F — (8 trigt in natiir-
licher Weise eine Waelbroeckraumstruktur, ist also Objekt von W, wenn
er Menge ist: Seien F und & zum Beispiel kovariant; dann ist G =
=*-@®: 0> B kontravariant, & = ' - @ und nach Satz 3 von Cigler

gilt:
nt. HF,b®)=nt. H(F,'-Q) =
c c

—nt. H(F,H@I)=nt.HG®F,I)
_C_ C

= (@ ® F);
Wir kénnen daher n.t. H (F, b ®) als Dualraum von @ /(;) F auffassen.
c

Versieht man ihn mit der entsprechenden schwach*-Topologie, so erhilt
man einen Waelbroeck-Raum, der mit n.t. £ (F, &) bezeichnet werden
soll. ¢

Satz 1: Es sei C eine beliebige Kategorie, F: C - Bund & : C—> W
kovariante Funktoren. Dann ist der Waelbroeck-Raum n t. £ (F @)

als projektiver Limes in W, darstellbar. ¢

Beweis : Wir verwenden die Darstellung von (* - &) (/XS F als induk-
tiver Limes in B, die in I angegeben wurde. Da der Funktor ’: §1 - Wi
invertierbar ist, fiihrt er induktive Limiten in projektive iiber und die
Spektralfamilie in Kap. I wird zu folgender in W;:

Indexklasse ist die Klasse aller Morphismen in C.

Jedem A: C - C; in C entspricht der Waelbroeck-Raum R* =
£ (F (C), B (C1)). Jedes Paar («, B) von Morphismen in O, fiir das das
Diagramm
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A
C Oy
! |
® } | B
! u !
D Dy kommutiert,

definiert eine Abbildung = e IT : R* — CJ‘Q"', wobei
=L (F(x), ® (8):L(F(0), B (C1) > L (F (D), ® (Dy)) ist. Der
Morphismus =, : n.t. £ (F, ) > R* ist gegeben durch

¢

M) =8 N ne=mnaF@) e (F(EO),GS(C)
fir nent. (F, ®). qed.
C

Satz 5: Sei & : W — W ein kovarianter Funktor und X € B. Dann
ist n.t. £ (b Lx, ) = @ (X”) natiirlich in X.
w

Beweis: Die Gleichheit bedeutet eigentlich Isomorphie in Wi: es
gibt eine umkehrbare lineare Abbildung, die einen Homéomorphismus
zwischen den kompakten Kugeln vermittelt, also einen Isomorphismus
im isometrischen Sinn und im Sinn der schwach*-Topologie.

b2 (X, V) = H(X,b6B). Also stimmt der Funktor b Lx mit dem
auf die nicht volle Teilkategorie b (W) von B eingeschrinkten Funk-
tor Hx iiberein. - B

Wir verwenden genau dieselben Abbildungen wie im Beweis von II,
Satz 2, denn bn.t. £ (b Lx, @) =n.t. H(bLx, b B).

w w

Also ist
Tx:nt. L(0Lx, B)> G (X") durch Tx (v) = nx~ (sx) fiir
w

nent L (dLx, &) definiert, wobei ix: X — X" die kanonische Ein-
w

bettur:g ist;
Ugy:® (X)»n.t.L(0Lx,®) ist durch Ux @)y () = & (f) (2)
w

fir 2 € ® (X”) und f b2 (X, B), B € W definiert, wobei f das dem f
eindeutig unter der Adjungiertheitsrelation
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b (X, V)=H(X,6B) =W (X", B)

entsprechende Element ist.

In II Satz 2 haben wir schon gezeigt, daB Ty~ ! = Uy, Tx eine
Isometrie und X — Ty natiirlich ist. Es bleibt also noch zu zeigen, daB
Tx und U x schwach*-stetig sind.

Sei ¢™ ein Netzin o n.t. £ (b Lx, B), das in der schwach*-Topologie
w

gegen Null konvergiert. Da die Topologie von n.t.£ (bLx, &) die
w

projektive Limes-Topologie beziiglich der Abbildung;n
m, :nt. £ (b Lx, B) > R*
w

aus Satz 1 ist, ist speziell die Abbildung =1 . stetig.

Also gilt: m; 40 (¢™) = @2 >0 in £ (b £ (X, X"), B (X")) und das
besagt, daB fiir jedes f €b £ (X, X") das Netz ¢ (/) >0 in & (X")
konvergiert.

Speziell ist also:

o (ix) = Tx () >0 in & (X").
T x induziert also eine stetige bijektive Abbildung zwischen den kompak-

ten Kugeln on.t. £ (5Lx, ) und o G (X”), also einen Homéomor-
phismus. qed.

Satz 3: Sei & : W — W ein kovarianter Funktor. Dann ist
nt. £ (HY - *, ) = @& (Y’) natiirlich in ¥.

Beweis : Wir beniitzen die Abbildungen aus dem Beweis des Yoneda-

Lemmas:
Ty: n.t. C(Hy * ®)—> @ (Y'), definiert durch Ty (¢) = @y’ (1y) €

e(ij(Y)furq;ent LHY-* @) und Uy : (ﬁ(Y’)—>nt CHY -*, @),

deflmert durch Uy Wg N =B () () fir Ve W ye®(Y),

feH(B* ¥Y). Genauso wie beim Yoneda-Lemma beweist man
ITrllo <L Urlls<1l, T%=Uy und Y —>Ty ist natiirlich.
Also vermittelt 7'y ein Bijektion zwischen den kompakten Kugeln, die
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ein Homéomorphismus ist, wenn wir zeigen kénnen, daB T'y stetig ist:
Sei @™ > 0 in nt L (Hy * ®); also ist my (M) = ¢ >0

w
(Satz 1) in € (H (Y')*, Y),® (Y) =L H(Y,Y), G (¥), also
cp(")( v) =Ty (@»)—>0in 0@ (Y’). qed.

Satz 4: Sei N: B~ W ein kontravarianter Funktor. Dann ist
n.t. £ (b €%, N) = N (b X) natiirlich in X e W.
B
Beweis: Wiederum verwenden wir die Abbildungen des Yoneda-
Lemmas: Ty:nt. L (52% N) >N (6 X), definiert durch Ty (¢) =
B

= @, ¢ (1g) fiir cp\en.t.E(bQ%,Cﬁ) und Uy : N (B X) >nt. L (BL¥,N),
B

B
definiert durch Ug (@)y (f) = N (f) (x) fir Y € B, xeN (bX) und
b2 (Y,X). Dann gilt: [Tlls <1, [Ugllo <1, T = Uyg und
X — T ist natiirlich.

Ty ist stetig nach einem Argument analog dem im Beweis von
Satz 3, vermittelt also einen Homéomorphismus zwischen den kom-
pakten Kugeln. ged.

IV. Der Funktor A auf Funkt (V, B)

V sei eine volle Teilkategorie von B. Wir definieren fiir #:V — B
den A-dualen Funktor A F so, daBl er je nach Belieben als Funktor
V — B oder W — B aufgefalt werden kann.

Definition: Sei F: V — B ein kovarianter Funktor, zulissig im
Sinn der Definition auf Seite 47.

Sei X € V {oder € W). Dann sei A F(X) =25 (n.t. € (F, X ®. )
v
=nt. H(F,b(X ®.))
L4

(vgl. Kap. III).
Das ist cin Banachraum, wenn es eine Menge ist. Sei f: X — Q@ ein
Morphismusin V. Dannsei A F(f): A F(X) > A F(B) fira e A F(X) =
—b @t L(F,X®.))
v

definiert durch [A F (f) (a)l3 = b ((f ® 15) - ag) fir
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SeV,also AF(f)(@)=b((f®1.) «.) und
AF(f)=b(ns.C(F[®.)).
14

Behauptung : das ist wohldefiniert.

Bewels: (f ® 1) og: F (3) > X ®3->B ® 3 ist stetig in den

entsprechenden Topologien und natiirlich in 3 und

A F(f) ()l = sup 16 (f ® 1g) blag) i
< 10 (f) [l sup |16 (aj) |l
3ev

=10 ell-

A F wirkt selbstverstindlich linear auf den entsprechenden Mor-
phismenrdumen.
Fiir g: 3 - 31 in V ist das Diagramm

. _ 3 _
F(3) i*%@)gfi@_,%@g
F (g) 1% B ®g

v 3 v
m&p—i@fe%@&fiflie%®31

kommutativ, weil o natiirlich ist; daher ist auch A F (f) («) natiirlich
und somit b (nt.2(F, ¥ ®.)) und A F ist ein zuldssiger Funktor
v

(die iibrigen Funk%oreigenschaften gind trivial). qed.

Bemerkung : Wenn X* der Approximationsbedingung geniigt und
dariiber hinaus noch die Radon-Nykodym-Eigenschaft (vgl. J. Diestel)
besitzt, dann ist

PERB)=bX Db Y fiir jedes B,
also AF(X)=nt H(F,b% ®b(.)).
14

Im allgemeinen ist X @ B nicht dicht in b (X ® B).
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Definition : Es seien F, G: V — B zuléssige Funktorenund ¢ : ¥ > @
eine natiirliche Transformation. Dann sei A (9): A G — A F definiert
durch A (g)g (@) =a-¢: F>G—>%X ®.fira e A G (X),als0 A(p)) =

(-9 _
—b @t 2 (o0 () @ ()
v

Behauptung : Damit ist A ein kontravarianter Funktor Funkty,
(V, By - Funkt, (V, B), der auf den Morphismenrdumen n.t. H (F, &)
eine lineare Kontraktion erzeugt.

Beweis: A(p)y (@) =a-0: F—>G—>% ®, ist eine natiirliche
Transformation, weil « und ¢ es sind.

[ (xe)ll <O ()]~

Trivialerweise respektiert A Zusammensetzungen von Morphismen und
Identititen und ist linear und Kontraktion. Wir miissen nur noch
nachrechnen, ob X — A ()4 natiirlich ist.

Sei f: X — B aus V. Wir miissen feststellen, ob das folgende Diagramm
kommutativ ist.

A
A G (X) (?)x A F (%)
|
ae | AR
' i
AG(B) @y AF(B).

Sei o € A G (X). Dann ist
AF()- MA@z =AF (a9 =>b(fR1.) -9
Al AG(H (@) =A@RgBUf@t.)a)=b(f®1.) a o). qed.
Satz: Seien F, @ : V — B Funktoren. Dann gilt

nt. H(F,AG) =nt. H (G, AF)
v v

isometrisch isomorph und natiirlich in F und @, das heilt A ist zu sich
selbst adjungiert zur Rechten.
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Beweis: Fir X und B e ¥V gilt isometrisch:
H(F@X)02@B),%X®B))
=HFX),HGEDBbX @B))
—HFX)®6®B)bE V)
=H(@®B),HFX),5* @B))
=H (G(B),bL(F (X, BV ®X))
Sei ¢ en;:;.H(F,A @), dann ist

@_Q(ZF(%)QAG(%); fir ze F(X) ist
o (1) eAG (¥) =nt. H(@,b(X ®.)); also
14

o ()g: F(X)>H@G@BDE @)

und diesem Element ist unter dem obigen Isomorphismus das folgende
zugeordnet :

Py (- )G (B)>HF X),b(B X)),

wobei ¢ (@) (¥) = t(c‘o% () (#)) fiir z € F (X) und y € G (B) gilt, und
(B RE)>b(X R CB) der kanonische Isomorphismus ist.
AuBlerdem gilt [[og (. )5 (..) = (\O‘IB (..)g (.)]l, wir haben also
nur noch die Naturhchkelten nachzupriifen :

1. Seigent. H(F,A@),z2:9ent. H(G AF).

Seize F(X),ye@ (B,
fX>%1 ¢: B>V, in v

Zunichst miissen wir Ep\% (y) € A F (V) zeigen:

Py (¥) _
7 (&) Py \Y)x :B®E}:
F(f) | B!

i [
F(%y) A

¥
- B X: ist kommutativ,
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denn (CB @ f) ag; (?/)g (x)
= (B @ N Hox (@)g @)
=Y(f @ B) 9 (@) @)
= tpg (F (f) 2)q (¥)), weil X - oy natiirlich ist,

=%¢ W, F (N 2.

Also wissen wir, daB X — 9o (y)g natiirlich ist bei festem B und y.
Nun zeigen wir, da auch B - gy natiirlich ist:

6B — T LAF®)
& (g) AF ()

-~

¥ 4
&(By) B L AF@Y

ist kommutativ, denn es gilt:

[AF (9) ag W)]x (@) =
= (9 @ 1g) - acg (¥ (%)
= ® 12 (9x (2)g )
= (1 ® 9) oz (@) ¥))
= Hog (%) g, G(9)y) weil B > 94 (x)q natiirlich ist.
=0 (G @Y« @)

und zwar fiir alle X und 2.

2. Wenn g en.t. H(G, A F) ist, dann ist ¢ ent. H (F, A G) (man
vertausche F und @).
3. Firn: Fl—> Fund y: Gl - Gist

nt. H(F,AG) ——— —— > nt. H(G, A F)
nt. H (1], A (Y)) n.t. H (Y> A ('1]))
v -~ ¥
nt. H( FLAGY) ————————>nt. H(G, A FY

kommutativ, denn fiir y € G1 (R), z ¢ F1 (X)) ist
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[nt. H (v, A () (3 ] y)s{ (x) =
[A ”’])cg @cg (cg]
=[A( (Mg (‘ch (g @) )]cx
= 9 (Y3 @)z 7x (@)
= Hopg (nz () (Yg @)
= (g (nz (@) * Y)g @]
= (A (V) (9 * nx (2)))g )]
= (A (Y) 9 N)x @g ®)]
=[" A9 ]y @« @
=[" nt. H(n, A M) @)]g @) @) qed.

Korollar: A fithrt induktive Limiten in projektive Limiten iiber.

V. Der A-Duale spezieller Funktoren
Satz 1: Fiir ¥ e Bist A (HY - *) = b (. ¢ Y’) natiirlich in Y.
Beweis : Nach III Satz 3 gilt
A HY H)X)=b@t.LHY *X Q. )=bX RY) fir XeW

und natiirlich in Y.
Wir miissen also nur noch die Natiirlichkeit in X nachweisen.
TP :nt.L(HY - *,X ®.)>X ® Y’ war gegeben durch
7P (¢) = ox (1y).
Seif: X %, in W.

Dann ist
’ b (TS) _
AHY -*E)——————= DX QY
A(HY - *)(f) b(f®Y)
y bTE Vo
AHY - %Xy b(E1Y)

kommutativ, denn
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b(f@ Y)-b(TP) ()
=b((f®Y) 9w (1¥)
=b((f® Y)-or) (ly)
= [AHY - *) (f) (@)]v (1)
=T A (HY - %) () (9) ged.

Satz 2: Fir Y e Bist A (Hy - b) = b (. ® Y") natiirlich in Y.

Beweis: Hy - b (X) =H (Y, bX)=bL(Y,X) =02 (X* 1)
= H (X*, b (Y")
= Hb @ . *(YX)
natiirlich in ¥ und Y.
Nach Satz 1 ist also
A(Hy b)) =AHYY) . ¥
=0(. @ C X))

=b(.®Y”) qed

Satz 3: A b = b, also ist b selbst — A-dual.
Beweis: Fir g e Ab(X) =b(nt. £(5,X ®.)) ist
prebl (b1, X @I)=H(I,b%X) =5,
wobei I der Grundkérper ist.
Wir definieren daher
Ty:Ab(X)—>b(X) durch Ty (¢) = pr(1),1 1.
Dann ist || To () | = lor (1) | S [l@r |l < |l I, also || T |l < 1.
Fiir jedes x ebX seiz2: I > b X, Z (1) = «.
Fir B e E sei B: W > T @CB der Isomorphismus y -~ 1 & y.
Fiir X € Wsei Uy : 6 X — A (b) (X)) definiert durch
Uge)lg=EFR1g) *: B>%X @3B.

63

Dann ist || Uy (@)g || < [ Z ]| = [l |, also ist Ug () b2 (0 B, X @ V),
dariiberhinaus ist B - (7 ® lg) - ¥ klarerweise natiirlich, also ist

Ug(x) b (nt.L (5, X ®.)).
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[Ug " T (@)l @) = Ug (91 (1))g (9)

VAN
= (er (1) ® Lyp) (*y)
= (pr@1y) (1 @y
=(pr @ 1g) (LI @Y) (1 ®1)
=@ (@@L (1 ®1)
= (1 @) ¢z (1)
= @g * b (%) (1) weil ¢ natiirlich ist.
= 9 (¥).
Ty - Uy (2) = Ug (2)1 (1)
=EFR1l)(1®1)
=z®1 ==
Somit ist Ty = UF, | T || € 1,|| Ug || € 1, also ist Ty fiir jedes X
ein isometrischer Isomorphismus; Wir zeigen noch, da8 X — 7'y natiir-
lich ist:
Sei f: X Xy in W. Dann ist
b(f) - Tg (@) =b(Her(1)
=b((f®110 ¢r (1)
=T, 0 (f®1.)-9)
=T, - Ab(f) (9) qed.
Bemerkungen : 1 Es ist nicht gelungen, A (b (X %) .)) zu berechnen;
doch wegen A(B (X ®.)) (B)=b(0t.L(B (X ®.). VB ®.)) konnte

man vermuten, daB
AGEXR.)=0L0X, B)=H@GX,bY) ist.
Dann wére etwa |
AA@HY -*)=AB(Y ®.)) =Hy,y -b=HbY"-* also HY - *

genau dann reflexiv, wenn Y reflexiv ist.

2. Man kann die in Michor [2] entwickelten Methoden auch hier
anwenden und die A-Dualitdt auf ,,Linksideale‘ zuriickfithren. Man
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wird dann vermutlich auf die Dualitit von Linksidealen stoBen, die
Pietsch in der zitierten Arbeit eingefithrt hat. Die Ergebnisse von
Pietsch wiederum wiirden Aussagen liefern wie A F = A F,, eine
Gleichung, um die man sich bei D lange vergeblich bemiiht hat.
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