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10 èþëÿ 2013 ãîäà èñïîëíÿåòñÿ 75 ëåò äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðî-
ôåññîðó Ðàèñó Ñàëüìàíîâè÷ó Èñìàãèëîâó. Åãî îñíîâíûå íàó÷íûå èíòåðåñû - òåîðèÿ
ïðåäñòàâëåíèé è áåñêîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû, ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-
ìû, ïîïåðå÷íèêè. Îí - àâòîð áîëåå 90 íàó÷íûõ ñòàòåé è ìîíîãðàôèè ¾Representations
of in�nite-dimensional groups¿ (AMS, 1996). Â 1983 ãîäó ó÷àñòâîâàë â êà÷åñòâå ïðèãëà-
øåííîãî äîêëàä÷èêà â Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â Âàðøàâå. Îáñóäèì
âêðàòöå íàèáîëåå èçâåñòíûå åãî ðåçóëüòàòû.

Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ. Íàó÷íîé ðàáîòîé Ð.Ñ.Èñìàãèëîâ íà÷àë çàíèìàòüñÿ ïîä
ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À.Ã.Êîñòþ÷åíêî, îñíîâíîé îáëàñòüþ èíòåðåñîâ êîòîðîãî áû-
ëà òåîðèÿ îïåðàòîðîâ. Â ïåðâîé ñâîåé ñòàòüå (Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ, 133, �3 (1960)) äëÿ
íåîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Ð.Ñ. ââåë ïîíÿòèå êàðëåìà-

íîâñêîãî âåêòîðà. Òàê áûë íàçâàí âåêòîð h, äëÿ êîòîðîãî ‖Anh‖ 6 mn è
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîÿë â ñëåäóþùåì: Åñëè êàðëåìàíîâñêèå âåêòîðû äëÿ
ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå, òî A ñó-
ùåñòâåííî ñàìîñîïðÿæåí. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðíûì
ïåðåëîæåíèåì çíàìåíèòîãî ïðèçíàêà îïðåäåëåííîñòè ïðîáëåìû ìîìåíòîâ, ïðèíàäëå-
æàùåãî Ò.Êàðëåìàíó. Íî òàêîå âèäåíèå ðîäñòâà ýòèõ ñîâñåì ïî ðàçíîìó çâó÷àùèõ ðå-
çóëüòàòîâ áûëî íåîáû÷íûì. Ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåòíûì îïåðàòîðàì ýòà òåîðåìà îêà-
çàëàñü î÷åíü ýôôåêòèâíîé è ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ðÿä íîâûõ ïðèçíàêîâ ñóùåñòâåííîé
ñàìîñîïðÿæåííîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ñïóñòÿ 5 ëåò êàðëåìàíîâñêèå âåêòîðû áûëè ïåðåîò-
êðûòû Íóññáàóìîì (Nussbaum), êîòîðûé íàçâàë èõ êâàçèàíàëèòè÷åñêèìè.

Â 60-å ãîäû ïîñëå ðàáîò Ðîçåíáëþìà è Êàòî î ñîõðàíåíèè àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé
êîìïîíåíòû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ïðè âîçìóùåíèè åãî ÿäåðíûì åñòåñòâåííî
âîçíèêàë âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ñèíãóëÿðíûìè êîìïîíåíòàìè ñïåêòðà ïðè
âîçìóùåíèÿõ. Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Èñìàãèëîâà "Î ñïåêòðå ìàòðèö
Òåïëèöà"(Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 149, �4 (1963)) îïèñûâàåò ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàëüíûìè
òèïàìè îïåðàòîðîâ A è PAP , ãäå A ñàìîñîïðÿæ¼í, à P � ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòàíñòâî
êîðàçìåðíîñòè 1. Ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñèíãóëÿðíûå êîìïîíåíòû ýòèõ îïåðà-
òîðîâ âçàèìíî ñèíãóëÿðíû (êîíå÷íî, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå êîìïîíåíòû óíèòàðíî
ýêâèâàëåíòíû, ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû Êàòî-Ðîçåíáëþìà î ÿäåðíûõ âîçìóùåíèÿõ).
Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà âåñüìà ëåãêî áûëà âûâåäåíà àáñîëþíàÿ íåïðåðûâíîñòü ñïåêòðà
îïåðàòîðà Òåïëèöà (àíàëèòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå
Ì.Ðîçåíáëþìîì). Íàêîíåö, áûëà óêàçàíà ôóíêöèÿ êðàòíîñòè, è òàêèì îáðàçîì, äàíî
ïîëíîå îïèñàíèå ñïåêòðàëüíîãî òèïà îïåðàòîðà Òåïëèöà. Â ýòîé æå ðàáîòå áåç äîêàçà-
òåëüñòâà (äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæàëîñü â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè) áûë ïðèâåäåí åùå
îäèí êðàñèâûé ðåçóëüòàò: Åñëè A,B � ñàìîñîïðÿæåííûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû è
îïåðàòîð AB � ÿäåðíûé, òî èìååò ìåñòî óíèòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (A+B)a ' Aa⊕Ba,
(çäåñü Aa � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ êîìïîíåíòà îïåðàòîðà A). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé
òåîðåìû äàíî Êàòî è Õîóëåíäîì (J. Funct. Anal, 41(1981).)

Óïîìÿíåì åùå î äâóõ ðàáîòàõ Èñìàãèëîâà, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè îïåðàòîðîâØòóðìà-
Ëèóâèëëÿ. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ÷èòàþòñÿ êëàññè÷åñêèìè. Â ïåð-
âîé èç ýòèõ ðàáîò (Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 140, �1 (1961)) Èñìàãèëîâ îòêðûë çàìå÷àòåëüíîå
ñâîéñòâî ëîêàëèçàöèè äëÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ Lq = −d2/dx2 + q íà âñåé îñè
R. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà ∆ = (a, b) îí ââåë âåëè÷èíó

λ(∆) = inf(Lqy, y), ãäå y ∈ C∞0 (∆), ‖y‖L2(a,b) = 1

Â ñòàòüå äîêàçàíî íåðàâåíñòâî λ(−∞,∞) > inf|∆|=1λ(∆) − 32. Äðóãèìè ñëîâàìè, èç
ðàâíîìåðíîé ïîëóîãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ ôèêñèðîâàííîé
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äëèíû ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå â êîíöàõ èíòåðâàëîâ ñëåäóåò åãî ïîëóîãðàíè÷åííîñòü íà
âñåé îñè. Ýòîò ðåçóëüòàò íå ïîëó÷èë ñðàçó äîëæíîé èçâåñòíîñòè ïîñëå åãî âûõîäà â
ñâåò è áûë ïåðåîòêðûò ÷åðåç 18 ëåò (ñì. ïîäðîáíîñòè â êíèãå Öèêîíà, Ôðåçó, Êèðøà è
Ñàéìîíà "Îïåðàòîðû Øðåäèíãåðà"). Ïîçæå Á.Ñàéìîí ââåë òåðìèí "ÈÌÑ-ôîìóëà ëî-
êàëèçàöèè"(ïî íà÷àëüíûì áóêâàì èìåí: Èñìàãèëîâ-Ìîðãàí-Ñèãàë, ïåðâûé èç êîòîðûõ
îòêðûë ôîðìóëó, à äðóãèå ðàñïðîñòðàíèëè åå íà îïåðàòîðû áîëåå îáùåãî âèäà).

Â äðóãîé ðàáîòå Ð.Ñ. (ÓÌÍ, 1962) ðå÷ü èäåò îá èíäåêñàõ äåôåêòà îïåðàòîðàØòóðìà-
Ëèóâèëëÿ Lq = −d2/dx2 + q, y(0) = 0 íà ïîëóîñè R+. Îêàçàëîñü, ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü
î ñóùåñòâåííîé ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà Lq, ò.å. î íóëåâûõ èíäåêñàõ äåôåêòà,
èìåÿ èíôîðìàöèþ î ïîòåíöèàëå q íå íà âñåé ïîëóîñè R+, à òîëüêî íà íåêîòîðîé ñèñòå-
ìå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ∆k, óõîäÿùèõ â áåñêîíå÷íîñòü. Â ÷àñòíîñòè, èíäåêñû
äåôåêòà íóëåâûå, åñëè

∑
k |∆k|2 =∞ è q(x) > −C|∆k|−2 ïðè x ∈ ∆k (åñòü è äðóãèå äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ). Åñëè ñèñòåìó èíòåðâàëîâ çàìåíèòü çàìêíóòûì íèãäå íå ïëîòíûì
íåîãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì, òî ðåçóëüòàò òàêîãî ðîäà íåâîçìîæåí.

Èíòåðåñ ê òåîðèè îïåðàòîðîâ ó Èñìàãèëîâà íå óãàñàë íà ïðîòÿæåíèè âñåãî âðåìå-
íè. Íåñêîëüêî ðàáîò íà ýòó òåìó îí íàïèñàë è â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå (ñðåäè íèõ
èìåþòñÿ è ñîâìåñòíûå ðàáîòû ñ À.Ã.Êîñòþ÷åíêî). Îñîáî îòìåòèì íîâûå ïðèíöèïèàëü-
íûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ìàòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì,
à òàêæå ñ ïîòåíöèàëàìè, êîòîðûå íå îáåñïå÷èâàþò ïîëóîãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà.

Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé è áåñêîíå÷íîìåðíûå ãðóïïû. Â 1964-68 Ð.Ñ.Èñìàãèëîâ
ïîä âëèÿíèåì ðàáîò Ì.À.Íàéìàðêà çàíèìàëñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïï â áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíäåôèíèòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïî ñðàâíåíèþ ñ
óíèòàðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè òàì ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ýôôåêòû (áîëåå ñëîæíî óñòðîåí-
íûå ñïåêòðû, îòñóòñòâèå ïîëíîé ïðèâîäèìîñòè).

Òîãäà æå îí íà÷èíàåò èñêàòü íîâûå ïóòè â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé. Â êëàññè÷åñêîé
òåîðèè áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ñâåðòî÷íûå àëãåáðû ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà äâîéíûõ
êëàññàõ ñìåæíîñòè K \G/K, ãäå K-êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G (íàïðèìåð, àëãåá-
ðû Ãåêêå-Èâàõîðè). Ïóñòü òåïåðü G = SL(2,F), ãäå F - íå ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå íåàðõè-
ìåäîâî ïîëå, K ⊂ SL(2,F) - ïîäãðóïïà ìàòðèö ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè. Ð.Ñ. îáíàðóæèë
óäèâèòåëüíûé ôàêò, íå èìåþùèé êîíå÷íîìåðíîãî àíàëîãà: â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî
äâîéíûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ïîëóãðóïïû, êîòîðàÿ äåé-
ñòâóåò â ïðîñòðàíñòâàõ K-íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé G. Ïîçæå
ïîñòåïåííî âûÿñíèëîñü, ÷òî òàêèå ïîëóãðóïïîâûå îïåðàöèè îáû÷íû äëÿ áåñêîíå÷íî-
ìåðíûõ ãðóïï (â òîì ÷èñëå äëÿ êëàññè÷åñêèõ è ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï) è ÿâëÿþòñÿ
ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èõ èññëåäîâàíèÿ. Ýòà ãðóïïà ðàáîò Ð.Ñ. áûëà îäíîé ñòàð-
òîâûõ òî÷åê òåîðèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãðóïï.

Â 70õ-íà÷àëå 80õ ãîäîâ Ð.Ñ. çàíèìàëñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïï äèôôåîìîðôèçìîâ
è ãðóïï òîêîâ - òåìà â òî âðåìÿ íå èññëåäîâàííàÿ è, êàê ñåé÷àñ çàäíèì ÷èñëîì ÿñ-
íî, òðóäíàÿ. Ðàññìàòðèâàëèñü ðàçíîîáðàçíûå ïîäõîäû ê ïðåäìåòó: ïðåäñòàâëåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé íà òî÷å÷íûõ êîíôèãóðàöèÿõ, èíäóöèðîâàíèå ñ ïðåäñòàâëåíèé
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû, êîíñòðóêöèè öåíòðàëüíûõ ðàñøèðåíèé ñ ïîìîùüþ àìàëü-
ãàì (â òîì ÷èñëå ðÿä ðàáîò 1992-2002ãã), ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ
ñî ñòàðøèì âåñîì (ðàññêàçûâàëîñü íà ñåìèíàðå À.À.Êèðèëëîâà â 1980ã, íå îïóáëèêî-
âàíî), ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñëîåíèÿ, èñïîëüçîâàíèå
¾ñõåìû Àðàêè¿, êîíñòðóêöèè äåéñòâèé ãðóïï äèôôåîìîðôèçìîâ íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îáñóäèì ïîäðîáíåå äâå ñåðèè ðàáîò.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó òîêîâ M = C∞(X,K) ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé r èç ìíîãîîáðà-
çèÿ X â êîìïàêòíóþ ãðóïïó Ëè K (íàïðèìåð â SU(2)). Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2

ôóíêöèé èç X â àëãåáðó Ëè k. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííîå óíèòàðíîå äåéñòâèå r : f(x) 7→
r(x)−1f(x)r(x) ãðóïïûM â ýòîì L2 è ¾ïîïðàâèì¿ åãî êàê r : f(x) 7→ r(x)−1f(x)r(x) +
r(x)−1dr(x). Ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèå ãðóïïû M àôôèííûìè èçîìåòðè÷åñêèìè ïðåîáðà-
çîâàíèÿìè, à ó ãðóïïû àôôèííûõ èçîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ãèëüáåðòîâà ïðî-
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ñòðàíñòâà åñòü ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà. Ïîëó÷àåìîå òàêèì
îáðàçîì äåéñòâèå ãðóïïû òîêîâ â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà â äàëüíåéøåì áûëî ïðåäìåòîì
ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé (¾ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ¿, òåðìèí ââåëè ïåðåîò-
êðûâøèå èõ âïîñëåäñòâèè Ð.Õ¼ã-Êðîí è Ñ.Àëüáåâåðèî).

Äðóãàÿ âàæíàÿ ðàáîòà - ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå L2 íà ìíîæåñòâå ïóàññîíîâñêèõ êîíôèãóðàöèé (ýòî äåéñòâèå áûëî ïîñòðî-
åíî òàêæå Äæ.Ãîëäèíîì, Äæ.Ãðîäíèêîì, Ð.Ïàóýðñîì, Ä.Øàðïîì è À.Ì.Âåðøèêîì,
È.Ì.Ãåëüôàíäîì, Ì.È.Ãðàåâûì). Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷àåìîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî ðå-
àëèçîâûâàòü â ïðîñòðàíñòâå L2 ïî ãàóññîâîé ìåðå, ÷òî óñòàíàâëèâàåò êàíîíè÷åñêîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè L2 ïî ãàóññîâîé è ïóàññîíîâîé ìåðå.

Íåñêîëüêî ñòàòåé Ð.Ñ. 2006-2008ãã áûëè ïîñâÿùåíû àíàëîãàì êîýôôèöèåíòîâ Ðàê�à
äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. À èìåííî, áåðåòñÿ ãðóïïà G è òåíçîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå òðåõ åå ïðåäñòàâëåíèé (ρ1 ⊗ ρ2) ⊗ ρ3 = ρ1 ⊗ (ρ2 ⊗ ρ3). Ðàçëàãàÿ åãî íà íåïðè-
âîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ â ðàçíûõ ïîðÿäêàõ, ìû ïîëó÷àåì âíåøíå ðàçíûå îòâåòû, ñâÿ-
çàííûå íåòðèâèàëüíîé ìàòðèöåé (èëè îïåðàòîðîì) ïåðåõîäà. Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé SL2 ýòî äàåò èçâåñòíûå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå 4F3-ìíîãî÷ëåíû Ðàê�à.
Ð.Ñ.Èñìàãèëîâ âïåðâûå ðàññìîòðåë çàäà÷ó â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå: äëÿ SL2(C) è
ãðóïïû èçîìåòðèé R3. Ïîëó÷åííûå îòâåòû îêàçàëèñü ñâÿçàííûìè ñ èíòåðåñíîé ãåîìåò-
ðèåé (ñ ïðîñòðàíñòâàìè ìîäóëåé ïëîñêèõ ñâÿçíîñòåé íà ïîâåðõíîñòÿõ è ïðîñòðàíñòâàìè
øàðíèðíûõ ëîìàíûõ À.À.Êëÿ÷êî)

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Çäåñü ìû îòìåòèì ñòàòüè (1973-2002) ïî ðàçðåæåííûì
ñëó÷àéíûì áëóæäàíèÿì íà ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ãðóïïàõ G è ìàòðè÷íûì ïðîèçâåäå-
íèÿì Ðèññà. Îáñóäèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé. Ïóñòü G = R. Ôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè pk, qk ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, pk +qk = 1. Ôèêñèðóåì hk ∈ R. Ïóñòü òî÷êà áëóæäàåò
ïî R, íà k-îì øàãó îíà îñòàåòñÿ íà ìåñòå ñ âåðîÿòíîñòüþ pk è ïåðåìåùàåòñÿ íà hk
ñ âåðîÿòíîñòüþ qk. Ðàññìîòðèì õâîñòîâóþ (îñòàòî÷íóþ) ñèãìà-àëãåáðó áëóæäàíèÿ è
èíäóöèðîâàííóþ ìåðó ν íà íåé (ìû ñ÷èòàåì òðàåêòîðèè áëóæäàíèÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè îíè ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, è ðàññìàòðèâàåì èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà,
ñîñòàâëåííûå èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè). Â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ pk, qk, hk ïîëó÷àåìîå
ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé òðèâèàëüíî (ïî çàêîíó íóëÿ è åäèíèöû). Áîëåå îáùèå ñëó÷àè
(íàçâàíèÿ: ¾äåéñòâèÿ Ìàêêè¿, ¾ñïåöèàëüíûé ïîòîê¿) ìíîãî èçó÷àëèñü (Â.ß.Ãîëîäåö,
Ñ.Ä.Ñèíåëüùèêîâ, Ð.Çèììåð). Ð.Ñ.Èñìàãèëîâ ïðåäëîæèë (1986) êðèòåðèé òðèâèàëüíî-
ñòè (íåòðèâèàëüíîñòè) õâîñòîâîé àëãåáðû (â òåðìèíàõ âèíåðîâñêîé àëãåáðû è ïîâåäå-
íèÿ ïðîèçâåäåíèé

∏n
k=m(1 + eishk)). Äàëåå Ð.Ñ. ðàññìàòðèâàåò ñëó÷àé ¾ðàçðåæåííûõ

áëóæäàíèé¿, êîãäà hk áûñòðî ðàñòåò: hk > h1 + · · · + hk−1. Îí ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ
äåéñòâèÿ R â L2(ν) ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà çàäàåòñÿ ¾ïðîèçâåäåíèåì Ðèññà¿

σ(s) =
∏∞

k=1
(1 + 2

√
pkqk cos(hks)) =

∏∞

k=1
|√pk +

√
qke

ishk |2,

îíî (ñîãëàñíî Ô.Ðèññó) ñõîäèòñÿ â ñìûñëå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê ïîëîæèòåëüíîé ìåðå
íà R. Åñëè hk+1/hk > 3 + ε è

∑
pkqk =∞, òî ïîëó÷àåìàÿ ìåðà ÷èñòî ñèíãóëÿðíà.

Ïîïåðå÷íèêè.Øèðîêóþ èçâåñòíîñòü ïðèíåñëè Ð.Ñ.Èñìàãèëîâó åãî ðàáîòû ïî ïî-
ïåðå÷íèêàì. Âåëè÷èíà dn(C,X) n-ïîïåðå÷íèêà ïî Êîëìîãîðîâó õàðàêòåðèçóåò âîçìîæ-
íîñòü íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ìíîæåñòâà C â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè ðàçìåðíîñòè n.

Â ïåðâîé ñâîåé ðàáîòå ïî ïîïåðå÷íèêàì (Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèëîæ., 2, �2 (1968)),
Èñìàãèëîâ ïîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàícòâà X ïîïåðå÷íèêè ìíîæå-
ñòâà îïóñêàþò äâóñòîðîíþþ îöåíêó ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿäðî êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû ïî àñèìïòîòèêàì
ïîïåðå÷íèêîâ è ïðèâëåêëà âíèìàíèå ê ýòîé òåìå ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ.
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Âòîðàÿ ðàáîòà Ð.Ñ.Èñìàãèëîâà (ÓÌÍ, 29 (177), �3 (1974)) ïðîèçâåëà ðàäèêàëü-
íûé ñäâèã â ïðîáëåìàòèêå àñèìïòîòèêè ïîïåðå÷íèêîâ äëÿ ñîáîëåâñêèõ êëàññîâ W r

p (T)
â Lq(T) ïðè p 6 q, q > 2. Íåòðóäíî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óêëîíåíèå d(W r

p (T), Tn, Lq(T))
êëàññà Ñîáîëåâà îò ïðîñòðàíñòâ Tn, ïîðîæäåííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè
ñòåïåíè 6 n ñëàáî (ïî n) ýêâèâàëåíòíî n−(r−(1/p−1/q)+). Äîâîëüíî áûñòðî áûëî äîêàçà-
íî, ÷òî ïðèáëèæåíèå ïðîñòðàíñòâàìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ äàåò ïðàâèëüíûé
ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ p ≥ q. Â êðóãó ñïåöèàëèñòîâ èìåëàñü
ïîëíàÿ óâåðåííîñòü, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ p, q. Íî
Ð.Ñ. ïîêàçàë, ÷òî ýòî íå òàê: ïðè 1 6 p < ∞, q = ∞ ñïðàâåäëèâà äðóãàÿ àñèìïòî-
òèêà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè Ð.Ñ. ïðèìåíèë ìåòîäû èç äðóãèõ îáëàñòåé, ñîâåðøåííî
íåîæèäàííûå äëÿ òåõ, êòî çàíèìàëñÿ ýòèìè çàäà÷àìè. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, â ÷àñò-
íîñòè, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà n òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ íå
ïîäðÿä, äàþò ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, ÷åì ïðîñòðàíñòâî Tn òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíî-
ìîâ ñòåïåíè n. Ýòî ïðèâåëî ê íîâûì ïîíÿòèÿì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî è àáñîëþòíîãî
ïîïåðå÷íèêîâ, ñûãðàâøèõ áîëüøóþ ðîëü â äàëüíåéøåì. Ýòî áûë ïðîðûâ â õîðîøî
óêðåïëåííîé êðåïîñòíîé ñòåíå. Â ýòîé ñòåíå îáðàçîâàëàñü áðåøü, è ýòîé çàäà÷åé ñòàëè
çàíèìàòüñÿ ìíîãèå èññëåäîâàòåëè. Ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä ê ýòîé ïðîáëåìàòè-
êå áûë íàéäåí â ðàáîòàõ Á.Ñ.Êàøèíà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîé òåìàòèêè ñâÿçàíî ñ
èìåíàìè Ý.Ñ.Áåëèíñêîãî, Ý.Ì. Ãàëååâà, Å.Ä.Ãëóñêèíà, Å.Ä.Êóëàíèíà, Â.Å.Ìàéîðîâà,
Â.Í.Òåìëÿêîâà è äðóãèõ.

Ïîñëå àñïèðàíòóðû Ðàèñ Ñàëüìàíîâè÷ ðàñïðåäåëèëñÿ â òîëüêî ÷òî îðãàíèçîâàí-
íûé Ìîñêîâñêèé èíñòèòóò ýëåêòðîííîãî ìàøèíîñòðîåíèÿ (ÌÈÝÌ), êîòîðûé âñêîðå
ñòàë îäíèì èç öåíòðîâ ñîñðåäîòî÷åíèÿ ìàòåìàòèêîâ è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â
Ìîñêâå. Òàì îí ðàáîòàë 25 ëåò, ñ 1978 ãîäà â çâàíèè ïðîôåññîðà (çàùèòèë äîêòîðñêóþ
â 1973 ãîäó), â 1982-1988ãã çàâåäîâàë êàôåäðîé ¾Àëãåáðà è àíàëèç¿, ïîñëåäíèå 20 ëåò
îí ðàáîòàåò â ÌÃÒÓ èì. Áàóìàíà. Â êà÷åñòâå ëåêòîðà Ðàèñ Ñàëüìàíîâè÷ âñåãäà âûäå-
ëÿëñÿ ÿñíîñòüþ èçëîæåíèÿ è ñïîñîáíîñòüþ ïðîñòî ðàññêàçûâàòü ñëîæíûå âåùè, â òîì
÷èñëå â íåìàòåìàòè÷åñêîé àóäèòîðèè.

Ìû çàêîí÷èì öèòàòîé èç åãî çàìåòêè â æóðíàëå ¾Êâàíò¿ (2003) ¾Îæåðåëüå Øòåé-
íåðà, èëè ëþáîâü ê âû÷èñëåíèÿì¿ î ïîðèçìå Øòåéíåðà

Òî, ÷òî èçëîæåíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áûëî ïîëó÷åíî ìíîé â 1954 ãîäó, â ëåòíèå
êàíèêóëû ïîñëå 9îãî êëàññà ñðåäíåé øêîëû. Ðàçóìååòñÿ, ÿ íå çíàë òîãäà, ÷òî çàäà÷à
áûëà ïîñòàâëåíà è ðåøåíà ß.Øòåéíåðîì åùå â 19 âåêå. Íå çíàë ÿ òàêæå îá èíâåðñèè
è ðåøåíèè ðåêóððåíòíûé ñîîòíîøåíèé. Íî ýòî - òîò ñëó÷àé, êîãäà íåçíàíèå îêàçà-
ëîñü áëàãîì. Âåäü ÷òî áûëî áû, åñëè áû, åñëè áû êòî-ëèáî ïîñïåøèë ñîîáùèòü ìíå âñå
ýòè ñâåäåíèÿ? ß ëèøèëñÿ áû ïàðû âîñõèòèòåëüíûõ íåäåëü, íàïîëíåííûõ òåì, ÷òî
ñîñòàâëÿåò òâîð÷åñòâî: ýòî è îñòðîå ëþáîïûòñòâî (çàìêíåòñÿ èëè íåò öåïî÷êà
îêðóæíîñòåé), è ñ÷àñòëèâàÿ èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Âèåòà, è ôèíàëüíàÿ ôîðìó-
ëà, çàêëþ÷àþùàÿ ðåøåíèå çàãàäêè. Ìíå ïîâåçëî: â ñåëüñêîé øêîëå 1954 ãîäà íèêîìó
è íå ñíèëîñü íàáëþäàåìîå ñåãîäíÿ ìåëüòåøåíèå êðóæêîâ è îëèìïèàä, ïðîôèëüíûõ
øêîë è ëèöååâ, "Øàãîâ â áóäóùåå"(åñòü è òàêèå) è ïð. è ïð. Èçâåñòíàÿ èñòèíà: ñà-
ìîñòîÿòåëüíîå òâîð÷åñòâî - âåùü áîëåå öåííàÿ, ÷åì ñóììà çíàíèé, à ê òâîð÷åñòâó
ïîáóæäàåò ñêîðåå èíòåëëåêòóàëüíûé ãîëîä, íåæåëè ïðåñûùåíèå.

Ýòèì íðàâîó÷åíèåì è çàêîí÷ó: äà íå ïîêèíóò ÷óâñòâî ìåðû è çäðàâûé ñìûñë òîãî
÷èòàòåëÿ, êîòîðûé ïîæåëàåò ïðèìåíèòü åãî ê ñåáå

Ïîçäðàâëÿÿ Ðàèñà Ñàëüìàíîâè÷à ñ þáèëååì, ìû æåëàåì åìó âñÿ÷åñêîãî áëàãîïîëó-
÷èÿ è äàëüíåéøèõ òðóäîâ íà áëàãî ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîñâåùåíèÿ.

À.Ì.Âåðøèê, Á.Ñ.Êàøèí, À.À.Êèðèëëîâ, Â.Ô.Ìîë÷àíîâ, Þ.À.Íåðåòèí,

Ã.È.Îëüøàíñêèé, Â.Â.Ðûæèêîâ, Â.Ì.Òèõîìèðîâ, À.À.Øêàëèêîâ
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