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1. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VOM 2. BIS 6. MARZ

Aufgabe 1.1. Seien (K, +,-) und (K, +,-) zwei Kérper. Wir erinnern uns, dass eine
Abbildung f : K; — K5 ein Kérperhomomorphismus ist, wenn fiir alle z,y € K;

o flety) = flx)+ f(y),
e f(ry) = f(x)f(y) und
e f(1)#0

gilt. Zeigen Sie, dass dann folgende Aussagen gelten:

(1) f(0) =0.

(2) f(~z) = —f(x) fiir alle v € K],

(3) f(1) =1

(4) Wenn z # 0 ist, dann ist f(z) # 0 und f(z™1) = f(z)™!

Losung. (1) f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) impliziert
0= £(0) + (=/(0)) = (f(0) + f(0)) + (=£(0)) = £(0) + (£(0) + (= (0)) = f(0).

(2) Nach (1) folgt

also f(—z) = —f(x).
(3) Es gilt
f)=fA-1)=fQ1)-f(1)
und somit f(1) =1, weil f(1) # 0.
(4) Mit (3) erhalten wir
L=f(1)=f(z-a7") = fla)f(=).
Damit folgt f(x) # 0 und f(z)~' = f(z7}).

Aufgabe 1.2. Sei f: R — R ein Kérperhomomorphismus.

(1) Beweisen Sie, dass f(x) = « fiir alle rationalen Zahlen x € Q. Hinweis: Zeigen
Sie die Aussage zuerst fiir natiirliche x € N, dann fiir ganze Zahlen x € Z und

schliefllich fiir rationale z € Q, indem Sie Aufgabe [I.1] verwenden.
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(2) Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € R mit x < y auch f(z) < f(y) gilt. Hinweis: Zeigen
Sie die Aussage zuerst fiir x = 0 und verwenden Sie, dass jedes y € R>( in der
Form y = z? mit z € R geschrieben werden kann.

(3) Schlieflen Sie, dass f(z) = z fur alle x € R gilt, d.h., die Identitét ist der einzige
Korperhomomorphismus R — R. Hinweis: Verwenden Sie, dass Q in R dicht liegt.

Lésung. (1) Wir beweisen f(n) = n fiir alle n € N mit Induktion nach n. Es gilt f(0) =
nach Aufgabe [1.1(1). Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass f(n) = n fiir ein
natiirliches n schon gezeigt ist. Dann gilt

fin+1) = f(n)+ f(1) =n+1,
wegen der Induktionsannahme und Aufgabe [L.1}(3).
Sei n € N beliebig und m := —n. Dann gilt mit Aufgabe [1.1[2) und dem ersten Absatz
f(m) = f(=n) = —f(n) = —n=m.
Damit folgt die Aussage fiir alle ganzen Zahlen.

-1

Jede rationale Zahl r € Q kann in der Form r = pq~ mit p,q € Z und q # 0
er
1

P _
geschrieben werden. Somit gilt mit Aufgabe [1.1[4) u gl de
fr)y=flpa™") = fp)fla™) = fp)f(a)”
(2) Sei y > 0. Es existiert z € R mit y = 22. Dann folgt mit Aufgabe [L.1)(1)
fly) = f(*) = f(2)* = 0= f(0).
Nun sei z <y, d.h. y — 2 > 0. Nach dem ersten Teil folgt

0< fly—=)=fly+(-2) = fly) — flz)
und damit f(x) < f(y).

Aussage fiir ganze Zahlen

= Ppq 1:T.

(3) Angenommen es existiert ein x € R mit f(z) # z. Nehmen wir an f(z) < z. Dann
existiert ein 7 € Qmit f(z) <r < z. Wegen (1) und (2) gilt dann f(z) <r = f(r) < f(z).
Das ist ein Widerspruch zu f(x) < r. Ahnlich argumentiert man, wenn f(z) > .

Aufgabe 1.3. Fiir diese Aufgabe sei vorausgesetzt, dass wir wissen, dass fiir jede positive
reelle Zahl o € Ry die Gleichung 22 = « genau zwei reelle Losungen besitzt, nimlich

+/a.

(1) Seien a,b,c € R mit a # 0. Zeigen Sie, dass folgende Identitdt gilt:

b\2 b —dac

2a> 4a? >

(2) SchlieBen Sie, dass die Gleichung az? + bz + ¢ = 0 keine reelle Losung hat, wenn
b?—4ac < 0 ist, genau eine reelle Losung hat, wenn b*—4ac = 0 gilt, und zwei reelle
Losungen besitzt, wenn b* — 4ac > 0 ist. Zeigen Sie weiters, dass die Losungen
(falls sie existieren) durch die Formel

—b+Vb? — 4dac

2a

ax2—|—b:v—|—c:a((x—|—

T4+ —

gegeben sind.



Lésung. (1) Wir verwenden quadratische Erginzung:
b
axZ—l—bx—l—c:a(:cZ—l——x—l—E)
a a
= (50) o (50))
B a 2a a 2a
(( N b )2 b2—4ac>
=al(z+—) — ———).
2a 4a?
(2) Die Gleichung az? + bz + ¢ = 0 ist nach (1) dquivalent zu:

(H%)zzbt—af“c. (1)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist positiv, Null oder negativ je nachdem, ob b — 4ac
positiv, Null oder negativ ist. Wenn b?> — 4ac > 0, dann hat die Gleichung zwei reelle

Losungen, namlich
b 102 —dac  —b+Vb? — 4dac
Ty = —— + = .
2a 42 2a

Wenn b? — 4ac = 0, dann ist

die einzige Losung. Wenn b% —4ac < 0, dann ist die rechte Seite der Gleichung negativ,
wéhrend die linke Seite positiv ist. Daher kann es keine reelle Losung geben.

Aufgabe 1.4. Zeigen Sie, dass fiir alle z,y € R folgende Aussagen gelten:

(1) max{z,y} = 3(z +y + |z —yl).
(2) min{z,y} = 3(z+y — |z —yl).
(3) o — y| = max{z, y} — min{z, y}.

Lésung. (1) Wir betrachten zuerst den Fall z < y. Dann gilt max{z,y} = y und |z —y| =
y — x. Die zu zeigende Identitét ist dquivalent zu

1
y=§@+y+y—@,

was offensichtlich richtig ist.

Im Fall z > y gilt max{z,y} = 2 und |z — y| = = — y und die zu zeigende Identitit ist
dquivalent zu

1

was ebenfalls stimmt.

(2) Wir verwenden die gleiche Fallunterscheidung wie in (1). Wenn = < y, dann ist die
Identitat dquivalent zu

vty (y-a)),

wenn x > y zu
1
y=gty—(z-y))
(3) folgt, indem (2) von (1) subtrahiert wird.
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Aufgabe 1.5. Bestimmen Sie alle reellen Zahlen x € R, die die Ungleichung
6+ x
x

>

erfillen.

Losung. Zunéchst stellen wir fest, dass 0 keine Losung sein kann.
Falls x > 0 ist, dann ist die Ungleichung dquivalent zu
6+ > 2?

d.h. zu

0>a2>—2—6=(z—3)(z+2).
Die Ungleichung ist also genau dann erfiillt, wenn x —3 und z + 2 verschiedene Vorzeichen
haben. Wir erhalten somit die Unterfille:

e > 3 und z < —2: keine Losung.
e r < 3 und z > —2: somit sind alle z € (0,00) N (—2,3) = (0,3) Losungen der
Ungleichung.

Falls z < 0 ist, dann ist die Ungleichung dquivalent zu
6+ < z?

d.h. zu

0<z’—1—6=(r—3)(r+2).
Die Ungleichung ist also genau dann erfiillt, wenn x — 3 und z + 2 gleiches Vorzeichen
haben. Das ergibt die Unterfélle:

e x> 3 und x > —2: also sind alle z in (3,00) N (—2,00) N (—00,0) = () Losungen,
es gibt somit keine Losung.

e r <3 und x < —2: also sind alle z in (—o0,3) N (—o00, —2) N (—00,0) = (—o0, —2)
Losungen.

Insgesamt ist die Losungsmenge daher (—oo, —2) U (0, 3).

Aufgabe 1.6. Zeigen Sie mit Induktion: In jedem geordneten Kérper K gelten die fol-
genden Aussagen.

(1) Fiir alle z € K mit > 1 und alle n € N>y gilt 2" > z.
(2) Fiir alle z € K mit 0 < z < 1 und alle n € Nx, gilt 2" < z.

Lésung. (1) Es gilt 0 < 1 und daher > 0. Nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation
folgt -1 < x-2. Es kann nicht Gleichheit x = 22 gelten, weildann 1 = 2~ lo = v~ '2? = o
ein Widerspruch zu x > 1 wére. Damit ist der Induktionsanfang n = 2 gezeigt.

Nehmen wir nun an, z¥ > z ist schon fiir alle 2 < k < n gezeigt. Dann gilt mit der
Induktionsannahme und dem Monotoniegesetz
"l =g >z =2>> 1.
(2) Nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation folgt z -2 < z-1. Wie in (1) schliefit

man daraus % < z.
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Nehmen wir nun an, z¥ < z ist schon fiir alle 2 < k < n gezeigt. Dann gilt mit der
Induktionsannahme und dem Monotoniegesetz

"= r<ax-x=22<uzx.

Alternativ: Durch Multiplikation mit 2! folgt aus 0 < x < 1 die Ungleichung 1 < L.

Mit (1) erhalten wir 7! < (z7!)" = z7". Dann folgt mit dem Monotoniegesetz

xn — $n+1x71 S anrlen =

fiir alle n > 2. Weil z < 1 folgt insbesondere 2" < 1 fiir alle n > 2. Daher kann nicht
Gleichheit gelten und die Aussage ist bewiesen.

2. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VvOM 9. BIS 13. MARZ

Aufgabe 2.1. Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen, wenn z = —1 + 2¢, w =
3—4iund u = 1.

(1) z 4+ w, 2w, @, uBSw?.
(2) z — w, |zwul|, |z

Lésung. (1)
z4w=(-1420)+B—-4i)=(—14+3)+(2—4)i =2 —2i,
2w = (—1+2i)(3—4i) = -3+ 6i+4i+8 =5+ 104,
(z—w)u  ((-14+2i)—(3—4i))i (—4+61)i —6—4

2 —1+2i 142  —1+2
 6—4i —1-2 —2+16i 2 16,
T 112 1-2% 5 5 TmY

1
uBw? = i7%(3 — 4i)? = — (=7 — 24i) = i(—7 — 24i) = 24 — Ti.

—1

z—w=(-1+2)—(3—4i)=—4+6i = —4— 61,
lzwu| = |zw|ju] = |5+ 10i||i| = V125 - 1 = 5V/5,
|210] = |z[[@] = |2||w| = |zw| = 5V/5.

Aufgabe 2.2. Losen Sie die Gleichung z? = 1 — ¢ in den komplexen Zahlen.

Lésung. Wir machen den Ansatz z = x + iy fiir 2,y € R. Die Gleichung 2? = 1 — 1 ist
dann dquivalent zu

(z+iy)® = (2% —y*) + 20yi =1 —
und daher zum Gleichungssystem

=y =1, 2zy=-—1.



Die zweite Gleichung impliziert, dass x # 0 und somit y = —%. Durch Einsetzen in die
erste Gleichung erhalten wir

$2—$:1 & 42t —42*—1=0
Durch Substitution u := 22 bekommen wir die quadratische Gleichung
du? —4u—1=0,
die wir mit Hilfe der Losungsformel l6sen kénnen:
4+ VI6+16  4+4v2  1£4V2
8 8 2

Nur w, ist fiir uns interessant, weil u_ < 0 und somit 22 = u_ keine reellen Losungen
hat. Die Gleichung z? = u, hat die beiden Losungen

1+v2 _ V142
2 V2

U+

T2 = +

Aus der Gleichung y = —% erhalten wir

1 1 V2 1 1

o= —5— = Fo—m——= = e ———.
200 2142 V2142

Die Losungen der Gleichung z? = 1 — ¢ sind daher

21:%0/1%—\@—;' 22:%<—\/1+\/§+;Z’>.

1+\/§Z>’ L+V2

Aufgabe 2.3. Wir wissen, dass die Menge M der reellen 2 x 2 Matrizen der Form
(a _ab), fiir a,b € R, mit der Matrixaddition

b
aq —bl + as —b2 [ m + ao —bl — b2
bl aq bg a9 o b1 + bg ai + as
und der Matrixmultiplikation
aq _bl ) (05} —b2 [ @a2 — b1b2 —a1b2 — Clle
bl ay bg as o a1b2 + CLle aijag — blbg
als Verkniipfungen einen Korper bilden. Zeigen Sie, dass die Abbildung f : C — M

definiert durch
) a —b
fla+1b) = (b a)

ein Korperisomorphismus ist.

Losung. Zuerst zeigen wir, dass f ein Korperhomomorphismus ist. Wir miissen drei Ei-
genschaften iiberpriifen: Erstens

f((al + ib1) + (CLQ + ibQ)) = f((Ch + Clz) + i(bl + bz))

(@ + as —b1 — bg
- b1 + b2 ai + as
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I 3 —b as —by
() i)

= f(al + Zbl) + f(a2 + ZbQ)

Zweitens
f((a1 + ibl)(ag + Zbg)) = f((alag — b1b2> + i(albg + agbl))

[ @a2 — biby —aiby — asxby
o albg + Clzbl ajag — blbg
_(an —b; L[ Q2 —by
o b1 aq bg a9
= f(a1 —+ ibl)f<(l2 + Zbg)

Drittens

f(l):f(1+i-0)=<(1) ?)7&(8 8).

Jeder Koérperhomomorphismus ist injektiv; die Injektivitdt von f kann man natiirlich
auch leicht direkt sehen. Weiters ist klar, dass f : C — M surjektiv ist. Es folgt, dass f
ein Korperisomorphismus ist.

Aufgabe 2.4. Betrachten Sie die Abbildung f : C x C — R mit f(z,w) := Re(zw).
Zeigen Sie:

) f(z,2) >0 fiir alle z € C und es gilt f(z,z) = 0 genau dann, wenn z = 0.
) f(z,w) = f(w, 2) fir alle z,w € C.

) f(z1 +tzg,w) = f(z1,w) + tf (29, w) fiir alle z;,w € C und t € R.

) f(z,wy +tws) = f(z,wy) +tf(z,we) fiir alle z,w; € C und ¢t € R.

) f(z,w)? + fliz,w)? = |z*|w]? fiir alle z,w € C.

) | f(z,w)| < |z]Jw] fir alle z,w € C.

(1
(2
(3
(4
(5
(6

Losung. (1) Es gilt Re(2z) = Re|z|> = |2]?> > 0 und |z|*> = 0 genau dann, wenn z = 0.
(2) f(z,w) = Re(2w) = 5(2w + zw) = Re(wz) = f(w, 2).

(3) Fiir beliebige z,w € C und ¢t € R gilt Re(z+w) = Re z+Rew und Re(tz) =t Re 2.
Somit:

f(z1 + tze,w) = Re((21 + t22)W) = Re(21W + t20)

= Re(z1W) + t Re(20w) = f(21,w) + tf (22, w).
(4) folgt aus (2) und (3).
(5) Es gilt

f(z,w)* + f(iz,w)* = Re(zw)* + Re(izw)* = %(2@ + zw)? + i(zz@ — izw)?

1 1
= Z(Zzwz + Z2w? 4 22Zww) + Z(—ZZEZ — 22w 4 2220w) = |22 w|?.

(6) Mit (5) folgt f(z,w)* < f(z,w)* + f(iz,w)? = |z]*|w|* und damit (6).
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Aufgabe 2.5. (1) Finden Sie die Polardarstellung der komplexen Zahlen i, 1/2 +

(v/3/2)i und /2 + v/2i.
(2) Welche komplexen Zahlen a +ib werden durch €™, 2(cos(27/3) + i sin(27/3)) und
me~""/2 heschrieben?

Lésung. (1)
i = eig,
1 3 T
5t 7@ = cos(§) +isin(g) = €'3,
2 2 ;T
V2 +V2i = 2(% + 2\/7_> = 2(cos(§) +isin(])) = 2¢'4.
(2)
e = —1,
1 3
2(cos(2E) + isin(2)) = 2( -5+ %z) — 143,
me s = —mi.

Aufgabe 2.6. Finden Sie alle komplexen Losungen der Gleichung z* = —1.

Losung. Man sieht sofort, dass z; = —1 eine Losung ist. Weiters gilt
PHl=(z+1)(-2+1).

Wir miissen also noch die quadratische Gleichung 22 — z+1 = 0 16sen. Die Losungsformel
ergibt

1+xy=-3 1+iV3

%23 2 2

Alternativ kann man die Polardarstellung verwenden: Die Losungen von 23 = —1 = '™
sind

%

e e 3

2 )

jm22n _ sn  x 1—idV/3
2

w3

Il
s
3

|

|

=
Q
Il
a
Il
Q

Aufgabe 2.7. Zeigen Sie, dass die Abbildung f : R - T = {2z € C: |z| = 1}, f(z) = 7,
ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (T, -) ist. Bestimmen Sie den Kern ker(f).

Lésung. Die Abbildung ist wohldefiniert, weil | = 1. Es gilt f(z +y) = @) =
et = e = f(x)f(y). Der Kern von f ist
ker(f) ={zr e R:e" =1}
={r €R:cosx +isinz =1}
={r €R:cosx=1und sinz = 0}.
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Die Sinusfunktion ist Null bei z = 0, x = 7 und daher wegen der 27-Periodizitit auf
der Menge 7Z. Die Kosinusfunktion ist 1 bei z = 0, x = 27 und daher wegen der 27-
Periodizitéat auf der Menge 27Z. Somit gilt

ker(f) = (nZ) N (277Z) = 27Z.

Aufgabe 2.8. Verwenden Sie die Moivreschen Formeln, um eine Formel zu finden, die
cos(3¢p) als Polynom in cos(y) darstellt.

Losung. Dank der Moivreschen Formeln gilt
(cos @ + i sin p)® = cos(3p) + isin(3¢).
Die linke Seite ist gleich
cos® o + 3isin ¢ cos? ¢ — 3sin? ¢ cos o — isin® .

Es folgt

cos(3p) = cos® ¢ — 3sin® p cos ¢,

sin(3p) = 3sin ¢ cos? p — sin® .
Weil sin? ¢ + cos? ¢ = 1, gilt

cos(3p) = cos® p — 3(1 — cos® ) cos p = 4 cos® p — 3cos .

3. AUFGABEN FUR DIE WOCHE vOM 16. BIS 20. MARZ

Aufgabe 3.1. Betrachten Sie die Abbildung f: C\ {0} — C\ {0}, f(z) = 1.

(1) Berechnen Sie die Bildpunkte f(z) der Punkte z = 3, 2 = 1+, 2 = —i und
z = (1 — i) und tragen Sie die Punkte und ihre Bildpunkte in die komplexe
Zahlenebene ein.

(2) Interpretieren Sie die Abbildung f geometrisch. Was geschieht mit Punkten auf
dem Einheitskreis T = {z € C : |z| = 1}, was mit Punkten mit |z] < 1 und
Punkten mit |z| > 17

Losung. (1) f(3) = 3, f(1+i) = 115 = T, f(=i) = =3 =4, f(§(1—19)) = 615 = 3(1+i).

(2) Die Abbildung f bildet T auf T ab. Punkte im “Inneren” von T, d.h. Punkte
mit |z| < 1, werden auf Punkte im “Aufleren” von T abgebildet, und umgekehrt (weil
11 = ﬁ) Es gilt immer |f(2)||z] = 1.

Schreiben wir z = re’? in Polardarstellung, dann ist

1 1

- = ;e*i‘f’ = %(cos(—@) + isin(—¢)).

Das bedeutet die Abbildung f ist die Komposition der Abbildung re?? %ei“’ (welche

Inversion am Einheitskreis genannt wird) und der Spiegelung an der z-Achse %ew —
1,—ip

e,

-



Aufgabe 3.2. Sei £ die Menge R? und sei ¢ die Menge aller Teilmengen von R? der
Gestalt
g ={(x1,75) € R? : ayzy + asxy = b},

wobei a1, az,b € R mit (a1, as) # (0,0). Zeigen Sie, dass (£,%) das Axiom 1 erfiillt: Fiir
je zwei verschiedene Punkte z,y € £ gibt es ein eindeutiges Element g € 4 mit x € g
und y € g. Hinweis: Benutzen Sie fiir die Eindeutigkeit, dass die Losungsmenge einer
Gleichung ayx1 + asxs = b gleich bleibt, wenn die Gleichung mit einer Zahl A € R\ {0}
multipliziert wird.

Lésung. Gegeben sind verschiedene Punkte = (x1,2) und y = (y1, y2). Wir suchen also
ai,az, b € R mit (ag,az) # (0,0), sodass

a1r1 +asxo =>b und a1y + asys =0
gilt. Wenn wir die zweite von der ersten Gleichung abziehen, erhalten wir
ar(zy — y1) + az(wv2 — y2) = 0.
Wir setzen
ap = —(r2 —y2) und az:= (v1 — Y1)
Weil x und y verschieden sind, muss a; oder as ungleich Null sein. Weiters setzen wir
b:=a1my + agry = — (g — y2)x1 + (1 — Y1)T2 = T1Y2 — Tay1.
Dann ist natiirlich die erste Gleichung erfiillt. Und die zweite Gleichung ist auch erfiillt,
weil
a1y1 + asye = —(¥2 — Y2)y1 + (1 — Y1)y2 = —Tay1 + T1y2 = b.

Damit ist gezeigt, dass es fiir je zwei verschiedende Punkte z,y € R? ein g € ¢ gibt mit
re€gundy € g.

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an es gibt eine zweite Menge
g = {(z1,15) € R*: dxy + ahxy = b'}
mit (af, a}) # (0,0), die x und y enthélt. Wie vorher kénnen wir dann
ay(z1 — y1) + az(@2 — y2) =0
folgern, d.h., weil a; = — (22 — y2) und as = (x1 — 41)
ajas = ajay.

Wir kénnen O.B.d.A. annehmen, dass a; # 0 ist. Man sieht dann auch sofort, dass a) # 0
ist (wire a} = 0 dann wiirde die letzte Gleichung af, = 0 implizieren). Dann gilt

! ay
ai
und trivialerweise )
/ al
Gl = — al .
a1

Weiters gilt
a a a
1 1 1
V = dyx, + ayry = —am - gy = — b.

Wir haben also gezeigt, dass a] = Aaj, a, = Aag und b = A\b fiir ein A € R\ {0} gilt.
Daraus folgt g = ¢'.
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Aufgabe 3.3. In der Situation von Aufgabe berechnen Sie konkret die Menge g =
{(z1,79) € R?: ayz1 + agwy = b}, die die Punkte (1,1) und (3, 5) enthilt.

Losung. Es ist das Gleichungssystem

a1+a2:b
3a1+5a2:b

zu l6sen. Ziehen wir die erste von der zweiten Gleichung ab, erhalten wir
201 +4a, =0 < a1 = —2as.
Waihlen wir a; = 1, dan folgt a; = —2 und somit b = —1. Die gesuchte Menge ist
g={(r1,72) € R*: =211 + 19 = —1}.

Aufgabe 3.4. Seien z,w € C mit z # w. Setze
a:=i(z—w) und b:=azZ+az.
Zeigen Sie, dass dann z und w die Gleichung
az+az =0

erfiilllen und dass b eine reelle Zahl ist. Schliefen Sie, dass es fiir je zwei verschiedene
Punkte z,w € C immer eine Teilmenge g C C der Form

g:={2€C:az+az =10}
mit a € C\ {0} und b € R gibt, sodass z € g und w € g.

Losung. Zunéchst ist klar, dass z die Gleichung erfiillt, weil b gerade so gewahlt war. Nun
zeigen wir, dass auch w die Gleichung erfiillt:

aw + aw = i(z — W)W +i(z — w)w = i2W — Www — i(Z — W)w
= 12W — 1WW — 12W + 10w = 12W — 1ZW
b=az+az=i(z —w)z+i(z —w)z =i2Z —iwz — i(Z — W)z

=127 —1WZ — 12z + Wz = —1wWzZ + 1wz

Dass b reell ist, folgt aus

Z=uaz+az=0"0.

]

b=az+taz=az+
Die verbleibende Aussage ist nun klar.

Fiir die folgenden Aufgaben nehmen wie an, dass die Ebene (£,9) die Axiome 0 bis 4
erfillt.

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie Korollar 4.3: Sei ¢ : £ — ¢ die Schiefprojektion auf die Gerade
g parallel zu einer Richtung verschieden von der Richtung von ¢. Ist M C &£ konvex,
dann ist auch das Bild ¢(M) C g konvex. Ist N C g konvex, dann ist auch das Urbild
@ 1(N) C & konvex.
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Losung. Sei M C & konvex. Seien X' Y' € ¢(M). Dann existieren X,Y € M mit
X'=p(X) und Y’ = p(Y). Weil M konvex ist, gilt [X,Y] C M. Nach Proposition 4.2
gilt p([X,Y]) = [p(X),o(Y)] = [X', Y] C o(M). Es folgt, dass ¢(M) konvex ist.

Sei nun N C g konvex. Seinen X,Y € ¢~ !(N). Dann liegen X' = ¢(X) und Y’ = (Y
in N. Weil NV konvex ist, haben wir [X’,Y’] € N. Dank Proposition 4.2 gilt [ X', Y’] =
[0(X),o(Y)] = ¢([X,Y]) und somit liegt [X,Y] in p~}(NNV). Das zeigt, dass p~'(V)
konvex ist.

Aufgabe 3.6. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass alle Geraden gleichméchtig sind.
Die Kardinalzahl der Geraden wurde mit o bezeichnet. Beweisen Sie, dass a > 2 schon
a = oo zur Folge hat.

Lésung. In der Vorlesung (Korollar 4.5) wurde gezeigt, dass jede offene Halbgerade in £
nicht-leer ist, wenn a > 2. Sei g eine Gerade in £ und Ay ein Punkt auf g. Wir versehen
¢ mit einer der beiden Totalordnungen auf g (vgl. Axiom 3). Sei hq die positive offene
Halbgerade von g mit Ursprung Ag. Dann enhélt, nach Korollar 4.5, hg einen Punkt Ay,
d.h. Ay < A;. Die positive offene Halbgerade h; von g mit Ursprung A; enthélt einen
Punkt As, d.h. A} < A,. Durch Iteration erhalten wir eine unendliche Folge (A,,)nen von
paarweise verschiedenen Punkten auf g. Das bedeutet a = oc.

Fiir die nachfolgenden Aufgaben nehmen wir zusétzlich an, dass a = oo gilt.

Aufgabe 3.7. Seien hy; und hy zwei nicht-kollineare Halbgeraden mit dem gleichen Ur-
sprung O. Sei S(hq, he) die konvexe Hiille von hy U hy U {O}. Sei k eine Halbgerade mit
Ursprung O, die im Sektor S(hq, hs) enthalten ist, und seien A; € hy und Ay € hy. Zeigen
Sie:

(1) Der Sektor S(hq, hy) liegt in der abgeschlossenen Halbebene bzgl. der Parallelen
zu g(Aq, Ay) durch O, welche g(A;, Ag) enthélt.

(2) Es gilt S(hi,hy) € 1 N E,, wobei & die abgeschlossene Halbebene bzgl. der
Triigergeraden von h; ist, die hy enthilt, und £, die abgeschlossene Halbebene
bzgl. der Tragergeraden von hy, die h; enthélt.

(3) g(A1, Ay) und die Trégergerade von k schneiden sich in einem Punkt.
(4) k schneidet die Strecke [A;, As] in einem Punkt.

Lésung. (1) Sei ¢’ die Parallele zu g(A;, Ay) durch O. Die Halbgeraden hy und hy liegen
beide in der gleichen Halbebene bzgl. ¢’ wie g(A;, Ay), weil die Mengen konvex sind, leeren
Durchschnitt mit ¢" haben und hy N g(A1, A2) = {A1} und hy N g(A;, As) = {42} gilt.
Somit liegt der Sektor S(hy, hy) in dieser abgeschlossenen Halbebene (weil die Halbebene
konvex ist).

(2) Die Menge £, N &, ist konvex (weil der Durchschnitt konvexer Mengen konvex ist)
und sie enthélt hy U hy U {O}.

(3) Die Triigergerade k von k und ¢’ haben offenbar einen Schnittpunkt (und fallen nicht
zusammen). Es folgt, dass auch g(A;, A3) und & einen Schnittpunkt X haben (wegen der

Transitivitdt der Parallelitét).
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(4) Wir miissen nur noch zeigen, dass der Schnittpunkt X auf k& und [A;, Ay] liegt. Nun
liegt X auf k wegen (1), weil k in der gleichen Halbebene bzgl. ¢ wie g(A;, As) liegt.
Somit liegt X im Sektor und auf g(A;, As).

Sei (A1, A2) so geordnet, dass Ay < A gilt. Dann ist g( A, A)NEL ={Y € g(Ay, Ay) :
}_/ 2 él} und g(Al,AQ) ﬁgQ = {Y € g(Al,AQ) Y S AQ} Nach (2) gllt X € S(hl, h2> g
E1NEy, also X € [Ay, Ag).

Aufgabe 3.8. Seien hy; und hy zwei nicht-kollineare Halbgeraden mit dem gleichen Ur-
sprung O. Sei & die offene Halbebene bzgl. der Trigergeraden hy von hy, die hy enthilt,
und &, die offene Halbebene bzgl. der Trigergeraden hy von he, die hy enthélt. Zeigen
Sie, dass der Durchschnitt & N&; die Menge aller Punkte X € & ist, deren Komponenten
bzgl. des Achsensystems (hq, hy) die Ungleichungen

X{>0 und X5>0

erfiillen, wenn die Geraden k1 und hs so geordnet sind, dass hy und hs jeweils die positive
Halbgerade ist.

Lisung. Sei ¢, die Schiefprojektion auf A, parallel zu hy und ¢, die Schiefprojektion auf
hs parallel zu hy. Die Komponenten von X € & sind X; = ©1(X) und Xy = ¢o(X).
Weiters gilt 7 (h1) = & und ;' (hy) = &. Weil by = {Y € hy : Y > O} und
hy ={Y € hy:Y > O}, folgt die Aussage.

4. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VvOM 23. BIS 27. MARZ

Fiir die Aufgaben 4.1 — 4.3 nehmen wie an, dass die Ebene (£,¥) die Axiome 0 — 4
erfiillt und o = oo gilt.

Aufgabe 4.1. Seien O, A und B drei nicht-kollineare Punkte. Sei A" € [0, A] und
B’ € [0, B]. Zeigen Sie, dass fiir jeden Punkt C' € [A, B] die Strecken [O, C] und [A’, B'|
sich schneiden. Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe [3.7]

Losung. Wenn C' = A oder C' = B ist der (ein) gesuchte(r) Schnittpunkt A’ bzw. B’ (falls
zB. O = A und B = B’ = C dann gilt [A’, B'| = [0, C], d.h. alle Punkte auf [A’, B']
sind Schnittpunkte von [A’, B'| und [O, C]). Wir konnen also annehmen, dass C' € (4, B).
Dann liegt die Halbgerade h mit Ursprung O durch C' im Sektor, der von den Halbgeraden
mit Ursprung O durch A und B gebildet wird. Nach Aufgabe schneidet h die Strecke
[A’, B'] in einem Punkt X. Der Punkt X muss in [O, C] enthalten sein, weil andernfalls
C € (0,X) gelten wiirde, d.h. O und X wiirden in verschiedenen Halbebenen bzgl.
g(A, B) liegen, wiahrend aber O und (A’, B’) in der gleichen Halbebene bzgl. g(A, B)
sind, ein Widerspruch.

Aufgabe 4.2. Verwenden Sie Aufgabe[4.1] um folgende Aussage zu beweisen: Ist M C &
eine beliebige konvexe Menge und O € £ ein Punkt, dann ist die Menge N := (J v ,,[0, X]
ebenfalls konvex.

Losung. Seien Y; und Y5 zwei verschiedene Punkte in N, d.h. es gibt Punkte X; und
Xy in M, sodass V) € [0, X;] und Y € [0, X;] gilt. Gilt X; = X5, dann ist natiirlich
13



[Y1,Y3] C [0,X;] € N. Wir kénnen also X; # X, annehmen. Sei Y € [V;,Ys]. Wir
miissen beweisen, dass Y € N. Die Halbgerade h mit Ursprung O durch Y schneidet
[X1, X,] in einem Punkt X (dank Aufgabe [3.7). Weil M konvex ist, gilt X € M. Die
Aufgabe impliziert, dass Y € [O, X]| gilt. Das bedeutet Y € N und die Konvexitét
von N ist gezeigt.

Aufgabe 4.3. Seien A, B und C drei nicht-kollineare Punkte. Sei H die konvexe Hiille
der Menge {A, B,C}, d.h. der Durchschnitt aller konvexer Teilmengen der Ebene, die die
Menge {A, B, C'} enthalten. Sei S der Durchschnitt der drei abgeschlossenen Halbebenen,
die durch die Geraden g(A, B), g(B,C) und g(C, A) definiert sind und jeweils auch den
dritten Punkt enthalten. Zeigen Sie H = S.

Lésung. Klarerweise ist die Menge S konvex (weil der Durchschnitt dreier konvexer Men-

gen) und S enthélt {A, B,C}. Daher gilt H C S.

Fiir die andere Inklusion S € H nehmen wir indirekt an, dass ein Punkt X € S existiert
mit X ¢€ H. Das bedeutet, es gibt eine konvexe Menge K, die die Punkte A, B und C
enthélt, nicht aber den Punkt X. Weil K konvex ist, kann X nicht auf den Strecken
[A, B], [B,C] und [C, A] liegen. Die Halbgerade mit Ursprung A durch X muss wegen
Aufgabe 3.7 die Strecke [B, C] in einem Punkt Y schneiden und es gilt X € [A4,Y] (weil
X und A in der gleichen abgeschlossenen Halbebene bzgl. g(B, C) liegen miissen). Die
Konvexitat von K impliziert Y € K (weil B,C € K) und somit X € K (weil A,Y € K),
ein Widerspruch.

Fiir die nachfolgenden Aufgaben nehmen wie an, dass die Ebene (£,¥) die Axiome 0
— 6 erfiillt.

Aufgabe 4.4. Beweisen Sie, dass eine Punktsymmetrie jede Gerade g auf eine Gerade
parallel zu g abbildet.

Lésung. Sei O das Zentrum der Punktsymmetrie. Wir rechnen in (£,0). Wenn O € g,
dann ist klar, dass g unter der Punktsymmetrie X — —X auf sich selbst abgebildet wird
(Lemma 6.6 bzw. Theorem 6.8(2)).

Nehmen wir nun an, dass das Zentrum O nicht auf g liegt. Seien X und Y zwei ver-
schiedene Punkte auf g und seien X’ und Y’ die Bildpunkte unter der Punktsymmetrie.
Dann ist (X, Y, X’ Y’) ein Parallelogramm, weil (X, X’) und (Y,Y”) den gleichen Mittel-
punkt O haben, und nach Korollar 6.9 ist ¢’ := ¢g(X',Y”) parallel zu g. Das zeigt, dass
fiir einen beliebigen Punkt Z € g der Bildpunkt Z’ auf der Parallelen ¢’ zu g durch X’
liegen muss. Weil eine Punktsymmetrie eine invertierbare Abbildung ist, folgt, dass g auf
g’ abgebildet wird.

Aufgabe 4.5. Zeigen Sie:

(1) Die Komposition zweier Punktsymmetrien ist eine Translation.

(2) Die Komposition einer Punktsymmetrie mit einer Translation ist ein Punktsym-
metrie.

(3) Die n-fache Komposition von Punktsymmetrien ist eine Punktsymmetrie, falls n

ungerade ist, und eine Translation, wenn n gerade ist.
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Lésung. (1) In der Ebene (£,0) mit Ursprung O hat eine Punktsymmetrie mit Zentrum
A die Gestalt

X —2A- X,
das folgt aus Korollar 6.10. Die Komposition mit einer Punktsymmetrie mit Zentrum B

ist die Translation
X—2B-—(2A-X)=X+2(B-A).

(2) Die Komposition der Punktsymmetrie mit Zentrum A mit der Translation um C
ist
X 2A-X)+C=2A+C—-X=2(A+C") - X,
wobei C” der Mittelpunkt von O und C' ist. In umgekehrter Reihenfolge bekommen wir
X—2A-(X+C0)=24-C—-X=2A4-C")-X.
In beiden Féllen ist die Komposition also eine Punktsymmetrie.

(3) folgt leicht aus (1) und (2): Ist n = 2k, dann ist die Komposition der n Punkt-
symmetrien eine Komposition von k Translationen, also eine Translation. Ist n = 2k + 1,
dann ist die Komposition der n Punktsymmetrien eine Komposition von k Translationen
und einer Punktsymmetrie, also eine Punktsymmetrie.

Aufgabe 4.6. Zeigen Sie, dass (X, Y, X' Y’) genau dann ein Parallelogramm ist, wenn
X+ X' =Y +Y/ gilt.

Losung. Der Mittelpunkt M; von X und X’ erfiillt 2M; = X + X', der Mittelpunkt M,
von Y und Y’ erfiillt 2Ms = Y +Y” (vgl. Korollar 6.10). Es handelt sich bei (X, Y, X' Y”)
genau dann um ein Parallelogramm, wenn M; = M,, was nun dquivalent zu X + X’ =
Y + Y’ ist.

Aufgabe 4.7. Auf der Menge der orientierten Halbgeraden in £ definieren wir eine
Relation
gTTh &  esgibt eine Translation t mit ¢(g) = h.

In diesem Fall nennen wir g und h gleichsinnig parallel. Zeigen Sie:

(1) Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation.
(2) Zwei orientierten Halbgeraden ¢g und A sind genau dann gleichsinnig parallel, wenn
die orientierten Trigergeraden von g und h gleichsinnig parallel sind.

Losung. (1) Die Relation ist reflexiv, weil die Identitét eine Translation ist. Sie ist sym-
metrisch, weil ¢(g) = h impliziert g = ¢~'(h) fiir die inverse Translation ¢~!. Um die
Transitivitdt zu zeigen, sei t(g) = h und s(h) = k fiir orientierte Halbgeraden g, h, k und
Translationen t, s. Dann gilt s(t(g)) = k und s ot ist eine Translation.

(2) Sei g die Tragergerade von g und h die Trigergerade von k. Wir kénnen annehmen,
dass g und h jeweils die positiven Halbgeraden von g und h sind. Nach Definition sind
die orientierten Geraden g und h gleichsinnig parallel, wenn es eine Translation ¢ gibt,
die g ordnungserhaltend auf h abbildet. In diesem Fall ist klar, dass ¢ die Halbgerade ¢
auf h abbildet, d.h. g und A gleichsinnig parallel sind.

Seien umgekehrt g und h gleichsinnig parallel, d.h. ¢(¢) = h fiir eine Translation t.

Weil g und A beide die positiven Halbgeraden in den entsprechenden Trégergeraden sind,
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muss die Translation ¢ ordnungserhaltend sein (in Proposition 7.7 wurde gezeigt, dass
eine Translation immer ordnungserhaltend oder ordnungsumkehrend ist). Damit sind die
orientierten Geraden g und h gleichsinnig parallel.

Aufgabe 4.8. Sei g = {z € C : az +az = b}, wobei a € C\ {0} und b € R (vgl.
Aufgabe . Berechnen Sie das Bild der Menge g unter

(1) der Translation t : C — C, z+ z 4 ¢, um ¢ € C,
(2) der Punktsymmetrie s : C — C, z — 2d — z, mit Zentrum d € C.

Hat das Bild die gleiche Gestalt wie die Menge g7 Unter welchen Bedingungen fiir a, b,
c und d stimmen g und das Bild von g iiberein?

Losung. (1) Es gilt t(g) ={w e C:3z € g: w=z+c}. Wenn z € g, dann gilt

aw+aw=a(z+c)+a(z+c)=az+az+ac+ac=b+ac+ac=:1.

Umgekehrt impliziert aw + aw = b’ auch az + az = b. Weil ac + ac reell ist, ist b’ reell
und daher t(g) = {w € C: aw + aw = b’} wieder von derselben Gestalt wie g. Es gilt
genau dann t(g) = g, wenn ac + ac = 0.

(2) Es gilt s(9) ={w e C:3z € g:w=2d— z}. Wenn z € g, dann gilt
aw + aw = a(2d — z) + a(2d — z) = —(az + az) + 2(ad + ad) = —b + 2(ad + ad) =: b".

Umgekehrt impliziert aw 4+ aw = b auch az + @z = b. Weil ad + ad reell ist, ist b reell
und daher s(g) = {w € C : aw + aw = 0"} wieder von derselben Gestalt wie g. Es gilt
genau dann s(g) = g, wenn b’ = b oder dquivalent dazu

ad +ad = b,
d.h. das Zentrum d liegt auf g.

5. AUFGABEN FUR DIE WOCHE vOM 30. MARZ BIS 3. APRIL

Aufgabe 5.1. Sei V ein Vektorraum iiber R. Zeigen Sie:

(1) Fiir alle z € V gilt 0z = 0. (Beachten Sie: Die Null auf der linken Seite der
Gleichung ist die reelle Zahl 0 € R, die Null auf der rechten Seite ist der Nullvektor
inV.)

(2) Fiir alle A € R gilt A0 = 0. (Hier bezeichnet 0 auf beiden Seiten der Gleichung
den Nullvektor in V.)

Lisung. (1) Wir haben 0z = (0 + 0)z = Oz + 0z und somit
0 =0z + (=0z) = (0z + 0z) + (—0x) = 0z + (0z + (—0z)) = 0z + 0 = O.
(2) Es gilt A0 = A(0+ 0) = A0+ A0 und daher
0= A0+ (=A0) = (A0 + A0) + (—A0) = A0 + (A0 + (—A0)) = A0 + 0 = \0.
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Aufgabe 5.2. Zeigen Sie, dass R? mit der Addition (z1,xs)+ (y1,¥2) := (21 +y1, T2 +y2)
und der Skalarmultiplikation A\(xq,xq) := (Axy, Ax2) ein Vektorraum tiber R ist.

Lisung. Dass (R?, +) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (0,0) und Inversem
—(z1,x9) = (—x1, —x2) von (1, xs) ist, kann leicht iiberpriift werden.

Die Skalarmultiplikation R x R? s R?, (A, (1, 73)) — A(x1,T2) = (Axq, Azo) ist wohl-
definiert.

Seien x = (71, 22),y = (y1,%2) € R? und \, u € R. Dann gilt:
Az +y) = M(z1,22) + (Y1, 92)) = A1 + y1, 22 + y2) = (Ma1 +y1), M@z + v2))
= (Az1 + A\yp, Axe + Aye) = (Azq, Axa) + (Ay1, Aye) = A(z1, 22) + A(y1, Y2)
= A\x + \y,
A+ p)z =N+ p)(x,z2) = (A + )z, (A4 p)zs) = (Azg + pay, Axg + pas)
= Az, A\xg) + (pxy, pre) = Ay, x2) + p(xy, 9) = Av + pa,
Az = (M)(@1, 22) = (Apay, Apaz) = A(pwr, paz) = Ap(r1, 22)) = Apw),

lz = 1(xy,m0) = (1q, 1ag) = (71, 22) = .

Aufgabe 5.3. Beweisen Sie:

(1) Sei V ein reeller Vektorraum und seien f,g : V — R lineare Abbildungen. Dann
ist fiir beliebige «, 3 € R auch die Abbildung h = af + g : V — R, z —

af(x) + Bg(x) linear.

(2) Die Abbildungen p; : R* — R, die durch p;(z;,x3) := x;, wobei i = 1,2, definiert
sind, sind linear.

(3) Die Abbildungen f, 5 : R? — R, (z1,22) — ax; + [y, fiir beliebige o, 8 € R,
sind linear.

Lésung. (1) Fiir beliebige z,y € V und A € R gilt
Wz +y) =af(z+y)+ Bglz+y) =a(f(z) + fy) + Blg(z) + 9(y))
= af(x) + By(x) + af(y) + By(y) = h(x) + h(y),
h(Az) = af(Az) + Bg(Ar) = Maf(z) + Bg(x)) = Ah(z).

(2) Fiir beliebige = = (71, 22),y = (y1,%2) € R*>, A€ R und i = 1,2 gilt

pi(z +y) = pi((z1, 22) + (y1,92)) = pi(z1 + y1, 22 + ¥o)
= z; +y; = pi(x1, x2) + pi(y1, y2) = pi(x) + pi(y),
pi()\x) = pi(>\($lax2>) = Pi()\$1, >\$2) = \1; = )\pi($1>$2) = )\pi(l")-

(3) ist eine direkte Konsequenz aus (1) und (2).

Aufgabe 5.4. Zeigen Sie:

(1) Jede lineare Abbildung f : V' — W bildet den Nullvektor in V' auf den Nullvektor

in W ab.
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(2) Wann ist eine Translation in (€, O) eine lineare Abbildung? Wann ist eine Punkt-
symmetrie in (£, 0) eine lineare Abbildung?

Losung. (1) Es gilt f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) und daher f(0) = 0.

(2) Eine Translation X +— X + A bildet O genau dann auf O ab, wenn O = O + A,
d.h. wenn A = O. Somit ist die einzige Translation mit dieser Eigenschaft die Identitét
auf £, welche natiirlich eine lineare Abbildung ist.

Eine Punktsymmetrie in (€, O) hat die Gestalt X +— 24— X, wobei A das Zentrum ist.
Sie lasst O genau dann fix, wenn O = 2A — O d.h. A = O. Die einzige Punktsymmetrie,
die O auf O abbildet, ist also die Punktsymmetrie s : X +— —X mit Zentrum O. Diese
Abbildung ist linear: es gilt

S(X+Y)=—(X+Y)=—-X-Y =s(X)+s(Y), s(AX)=—-(AX)=A—-X)=Xs(X)
fir alle X, Y € £ und alle A € R.

Aufgabe 5.5. Sei (1, Es) eine Basis der Ebene (£, O). Finden Sie die Geradengleichun-
gen der folgenden Geraden in Koordinaten bzgl. (Ey, E»):

(1) g(Er, Es).
(2) (B — Eo, By + Es).
(3) 9(O,2E; + 3Ey).

Lésung. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass jede Gerade in (€, O) in Koordinaten bzgl.
einer Basis (Ej, Ey) durch eine Gleichung der Form

&$1+/85E2+’7:0, avﬂa7€R7 (aﬂ6>7£(070)7
dargestellt werden kann.

(1) Der Punkt E; hat die Koordinaten (1,0) und der Punkt E; hat die Koordinaten
(0,1) bzgl. der Basis (F4, E5). Das bedeutet, a, 5 und - miissen die beiden Gleichungen

erfiillen. Eine Losung ist « = 1, § =1 und 7 = —1. Die Geradengleichung von g(E, E»)
ist somit

T+ 29 = 1.
Das heifit g(Eq, E2) = {X = x1Ey + x9F5 € € : 21 + x5 = 1}. Fiir eine andere Wahl von
a, z.B. a =t mit t # 0, ergeben die beiden Gleichungen 8 =t und v = —t. Natiirlich ist

die resultierende Geradengleichung txy + txy = t dquivalent zu z; + 25 = 1. (Die Wahl
a = 0 wiirde auf = v = 0 fithren, was aber die Bedingung («, ) # (0,0) verletzt.)

(2) Ey — Ey hat die Koordinaten (1, —1) und E; + E5 hat die Koordinaten (1, 1) bzgl.
der Basis (E1, F»). Damit ergeben sich die Gleichungen

a—0B+~v=0, a+B+~v=0.

Durch Addition der beiden Gleichungen, sehen wir, dass a = —v gelten muss, durch
Subtraktion, dass # = 0 ist. Die gesuchte Geradengleichung ist also

xTr = 1.
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(3) 2E; + 3E, hat die Koordinaten (2,3) und O hat die Koordinaten (0,0) bzgl. der
Basis (E1, Es). Somit miissen «,  und 7 den Gleichungen

204+38+~v=0, =0
geniigen. Es folgt, dass die gesuchte Gleichung
3371 — 233'2 =0

ist.

Aufgabe 5.6. Zeigen Sie, dass die Komposition einer zentrischen Streckung mit Streck-
faktor k € R\ {0,1} mit einer Translation (unabhéngig von der Reihenfolge) wieder eine
zentrische Streckung mit Streckfaktor k ist.

Losung. In (£,0) hat die zentrische Streckung mit Zentrum A und Streckfaktor k €
R\ {0,1} die Gestalt
X = kX -—A)+A,
vgl. Korollar 8.14. Die Komposition mit der Translation X — X + B ist
X k(X-A)+A)+B=kX-kA+A+B=kX - (A+5B))+A+ B
oder in umgekehrter Reihenfolge
X—k(X+B)—A)+A=kX+kB—kA+A=k(X — (A+{£B))+ A+ £B.

In beiden Fillen folgt aus Korollar 8.14, dass die Komposition eine zentrische Streckung
mit Streckfaktor k ist, im ersten Fall mit Zentrum A+ —- B, im zweiten Fall mit Zentrum

1-k
A+ 4B

Aufgabe 5.7. Sei f: & — £ eine zentrische Streckung und g eine orientierte Gerade in
E. Auf der Bildgeraden ¢’ = f(g) wahlen wir die Ordnung, sodass g und ¢’ gleichsinnig
parallel sind (vgl. Proposition 7.7 und Theorem 8.13). Zeigen Sie, dass f|, : ¢ — ¢
entweder ordnungserhaltend oder ordnungsumkehrend ist, je nachdem ob der Streckfaktor
von f positiv oder negativ ist. Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe [5.6] um den allgemeinen
Fall auf den Fall zuriickzufiihren, dass g das Zentrum von f enthélt.

Lésung. Wenn f die Identitdt ist (d.h. der Streckfaktor ist £k = 1), dann ist nichts zu
zeigen. Wir konnen also £ € R\ {0,1} annehmen.

Die Aussage ist klar, wenn das Zentrum O von f auf g liegt und daher ¢’ = g ist.

Sei nun g eine orientierte Gerade, die das Zentrum O von f nicht enthélt. Dann gibt es
eine Translation ¢, die g ordnungserhaltend auf eine orientierte parallele Gerade h durch
O abbildet. Insbesondere sind h und g gleichsinnig parallel und folglich sind auch h und
¢ gleichsinnig parallel (vgl. Proposition 7.8). Das bedeutet, es gibt eine Translation ¢,
die ¢’ ordnungserhaltend auf h abbildet. Die Abbildung ¢ o f o ¢t~! ist nach Aufgabe
eine zentrische Streckung mit dem gleichen Streckfaktor wie f, die h auf sich selbst
abbildet. Insbesondere muss das Zentrum von t' o f ot~1 auf h liegen. Wir wissen schon,
dass t' o fot7Y, : h — h entweder ordnungserhaltend oder ordnungsumkehrend ist,
je nachdem ob der Streckfaktor positiv oder negativ ist. Weil die Einschrankungen der
Translationen ¢ und ¢’ ordnungserhaltend sind und daher auch ihre Umkehrungen, folgt
auch der allgemeine Fall.
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Aufgabe 5.8. Zeigen Sie Theorem 9.3:

(1) Die Dilatationen der Ebene & bilden eine nicht-abelsche Gruppe 2 beziiglich der
Komposition.

(2) Fiir zwei Elemente dy,dy € 2 gilt d; o dy = dy o d; genau dann, wenn d; und ds
beide Translationen oder beide zentrische Streckungen mit dem gleichen Zentrum
sind. Hier fassen wir die Identitdt sowohl als eine Translation als auch als eine
zentrische Streckung auf.

(3) Die Abbildung ¢ : 2 — R*, die d € & den Streckfaktor k von d zuordnet, ist ein
Gruppenhomomorphismus in die multiplikative Gruppe R*.

Lésung. (1) Seien d; und dy zwei Dilatationen. Theorem 9.1 besagt, dass eine Abbildung
f € = & genau dann eine Dilatation ist, wenn f jede Gerade g auf eine zu g parallele
Gerade abbildet. Es folgt, dass die Komposition d; o dy wieder eine Dilatation ist, weil
sie offenbar dieses Kriterium erfiillt. Die Assoziativitidt der Komposition ist klar. Das
neutrale Element ist die Identitédt. Jede Dilatation ist bijektiv (vgl. Proposition 9.2) und
die Umkehrabbildung ist ebenfalls eine Dilatation, weil sie auch jede Gerade g auf eine
Gerade parallel zu g abbildet. Somit ist & eine Gruppe. In der Lésung von Aufgabe
haben wir gesehen, dass im Allgemeinen d; o dy # ds o d; gilt.

(2) Wenn d; und dy beide Translationen oder beide zentrische Streckungen mit dem
gleichen Zentrum sind, dann ist leicht zu iiberpriifen, dass d; o dy = ds o d; gilt.

Umgekehrt seinen dy,dy € 2 mit dy ody = dy o dy. In (€,0) haben sie die Gestalt
di(X) =k X+ A1, do(X)=kX+ Ay,
fiir Ay, As € € und kq, ko € R\ {0}. Es folgt
(dyodo)(X) = ky(koX + Ag) + Ay = k1ko X + k1 Ay + Ay
und
(dy o dy)(X) = ko(k1 X + A1) + Ay = k1ko X + ko Ay + Ao
Die Identitat d; o do = ds o dy impliziert
kiAs + Al = koA1+ Ay & (k1 —1)As = (ke — 1)A;.
Es treten nun folgende Félle auf:

e Wenn k; = 1, dann ist entweder ko = 1 oder A; = O. Wenn k; = ky = 1,
dann sind d; und d, Translationen. Wenn k; = 1, ks # 1 und A; = O, dann
ist d; die Identitdt und ds eine zentrische Streckung; fassen wir die Identitat als
zentrische Streckung auf, dann ist jeder Punkt in der Ebene ein Zentrum. Analog
argumentiert man, wenn ky = 1.

e Wenn k; # 1 und ky # 1, dann sind d; und ds zentrische Streckungen mit dem
Zentrum ﬁAl bzw. ﬁAg (vgl. Proposition 9.2). Die Gleichung (k; — 1)Ay =
(ko — 1)A; bedeutet, dass die beiden Zentren iibereinstimmen.

(3) Die Aussage bedeutet, dass der Streckfaktor von d; o dy gleich kiks ist. Das folgt
aus dem Beweis von (2).
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6. AUFGABEN FUR DIE WOCHE vOM 20. BIS 24. APRIL

Aufgabe 6.1. Sei § eine Richtung und sei f : £ — & eine Abbildung mit den folgenden
Eigenschaften: Fiir alle X # Y € & liegen die Punkte f(X) und f(Y) auf einer zu g(X,Y)
parallelen Geraden und fiir alle X € & liegen X und f(X) auf einer Geraden mit der
Richtung ¢§. Zeigen Sie, dass f eine Translation ist.

Losung. Die Identitat erfiillt die Bedingungen und ist eine Translation. Sei f also nicht
die Identitédt. Wir iiberlegen uns zuerst, dass dann f keinen Fixpunkt haben kann. Ange-
nommen f hat einen Fixpunkt A. Sei X ein beliebiger Punkt in £\ {A}. Weil f(X) und
f(A) = A auf einer zu g(X, A) parallelen Geraden liegen miissen, gilt f(X) € g(X, A).
Weil f nicht die Identitét ist, gibt es einen Punkt B # A, sodass f(B) # B. Sei C' ein
Punkt im Komplement von g(A, B). Ist C' ein Fixpunkt von f, dann gilt f(B) € g(B,C)
und f(B) € g(A, B) und folglich f(B) = B, ein Widerspruch. Somit gilt f(C') # C. Aber
dann kénnen die Geraden g(B, f(B)) und ¢(C, f(C)) nicht die gleiche Richtung haben,
weil sie nur den Punkt A gemeinsam haben.

Nach Proposition 9.5 ist f eine Dilatation oder konstant. Aber f kann nicht konstant
sein, denn sonst hétte f einen Fixpunkt. Jede Dilatation ist eine Translation oder eine
zentrische Streckung mit Streckfaktor £ € R\ {0,1} (vgl. Proposition 9.2). Der zweite
Fall ist ausgeschlossen, denn f hat keinen Fixpunkt.

Jede Translation mit Translationsrichtung ¢ hat die beiden Eigenschaften von f.

Aufgabe 6.2. Seien A, B und C' drei paarweise verschiedene kollineare Punkte mit dem

Teilverhaltnis % = 2. Berechnen Sie die Teilverhaltnisse
AB CA CB BA d BC
BC' AB' BA® Ac MY ca

Lisung. Das Teilverhiltnis 4% = k ist definiert durch

AC = kOB,

Wir fixieren O € £ und rechnen im Vektorraum (€, O). Der freie Vektor AC = oC - A)
kann dann mit dem Punkt C'— A in (&, O) identifiert werden. Die definierende Gleichung
hat dann die Gestalt

C—-—A=kB-0).
(Weil A, B, C paarweise verschieden sind, gilt £ # —1 und k& # 0.) Diese Gleichung ist
dquivalent zu den folgenden Gleichungen:

(1) Durch Addition mit B — C' gelangen wir zu
B-A=k+1)B—(k+1)C & B-A=—(k+1)(C— B).

Das heifit 22 = —(k +1). Wenn k = 2 gilt also 242 = —3.
(2) Durch Addition mit —kA und Umformung erhalten wir

k
(k+1)(C—-A)=kB-A) < A—O:—k—H(B—A).
Das heifit % = —k—_’il. Wenn k£ = 2 gilt also % = —%.
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(3) Dank (1) haben wir

1
Das heifit % = —k%l. Wenn k = 2 gilt also % =—1.
(4) Dank (2) haben wir
E+1
(k+1)(C—-A)=kB-A) < A—B:—T(C’—A).
Das heifit % = —%. Wenn k£ = 2 gilt also % = -3
(5) Unformung liefert
1

C-A=kB-C) & C-B=(A-0)

Das heifit g—i = % Wenn k = 2 gilt also g—i = %

Aufgabe 6.3. Seien A und B verschiedene Punkt der Ebene und g = g(A, B). Skizzieren
Sie die folgenden Punkte auf g, die durch ihr Teilverhéltnis mit A und B gegeben sind:

AC _\AD _, AE_ , AF 1 AG 3 AH 3
¢ ' DB 7 EB 7 FB 3 GB 20 HB 4
Lésung.
H F A CD B E G

Bemerkungen: Fiir den Punkt X auf g(A, B), der 45 = k erfiillt, gilt in (£,0) die
Gleichung X — A = k(B — X) und somit

1 !
_ A B
1 T

Wir wéhlen wir nun den Punkt A als Ursprung und betrachten eine Basis (Fy, Ey) des
Vektorraums (£, A) mit £; = B. Es interessiert uns nur die erste Koordinate bzgl. dieser
Basis, weil wir nur Punkte auf g(A, B) betrachten. Die Gleichung fir X hat dann die
Gestalt

ok
B ESS

Wir konnen diese Gleichung nach k& auflésen und erhalten

Daran konnen wir ablesen, wie das Teilverhiltnis 4% = k von der Abszisse des Punktes

XB
X abhéngt.
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Aufgabe 6.4. Seien A und B zwei verschiedene Punkte. Sei X € (A, B) der Punkt auf
der Strecke (A, B), fiir den

d(A,X) d(A,B)

d(X,B) d(A X)
gilt. Berechnen Sie die Teilverhéltnisse

AxoBa
xB "M Ax
Man sagt: X teilt (A4, B) im goldenen Schnitt.

Lisung. Sei k = £5%. In (€, O) gilt dann X — A = k(B—X). Diese Gleichung ist dquivalent
u(k+1)(X —A) =k(B-A4),dh. 22 = -5 Weil X € (A, B), ist die Gleichung
d(A, X) _ d(A, B)
d(X,B) d(A X)

dquivalent zu

kiAXi_BAikJrl
 XB  AX  k
AX

denn das Teilverhéltnis £ ist positiv und das Teilverhiltnis 2 AX ist negativ. Diese Glei-
chung ist dquivalent zu k* — k — 1 = 0 und hat die Lésungen

1++5
ki = :
2
Weil das Teilverhéltnis k positiv sein muss, gilt
AX o 14v5 o BA k41l 1445
xB "~ 2 MY oAx T Tk T2

Aufgabe 6.5. In R? seien die drei Punkte A = (—1,2), B = (3,0) und C' = (5, —1)
gegeben. Zeigen Sle dass die drei Punkte auf einer Geraden g liegen und berechnen Sie
das Tellverhaltms . Bestimmen Sie die Punkte D, F und F auf g, die

DC AE EF 1

-4, 21 und == ==

CB_ ' ED W ED T2

erfiillen.
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Lésung. Die Punkte A, B und C liegen auf einer Geraden g, weil B — A = (4, -2),
C — A = (6,-3) und daher C — A = 3(B — A) gilt. Die Gleichung ist dquivalent zu
C—A=-3(B-C),dh 25 =-3.

Der Punkt D erfiillt
C—D=-4B-C) < D=4B—-3C=(-3,3).
Den Punkt F erhalten wir durch

E-A=D-E & E=-(A+D)=(-23).

1
2
Und F geniigt
1 1
F—E:§(D—E) & F:§(D+E):(—g,u).

1

Aufgabe 6.6. Seien A, B, C' und X vier paarweise verschiedene Punkte auf einer Ge-
raden. Zeigen Sie, dass
AX BX CX

XB X0 xa_ !

gilt.

Losung. In Termen des signierten Abstandes auf der Geraden, auf der alle vier Punkte
liegen, gilt

AX BX CX AX BX CX AX  -BX - -CX

XB XC XA XB XC XA (-1)AX-(-1)BX-(-1)CX

Aufgabe 6.7. Beweisen Sie den Satz von Desarques (mit Hilfe des orientierten Strah-
lensatzes): Seien ¢;, go und g3 drei verschiedene Geraden durch einen Punkt O. Seien
Ay, Ay € g\ {0}, Ay, A4 € g\ {O} und Ay, A5 € g5\ {O} s0, dass g(Ay, As)[lg(A}, AL)
und g(As, Ag)|g{Ap, A3). Dann gilt g(Ar, As)lg(A7, AL).

Lésung. Der orientierte Strahlensatz (Theorem 9.7) liefert, dass

04, OA, OAy  OAs
ox ~oa, " ox = oA
und daher
OA;  OAq
OA, ~ OA,

Die Riickrichtung des orientierten Strahlensatzes impliziert g(A;, As)||g(A7, A%).

Wenn A; = A fiir ein ¢ € {1, 2,3}, dann implizieren die Voraussetzungen, dass A; = A}
fiir alle 7 € {1, 2,3} gilt, und die Behauptung ist trivial.

Aufgabe 6.8. Beweisen Sie den Satz von Pappus: Seien g und ¢’ zwei verschiedene Ge-
raden durch den Punkt O. Seien A;, Ay, A3 € g\ {O} und A}, A}, Ay € ¢\ {O} so,
dass g(Ay, A3)[lg(As, AL) und g(As, 44)[lg(As, Ay). Dann gilt g(Ay, A3) ] g(As, A}). Hin-
weis: Verwenden Sie den orientierten Strahlensatz und Aufgabe [6.6]
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Lésung. Wir konnen annehmen, dass die Punkte A;, Ao, A3 und A}, A}, A% jeweils paar-
weise verschieden sind; sonst ist nichts zu zeigen. Der orientierte Strahlensatz liefert

OA;  OA4, OAy, OA;
o~ oA, " oa, T oay
Wegen Aufgabe gilt auf der Geraden g
A0 A O A30
OA;, OA; OA;

—1

und folglich
OA; A0 A0 0OA; 0OA

OA;  OA, OA; OA, OA;
Analog gilt dank Aufgabe [6.6] auf ¢’
04y  04; 04
OA,  OA, OAy

Somit folgt
OA;  OAg
OAs  OA)
und der orientierte Strahlensatz impliziert g( Ay, A%)|lg(As, A)).

Aufgabe 6.9. Verwenden Sie den Strahlensatz, um ein Verfahren zu finden, mit dem
jede gegebene Strecke (A, B) im Verhéltnis p : ¢ mit p,q € N>, geteilt werden kann.
Genauer: Der Punkt X € (A4, B) mit 4% = £ soll nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal

konstruiert werden.

Losung. Sei h eine Halbgerade mit Ursprung A, sodass B nicht auf der Trégergeraden
von h liegt. Wihle einen beliebigen Punkt C; auf A und die Tragergerade von h sei so
geordnet, dass O < C gilt. Sei Cy der Punkt auf h, der Cy > C und d(Cs, Cy) = d(C}, O)
erfullt. Wir iterieren diese Konstruktion: C; ist der Punkt auf A mit C; > C;_; und
d(C;, Ci—y) = d(Ci—1,Ci_s), bis der Punkt C, , gefunden ist. Nach dem Strahlensatz
schneidet die Gerade durch C), die parallel zur Geraden ¢(Cp 4, B) ist, die Strecke (A, B)
im Verhéaltnis p : q.

7. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VOM 27. APRIL BIS 1. MAI

Aufgabe 7.1. Zeigen Sie den orientierten Strahlensatz mit Hilfe von Koordinaten: Seien
g1, g2 zwei Geraden mit Schnittpunkt O und h, k zwei weitere Geraden. Seien gy N h =
{H1}, oNh={Hy} und gy Nk ={K;1}, g2 Nk = {Ky}, sodass O, Hy, Hy und O, K, K,
jeweils paarweise verschieden sind. Dann gilt

OH, OH,

OK, OK,
genau dann, wenn h und k parallel sind. Hinweis: Wihlen Sie die Basis (Hi, Hy) im
Vektorraum (£, O) und rechnen Sie mit entsprechenden Koordinaten.

Lésung. Bzgl. der Basis (Hy, Hy) haben die Punkte die folgenden Koordinaten:

0= (070)7 Hl = (170)7 H2 = (07 1)7 Kl = (klao)a K? = (O, k?)
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Wenn h und k parallel sind, dann muss es ein A € R\ {0} mit \(Hy — Hy) = Ky — K},
d.h. A(—=1,1) = (—kq, k). Das bedeutet k; = A = ko und daher

OH, 1 1 OH,

=—=—= . 2

OKy ki ke OK, 2)
Gilt umgekehrt , dann folgt k1 = ks =: A. Die Geradengleichung von h ist 1 + 25 =1
und jene von k ist x1 +x2 = A. Dann folgt leicht, dass h und k parallel sind: Angenommen
h und k haben einen Punkt X mit den Koordinaten (z,xs) gemeinsam, dann folgt
1 =21+ 25 = X\ und somit h = k.

Aufgabe 7.2. Seien A, B und C' drei nicht-kollineare Punkte in der Ebene £. Zeigen
Sie, dass jeder Punkt X in (£,0) in eindeutiger Weise in der Form

X=adA+pBB+~vC, mita,f,7eR, a++v=1,

geschrieben werden kann. Man nennt (o, 5,7v) die baryzentrischen Koordinaten von X
bzgl. (A, B,C). Hinweis: Wahlen Sie eine geeignete Basis von (€, 0) und verwenden Sie
die Darstellung bzgl. dieser Basis.

Lésung. Die Translation X +— X — C bildet das Dreieck (A, B, C') auf das Dreieck (A —
C,B — C,0) ab, welches ebenso nicht-degeneriert ist. Wir wihlen £y = A — C' und
E, = B — C als Basis des Vektorraums (£,0) und stellen X — C bzgl. dieser Basis dar:

X-C= l’lEl +$2E2 = 131(14 — C) +ZE2<B — O)

Es folgt
X = [L’lA + [IZ‘QB + (1 — X1 — iL'Q)C

Damit ist Existenz der Darstellung bzgl. baryzentrischer Koordinaten gezeigt. Die Ein-
deutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der Koordinatendarstellung bzgl. der Basis (E4, Es),
wir geben aber auch einen direkten Beweis: Angenommen (a, 8,7) und (o/, 5',7') sind
baryzentrische Koordinaten des Punktes X bzgl. (A4, B, C). Dann gilt

aA+BB+~C =d'A+ ' B++C
und weil a + B+~v =1, + 5 ++' =1 folgt
(0~ ')A~ C)+ (8- F)B—C)=0.
Weil A, B und C nicht kollinear sind, muss o = o/, § = ' und v = 4/ gelten.

Aufgabe 7.3. Seien A, B und C drei nicht-kollineare Punkte in der Ebene (£, O).

(1) Berechnen Sie die baryzentrischen Koordinaten der Mittelpunkte Mg, Mpc und
Mc 4 der Strecken (A, B), (B,C) und (C, A).

(2) Berechnen Sie die baryzentrischen Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden
g(A7 MBC) und g(Bv MCA)'

(3) Zeigen Sie, dass S auf der Geraden g(C, Map) liegt. Der Punkt S heifit Schwer-
punkt des Dreiecks (A, B, C).

Lésung. (1) Weil Map = %A + %B = %A + %B +0C, hat M 4p die baryzentrischen Koor-

dinaten (3, %, 0). Analog sieht man, dass Mpc die baryzentrischen Koordinaten (0, 3, %)

und Mcy die baryzentrischen Koordinaten (3,0, 5) hat.
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(2) Die Punkte auf der Geraden g(A, Mpc) haben die Gestalt

X=A+t(Mpc—A)=(1-t)A+tMpc=(1-t)A+LiB+1C, teR.

Die Punkte auf der Geraden g(B, Mc4) haben die Gestalt
X =B+s(Mga—B)=(1-8)B+sMca=(1-5B+350+35A, scR

Der Schnittpunkt S der Geraden g(A, Mpc) und g(B, Mc4) erfiillt also die Gleichung

(1-t)A+ LB+ 5iC=3A+(1—-s)B+3C.
Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung in baryzentrischen Koordinaten miissen also die
folgenden Gleichungen gelten:
1—t=3,

=1-s,

t t_—s
2 27 2"

Die eindeutige Losung ist t = s = 2. Der Schnittpunkt S ist also der Punkt

3

1 1 1

d.h. S hat die baryzentrischen Koordinaten (3, 3, ).

(3) Die Punkte auf der Geraden g(C, M4p) haben die Gestalt
X:C+T(MAB—O):gA‘f‘%B—i‘(l—T)O, reR.

Setzen wir r = 2 sehen wir, dass S auf g(C, Mup) liegt.

Aufgabe 7.4. Seien A, B und C' drei nicht-kollineare Punkte in der Ebene (&£, O). Sei
f € — & eine affine Abbildung mit A’ = f(A), B’ = f(B) und C" = f(C), sodass A’,
B’ und C" nicht-kollinear sind. Zeigen Sie, dass der Schwerpunkt S von (A, B, C') unter
f auf den Schwerpunkt S’ von (A, B’, C") abgebildet wird.

Lésung. In (€,0) hat f die Gestalt

fX)=0X)+D
wobei ¢ eine lineare Abbildung (£,0) — (£,0) und D € £ ist. Der Schwerpunkt S von
(A, B, C) ist der eindeutige Punkt

S=3A+3B+3C.

1 1 1
3 3 3
Dann gilt
f(S)=f(3A+iB+10C)

=((3A+1 1B+ :C)+D
((A) +30(B) + 3¢(C) + D

:§WM+D) H)+DH%“@+D)

= 3f(A) + 3f(B) +3/(C)

=3A' + %B’ + 3C’
Die letzte Identitét gilt, weil A’, B’ und C’ nicht-kollinear sind und daher %A’ + %B’ + %C’
der Schwerpunkt von (A’, B', (") ist.

ool»—\

Aufgabe 7.5. Seien A, B und C drei nicht-kollineare Punkte in der Ebene (£, O).
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(1) Zeigen Sie, dass die Menge
K={X=aA+pB+7C:a,3,7y€Rs, a++y=1}
konvex ist. Hinweis: Es gilt X € [X;, X»] genau dann, wenn X = tX; + (1 — )X,
fir ein t € [0, 1].
(2) Beweisen Sie, dass K die konvexe Hiille von {A, B,C} ist. Mit anderen Worten:

Die konvexe Hiille von {A, B, C'} ist die Menge aller Punkte mit nicht-negativen
baryzentrischen Koordinaten bzgl. (A, B, C).

Losung. (1) Wenn X; = oy A+ 1B+ C und Xy = as A+ B+C mit oy, i, 7 € Ro,
a;+ 1+ =1und as + B2+ =1 und X € [X;, Xy], dann gibt es ein ¢ € [0, 1] mit
X =tX; + (1 — )X,

=t(aA+ 1B+ 7C) + (1 —t) (A + BB+ 1C)

= (tan + (1 = t)as) A+ (161 + (1 = t)B2) B+ (t1 + (1 — £)12)C.
Setzen wir a =ty + (1 — t)ae, B =t61 + (1 — t)52 und v =ty + (1 — )72 dann gilt

at+fry=tlar+bi+mn)+1-t)(aetftyp)=t+(1-1t)=1

und o = tag + (1 —t)ag > 0, weil a1 > 0, ap > 0 und ¢ € [0, 1]. Genauso folgt > 0 und
v > 0. Das zeigt, dass X € K und somit K konvex ist.

(2) Sei H die konvexe Hiille von {A, B,C}. Dann gilt H C K wegen (1), weil K
natiirlich die Punkte A, B und C enthélt. Nun zeigen wir K C H. Sei X = a¢A+B+~C
ein Punkt in K. Die Punkte auf der Geraden g(C, X) haben die Gestalt

Y=C+tX—-C)=C+t(aA+ BB ++C —C)=taA+tBB + (1 —t +t7)C,

wobei t € R. Der Schnittpunkt Y der Geraden ¢g(C, X) und g(A, B) muss also 1—t-+ty = 0

erfiillen, d.h. t = = (v # 1, sonst wiirde die Gleichung 1 = 0 ergeben). Der Schnittpunkt
B!

ist somit

_ o B
Y = ﬂA + ﬂB‘
Weil >0, 5>0,7vy>0und a+ g+~ =1, muss auch 1 —~ > 0 sein, d.h. Y € [A, B|
und somit Y € H, weil A, B € H und H konvex ist. Weiters gilt

X=y+=2HC0=01-9)Y +1C

1t t

und somit X € [Y,C]. Weil Y,C' € H und H konvex ist, folgt X € H. Damit haben wir
auch die Inklusion K C H gezeigt.

Bemerkung: Alternativ folgt die Behauptung aus Aufgabe [£.3], weil die abgeschlossene
Halbebene bzgl. der Geraden g(A, B), die C' enthilt, die Menge

{(X=aA+pB+7C:0,8,7€ER, v20, a+f+~y=1}
ist (weill X =(1—-08—-9)A+B+~vC=A+p(B—A)+~(C—A).

Aufgabe 7.6. Zeigen Sie, dass ein Parallelogramm genau dann ein Rechteck ist, wenn
die beiden Diagonalen die gleiche Lénge haben.

Lisung. Betrachte das Parallelogramm (O, X, X +Y,Y) in (£,0). Dann gilt || X +Y|? +
| X —Y|* = 2||X]|*> + 2||[Y||* (vel. Proposition 11.4). Wenn die beiden Diagonalen die
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gleiche Lénge haben, d.h. | X + Y| = || X = Y|, folgt
20X +Y[I* = 2] X[I* + 2]y

Andererseits gilt stets | X +Y||* = || X||?+]|Y||*+2(X | Y). Somit haben wir (X | V') = 0,
d.h. X 1Y. Daher handelt es sich um ein Rechteck.

Sei umgekehrt (O, X, X + Y,Y) ein Rechteck, d.h. (X | Y) = 0. Das Argument im
letzten Absatz liefert dann auch die Umkehrung.

Jedes Parallelogramm kann durch eine Translation in ein Parallelogramm wie oben
tibergefiihrt werden. Weil Translationen Orthogonalitét (Proposition 10.3) und Distanzen
(Proposition 11.6) erhalten, folgt die Aussage.

Aufgabe 7.7. Seien A, B € £ mit A # B. Sei O der Mittelpunkt von A und B und g
die Streckensymmetrale von (A, B).
(1) Fiir jedes X € & gilt:
d(X,B)* —d(X,A)* =4d(0, A) - €,
wobei ¢ die Abszisse auf g(A, B) von X im Achsensystem (g(A, B),g) ist und

g(A, B) so orientiert ist, dass O < A gilt.
(2) Sei €4 (bzw. £p) die offene Halbebene bzgl. g, die A (bzw. B) enthélt. Dann gilt

Ea={X€&:d(X,A) <dX,B)},
Ep={X €£:d(X,B) <d(X,A)},

Hinweis: Rechnen Sie im Vektorraum (€, 0) und verwenden Sie Proposition 11.4 und
Lemma 11.2.

Lésung. (1) Im Vektorraum (€, 0) gilt B = —A und somit nach Proposition 11.4 und
Lemma 11.2
d(X,B)* = d(X, A = | X — B| - | X - A" = [|X + A" - |X — A|)*
=4(A| X) =40A-OX' = 4d(0, A) - €,
wobei X’ die Orthogonalprojektion von X auf g(A, B) ist. Hier ist ¢ = OX’ und OA =
d(O, A), weil O < A.
(2) Nach (1) gilt
d(X,B) >d(X,A) & £>0,
d(X,B)=d(X,A) < ¢=0,
d(X,B) <d(X,A) < ¢<0.
Die Aussage folgt, weil das Vorzeichen der Abszisse £ die Halbebene bestimmt: €4 (bzw.

Ep) ist die Menge der Punkte X mit Abszisse £ > 0 (bzw. £ < 0) und g ist die Menge
der Punkte mit £ = 0.

Aufgabe 7.8. Sei (A, B, (') ein nicht-degeneriertes Dreieck. Verwenden Sie Aufgabe[7.7]

um zu zeigen, dass sich die Streckensymmetralen von (A, B), (B,C) und (C, A) in einem
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Punkt U schneiden und dass
d(U,A) =d(U,B) =d(U,C)
gilt. Der Punkt U heifit Umkreismittelpunkt des Dreiecks (A, B, C).

Losung. Sei sap (bzw. spc und sca) die Streckensymmetrale von (A, B) (bzw. (B, C)
und (C, A)). Weil das Dreieck (A, B, C) nicht-degeneriert ist, sind keine zwei Strecken-
symmetralen parallel. Der Schnittpunkt U von ssp und spe erfiillt d(U, A) = d(U, B)
und d(U, B) = d(U, C) dank Aufgabe [7.7/(2). Somit gilt d(U, A) = d(U, C'). Erneut wegen
Aufgabe [7.7(2) liegt U auf sc4.

8. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VvOM 4. BIS 8. MAI

Aufgabe 8.1. Zeigen Sie, dass jede Spiegelung parallele Geraden auf parallele Geraden
abbildet.

Losung. In Korollar 13.4 wurde gezeigt, dass jede Spiegelung orthogonale auf orthogonale
Geraden abbildet. Seien g; und g, parallele Geraden. Sei h eine orthogonale Gerade zu
g1- Dann ist h auch orthogonal zu go (vgl. Axiom 7). Sei s eine Spiegelung. Nach Korollar
13.4 folgt s(g1)Ls(h) und s(g2)Ls(h). Es folgt s(g1)||s(g2) (nach Axiom 7).

Allgemeiner gilt: Jede bijektive affine Abbildung f : &€ — & bildet parallele Geraden
auf parallele Geraden ab. Denn in (£,0) konnen wir f in der Form f(X) = (X)) + A,
schreiben wobei ¢ eine bijektive lineare Abbildung ¢ : (£,0) — (&, O) ist. Sind g(A;, A2)
und g(Bj, B) parallel, d.h. By — By = A(Ay — A;) fiir ein A € R\ {0}, dann gilt

f(B2) = f(B1) = £(B2) — £(B1) = {(Bzy — B1) = {(A\(A2 — A1)
= M(As — A1) = A(l(As) — (A1) = A(f(A2) — f(Ar)).
Folglich sind auch die Geraden f(g(A;, A2)) und f(g(B, B2)) parallel. Dass es sich dabei
tatsdchlich wieder um Geraden handelt, garantiert die Bijektivitdat von f.
Aufgabe 8.2. Seien A und B verschiedene Punkte in £. Zeigen Sie, dass die Spiegelung
s mit Spiegelungsachse g(A, B) in (£, 0) durch die Formel

B—A|X - A)
1B — Al

qxpax+4A+< (B—m—x)

gegeben ist.

Losung. Wir iiberpriifen, ob die durch die Formel definierte Abbildung die definierenden
Eigenschaften der Spiegelung mit Spiegelungsachse g(A, B) erfiillt (vgl. Abschnitt 13.1).
Wenn X auf g(A, B) liegt, dann gibt es ein ¢t € R mit X = A+ ¢(B — A) und somit
(B—A|X—A) (B—A|t(B—A))
1B — Al 1B — Al

In diesem Fall gilt also s(X) = X.

(B—A) = (B— A) =t(B — A).
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Nehmen wir nun an, dass X nicht auf g(A, B) liegt. Der Punkt P = A+%(B—

A) liegt offensichtlich auf g(A, B) und P — X ist orthogonal zu B — A,

<P—X|B—A>=<A+<BHBA_’)2H;A>(B—A)—XIB—A>
=(A-X|B-A)+(B-A|X - A)

=0.

Dann folgt leicht, dass s(X) (wie in der Formel definiert) der eindeutige Punkt ist, sodass
g(A, B) die Streckensymmetrale von (X, s(X)) ist, denn s(X) — X = 2(P — X).

Aufgabe 8.3. Sei (Ej, E) eine Orthonormalbasis von (£, O). Berechnen Sie die Koor-
dinatendarstellung bzgl. (E;, Es) der Spiegelung s4 mit Spiegelungsachse ¢g(O, A), wobei:

(1) A=E;,i=1,2.
(2) A=E, — B.
(3) A= —5E, + 7E,.

Losung. Wir verwenden die Formel aus der vorherigen Aufgabe, die in dieser Situation

eine einfachere Gestalt annimmt:

s(X) :X+2(%A—X) - —X+2%A. (3)

(1) Beziiglich der Basis (Fy, E5) hat E; die Koordinaten (1,0). Es folgt

((1,0) | (z1,72))
1(1,0)]1?
= —(z1,29) + 2(x1,0)

= (lL‘l, —ZL'Q).

(1,0)

sp, (T1,22) = —(x1,22) + 2

Analog sieht man sg, (z1, x2) = (—x1, T2).
(2) Beziiglich der Basis (F1, Fy) hat E; — E5 die Koordinaten (1, —1). Es folgt
(1, =1) [ (21, 29))

SE—B, (%1, X2) = — (21, 22) + 2 (1,-1)
(1, —1)?

Ty — T2

= —(x1,x2) + 2 (1,-1)
= —(z1,29) + (1 — T2, —T1 + T2)

= (—ZEQ, —ZEl).

(3) Beziiglich der Basis (Fy, E») hat —5F) + TE, die Koordinaten (—5,7). Es folgt

oM D m))
S_5m+7E (L1, T2) = — (21, 02) + 2 =5, 1) (=5,7)

—51’1 + 7%2
T(_5’ 7)

= —(21,22) + 3=(2531 — 3522, —3bx1 + 4975)

= L(—122, — 352y, —3b1; + 1225).

= —(x1,x2) + 2
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Aufgabe 8.4. Seien A, B und O drei verschiedene Punkte.

(1) Finden Sie eine Formel fiir die Rotation r = s 0 sp in (£,0), wobei s4 (bzw. sp)
die Spiegelung mit Spiegelungsachse g(O, A) (bzw. g(O, B)) ist.

(2) Sei (E1, Es) eine Orthonormalbasis von (€, 0). Berechnen Sie die Koordinaten-
darstellung der Rotation r = sg, o sg,+ g, bzgl. (Ey, Es).

Lésung. (1) Dank Aufgabe und gilt
r(X) = sa(sp(X))

(A sp(X))
= —sp(X)+2——"— 2L A
P+ 25 e
(BlX)
(B | X) (A|—X+2WB>
=—( -—X+2 B)+2
( | B2 ) | All?
(B | X) (Al X) (B|X){A|B)
=X-2—"B -2 A+4 A.
| B][2 | All? |B[[2 [|A][2
(2) Nach (1) gilt
T<X) = SE1(3E1+E2(X))
(Ey + Ey | X) (£ | X)
=X -2— ' (F Fy)—2— ' F
R I e A ER
<E1 + By | X) <E1 | £y +E2>
+4 FEy.
| £y + Ea? | £ ]2 '

In Koordinaten erhalten wir

o) = (o) — 2D 4y (0,0 | 01,20)1,0)

& DIl gy 11y 0,0

= (z1,29) — (21 + 22)(1,1) — 221(1,0) + 2(z1 + x2)(1,0)

= (1'2, —l'1>.

Aufgabe 8.5. Zeigen Sie, dass es zu einer Orthonormalbasis (E1, Ey) von (€,0) und
einer Orthonormalbasis (E], E}) von (£,0') stets eine eindeutige Isometrie f : & — &
mit f(O) =0’ f(E,) = E] und f(Ey) = E}, gibt.

Lésung. Die Abbildung f : {O, Ey, Es} — £ definiert durch f(O) = O’, f(E;) = F{ und
f(E2) = E} ist eine Isometrie, denn

d<07 El) =1= d(0/7 Ei)v d(O> EZ) =1= d(0/7 Eé)v d(E17 EQ) = \/5 = d(Ei7 E;)7

nach dem Satz von Pythagoras. Nach Theorem 13.13 (vgl. auch Theorem 16.9 (SSS Satz))
kann f zu einer Isometrie f : & — &£ erweitert werden. Die Erweiterung f ist eindeutig,
weil {O, Ey, Es} nicht kollinear ist.
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Aufgabe 8.6. Seien A und B zwei Teilmengen der Ebene £ mit der Eigenschaft, dass der
Durchschnitt A N B zwei verschiedene Punkte X; und X5 enthélt. Beweisen Sie: Wenn
eine Isometrie f : &€ — & existiert, sodass f(A) = B und f|snp = id, dann ist f die
Identitat auf € oder es gilt ANB = (AU B)Ng(X1, Xs). (Was hat diese Aufgabe mit der
Beobachtung zu tun, dass beim Falten von Papier die Faltkante stets ein Geradenstiick
ist?)

Losung. Die Isometrie f : £ — & hat mindestens zwei Fixpunkte X; und X,. Nach
Proposition 13.10 ist f somit entweder die Identitdt oder die Spiegelung an g( X7, X5).

Sei also f die Spiegelung an ¢(X7, X3). Dann ist g(X;, X3) die Menge aller Fixpunkte
von f. Weil f|anp = id, gilt also AN B C (AU B) N g(Xy,X2). Sei umgekehrt X €
(AU B) N g(Xy, Xs). Dann liegt X = f(X) in AN B, weil f(A) = B und f(B) = A.

Das Falten von Papier entspricht einer Bijektion f : £ — &: zwei Punkte werden
ineinander abgebildet, wenn sie aufeinander gefaltet werden. Dabei bleiben Absténde
gleich, d.h. f ist eine Isometrie. Die Faltkante ist besteht aus der Menge der Fixpunkte.
Wenn A und B Muster sind, die beim Falten ineinander iibergehen und nur Punkte auf
der Faltkante gemeinsam haben, dann bedeutet AN B = (AU B) N g(X3, X3), dass die
Faltkante stets ein Geradenstiick sein muss.

Aufgabe 8.7. Beweisen Sie: Die Ahnlichkeiten von £ bilden eine Gruppe <. Die Ab-
bildung & — Ry, f +— k(f), wobei k(f) der Proportionalitdtsfaktor von f ist, ist ein
Gruppenhomomorphismus in die multiplikative Gruppe R+.

Lésung. Seien f : & — & und ¢ : £ — € Ahnlichkeiten, d.h. es gibt k¢, kg € Ryg, sodass
d(f(X), f(Y)) = kg -d(X,Y) und  d(g(X),g(Y)) = kg - d(X,Y)
fiir alle X, Y € £. Dann gilt

d(f(9(X)), f(9(Y))) = kg - d(9(X), 9(Y)) = Ky - kg - d(X,Y')

fir alle X, Y € £. Damit folgt leicht, dass o/ eine Gruppe und &/ — R.q, f — k(f), ein
Gruppenhomomorphismus ist. Wir zeigen, dass f € & ein inverses Element besitzt: Sei
g eine zentrische Streckung mit Streckfaktor £k, = k;l. Dann ist f o g eine Isometrie h:

d(f(9(X)), f(g(Y))) = ky- k;1 d(X)Y) =d(X,Y), XY el

Jede Isometrie ist invertierbar und die Umgekehrabbildung ist wieder eine Isometrie. Es
folgt, dass f = h o g~! invertierbar ist und somit f=! = g o h~! eine Ahnlichkeit mit
Proportionalitétsfaktor kg, = k;l ist.

Aufgabe 8.8. Seien A # B und A’ # B’ Punkte in (£, O).

(1) Sei zusétzlich A = A’. Finden Sie eine explizite Beschreibung fiir die ungerade
Ahnlichkeit f (als Komposition einer geeigneten zentrischen Streckung und einer
geeigneten Spiegelung), die f(A) = A’ und f(B) = B’ erfiillt.

(2) Finden Sie unter Verwendung von (1) im allgemeinen Fall eine explizite Beschrei-
bung fiir die ungerade Ahnlichkeit f (als Komposition einer zentrischen Streckung,
einer Spiegelung und einer Translation), die f(A) = A’ und f(B) = B’ erfiillt.
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Losung. (1) Sei B"” := A+ I‘I‘g’iﬂl‘l (B'—A). Dann liegt B” auf der Halbgerade mit Ursprung

A durch B' und d(A, B") = d(A, B). Sei M := (B + B”) der Mittelpunkt von B und B”.
Die Spiegelung s an der Geraden g(A, M) fithrt A in A und B in B” tiber (denn g(A, M)
ist die Streckensymmetrale von (B, B”) nach Proposition 12.14). Sei h die zentrische

Streckung X — |\|\g—_:|||| (X — A) 4+ A. Dann ist f = h o s eine ungerade Ahnlichkeit mit

f(A) = Aund f(B) = B, denn
F(B) = h(s(B)) = h(B") = h(A + 12241 (5 _ a))

_ IB'—A| |1B-Al (pr .
— IB=A] |B—A| (B"—A)+A=D"

Eine explizite Formel fiir f erhalten wir, wenn wir die Formel fiir A und jene fiir s aus
Aufgabe 8.2 zusammensetzen.

(2) Die Translation ¢ : X = X + (A’ — A) bildet den Punkt A auf A" =: A ab und den
Punkt B auf B := B + A" — A. Die gesuchte Ahnlichkeit ist ho s ot, wobei wir in der
Definition von s und h den Punkt A durch A und den Punkt B durch B ersetzen, denn

h(s(t(A))) = h(S({l’)) =h(s(A) =A =4,

h(s(t(B))) = h(s(B)) = B"

Weil t gerade ist und h o s ungerade, ist h o s o t ungerade.

9. AUFGABEN FUR DIE WOCHE vOM 11. BIS 15. MAI

Aufgabe 9.1. Zeigen Sie den SWS Satz: Zwei Dreiecke (A, B,C') und (A’, B',C") sind

kongruent, wenn die Relationen
Z(C" A By =+/(C, A, B)
und
d(A',B") =d(A,B), d(C',A") =d(C,A)
gelten.

Lésung. Sei f : {A,B,C} — & durch f(A) = A, f(B) = B’ und f(C) = C’ definiert.
Wir koénnen 0.B.d.A. annehmen, dass

Z(f(C), f(A), f(B)) = £(C, A, B)

gilt; sonst setzen wir f mit einer geeigneten Spiegelung zusammen. Sei f; die gerade
[sometrie, die A auf f(A) und B auf f(B) abbildet (f; ist die Komposition der Trans-
lation, die A in f(A) tberfiihrt, und einer Rotation um f(A)). Dann hat die Abbildung
h:= fitof:{A B,C} — &£ die Fixpunkte A und B. Weiters gilt (dank Proposition
16.2)

Z(WC), A, B) = Z(h(C), h(A), M(B)) = Z(f(C), [(A), f(B)) = £(C, A, B)

und d(h(C), A) = d(h(C),h(A)) =d(f(C), f(A)) = d(C, A). Damit folgt h(C) = C. Die
Abbildung h : {A, B,C} — £ ist also die Einschrankung der Identitét auf £. Somit ist
f1 eine isometrische Erweiterung von f. Insbesondere sind die Dreiecke (A, B,C) und
(A', B',C") kongruent.
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Aufgabe 9.2. Sei (A, B, () ein nicht-degeneriertes gleichseitiges Dreieck. Zeigen Sie
Z(A,B,C) = Z4(B,C,A) = Z(C, A, B).
Zeigen Sie weiters, dass wenn Mg (bzw. Mpe und Mea) der Mittelpunkt von (A, B)
(bzw. (B,C) und (C, A)) ist, dann gilt
2/(A, B, Mca) = Z(A, B, C),
24(B,C, Mag) = £(B,C, A),
2/(C, A, Mpc) = L(C, A, B),

sowie

g(C, MAB)—LQ(A’ B)> g(A, MBC)J—Q(B’C)7 g(B7 MC’A)J—Q(Ov A)

Lésung. Dass die drei Winkel gleich sind, folgt unmittelbar aus Korollar 16.12, weil alle
Seiten gleich lang sind.

Die Dreiecke (A, B, Mca) und (C, B, M¢4) sind kongruent nach dem SSS Satz. Es folgt
L(A,B,Mca) = —Z(C,B,M¢ca) = L(Mca, B,C).

Der Grund fiir das negative Vorzeichen ist, dass die Isometrie, die (A, B, M¢4) auf
(C, B, M¢4) abbildet, offensichtlich die Spiegelung an der Achse g(B, M¢4) ist. Daraus
ergibt sich

Z(A,B,C) = Z(A, B, Mca) + £(Mca, B,C) = 2Z(A, B, Mca).
Die beiden anderen Winkelidentitéiten folgen analog.
Weil (A, B, M¢ca) und (C, B, M) kongruent sind, folgt auch
L(A, Mca,B) = —Z(C,Mca, B) = £(B, Mca, C)
und somit
w=Z(A, Mca,B) + Z(B,Mca,C) =24(A, Mca, B),

d.h. Z(A, Mca, B) ist ein rechter Winkel und ¢(C, A) Lg(B, M¢4). Die restlichen Rela-
tionen folgen analog.

Aufgabe 9.3. Sei (A, B,C) ein nicht-degeneriertes gleichschenkliges Dreieck mit
d(A,B) = d(A,C) und der Eigenschaft, dass die Winkelsymmetrale des Winkels
Z(B,C, A) die Seite (A, B) in einem Punkt X so schneidet, dass die Dreiecke (A, B, C')
und (C, X, B) dhnlich sind. Zeigen Sie, dass X die Strecke (A, B) im goldenen Schnitt
teilt (vgl. Aufgabe[6.4)). Das Dreieck (A, B, C) wird goldenes Dreieck genannt.

Lésung. Wir miissen zeigen, dass
d(A,X) d(A,B)

pu— 4
d(X,B) d(AX) (4)
gilt. Weil die beiden Dreiecke (A, B, C) und (C, X, B) dhnlich sind, haben wir
d(C,X) d(A,B)
= (5)

d(X,B) d(B,C)’
Weiters muss auch (C, X, B) muss gleichschenklig sein, insbesondere gilt

/(X,B,C)=/(C,X,B) und d(B,C)=d(X,C).
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Nach Voraussetzung gilt Z(B,C, X) = Z(X,C, A) und, wegen der Ahnlichkeit der Drei-
ecke (A,B,C) und (C,X,B), 4(B,C,X) = Z(C, A, B). Damit folgt £(X,C,A) =
L(C,A,B) = Z(C, A, X), d.h. das Dreieck (C, A, X) ist gleichschenklig mit d(C, X) =
d(A, X). Die Behauptung folgt nun aus (5)):

d(A,X) d(C,X) d(A,B) d(AB) d(A,B)

d(X,B)  d(X,B) d(B,0) d(X,C) d(AX)

Aufgabe 9.4. Ein regelmdfiges Fiinfeck ist ein Polygon (A, As, A3, Ay, As) mit gleich
langen Seiten

d(Ai,AiJrl) =a > O, 1= 1, ey 5, wobel AG = Al
und gleichen Innenwinkeln
4(141',1,141',./4“,1) =, 1= 1,...,5, wobei AO = A5.

Bestimmen Sie das Verhéltnis der Linge der Diagonalen zur Lénge der Seiten, d.h. g,
wobei d := d(A;, A3) = d(A;, Ay). Warum haben alle Diagonalen die gleiche Lénge?
Hinweis: Suchen Sie ein goldenes Dreieck.

Losung. Dass alle Diagonalen die gleiche Lange haben, folgt aus dem SWS Satz; z.B. sind
(A1, Ay, Az) und (As, Az, Ay) kongruent und somit d( Ay, As) = d(Ay, Ay).

Sei D der Schnittpunkt der beiden Diagonalen (Aj, A3) und (Ay, Ay). Die Dreiecke
(A1, A2, D) und (A4, Az, D) sind kongruent, denn d(A;, Ay) = d(Ay4, A3) und entspre-
chende Winkel haben gleiches absolutes Winkelmaf. Insbesondere gilt

DA, DA,

DA; DA,

und der orientierte Strahlensatz liefert, dass g(As, As) und g(A;, A4) parallel sind. Dann
sind Z(Ay, A1, A3) und Z(Ay, A3, A1) Wechselwinkel und stimmen somit iiberein. Weiters
gilt Z(Aq, Az, A1) = Z(As, A1, Ag), weil das Dreieck (Ay, Ag, A3) gleichschenklig ist. Also
folgt

A(A47 Ala A3) = A(A37 Ala AQ)

Das bedeutet, dass die Diagonale (A1, A3) auf der Winkelsysmmetralen von £(Ay, A1, As)
liegt. Das Dreieck (A4, Ay, Ag) ist gleichschenklig und &hnlich zum Dreieck (A;, As, D)
nach dem W:W:W Satz: die Winkel Z(Ay, Ay, Ay) und £(Ag, Ay, Ag) = £(As, Ay, As) =
Z(D, Ay, As) sind gleich und die Winkel Z(Ay, Ay, A2) und £(Aq, Ag, Ay) = Z(Ay, Ag, D)
sind gleich.

Es folgt, dass (A4, A, A1) ein goldenes Dreieck ist. Nach Aufgabe ist das gesuchte
Verhéltnis der goldene Schnitt g = %g

Aufgabe 9.5. Seien A und B zwei Punkte in &, die in der gleichen offenen Halbebene
bzgl. einer Geraden g liegen. Seien A’ und B’ die Orthogonalprojektionen von A und B auf
g. Wir suchen einen Punkt O € [A', B'], sodass Z(A’,0,A) = Z(B, 0, B’). Beschreiben
Sie ein Konstruktionsverfahren fiir den Punkt O und begriinden Sie. Was hat die Aufgabe

mit dem Billardspiel zu tun?
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Losung. Zunéchst spiegeln wir den Punkt B an der Geraden g und erhalten den Punkt
B”. Der gesuchte Punkt O ist der Schnittpunkt der Geraden g(A, B”) mit der Geraden g.
Die Dreiecke (B, B’,0) und (B”, B', O) sind kongruent, denn sie werden durch die Spie-
gelung an g aufeinander abgebildet. Insbesondere gilt Z(B, 0, B") = —Z(B",0, B"). Wei-
ters gilt Z(A,0,A") = £(B",0,B’), weil es Scheitelwinkel sind. Es folgt Z(A’, 0, A) =
Z(B,0,B).

Bezug zum Billardspiel: Soll die Kugel A iiber die Bande g auf die Kugel B gespielt
werden, muss das virtuelle Bild der Kugel B unter der Spiegelung an der Bande g anvisiert
werden.

Aufgabe 9.6. Sei (A;, A, A3) ein beliebiges nicht-degeneriertes Dreieck. Sei Mj (bzw.
M, und M,) der Mittelpunkt der Seite (A;, A2) (bzw. (A2, As) und (As, A1)). Sei Uy der
Umkreismittelpunkt von (Ay, M3, M5), Uy der Umkreismittelpunkt von (Ay, M, M3) und
Us der Umkreismittelpunkt von (As, My, M7) (vgl. Aufgabe|7.8)). Sei Sy der Schwerpunkt
von (Ay, M3, M), Se der Schwerpunkt von (As, My, M3) und S3 der Schwerpunkt von
(Ag, My, My) (vel. Aufgabe. Zeigen Sie, dass die Dreiecke (Uy, Uy, Us) und (57, So, S3)
kongruent sind. Hinweis: Die Dreiecke (A, M3, Ms), (M3, Ay, My) und (Msy, My, A3) wer-
den durch geeignete Translationen aufeinander abgebildet.

Ldsung. Die Dreiecke (Ay, M3, My), (Ms, Ay, M) und (Msy, My, A3) werden durch Trans-
lationen aufeinander abgebildet (das erste auf das zweite durch die Translation, die A; auf
M3 abbildet, das zweite auf das dritte durch die Translation, die M3 auf M, abbildet); das
folgt aus den orientierten Strahlensatz. Die Translationen bilden Streckensymmetralen auf
Streckensymmetralen ab und folglich Umkreismittelpunkte auf Umkreismittelpunkte. Es
folgt

1 1 1
d(Ul, UQ) - §d<A1,A2), d(UQ, Ug) - 561(142,143), d(Ug, Ul) - §d(A3,A1)

Aus Aufgabe folgt, dass die Translationen auch Schwerpunkte auf Schwerpunkte ab-
bilden, und somit

1 1 1
d(Sl7 S2> == §d<A17 A2)7 d(527 S3) == éd(A27 A3)7 d<S37 Sl) == §d(A37 Al)
gilt. Nach dem SSS Satz sind die Dreiecke (Uy, Uy, Us) und (Sy, Sa, S3) kongruent.

Aufgabe 9.7. Sei (A, B, C) eine nicht-degeneriertes Dreieck und sei X € (B, C'). Zeigen
Sie:
d(X,B) _ d(A B)
/(B,AX)=/(X,AC) < = .
BAXZARAGD S o) Tam o)
Hinweis: Sei D der Schnittpunkt der Geraden durch C' parallel zu g(A, X) mit g(A, B).
Zeigen Sie zunéchst

d(X,B) d(A,B)

d(X,C) ~ d(A, D)

Lésung. Dass




gilt, ist eine Konsequenz des Strahlensatzes. Weiters gilt
Z(B,A, X)=Z(A,D,C) (Stufenwinkel),
L(X,A,C)=4(D,C,A) (Wechselwinkel).
Somit haben wir (nach Korollar 16.12)

Z/(B,A,X)=Z(X,A,C) & Z(A.D,C)=/(D,C,A)
o d(A, D) = d(A,C)
d(X,B) _d(A,B)
T AX,C) " dA Q)

s s ™ s
x ‘O‘E i3 |2
: 1| V2| V3
sinxz |0 5 5 5 1

V3| V2| 1
cosz |1 5 5 5 0

C
V2 1
/) .
A 1 B B

Sei (A, B, C) ein Dreieck mit d(A, B) = 1 = d(B, C) und rechtem Winkel Z(A, B, C).
Dann gilt Z(C,A,B) = Z(B,C,A) wegen Korollar 16.12 und es folgt £(C, A, B) =
AL(B,C,A) = T. Wegen dem Satz von Pythagoras gilt d(A,C) = V2. Mit Korollar 18.6

und Korollar 18.8 folgt

sin(§) = cos(%) = \/Li = ‘/75
Sei (A, B, C') ein gleichseitiges Dreieck der Seitenléinge 1. Bezeichnet D den Mittelpunkt
von (A, B), dann sind die Dreiecke (A, D, C') und (B, D, C') nach dem SSS Satz kongruent.
Insbesondere gilt £(A,D,C) = %, £(D,C,A) = % und £(C,A,D) = %. Der Satz von
Pythagoras impliziert, dass d(D, C) = ‘/7§ Mit Korollar 18.6 und Korollar 18.8 folgt

sin(%) = COS(%) — V3 sin(%) = cos(%) =

1
3 27 6 3 2"
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10. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VOM 18. BIS 22. MAI

Aufgabe 10.1. Der Satz von Napoleon besagt: Werden iiber den Seiten eines nicht-
degenerierten Dreiecks (A, B, C') auflen gleichseitige Dreiecke errichtet, dann bilden deren
Mittelpunkte ein gleichseitiges Dreieck; in einem gleichseitigen Dreieck gilt U = H =1 =
S (vgl. Aufgabe und dieser Punkt wird Mittelpunkt genannt.

In der folgenden Abbildung gelte a = £(C, A, B), = £(A,B,C), v = £(B,C,A)
und die lateinischen Kleinbuchstaben bezeichnen Streckenldngen.

Beweisen Sie den Satz von Napoleon, indem Sie die folgenden Schritte durchfiihren:

s

(1) Zeigen Sie £ = ycos(Z), & = zcos(%) und
so =y’ + 2" — 2yzcos(a+ %).
(2) Leiten Sie aus (1) die Identitét
352 = b? + ¢ — becos(a) + V/3besin(a)

ab.
(3) Folgern Sie aus (2):

2 12, 2 -
52 _ @ +b0°+c —|—\/§abcsm(a).

@ 2 a

(4) Erkléren Sie, warum auch die Identitéaten

a’+ b + 2 + V3abe sin(8)

35 =

Sb 2 b )

382:a 24024 2 +\/—bsm(7)
¢ 2 c

gelten und wie daraus s, = s, = s, folgt.

Lésung. (1) Sei Mca der Mittelpunkt der Strecke (C,A). Dann ist das Dreieck
(A, Mca, My) rechtwinklig und somit gilt 2 = ycos(Z); es gilt £(My, A,C) = Z, weil
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M, der Inkreismittelpunkt des gleichseitigen Dreiecks iiber der Seite (C, A) ist. Die Iden-
titdt § = 2 cos() folgt analog. Der Kosinussatz im Dreieck (A, M., M,) gibt

sa =y’ + 2" — 2yzcos(a+ %)

Cc

(2) Weil cos(%) = 3 =sin(5) und cos(5) = & = sin(%), folgt y = f’ z= % und
3s2 = 3y* + 322 — 6yzcos(a + )

= b + ¢® — 2bc(cos(a) cos(E) — sin(a) sin(%))

=b* + ¢ — 2bc( cos(a)5 — sin(a )\/75)

= b 4 2 — becos(a) 4+ V3besin(a).

w3

(3) Der Kosinussatz im Dreieck (A, B, C) liefert
a® = b* + ¢ — 2bccos(a)
und zusammen mit (2) folgt die Behauptung.

(4) Die beiden angefiihrten Identitéten folgen analog zur Identitét (3) und der Sinussatz
impliziert, dass s, = s, = s.. (Weil das absolute Winkelmafl immer im Interval [0, 7] liegt
und der Sinus auf diesem Interval nicht-negativ ist, ist der Sinussatz auch giiltig, wenn
statt den Winkeln deren absolutes Winkelmafl als Argument des Sinus verwendet wird.)

Aufgabe 10.2. Sei (A, B,C) ein spitzwinkliges Dreieck, d.h. das absolute Winkelmafl
aller Innenwinkel ist kleiner als 7. Fagnano’s Problem besteht darin, Punkte X € (B, C),
€ (C,A) und Z € (A, B) zu finden, sodass
U(X,Y,Z) = d(X,Y) +d(Y, Z) + d(Z, X)
minimal ist. Es wird also ein dem Dreieck (A, B, C) eingeschriebenes Dreieck (X,Y, Z)
mit minimalem Umfang U(X,Y, Z) gesucht.

Lésen Sie Fagnano’s Problem, indem Sie die folgenden Schritte durchfiihren.

(1) Sei Xy (bzw. X3) der Bildpunkt von X unter der Spiegelung an der Geraden
g(A, B) (bzw. g(A, C)). Zeigen Sie, dass

UX,Y,Z) =d(X1,2)+d(Z,Y) + d(Y, Xs)

gilt.

(2) Zeigen Sei: Bei festgehaltenem X ist U(X,Y, Z) minimal, wenn Y und Z auf der
Geraden g(Xi, X3) liegen. In diesem Fall gilt U(X,Y, Z) = d(X;, X3). Hinweis:
Dreiecksungleichung.
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(3) Beweisen Sie, dass d(X;, A) = d(X,A) = d(X>, A) und
L(X1,A,Xy) =24L(B, A, C)

gilt. Dann sei a := (B, A, C).
(4) Schliefien Sie, dass £(X7, A, X3) konstant bleibt, wenn X variiert wird, und dass

d(Xy, X2) = 2d(A, X) sin(«)

gilt. Hinweis: Betrachten Sie das Dreieck (X, M, A), wobei M der Mittelpunkt
von (Xl,XQ) ist.

(5) Folgern Sie, dass U(X,Y,Z) = d(X;, X2) minimal ist, wenn X die Orthogonal-
projektion von A auf g(B, C) ist.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die Losung von Fagnano’s Problem das Dreieck der
Hohenfufipunkte ist.

Lésung. (1) Es gilt d(X,Z) = d(X1,Z) und d(X3,Y) = d(X,Y), weil Spiegelungen
Isometrien sind.

(2) Ist X fest, dann sind auch X; und X, fest. Nach (1) ist U(X,Y, Z) die Lange des
Polygonzuges (Xi, Z,Y, X5). Diese Linge ist minimal, wenn die vier Punkte X3, Z, Y
und X5 kollinear sind. Das folgt aus der Dreiecksungleichung: Im Allgemeinen gilt

d(X1,2)+d(Z,Y) +d(Y, Xs) > d(X3, X3)
und falls X;, Z, Y und X5 kollinear sind, haben wir
d(X1,Z) +d(Z,Y) +d(Y, Xz) = d( X3, X).
(3) Die Identitaten d(X;, A) = d(X, A) = d(Xs, A) folgen wie in (1), weil Spiegelungen
Isometrien sind. Es gilt
L(X1,A, Xy) = 4(X1,A,B)+ Z(B,A, X)+ L(X,A,C) + L(C, A, Xy).
Weiters gilt
L(X1,A,B)=4(B,A, X) und Z(X,AC)=Z(C A X,),
weil die Winkel durch Spiegelungen ineinander iibergehen. Es folgt
(X1, A, Xy) =2(4(B, A, X) + L(X,A,C)) =24(B, A, C).
Weil das Dreieck (A, B, C') spitzwinklig ist, gilt 24(B, A, C') < 7 und daher folgt
L(X1,A, Xy) =24(B, A, C).
(4) Bei Variation des Punktes X, bleibt natiirlich o und nach (3) somit auch

£(X1, A, Xy) unverdndert. Sei M der Mittelpunkt der Strecke (X7, Xs). Weil (X, X5, A)
gleichschenklig ist, ist (X, M, A) rechtwinklig und £(M, A, X;) = a. Daher folgt

(X, X)) d(X, X)
sin(er) = 2d(A, X;)  2d(A, X)

weil d(4, X;) = d(A, X).

(5) Nach (4) ist U(X,Y, Z) = d(X1, X3) minimal, wenn d(A, X') minimal ist. Und das
ist genau dann der Fall, wenn X die Orthogonalprojektion von A auf g(B,C') ist.
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Aufgabe 10.3. Sei (A, B, () ein gleichseitiges Dreieck. Die Gerade g durch die Mit-
telpunkte Mpc und Mea der Strecken (B,C') und (C, A) schneidet den Umbkreis von
(A, B,C) in den Punkten P und ). Verwenden Sie den Sehnensatz, um das Verhiltnis

d(Mca, Mpc)
d(MBC, P)

zu berechnen, wenn die Bezeichnungen P und @ so gewihlt sind, dass d(Mpc, P) <
d(Mpc, Q) gilt.

Lésung. Wenn a die Seitenldnge des gleichseitigen Dreiecks (A, B,C) ist und x :=
d(Mpc, P), dann gilt nach dem Sehnensatz (Theorem 22.4)

@ - e3)

1 . d(MCAaMBC) . a/2

Setzen wir

y  d(Mge,P) oz’

dann wird die Gleichung zu
l=yly+1) < y+y—1=0.
Die Losungen dieser Gleichung sind

 —1+45

Y+ 5

Weil y positiv ist, gilt y = ‘/52_1. Somit erhalten wir
d(Mca, M 1 5—1 14++/5
(Mca Bc):_:y+1:\/_ L1— \/_
d(Mpc, P) Y 2 2

Diese Aufgabe liefert ein einfaches Konstruktionsverfahren des goldenen Schnittes, das
vom amerikanischen Kiinstler G.P. Odom gefunden wurde.

Aufgabe 10.4. Ein Sehnenviereck ist ein Viereck (A, B, C, D) mit der Eigenschaft, dass
die Punkte A, B, C, D auf einem Kreis liegen und die Diagonalen (A, C') und (B, D) einen
Schnittpunkt haben. Zeigen Sie:

£(A,B,C)+ £(C,D,A) == = £(D, A, B) + £(B,C, D).

Hinweis: Peripheriewinkelsatz.

Lésung. Der Kreis, dem das Sehnenviereck (A, B, C, D) eingeschrieben ist, habe den Mit-
telpunkt O. Nach Theorem 21.2 und Korollar 21.3 gilt

2/(A,B,C) = Z(A,0,C) = 2/(A,D,C).

Die Bedingung, dass die Diagonalen (A, C') und (B, D) sich schneiden, impliziert, dass B
und D auf unterschiedlichen Seiten von g(A, C') liegen. Daher sind die Winkel Z(A, B, C)
und Z(A, D, C) verschieden orientiert und erfiillen Z(A, B,C) = Z(A,D,C) 4+ w (vgl.
Proposition 16.13). Somit folgt

w=/(A,B,C)— £(A,D,C) = (A, B,C) + Z(C, D, A),

und damit auch
m=4L(A,B,C)+ £(C,D, A).
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Die zweite Identitét folgt analog.

Aufgabe 10.5. Der Satz von Ptolemdus besagt, dass fiir ein Sehnenviereck (A, B, C, D)
stets

d(A,C)d(B, D) = d(A, B)d(C, D) + d(B, C)d(A, D) (6)

gilt. Beweisen Sie den Satz von Ptoleméus, indem Sie die folgenden Schritte durchfiihren:

(1) Sei a:= (D, A, B). Zeigen Sie die beiden Identitdten
e =a’>+d®—2adcosa, €*=b>+ 4 2bccosa.

(2) Folgern Sie

2 (ab + cd)(ac + bd)

B ad + bc
(3) Finden Sie eine analoge Formel fiir f2.
(4) Wie folgt daraus die Gleichung (6])?

Ldsung. (1) Die beiden Identitéten folgen aus dem Kosinussatz in den Dreiecken (D, A, B)
und (B, C, D), der Aufgabe [10.4] sowie der Beobachtung cos(m — a) = — cos a.

(2) Durch Elimination von cos « erhalten wir die Identitat

a?+ d? — e? B b2+ —e?

2ad 2bc
und &dquivalent dazu

e*(ad + be) = (a* + d*)be + (b? + ¢*)ad = (ab + cd)(ac + bd).

(3) Eine analoge Argumentation in den Dreiecken (A, B,C') und (C, D, A) liefert
f?(ab + cd) = (ad + be)(ac + bd).

(4) Somit gilt
5,9 (ab+cd)(ac+bd) (ad+ be)(ac+ bd) 9
_ . = bd
“f ad + be ab+ cd (ac+bd)

d.h. ef = ac + bd wie behauptet.

Aufgabe 10.6. Verwenden Sie den Satz von Ptoleméaus, um

(1) erneut die Aufgabe [9.4] zu lésen,
(2) die Seitenlidnge b des regelméfliigen Zehnecks in Abhéngigkeit des Radius r des

umschriebenen Kreises zu berechnen.
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Lésung. (1) Der Satz von Ptoleméus liefert d? = a® + ad, d.h.

ORCRE
1+2x/5_

(2) Der Satz von Ptolemaus liefert 2ra = 2bd, d.h.

1 2 V5 —1

r

a
- =T r =
d ¢ 1++5 2

Das Verhiltnis g ist also der goldene Schnitt ¢ =

b=r

11. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VOM 25. BIS 29. MAI

Aufgabe 11.1. Sei (A, B,C) ein nicht-degeneriertes, nicht-gleichseitiges Dreieck mit
Hohenschnittpunkt H und Umkreismittelpunkt U. Sei N der Mittelpunkt der Strecke
(H,U). Dann gilt: Die Hohenfupunkte P4, Pp, Pc, die Seitenmittelpunkte Q4, @5, Qc
und die Mittelpunkte R4, Rp, Rc der Strecken (H, A), (H,B), (H,C) liegen alle auf
einem Kreis mit Mittelpunkt V.

Zeigen Sie diese Aussage, indem Sie die folgenden Schritte durchfiihren:

(1) Sei h die zentrische Streckung mit Zentrum H und Streckfaktor 2. Warum bildet
h die Punkte R4, Rp, Rc auf die Punkte A, B, C' ab?

(2) Sei @ der Punkt auf dem Umbkreis & des Dreiecks (4, B, ('), der dem Punkt C
diametral gegeniiber liegt. Zeigen Sie, dass (A, Qf, B, H) ein Parallelogramm ist.

(3) Schlieen Sie, dass h(Q¢) = Qf gilt. Auf analoge Weise zeigt man h(Q4) € k und
h(QB) € k.

(4) Sei P/ der (neben C' zweite) Schnittpunkt des Umbkreises k& mit der Hohenli-
nie g(C, P¢). Zeigen Sie, dass Po der Mittelpunkt der Strecke (H, Pf) ist, d.h.

h(P¢) = P[. Auf analoge Weise zeigt man h(P4) € k und h(Pg) € k. (Wie kann
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man argumentieren, wenn P/, = C' gilt, d.h. wenn ¢(C, P¢) die Tangente an k in
C ist?)

(5) Verwenden Sie Proposition 20.5 um zu zeigen, dass die neun Punkte Py, Pg, Pc,
Qa, @B, Qc, R4, Rp, Rc auf einem Kreis mit Mittelpunkt N liegen.

Lésung. (1) Es gilt h(R4) = A, weil R4 der Mittelpunkt der Strecke (H, A) ist. Aus dem
gleichen Grund gilt h(Rp) = B und h(R¢) = C.

(2) Nach dem Satz von Thales ist Z(Q, B,C) ein rechter Winkel. Es folgt, dass
die beiden Geraden g(A, H) und g(Q, B) beide orthogonal zur Geraden g(B, C) sind.
Daher sind ¢g(A, H) und ¢(Q, B) parallel. Das Satz von Thales impliziert auch, dass
Z(C, A, Q) ein rechter Winkel ist. Es folgt analog, dass die Geraden g¢(A, Q) und
g(H, B) parallel sind. Somit ist (A4, Q, B, H) ein Parallelogramm (vgl. Korollar 6.9).

Wenn A, B und H kollinear sind, dann ist das Dreieck (A, B, C') rechtwinklig, sagen wir
in A, und H fallt mit A und Q mit B zusammen. In diesem Fall ist das Parallelogramm
(A, Qr, B, H) degeneriert.

(3) Weil (A,Qf, B, H) ein Parallelogramm ist, haben die Diagonalen (A, B) und
(Qr, H) den gleichen Mittelpunkt Q¢. Es folgt h(Qc) = Qf.

(4) Nach dem Satz von Thales ist Z(C, P}, Q) ein rechter Winkel. Somit sind die
Geraden ¢(A, B) und g(P}, Q}) parallel. Der Strahlensatz impliziert
AU PY) d(H.Qp)
d(H7PC) d(HuQC) .
Das bedeutet, dass h(Pc) = P/ gilt. Wenn das Dreieck (A, B, C) rechtwinklig in A ist,
gilt A= H = P = P, und h(P¢) = P/, ist ebenfalls richtig.

Wenn ¢(C, Pr) die Tangente an k in C' ist, dann ist g(C, Po) orthogonal zu g(Pf, Q)
und zu g(A, B). Somit sind ¢g(A, B) und g(P}, Q}) parallel, und man kann argumentieren
wie vorher.

(5) Proposition 20.5 liefert, dass die zentrische Streckung A~ den Umkreis & des Drei-
ecks (A, B, C) auf einen Kreis f mit Mittelpunkt A~ (U) abbildet. Der Streckfaktor von
h~!ist 3 und das Zentrum ist H. Folglich ist h~'(U) der Mittelpunkt N der Strecke
(H,U). Weil die neun Punkte h(Py4), h(Pg), h(Pc), h(Q4a), h(QB), h(Qc), h(Ra), h(Rg),
h(R¢) auf dem Kreis k liegen, liegen die Punkte P4, Pg, Po, Qa, @, Qc, Ra, Rp, Rc
auf dem Kreis f, dem sogenannten Feuerbachkreis oder Neunpunktekreis.

Aufgabe 11.2. Sei k ein Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r und sei [P, Q)] eine Sehne
von k. Zeigen Sie, dass in der Situation der Abbildung




(1) die beiden mit a bezeichneten Winkel das gleiche absolute Winkelmafl haben,
(2) d(P,Q) = 2rsin(«) gilt.

Lésung. (1) Nach dem Peripheriewinkelsatz gilt 24(P, X, Q) = £(P, O, Q). Das Dreieck
(P, 0, Q) ist gleichschenklig und daher gilt

7= £(P,0,Q) +24(Q, P,O).
Es folgt
Weil die Tangente an k in P orthogonal zu g(O, P) ist, folgt die Aussage.

(2) Wenn wir X so wihlen, dass O € [X, P] gilt, dann ist das Dreieck (P, X, Q)
rechtwinklig in ¢ (nach dem Satz von Thales). Es folgt sin(a) = d(];—;,Q) (vgl. Korollar
18.8).

Aufgabe 11.3. Es sei in R? der Kreis k& mit Mittelpunkt m und Radius 7 > 0 durch die
Kreisgleichung (z —m | z — m) = r? gegeben.

(1) Sei p ein Punkt auf dem Kreis k. Finden Sie die Normalvektordarstellung der
Tangente in p an den Kreis k.

(2) Sei m = (1,2) und r = 1. Finden Sie die Geradengleichung der Tangente in
p=1(2+ 2,4+ v?2) an den Kreis mit Mittelpunkt m und Radius 7.

Lésung. (1) Nach der Definition der Tangente in p, ist p — m ein Normalvektor der
Tangente in p. Die Normalvektordarstellung der Tangente in p ist also

{p—m|z—p)=0
(2) Der Punkt p liegt auf dem Kreis, denn

<p—m|p—m>=H%(\/§,\/§)

2
‘:1.

Die Normalvektordarstellung der Tangente ist
(LVENVD) | (2122) — 52+ V2A+V2)
& <%(\/§ V2) | (@12) - (1,2)) = {
o (3VEVD) | (@ m) - (1,2) =1
V2 V2

<~ 7(11—1)+7(ZL’2—2):1

~_—
I
=)

=4 $1+3§'2:3+\/§

Aufgabe 11.4. Es sei in R? der Kreis k& mit Mittelpunkt m und Radius 7 > 0 durch die
Kreisgleichung (x —m |  —m) = r? gegeben. Sei p € R?\ {m} ein beliebiger Punkt. Die
Gerade g mit der Geradengleichung (p — m | x — m) = r? heiit Polare von p bzgl. des

Kreises k.
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(1) Berechnen Sie die Normalvektordarstellung der Geraden g. Schlieflen Sie, dass
gLg(m,p) und dass im Fall p € k die Polare g die Tangente an k in p ist.

(2) Berechnen Sie den Abstand d(m, ¢g) und schlieen Sie, dass der Durchschnitt kN g
genau dann aus zwei verschiedenen Punkten besteht, wenn p im AuBeren des
Kreises k liegt.

(3) Wir nehmen nun an, dass p im AuBeren des Kreises k liegt. Sei z € kN g. Zeigen
Sie, dass die beiden Vektoren z—m und x—p orthogonal zueinander sind. Schlieflen
Sie, dass x der Berithrpunkt einer Tangente durch p an den Kreis k ist.

Lésung. (1) Um die Normalvektorform zu finden, formen wir die Geradengleichung von
g um:

2

p—m|lz—-—m)y=r" & (p—m|lz—m)—1"=0

s (p—mlx—m)—r

<p—m|x—m—r2ﬂ>zo

< (p—mlx—a)=0,

(3

wobei
a::m+7’2—p_m2.
lp —m|l

Dass g1 g(m,p) ist nun offensichtlich.

Wenn p € k, dann ist ||[p — m|| = r und folglich a = p. Die Polare g hat dann die
Normalvektorform (p —m | x — p) = 0 und ist also die Tangente an k in p.

(2) Es gilt

d(m, g) (p—m|m—a) Kp—m|—r’ =il r’
m’g = = = .
lp —ml| lp —m| |lp —ml|

Der Durchschnitt & N g besteht genau dann aus zwei Punkten, wenn d(m,g) < r (vgl.
Proposition 20.9). Nach der Formel fiir d(m, g) ist die Bedingung d(m, g) < r dquivalent
zur Bedingung r < ||p —m||, was genau dann der Fall ist, wenn p im Aufleren des Kreises
liegt.

(3) Wenn x im Durchschnitt k£ N g liegt, dann muss z die beiden Gleichungen
(x—m|z—m)=7> und {(p—m|x—m)=r?
erfiillen. Wenn wir die zweite Gleichung von der ersten abziehen, erhalten wir
O=(@-m|lz-—m)—(p-—m|z—m)=(x—p|lz—m),
d.h. die Vektoren x —m und = — p sind orthogonal.

Weil = € k und g(x,m)Lg(x,p), ist g(x,p) eine Tangente durch p an den Kreis k.

Aufgabe 11.5. Seip = (7,0). Bestimmen Sie die Geradengleichung der Tangenten durch

p an den Kreis £ mit Mittelpunkt m = (1,0) und Radius 2
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Losung. Die Polare von p bzgl. k hat die Normalvektorform

((6,0) | (z1,22) — (1,0)) =4 & 6z —1)=4 & a7=2.

Die Beriihrpunkte der gesuchten Tangenten erhalten wir, indem wir die Polare mit dem
Kreis schneiden. Die Kreisgleichung ist

(1'1 — 1)2 —|—$§ =4,
Die Beriihrpunkte miissen also

R R e R

erfiillen. Die beiden Beriihrpunkte sind also (5, +4+/2). Dann sind (2v/2, F1) Richtungs-

vektoren und folglich (1,42+v/2) Normalvektoren der entsprechenden Tangenten durch
p = (7,0). Die Tangenten haben also die Geradengleichung

(1, £2V2) | (z1,22) — (7,0)) =0 & x1 —T+2V22, =0
& 1 E2V2, =T,

Aufgabe 11.6. In der Situation von Aufgabe soll der Punkt p € R?\ {m} jetzt im
Inneren des Kreises k liegen. Sei h eine Sekante durch p mit m ¢ h. Sei v ein Richtungs-
vektor und n ein Normalvektor von h. Sei [a1, as] C h die entsprechende Sehne.

(1) Berechnen Sie den Skalar s € R (in Abhéngigkeit von r, m und p), sodass der
Punkt x = m + sn auf der Polaren g von p bzgl. des Kreises k liegt.

(2) Zeigen Sie, dass der Punkt = auf den beiden Tangenten an k in den Punkten a;
und ay liegt. Hinweis: Verwenden Sie (1) und die Geradengleichung der Tangenten.

(3) Schlieflen Sie, dass die Polare g die Menge der Schnittpunkte der beiden Tangenten
an k in den Endpunkten aller Sehnen durch p ist, die m nicht enthalten.

Lésung. (1) Weil & = m + sn auf der Polaren g liegt, gilt

2
2 7/.

2
= § = —m———.
(p—m|n)

(p—m|m+sn—m)y=r" & sp—m|n)=r

Weil m & h, ist (p —m | n) # 0.

(2) Der Punkt a; hat die Gestalt a; = p+t;v fiir ein t; € R, i = 1, 2. Die Gleichung der
Tangente in a; an k ist
{a; —m | & —m) =’
Fiir a; = p+ t;v und * = m + sn gilt (dank (v | n) = 0)
{a;—m |z —m)=(p+tw—m|sn)=sp—m]|n)=r’
nach (1).
(3) Nach (1) und (2) liegen besagte Schnittpunkte auf der Polaren g. Ist umgekehrt y

ein beliebiger Punkt auf g, dann kénnen wir die Sekante durch p mit Normalvektor y —m
betrachten. Dann muss y mit dem Punkt x aus (1) iibereinstimmen.

Aufgabe 11.7. Sei A € R\ {1} und a # b € R?. Der Kreis des Apollonios ist die
Menge A aller Punkte z € R?, die

d(a,x) = Ad(x,b)
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erfiillen. Zeigen Sie, dass es sich dabei tatsédchlich um einen Kreis handelt und bestimmen
Sie Mittelpunkt und Radius in Abhéngigkeit von A, a und b.

Losung. Es gilt € A genau dann, wenn
d(a,r) = \d(x,b) & (z—alxz—a)= {z—b|x—0)
& 2l = 2{a] 2) + [la* = XN*(=]* — 2(b | =) + [1b]]*)
& (1=M)zl* —2(a = X | 2) + [lal|* = A*[[o]* =0
( )\2b|x) la — A%b)||?
& (=2l - y la =200

— )2 (1—A2)2
e 22 o =0
2 2
I e i =
wobei
R= L (el + NI — 22%a | B) — all + X252 4+ 2]l — X ]2)
= 2l = 2(a ) + 012)
= X a2
Es folgt
A={r € R cd(r, (o~ W) = |1——AX"|HG 0|}

Der Mittelpunkt des Kreises A ist =5 (a — A*b) und der Radius ist T A2| la —b]|.

Bemerkung: Wenn A\ = 1, dann ist A die Streckensymmetrale von a und b.

12. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VOM 1. BIS 5. JUNI

Aufgabe 12.1. Berechnen Sie die folgenden Matrixprodukte:
1

2 01

(20 (2 5)-
L <o —10 9)
0 -1 2) "
5
( bi by 3):

(CLl a9 CL3) bg =

bs

~N = O
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1 0
;)(1)_115 1 -1 (—1—20 1)_
2 3 0 -3 1 =3)"
02 1 3/\, ]
Lésung.

(2 01) _1432 :(855)
-3 5 4)\ o 1 -2 2

01 4 -1 2
10 (2 __110 g>_ 0 —-10 9
7 5 20 =75 73
a1 a1b1 a162 a1b3
a9 (b1 b2 b3) = agbl a2b2 a2b3
as CL3b1 a3b2 a3b3
by
(al a G3) by | = (alb1 + agby + a3b3)
bs
1 0
?1)(1)_11(1) 1 -1 (—1—20 1)
2 3 0 -3 1 -3
02 1 3 0 1
10 -1 1 -1 =2 0 1
-1 1 -1 4
(3L DOy 35 7
02 1 3

1 8 =2 5
=|-6 —-18 2 0
-4 =20 4 =8

Aufgabe 12.2. Bestimmen Sie die lineare Abbildung f : R* — R?, die
1 —4
f (_21) 2] wd ¢ (_35) —{ o
3 5)
.. . 9
erfiillt. Berechnen Sie f (_2).

Lésung. Seinen e; und ey die Einheitsvektoren in R?%. Dann sind f(e;) und f(ep) die
Spalten der Matrix 3 x 2 Matrix A, fiir welche f(z) = fa(z) = Az gilt (vgl. Theorem
26.6). Nun gilt

2500 - o) = fi2er ~ex) = £ %)) = é
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und

—4
_5f(€1) + 3f(62) = f(—561 + 362) = f <—35) = g
Es folgt
1 —4 —1
fler) = 32f(e1) — flea)) + (—=5f(er) +3f(ex)) =3 2|+ 0 | = 6
3 5 14
Und weiters
-1 1 -3
flea)=216 | —[2] =110
14 3 25

Somit gilt
-1 -3
f(“’l): 6 10 (xl) fiir alle <“’1>6R2,
2 14 25) \"2 2

und insbesondere
-1 -3 -3
()= (6 w) () - (6
14 25 76

Aufgabe 12.3. Sind die folgenden Teilmengen lineare Teilrdume des reellen Vektorraums
R3? Begriinden Sie!

1= {(z1, 22, 73) € R : 71 = 0}

2 {( ) S Rg X193 = 0}

3 {( )€R3:$1+x2+$3:0}.

4 = {(371,1}2,.%3) € R3 LTy = 1}

5 {( )€R32$2:$3:O}.

6 = {( )y eR3:z; >0}

7 ={(x, 29, 23) €ER®: 3t, s € R: (2,29, 23) = t(1,-3,5) +5(2,0,—-3)}.

NN N N N~
~N O O = W N —
~_— N

Lisung. (1) Ay = ker f1, wobei f; die lineare Abbildung f; : R — R, (zy, %9, x3) > 71
ist. Es folgt, dass A; ein linearer Teilraum ist (vgl. Lemma 27.3).

(2) Ay ist kein linearer Teilraum: (1,1,0) € Ay und (0,1,1) € A, aber (1,1,0) +
(07 17 1) = (17 27 1) ¢ A2~

(3) As ist ein linearer Teilraum, denn As ist der Kern der linearen Abbildung f3 : R® —
R, (iCl,.I’Q, Ll'g) = 1+ X9 + x3.

(4) Ay ist kein linearer Teilraum, denn (0,0,0) & Ay.

(5) As ist ein linearer Teilraum, weil A5 der Kern der linearen Abbildung f5 : R? — R?,
(1,22, x3) +— (x9,x3) ist. Alternativ: As ist der Durchschnitt der linearen Teilrdume
{z € R®: z; = 0} und {z € R®: 23 = 0}. Nach Korollar 27.2 ist also Aj ein linearer
Teilraum.

(6) Ag ist kein linearer Teilraum, weil (1,0,0) € Ag aber (—1)(1,0,0) = (—1,0,0) & As.
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(7) A7 ist ein linearer Teilraum, weil A; das Bild der linearen Abbildung f; : R? — R3,
(t,s) —t(1,-3,5) + s(2,0,—3) ist (vgl. Lemma 27.6).

Aufgabe 12.4. Sei V ein reeller Vektorraum und U, W C V lineare Teilrdume.

(1) Zeigen Sie, dass U + W :={u+w :u € U, w € W} ein linearer Teilraum von V'
ist.

(2) Sei V :=R3 und U := span(e; + e, e5). Finden Sie einen Vektor w; € R3, sodass
mit W, := span(w;) die Identitéit U + W; = R? gilt, und einen Vektor w, € R3,
sodass mit Wy := span(ws) die Identitit U + Wy = R3 nicht gilt.

Losung. (1) Es gilt natiirlich 0 € U + W (weil 0 € U, 0 € W und 0 = 0 + 0). Seien
w1 + wi, us +wy € U+ W. Dann ist

(up + wq) + (ug + wa) = (ug + ug) + (wy +wy) € U+ W,
weil uy + ug € U und wy + wy € W. Wenn A\ € R, dann folgt
/\(Ul +7JJ1) = >\U1 + >\U)1 < U+ W,

denn A\u; € U und A\w; € W.

(2) Fiir wy gentigt es einen Vektor zu wéhlen, der zusammen mit

1 0
e1+e =11 und ey = |1
0 0
linear unabhéngig ist, also z.B.
0
w;:=e3= 10
1

Dann bilden die drei Vektoren eine Basis von R? und es folgt U + W; = R3.

Fiir wy miissen wir einen Vektor wéhlen, der in U liegt, z.B. ws := €;. Dann ist Wy C U
und daher U + Wy = U # R3? (2.B. liegt e3 nicht in U).

Aufgabe 12.5. Uberpriifen Sie, ob die folgenden Vektoren linear unabhéingig sind:
0

1] eR
0

6
8
1

(2) (¢ <‘Sm0‘ € R? fiir a € R.

COs &
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Lésung. (1) Seien A1, Ay, A3 € R so, dass

1 6 0
M2 +X[8]+X|1] =0
3 1 0
Es miissen also die folgenden drei Gleichungen erfiillt sein:
)\1 + 6)\2 — O,
—2X\1 + 8 + A3 =0,
3\ + A2 = 0.

Die erste und die dritte Gleichung implizieren leicht A\; = Ay = 0, und nach der zweiten
Gleichung muss dann auch A3 = 0 gelten. Die drei Vektoren sind also linear unabhéngig.

Alternativ kann man die Matrix, deren Spalten die drei Vektoren sind, durch elementare
Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen:

1 6 0 1 6 0 1 6 O
-2 8 1]l ~10 20 1|~ (0 20 1
3 10 0 —-17 0 0 0 17

Der Rang der Matrix ist also 3 und nach der Dimensionsformel (vgl. Theorem 28.17) hat
ihr Kern die Dimension 3 — 3 = 0. Die drei Vektoren sind also linear unabhéngig.

(2) Seien Aj, A2 € R so, dass
\ (cgsa) o (— sma) 0,
sin o cos a

Alcosa — Agsina = 0, (7)
Arsina + Agcosa = 0. (8)

oder dquivalent dazu

Nehmen wir zunéchst an, dass cosa # 0 und sina # 0. Wir kénnen dann die erste
Gleichung mit cos a, die zweite mit sin & multiplizieren:

A cos?a — Agsinacosa = 0,
Ap sin? a + Ay sinacosa = 0.

Addition der beiden Gleichung ergibt A;(cos?a + sin? @) = A\; = 0 und dann resultiert
auch Ay = 0.

Wenn cosa = 0, folgt sina = 1. Dann impliziert (7)), dass Ay = 0, und mit folgt
A =0.

Wenn sin o = 0, folgt cos @ = £1 und man sieht analog, dass A\; = Ay = 0.

Fiir alle @ € R, muss also \; = Ay = 0 gelten, d.h. die beiden Vektoren sind linear
unabhéngig.

Alternativ kann man die Determinante der Matrix
cosa —sina
sina  cos«
berechnen. Die Determinante ist immer 1; daher sind die beiden Vektoren immer linear

unabhéngig.
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(3) Wir bringen die Matrix, deren Spalten die drei Vektoren sind, durch elementare
Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform:

9 —4 1 1 5 1 1 5 1

1 5 1 9 —4 1 0 41 10

o 7 o7 lo 7 ol lo 7 o

1 0 -1 1 0 -1 0 5 0
1 5 1 1 5 1
0 41 10 0 41 10
o o 7|7 o o 70
0 0 50 0 0 0

Der Rang ist 3 und die Dimension des Kernes ist 3 — 3 = 0. Die drei Vektoren sind also
linear unabhéngig.

Aufgabe 12.6. Sci P,, die Menge aller Polynome ag+ a2 + asx? + - - - + a,2™ mit reellen
Koeffizienten aq, a4, ..., a, vom Grad < n.
(1) Zeigen Sie, dass P, mit der Addition
(ap + a1z + - -+ apx™) + (bg + b1z + - - - + bpa™)
= (ag + bo) + (a1 + b))z + -+ + (a, + b,)z"
und der Skalarmultiplikation
Mag + a1z + -+ + a,x") = Aag + Aagx + - - - + Az

ein Vektorraum fiiber R ist.

(2) Konnen Sie ein Basis von P,, angeben?

(3) Sind die Polynome z(z — 1), x(z — 1) und #* — x in P; linear unabhéngig?

(4) Bilden die Polynome der Gestalt ax?+bx”, wobei a,b € R, einen linearen Teilraum
von 7)13?

Lisung. (1) Wir kénnen jedes Polynom ag + a1x + asz® + -+ + a,2" mit dem n + 1
Tupel (ag, a1, ..., a,) identifizieren. Dann entspricht P,, mit der angebenen Addition und
Skalarmultiplikation genau dem reellen Vektorraum R,

(2) Verméoge der Identifikation in (1) entspricht die Standardbasis (e, . . ., €,41) in R*
dem Tupel B := (1,z,...,2"), welches also eine Basis von P, ist. Dann ist

o R"™ =P, (ag,ai,...,a,) = ag + a1 + - - + a,z",
der kanonische Basisisomorphismus.
(3) Es gilt
r(r -1 =222+ 2 =12 —2) - 2(2® — 1) = 1(2® — 2) — 2(x(x — 1)),
d.h. die drei Polynome sind linear abhéngig.
(4) U := {ax® + bx" : a,b € R} = span(z?,z7) bilden einen Teilraum von Pi3, denn

offensichtlich gilt 22, 27 € P;s.

Aufgabe 12.7. (1) Charakterisieren Sie, fiir welche a,b € R die beiden Vektoren

(i) und (11)) linear unabhingig in R? sind.
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(2) Finden Sie alle € R, fiir die die drei Vektoren

T 1 0
1l,lxz|,[1
0 1 T

linear unabhingig in R? sind.

Lésung. (1) Die beiden Vektoren sind genau dann linear abhéngig, wenn fiir ein A € R

(o) =2 ()

gilt. Existiert so ein A\, dann muss A = 1 und folglich @ = b sein. Umgekehrt sind in
diesem Fall die beiden Vektoren trivialerweise linear abhéngig. Die beiden Vektoren sind
also genau dann linear unabhéngig, wenn a # b gilt.

Alternativ berechnet man die Determinante der Matrix

(o)

Die Determinante b — a ist genau dann Null, wenn a = b.

(2) Wenn z = 0, dann sind die Vektoren offensichtlich linear abhéngig (der erste und
der dritte Vektor sind gleich). Nehmen wir nun an, dass z # 0 und Ay, Ay, A3 € R so sind,
dass

x 1 0
)\1 1 + /\2 i -+ )\3 1 = 0,
0 1
oder dquivalent dazu
I‘)\l + )\2 == O,
>\1+5L‘)\2+>\3 :Oa
)\2 + ZL‘)\3 =0.

Ziehen wir die dritte von der ersten Gleichung ab, finden wir
(A — A3) =0,

d.h. Ay = A3, weil x # 0. Die zweite Gleichung liefert dann
2M + a9 = 0.

Weil Ay = —z\; (erste Gleichung), folgt
M(2 —2%) =0.

Falls 2% # 2, folgt A\; = Xy = A3 = 0. Zusammenfassend haben wir also gezeigt: wenn
x # 0 und 22 # 2, dann sind die Vektoren linear unabhéngig.

Umgekehrt sehen wir, dass

NG) 1 0
1| —(v2]|+21]=0
0 1 V2
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und

—V2 1 0
1|+ =2 +2( 1 | =0
0 1 —V/2

e[S

Die drei Vektoren sind also genau dann linear unabhingig, wenn 2 € R\ {0, £v/2}.

Auch hier kann man die Determinante verwenden oder durch elementare Zeilenumfor-
mungen auf Zeilenstufenform bringen:

z 1 0 T 1 0 T 1 0 T 1 0
1z 1|2 (01-22 —2]~[0 1 2]~[0 1 =
01 =z 0 1 x 0 1—2%2 —x 0 2—2%2 0

xz#le() z 1 0

101 2] ~[0 1 =z

01 0 00 —=z

Es folgt, dass fiir z € R\ {0, £v/2} die Vektoren linear unabhingig sind. Wenn z = 0,
sicht man gleich, dass die erste Matrix nur Rang 2 hat. Wenn z # 0 aber 22 = 2, dann
hat die vierte Matrix nur Rang 2. Somit gilt: Die drei Vektoren sind genau dann linear
unabhiingig, wenn x € R\ {0, £v/2}.

Aufgabe 12.8. Seien die Vektoren vy, vs,...,v, linear unabhingig im reellen Vektor-
raum V. Sei w € V.

(1) Zeigen Sie: Wenn die Vektoren vy + w, vy + w, ..., v, + w linear abhéngig sind,
dann gilt w € span(vy, vg, ..., vy,).
(2) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass die Umkehrung nicht gilt.

Lésung. (1) Angenommen die Vektoren vy + w, vy + w, ..., v, + w sind linear abhéngig.
Dann gibt es Skalare A, Ao, ..., A\, € R, nicht alle 0, sodass

)\1(’01 +w)+)\2(vg+w) + +)\n(Un+U)> =0.

Es folgt
AMop+ Avg 4+ Ao, = —(A Ao+ A)w.

Nun gilt, dass A\; + Ay + - -+ + A, # 0, denn sonst wiirde die lineare Unhéngigkeit von
vy, ...,0, implizieren, dass alle A\; Null sind. Das bedeutet, die Gleichung kann durch
—(AM + Ay + -+ A, dividiert werden und man sieht, dass w € span(vy, vg, ..., vy).

(2) Man kann z.B. einfach w = 0 setzen. Oder:

Sei v # 0; dann ist {v} linear unabhéngig und w := v € span(v). Dann gilt v + w =
2v # 0 und {v + w} ist also linear unabhéngig.

Konkreter: Die Einheitsvektoren e; und ey in R? sind linear unabhiingig. Weiters gilt
natiirlich e; € span(ey, es) und e; + e; und e; + ey sind ebenfalls linear unabhéngig.
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13. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VOM &. BIS 12. JUNI

Aufgabe 13.1. Bestimmen Sie den Rang und Parameterdarstellungen des Kerns und
des Bildes der Matrix

1 3 -1 2
0 11 -5 3
A:2—531
4 1 1 5

Losung. Wir bringen die Matrix durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte
Zeilenstufenform:

1 3 -1 2 1 3 -1 2 1 3 -1 2
0 11 -5 3| (0 11 -5 3| (011 -5 3
2 =5 3 1 0 —11 5 -3 00 0 0
41 1 5 0 -1 5 -3 00 0 0
13 -1 2 10 & £

5 3 5 3

00 0 0 00 0 0

00 0 0 00 0 0

Somit gilt rank(A) = 2 und dim ker(A) =4 — 2 = 2. Eine Basis des Kerns von A ist

—4 —13
5 -3
63—%61—1‘%62:% THE 64—}—?61—%62:%1 o |
0 11
und folglich ist ¢ : R? — ker(A) mit
—4 —13 —4ty — 13t,
AN 3| | s5t.—3t
8 (t2> Shiln TR0 [T um
11 1124

eine Parameterdarstellung von ker(A). Das Bild von A ist

1 3 1 3
. 0 11 0 11
1m(A):span( N ) :{t1 9 + 19 5 :tl,tQER}.
4 1 4 1
Aufgabe 13.2. Es seien die Matrizen

2 1 2 0o 1 1
A=10 3 -1 und B=[1 -2 0
4 1 1 -1 0 -1

gegeben. Berechnen Sie die inverse Matrix A=! und 16sen Sie die Gleichung AX = B.
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Lésung.

21 2[100 2 1 2|1 00 2 1 21 00
03 -1/010]~|03 =10 10]~{01 —£]0 %0
41 11]00 1 0 -1 —=3|—2 0 1 0 -1 —3|-2 01
21 21 00 2 1 21 0 0
~101 —4 Lol~flo1 -tlo L1 o0
10 1 3 1 3
00 -2 11 00 1] L& -2
7 1 2 1 7
MOl_gggl 03M010§E1_?
00 115 -1 —1 0015 —% —1
1 1 7
100—15—32—02—01
R U R
Somit gilt
—4 -1 7
Al=X4 6 -2
12 -2 —6

Die Losung von AX = B ist

—4 -1 7 0 1 1 -8 =2 -11
X:A”B:% 4 6 -2 1 -2 0 :% 8 -8 6
12 -2 -6 -1 0 -1 4 16 18
Aufgabe 13.3. Fiir welche A € R ist die Matrix

A0
A:

OO >
O > =
> = O
_ o O O

invertierbar? Berechnen Sie fiir solche A die inverse Matrix A~!. Hinweis: Verwenden
Sie das Verfahren zur Matrixinversion und achten Sie darauf, fiir welche A die einzelnen
Schritte zuléssig sind.

Lésung. Wenn A\ = 0, dann ist A = I, invertierbar mit A~! = I,. Wir nehmen nun an,
dass A # 0.

1 A0 0[1000 I A 00[1 000
A1 00[01 00| [01=X300-X\100
0A10[0010 0 A 1000 010
00 A 1/0001 0 0 X1/0 001
1A00[ 1 0 00 1 A0 0] 1 0 00
A
Aifl0100—1_—AAQIjAQOOM0100—1A_A2 1_&;00
0Ax10 0 0 10 0010 25 —25 10
00X1 0 0 01 00 X1 0 0 01



1000 25 —2 00 1000 7 -2 0 0
1 A
0010 25 —25 10 0010 - 10
A3 A2
00 X1 0 0 01 000 1|—75 5 —A1
Falls A2 # 1 ist A also invertierbar mit
1 A
=3 L2 0 0
A = Y 0 0
-2 e 1 0
8 A2 -\ 1

Wenn A2 = 1 dann ist die zweite Zeile der zweiten Matrix gleich (0,0,0,0 — A, 1,0,0).
Das bedeutet, dass rank(A) < 4 und somit ist A nicht invertierbar.

Aufgabe 13.4. Zeigen Sie Lemma 29.4: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) Das inhomogene lineare Gleichungssystem Ax = b besitzt Losungen.
(2) b€ im(A).
(3) rank(A) = rank(A | b).

Losung. (1) < (2) Es gilt b € im(A) genau dann, wenn es ein x € R™ mit Az = b gibt.

(2) = (3) Die Bedingung b € im(A) impliziert im(A | b) = im(A), denn wenn ay, . .., a,
die Spalten von A sind, dann gilt

im(A) = span(ay, ..., a,) = span(ay, ..., a,,b) =im(A | b).
Es folgt rank(A) = dimim(A) = dimim(A | b) = rank(A | b).

(3) = (2) Klarerweise gilt im(A) C im(A | b). Wenn diese beiden linearen Teilrdume
von R™ die gleiche Dimension haben, dann sind sie gleich (vgl. Korollar 28.15). Insbe-
sondere gilt b € im(A).

Aufgabe 13.5. Bestimmen Sie alle Losungen des Gleichungssystems

31’1—21‘2—{—2734—21'4:1,
Ty + Ty — Ty — T4 = —2,
2$1—$2+35L’3:4.

Lésung. Die Koeffizientenmatrix ist

3 =2 1 2
A=|1 1 -1 -1
2 -1 3 0

und die erweiterte Koeflizientenmatrix ist

3 =2 1 2 1
Alp=[1 1 -1 -1 -2
2 -1 3 0 4
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Dann gilt:

3 -2 1 2 1 3 -2 1 2 1 3 -2 1 2 1
1 1 -1 -1 2]~ |0 -5 4 5 7 |~[0 -5 4 5 7
2 -1 3 0 4 0 -1 -7 4 —10 0 0 39 —15 57
15 =10 5 10 5 15 0 =3 0 -9
~(0 10 -8 —10 —14|~ |0 10 -8 —10 —14
0 0 39 —15 57 0 0 39 —15 57
50 -1 0 -3 656 0 0 —5 —20 100 —35 —13
~ |05 -4 -5 7]~ [0 65 0 -8 —15]~ |0 10 - -2
00 13 —5 19 0 0 13 —5 19 00 1 —5 19
13 13
Somit ist
—4
4 3 19 1| 3
—1361 — 1362 T ;363 = 13 19
0

eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems Az = b und
1
3 1
17 17
span(es + 1561 + 15¢2 + xe3) = span ( 13 > = span ( . )
13
1 13

die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems Ax = 0. Die Losungsmenge von
Ax = b ist also

4 1
-3 17

1 .

(Sl +t] 5] ter}
0 13

Aufgabe 13.6. (1) Bestimmen Sie Parameterdarstellungen des Kerns und des Bildes
der linearen Abbildung f : R?® — R3 mit

T T1 — To + T3
f T2 = —3.’171 + 4.1'3
xT3 41’1 — X9 — 31‘3

(2) Bestimmen Sie die Umkehrabbildung der linearen Abbildung g : R?* — R3 mit

T 3£L'1 — Z9 + 51‘3
gla | = —21+ 222+ 73
T3 —2x1 + 4w + 323

Losung. (1) Es gilt f(z) = Az mit

1 -1 1
A=(-3 0 4
4 -1 =3
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Weiters gilt

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 10 —3
-3 0 4 ]~[0 -3 7]~|0-37]~]01 -1
4 -1 -3 0o 3 -7 0 0 O 00 0
Somit ist
; 1 —1
R? — im(f), <1>|—>t1 3|+t 0
)
4 -1
eine Parameterdarstellung des Bildes von f und
4
R — ker(f), t—t |7
3
eine Parameterdarstellung des Kerns von f.
(2) Es gilt g(z) = Bx mit
3 —-15
B=1-1 2 1
-2 4 3
Wir berechnen die Inverse von B:
3 -1 5|1 00 3 -1 5|1 00 3 -1 5|1 0 0
-1 2 1{01 0]~ O 5 8|1 30]~|[0 5 8|1 3 0
-2 4 3|0 0 1 0 10 1912 0 3 0 0 3|0 —6 3
15 0 33(6 3 0 5 0 11(2 1 0
~1 0 5 81 3 0]~ 05 8|1 3 0
0 0 3|0 —6 3 00 10 =21
50 02 23 —11 1002 2 U
M050119—8«»01()%Q_§
00 1]0 =2 1 00 1[0 —2 1
Die Umgekehrabbildung ¢! : R® — R? ist daher
T 2551 + 2333’2 — 11%’3
T2 r—>% 1 + 1925 — 873
T3 —10x4 + 23
Aufgabe 13.7. Beschreiben Sie
(1) den affinen Teilraum
1 4 5
H:=12 +Spa11( —1],(2 )
3 0 7

von R3 als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems,
(2) die Menge L := {z € R®: x1 + 3x9 — 1123 = 4} durch eine Parameterdarstellung.
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Lésung. (1) Wir betrachten die Matrix

4 5
-1 2
0o 7
und bringen sie durch elementare Spaltenumformungen auf reduzierte Spaltenstufenform:
4 5 4 0 4 0 4 0 1 0
-1 2)l~-1 -3 ~[-1 1}]~10 1]~1]10 1
28 28 28 7 28
0o 7 0 —28 0 = 55 5 13

Dadurch bleibt das Bild der Matrix erhalten (vgl. Lemma 29.7). Dieses Bild ist der
Losungsraum der linearen Gleichung

_ T 28
1341~ 13

Durch Einsetzen des Punktes (1,2, 3) erhalten wir

ZE2+1’3:O.

Die gesuchte Gleichung ist also

—1—731’1 — %ZL’Q + T3 = —%
oder dquivalent dazu

7[151 + 281’2 - ].3(133 = 24.

Das heifit H = {z € R®: Txy + 2875 — 13723 = 24}.

(2) Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

(1 3 —11 4)
und sie ist schon in reduzierter Zeilenstufenform. Somit ist
4
0
0
eine spezielle Losung und
-3 11
eo—3e1=1 1], e3s+1leg=1 0
0 1

eine Basis fiir den Losungsraum der homogenen Gleichung. Eine Parameterdarstellung
des Losungsraums der inhomogenen Gleichung ist also

4 -3 11
L=10 +span( 11,10 )
0 0 1

Aufgabe 13.8. Fiir welche a, b, c € R ist das Gleichungssystem
1 — To +4x3 =a
201 +3x9 — Dx3 =0
1 +4x9 — 923 =

l6sbar? Bestimmen Sie in diesem Fall eine Parameterdarstellung des Losungsraums.
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Losung. Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

1 -1 4 a
2 3 =50
1 4 -9 ¢
Durch elementare Zeilenumformungen erhalten wir
1 -1 4 a 1 -1 4 a 1 -1 4 a
2 3 -5 b]l~|[0 5 —-13 b—2a]~1[0 5 —-13 b—2a
1 4 -9 ¢ 0 5 —13 c—a 0 O 0 c—b+a

Das inhomogenen Gleichungssystem ist nur dann l6sbar, wenn ¢ — b+ a = 0. In diesem
Fall gilt weiter

1 -1 4 a 1 -1 4 a 10 I £(b+3a)
0 5 —13 b—2a]|~ |0 1 -8 2b—-2a)|~]0 1 - Lb—20a)
0 0 0 0 0O 0 0 0 00 0 0
Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist somit
b+ 3a -7
1
z(b—2a +span< 13 )
0 5
14. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VOM 15. BIS 19. JUNI
Aufgabe 14.1. Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrizen:
1 1 -2 4 0 01 3 1 -1 1 -1
0 1 1 3 -1 1 20 2 0 2 0
A_2—110’B_3157’C_3—201’
3 1 2 5 4 1 2 0 0 5 7 =2
4 -1 1 1 11 2 0 0 010
D=2 0 1|, E=\|124), F=|(7 10 0], G=12 0 3
1 5 7 1 39 55 —&8 15 040
Lésung.
1 1 -2 4 1 1 -2 4 11 -2 4
0 1 1 3 0 1 1 3 01 1 3
det A = det 9 _1 1 0 = det 0 -3 5 -8 = det 00 8 1
3 1 2 5 0o -2 8 -7 00 10 -1
11 -2 4
01 1 3
= det 00 8 1 = —18.
00 O —%
_01 (1) ; g -1 10 -1 1 2
det B = det =det| 3 1 7] —-3det| 3 1 5
3157 4 10 4 1 2
4 1 2 0
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1 -1 1 2
:—7det<4 )—3det 0 4 11

1 0 5 10
=—7(—1—4) —3(—1)(40 — 55) = —10
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
2 0 2 0 0 2 0 2 0 1 0 1
det C = det 3 9.0 1 = det 0 1 -3 4 = 2det 0 1 -3 4
0O 5 7 =2 0 5 7T =2 0 5 7T =2
1 -1 1 -1
0 1 0 1
= 2det 0 0 -3 3 =0.
0 0 7T =7
4 -1 1 1 5 7 1 5 7
detD=det |2 0 1] =—det|{2 0 1| =—det|0 —-10 -—-13
1 5 7 4 -1 1 0 —21 -—-27
1 5 7
=—det {0 —10 -13 ——dt<__110 __113)—3
0o -1 -1
1 1 1 11 1 11
det E=det|1 2 =det {0 1 3] =det|0 1 3| =2
1 3 0 2 8 0 0 2
2
det F'=det | 7

=0, weil rank(G) < 3.

5
0
det G =det [ 2
0

Aufgabe 14.2. Berechnen Sie die Determinante der n x n Matrix

Oo0 --- 01
Oo0 --- 10
Ay =(ag)=1|: + .
o1 --- 00
1 0 --- 00

mit a;; = 1 wenn ¢ + j = n + 1 und a;; = 0 andernfalls.

Losung. Die Matrix A,, kann durch Zeilenvertauschungen in die Einheitsmatrix I,, ver-
wandelt werden: die erste Zeile wird mit der letzten Zeile vertauscht, die zweite Zeile mit
der vorletzten, usw. Dafiir sind | %] Zeilenvertauschungen nétig. Daher gilt

n

det A, = (—1)12) det I,, = (~1)!2/,

Alternativ kann man z.B. nach der ersten Spalte entwickeln:

det A, = (—=1)"*' det A,_;.
64



Durch Rekursion folgt
det A, = (=1)" D det A,y = (=1)FD+=D et 4,4

= o= (=)D g 4

= (1)t 48 (_1)7("“)2(”“)—3 _ (_1)7(”‘”2(”“)‘

(n—1)(n+4)

Um zu sehen, dass (—1)" 2 = (_1)L§J fiir alle natiirlichen n > 1 gilt, geniigt es
zu zeigen, dass die Exponenten entweder beide gerade oder beide ungerade sind. Wenn
n = 2k gerade ist, dann sind

-1 4
(n )2(7” ) (h—1)(k+2) und 2] =k
genau dann gerade wenn k gerade ist. Wenn n = 2k + 1 ungerade ist, dann sind
—1 4
(n )2("+ ) _k2k+5) wnd (2] =k

genau dann gerade wenn k gerade ist.

Aufgabe 14.3. Beweisen Sie die Regel von Sarrus:

ailr a2 ais
det 21 A29 A23
azyp asz as3

= (11022033 + Q12023031 + G13021032 — G31022013 — (32023011 — A33021G12-

Losung. Wir entwickeln nach der ersten Spalte:

11 Qa2 Q13
det 21 Q929 a23
a31 dazz 33

Q22 QA2 a2 a1 a2 a1
= Qi1 det 3) — 921 det 3 + asy det 3
a2 @33 agz 433 Qo2 A23
= 011(6122@33 - CL23Cl3,2) — Q21 (a12a33 - a13a32) + as; (a12a23 - Cl130l22)

= Q11022033 + A13A21A32 + G12G23031 — G11G32023 — (33021012 — A31022013.

Aufgabe 14.4. Zeigen Sie:

det (161 g) =det A - det B.

Hierbei ist A = (a;;) eine p x p Matrix, B = (b;;) eine ¢ x ¢ Matrix, C' = (¢;;) eine p X g
Matrix und
arp v alp ci1 Clq

A C _ apl “ .. app Cpl . e Cpq
0 B 0 - 0 by - by
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Hinweis: Zeigen Sie die Identitdt zuerst im Fall A = I, und dann im Fall B = I,.
Fiihren Sie dann die allgemeine Situation auf diese Spezialfille zuriick, indem Sie die
Produktformel fiir die Determinante verwenden.

Lésung. Durch Entwicklung nach der letzten Zeile (bzw. ersten Spalte) und Rekursion ist
leicht einzusehen, dass

A C\ I, C\
det(o [q)—detA und det(o B)—detB.

Nehmen wir an, dass det B # 0. Dann ist B invertierbar und es gilt
A C\ (A CB™\ (I, O
0 B) \O I, 0 B)°

A C\ A OBt I, 0\
det(o B)—det<0 3 )-det(o B)—detA-detB.

Wenn det B = 0, dann sind Zeilen von B linear abhingig und somit sind die Zeilen von

(A O) linear abhéngig. In diesem Fall gilt die Identitdt, denn beide Seiten sind Null.

Dann folgt

0 B

Aufgabe 14.5. Sei U der lineare Teilraum von R3, der von den Vektoren

4 2
r1=| -3 und 2= |1
0 3

aufgespannt wird.

(1) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U.

(2) Ergénzen Sie die gefundene Orthonormalbasis von U zu einer Orthonormalbasis
von R3.

(3) Bestimmen Sie die Orthogonalprojektion py : R?* — U auf U.

Lésung. (1) Wir setzen

T 1 4
V1 = =—\|-3
[zl 5\ o
und
B T — <£L’2 | U1>U1
(%)
22 — (o | v1)v|
wobel
2 4 1 6
To — <ZE2 | U1>Ul = 1 - = -3 = - 8
3/ 2\ o0 5 \15
und

1
|ze — (xo | v1)v1]| = 5\/36 + 64 + 225 = V13
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und daher
L (s
Vg 1= ——
VI3 g
Dann bildet (v1,vq) eine Orthonormalbasis von U.

(2) Wir berechnen das Kreuzprodukt

4 6 —45 -9
3| x| 8| =1-60]=5(-12
0 15 50 10
Es gilt
-9
| (12 || = veT+142+100 = V325 = 5v/13
10
-9
Mit vz := #ﬁ —12 | ist (v1, v, v3) also eine Orthonormalbasis von R3.
10

3) Die Orthogonalprojektion py : R* — U ist
( gonalproj p

T 4 0

4y — 3z 6x1 + 8z + 15z
z= |2 | = (] v)on+ (x| v2)vs 125 | 1 3225 \;
T3 0 15

Aufgabe 14.6. Seien z,y, 2z Vektoren in R?. Zeigen Sie:

det(z,y,2) = (zxyl|z)=(z|yx=z).

(1) |y
(2) (zxy)xz=(z |2}y — (Y| z)z
(3) llz > yll* = llz*llyll* = (= [ )*.
(4) (

rXy)Xz+(yxz)xz+(zxx)xy=0.

Lésung. (1) Entwicklung nach der dritten Spalte liefert

_ T2 Y2\ T Y 1 Y1\ _
det(z,y, z) = 2 det (x ) 2o det (x ) + z3 det (a:Q y2) =(x xy|2).

3 Y3 3 Y3

Analog liefert Entwicklung nach der ersten Spalte die zweite Identitét.

(2) Es gilt

T2Y3 — T3Y2 Z1 (x3y1 - 56'11/3)23 - (3712/2 - 56291)22
(xxy)xz=|asyr —21ys | X | 22| = | —(w2y3 — w3y2)23 + (w192 — T2v1) 21
T1Y2 — T2l Z3 ($2y3 - I3y2)2‘2 - ($3y1 - I13/3)Z1

(z121 + T222 + w323)Y1 — (Y121 + Y222 + Y323)71
= | (z121 + 2220 + $323)Z/2 — (1121 + Yoz + Y323) T2
(X121 + Ta29 + x323)ys — (Y121 + Yoz + Y323) T3
=(z|lx)y—(y|2)z.
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(3) Mit (1) und (2) folgt
e xyl|> = (@ xy|zxy)=((xxy)xz|y) = {(z|x)y - (y| )z | y)
= (x| 2)(y|y) — (yx)(z|y) = [lz]lyl]]* = (= [ y)*
(4) Nach (2) gilt:
(xxy)xz+(yxz)xr+(zxx) XYy
=(zla)y—(ylzz+(z|y)z—(z[x)y+{y|z)z—(z|y)z=0.

Aufgabe 14.7. Berechnen Sie das Volumen und den Flidcheninhalt der Seitenflichen des
Parallelepipeds, welches von den drei Vektoren

3 0 1
1], 2 und >
-1 4 2
aufgespannt wird.
Losung. Fiir das Volumen gilt
3 01
V=ldet| 1 2 5 ‘:|3(4—20)+(4+2)|:42.
-1 4 2
Die Flacheninhalte der Seitenflachen sind
3 0 6 1
e () () -0 () 1 () 1o
-1 4 6 1
3 1 7 1
A= (o) = {=7) =7 {1 ) [ =76
—1 2 14 2
0 1 —16 -8
a= | (2 5V =1 (5 ) =2 (2] =2v
4 2 -2 -1

Aufgabe 14.8. Die beiden Geraden

1 2 0 3
glz{ 2|1+t -1 :tE]R} und QQI{ O+t 1 :tER}
3 1 1 -1

sind windschief, d.h. sie sind weder parallel noch schneiden sie sich.

(1) Bestimmen Sie die Gerade h, die g; und g, orthogonal schneidet. Hinweis: Be-
stimmen Sie die affine Ebene, in der g; und h liegen, und schneiden Sie diese mit

92-
(2) Berechnen Sie den Abstand d(g;, g2) der beiden Geraden g, und go, welcher durch
d(91,92) = |lp1 — pal|

definiert ist, wobei g; N"h = {p;}, i = 1,2.
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Lésung. (1) Ein Richtungsvektor von h ist

2 3 0 0
—1]x| 1 ]=1[|5]=5]1
1 -1 5 1
Die affine Ebene, in der g; und h liegen, ist
1 2 0
E=12] +span ( 11,11 )
3 1 1

Ein Normalvektor fiir F ist

und somit
E = {:B cR?: < -1

Sei po der Schnittpunkt von g, mit E:

|
( 2 (o +t(? (é ) =0
|

1 1

ist dquivalent zu

Somit gilt
0 1 3 1 3
P2 = 0 = 1 = = 1
1) o\-1) S\
Die gesuchte Gerade h ist also
1 3 0
n={z (1] +t|1] ter}.
4 1
(2) Der Schnittpunkt p; von h und g; ist
3
1
P11 == 11 s
> \14
denn
1 2 1 (3 0
2l +s|—-1]==[1]+t]|1
3 1) S\ 1
impliziert s = —% und t = 2.
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Der Abstand der beiden Geraden ist

0
1
d(g1,92) = |lp1 — 2l = HS 10 H = 2V/2.
10

Aufgabe 14.9. Seien allgemein g1 = {a; +tv; : t € R} und g2 = {ag + tvy : t € R}
windschiefe Geraden in R3. Begriinden Sie die Formel

[(v1 X w2 | a1 — a)|

d —
9192 = T

Hinweis: Betrachten Sie die Ebene H = {z € R®: (n | z — ay) = 0} mit n := 222 und

ez
verwenden Sie, dass der Abstand eines Punktes p von H durch |[(n | p — as)| gegeben ist

(vgl. Proposition 25.6).

Losung. Der Vektor vy X vy steht orthogonal zu v; und v, und ist ein Richtungsvektor
der Geraden h, die g; und g, orthogonal schneidet. Betrachten wir nun

U X Uy
REEE
und die Ebene H = {z € R*: (n | x — ap) = 0}. Dann liegt g, in H, denn
(n|ag+tvg—ag) =t{n|vy) =0
fiir alle t € R. Weiters haben alle Punkte in g; den gleichen Abstand zu H, denn
[(n [ a1 +tvy —ag)| = [(n [ @y — az) + t{n | v1)| = [{n | a1 — az)]|

ist unabhéngig von ¢. Dass [(n | p — az)| der Abstand von p zu H ist, zeigt man analog
zu Proposition 25.6. Insbesondere gilt

d(g1,92) = [{n | a1 — az)|.

15. AUFGABEN FUR DIE WOCHE VOM 22. BIS 26. JUNI

Aufgabe 15.1. Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehoérigen Eigenrdume der fol-
genden Matrizen:

0 1 0 -1 11
(i) (5 e
Sind die Matrizen A, B und C' diagonalisierbar?
Losung. Das charakteristische Polynom von A ist
Pa(X) = det (‘f 3iA) =-A3-N—4=XN-3A—4=A—-4)\+1).
Die Eigenwerte von A sind also —1 und 4. Es gilt

bttt 3) () 2) e (1)
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und

By = ker(A — 4L,) = ker (‘f _11) — ker (‘04 (1)) — span ( (}1) )

Das charakteristische Polynom von B ist
Pg(X\) = det (:g 4__1A) =-AN4-N)=5=X N -4A-5=A=-5)(\+1).

Die Eigenwerte von B sind also —1 und 5. Es gilt

E_, = ker(B + L) = ker (_15 _51) — ker ((1) _01> = span G) )
Es = ker(B — 51) = ker (:g :D — ker (g (1)) — span ( (_15) ).

Das charakteristische Polynom von C' ist

und

PC(A):det(lz/\ 1i)\>:(1—)\)2—1:)\2—2)\:/\()\—2).

Die Eigenwerte von C sind also 0 und 2. Es gilt

Ey = ker(C) = ker G D ~ ker (é (1]) = span ( (_11) )
By = ker(C — 21I,) = ker (‘11 _11) — Ler (‘01 é) = span ( G) ).

Alle drei Matrizen A, B und C' sind diagonalisierbar.

und

Aufgabe 15.2. Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume der fol-
genden Matrizen:

1 -1 -1 21 0 111
A=|-2 1 1|, B=|01 —-1], C=1(100 0
0o 1 1 0 2 4 000
Sind die Matrizen A, B und C diagonalisierbar?
Losung. Das charakteristische Polynom von A ist
11— -1 -1
PiA)=det| =2 1-X 1 |=(1-XN*+2-(1-X)-2(1-2))
0 1 1—A
=1-3A+3N =X 4+2-14+X-2+2)
=3\ =\
=M (3-)).
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Die Eigenwerte sind also 0 und 3. Es gilt

1 -1 -1
Eqg=%ker(A)=ker | -2 1 1 | =ker

0 1 1 (01 1

OO =

und

-2 -1 -1
E; =ker(A—3[;) =ker | =2 -2 1

Das charakteristische Polynom von B ist

2— A 1 0
PeV)=det| 0 1-x -1 |=@2=-N1-NA-\)+22-\
0 2 4— A

= (2=N)4 -5 +)+2)
=(2-XN)A—-2)(A—3).

Die Eigenwerte sind also 2 und 3. Es gilt

0 1 0 0 1 0
FEy=ker(B—2I3)=ker [0 —1 —1| =ker[{0 -1 -1
0 2 2 0 0 0
01 0 1
=ker |0 0 —1 :Span< 0 >
00 0 0
und
-1 1 0 2 =20
Es=ker(B—3I3)=ker | 0 -2 —1|=ker|0 2 1
0o 2 1 0 0 0
2 01 —1
=ker [0 2 1 :span< —1 >
000 2
Das charakteristische Polynom von C' ist
I-x 1 1
Po(A)=det| 0 =X 0 | ==N(1-\).

0 0 =X



Die Eigenwerte sind also 0 und 1. Es gilt

1 11 —1 —1
Eo=ker(C)=ker [0 0 0] = span ( 1. (o )
0 00 0 1
und
0 1 1 010 1
Ey=ker(C—1I3)=ker ([0 =1 0 | =ker|0 0 1 :span< 0 )
0 0 -1 000 0

Weder A noch B sind diagonalisierbar, denn die entsprechenden Eigenvektoren bilden
keine Basis von R3. Die Matrix C' hingegen ist diagonalisierbar.

Aufgabe 15.3. Sei a € R beliebig. Diagonalisieren Sie die Matrix
A (gosoz sin «v ) ’
sina —cosa
d.h. finden Sie die Eigenwerte A1, Ay und eine Matrix P mit P~'AP = Diag(\, Aa).

Losung. Das charakteristische Polynom von A ist

cosa — A sin «v

— _ _ )
PA()\)—det( sino —Cosa—)\>_ (cosa — A)(cosa + A) — sin” «

=)\ —sina—cosPa= )\ —1.

Die Eigenwerte sind also —1 und 1. Wenn sina = 0, dann ist die Matrix A schon in
Diagonalform (fir P := I). Wir konnen also annehmen, dass sina # 0 und somit
cosa # +1. Dann gilt

E . = ker 1 —|— cosa  sina — ker '1 Treosa | — ker I s
sin «v 1 —cosa sina 1 —cosa 0 0
B N ( —sina )
— Spa 1+cosa) )’
Weil A symmetrisch ist, sind die Eigenrdume E_; und FE; orthogonal. Somit folgt

_ 1+ cosa
Ey —span(( sin o ))

1 1+ cosa —sina
V2+ 2cosa sinaw 1+ cosa

dann gilt P'AP = Diag(1, —1). Geometrisch beschreibt A also eine Spiegelung mit Spie-
gelungsachse Fj.

Setzen wir

Aufgabe 15.4. Zeigen Sie:

(1) Sei A € R™". Dann ist A genau dann ein Eigenwert von A, wenn A ein Eigenwert
von A ist.
(2) Sei A € R™™ diagonalisierbar mit den Eigenwerten A, Ag,...,\,. Dann gilt
det A=A - Ao Ay
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(3) Sei A € R™™ invertierbar. Wenn \ # 0 ein Eigenwert von A ist, dann ist A™! ein
Eigenwert von A~

Lésung. (1) Es gilt:

A € R ist Eigenwert von A det(A—\I,,) =0
det(A — \I,)" =0
det(A* — A\I,,) =0

A € R ist Eigenwert von A"

(O

(2) Es gibt eine invertierbare Matrix B mit B~ AB = Diag(\(, As, ..., \,). Dann folgt
A Ag - A, = det Diag(Aq, Mg, ..., \,) = det(B~'AB)
= det(B™ ') det Adet B = (det B) " det Adet B = det A.
(3) Es existiert v € R™ \ {0}, sodass Av = Av. Dann folgt
v=ATAv=A"w) =141
und somit A~y = Ao,

Aufgabe 15.5. Es sei die Matrix
A=1-1 2 -1

gegeben. Finden Sie eine orthogonale Matrix P, sodass P'AP eine Diagonalmatrix ist.

Lésung. Wir ermitteln zuerst die Eigenwerte von A:

1-x -1 0
det [ =1 2—-X =1 | =(1-X1*2-))—-2(1-2X)
0 -1 1-X

=(1=XN2=3A+X=2)=A1-X)(A-23).

Die Eigenwerte sind also 0, 1 und 3. Nun bestimmen wir die entsprechenden Eigenrdume:

1 =1 0 1 -1 0 10 —1 1
Ey=%ker{ -1 2 —-1]=ker({0O 1 —-1]=ker|{0 1 -1 :span< 1 ),

0o -1 1 0 -1 1 00 O 1

0 -1 0 1 -1 1 101 —1
EFi=%ker{-1 1 —-1]=ker{O0O 1 O]=ker{0O 1 O :span< 0 >,

0 -1 0 0 0 0 000 1

-2 -1 0 -2 -1 0 1 0 —1 1
Es=ker[-1 -1 —1|=ker[ 0 1 2| =ker|0 1 2 :span( ) )

0o -1 =2 0o -1 -2 00 O 1




Die drei normierten Eigenvektoren

1 —1
1 1 1
L,

IV S ARG Wl RV W

bilden eine Orthonormalbasis von R3. Sie sind die Spalten der gesuchten Matrix P,

L (V2 —V3 1
P=—|v2 0 -2],
Vi\vz v o

fiir welche P'AP = Diag(0, 1, 3) gilt.

Aufgabe 15.6. Verwenden Sie die Hauptachsentransformation, um die Quadrik
q(z) = 927 — 24w 29 + 1625 — 271 — dag + 1 =0

durch eine geeignete Isometrie von R? in Hauptlage zu bringen. Um welchen Typ von
Quadrik handelt es sich?

Losung. Wir schreiben

q(x) = (1, 2) <_912 _1132) (2) T2 (2) o

und diagonalisieren zunéchst die Matrix

9 12
A= (—12 16)'

Das charakteristische Polynom ist

99—\ —12
P4(\) = det ( 19 16_A) = (9= A)(16 — \) — 144 = A\? — 25\ = \(\ — 25).

Die Eigenwerte sind 0 und 25. Die entsprechenden Eigenrdume sind

9 —12 3 —4 3 —4 4
Ey = ker (_12 16 ) = ker (_3 4 ) = ker (0 0 ) :span<(3)>,
—-16 —12 4 3 4 3 -3
E25:ker(_12 _9):ker(4 3):ker<o O):span<(4>>.

Die Matrix
1 /4 -3
ne ()

ist ein Element von SO(2) und erfiillt R*AR = Diag(0,25). Wir setzen

()=o) 6
Dann folgt
=6 (5 5) (2) + 20t (4 ) (2)

= 2575 — 47 — 279 + 1.
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Durch quadratisches Ergénzen finden wir

2 1 1 1\2 6
T :25<_2——_ —>—4_ 1——:25<_ ——) —4(‘ —_>,
Q(x) Ty 25372 + 625 T+ 55 To 5 T 5

Durch die Substitution
s (T (T _ L (6
S \Z2)  \ T 25 \1

bringen wir die Quadrik also auf die Form

LU2 = —T.

Dabei handelt es sich um eine Parabel in Hauptlage.

Aufgabe 15.7. Fiihren Sie die Hauptachsentransformation an der Quadrik

133
q(z) = 590% — 22179 + 5353 — 621 + 229 — - -0

durch. Um welchen Kegelschnitt handelt es sich?

Losung. Wir schreiben

B 5 =1\ [x; X 133
-t (5, 2)(5) »an() 12
und diagonalisieren zunéchst die Matrix
5 -1
1 (5 ).
Das charakteristische Polynom ist
5—XA -1

PA()\):det( B 5_A> =(B-A)?=1=X—-10A+24=(A—4)(\ —6).

Die Eigenwerte sind also 4 und 6. Die entsprechenden Eigenrdume sind

()b} ) o ()
Eg = ker (j j) = ker (é é) — span ( (_11) ).

1 /1 -1
=507
ist ein Element von SO(2) und erfiillt also R*AR = Diag(4,6). Wir setzen

[T\ _ _—— i 1 -1 T
()= 50 )
Dann folgt

q(7) = (21, 2) (é 2) (;:) + (_672)% G _11) @;) - %

133
— 472 + 672 — 2V/2T) + 4V2T5 — -

Die Matrix
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Durch quadratisches Ergénzen finden wir

1 V2 2 133 1 4
-t e D) volete Bla ) - 21
q(T) Ty \/§:m+8 +6{Zy + ——T2 + 5 23
1 \2 V21 2
4(:7; ——) +6<:f +—) _ 24
1 2\/5 2 3

bringen wir die Quadrik also auf die Form

~2 ~2
424612 =24 © %+%:1.

Dabei handelt es sich um eine Ellipse in Hauptlage mit den Halbachsen v/6 und 2.

Aufgabe 15.8. Bestimmen Sie die Achsen der Kegelschnitte in Aufgabe [I5.6| und Auf-
gabe [15.7]

Lisung. Die Quadrik {z € R? : g(z) = 0} aus Aufgabe ist eine Parabel mit dem
Scheitelpunkt

DO O -mE DO

Die Gerade T; = 0 wird unter der Translation

)-G)+%0)

auf die Gerade z; = % abgebildet. Dank

1 (4 3\ (z
5 pt.. . 1
e (50 ()

sehen wir, dass die erste Achse der Parabel die Geradengleichung

6 1
2—5 = 5(41’1 + 31’2) < 20x1 4 1529 =6
hat. Analog finden wir die Geradengleichung der zweiten Achse:
1 1
Die Quadrik {x € R? : g(z) = 0} aus Aufgabe ist eine Ellipse mit den Halbachsen
v/6 und 2 und mit Mittelpunkt

A0 DE)- 2D 50 D @)-m0)

Die Gerade T; = 0 wird unter der Translation

(2)-()-% ()



auf die Gerade 7, = % abgebildet. Dank

e (1) ()

sehen wir, dass die erste Achse der Ellipse die Geradengleichung

N

_:—($1+x2> < 2I1—|—25L’2:1

4 V2

hat. Analog finden wir die Geradengleichung der zweiten Achse:

V21

3 V2
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