1. Teil: Gruppen
1. Definitionen und einfache Eigenschaften

Definition: Es sei G # @ eine Menge und - eine (binére) Verkniipfung auf G (d.h. eine
Abbildung G x G — G, (a,b) — a-b). Gilt

(a-b)-c=a-(b-c)Va,byc € G (Assoziativitét)
so wird (G, -) als Halbgruppe bezeichnet.

Bemerkungen: 1) In der Aussage, dass - eine Verkniipfung auf G ist, ist enthalten, dass
G beziiglich - abgeschlossen ist, d.h. a-b € G Va,b € G.

2) Die Verkniipfung - wird oft nicht geschrieben, d.h. man schreibt ab statt a - b.

3) Ist klar, welche Verkniipfung gemeint ist, so schreibt man statt (G, -) oft nur G.

4) Ist G = {ay,... ,a,} endlich, so kann die Verkniipfung durch eine Verkniipfungstafel

angegeben werden:

a’l DY alj P an
a1 ai1aq cee aia; tee a1Qp,
a; a;aq s a;a; tee A;Qp
Qp, QApaq cee AnQj cee QAp Ay,

Definition: Ist (G,-) eine Halbgruppe und aq,... ,a, € G, so definiert man das Produkt
ai---a, € G fir n > 3 induktiv durch a;---a, := (a1 - apn—1)a, (d.h. a1 - as - a3 =
(a1 -a2)-az und ay -az -as-ag = (a1 - az - as) - ag = ((a1 - ag) -a3) -ay). Statt ap---ap,

n
schreibt man auch [] a;.
i=1

Satz 1: Es sei G eine Halbgruppe und ay,... ,a, € G. Verkniipft man aq,...,a, (in
dieser Reihenfolge) auf irgendeine sinnvolle Weise durch Klammerung, so erhélt man stets

das oben definierte Standardprodukt aq - - - a,.

Bemerkung: Es gilt also z.B. CL1((CL26L3)(CL4CL5)) = Q102030405 :(((alag)ag)a4)a5.
Beweis: Wir zeigen zunéchst (aj - am—1)(apm - an) = a1 ---a, fiir 1 < m < n mittels
Induktion nach n. Fiir n € {1,2,3} ist nichts zu zeigen. Es sei nun n > 4. Fir m = n
folgt die Behauptung aus der Definition des Produkts a; - - - a,. Fiir m < n gilt

(a1 @m—1)(@m - an) = (a1 am-1)((@m - an_1)ay)

v
=((a1- am—1)(am - an_1))an = (a1 ap-1)ayn = a1 -+ ay

1
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Wir zeigen nun die eigentliche Behauptung mittels Induktion nach n. Fir n € {1,2,3}
ist wieder nichts zu zeigen. Ist n > 4 und p irgendein sinnvolles Produkt von aq,... ,a,,
so muss p = x -y gelten, wobei = ein sinnvolles Produkt von ai,...,a,,—1 und y ein
sinnvolles Produkt von a,,, ... ,a, ist (fiir 1 <m < n). Nach Induktionsvoraussetzung ist

T =aj- - amu_1 und y = a,, ---a, und die Behauptung folgt aus dem bisher gezeigten.

Definition: Es sei (G,-) eine Halbgruppe. Gibt es ein e € G mit der Eigenschaft, dass
e-a=a-e=aVa€ G, so wird G als Monoid bezeichnet und e wird neutrales Element

des Monoids genannt.
Satz 2: Das neutrale Element eines Monoids ist eindeutig bestimmt.
Beweis: Essei (G, ) ein Monoid und e, f € G neutrale Elemente. Danne =e-f = f-e = f.

Definition: Es sei (G, -) ein Monoid mit neutralem Element e. Ein a € G heifit invertier-
bar, wenn es ein x € G gibt, derart dass a -z = x - a = e. Das Element x wird als inverses

Element von a bezeichnet.

Bemerkung: Ist (G,-) ein Monoid mit neutralem Element e, so ist e invertierbar, da

€-€=¢e.

Satz 3: Es sei (G, ) ein Monoid mit neutralem Element e. Ist a € G invertiertbar, so ist

sein inverses Element eindeutig bestimmt.

Beweis: Sind z,y € G inverse Elemente von a, so ist
x:xe:x(ay):(ma)y:ey:y

Definition: Ist (G, -) ein Monoid und a € G invertierbar, so wird das inverse Element von

a mit a~! bezeichnet. (Diese Notation ist wegen Satz 3 sinnvoll.)

Satz 4: Es sei (G,-) ein Monoid mit neutralem Element e.

(i) Ist @ € G invertiertbar, so ist auch a~! invertiertbar und (a=!)~! = a.

(i) Sind a,b € G beide invertiertbar, so ist auch a - b invertierbar und (a-b)~! =b"1.a71.
Beweis: (i) Das folgt aus a-a~! = a~! - a = e und der Eindeutigkeit des Inversen von
at.

(i) Esist (a-b)-(b"1-a™l)=a-(b-b71)-a"!=a-e-a™! =a-a"! = e und véllig analog
(b=1-a71) - (a-b) = e. Die Behauptung folgt nun aus der Eindeutigkeit des Inversen von

a-b.

Definition: Es sei (G, -) ein Monoid. Ist jedes a € G invertiertbar, so wird (G, -) Gruppe

genannt.
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Definition: Es sei (G,-) eine Gruppe. Gilt zusétzlich
a-b=0b-aVa,be G (Kommutativitit)

so wird (G, -) als abelsche (oder kommutative) Gruppe bezeichnet.

Satz 5: Es sei G eine abelsche Gruppe, a1,...,a, € G und i4,... .7, eine Permutation

von 1,... ,n. Dann gilt a;, ---a;, =a1---an.
Beweis: Ubung

Bemerkung: Man kann Satz 5 auch folgendermafien formulieren:

Ist o:{1,...,n} = {1,... ,n} eine bijektive Abbildung, so ist a(1) " ag(mn) = a1 ayn.

Bemerkungen: 1) Die Gruppenaxiome lauten also:

Ist G # @ eine Menge und - : G X G — G eine Verkniipfung, so miissen gelten:
1) (ab)c = a(be) Ya, b, c € G (Assoziativitit)
2) de € G Va € G : ea = ae = a (neutrales Element)

3)Va € G3Ja~! € G:aa™! =a"ta=e (inverses Element von a)
Gilt zusatzlich

4) ab = ba Ya,b € G (Kommutativitét)
so handelt es sich um eine abelsche Gruppe.

2) Die Verkniipfung vieler Gruppen wird als + geschrieben (d.h. man schreibt a + b statt
a - b), insbesondere wenn die Gruppe abelsch ist. Das neutrale Element wird dann in der
Regel mit 0 bezeichnet, das inverse Element von a als —a und die Gruppenaxiome der
(abelschen) Gruppe (G, +) lauten:

1) (a+b)+c=a+ (b+c) Va,b,c € G (Assoziativitét)

2) 0 e GVae G:0+a=a+0=a (neutrales Element)

3)Vae GI—a€G:a+ (—a)=(—a)+ a=0 (inverses Element von a)

4) a+b=">b+aVa,b e G (Kommutativitit)

Beispiele: 1) Ist V' ein Vektorraum, so ist (V,+) nach Definition eine abelsche Gruppe.
Insbesondere gilt: Ist K ein Korper, so ist (K™, +) eine abelsche Gruppe (mit n € N\ {0}).
Z.B. sind (Q™,+), (R™,+) und (C™,+) abelsche Gruppen.

2) Ist (K,+,) ein Korper, so ist insbesondere (K,+) eine abelsche Gruppe (also z.B.
(Q,+), (R,+) und (C,+)) und (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe (also z.B. (Q \ {0},-),
(R\ {0}, ) und (C\ {0},-)).

3) Allgemein gilt: Ist (R,+,-) ein Ring, so ist (R,+) eine abelsche Gruppe (also z.B.
(Z,+)).
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4) Die Menge {+1,—1}, versehen mit der Multiplikation 1 -1 = (—1) - (—=1) = 1 und
1-(—=1) =(—1)-1= —1 ist eine abelsche Gruppe mit der folgenden Verkniipfungstafel:

+1 | —1
+1 ] +1 | -1
-1 -11] +1

5) Ist m € N\ {0, 1} und bezeichnet Z,, = {0,1,... ,m — 1} die Restklassen modulo m, ist
(nach Bsp. 3) und Zahlentheorie) (Z,,, +) eine abelsche Gruppe und die primen Restklassen
(Z7,,-) (mit Z}, = {a € Zp, | ggT(a,m) =1} = {a@ € Z,, | @ ist invertierbar}) bilden eine
abelsche Gruppe (nach Zahlentheorie). Insbesondere gilt: Ist p eine Primzahl, so ist (Zy, -)
(mit Z% = {1,2,... ,p — 1}) eine abelsche Gruppe (was auch aus Bsp. 2) folgt, da (Z,, +,-)
ein Korper ist).
6) Ist K ein Korper, n € N\ {0} und bezeichnet M, (K) die Menge aller n x n-Matrizen
mit Eintragungen aus K, so ist die General Linear Group
GL,(K)={A € M, (K) | A ist invertierbar} = {4 € M, (K) | det A # 0}

mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe (siehe Lineare Algebra), die fiir n > 2 nicht
abelsch ist.
7) Ist K ein Kérper und n € N\ {0}, so ist die Special Linear Group

SL,(K)={A€ M,(K) |det A=1}
mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe (siehe Linear Algebra).
8) Fur n € N\ {0} ist die Orthogonale Gruppe

O(n) = {A € GL,(R) | A~ = AT}
eine Gruppe (siehe Lineare Algebra). (Dabei bezeichnet AT die transponierte Matrix der
Matrix A.)
9) Fir n € N\ {0} ist die Unitdre Gruppe

U(n) = {A€CL,(C)| A1 =4"}
eine Gruppe (siehe Lineare Algebra). (Dabei bezeichnet A" die transponierte, komplex
konjugierte Matrix der Matrix A.)
10) Ist X # & eine Menge, so ist die Symmetrische Gruppe

Sx ={f: X — X | f ist bijektiv}
mit der Verkniipfung von Abbildungen eine Gruppe. Im Spezialfall X = {1,... ,n} schreibt
man S, statt Sgi . 3, d.h. S, = {a AL,...,n} = {1,... ,n}|oist bijektiv}.
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11) Wir betrachten ein Rechteck und die folgenden vier Abbildungen, die es invariant

lassen:

o [ (Identitét, d.h. das Rechteck bleibt unverandert)
e R (Rotation um den Mittelpunkt des Rechtecks um 180°)
e S; (Spiegelung an der senkrechten Symmetrieachse)

e S5 (Spiegelung an der waagrechten Symmetrieachse)

Die Menge {I, R, S1,S2} bildet mit der Verkniipfung o von Abbildungen eine Gruppe mit
der folgenden Verkniipfungstafel:

Sl 51 52 I R
So | So | 54 R 1

Das ist tatsachlich eine Gruppe:

e Abgeschlossenheit kann man an der Verkniipfungtafel ablesen.

e Assoziativitéit gilt immer fiir die Verkniipfung von Abbildungen.
e [ ist neutrales Element.

e Jedes Element ist sein eigenes Inverses

(dh. I™' =1, R"' =R, S;' =5, und S; ' = S5).

Da die Verkniipfungstafel symmetrisch beziiglich der Diagonale ist, handelt es sich um eine

abelsche Gruppe.

Definition: Es sei G eine Halbgruppe, a € G und n € N\ {0}. Dann setzt man

a" =a-... Q.
——’

n-mal

Definition: Es sei G ein Monoid mit neutralem Element e und a € G. Zusatzlich zur

vorangegangenen Definition setzt man a° := e.

Lemma 6: Es sei G ein Monoid mit neutralem Element e, sowie a € G invertierbar und

n € NU{0}. Dann ist a™ invertierbar und (a™)~! = (a=1)".
Beweis: Induktion nach n. Fiir n = 0ist (a°)" ' =e ! =e = (¢ 1)? und fiir n = 1 ist
(a')™' =a7! = (a=1)!. SchlieBlich ist

(an-H)—l ~ (a"- a)_l Satz 4 (ii) a-1. (an)—l v a-l. (a—l)n _ (a—1>n—‘,—1‘
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Definition: Es sei G ein Monoid mit neutralem Element e, a € G invertierbar und n € Z,
n < 0. Dann setzt man a" := (a'”')_1 = (a_1)|n| (wobei die letzte Gleichung wegen

Lemma 6 gilt).

Bemerkung: Wird die Verkniipfung + geschrieben, so werden die letzte drei Definitionen
zun-a=a+...+a (fir n € N\ {0}), 0-a =0 (wobei auf der linken Seite 0 € Z und auf
der rechten Sgi?eal() € G gilt) und n-a = —(|nla) = |n|(—a) (fir n € Z, n < 0).

Satz 7: (i) Ist G eine Halbgruppe und a € G, so gilt a™a™ = a™*" Vm,n € N\ {0}.

(i) Ist G ein Monoid und a € G, so gilt a™a™ = a™*™ Vm,n € NU {0}.

(iii) Ist G ein Monoid und a € G invertierbar, so gilt a™a" = ™" Vm,n € Z.

Beweis: (i) Das folgt aus Satz 1.

(ii) Ist m = 0, so ist a™a™ = a®a™ = ea™ = a" = "t = g™,

Ist n =0, so ist a™a”™ = a™a’ = a™e = a™ = a™t0 = o™t
Der Fall m > 0 und n > 0 wurde bereits in (i) bewiesen.

(iii) 1. Fall: m = 0 oder n = 0: Das zeigt man wie in (ii).

2. Fall: m > 0 und n > 0: Das wurde bereits in (i) bewiesen.
3. Fall: m < 0 und n < 0: Hier ist

At — (a—1)|m| (a—l)ln\ 2. Fall (a—l)\MHIH\

_ (a—l)*m*n _ (a—l)*(ern) _ (a—1)|m+n| — gmn

4. Fall: m < 0 < n: Induktion nach n. Es sei zunachst n = 1.

Falls m = —1, so ist a™a” =a la =e =a® = o~ 11!

Falls m < —2, so ist

— am+n

a"a” = (=) ™a= ()" e )a=(a)" (@ a)
—(@ )™ e =(a71)ITt = gimiL gt gk

Nun kann man den Induktionsschritt durchfithren:

v
m an+ 1 m+n a

= am(a”a) — (aman)a = a m4n)+1 _ am+(n+1)

a — af
Dabei gilt das vorletzte Gleichheitszeichen fiir m + n > 0 wegen des 1. bzw. 2. Falls und
fiir m +n < 0 wegen des Induktionsanfangs.

5. Fall: n < 0 < m: Diesen Fall kann man analog zum 4. Fall mit Induktion nach m zeigen.
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Satz 8: (i) Ist G eine Halbgruppe und a € G, so gilt (a™)"” = a™" VYm,n € N\ {0}.
(ii) Ist G ein Monoid und a € G, so gilt (a™)" = a™" ¥Ym,n € NU {0}.

(iii) Ist G' ein Monoid und a € G invertierbar, so gilt (a™)" = a™" Vm,n € Z.

Beweis: (i) Das gilt wegen

(ii) Ist m = 0, so ist (a™)" = (a°)" = e" = e = a® = a"™ = a™".

Ist n =0, so0ist (a™)" = (a™)? = e =a’ = a™0 = a™".

Der Fall m > 0 und n > 0 wurde bereits in (i) bewiesen.

(iii) Ist n = 0, so zeigt man das wie in (ii).

Fiir n > 0 verwende Induktion nach n. Fiir n = 1 ist (a™)" = (a™)! = a™ = a™! = a™".
Der Induktionsschritt lautet (a™)"1 = (a™)a™ Y gmngm Sate T gmntm — gm(nt1),

Fiir n = —1 besagt die Behauptung (a™)~! = a=™. Fiir m > 0 ist das die Definition. Fiir

0

m = 0 folgt es aus (a™)™ ' = () ! =e !t =e=a"=0a""=0a"™ Firm <0 kann

—1 _ e
=al™l, was zu o~ = (a|m|) I dquivalent und daher

man es umformulieren zu (a_‘m|)
korrekt ist.
Ist n < 0 beliebig, so gilt die Behauptung wegen

(a™)" = ((am)|n|)_l = (amw)_l =g ™Il = gmn,

Satz 9: (i) Ist G eine Halbgruppe und a,b € G erfiillen die Bedingung ab = ba, so gilt
(ab)™ = a™b™ ¥n € N\ {0}.

(ii) Ist G ein Monoid und a,b € G erfiillen ab = ba, so gilt (ab)™ = a™b"™ ¥n € NU {0}.
(iii) Ist G ein Monoid und a,b € G sind invertierbar und erfiillen die Bedingung ab = ba,
so gilt (ab)™ = a™b™ VYn € Z.

Beweis: (i) Wir zeigen zunéchst ab™ = b"a ¥n € N\ {0} mit Induktion nach n.
Fiir n =1 ist das die Voraussetzung. Der Induktionsschritt ist
ab"*! = a(b"b) = (ab™)b Y (b7a)b = b"(ab) = b (ba) = (b"b)a = b"*a.
Wir zeigen nun die eigentliche Behauptung, ebenfalls mit Induktion nach n. Fir n =1 ist
nichts zu zeigen. Der Induktionsschritt ist
(ab)"*+! = (ab)™(ab) ¥ (a™b™)(ab) = a™(b"a)b = a™(ab™)b = (a”a)(b"h) = a"+1pn+L.
(ii) Fiir n = 0 ist (ab)"™ = (ab)? = e = ee = a®b° = a™b". Fiir n > 1 wurde die Behauptung

bereits in (i) gezeigt.



8 CHRISTOPH BAXA, ALGEBRA 1, KAPITEL 1, SS 2020

(iii) Fir n > 0 wurde die Behauptung bereits gezeigt. Wir zeigen zunéchst, dass auch
a 1b=t =b7ta?! gilt:

Satz 4 (ii
a bt =

(ba)™" = (ab)~
Fiir n < 0 gilt nun
(ab)” = ((ab)™)" = (p=1a=1)" = (== 1)" = (@) (b)) = ampn,

Bemerkungen: 1) Ist G eine Gruppe, so gelten Satz 7 (iii) und Satz 8 (iii) fiir alle a € G
und alle m,n € Z, d.h. a™a™ = ™" und (™)™ = a™" Va € G Ym,n € Z.
2) Ist G eine abelsche Gruppe, so gilt Satz 9 (iii) fiir alle a,b € G und alle n € Z, d.h.
(ab)™ = a™b" Ya,be G Y n € Z.
3) Ist (G, +) eine additiv geschriebene abelsche Gruppe, so werden die Sétze 7, 8 und 9 zu
n(a+b)=na+nb VneZVa,be G (Satz 9 (iii))
(m+n)a=ma+na Vm,ncZVae G (Satz 7 (iii))
n(ma) = (nm)a Vm,n € Z Va € G (Satz 8 (iii))
l-a=a Va € G (nach Definition)
Ware Z ein Korper, so hatten wir gezeigt, dass G ein Vektorraum iiber Z ist. Stattdessen

sagt man, G sei ein Z-Modul.



