12. Charakteristik eines Rings

Lemma 85: Es sei R ein Ring mit Eins. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus

X : Z — R mit der Eigenschaft y(1z) = 15.
Beweis: Eindeutigkeit: Aus der Bedingung x(1z) = 1 folgt

Lemma 22 (iii)

x(n) =x(n-1z) n-x(lz) =n-1g VYn € Z.

Existenz: Dass es sich bei der Abbildung x : Z — R, x(n) = n - 1z um einen Ringhomo-

morphismus handelt, wurde bereits in Beispiel 4 am Beginn von Kapitel 9 gezeigt.

Definition: Es sei R ein Ring mit Eins und x : Z — R der eindeutig bestimmte Ring-
homomorphismus mit der Eigenschaft x(1z) = 1z. Nach Lemma 68 (i) ist ker x ein Ideal
von Z und wegen Satz 59 gibt es ein (ebenfalls eindeutig bestimmtes) m € Z, m > 0 mit
der Eigenschaft ker x = (m). Dieses m wird die Charakteristik von R genannt und man
schreibt dafiir char R.

Beispiele: 1) Ist m € N\ {0, 1}, so ist charZ,, = m, denn: Fiir R = Z,, hat x die Form
x(n) =n-1=m, wobei a die Restklasse von a modulo m bezeichnet (fiir a € Z). Daher ist
nekery ©&n=0<n=0 (modm) & m|n < ne(m).

Insbesondere gilt: Ist p eine Primzahl, so ist char Z, = p.

2) charZ =0, dan-1 =0 zu n =0 dquivalent ist.

3) Ist d € Z \ {0,1} quadratfrei, so ist CharZ[\/ﬂ = 0. Insbesondere ist charZ[i] = 0 und
CharZ[\/ﬂ = 0.

4) char Q = char R = char C = 0.

5) Ist R = {0}, so ist char R = 1, da 1 = O und daher x(n) =n-1g = n-0r = Op

fiir alle n € Z und somit ker x = Z = (1). Tatséchlich ist R = {0} der einzige Ring mit

Eins, dessen Charakteristik char R = 1 ist, da daraus ker y = (1) = Z folgt. Das impliziert

1z € ker x und daher 1z = 17 - 1 = Og. Daraus folgt R = {0}, wie wir in Beispiel 11 am

Beginn von Kapitel 7 gezeigt haben.

Lemma 86: Es sei R ein Ring mit Eins und S ein Unterring von R, der ein Ring mit Eins
ist und 1g = 1y erfiillt. Dann gilt char S = char R.

Beweis: Es seien xg : Z — R, xg(n) =n-1lgund xs : Z — S, xs(n) =n-1lg. Wegen
Xgr(n)=n-1lg=n-1g = xs(n) (und Og = Og) ist
nekeryr ©n-lg=0r & n-1g =09 < n € kerxg

und daher ker xp = ker yg, woraus sofort char R = char S folgt.
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Bemerkung: Die Aussage des letzten Lemmas ist ohne die Voraussetzung 1z = 1g falsch.
Das sieht man z.B. am Ring R = Zy x Z3 der Charakteristik char R = 6 besitzt, denn

nekery ©n-lpg=0r < 2|nA3|n < 6|n < nec(6).

Der Ring R enthélt die beiden Unterringe S1 = {(z,0) | x € Zy} und S = {(0,y) | y € Z3},
die offenbar S7 = Zs und Sy = Zs3 erfillen und daher Charakteristik char S; = 2 und

char Sy = 3 besitzen.

Definition: Es seien K und L Korper und K ein Unterring von L. Dann sagt man

stattdessen, K sei ein Teilkorper von L.
Korollar 87: Sind K und L Koérper und K ein Teilkérper von L, so ist char K = char L.
Beweis: Nach Lemma 53 gilt 15 = 1. Die Behauptung folgt sofort aus Lemma 86.

Satz 88: Es sei R ein Ring mit Eins. Dann sind aquivalent:
(i) char R =0,
(11) n-1lpg =0 & n =0y (furnGZ)

Beweis: charR=0 < kerx =(0) & {n€Z|n-1g =0} = {0z}

Satz 89: Es sei R ein Ring mit Eins und char R > 0. Dann gelten:
(i) char R=min{k € Z | k > 1,k -1p = Or},

(ii) Ist R ein Integritatsbereich, so ist char R eine Primzahl.

Beweis: (i) Ist m := char R > 1, so ist m € ker x und daher m - 1 = x(m) = Og. Ist
ke€Z,k>1mit k-1 =0g,soist x(k) =0r = k€kerx=(m) = m|k = m<k.

(ii) Da R ein Integritdtsbereich ist, ist R # {0} und daher char R > 2. Angenommen,
char R wére keine Primzahl. Dann giabe es k,/ € N mit 1 < k,¢ < char R und char R = k/.
Dann ware

OR:charR-le (kf)lRZ (k'-lR)-(f-lR)

und daher k-1z = Og oder ¢-1z = O, was der in (i) bewiesenen Minimalitdt widersprechen

wiirde.
Korollar 90: Ist K ein Korper, so ist entweder char K = 0 oder char K ist eine Primzahl.
Beweis: Folgt sofort aus Satz 89 (ii).

Satz 91: Sind R ein Integritatsbereich, K ein Korper und ¢ : R — K ein Ringmono-
morphismus, so existiert ein eindeutig bestimmter Ringmonomorphismus @ : Q(R) — K,
der ¢ auf den Quotientenkorper Q(R) von R fortsetzt, d.h. @(%) = ¢(a)Va € R.
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Beweis: Eindeutigkeit: Wegen Lemma 63 (ii) gilt ¢(1g) = 1x. Erfiillt 3 : Q(R) — K alle
gestellten Bedingungen, so folgt fiir b € R\ {0}, dass

=t =5(32) 7(3) -5(3- 1) -5(0)-7(3) - o0-(3).

woraus p(3) = ¢(b) ! folgt. Fiir a,b € R, b # 0 muss daher
A(3)=3(2-1) =5(2) o(2) = stowts

Existenz: Wir {iberpriifen, dass ¢ : Q(R) — K, 9(%) = ¢(a)p(b)~! ein Ringhomo-

gelten.

morphismus ist, der alle gestellten Bedingungen erfiillt. Zunéachst ist » wohldefiniert, da

C

% = - = ad=bc = pa)p(d) = p(ad) = p(be) = p(b)¢(c)

und daher
7(3) = ela)e®) " = e(e)p(d) ™

Die Abbildung % ist ein Ringhomomorphismus, da
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a C

P4 +9) = (U i+ be)plbd) = (plaold) + (B0 (oDl

= (p(a)p(d) + £(B)p(e) 2 (B) () = pla)p(b) ! + ple)p(d) ! =7(3) +7(5)

und

7(75) =7(5;) = elackebd) " = e(a)p®) - ple)e(d) " =3(3) -7(3)

und @ ist injektiv, da

7(3) =2(5) = e@e®)" =eed™ = plad) = pla)e(d) = p(b)p(c) = o(be).

woraus ad = bc und daher 7 = < folgt. Schlielich gilt

?(7) = e@en)™ = pla) - 15" = ¢(a)Ya € R,

d.h. @ setzt ¢ auf Q(R) fort.

Korollar 92: Es sei K ein Korper.
(i) Ist char K = 0, so enthélt K einen zu (Q, +, ) isomorphen Teilképer.
(ii) Ist char K = p > 0, so enthélt K einen zu (Z,, +, -) isomorphen Teilkérper.
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Beweis: Betrachte den Ringhomomorphismus x : Z — K, x(n) =n- 1k.

(i) Ist char K = 0, so ist nach Definition ker y = (0) und x daher nach Lemma 68 (ii)
injektiv. Also enthdlt K (nach Lemma 67 (i)) den Unterring Im x = Z und nach Satz 91
daher einen zu Imy = Q(Z) = Q isomorphen Teilkorper (wobei ¥ : Q — K die eindeutig
bestimmte Fortsetzung von x bezeichnen soll, deren Existenz in Satz 91 bewiesen wurde).
(ii) Ist char K = p > 0, so ist nach Korollar 90 ker y = (p) ein maximales Ideal von Z und
wegen Korollar 70 und Satz 77 enthélt K den Teilkorper Im x = Z/ ker x = Z/(p) = Z,.

Definition: Es sei K ein Koérper. Der zu Q (im Fall char K = 0) bzw. Z, (im Fall
char K = p > 0) isomorphe Teilkérper von K, dessen Existenz in Korollar 92 bewiesen

wurde, wird als Primkorper von K bezeichnet.

Bemerkung: Der Primkorper eines Korpers K ist der kleinste in K enthaltenen Teil-
korper. Jeder Teilkorper eines Korpers K muss offenbar die Menge
{n-1g|neZ}t={xn)|neZ}=Imy
enthalten. Im Fall char K > 0 handelt sich dabei nach Korollar 92 (ii) bereits um den
Primkorper von K. Ist char K = 0, muss jeder Teilkérper von K die Menge
{(n 1) (€ 1K)V | myl € Z,0 4 0} = {x(n) - X(O)~* | n, £ € Z, £ # 0}
enthalten, die in diesem Fall nach dem Beweis von Satz 91 und Korollar 92 (i) der Prim-

korper von K ist.



