6. Die Symmetrische Gruppe

Erinnerung: Ist X # @ eine Menge und Sx = {f : X — X | f ist bijektiv}, so ist (Sx, o)
eine Gruppe und wird als symmetrische Gruppe bezeichnet. Statt S¢; .,y schreibt man

kurz S,. Die Gruppe S,, hat Ordnung |S,,| = n!.

geoe

Satz 38: Jede Gruppe G ist zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sg iso-

morph.

Beweis: Es sei ¢ : G — Sg definiert als ¢(a) = o4, wobei o04(x) = ax Vx € G. Dann ist

0, € Sg, denn 04(z) = 04(y) = ax = ay = =y und o,(a"'z) = ala™tx) =2 Vz € G.

Weiters ist ¢ ein Homomorphismus, da

p(ab)(z) = oay() = (ab)z = a(bx) = 04(0b(7)) = (04 0 7)(2) = (¢(a) 0 (b))(2)
fir alle z € G und daher p(ab) = p(a)op(b) Va,b € G. Nach Lemma 25 (i) ist p(G) < S¢.
Schliellich ist ¢ injektiv, denn p(a) = idg = 0, =idg = ax = x Vo € G = a = ae = ¢,
d.h. ker p = {e}. Daher ist p(G) = G.

Notation: Ein o € S,, kann man als

”:<a<11) o<22> . a?m)

notieren. Die Verkniipfung von o, 7 € S,, ergibt sich als

0072(0(11) 0(22) (I_Z,:Q)O(T(ll 7'(22) TZ%>)
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Das Inverse zu

L (o) 0@ - o)
= o).

(Um die {ibliche Darstellung zu erhalten, muss man die Spalten so umordnen, dass in der

ersten Zeile 1 2 - n steht.) Fiir das neutrale Element der Gruppe S,, schreiben wir
1 2 . n
€= )
1 2 . n
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Beispiele: 1) In dieser Notation ist

S_{(123)(123)<123)(123)(123)}
371\ e 1 3)°\3 2 1/)'\1 3 2/)\ 23 1) 31 2

2) In der Gruppe Sg ist
(1 2 3 4 5 6) <1 2 3 4 5 6) (1 2 3 4 5 6)
o = .
6 5 4 2 1 3 6 3 4 2 1 5 34 2 5 6 1

Bemerkung: Permutationen o € S,, werden manchmal auch als o = (0(1),...,0(n))

notiert. Diese Notation wird in dieser Vorlesung nicht verwendet.

Definition: Ein o € S,, wird k-Zyklus (oder kurz Zyklus) genannt, wenn k£ < n und wenn
es k paarweise verschiedene i1,... ,i; € {1,... ,n} gibt, derart dass

0(iq) =tlar1 fir 1l <a<k—1,0(ix) =i und o(j) = j fur j € {1,... ;n}\ {i1,... ,ix}

Man schreibt dafiir o = (i @9 -+ ig).

Lemma 39: Es seien 0,7 € S,, zwei elementfremde Zyklen, d.h.

O-:(il ik)77—:(j1 ]Z) und {ilw" 7Zk}m{jl7 ajﬁ}ZQ'

Dann gilt coT =7 00.
Beweis: Es ist

bap firl <a <k,

(0o0T)(iq) = (To0)(ia) = {

i fir a = k,

jppr fir 1< g <,

(cdo1)(jg) =(To0)(jp) = { 1 fir 8 =2,

und (g o7)(m)=(roo)(m)=mfirme{l,...,n}\ ({ir,... i} U{j1,... ,je})-

Definition: Ein 2-Zyklus 7 € S,, wird Transposition genannt. (Ist 7 eine Transposition,
so gibt es also 7,5 € {1,...,n}, i # j, derart dass 7(i) = j, 7(j) = ¢ und 7(m) = m fiir
m € {1,...,n}\ {i,j} und man schreibt 7 = (i j).)

Satz 40: Jede Permutation o € §,, lasst sich als Produkt paarweise elementfremder Zyklen

schreiben. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Zyklen eindeutig.

Beweis: Wir fithren auf {1,...,n} die Relation ~ ein, die durch

i~j &= Ja€Z:j=o0c%)
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gegeben ist. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation (denn i = o°(i) Vi € {1,... ,n},
= 0%(i) = i =0"%(j) und j = 0(i), k = 0°(j) = k = 0P (c*(i)) = 0*(i)), deren
Aquivalenzklassen Bahnen genannt werden.

Es seien By, ... , Bs diese Bahnen und i, = min B,, fiir 1 < a < s. Betrachte nun die Folge
ia,0(ia),0%(ia) = 0(0(ia)), 03 (ia), . . . .

Da B, endlich ist, muss es ein r > 0 mit der Eigenschaft

0" (ia) € {ia,0(ia),0%(ia)s .. 0" (ia)}
geben. Es sei r, das Minimum aller 7 > 0 mit dieser Eigenschaft (fiir 1 < a <'s). Dann
muss 07> t1(i,) = i, gelten. (Denn wire 0" 1(i,) = o'(iy) fiir ein £ € {1,...,74}, so
wiirde o™ +1=4(i,) = i, folgen, was der Minimalitiit von 7, widersprechen wiirde.) Es
folgt, dass o die Darstellung

o= (i1 o(i1) 02(i1) -+ 0™ (i1)) o (iz o(i2) 02(i2) -+ 0"2(iz)) 0+
-0 (is o(is) 0%(is) -+ o (is))

besitzt (womit die Existenz bewiesen ist). Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dass

es sich bei

{1,...,n} = U {ia70'(ia)70'2(ia)7-" 70-ra(i0t)}

um die Vereinigung paarweise disjunkter Aquivalenzklassen beziiglich ~ handelt.
Beispiel: Es ist

(12345678

3482756 1):(138)0(24)0(576).

Bemerkung: Zyklen der Linge 1 (d.h. Fixpunkte) werden in dieser Schreibweise nicht
notiert, d.h. fiir (; ? g) schreibt man (1 2) und

Bei paarweise disjunkten Zyklen werden wir die Verkniipfung oft nicht notieren, d.h. im
obigen Beispiel wiirde man (1 3 8)(2 4)(5 7 6) schreiben.

Beispiele: 1) Auch in dieser Notation kann man die Verkniipfung von Permutationen gut

berechnen. Das obige Beispiel aus der Gruppe Sg wiirde als

(163425)0(165)(234)=(132456)
geschrieben werden.
2)In(14763)0(243)0(4581)= (276 3)(45 8) sind mehrere 1-Zyklen nicht notiert
worden, z.B. beim Ergebnis rechts (1).
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Korollar 41: (i) Die Gruppe S,, wird von den Transpositionen erzeugt.

(ii) Sy = ((12),(1 3),...,(1 n)).

(iif) S, = ((12),(2 3),...,(n— 1 n)).

Beweis: (i) Ist (i1 i2 --- i) € S, ein Zyklus, so gilt
(i1 42 -+ ip) = (i1 42) 0 (i2 93) 0 -+ 0 (Ip—1 ).

Die Behauptung folgt aus Satz 40.

(i) Firl<i<j<mnist (i j) = (1) o (1 7)o (114). Die Behauptung folgt aus (i).

(iii) Fir 1 <i<j <nmitj>i+1ist

(ij)=(Gi+1)o(i+1i4+2)o---
o(j=2j-1Lo(j-1j)o(j—2j—1)o---
cro(t+1i+2)o(ii+1).

Die Behauptung folgt aus (i).

Bemerkung: Die Darstellung einer Permutation als Produkt von Transpositionen ist

nicht eindeutig, da (fiir n > 3) z.B. (23) = (1 2) o (1 3) o (1 2) gilt.

Definition: Fiir o € S, sei sgno (das Signum von o) als (—1)" definiert, wobei w die

Anzahl der Paare (7,j) mit 1 <1i < j <n und o(i) > o(j) bezeichnet.

Lemma 42: Fiir 0 € S, gilt

[ 29-c6

sgno = —
j—1

1<i<j<n
Beweis: Im Zéhler und Nenner treten (bis auf das Vorzeichen) die selben Differenzen auf.
Fiir jedes Paar (i,7) mit 1 <i < j <n und o(i) > o(j) wechselt das Vorzeichen einmal.
Satz 43: Die Abbildung sgn : S,, — {+1,—1} ist ein Homomorphismus, d.h.
sgn(oco7)=sgno-sgnt Vo, € S,,.
Fiir n > 2 ist sgn ein Epimorphismus.

Beweis: Fiur o,7 € 5, ist

sgnoor)= [] (0 07)(j) = (0 07)(4)

j—1

_ e (0o07)(j) — (0 07)(2) () — 7(3)
R 1§E§n 7(7) = 7(2) H J—
_ H o(j) —o(i) H 7(j) — 7(3)

j—i j—i

1<i<j<n

= (sgno) - (sgnr).

1<i<j<n 1<i<j<n

Ist n > 2, so ist sgne = +1 und sgn(1 2) = —1, d.h. sgn ist surjektiv.
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Lemma 44: (i) Ist 7 € S,, eine Transposition, so ist sgnT = —1.
(ii) Ist o € S,, ein r-Zyklus, so ist sgno = (—1)"1.
Beweis: (i) Ist 7 = (i j) (mit 1 <i < j <n), so haben die Paare

die Eigenschaft aus der Definition des Signum, d.h. 24w und sgnT = —1.
(ii) Nach (i) ist die Behauptung fiir r = 2 korrekt. Nach dem Beweis von Korollar 41 (i)

gibt es Transpositionen 7,... ,7._1 € S, derart dass ¢ = 17 0---07,_1. Aus Satz 43 folgt
r—1 0
sgno = [[senm = (-1)"" = (-1)".
i=1
Definition: Ein o € S5, heifit gerade wenn sgno = +1 und ungerade wenn sgno = —1.
Korollar 45: Es sei 0 € S, und 0 = 71 o - o 7. mit Transpositionen 7q,... ,7,. € S,.

Dann gelten:
(i) o ist gerade < r ist gerade.

(ii) o ist ungerade < r ist ungerade.

Beweis: Nach Satz 43 und Lemma 44 (i) ist sgno = (—1)" und daher

sgno = +1 < r ist gerade und sgno = —1 < r ist ungerade.
Definition: Fiir n > 1 wird (A, o) mit
={o €S, |oist gerade} = {o €S, |sgno = +1}

als alternierende Gruppe bezeichnet.

Satz 46: (i) Firn > 1 ist A, <85,.

(ii) Flir n > 2 ist |A4,,| =

(iii) Fiir n > 3 wird A,, von den 3-Zyklen erzeugt.

(iv) Fir n > 3 ist A, = ((123),(124),(125),...,(12n)).
(v) Ay ={e}, Ay = {e} und A3 = Zs.

(vi) A, ist abelsch fiir n € {1,2,3} und nicht abelsch fiir n > 4.

Beweis: (i) Folgt aus A,, = kersgn und Lemma 26 (i).
(ii) Fir n > 2 gilt nach Satz 43 und Korollar 28 S,,/A4, = {+1,—1} und daher nach
Korollar 19 (i)

nl = |[S,| = [Sn/An| - |An] = 2|A,|.

(iii) Wir zeigen zunéchst: Sind 71,79 € S,, zwei Transpositionen, so kann man 7y o 75 als

Verkniipfung von 3-Zyklen schreiben. Sind i,j,k,¢ € {1,... ,n} paarweise verschieden, so
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ist (i j)o (k€)= (ikj)o(ik¥). Sind i,j,k € {1,...,n} paarweise verschieden, so ist
(1j)o(i k)= (i kj). Ist 1 = 7o, soist 707 = . Wegen Korollar 41 (i) und Korollar 45 (i)
kann jedes o € A,, als Produkt einer geraden Zahl von Transpositionen dargestellt werden
und daher (nach dem schon Gezeigten) als Produkt von 3-Zyklen.

(iv) Jeder 3-Zyklus in A,, hat eine der Gestalten

(12a),(1a?2),(1lab),(2ab)oder (abc),

wobei a, b, ¢ > 3 paarweise verschieden sein sollen. Die Behauptung folgt aus (iii) und den
Identitaten
(la2)=(12a)? (1lab)=(12b)o(12a)? (2ab)=(12b)2%0(12a)
und
(abc)=(12a)?>0(12c)o(12b)%0(12a).
(v) Fiir n = 1 enthélt S,, nur die (gerade) Permutation e.
Fiir n =2 ist S, = {¢, (1 2)}, wobei sgne = +1 und sgn(1 2) = —1.
Fir n = 3 ist
A3 =1{e,(123),(132)} ={e,(123),(123)*} 2Zs.

(vi) Dass A, fiir n € {1,2,3} abelsch ist, folgt sofort aus (v). Fiir n > 4 ist

(123)0(124)=(13)(24)#(14)(23)=(124)0(123).

Bemerkung: Man kann zeigen, dass A, genau dann einfach ist, wenn n # 4. Firn > 5

ist A,, daher eine nichtabelsche einfach Gruppe.

Definition: Fiir n > 3 sei die Diedergruppe (D,,, o) definiert als D,, = («, ), d.h. D, ist

jene Untergruppe von S, die von a = (123 --- n) und

B:<1 2 3 .. on-1 n):{(Q n)(3n—1)- (fg +2)  fiir 2| n,

1 n n-1 .- 3 2 (2n)(3n—1)--- (% 283) fir 21n,
erzeugt wird.
Bemerkung: Statt D,, wird oft die Bezeichnung Ds,, verwendet, da |D,,| = 2n.

Satz 47: Es sei n > 3 und «, 8 € S,, wie eben definiert. Dann gelten
(i) ok # e fir 1 <k <n,a” =¢cund B2 =¢,

(i) Boa=a"loB=a"l 0B,

(iii) D :{a oﬁj|0§i<n,j€{0,1}},

(iv) |Dyp| = 2n,

(

v) D, ist nicht abelsch.
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Beweis: (i) Das gilt, da « ein n-Zyklus und 3 ein Produkt elementfremder Transpositionen

ist.
(ii) Ergibt sich aus
50&2(1 2 3 ceeoon—1 n>o<1 2 3 -+ n-—1 n>
1 n n-1 --- 3 2 2 3 4 --- n 1
1 2 3 e nmn—2 n—1 n
:(n n—-1 n—-2 ... 3 2 1)
1 2 3 -+ n-1 n 1 2 3 oo n—1 n
:(n 1 2 o n—2 n—1)0(1 n n—-1 --- 3 2)
=altop.

Aus o™ = ¢ folgt sofort a1 = a1,

(iii) Folgt aus Satz 12, (i) und (ii).
(iv) Die Elemente der Menge {ai o B ’O <i<mn,je{0, 1}} sind paarweise verschieden,

denn
(a®oB)(1)=a'(1)=i+1Vie{0,1,...,n—1} Vj € {0,1},
(i 50)(2) l(2) 1+2 firo<i<n-—2,
o O = —
1 firi=n—1,
und

1 firl<i<n-—1.

, _ , n firi=0,
(@' 0 B)(2) =a'(8(2)) = a'(n) = {

(v) Da (o B)(1) =2 und (Boa)(l) =nist aof # Boa.

Bemerkung: Die Diedergruppe D, wird iblicherweise mit der Symmetriegruppe des
regelméfigen n-Ecks identifiziert, d.h. mit der Gruppe der Isometrien, die ein n-Eck

deckungsgleich auf sich selbst abbilden.

Um diese Gruppe besser zu verstehen, wahlen wir eine Ecke des n-Ecks aus und bezeichnen
sie mit 1. Davon ausgehend nummerieren wir die anderen Ecken im Uhrzeigersinn mit
2,3,...,n. Da die Elemente der Symmetriegruppe Isometrien sind, bilden sie Ecken auf
Ecken ab und benachbarte Ecken bleiben benachbart. Es gibt nun n Moglichkeiten, auf
welche Ecke die Ecke 1 abgebildet wird und die Reihenfolge der Ecken kann gleich bleiben
oder umgekehrt werden. Da eine Isometrie dadurch bereits eindeutig festgelegt ist, gibt
es insgesamt genau 2n Isometrien, die das n-Eck deckungsgleich auf sich selbst abbilden.
Tatsédchlich kann man diese 2n Abbildungen leicht angeben: Aufler der Identitéit gibt es

die n — 1 Drehungen um die Winkel 27”, 2. 27”, 3- 27“, ceoy(n— 1)277r um den Mittelpunkt
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des n-Ecks, sowie n Spiegelungen an Symmetrieachsen. Ist n ungerade, so gehen alle
n Symmetrieachsen durch eine Ecke und die Mitte der gegebeniiberliegenden Seite. Ist n
gerade, so gehen 7 der Symmetrieachsen durch eine Ecke und die gegeniiberliegenden Ecke

und 5 der Symmetrieachsen durch die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Seiten.

Da jede dieser 2n Isometrien Ecken auf Ecken abbildet, bewirkt sie eine Permutation der
Ecken des n-Ecks. Umgekehrt ist die Isometrie durch diese Permutation bereits eindeutig
festgelegt. In der Diedergruppe D,, wird nun nur noch die Permutation der Ecken ange-
geben. Dabei entspricht a der Drehung um den Winkel 27” um den Mittelpunkt und g
der Spiegelung an der Geraden, die durch die Ecke 1 und den Mittelpunkt geht. Weiters
beschreiben a, a?,a3,... ,a™ ! die Drehungen und 8, 80a,B0oa?,...,80a™ ! die Spie-

gelungen an den n Symmetrieachsen.



