2. Teil: Ringe
7. Definitionen und einfache Eigenschaften

Definition: Es sei R # @ eine Menge und 4+ : R Xx R — R und - : R x R — R zwei binire
Verkniipfungen auf R. Gelten die drei Eigenschaften

1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
2a) (R, ) ist eine Halbgruppe,
3a-(b+c¢)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-cVa,b,ce R (Distributivgesetze),
so wird (R, +,-) als Ring bezeichnet.
Gilt zusétzlich zu 1), 2a) und 3) die Bedingung
4) a-b=">-aVa,be R (Kommutativitdt der Multiplikation),
so wird (R, +, ) als kommutativer Ring bezeichnet.
Gelten 1) und 3) und statt 2a) die stéarkere Bedingung
2b) (R,-) ist ein Monoid,
so wird (R, +,-) als Ring mit Eins(element) bezeichnet.
Gelten die vier Bedingungen 1), 2b), 3) und 4) wird (R, +,-) als kommutativer Ring mit

Eins(element) bezeichnet.

Notationen und Bezeichnungen: 1) Fiir die abelsche Gruppe (R, +) verwendet man
die Bezeichnungen einer (additiv geschriebenen) abelschen Gruppe, die im ersten Teil
eingefiithrt wurden. Insbesondere schreibt man 0 fiir das neutrale Element dieser Gruppe
und nennt es das Nullelement des Rings R. Weiters schreibt man —a fiir das zu a € R
beziiglich der Addition inverse Element.

2) Sind a, b € R, so schreibt man kurz a—b fiir a+(—b) € R, d.h. man setzt a—b := a+(-b).
3) Ebenso verwendet man fiir die Halbgruppe (R, -) die im ersten Teil eingefiithren Bezeich-
nungen. Ist (R, +,-) ein Ring mit Eins, so verwendet man die im ersten Teil eingefiihrten
Bezeichnungen fiir das Monoid (R, -). Fiir das neutrale Element des Monoids (R, -) schreibt
man 1 und nennt es das Einselement des Rings R (d.h.esgilt 1-a =a-1=a Va € R).
Besteht die Gefahr von Verwechslungen, schreibt man auch 1 fiir das Einselement des
Rings R. Ist a € R ein invertierbares Element des Monoids (R, -), so nennt man es kurz
invertierbares Element des Rings R und schreibt (wie im ersten Teil) a~! fiir sein inverses

Element.

Beispiele: 1) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring mit Eins, also insbesondere

(Q,+,-), (R, +,-), (C,+,-) und (Zj, +, -) fiir jede Primzahl p.
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2) Ist m € N\ {0, 1}, so ist (Z,, +, -) ein kommutativer Ring mit Eins.

3) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

4) Es bezeichne Z[i] := {a + bi | a,b € Z}. Dann ist Z[i] mit der iiblichen Addition
und Multiplikation komplexer Zahlen ein kommutativer Ring mit Eins, der als Ring der
Gauflschen ganzen Zahlen bezeichnet wird.

5) Essei d € Z, d > 1 quadratfrei (d.h. es gibt keine Primzahl p mit der Eigenschaft p? | d)
und es bezeichne Z [\/3] = {a+b\/a } a,be Z}. Dann ist Z [\/E} mit der tiblichen Addition
und Multiplikation reeller Zahlen ein kommutativer Ring mit Eins.

6) Es sei d € Z, d < 0 quadratfrei und es bezeichne Z[\/c_i] = {a+bz’\/m | a,be Z}. Dann
ist Z[\/E} mit der iiblichen Addition und Multiplikation komplexer Zahlen ein kommuta-
tiver Ring mit Eins. (Fiir d = —1 erhélt man als Spezialfall Bsp. 4.)

7) Es sei K ein Korper und M, (K) bezeichne die Menge aller n x n-Matrizen mit Eintrag-
ungen aus K. Dann ist M,,(K) mit der {iblichen Addition und Multiplikation von Matrizen
ein Ring mit Eins, der fiir n > 2 nicht kommutativ ist.

8) Es sei V' ein K-Vektorraum und End(V) = {¢ : V. — V | @ ist K-linear}. Dann
ist (End(V), —I—,o) ein Ring mit Eins, der der Endomorphismenring des Vektorraums V

genannt wird. Dabei sind die Verkniipfungen folgendermaflen definiert:

PPV =V, (04 $)(©) = 9(v) + $(v) und porp: V = V, (9o d)(v) = p(4(v)).
9) Es sei m € N\ {0,1}. Dann ist mZ mit der iiblichen Addition und Multiplikation ganzer
Zahlen ein kommutativer Ring (aber kein Ring mit Eins).

10) Es sei [a,b] C R ein Intervall. Die Menge aller Funktionen f : [a,b] — R, versehen
mit der punktweisen Addition und Multiplikation (d.h. (f + ¢)(z) = f(z) + g(x) und
(f-9)(x) = f(x) - g(x)) ist ein kommutativer Ring mit Eins. (Ebenso bilden die Mengen
der differenzierbaren bzw. Riemann-integrierbaren Funktionen f : [a,b] — R, jeweils mit
punktweiser Addition und Multiplikation, einen kommutativen Ring mit Eins.)

11) Es sei R = {0} versehen mit den Verkniipfungen 0 + 0 = 0 und 0 -0 = 0. Dann ist
(R,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins mit der Eigenschaft 0 = 1. Tatséchlich ist das
der einzige Ring mit Eins mit dieser Eigenschaft. Ist ndmlich (S, +,-) ein Ring mit Eins,
indem 0 =1gilt,soista=a-1=a-0=0Va €S. (Den Beweis, dass in einem Ring
stets a - 0 = 0 gilt, werden wir in Kiirze in Lemma 48 nachholen.)

12) Es sei (G, +) eine abelsche Gruppe und

End(G) ={¢ : G — G| ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus}.

Dann ist (End(G), +, o) ein Ring mit Eins. Dabei sind die beiden Verkniipfungen wie in

Bsp. 8 definiert, d.h. (¢+v)(z) = ¢(z)+¢(x) und (pov))(z) = (¢ (x)) fir p,¢ € End(G)
und z € G.
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13) Es sei

o8 reses) {2

Dann ist R, versehen mit der iiblichen Addition und Multiplikation von Matrizen, ein Ring,

a,b,c,d € 7 sind gerade}.

der nicht kommutativ ist und kein Einselement besitzt.
14) Es sei K ein Korper und K[X] bezeichne die Menge aller Polynome mit Koeffizienten
in K, d.h.

K X]={a, X"+ - +a1X +ag | ag,a1,...,a, € K}.
Dann ist K[X], versehen mit der iiblichen Addition und Multiplikation von Polynomen,

ein kommutativer Ring mit Eins.

Bemerkung: Fiir die abelsche Gruppe (R, +) und die Halbgruppe bzw. das Monoid (R, -)

gelten alle Rechenregeln und Eigenschaften, die im ersten Teil bewiesen wurden.

Lemma 48: Es sei (R, +,-) ein Ring. Dann gelten:

(i)0-a=a-0=0Va € R,

(ii) (—a) -b=a-(=b) = —(a-b) Va,b € R,

(iii) (—a) - (=b) =a-bVa,b € R,

(ivia-(b—c¢c)=a-b—a-cund (a—b)-c=a-c—b-cVa,b,c € R,
(v) (na)-b=a-(nb) =n(a-b) Vn € Z Va,b € R,

(vi) Fur alle ay,... ,a,,b1,... ,by € R ist

ibj) ZZab

(3e)
i=1 j=1 i=1 j=1
Beweis: (i) Aus0-a=(0+0)-a=0-a+0-a folgt
0=0-a+(—(0-a))=0-a+0-a+(—(0-a)) =0-a.
Die Identitat a - 0 = 0 kann analog bewiesen werden.
(ii) Es ist
a-b+(—a)-b=(a+ (—a)) b=0-020,
Aus der Eindeutigkeit des (additiven) Inversen folgt —(a - b) = (—a) - b.
Die Identitét a - (—b) = —(a - b) kann analog bewiesen werden.
(iii) Folgt aus

Satz 4 (i)

(—a) - (=0) Ca- (~(-b)) a-b
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(iv) Gilt wegen
a-(b—c)=a-(b+(—c))=a-b+a-(—c) @mb—i— (=(a-¢))=a-b-a-c
bzw.
(a=1b)-c=(a+(-b)) -c:a-c+(—b)-c@a-c+(—(b-c)) =a-c—b-c
(v) Die Behauptung gilt fiir n = 0, da
(0-a)-b=0-b=0,a-(0-b)=a-0=0und 0-(a-b)=0.
(Beachten Sie, dass 0 und - hier jeweils zwei Bedeutungen haben. In allen drei Gleichungs-
ketten ist nur die jeweils erste Null in Z. Es ist also z.B. (0z-a)-b=0g-b ® Or.)

Den Fall n > 0 beweisen wir mit Induktion. Die Behauptung ist trivial fiir n = 1 und folgt

sofort aus den Distributivgesetzen fiir n = 2. Schlief8lich ist

((n+1)a)b= (na+ a)b = (na)b+ ab Y n(ab) + ab = (n + 1)ab
bzw.

a((n+1)b) = a(nb + b) = a(nb) + ab i n(ab) + ab = (n + 1)ab.
Der Fall n < 0 gilt wegen

(na)b = (In|(—a))b = |n|((—a)b) = |n|(—(ab)) = n(ab)

und
a(nb) = a(|n|(~5)) = |n|(a(~b)) = n](~(ab)) = n(ab).

(vi) Wir zeigen zunéchst den Fall n = 1 mit Induktion nach m, d.h.

alzbj :Zalbj. (1)

=1 =1

Diese Behauptung ist trivial fiir m = 1 und folgt aus einem der Distributivgesetze fiir
m = 2. Schlief8lich ist

m—+1 m m v m m—+1
ay Z b]' = al( bj + bm+1) = a1 Zb] + albm+1 = Zalb]‘ + albm+1 = Z albj.
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

j=1
Vollig analog kann man den Fall m = 1 mit Induktion nach n zeigen, d.h.
(Z CLi) b1 = Zaibl. (2)
i=1 i=1
Mit Hilfe dieser beiden Spezialfalle folgt nun

() (’” ) 2> e (30) L3S

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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Definition: Es sei (R, +, ) ein Ring mit Eins.
Ist a € R invertierbar (d.h. 3a=' € R:a-a ! =a~!-a = 1), so wird a eine Einheit von R

genannt. Weiters wird (R*,-) als Einheitengruppe des Rings R bezeichnet, wobei
R* = {a € R | a ist invertierbar} = {a € R | a ist eine Einheit}.
Bemerkung: Dass (R*,-) eine Gruppe ist, wurde in Ubungsbeispiel 15 bewiesen.

Definition: Ist K (# {0}) ein Ring mit Eins, in dem jedes a € K \ {0} invertierbar ist, so
wird K ein Schiefkorper genannt. Ist K (# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins, in dem
jedes a € K \ {0} invertierbar ist, so ist K ein Korper.

Bemerkung: Wir haben den Begriff des Korpers bis jetzt vorausgesetzt und bereits
mehrfach in Beispielen verwendet. Wir haben ihn an dieser Stelle trotzdem noch einmal

definiert, um ihn in die Theorie einzufiigen.

Beispiele: 1) Ist K ein Schiefkorper, so ist K* = K \ {0} nach Definition. Ist K sogar
ein Koérper, so ist (K*,-) = (K \ {0}, ) eine abelsche Gruppe.
2) Ist m € N\ {0,1}, so ist (Z},,-) die prime Restklassengruppe (siche Zahlentheorie).
3) Z* = {1, +1}.
4) Man kann zeigen, dass Z[i]* = {1, —1,4, —i}.
)

5) Man kann zeigen, dass
Z[V2] = {£(1+Vv2)" |neZ} = {c(1+V2)" |n € Z,c € {+1,-1}}.
6) Ist K ein Korper, so ist M, (K)* = GL,,(K).

Bemerkung: Beachten Sie, dass die Bedeutung der Bezeichnungen Q*, R* und C* mit der
an der Schule tiblichen tibereinstimmt, da es sich bei Q, R und C um Korper handelt. Das
stimmt aber nicht fiir die Bedeutung der Bezeichnungen Z* und N*, die man aus diesem
Grund im Rahmen der Algebra nicht fiir die Mengen Z \ {0} und N\ {0} verwenden sollte.

Definition: Es sei R ein Ring. Ein a € R wird Linksnullteiler (bzw. Rechtsnullteiler)
genannt, wenn Jz € R\ {0} : ax = 0 (bzw. 3z € R\ {0} : za = 0). Ein a € R wird

Nullteiler genannt, wenn es sowohl Links- als auch Rechtsnullteiler ist.

Bemerkung: Die Definition der Begriffe Linksnullteiler, Rechtnullteiler und Nullteiler ist
in der Literatur nicht einheitlich. Sehr oft wird das Nullelement (wegen Lemma 48 (i)) von
vornherein ausgeschlossen. Weiters wird ein @ € R manchmal schon Nullteiler genannt,

wenn es entweder Links- oder Rechtsnullteiler ist.

Beispiele: 1) Ist R # {0} ein Ring, so ist (wegen Lemma 48 (i)) 0 ein Nullteiler (zumindest

nach der in dieser Vorlesung verwendeten Definition).
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2) Es sei m € N\ {0,1}. Dann ist jedes Element von Z,, \ Z, ein Nullteiler im Ring
(Zp,, +,-). Ist ndmlich 1 <a <m — 1 und d = ggT(a,m) > 1, so gilt m/d < m und daher
m/d#0 und @ -m/d=am/d=a/d-T =a/d-0=0.

Ist z.B. m =12, so ist Z12 \ Z}, = {0,2,3,4,6,8,9,10} und 0- T = 0 sowie
2:6=3-4=8-3=9-4=10-6=0.

3) Es sei K ein Korper. Dann ist jedes Element von M, (K) \ GL,,(K) Nullteiler im Ring

(M, (K),+,). Ist ndmlich A € M,(K) \ GL,(K), so gilt (nach der Linearen Algebra)

det A = 0 und es gibt z1,... ,z, € K (die nicht alle = 0 sind) und yq,... ,y, € K (die

ebenfalls nicht alle = 0 sind) mit den Eigenschaften

(z1,... ,20)A=(0,...,0) und A(y1,... ,yn)T =(0,...,0)T.
(Dabei bezeichnet (y1,...,y,)? die Transponierte des Zeilenvektors (y1,... ,¥»), d.h. den

Spaltenvektor mit den Eintragungen 1, ... ,y,.) Es sei nun X € M, (K) die Matrix

T1Yyr T291 - Tl
¥ $1‘y2 1‘2‘y2 T ﬂUn‘yz
T1Yn T2Yn T TnlYn

Daes i,j € {1,...,n} mit den Eigenschaften x; # 0 und y; # 0 gibt, ist z;y; # 0 und
daher X #0. Da XA = AX =0, ist A ein Nullteiler.

Ist zB. A = (f j), so kann man z.B. (1 —2)A = (0 0) und A(1 1)T = (0 0)7 wihlen.

Daraus erhilt man X = (l _2> sowie

1 -2

1 -2 2 -2 00 2 -2 1-2 00
xa=(3232)-(12) = (6) maax=(123)-(12) = (50)
4) Es sei R der Ring der Funktionen f : [0,1] — R mit punktweiser Addition und Multi-
plikation. Es seien f,g € R\ {0} definiert als

1 firze[0,1], 0 fiirz € [0,3],
fla) = . X und - g(z) = ) |
0 firze(3,1], 1 firze (3,1].
Dann gilt offenbar f-¢g =0 und f und g sind Nullteiler im Ring R.
Lemma 49: Es sei R(# {0}) ein Ring mit Eins. Dann enthilt seine Einheitengruppe R*

weder Links- noch Rechtsnullteiler.
Beweis: Ist a € R* und ax = 0 fiir ein z € R, so folgt
r=1-z=(ata)r=a"1(ax) =a1-0=0,
d.h. a kann kein Linksnullteiler sein. Dass a kein Rechtsnullteiler ist, kann man analog

beweisen.
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Definition: Ist R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins, in dem 0 der einzige Nullteiler

ist, so wird R Integritatsbereich genannt.

Bemerkung: Diese Definition wird oft so formuliert, dass R nullteilerfrei sein muss, was
man bei der in dieser Vorlesung verwendeten Definition des Nullteilers nicht ganz wortlich

nehmen darf.

Beispiele: 1) Jeder Korper ist ein Integritétsbereich.

2) Z ist ein Integritétsbereich.

3) Z[i] ist ein Integritatsbereich.

4) Allgemeiner gilt: Ist d € Z \ {0,1} quadratfrei, so ist Z[v/d] ein Integritéitsbereich.

Lemma 50: Es sei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind &quivalent:

(i) R ist ein Integritétsbereich,
(ii) Es gilt folgende Kiirzungsregel: Aus ab = ac und a # 0 folgt b = ¢ (mit a,b,c € R).

Beweis: (i) = (ii) Wenn ab = ac dann a(b—c¢) =ab—ac=0. Daa # 0, muss b—c =0
und daher b = c sein.
(ii) = (i) Wenn ab = 0 und a # 0, so ist ab = a - 0 und daher b = 0.

Satz 51: Jeder endliche Integritatsbereich ist ein Korper.

Beweis: Es sei R ein endlicher Integritétsbereich mit n Elementen und R = {aq,... ,a,}.
Ist a € R\ {0}, dann ist auch R = {aay,... ,aa,}. (Ist aa; = aaj, so folgt nach Lemma 50
a; = a;. Daher ist aa; # aa; fiir 1 <i¢,7 <nund i # j. Also enthélt {aay,...,aa,}(C R)
ebenfalls n Elemente und stimmt daher mit R iiberein.) Also gibt es ein ¢ € {1,... ,n}

mit der Eigenschaft aa; = a;a = 1.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass jeder endliche Schiefkérper ein Korper ist (Satz von
Wedderburn).



