8. Unterringe, Ideale und Faktorringe

Definition: Es sei (R,+,) ein Ring und S C R, S # @. Ist S mit den Verkniipfungen

von R selbst ein Ring, so wird S Unterring von R genannt.

Satz 52: Es sei (R,+,-) ein Ring und S C R, S # &. Dann sind dquivalent:

(i) S ist Unterring von R,
(il)a—beSVa,be Sunda-beSVa,beS.

Beweis: (i) = (ii) Trivial.

(ii) = (i) Aus a — b € S Va,b € S folgt (wegen Satz 10), dass (S,+) eine (abelsche)
Untergruppe von (R, +) ist. Wegen a-b € S Va,b € S ist S beziiglich der Multiplikation
abgeschlossen. Die Assoziativitat der Multiplikation und die Distributivgesetze gelten

allgemein.

Beispiele: 1) (Z,+,-) ist ein Unterring von (Q, +,-), (Q,+,-) von (R,+,-) und (R, +, ")
von (C,+,-).

2) Fir jedes m € Z ist mZ ein Unterring von (Z, +, -).

3) M, (Q) ist ein Unterring von (M, (R),+,-).

4) Ist d € Z, d > 1 quadratfrei, so ist Z[\/ZZ} ein Unterring von (R, +, ).

5) Ist d € Z, d < 0 quadratfrei, so ist Z[\/Zﬂ ein Unterring von (C, 4+, -).

Bemerkungen: 1) Ist (R, +,-) ein Ring mit Eins und S ein Unterring von R, so muss S
kein Einselement besitzen. Z.B. ist (2Z,+, ) ein Unterring von (Z, +, -), besitzt aber kein
Einselement.

2) Ist (R,+,-) ein Ring mit Eins, S ein Unterring von R und S ein Ring mit Eins, so
kann 1g # 1g gelten. Z.B. ist R = Z X 7Z, versehen mit komponentenweiser Addition und
Multiplikation (x1,y1) + (z2,y2) = (x1 + x2,y1 + y2) und (x1,y1) - (x2,y2) = (172, y1Y2)
ein Ring mit Einselement (1,1). Setzt man S = {(z,0) |z € Z}, so ist S ein Unterring

von R und besitzt das Einselement (1,0).

Lemma 53: Ist R ein Integritétsbereich, S(# {0}) ein Unterring von R und S ein Ring
mit Eins, so gilt 15 = 1.

Beweis: Esist 1g-1g =15 =1g-1r. Da 1g # 0 folgt 1¢ = 1g wegen Lemma 50.

Definition: Es sei R ein Ring und I C R ein Unterring von R.

1) I heit Linksideal von R, wenn ax € I Voo € R Vx € I,
2) I heifit Rechtsideal von R, wenn za € I Yoo € RVzx € 1,

3) I heifit Ideal von R, wenn es Links- und Rechtsideal von R ist.
46
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Satz 54: Es sei R ein Ringund I C R, [ # @.

(i) I ist Linksideal von R <= z—y€lVz,yel und are€lVae RVrel,
(ii) I ist Rechtsideal von R <= x—ye€lIVx,yc€l und za€lVae RVxel,
(iii) [ ist Ideal von R <= z—ye€lVz,yel, are€lIVaec RVzrel

und za €l Vae RVzel.

Beweis: Folgt sofort aus Satz 52 und der vorangegangenen Definition.

Beispiele: 1) Jeder Ring R enthilt die beiden Ideale {0} und R.
2) Fiir jedes m € Z ist mZ ein Ideal von Z.
3) Ist R der Ring der reellen Polynomfunktionen, d.h.

R = {p : R—)R‘p(m) = a,x" + -+ + a1x + ap fir gewisse ag,ay,... ,a, € R},
versehen mit punktweiser Addition und Multiplikation und « € R, so ist
Io ={p € R|p(a) =0}
ein Ideal von R.
4) Ist K ein Korper, R = My(K),

G D) feoen) e o={(G )

so ist I ein Linksideal von R (aber kein Rechtsideal von R) und J ein Rechtsideal von R

(aber kein Linksideal von R), denn

(en (D)o we (20GD)-( Demono

Lemma 55: Es sei R ein Ring und Z # @ eine (Index)Menge.

a,beK},

(i) Ist S; ein Unterring von R fiir alle i € Z, so ist () S; ein Unterring von R.
€T
(ii) Ist I; ein Linksideal (bzw. Rechtsideal bzw. Ideal) von R fir alle i € Z, so ist [ I; ein
i€T
Linksideal (bzw. Rechtsideal bzw. Ideal) von R.

Beweis: (i) z,ye (| Si=x,yeS;VielI=zc—yeS;VieZundazye S;Viel

i€T
=z—y€ () S;und zy € [\ S;. Die Behauptung folgt aus Satz 52.
€T i€T
(ii) Aus (i) folgt sofort, dass () I; ein Unterring von R ist.
ieT
ac€Rundere L =zxel il Viel=arecl;Vicl (baw. za € l; Vi T)

€T
= ax € () I; (bzw. xza € () I;). Die Behauptung folgt aus Satz 54.
€T ieT
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Definition: Es sei R ein Ring und X C R. Dann heif3t

=1 I
XCI
I ist Ideal von R

das von X erzeugte Ideal von R. Ist X endlich (d.h. 3x1,... ,2, € R: X = {x1,... ,2,}),
so schreibt man auch (z1,... ,x,) statt (X).

Ein Ideal I von R, das von einem einzelnen Element erzeugt wird (d.h. 3z € R: I = (x))
heiffit Hauptideal. Ein Ring, in dem jedes Ideal Hauptideal ist, wird Hauptidealring ge-

nannt. Ein Integritatsbereich, der ein Hauptidealring ist, wird Hauptidealbereich genannt.

Satz 56: Es sei R ein Ring und X C R.
(i) Es ist

I J K L
(X) = {Zaixiﬁi—i—Zijj—l—Zuk(Sk—l—wa o, € Rund r; € X fir 1 <i <1,
k=1 (=1

i=1 j=1

v ERundy; € X fir 1 <j5 < J,
0 € Rundup e X fir 1 <k < K,

ngEZundwEXﬁirlgﬂgL}.

(ii) Es sei R ein kommutativer Ring, so ist

a; € Rund x; € X fir 1 <: <1,

I 7
(X) = {Zail‘i +) njy;

i=1 j=1

njEZundijXﬁirlgng}.

(iii) Es sei R ein Ring mit Eins, so ist

(X) = {Z ;i3

=1

ai,BiERundxieXﬁirlgign}.

(iv) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so ist

=1

aiERundxieXﬁirlgign}.

Beweis: Ubung.
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Korollar 57: Es sei R ein Ring und a € R.
(i) Es ist

(a) = {aa +af + na + Z%a&-

=1

04»5,71,~-- 777717517"' 76m eRanGZ}'

(i) Ist R kommutativ, so ist (a) = {aa+na |a € R,n € Z}.
(iii) Ist R ein Ring mit Eins, so ist

(a) = {Z a;af;

(iv) Ra = {aa | a € R} ist ein Linksideal von R und aR = {a« | o € R} ist ein Rechtsideal

von R (die aber beide a nicht enthalten miissen). Ist R ein Ring mit Eins, so ist a € Ra

at,... ,Oén,ﬁl,... ,ﬁnER}.

und a € aR.

(v) Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, so ist (a) = Ra = aR.

Beweis: (i), (ii) und (iii) Sind Spezialfélle von Satz 56 (i), (ii) und (iii).
(iv) Ra ist ein Linksideal von R, da
aa — fa = (a— B)a € Ra Vo, € Rund f(aa) = (fa)a € Ra Yo, 5 € R.
Dass aR ein Rechtsideal ist, kann man analog zeigen.
Ist R=2Zund a=2,s0ist a € R, aber 2=a ¢ aR = Ra =2 27 = 47.
Ist R ein Ring mit Eins, soista=1-a€ Raunda=a-1 € aR.
(v) Nach (iv) ist Ra = aR ein Ideal von R und a € Ra = aR, woraus (a) C Ra = aR folgt.

Ist umgekehrt I ein Ideal von R und a € I, so muss aa = ac € I Vo € I gelten. Daraus
folgt Ra = aR C I und somit Ra = aR C (a).

Lemma 58: (i) In jedem Ring R ist {0} = (0) ein Hauptideal.
(ii) Ist R ein Ring mit Eins, so ist R = (1) ein Hauptideal.

Beweis: (i) Esist 0 € {0} und {0} ist offenbar ein Ideal von R. Ist I ein Ideal von R, so
muss 0 € I und daher {0} C I gelten. Also ist (0) = {0}.

(ii) Ist I ein Ideal von R mit der Eigenschaft 1 € I, so folgt a = a-1 € I Va € R und daher
R C I. Also ist I = R und somit (1) = R.

Satz 59: Ist I ein Ideal des Rings (Z, +, ), so gibt es ein m € Z, m > 0 mit der Eigenschaft

I = (m) = mZ. Insbesondere ist Z ein Hauptidealbereich.
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Beweis: Ist I = {0}, so ist I = (0). Ist I # {0}, so ist (I,+) Untergruppe der zyklischen
Gruppe (Z, +). Nach dem Beweis von Satz 35 (ii) hat I daher die Gestalt

I = (m)=mZ= (m),
wobei m =min{k € Z | k > 0,k € I} > 0. In der letzten Gleichung wurde Korollar 57 (v)

verwendet.

Satz 60: (i) Ein Schiefkdrper K besitzt nur die beiden Linksideale (bzw. Rechtsideale
bzw. Ideale) {0} und K.

(i) Ist R(# {0}) ein Ring mit Eins und besitzt auBler {0} und R keine weiteren Links-
oder Rechtsideale, so ist R ein Schiefkorper.

Beweis: (i) Es sei I # {0} ein Linksideal von K. Dann gibt es ein a € I\ {0}. Fiir jedes
B € K ist Ba~! € K und daher 8 = Ba~!-a € I. Also ist K C I und somit I = K.
Der Beweis fiir Rechtsideale kann analog gefiihrt werden. Die Behauptung fiir Ideale folgt
sofort.

(ii) Es sei @ € R\ {0}. Nach Korollar 57 (iv) ist Ra ein Linksideal von R und a € Ra.
Also ist Ra # {0} und nach Voraussetzung gilt Ra = R. Daher ist 1 € Ra und es gibt ein
x € R mit der Eigenschaft xa = 1. Analog kann man zeigen, dass es ein y € R mit der
Eigenschaft ay = 1 gibt. Wegen z =z -1 = z(ay) = (xa)y = 1 -y = y ist a invertierbar.
Satz 61: Es sei R ein Ring und I ein Ideal von R. Versieht man die Faktorgruppe (R/I,+)

mit der Multiplikation (a+1)-(b+1) = ab+1, soist (R/I,+, ) ein Ring. Ist R kommutativ,
so ist auch R/I kommutativ. Ist R ein Ring mit Eins, so ist auch R/ ein Ring mit Eins.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Multiplikation wohldefiniert ist. Angenommen,
o +I=a+ITund b +1=>b+1. Dannist a’ —a,b’ —b e I. Daher gibt es 7, j € I, derart
dass @’ = a+i und ¥ = b+ j und somit 't/ = (a +1)(b+ j) = ab+ aj + ib + ij und
a'tl —ab=aj+ib+ijel,alsoadd +1=ab+ 1.
Die Multiplikation ist assoziativ, da
((a+ D)+ 1I))(c+1)=(ab)e+I=abe)+ 1= (a+I)((b+1I)(c+1)).

Das erste Distributivgesetz gilt, da

(a+D(0+ID)+(c+I)=alb+c)+I=(ab+ac)+1

=(ab+ 1)+ (ac+1I)=(a+ )b+ 1)+ (a+I)(c+I).
Das zweite Distributivgesetz kann analog bewiesen werden. Ist R kommuativ, so folgt

(a+D(b+1)=ab+I=ba+1=(b+1I)(a+1I).
Ist R ein Ring mit Einselement 1, so ist 1 + R Einselement des Rings R/I, da
I+DHa+D)=(a+DH(1+I)=a+1.
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Definition: Es sei (R,+,) ein Ring und I ein Ideal von R. Der Ring (R/I,+,-) wird
Faktorring (oder Restklassenring) von R nach I genannt.

Beispiel: Ist m € N\ {0, 1}, so ist Z/(m) = Z/mZ = Z,,, d.h. man erhilt den aus der
Zahlentheorie bekannten Ring der Restklassen (Z,,, +, -) modulo m.



