19. Polynomringe

Es sei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins. Wir wollen mit Polynomen
an X" 4+ ap 1 X" P+ a1 X +ag
mit ag, a1,...,a, € R und einer Unbestimmten X rechnen wie gewohnt, d.h.
(an X"+ 4+ a1 X +ag) + (b, X"+ +bX 4+ bo)
=(an + b)) X"+ -+ (a1 + b1)X + (ap + bo)
und
(@ X" + -+ a1 X +ag) (b X™+ -+ 01X + bo)
= Crn X"+ 1 X + ¢
wobei
k
¢k = apbg + a1bg—1 + -+ ax_1b1 + agby = Zaibk—i = Z a;b;
i=0 i,j>0
i+j=k
fir 0 < k < m + n. Weiters soll gelten, dass
anX”—|—~~—|—a1X—|—a0:an"+--~—|—b1X—|—b0 = CLZ:beUI‘OSZS’n

Auch wenn damit im wesentlichen alles beschrieben ist, was man zum Rechnen mit Polyno-
men wissen muss, handelt es sich dabei nicht um eine brauchbare Definition. Hauptgrund
ist, dass man sich die Unbestimmte X nicht als Variable und die Polynome nicht als
Funktionen vorstellen sollte. Eine saubere Definition erhélt man folgendermaflen: Es sei S
die Menge aller unendlicher Folgen (ag, a1, a9, ...) mit a; € R Vi > 0 mit der Eigenschaft,
dass nur endlich viele der a; # 0 sind (d.h. Jig > 0 Vi > i : a; = 0). Darauf definiert man
die Addition

(a0va17a27'--)+(b07b17b2a"') = (a0+b03a1+b17a2+b27"')
und die Multiplikation
(ao,al,ag, .. ) . (bo,bl,bQ,. . ) = (CO,Cl,CQ,. . .),

wobel ¢, fiur alle k£ > 0 definiert sei als

k
¢k = agbg + arbp—1 4+ -+ ax—1b1 + axby = Zaibk—i = Z a;b;.
i=0 ij>0
iti=k

Satz 152: Mit den eben beschriebenen Definitionen ist (S, +,-) ein kommutativer Ring

mit Eins.

118
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Beweis: Sind (a;)i>0, (bi)i>0 € S, so gibt es nach der Definition von S Indizes m,n > 0,
derart dass a; = 0 fiir i« > m und b; = 0 fiir ¢ > n. Daher ist a; + b; = 0 fiir i > max{m,n}
und (a;)i>o0 + (bi)i>0 = (@i +b;)i>0 € S. Ist k > m+nund i 4+ j = k (mit 4,j > 0), so
muss ¢ > m oder j > n gelten, woraus folgt, dass entweder a; = 0 oder b; = 0 gelten muss.

Daraus folgt, dass ¢, = 0 fiir K > m +n und (a;)i>0 - (bj)j>0 = (ck)r>0 € S. Wegen
((ai)izo + (bi)izo) + (ci)iz0 = ((ai +b;) + Ci)izo
= (a; + (b; + Ci))izo = (a;)i>0 + ((b;)iz0 + (ci)i>0)
ist die Addition assoziativ und wegen
(@i)i>o0 + (bi)i>0 = (a;i + bi)i>0 = (bi + ai)i>0 = (bi)i>o0 + (a:)i>o0

kommutativ. Das neutrale Element der Addition ist (0,0,0,...) und additives Inverses zu
(@i)i>o0 ist (—ai)i>0. Um die Assoziativitdt der Multiplikation zu beweisen, betrachten wir

(ai)i>0, (bj)j>0, (ck)k>0 € S. Es ist dann

((ai)izo - (b)j20) - (cr)rz0 = ( > ( > a,-bj)ck>

Ok=n Nitj=(

und

(ai)izo0 - ((bj)j>0 - (ck)r>0) = ( Z ai( Z bj%))
n>0

i+m=n jt+k=m
und die Assoziativitat der Multiplikation folgt aus
S (T ab)a= ¥ abe= ¥ o X ba)
ttk=n Nitj=¢ i+j+k=n itm=n  “j+k=m
Einselement ist (1,0,0,0,...), die Multiplikation is kommutativ wegen
> aibj= ) bja;
i+j=k jti=k
und distributiv wegen
Z (ai—f—bi)cj = Z CLiCj—i- Z biCj.

i+j=k i+j=k i+j=k

Lemma 153: Setzt man, mit den Bezeichnungen von Satz 152, X := (0,1,0,0,0,...), so
ist X™ = (0n)i>0 fiir n > 0, wobei

5 1 fallst=mn
"l 0 fallsi #£n
d.h. X” =(0,...,0,1,0,0,0,...), wobei 1 an der Stelle mit Index n steht.
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Beweis: Wir verwenden Induktion nach n. Die Behauptung ist trivial fiir n € {0,1}.
Weiters ist
Xl = X" X = (Gin)iz0 " (d51)520 = (cx)rz0
mit
cp = Z 0indj1 = Ok n+1,
i+j=k
denn 6;,0;1 = 0 auBer fiir i =n und j =1 (und daher k =i+ j=n+1).

Lemma 154: Die Abbildung ¢ : R — S, ¢(a) = (a,0,0,0,...) (wieder mit den Bezeich-

nungen von Satz 152) ist ein Ringmonomorphismus, der ¢(1g) = 1g erfiillt.

Beweis: Fiir a,b € R gelten
e(a+b)=(a+5,0,0,0,...)=(a,0,0,0,...) 4 (b,0,0,0,...) = p(a) + p(b)

und

p(ab) = (ab,0,0,0,...) = (a,0,0,0,...)-(b,0,0,0,...) = ¢(a) - p(b).
Es ist offensichtlich, dass ¢ injektiv ist und ¢(1gr) = 1g erfiillt.

Konvention: Man indentifiziert R mit seinem Bild ¢(R) C S, d.h. man unterscheidet
nicht zwischen a € R und ¢(a) = (a,0,0,0,...).

Jedes (agp,a1,as,...) € S kann nun geschrieben werden als

(ag,a1,as,...) = (ap,0,0,0,...) - X+ (a1,0,0,0,...) - X + (a2,0,0,0,...) - X% 4 ---
=ap+a X +a X+ = ZaiXi;
i>0
womit man wieder bei der fiir Polynome iiblichen Schreibweise angelangt wére.

Definition: Es sei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins. Den in Satz 152 be-
schriebenen Ring S bezeichnet man mit R[X] und nennt ihn den Ring der Polynome mit

Koeflizienten aus R in der Unbestimmten X.

Definition: Ist R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins und
p(X) =ap, X"+ + a1 X +ap € R[X]

mit a,, # 0 (fiir n > 0), so sagt man, der Grad von p sei n und schreibt dafiir grad p = n.
Man bezeichnet a,, als Leitkoeffizienten von p. Ist a,, = 1, so sagt man, p sei normiert.
Zusétzlich definiert man grad(0) = —oo (d.h. das Nullpolynom soll Grad —oco haben).
Beim Rechnen mit den Graden von Polynomen verwendet man die Konventionen —co < n

und —oco+n =n+ (—o0) = —oc fiir alle n € NU {0} sowie (—00) + (—00) = —o0.
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Satz 155: Essei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins und p, ¢ € R[X]. Dann gelten:

(i) grad(p + ¢) < max{gradp, grad ¢},
(ii) grad(p - q) < gradp + gradg,
(iii) Ist der Leitkoeffizient von p kein Nullteiler in R oder der Leitkoeffizient von ¢ kein
Nullteiler in R, so ist grad(p - q) = grad p + grad g,
(iv) Ist R ein Integritétsbereich, so ist grad(p - ¢) = gradp + grad q.

Beweis: (i) Die Behauptung ist klarerweise erfiillt, wenn p = 0 oder ¢ = 0. Es sei darum
ab jetzt p # 0 und g # 0. Ist

p(X) =) a;X' und ¢X)=> bX'
i=0 i=0

mit a, # 0 und b,, # 0, so ist a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir ¢ > m. Daher ist a; + b; =0

fiir ¢ > max{n, m} und somit grad(p + q) < max{m,n} = max{gradp, grad ¢}.

(ii) Ist p = 0 oder ¢ = 0, so ist pg = 0 und daher grad(pg) = —oo = grad p + grad q. Es sei

darum ab jetzt p # 0 und ¢ # 0. Ist wieder

p(X) = iaiXi und ¢(X) = ibiXi
i=0 i=0

mit a,, # 0 und b, # 0, so ist
p(X)q(X) = anme"”Lm -+ (anbm,1 -+ an,lbm)Xn+m_1 4+ 4 (Cleo -+ aobl)X -+ CLobO

und daher grad(pq) < n+ m = grad p + grad q.

(iii) Verwendet man die Bezeichnungen des Beweises von (ii) weiter, so besagt die Voraus-
setzung gerade, dass a,, kein Nullteiler ist oder b,, kein Nullteiler ist. Daher ist a,b,, # 0
und grad(pq) = n + m = grad p + grad q.

(iv) Folgt sofort aus (ii) und (iii).

Korollar 156: Es sei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins. Dann gelten:

(i) R[X] ist ein Integritatsbereich < R ist ein Integritétsbereich,
(if) B* C R[XT",
(iii) Ist R ein Integritdtsbereich, so ist R[X]* = R*.
Beweis: (i) (=) Folgt daraus, dass R ein Unterring von R[X] ist.

(<) Sind p,q € R[X]\ {0}, so ist gradp > 0 und gradq > 0 und (wegen Satz 155 (iv))
grad(pq) = gradp + grad ¢ > 0. Also ist pq # 0.
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(ii) Folgt daraus, dass R ein Unterring von R[X] ist.
(iii) Es sei p € R[X]*. Dann gibt es ein ¢ € R[X] mit der Eigenschaft pg = 1. Daraus folgt
0 = grad(pq) = grad p+grad g wegen Satz 155 (iv). Das ist aber nur fiir grad p = grad¢ = 0
moglich. (Ist gradp = —oo oder gradq = —oo, so ist gradp + gradg = —oo. Also
muss gradp > 0 und gradq > 0 gelten. Ware nun gradp > 0 oder gradgq > 0, so ware
gradp + gradg > 0.) Also ist p(X) = a und ¢(X) = b fiir gewisse a,b € R\ {0} mit der
Eigenschaft ab = 1. Daher ist p(X) = a € R* und R[X]* C R*.
Bemerkungen: 1) Ist R kein Integritdtsbereich, kann R* G R[X]* gelten. Z.B. ist
2X + 1 € Zy[X]* \ Z%, da

X +1)°=2X24+ 2+ )X + T =2X2 +IX +T1=T1.
2) Ist R ein Integritdtsbereich, so ist (nach Korollar 156 (i)) auch R[X] ein Integritéts-

bereich und man kann wegen Satz 83 (ii) den Quotientenkdrper R(X) := Q(R[X]) von
R[X] bilden.

Definition: Es sei R ein Integritatsbereich. Der Quotientenkorper

rix) = {25 \p,q € RX]q £ 0}

von R[X] wird der Korper der rationalen Funktionen in X iiber R genannt.

Satz 157 (Division mit Rest): Es sei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins und
f,g € R[X], wobei der Leitkoeffizient von g in R* sein soll. Dann gibt es eindeutig
bestimmte ¢, € R[X] mit den Eigenschaften f = qg + r und gradr < grad g.

Beweis: Existenz: Falls gradg > grad f, setze g =0und r = f, d.h. f=0-g+ f. Es sei
darum nun grad g < grad f. Es sei

f(X) = Zn:aiXi und ¢g(X) = Xm:biXi
i=0 i=0

mit a, # 0, b, #0, 0 <m < n und b,, € R*. Wir verwenden Induktion nach n.
Falls n = 0 ist auch m = 0, d.h. f(X) = ao € R und g(X) = by € R*. Setze q(X) = aoby*
und 7(X) = 0, d.h. ag = (agby )bo + 0.

Angenommen, die Behauptung sei fiir grad f < n schon gezeigt. Dann ist
grad(a,b;,' X" "™g(X)) = grad (Z anb;}bixn—mH) =n=grad f
i=0

und a,b,,' X" ™g(X) hat Leitkoeffizienten a,. Daher ist
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grad (f(X) — anb,' X" ™g(X)) < n.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ¢, € R[X| mit
F(X) = anb ' X" Mg(X) = ¢(X)g(X) +7(X)
und grad r < grad g. Daraus folgt
F(X) = (anbi X7 +4(X)) g(X) +7(X)
Setzt man nun
q(X) = anby,! X" + (X)),
so ist f(X) =¢q(X)g(X)+r(X) und gradr < grad g.
Eindeutigkeit: Ist f = q19 + r1 = q29 + r2 mit gradr; < grad g und gradr, < grad g, so
gilt (¢1 — g2)g = ro — r1 und daher wegen Satz 155 (iii) und Satz 155 (i)
grad(q1 — q2) + grad g = grad(ry — r1) < max{gradr, gradro} < gradg.

Das ist nur moglich, wenn grad(q; — ¢2) = —o0, d.h. ¢1 — g2 = 0, woraus ¢; = g2 und auch

r1 = ro folgen.

Korollar 158: Es sei K ein Korper. Dann ist K[X] ein euklidischer Ring (und daher ein
Hauptidealbereich und ein faktorieller Ring).

Beweis: Da K ein Korper ist, ist K[X] nach Korollar 156 (i) ein Integritatsbereich. Setzt
man ¢ : K[X]\ {0} - NU {0}, ¢(p) = gradp, so wird K[X]| wegen Satz 157 dadurch
zu einem euklidischen Ring. Aus Satz 138 folgt, dass K[X] ein Hauptidealbereich ist und
nach Satz 137 ist K[X] ein faktorieller Ring.

Bemerkung: Wir werden spéter den folgenden Satz zeigen: Ist R ein faktorieller Ring,
so ist R[X] ein faktorieller Ring.

Lemma 159: Es sei K ein Korper. Dann gelten:

() pe K[X|" @ pe K\ {0} & gradp =0,
(ii) p,q € K[X] sind assoziiert < Ja € K \ {0} : ¢(X) = ap(X),
(iii) Zu jedem p € K[X]\ {0} gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes ¢ € K[X],

das zu p assoziiert ist.

Beweis: (i) Das folgt sofort aus Korollar 156 (iii) und K* = K \ {0}.

(ii) Da K ein Korper ist, ist K[X] nach Korollar 156 (i) ein Integritdtsbereich und die
Behauptung folgt aus (i) und Satz 131 (viii).

(iii) Nach (ii) sind die zu p assoziierten Polynome genau die Polynome der Gestalt cp(X)
mit ¢ € K\ {0}. Ist p(X) = a, X™ + -+ -+ a1 X + ag mit Leitkoeffizienten a,, # 0, so erhalt

1

man auf diese Weise genau fiir ¢ = a,,* ein normiertes Polynom.
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Korollar 160: Es sei K ein Korper und p € K[X]\ K. Dann gibt es ein a € K \ {0} und
irreduzible, normierte Polynome ¢1,... , ¢, € K[X], derart dass p(X) = aq1(X) - - - ¢ (X).
Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Polynome ¢, ... , ¢, eindeutig.

Beweis: Folgt aus Satz 139 und Lemma 159.

Bemerkung: Die Polynome ¢i,...,q, in Korollar 160 sind irreduzible Elemente des
Polynomrings K[X]. Sie kénnen aber reduzibel sein, wenn man sie als Elemente eines
Polynomrings L[X]| mit einem groBeren Koeffizientenkorper L auffasst. So ist, wie wir in
Kiirze sehen werden, das Polynom X2 +1 ein irreduzibles Element des Polynomrings R[X].
Es ist aber reduzibel, wenn man es als Element des Polynomrings C[X] auffasst, da
X2 +1 = (X +14)(X —1i). D.h. die Faktorisierung in Korollar 160 ist zwar fiir einen
fest gewahlten Koeffizientenkorper K eindeutig, kann sich aber bei Ubergang zu einem

anderen Koeffizientenkorper andern.

Lemma 161: Es sei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins. Dann ist R[X] kein
Korper.

Beweis: Wir zeigen, dass p(X) = X € R[X] kein multiplikatives Inverses besitzt. Ist
q(X)=0,s0ist p(X)g(X)=0#1. Ist ¢(X) = a, X"+ -+ a1 X + ap mit a,, # 0 fir ein
n >0, soist p(X)q(X) = ap, X" + - + a1 X% + ap X # 1.

Korollar 162: Es sei K ein Korper und p € K[X]. Dann sind dquivalent:

(i) p ist ein irreduzibles Element von K[X],
(ii) Der Faktorring K[X]/(p(X)) ist ein Korper.

Beweis: (i) = (ii) Da K[X] (nach Korollar 158) ein Hauptidealbereich ist, folgt wegen
Satz 132 (ii), dass (p(X)) ein maximales Ideal von K [X] ist. Nach Satz 77 ist K[X]/(p(X))
ein Korper.
(ii) = (i) Wegen Satz 77 ist (p(X)) ein maximales Ideal von K[X]. Es ist (p(X)) # (0).
(Wire (p(X)) = (0), so wire p(X) = 0 und daher

K[X]/(p(X)) = K[X]/(0) = K[X]
ein Korper, ein Widerspruch zu Lemma 161.) Wegen Satz 132 (ii) ist p ein irreduzibles
Element von K[X].

Satz 163: Es seien R(# {0}) und S(# {0}) zwei kommutative Ringe mit Eins, ¢ : R — §
ein Ringhomomorphismus mit der Eigenschaft ¢p(1g) = 1g und ¢ € S. Dann gibt es
einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus ¢, : R[X] — S mit den Eigenschaften

e |r= ¢ (d.h. die Einschréankung von ¢, auf R ist ¢ bzw. ¢. setzt ¢ auf R[X] fort) und
ve(X) = c.
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Beweis: Eindeutigkeit: Ist

p(X) = ZaiX’,
i=0
SOC(Z)(X)) = Z we(a;)pe(X)" = Z p(a;)c"
i=0 i=0
gelten.

Existenz: Setzt man
n n
. (Z X) =3 gl
i=0 i=0

so sind offenbar ¢, |r= ¢ und ¢.(X) = c erfiillt. Ist

= ZaiXi und ¢(X) = ZbiXi,

120 i>0
so gelten
pe(p(X) + (X)) = ¢ (Z(aﬁb ) > olai + b))
1>0 >0
=Y (elai) + o) = > wlai)e + Y wbi)e = pe(p(X)) + pe(a(X))
i>0 i>0 i>0
und

k>0 \i+j= t+j=k
:Z( > w(ai)w(bj)> = (Z w(ai)0i> so(bj)cj> = ¢ (p(X))pe(a(X)),
k>0 \i+j=Fk i>0 >0

d.h. . ist ein Homomorphismus.
Korollar 164: Es seien R(# {0}) und S(# {0}) zwei kommutative Ringe mit Eins, R ein
Unterring von S, 1g = 1g und ¢ € S. Dann ist

e RX] =8, oc(anX™ + -+ a1 X +ag) = apnc™ + -+ arc+ ag
der durch die Bedingungen ¢.(a) = a Va € R und ¢.(X) = c eindeutig bestimmte
Ringhomomorphismus R[X] — S.

Beweis: Folgt durch anwenden von Satz 163 auf die Einbettung ¢ : R — S, ¢(a) = a fir
alle a € R.
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Definition: Der in Korollar 164 beschriebene Homomorphismus
e : R[X] — S, ZaiXi — Zaici
i=0 i=0

wird Einsetzhomomorphismus genannt. Ist p(X) = a, X" + -+ + a1 X + ag, so schreibt

man dafiir p(c) = a,c™ + -+ ajc+ ap.

Bemerkungen: 1) Da der Einsetzhomomorphismus ein Ringhomomorphismus ist, darf
man damit rechnen wie gewohnt, d.h.

(P + 9)(c) = pe(p(X) +¢(X)) = e (p(X)) + @e(a(X)) = plc) + qlc)
und

(P9)(c) = e (P(X)q(X)) = @c(p(X))pe(a(X)) = p(c)g(c).

2) Hélt man nicht wie in Korollar 164 ¢ € S fest und ldsst p € R[X] variieren, sondern
halt p € R[X] fest und ldsst ¢ € R variieren, so kann man jedem Polynom p € R[X] eine
Polynomfunktion S — S, ¢ — p(c) zuordnen. Diese Zuordnung ist im allgemeinen aber
nicht injektiv. Ist z.B. R = S = Zy, p(X) = 0 und ¢(X) = X? + X, so ist p # ¢ aber
p(0) = ¢(0) = p(1) = ¢(1) = 0.
Definition: Mit den Bezeichnungen von Korollar 164 setzt man

n

Rle] := ¢c(R[X]) = {p(c) | p € R[X]} = {Z a;c’

1=0

nZOundaiERfﬁrOgign}.

Bemerkungen: 1) Wegen Lemma 67 (i) ist R[c|] ein Unterring von S. Es handelt sich
dabei um den kleinsten Unterring von S, der R und c enthélt.
2) In der Vorlesung sind bereits mehrere derartige Ringe aufgetaucht, namlich:

Fir R=7, S = C und ¢ = ¢ erhélt man den Ring der Gauflschen ganzen Zahlen
Z]i] = {Z ani®
k=0
Fir R=7Z,S =R und c= V2 erhilt man
- k
202 = {302
k=0

Ist allgemein d € Z \ {0,1} quadratfrei, so erhilt man fiir R = Z, S = C und ¢ = v/d den
Ring

ao,...,anEZ}:{a+bi|a,b€Z} (dai2:—1).

ag, .. - ,anEZ}:{a+b\/§|a,bEZ} (da \/52:2).

Z[Vd] = {éak\/c—ik

ag, .- - 7an€Z}:{a+b\/E‘a,bEZ} (da Vd = d).

(Fiir d < 0 setzen wir dabei v/d = iy/[d].)
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Korollar 165: Es seien R(# {0}) und S(# {0}) zwei kommutative Ringe mit Eins und
¢ : R — S ein Ringhomomorphismus mit der Eigenschaft ¢(1z) = 1g. Bezeichnet nun
¢ : R — S[X] die Zusammensetzung von ¢ mit der Einbettung S < S[X]| (d.h. die
Verkniipfung R 5 S < S[X]), so ist

©* : R[X] — S[X], ¢ (Zain) = ng(ai)Xi
i=0 i=0

der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus mit den Eigenschaften ¢* |z = ¢ und
P (X) = X.
Beweis: Als Verkniipfung von Ringhomomorphismen ist ¢ : R — S[X] ein Ringhomo-

morphismus (nach Lemma 65), der ¢(1r) = 1s = 1g[x) erfiillt. Die Behauptung folgt nun

aus Satz 163 (wobei man ¢ = X setzt).

Notation: Statt ¢*(p) schreiben wir p¥. D.h. ist
p(X) =) a;X' € RIX],
=0

so ist .
PPN =Y pla) X" € ST)
=0
Korollar 166: Es sei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins und I(# R) sei ein
Ideal von R. Bezeichnet m den Ringepimorphismus 7 : R — R/I, m(a) = a + I und
7 : R — (R/I)[X] seine Verkniipfung mit der Einbettung R/I — (R/I)[X], so ist

™ R[X] — (R/I)[X], =* <Z aixi) = Zw(ai)Xi = Z(ai +D)X?

der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus mit den Eigenschaften 7* |z = 7 und
™(X) = X.
Beweis: Es handelt sich um einen (wichtigen) Spezialfall von Korollar 165, bei dem man

S = R/I und ¢ = 7 setzt. (Da I # R ist dabei R/I # {0} und 7(1g) = 1r +1 = 1g/;.)

Bemerkung: Bei der Abbildung 7* werden die Koeffizienten des Polynoms p einzeln

modulo dem Ideal I reduziert.
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Korollar 167: Es sei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins. Dann sind dquivalent:

(i) R ist ein Korper,
(ii) R[X] ist ein euklidischer Ring,
(iii) R[X] ist ein Hauptidealbereich.

Beweis: (i) = (ii) Wurde bereits in Korollar 158 bewiesen.

(ii) = (iii) Folgt aus Satz 138.

(iii) = (i) Wir betrachten den Einsetzhomomorphismus ¢g : R[X]| — R, ¢o(p) = p(0).
Nach Lemma 68 (i) ist ker g ein Ideal von R[X]. Dabei ist ker pg # (0) (da X € ker ¢g)
und g ist surjektiv (da ¢g(a) = a Va € R). Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe
(Korollar 70) gilt daher R[X]/ker pg = R. Als Hauptidealbereich ist R[X] insbesondere
ein Integritatsbereich. Also ist (wegen Korollar 156 (i)) auch R ein Integritdtsbereich.
Also ist auch R[X]/ker ¢o(= R) ein Integritatsbereich und daher (wegen Satz 76) ker ¢
ein Primideal. Da R[X] nach Voraussetzung ein Hauptidealbereich und ker g # (0) ist,
folgt wegen Satz 132 (v), dass ker ¢ ein maximales Ideal ist. Daher ist R = R[X]/ ker ¢g
ein Korper (wegen Satz 77).

Bemerkungen: 1) Man sieht leicht, dass im Beweis von Korollar 167 ker ¢y = (X) gilt.
Insbesondere ist (X) ein maximales Ideal.

2) Aus Korollar 167 folgt, dass Z[X] kein Hauptidealbereich (und daher auch kein eukli-
discher Ring) ist.

Definition: Es seien R(# {0}) und S(# {0}) zwei kommutative Ringe mit Eins, R ein
Unterring von S und 1p = 1g. Ein a € S wird Nullstelle von p € R[X] genannt, wenn
p(a) = 0 ist.

Beispiele: 1) i € C ist Nullstelle von X? + 1 € R[X].
2) v/2 € R ist Nullstelle von X2 — 2 € Z[X].

Satz 168: Es sei R(# {0}) ein kommutativer Ring mit Eins, p € R[X]\ R und o € R.
Dann gelten:
(i) « ist Nullstelle von p < (X — ) | p(X) (d.h. 3¢ € R[X] : p(X) = (X — a)q(X)),
(ii) Ist R ein Integritétsbereich, so besitzt p hochstens grad p paarweise verschiedene
Nullstellen in R.

Beweis: (i) (=) Wir dividieren p(X) mit Rest durch X — o wie in Satz 157. (Das ist
moglich, da der Leitkoeffizient von X — « das Einselement 1 € R* ist.) Man erhalt

p(X) = (X — a)q(X) +r(X)
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fiir gewisse ¢, € R[X| mit der Eigenschaft grad r < grad(X —«) = 1. Daher ist gradr < 0
und 3c € R:r(X) =c. Aus 0 = p(a) = (a—a)q(a) +r(a) = ¢ folgt p(X) = (X —a)q(X).
(<) Wegen p(a) = (a — a)gq(a) = 0 ist a Nullstelle von p.
(ii) Wir zeigen zu diesem Zweck mit Induktion nach k: Sind «1,...,ar € R paarweise
verschiedene Nullstellen von p, so ist p(X) = (X —ay) -+ (X — a)q(X) fiir ein ¢ € R[X].
Fiir £ =1 folgt p(X) = (X — a1)q(X) fiir ein ¢ € R[X] aus (i).
Es sei die Behauptung nun fiir £ — 1 bereits gezeigt, d.h.

p(X) = (X —a1) - (X — ap-1)q(X)
fiir ein ¢ € R[X]. Ist nun oy eine weitere Nullstelle (die von a;, ... ,ar_1 verschieden ist),
so ist

0 =p(ar) = (e —an) - (ar — ar-1)qlax).

Da R ein Integritdtsbereich ist und ay — a; # 0 fiir 1 <14 < k — 1 muss ¢(ax) = 0 gelten.
Nach (i) ist daher g(X) = (X — ag)q(X) fiir ein ¢ € R[X] und

p(X) = (X =) (X — a)q(X).
Da R ein Integritatsbereich ist, kann man Satz 155 (iv) auf diese Gleichung anwenden und

erhalt gradp = k+grad q. Da gradp > 1, ist grad ¢ = —oo unmoglich und daher gradg > 0
und folglich gradp > k.

Bemerkung: Ist R kein Integritédtsbereich, so kann ein p € R[X] mehr als grad p Null-
stellen besitzen. Z.B. besitzt X3 + X2 4+ X + 6 € Zo[X| wie man leicht iiberpriift (genau)
die vier Nullstellen 1,3,4,7 € Zg. Zwar gilt hier z.B.

X+ X2+ X+6=(X-1)(X-3)(X —-14)
G-

wie man leicht nachrechnet, allerdings ist (7 — T) (7 — 3) (7 — Z) =6-4-3=0.

Definition: Es sei R ein Integritdtsbereich, p € R[X]\ R und « € R eine Nullstelle von p.
Dann wird das (maximale) m € N\ {0} mit der Eigenschaft p(X) = (X —a)™¢(X) fiir ein
q € R[X] mit der Eigenschaft (X — a) 1 ¢(X) die Vielfachheit der Nullstelle o genannt. Ist

m =1 (bzw. m > 1), so wird « eine einfache (bzw. mehrfache) Nullstelle genannt.

Bemerkung: Der Begriff der Vielfachheit ist wohldefiniert, denn angenommen
p(X) = (X —a)"f(X) = (X — a)"g(X)

mit m,n € N\ {0} und f,g € R[X]| mit (X —a) t f(X) und (X —a) 1 g(X). Wire 0.B.d.A.
m < n so wiirde folgen, dass f(X) = (X — a)" ™g(X) (da R[X] nach Korollar 156 (i) ein
Integritétsbereich ist und man Lemma 50 anwenden kann). Dann wére f(a) = 0 und es
wiirde wegen Satz 168 (i) (X — «) | f(X) folgen, ein Widerspruch.



130 CHRISTOPH BAXA, ALGEBRA 2, KAPITEL 19, WS 2020/21

Korollar 169: Es sei R ein Integritatsbereich, p € R[X]\ R und aq, ... ,a, € R paarweise

verschiedene Nullstellen von p mit Vielfachheiten mq,... ,m,. Dann ist
p(X) = (X —a)™ -+ (X — )" g(X)

fiir ein g € R[X], wobei g(a;) # 0 fiir 1 <i <n und my + - -+ m, < gradp.

Beweis: Wir fithren den Beweis mit Induktion nach n.

Fiir n =1 folgt die Behauptung sofort aus der Definition der Vielfachheit.

Fiir den Induktionschritt nehmen wir an, dass die Behauptung fiir n — 1 schon gezeigt ist

und zeigen mit Induktion nach j(< m,,), dass
p(X) = (X —ay)™ (X = ap_1)"™ (X — an ) g;(X)
fiir ein g; € R[X]. Nach Voraussetzung ist
(X = an)™ f(X) =p(X) = (X —ar)™ -+ (X = an1)"" " go(X)
fir f, g0 € R[X], wobei f(a,) # 0 und go(e;) # 0 fir 1 <i < n—1. Da «, # «; fir
1 <i<mn-—1,muss go(a,) =0 gelten und go(X) = (X — ay,)g1(X) fiir ein g; € R[X], d.h.
PX) = (X =)™ f(X) = (X —a)™ - (X — 1) (X = an)g1 (X).
Anwendung von Lemma 50 fiihrt auf
(X —ap)™ (X)) = (X —an)™ -+ (X = 1)1 g1(X)
Ist m,, > 1 kann man den Prozess fortfithren. In diesem Fall ist g;(a,,) = 0 und man kann
den Vorgang wiederholen. Ist
fiir ein g; € R[X] schon gezeigt und j < m,, so, muss gj(a,) = 0 gelten. Daraus erhilt
man, dass ¢;(X) = (X — an)g;+1(X) (fiir ein g;41 € R[X]) und
(X =)™ (X)) = (X —a1)™ - (X = 1) (X = ) gy (X)
folgt. Anwendung von Lemma 50 fithrt auf
(X =) I (X)) = (X —a)™ (X = 1) gj41(X).
Man fiihrt diesen Prozess so lange fort, bis man 57 = m,, und damit
fX) = (X —a1)™ - (X — an_1)"""" gm, (X)
erreicht hat. Setzt man nun g := g,,, , so ist
PX) = (X = )™ F(X) = (X — a1)™ -+ (X = an_1)"™ (X — a,)™g(X).
Fir 1 <i <n—1ist dabei g(a;) # 0, da go(X) = (X — a,,)™g(X) und go(a;) # 0.
Schliellich ist g(ay,) # 0, da f(«ay,) # 0. Wegen Satz 155 (iv) folgt

n

gradp=mi+---+my +gradg > mq +--- + my,.
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Lemma 170: Es sei R ein faktorieller Ring und a,b,c € R. Dann gelten:
(i) Sind a und b relativ prim und a und ¢ relativ prim, so ist auch a und bc relativ prim,

(ii) Sind @ und b relativ prim, so sind auch a™ und b™ relativ prim (fir n,m € N\ {0}).

Beweis: (i) Ist a = 0, so ist b gemeinsamer Teiler von a und b und daher b | 1, d.h. b € R*.
Analog muss ¢ € R* und daher bc € R* gelten. Ist d € R ein gemeinsamer Teiler von a
und be, so muss (wegen d | be und be | 1) folglich d | 1 gelten.

Ist b = 0, so ist a gemeinsamer Teiler von a und b und daher a | 1, d.h. a € R*. Ist d € R
ein gemeinsamer Teiler von a und be, so muss (wegen d | a und a | 1) folglich d | 1 gelten.
Ist ¢ = 0 kann man die Behauptung vollig analog beweisen.

Sind a,b,c € R\ {0}, so seien

a= uHWf‘i, b= UHT(;-Bi und ¢ = wHW;“
il iel iel
die Darstellungen wie in Satz 139. Wegen Korollar 146 gilt min{c, 5;} = min{a;, v} =0
fiir alle ¢ € I. Ist fiir ein ¢ € I dabei o; = 0, so ist auch min{a;, B; +v;} = 0. Ist aber
a; > 0, so muss B; = 7; = 0 gelten und es ist ebenfalls min{a;, 8; +v;} = 0. Also sind

(wieder wegen Korollar 146)

a= uHWf‘l und be = vaW?H%
iel il
relativ prim.
(ii) Fiir n = 1 folgt aus (i) mit Induktion nach m, dass a und b™ relativ prim sind. (Fiir
m = 1 wird die Behauptung vorausgesetzt. Ist bereits gezeigt, dass a und 6™~ ! relativ
prim sind, so folgt nach (i), dass auch @ und 6™~!-b = b™ relativ prim sind.) Daraus folgt

nun wieder mit Induktion nach n, dass auch a™ und b™ relativ prim sind.

Lemma 171: Es sei R ein faktorieller Ring, a1,... ,a, € R und a; # 0 fiir mindestens
ein i € {1,...,n}. Ist g ein grofiter gemeinsamer Teiler von a4, ... ,a, und a; = gb; mit
b; € R (fiir 1 <j <n), sosind by,...,b, relativ prim.
Beweis: Es sei zunéchst ag, ... ,a, € R\ {0}. Ist (fir 1 < j < n)
aj = Uj H 7Tiaij
iel

die Darstellung von a; wie in Satz 139, so ist (nach Satz 144)

g:vHﬂzi

el
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mit ; = min{a;1, ... ,q;,} die entsprechende Darstellung von g und daher
b = ujv Hﬂ'?ij_%
iel

fiir 1 <j <mn. Wegen Korollar 146 und

min{o;; — Vi« .., Qi — i} = min{ay1, ... ,aint—7% =0
fir alle 2 € I sind by, ... ,b, relativ prim.
Falls 35 € {1,...,n} : a; = 0 (aber nicht a; = --- = a, = 0), folgt die Behauptung aus

Lemma 142 (iv). (In diesem Fall ist b; = 0 falls a; = 0.)

Satz 172: Es sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K,
p(X) =) a;X' € RIX]\R
i=0

mit a, # 0 (fiir ein n > 1) und a = § € K eine Nullstelle von p in K (mit ¢,d € R, d # 0
und ¢, d relativ prim). Dann gelten:
(i) ¢ | ap und d | ay,

(ii) Ist p normiert (d.h. a,, = 1), so ist @« € R und « | ao.

Beweis: (i) Die Voraussetzung besagt, dass

pla) = Z ai—; = 0
=0
und daher

n
Z a;ctd" ™ = apd™ + ared” P+ -+ ap_1c" 4+ anct = 0.
i=0

Aus der zweiten Gleichung folgen

n n—1
—apd" = ¢ g a; "t und  —a,ct =d g a;ctdnit

n

Also gelten ¢ | apd™ und d | a,c". Nach Lemma 170 (ii) sind ¢™ und d relativ prim und

ebenso ¢ und d" relativ prim. Wegen Korollar 148 folgt daher ¢ | ap und d | a,,.
(ii) Wegen (i) gilt d | 1. Also ist d € R* und daher a = § = Cd; =cd™ ' € R. Aus (i)
folgt auch c | ag. Wegen cd~?! | ¢ gilt daher auch cd™! | ag, d.h. a| aop.




CHRISTOPH BAXA, ALGEBRA 2, KAPITEL 19, WS 2020/21 133

Beispiele: 1) Gesucht sind die rationalen Nullstellen von

p(X)=X*—-2Xx3-7Xx2-Ux 1 ecQX].
Diese stimmen mit den Nullstellen von

3p(X) = 3X% — 6X3 — 21X2 — 11X — 4 € Z[X]
tiberein. Ist p(§) = 0, muss daher (nach Satz 172(i)) ¢ | 4 und d | 3 gelten. Also ist
c € {£1,4+2,+4} und d € {£1, £3} und folglich

1 4.2 44
c ¢ {il,iZ, i4,i§,i§,i§}

Einsetzen dieser zwolf Zahlen ergibt, dass 4 die einzige rationale Nullstelle von p ist.
2) Gesucht sind die rationalen Nullstellen von p(X) = X° + X +2 € Z[X]. Ist a € Q
Nullstelle von p, so folgt aus Satz 172 (ii) & € Z und « | 2, also o € {1, 4+2}. Einsetzen
dieser vier Zahlen zeigt, dass —1 die einzige rationale Nullstelle von p ist.
3) Gesucht sind die rationalen Nullstellen von p(X) = X3 — X +2 € Z[X]. Ist a € Q
Nullstelle von p, so folgt aus Satz 172 (ii) a € Z und « | 2, also o € {£1,+2}. Einsetzen

dieser vier Zahlen zeigt, dass p keine rationale Nullstelle besitzt.

Definition: Es sei R ein Integritatsbereich und

= axX" € RIX].
k=0

Die Ableitung p’ € R[X] des Polynoms p ist definiert als

p(X) = Zkaka_l =a; +2a5X + - +na, X" L.
k=1

Satz 173: Es sei R ein Integrititsbereich, p,q € R[X] und a € R. Dann gelten:
(i) (ap)’ = ap,
(11) (p+a) =p"+¢,

iii) (pg)’ = p'q +pd’,

iv) (p") = np"~'p’ ¥n € N\ {0}.

Beweis: Es seien

X) =) aX¥ und ¢(X)=> bX".
£=0

k=0
(i) Aus

n
E aak
k=0
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folgt
’ " Lk_1 Lemma 48 (v) " k—1 ’
(ap)(X) = k(aag)X = az kap X" = ap’(X).
k=1 k=1
(ii) Aus
(p+@)(X) = (an +bp) X"
k>0
folgt
(P+a)(X) = klar+be) X" = kap X+ ) kb XF = p(X) + ¢/ (X).
k>1 k>1 k>1
(iii) Aus
(pq)(X) = aobo + Z apbe X T
0<k<n
0<t<m
k+0>1
folgt

0a) (X)L S (k+0arbe X = 3T kapbe X 4 ST lagb XA

0<k<n 0<k<n 0<k<n

0<i<m 0<e<m 0<e<m

k+6>1 k+6>1 k+0>1
= Ej kagbe XFH-1 4 §j lagby X -1

1<k<n 0<k<n

O<E<nz 1<€<nL

= (Z kaka_1> (Z b£Xf> + <Zn: akX’“> (i engf—l)
k=1 £=0 k=0 £=1
= P'(X)q(X) + p(X)q'(X)

(iv) Wir verwenden Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist trivial und

n+1y\/ n (iii) v —
(™) =" -p) = @) p+p"-p = (p" ) p+p" D
=np"p +p"p' = (n+1)p"p.

Bemerkung: Satz 173 (i) folgt auch aus (iii), wurde wegen seiner Wichtigkeit aber trotz-

dem extra bewiesen.

Lemma 174: Es sei R ein Integritatsbereich und p € R[X] mit gradp > 1. Dann gelten:

(i) gradp’ < gradp —1,
(ii) Ist char R = 0, so ist grad p’ = gradp — 1.



CHRISTOPH BAXA, ALGEBRA 2, KAPITEL 19, WS 2020/21 135
Beweis: (i) Folgt sofort aus der Definition.
(i) Ist p(X) = ap, X" + -+ a1 X + ap € R[X] mit gradp =n > 1, so ist
Lemm
) R an £ 0

und daher gradp’ =n — 1, denn n - 1g # 0 wegen Satz 88 und a,, # 0 da gradp = n.

n-ap,=n-(1g-a,)

Bemerkung: Ist char R > 0, so ist grad p’ < gradp — 1 méglich. Fiir p(X) = X3 € Z3[X]
ist z.B. p’ =0 € Z3[X], denn X3 =1-X3 und p/(X) =3-1- X2 wobei 3-1=1+1+1=0.

Satz 175: Es seien R und S Integritiatsbereiche, R ein Unterring von S, p € R[X]\ R und

a € S. Dann sind dquivalent:

(i) « ist mehrfache Nullstelle von p,

(i) p(a) = p'(a) = 0.
Beweis: (i) = (ii) Nach Voraussetzung gibt es m € N, m > 2 und ¢ € S[X], derart dass
p(X) = (X —a)™q(X). Aus Satz 173 (iii) und (iv) folgt

P'(X) =m(X —a)"q(X) + (X — a)"¢'(X)
und daher p(a) = p'(a) = 0.
(ii) = (i) Da p(a) = 0, gibt es m € N\{0} und ¢ € S[X], derart dass p(X) = (X —a)q(X)
und ¢g(«) # 0. Ware m = 1, so wére
P'(X) = q¢(X) + (X —a)¢'(X)

und daher p'(a) = q(a) # 0. Also ist m > 2 und « daher eine mehrfache Nullstelle von p.

Korollar 176: (i) Es sei K ein Korper, R ein Integritdtsbereich, K ein Unterring von R
und p € K[X]\ K.
(i) Sind p und p’ relativ prim (als Elemente von K[X]), so besitzt p keine mehrfachen
Nullstellen in R.
(ii) Ist p irreduzibel (als Element von K[X]) und R enthélt eine Nullstelle von p, so gilt:
R enthéilt keine mehrfachen Nullstellen von p < p’ # 0 (Nullpolynom).

Beweis: (i) Nach Korollar 158 ist K[X] ein Hauptidealbereich. Wegen Korollar 147 gibt
es f,g € K[X] mit der Eigenschaft f-p+g¢g-p’ = 1. Wére a € R eine mehrfache Nullstelle
von p, so wiirde wegen Satz 175

0= f(a)p(e) + g(a)p'(a) =1
gelten, ein Widerspruch.
(ii) (=) Ist p’ = 0 und @ € R Nullstelle von p, so ist a nach Satz 175 mehrfache Nullstelle
von p.
(<) Ist ¢ € K[X] und ¢ | p (Teilbarkeit in K[X]), so folgt wegen der Irreduzibilitdt von



136 CHRISTOPH BAXA, ALGEBRA 2, KAPITEL 19, WS 2020/21

p aus Satz 132 (viii), dass entweder ¢ € K[X]* = K \ {0} oder dass ¢ zu p assoziiert ist
(in K[X]). Sind ¢ und p zueinander assoziiert, so ist gradq = grad p. Dann muss aber
q 1 p gelten, da gradp’ < gradp und p’ # 0. (Wére p’ = ¢f fir ein f € K[X], so wire
gradp > gradp’ = grad ¢ + grad f > grad ¢ = grad p, ein Widerspruch.) Die gemeinsamen
Teiler von p und p’ sind daher genau die Elemente von K\ {0} = K[X]*. Daher sind p und
p’ relativ prim (wegen Korollar 146) und aus (i) folgt, dass p keine mehrfachen Nullstellen
in R besitzt.

Lemma 177: Es sei R ein Integritatsbereich.

(i) Ist @ € R irreduzibel (in R), so ist a auch irreduzibel als Element von R[X].

(ii) Ist p(X) = uX + o € R[X] mit u € R*, so ist p irreduzibel in R[X].

(iii) Ist R ein Korper und p € R[X]| mit gradp = 1, so ist p irreduzibel in R[X].

Beweis: (i) Ist a = p(X)q(X) fir p,q € R[X], so folgt 0 = grad p + grad g, woraus sofort
gradp = grad ¢ = 0 folgt und daher p,q € R. Da « in R irreduzibel ist, muss entweder
p € R* = R[X]* oder ¢ € R* = R[X]* gelten.

(ii) Ist p = f-g mit f,g € R[X], soist 1 = grad f+grad g. Daraus folgt 0.B.d.A. grad f =0
und gradg = 1, d.h. f(X) =a € R\ {0} und g(X) = bX + cmit b,c € R und b # 0. Daher
ist uX + a = a(bX + ¢) = abX + ac und folglich ab = u, woraus man sofort abu=! = 1
erhiilt. Das zeigt aber f(X) =a € R* = R[X]*.

(iii) Folgt sofort aus (ii).

Beispiele: 1) Das Polynom 2X + 2 ist (nach Lemma 177 (iii)) irreduzibel als Element von
Q[X], es ist aber reduzibel als Element von Z[X], da 2X 4+ 2 = 2(X + 1) mit den Faktoren
2, X+1¢{-1,1} =7* =Z[X]*.

2) Das Polynom X? + 1 ist irreduzibel als Element von R[X]. (Wire X2 + 1 reduzibel,
so gibe es p,q € R[X] mit der Eigenschaft X2 + 1 = p(X)q(X) und gradp = gradq = 1.
Dann wiirde X2 + 1 aber eine reelle Nullstelle besitzen, Widerspruch.) Das Polynom ist
aber reduzibel als Element von C[X], da X? + 1 = (X — i)(X + 4) mit den Faktoren
X —i,X+i¢C\{0} =C* =C[X]*.

Lemma 178: Es sei R ein faktorieller Ring und aq,... ,a, € R.
(i) Ist R ein Korper, so gilt
ai, ... ,an sind nicht relativ prim < a; =--- =a, =0,
(ii) Ist R kein Korper, so gilt
ai,...,ay sind nicht relativ prim < 3w € R, 7 irreduzibel Vj € {1,... ,n} : 7 | a;.

Beweis: (i) Ist a; = -+ = a, =0, so sind aq, ... ,a, nicht relativ prim, denn in diesem

Fall ist (nach Lemma 142 (v)) 0 der einzige grofite gemeinsame Teiler von ay, . .. , a,. Gibt
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esein j € {1,...,n}, derart dass a; # 0, so gilt a; | 1. Ist nun d € R ein gemeinsamer
Teiler von ay, ... ,ay, so gilt auch d | a; und daher d | 1.
(ii) (=) Es sei zunéchst a3 = --- = a,, = 0. Da R kein Korper ist, gibt es ein irreduzibles
m€Rund 7|a;firl <j<n.
Es sei nun 0.B.d.A. ay,... ,ar € R\ {0} und agy1 =--- =a, =0 (fir ein k € {1,... ,n})
und

a; = u; H o

il

die Produktdarstellung von a; wie in Satz 139 (fir 1 < j < k). Da a4,...,a, nicht
relativ prim sind, sind wegen Lemma 142 (iv) auch aq, ... , aj nicht relativ prim und wegen
Korollar 146 gibt es ein ¢ € I mit der Eigenschaft min{c;1, ... ,a;x} > 0. Daher gilt ; | a,
fir1 <j<n.
(<) Waren aq, ... , a, relativ prim, wiirde 7 | 1 und daher = € R* gelten, ein Widerspruch.

Definition: Es sei R ein faktorieller Ring und
p(X) =Y a,X" € RIX]\ {0}.
i=0

Als Inhalt C'(p) von p bezeichnet man die gréfiten gemeinsamen Teiler der Koeffizienten
ag,ai, ... ,a,. Das Polynom p wird primitiv genannt, wenn die Koeffizienten relativ prim

sind.

Bemerkungen: 1) Der Inhalt wird in der Literatur oft als ein ausgewéhlter groiter ge-
meinsamer Teiler der Koeffizienten des Polynoms definiert. Das macht manche Rechnungen
einfacher, allerdings ist der Inhalt dann nur bis auf Einheiten definiert. Wir werden unter
dem Inhalt im folgenden die Menge der grofiten gemeinsamen Teiler der Koeffizienten
verstehen.

2) Ist p € R[X]\ {0} ein primitives Polynom, so ist sein Inhalt nach Definition C(p) = R*.
3) Ist R ein Korper, so ist nach Lemma 178 (i) jedes Polynom p € R[X]| \ {0} primitiv.

Lemma 179: Es sei R ein faktorieller Ring und p € R[X] \ {0}.
(i) Ist b € R\ {0}, so ist C(bp) = bC(p),
(ii) Ist p = ¢q mit ¢ € C(p) und g € R[X], so ist ¢ primitiv.

Beweis: (i) Es sei

p(X) = Zanj

=0
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und fiir 0 < 5 <n sei

J— Qij
0y = u; [[ =

il
die Produktdarstellung von a; # 0 wie in Satz 139 und ebenso
b=wv H ﬂiﬁ ’
il

die Produktdarstellung von b wie in Satz 139. Dann ist
bp(X) =) ba; X7
j=0

mit
R ) aijt+Bi
ba; = vu; H T,
iel

fir 0 < j <n mit a; # 0. Aus Satz 144 und Lemma 142 (iv) ergibt sich

O(bp) — {UHW;nin{aij‘i‘ﬁi“)San:aj#O} = R*}
i€l

— {UHWiﬁﬁmin{aijlﬂﬁjén,aﬁéo} u € R*}
el

) ; g i< )
_ {UHﬂ-qLBZ . uHﬂ.Zan{ameJ_”vaJ?éO} u € R

el icl }

= UHWiBi : {unﬂ;min{amogjgn’aﬁéo} ue R*

il il
= bC(p).
(ii) Ist p wie in (i) und
g(X) =) b X7,
§=0
so ist a; = cb; fiir 0 < j < n und by, ... , b, sind relativ prim nach Lemma 171.

Satz 180: Es sei R ein faktorieller Ring und p,q € R[X]\ {0}. Dann gelten:

(i) Sind p und ¢ primitiv, so ist auch pq primitiv,
(ii) C(pq) = C(p)C(q)-
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Beweis: (i) Ist R ein Korper, so ist jedes Polynom in R[X]\ {0} primitiv und die Behaup-

tung ist trivialerweise erfiillt. Es sei darum jetzt R kein Korper und
p(X) =) a;X" und ¢X)=> bX7.
i=0 j=0

Dann ist
m—+n

(p-q)(X) = ZCka mit ¢ = Z a;b;.
k=0

itj=k

Wire pg nicht primitiv, so wiirde es nach Lemma 178 (ii) ein irreduzibles 7 € R mit der
Eigenschaft 7 | ¢, (fiir 0 < k < m 4 n) geben. Da p primitiv ist, ist 7 | a; fir 0 < i <n
unmoglich. Daher gibt es ein (minimales) s € {0,1,... ,n} mit der Eigenschaft

7| ag, w|ay, ..., ™| as—1, 7t as.
Analog gibt es ein (minimales) ¢t € {0,1,... ,m} mit der Eigenschaft

7w | by, ™| b1,y ..., | b1, T1 by
Nun ist

Cstt = Qobsyt + -+ + as—1bp1 + asby + asp1bi—1 + -+ + asqebo

und aus 7 | cs4¢ und 7 | @jbsqi—; fir 0 <i<s—1und s+ 1 <i < s+t folgt 7 | ashy. Da
7 nach Satz 134 auch prim ist, miisste 7 | as; oder 7 | by gelten, ein Widerspruch.
(ii) Es sei p=c¢, - p und ¢ = ¢, - g mit ¢, € C(p), ¢4 € C(q) und p,g € R[X]. Dabei sind p
und ¢ primitiv (nach Lemma 179 (ii)) und aus (i) folgt, dass auch p- g primitiv ist. Daraus
ergibt sich C(p-q) = R* = R* - R* = C(p)C(q) und daher (wegen Lemma 179 (i))

C(pq) = C(cpp - cqq) = Clepeq - D+ q) = cpcgC(P-q)
— e, C(H)C@) = Cleyp)Cleq) = Cp)Ca).

Lemma 181: Es sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K und p,q € R[X]\ {0}

primitiv. Dann sind aquivalent:

(i) p und ¢ sind assoziiert als Elemente von R[X],

(ii) p und ¢ sind assoziiert als Elemente von K[X].

Beweis: (i) = (ii)) Wegen Korollar 156 (i) ist R[X] ein Integritdtsbereich. Nach Vor-
aussetzung gibt es ein v € R[X]* = R* mit der Eigenschaft p(X) = uq(X). Wegen
R* C K* = K[X]* sind p und ¢ auch in K[X] assoziiert.

(ii) = (i) Nach Voraussetzung gibt es ein u € K[X|* = K* = K \ {0} mit der Eigenschaft
p(X) = ug(X). Da K Quotientenkorper von R ist, ist u = ¢ fiir gewisse a,b € R\ {0}.
Daher ist bp(X) = aq(X), woraus man mit Hilfe von Lemma 179 (i)
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bC(p) = C(bp) = C(agq) = aC(q)

erhélt. Da p und ¢ primitiv sind, ist C(p) = C(q) = R* und es muss ein v € R* mit der
Eigenschaft a = bv geben. Durch einsetzen erhdlt man bp(X) = aq(X) = bvg(X) und
daraus mittels Lemma 50 p(X) = vg(X). Also sind p und ¢ auch in R[X] assoziiert.

Satz 182: Es sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K und p € R[X] \ R

primitiv. Dann sind aquivalent:

(i) p ist irreduzibel als Elemente von R[X],
(ii) p ist irreduzibel als Elemente von K[X].

Beweis: Ist R ein Korper, so ist die Behauptung trivial, da in diesem Fall K = R gilt.
Wir konnen darum ab jetzt voraussetzen, dass R kein Korper ist.
(i) = (ii) Ist p reduzibel in K[X], so gibt es f,g € K[X]\ K mit der Eigenschaft p = f 3.
Wiéhle nun a,b € R\ {0}, derart dass

F(X) = af(X) € RIX] und §(X) := bg(X) € R[X].

Schliefllich seien f, g € R[X] durch f(X) = ¢s- f(X) und g(X) = ¢4 - g(X) definiert, wobei
cpeC (f) und cg € C(g) gelten soll. Wegen Lemma 179 (ii) sind f und g dabei primitive
Polynome in R[X]. Nach Satz 180 (i) ist auch fg ein primitives Polynom. Durch einsetzen

erhalt man
abp(X) = (af(X)) - (bg(X)) = f(X) - G(X) = cegf(X)g(X)

und daraus abC(p) = cscyC(fg) wegen Lemma 179 (i). Da p und fg primitiv sind, ist
C(p) = C(fg) = R*. Daher gibt es ein u € R* mit der Eigenschaft cyc, = uab. Durch
einsetzen und kiirzen erhdlt man p(X) = uf(X)g(X), d.h. p ist auch als Element von R[X]
reduzibel.

(ii) = (i) Ist p reduzibel in R[X], so gibt es f, g € R[X]\R* mit der Eigenschaft p = f-g. Da
p primitiv ist, muss dabei grad f > 1 und grad g > 1 gelten. (Wére etwa f(X) =a € R\ R*
mit a # 0, so wiirde es ein irreduzibles 7 € R mit der Eigenschaft 7 | a geben. Dann
ware m aber gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von p und p daher nicht primitiv, ein
Widerspruch.) Daher sind f,g ¢ K \ {0} = K[X]* und p ist auch als Element von K[X]

reduzibel.

Satz 183: Es sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkdrper K und p € R[X]. Dann
sind aquivalent:
(i) p ist irreduzibel als Elemente von R[X],

(ii) p € R und p ist ein irreduzibles Element von R oder
p € R[X]\ R, p ist primitiv und irreduzible in K|[X].
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Beweis: (ii) = (i) Ist p € R irreduzibel (als Element von R), so ist es nach Lemma 177 (i)
auch irreduzibel als Element von R[X]. Ist p € R[X]\ R primitiv und irreduzibel als
Element von K[X], so ist es nach Satz 182 irreduzibel als Element von R[X].

(i) = (ii) Ist p € R\ R*, p # 0 reduzibel als Element von R, so ist p ¢ R[X]* und es gibt
a,b € R\ R* mit der Eigenschaft p = ab. Da dann auch a,b ¢ R[X]*, ist p auch reduzibel
als Element von R[X]. Ist p € R[X] mit gradp > 1 nicht primitiv, so gibt es ein a € R\ R*
und ein ¢ € R[X] mit gradq > 1, derart dass p(X) = aq(X), d.h. a,¢(X) ¢ R[X]* und
p ist auch reduzibel als Element von R[X]. Ist p € R[X]\ R mit gradp > 1 primitiv
aber reduzibel als Element von K[X], so ist p auch reduzibel als Element von R[X] nach
Satz 182.

Satz 184: Es sei R ein faktorieller Ring. Dann ist R[X] ebenfalls ein faktorieller Ring.

Beweis: Es sei K der Quotientenkorper von R.

Wir zeigen zunéchst, dass sich jedes p € R[X]\ R*, p # 0 als Produkt irreduzibler Elemente
von R[X] (wie sie in Satz 183 beschrieben wurden) geschrieben werden kann.

Ist gradp = 0, so ist p € R und lasst sich nach Voraussetzung als Produkt irreduzibler
Elemente von R schreiben. Ist grad p > 1, so fassen wir p als Element von K[X] auf. Nach
Korollar 158 ist K[X] ein faktorieller Ring, d.h. es gibt Gy,...,q, € K[X], die irreduzible
Fir 1 <i <mnseinunb; € R\ {0}
derart dass b;q; € R[X], a; € R\ {0} sei ein grofter gemeinsamer Teiler der Koeffizienten
von b;q;(X) und ¢;(X) € R[X] sei durch die Relation b;q,(X) = a;¢;(X) definiert. D.h.

Elemente von K[X] sind, derart dass p =G, ---q

n:

7,(X) = ‘g—jqu)

und ¢; ist primitiv nach Lemma 179 (ii). Setzt man a :=ay ---a, und b := by - - - by, so ist
bp=by--bpGy Ty =01 AnGL " Gn = Q1 Gn

und daher (wegen Lemma 179 (i) und Satz 180 (ii))
bC(p) = C(bp) = Claqr - qn) = aC(q1) -+ Cqn).

Ist ¢ € C(p), so folgt, da C(q1) = --- = C(gn) = R*, dass bc und a assoziiert sind (als
Elemente von R), d.h. es gibt ein u € R* mit der Eigenschaft a = ubc und daher

P(X) = 5 (X) -+ 4u(X) = ueqy(X) - (X).

Ist dabei ¢ ¢ R*, kann c¢ als Produkt irreduzibler ¢y,...,¢, € R geschrieben werden.

(Falls ¢ € R*, fassen wir c; - - - ¢, als leeres Produkt mit Wert 1 auf.) D.h. es ist nun

p(X) = c1- e (ugi (X)) g2(X) -+ g (X).
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Dabei ist g;, aufgefasst als Element von K[X], zu g,(X) assoziiert (fir 2 <i < n) und uq;
ist zu g, assoziiert (wieder in K[X]). D.h. ug,qo,... , g, sind primitiv und irreduzibel,
wenn man sie als Elemente von K[X] auffasst. Wegen Satz 183 sind uqi, g2, - - . , ¢, auch
irreduzible Elemente von R[X].

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Darstellung: Angenommen, es ist
a/l...akpl...pg:bl...bmql...qn
mit
ai,...,ag,b1,... . by, €ER
irreduzibel (als Elemente von R) und

P1,..- P41, -+ 5 qn GR[X]\R

primitiv und irreduzible (als Elemente von K[X]). Dann ist

ay---arC(p1) -~ C(pe) = C(ar---agp1 -+ pe)
:C(bl : "me1 : "Qn) =by- "me(ql) ’ C(Qn)

Da py,...,pe,q1,- - Gn primitiv sind, sind aq - - - ax und by - - - by, assoziiert (als Elemente
von R) und es gibt folglich ein u € R*, derart dass a; - --ay = uby - - - by,,. Da R faktoriell
ist, muss £ = m gelten und es gibt ein o € S, derart dass a; zu b,(;) assoziiert ist (als
Elemente von R und daher auch als Elemente von R[X]) fiir 1 < i < k. Durch Kiirzen
erhdlt man, dass p;---py zu qq - - - q, assoziiert ist, d.h. es gibt ein v € R*, derart dass
P1Pe =vq -+ qn. Da K[X] faktoriell ist, gilt £ = n und es gibt ein 7 € Sy, derart dass
pi und g.; in K[X] assoziiert sind (fiir 1 <4 < ). Wegen Lemma 181 sind p; und ¢,

dann auch als Elemente von R[X] assoziiert.

Beispiele: 1) Z[X] ist ein faktorieller Ring, aber kein Hauptidealbereich nach Korollar 167.
2) Z[i][X] ist ein faktorieller Ring (da Z[i] ein euklidischer Ring und daher faktoriell ist).
3) Z [\/5} [X] ist ein faktorieller Ring (da Z[\/ﬂ ein euklidischer Ring und faktoriell ist).
4) (Z[X])[Y] ist ein faktorieller Ring, da Z[X] ein faktorieller Ring ist.

Satz 185 (Eisensteinsches Irreduzibilitdtskriterium): Es sei R ein faktorieller Ring

mit Quotientenkorper K,

p(X) = ZaiXi € R[X]

mit gradp =n > 1 und 7 € R irreduzibel. Gelten
7la; fir0<i<n-—1,71¢a, und 72 ¢ ao,

so ist p irreduzibel in K[X]. Ist p primitiv, so ist es auch in R[X] irreduzibel.
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Beweis: Es sei p(X) = ¢q¢(X) mit ¢ € C(p) und ¢ € R[X] primitiv. Ist
¢(X)=> b X',
i=0

so ist a; = ¢b; (fiir 0 < i < n). Dabei gilt 7 { ¢ (da sonst 7 | a,, folgen wiirde). Da 7 auch
prim ist, folgt 7 | b; fir 0 <i<n—1(denn 7w |a; = 7| cb; = 7| cVr|b = 7|b),
7tb, (dam|b, = 7|a,) und 72t by (da w2 | by = 72 | ap).

Angenommen, ¢(X) = f(X)g(X) mit f,g € R[X], grad f =k, gradg = ¢,

k ‘
FX) =) X' und g(X)=) BX".
i=0 i=0

Dann ist by = apfy. Aus 7 | by folgt 7 | ag oder 7 | By. Gilt 0.B.d.A. 7 | ap, SO muss
71 Bo gelten (da sonst w2 | by folgen wiirde). Andererseits muss 7 { oy gelten (da wegen
by, = ai B¢ sonst 7 | b, folgen wiirde). Also gibt es ein (minimales) i € {1,... ,k} mit der
Eigenschaft 7 | g, 7 | @1, ..., ™| cy—1, mt ;. Nunist b; = aof; + -+ + a;—161 + ;5o
und 7 | (aof; + -+ + @;—101). Aus 7 | b; wiirde daher 7 | o;5y folgen und daher auch
7 | a; oder 7 | By, ein Widerspruch. Also ist 7 1 b; und daher i = n. Das ist nur méglich
fir k = nund ¢ = 0, d.h. ¢ € R. Da ¢ primitiv ist, folgt ¢ € R* = R[X]*. Also ist ¢
irreduzibel in R[X] und (wegen Satz 182) auch irreduzibel in K[X]. Da p und ¢ in K[X]
assoziiert sind, ist (wegen Satz 132 (vi)) auch p irreduzibel in K[X]. Ist p primitiv, so ist
es (wegen Satz 182) auch irreduzibel in R[X].

Bemerkung: Ein wichtiger Spezialfall des Eisensteinschen Irreduzibilitatskriteriums ist
der Fall R = Z (und damit K = Q). Ist

f(X) =) a;X' € Z[X]

i=0
mit grad f = n > 1 und p eine Primzahl mit der Eigenschaft
plao, play, ..., plan—1, pta, und p* f ao,
so ist f irreduzibel in Q[X]. Ist ggT(ag,a1,... ,a,) =1, so ist f irreduzibel in Z[X].
Beispiele: 1) Es sei f(X) =3X° +2X3 —4X?+ 2 € Z[X]. Da
212,2|0,2|(-4),2]2,2]0,213und 412,
ist f irreduzibel in Q[X]. Da ggT(2,0,—4,2,0,3) = 1, ist f irreduzibel in Z[X].
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2) Es sei p eine Primzahl und n € N\ {0}. Dann ist f,,(X) = X™ — p irreduzibel in Q[X],
dap|(=p),p|0,pt1und p?{p. DaggT(1,0,—p) = 1, ist f,, auch irreduzibel in Z[X].
Fiir n > 2 folgt, dass \/p ¢ Q. (Wére {/p € Q, so wiirde wegen Satz 168 (i) folgen, dass
(X = v/p) | (X" —p) und X™ — p wire nicht irreduzibel in Q[X], ein Widerspruch.)

Lemma 186: Es sei R ein Integritatsbereich, « € R* und 8 € R.
(i) Die Abbildung R[X| — R[X], p(X) — p(aX + ) ist ein Isomorphismus,
(ii) Fir p € R[X] gilt: p(X) ist irreduzibel (in R[X])
& p(aX + B) ist irreduzibel (in R[X]).

Beweis: (i) Die Abbildung ¢ : R[X]| — R[X], p(X) — p(aX+7) ist ein Homomorphismus,
da es sich um einen Einsetzhomomorphismus handelt (mit S = R[X] und ¢ = aX +
mit den Bezeichnungen von Korollar 164) Aus dem selben Grund ist die Abbildung
RIX] = RIX], p(X) - p(a'(X — §)) =
® invers ist (da o™ ((aX + ) — ) a( ) + 6 = X). Daher ist ® bijektiv und
ein Isomorphismus.

(ii) Ist p € R, so ist p(X) = p(aX + B) und Behauptung ist erfiillt. Es sei darum nun
p € R[X]\ R. Ist p(X) reduzibel, so gibt es ¢1,¢2 € R[X]\ R*, sodass p(X) = ¢1(X)g2(X)
und daher p(aX + 8) = q1(aX + B)g2(aX + B) und p(aX + () ist ebenfalls reduzibel. Ist
p(aX + B) reduzibel, so gibt es ¢1,q2 € R[X] \ R*, sodass p(aX + 5) = ¢1(X)g2(X) und
daher p(X) = q1 (¢ (X — 8))g2(a™ (X — B)), d.-h. p(X) ist ebenfalls reduzibel.

a~13) ein Homomorphismus, der zu

Beispiel: Auf p(X) = X? + X + 2 € Z[X] kann man das Eisensteinkriterium nicht direkt
anwenden, aber auf p(X +3) = (X +3)2+ (X +3)+2 = X2+7X +14 kann man es anwenden
(da7]14,7|7,7+1 und 491 14). Nach Satz 185 ist p(X + 3) = X2 + 7X + 14 irreduzibel
in Z[X]. Lemma 186 impliziert, dass auch p(X) = X2 + X + 2 in Z[X] irreduzibel ist.

Satz 187 (Reduktionskriterium): Es sei R ein faktorieller Ring, P ein Primideal von
R und p € R[X] primitiv, wobei

n
= E CLin
=0

mit gradp = n > 1 und a,, ¢ P gelten soll. Weiters bezeichne 7 den Epimorphismus
m: R — R/P, m(a) = a+ P und 7* : R[X| — R/P|[X] seine Fortsetzung (wie in
Korollar 166). Dann gilt: Ist

n

™ (p)(X) = ) mlai) X'

1=0

irreduzibel in R/P[X], so ist p irreduzibel in R[X].
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Beweis: Wir nehmen an, p sei reduzibel in R[X]. Dann gibt es f,¢g € R[X]|\ R* mit der

Figenschaft p = fg. Da p primitiv ist, muss grad f > 1 und gradg > 1 gelten. Dann ist

7™ (p) = 7*(f)7*(g). Da a, ¢ P, ist m(ay) # 0 und daher grad 7*(p) = grad p. Wegen
grad f + grad g = grad p = grad n*(p) = grad 7*(f) + grad 7*(g)

und grad 7*(f) < grad f und grad7*(g9) < gradg muss auch grad 7*(f) = grad f und

grad 7*(g) = grad g gelten. Also ist auch 7*(p) reduzibel in R/P[X].

Bemerkung: Ein wichtiger Spezialfall von Satz 187 ist R = Z und die Reduktion modulo
einer Primzahl p (d.h. P = (p) = pZ). In diesem Fall ist R/P = Z/(p) = Z, ein endlicher
Korper. Daher gibt es nur endlich viele Polynome, die 7*(p) in R/P[X] = Z,[X] teilen

konnten.

Beispiel: Es sei wieder p(X) = X2+ X +2 € Z[X] (d.h. R=7Z) und P = (3) = 3Z. Dann
ist m:Z — Zs, w(a) = @ und 7* : Z[X] — Z3[X]. Wire 7*(p) = X2 + X + 2, reduzibel, so
ware es Produkt zweier linearer Polynome und wiirde daher eine Nullstelle in Z3 besitzen.
Das ist wegen 02+ 0+2 =2 (mod 3), 124+ 1+2=1 (mod 3) und 22 +2+2 =2 (mod 3)
aber nicht der Fall. Also ist 7*(p) irreduzibel in Z3[X] und daher p irreduzibel in Z[X].

Anhang: Polynomringe in mehreren Unbestimmten

Vollig analog zu Polynomringen in einer Unbestimmten kann man Polynomringe in meh-
reren Unbestimmten folgendermaflen einfiihren: Es sei R(7# {0}) ein kommutativer Ring
mit Eins und n € N\ {0}. Wir setzen

1= {071,2,3,...}n = {(k)l, ,kn) S | ki,... ,kn 20}
und bezeichnen mit RY) die Menge aller Abbildungen I — R mit der Eigenschaft, dass
f(k1,... ky) = 0 fiir alle bis auf endlich viele (ki, ... ,k,) € I. Versieht man R) mit der
Addition (f + g)(k) = f(k) + g(k) fiir alle k& € I und der Multiplikation
(f-9)k)= > f(g(m) firallekel,

Lmel
l+m=k

so wird RY) dadurch zu einem kommutativen Ring mit Eins. Man bettet nun R durch die
folgende Abbildung in RY) ein: ¢ : R — RY), a + f,, wobei
a falls (ki,...,k,) =(0,...,0)
falk1, ...  kn) = {
0 sonst

und identifiziert @ mit f,. Dadurch kann man R als Unterring von RY) auffassen. Setzt
man (fir 1 <i<n)

Xi(kiy .o k) =

1 faHSk/’i:lundk’l:--':ki_lzki+1:"-:kn20
0 sonst
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so besitzt jedes f € RU) eine eindeutige Darstellung

k k
f= E Aky,o kn X1 X,
k1o k>0

wobei ag,, ..k, € R und ag,, ., # 0 nur fiir endlich viele (ki,...,k,) € I. Man ver-
wendet statt R(!) die Bezeichnung R[X1,...,X,] und spricht vom Polynomring in den
Unbestimmten Xi,...,X,, mit Koeffizienten in R. Es gilt ein Analogon zu Satz 163,
insbesondere gibt es wieder einen Einsetzhomomorphismus. Der Polynomring besitzt die
Eigenschaft

R[Xq,..., X0, Xni1] & R[X1, ..., X0][Xnt1],
die man auch fir seine Definition verwenden kann. Mit Induktion nach n kann man nun
folgendes beweisen:

Satz: Ist R ein Integritdtsbereich, so ist R[X1, ... ,X,] ein Integritatsbereich.

Das verallgemeinert Korollar 156 (i), das Induktionsanfang und Induktionsschritt liefert.
Insbesondere sind K[X7,...,X,]| (mit K ein Kérper), Z[X1,...,X,], Z[i][X1,...,X,]
und Z[\/ﬁ] [Xl, ..., X,,] Integritatsbereiche.

Ist R ein Integritdtsbereich, so bezeichnet man den Quotientenkérper von R[ X7, ..., X,]

mit R(Xy,...,X,) und spricht vom Koérper der rationalen Funktionen.
Satz: Ist R ein faktorieller Ring, so ist R[X;,..., X,,] ein faktorieller Ring.

Das verallgemeinert Satz 184, der Induktionsanfang und Induktionsschritt liefert. Insbe-
sondere sind K[X1,...,X,] (wenn K ein Korper ist), Z[ X1, ..., X,,], Z[i][X1,... , X,] und
Z[V2][X1,...,X,] faktorielle Ringe.



