21. Korpererweiterungen

Lemma 192: Es seien K und L Korper und K sei ein Unterring von L. Dann ist L ein
K-Vektorraum.

Beweis: Das folgt sofort aus den Rechenregeln fiir Kérper. (Beachten Sie, dass 1x = 1,
gilt, da K und L Integritétsbereiche sind.)

Definition: Es seien K und L Koérper und K ein Unterring von L. Dann nennt man
L einen Erweiterungskorper von K bzw. K einen Teilkorper von L und spricht von der
Korpererweiterung L/K. Ein Teilkorper M von L heifit Zwischenkorper der Korperer-
weiterung L/K wenn K ein Teilkorper von M ist (d.h. K € M C L). Statt dimg L
(Dimension von L als K-Vektorraum) schreibt man [L : K] und nennt es den Grad der
Korpererweiterung L/ K. Die Korpererweiterung L/K heifit endlich wenn [L : K| endlich
ist.

Beispiele: 1) Die Korpererweiterung C/R ist endlich und [C : R] = 2, denn {1, 7} ist eine

Basis von C als reeller Vektorraum.
2) Es bezeichne Q(7) den Korper

Qi) ={a+10bi|a,beQ}
(der auch als Gaufischer Zahlkérper bezeichnet wird). Das ist tatséchlich ein Korper. Fiir
a,b,c,d € Q gilt
(a+bi)— (c+di)=(a—c)+ (b—d)i € Qi)
und
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i € Q(i),

d.h. Q(7) ist ein Unterring von C und daher ein kommutativer Ring mit Eins. Wegen

a

N1
(a + bi) _a2—|—b2_a2+52

i € Qi)

(fiir (a,b) # (0,0)) ist Q(¢) tatsdchlich ein Kérper. Die Kérpererweiterung Q(i)/Q ist
endlich und [Q(7) : Q] = 2, da {1,i} eine Basis von Q(i) also Q-Vektorraum ist.
3) Wir haben in Kapitel 18 in Beispiel 5 zu Satz 138 bewiesen, dass

Q(vV2) ={a+bv2|a,beQ}
mit der iiblichen Addition und Multiplikation reeller Zahlen einen Korper bildet. Die
Korpererweiterung Q(v/2)/Q ist endlich und [Q(v/2) : Q] = 2, da {1,v/2} eine Basis von
Q(v/2) als Q-Vektorraum ist. (Es ist klar, dass {1,1/2} ein Erzeugendensystem von Q(+/2)

ist. Da /2 ¢ Q ist diese Menge auch linear unabhingig iiber Q.)
149
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4) Die Kérpererweiterung R/Q ist unendlich, da @ abz&hlbar und R iiberabzéhlbar un-

endlich ist und es daher keine endliche Basis geben kann.
Satz 193: Es sei L/K eine Korpererweiterung und M ein Zwischenkdrper dieser Korper-
erweiterung. Dann gelten:

(i) Ist (x;)icr eine Basis von M als K-Vektorraum und (y;),;cs eine Basis von L als
M-Vektorraum, so ist (z33/;) i jyerxs eine Basis von L als K-Vektorraum,
(ii) [L: K| =[L: M]-[M : K].

Beweis: (i) Ist a € L, so ist

a= Zﬁjyj

jeJ
mit 8; € M Vj € J und B; = 0 fiir alle bis auf endlich viele j € J. Fiir alle j € J ist
Bj = Z T
iel
mit a;; € K Vi € I und «a;; = 0 fiir alle bis auf endlich viele ¢ € I. (Ist 5; = 0, so ist

a;; = 0 Vi € I.) Daraus erhélt man
0= By = z(z %xi)yj - Y ayr
jeJT jeJ Niel (i,5)EIXJ

wobei a;; = 0 fiir alle bis auf endlich viele (4, j) € I x J. D.h. {z;y; | (¢,7) € I x J} ist ein
Erzeugendensystem von L als K-Vektorraum.
Ist 41,...,%0 €1, j1,... ,Jm € J und

2D i, s, =0
v=1pu=1
(mit oy, € K fiir 1 <v <nund 1 < p <m), so ist auch
Z (Z Oéuul’iu>yju =0 mit Zawaziy eM firl<pu<m.
pn=1 ‘=1 v=1
Da die Basis (y;)jecs iber M linear unabhéngig ist, folgt
n
Z&wxiu =0 firl<pu<m.
v=1

Da die Basis (x;);er itber K linear unabhéngig ist, folgt a,, = 0 fir 1 < v < n und
1 < p <'m, d.h. die Menge {z;y; | (4,j) € I x J} ist linear unabhéngig tiber K.



CHRISTOPH BAXA, ALGEBRA 2, KAPITEL 21, WS 2020/21 151

(ii) Aus (i) folgt

[L:K|=|IxJ|=|I|-|J|=[M:K]-[L:M].
Definition: Es sei L/K eine Korpererweiterung und aq,...,a, € L. Wir bezeichnen
mit Klaq,...,a,| den kleinsten Unterring von L, der K und aq,... ,a, enthélt und mit

K(ay,... ,ay) den kleinsten Zwischenkorper der Koérpererweiterung L/K, der aq,... ,a,
enthalt.

Satz 194: Es sei L/K eine Korpererweiterung und ay, ... ,a, € L. Dann gelten:

(i) Kla1,...,an) = {plas,... ,a,) | p € K[X1,...,Xu]},
(ii) K(aq,...,an)
={plai,...,an) qlar,... ,a,) | p,qg€ K[X1,...,X,],q(a1,...,a,) # 0}
Beweis: (i) Es sei R := {p(a1,...,a,) | p € K[X1,...,X,]}. Dann ist offenbar K C R
und ai,...,a, € R. Wegen

plat,...,an) —qlar,...,an) = (p—q)(a,... ay)

und
plar,...,an) qlar, ... ,an) = (p-q)(a,... ay)

fir alle p,q € K[X1,...,X,] ist R ein Unterring von L. Ist S ein Unterring von L, der K
und ay, ... ,a, enthilt, muss offenbar p(ai,... ,a,) € S fir alle p € K[X1,...,X,] gelten
und daher R C S.
(i) Es sei

M = {p(ai,...,a,)-qlai,... ,a,)" ' |p,q € K[X1,...,X,],q(a,...,a,) #0}.
Dann gelten wieder K C M und aq,... ,a, € M und wie in (i) {iberlegt man sich leicht,

dass M ein Unterring von L ist. Offenbar ist M ein kommutativer Ring mit Eins. Ist

plai, ... an) qlai,... a,)"t € M\ {0}, so ist p(ay,...,a,) # 0 und

-1

(p(al,... van) - q(ay, ... ,an)_l) =q(ay,...,a,) play,...,a,)"t € M,

d.h. M ist ein Korper. Ist N ein Zwischenkorper der Kérpererweiterung L/K und erfiillt

ai,...,a, € N, so muss offenbar M C N gelten.

Bemerkungen: 1) Der Ring K[aq,... ,a,] ist das Bild des Einsetzhomomorphismus
K[X1,...,. X = L, p—=plar,...,an).

Die Notation entspricht also der nach Korollar 164 eingefiihrten.
2) Oft schreibt man

ai,...,an
K(ay,...,a,) = {u‘p,qu[Xl,... s Xnlqlar, ... an) #0},
qlay, ... an)
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d.h. man indentifiziert den Quotientenkérper von Klaq, ... ,a,] mit seiner Einbettung in
K(ay,... ,ay) (vergleiche auch Satz 91).
3) Ein wichtiger Spezialfall ist n = 1, d.h. ist L/K eine Korpererweiterung und a € L, so

ist

Kla] = {p(a) | p € K[X]} und K(a)={p(a)g(a)" |p,q € K[X],q(a) # 0}.
Definition: Ist L/K eine Korpererweiterung und aq,...,a, € L, so sagt man in der
Situation von Satz 194 (ii) ay,...,a, werden zu K adjungiert und nennt K(aq,... ,a,)
den durch Adjunktion von aq,... ,a, zu K entstandenen Korper. Ist a € L, so nennt man

a primitives Element des Korpers K (a). Eine Korpererweiterung L/K heifit einfach, wenn

Ja € L: L= K(a),dh. wenn ein primitives Element existiert.

Beispiele: 1) Q(¢)/Q ist eine einfache Korpererweiterung.
2) Q(v/2)/Q ist eine einfache Kérpererweiterung.
3) C/R ist eine einfache Korpererweiterung, da C = R(i).

Definition: Es sei L/K eine Korpererweiterung. Ein a € L heifit algebraisch {iber K,
wenn es Nullstelle eines Polynoms p € K[X]\ {0} ist. (D.h. es gibt ein Polynom p € K[X],
p # 0 mit der Eigenschaft p(a) = 0.) Ist a € L nicht algebraisch iiber K (d.h. p(a) # 0 fir
alle p € K[X]\ {0}), so wird a transzendent iiber K genannt.

Beispiele: 1) Jedes a € K ist algebraisch iiber dem Korper K, da es Nullstelle des
Polynoms X — a € K[X] ist.

2) i ist algebraisch iiber Q, da es Nullstelle des Polynoms X? + 1 € Q[X] ist.

3) Fiir jedes d € Z ist v/d algebraisch iiber Q, da es Nullstelle von X? — d € Q[X] ist.

4) /2 ist algebraisch iiber Q, da es Nullstelle des Polynoms X? — 2 € Q[X] ist.

5) Ist m € N\ {0,1} und ¢ € C eine m-te Einheitswurzel, so ist { algebraisch iiber Q, da
es Nullstelle des Polynoms X — 1 € Q[X] ist.

6) e und 7 sind transzendent iiber Q (ohne Beweis), aber e und 7 sind algebraisch iiber
R, da sie Nullstellen der Polynome X — e € R[X] und X — 7 € R[X] sind.

Satz 195: Es sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K.

(i) Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom m, x € K[X] minimalen Grades
mit der Eigenschaft m, g (a) =0,
(ii) Das Polynom m, g ist irreduzibles Element des Rings K[X],
(iii) Fir Polynome f € K[X] gilt: f(a) =0 < mq i | f (Teilbarkeit in K[X]),
(iv) {f € K[X] | f(a) = 0} = (mqy k), d.-h. die Menge aller Polynome in K[X], deren
Nullstelle a ist, ist das von m, i in K[X] erzeugte Hauptideal.
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Beweis: (i) Da a algebraisch iiber K ist, gibt es ein Polynom p € K[X]\ {0} mit der
Eigenschaft p(a) = 0 (wobei offenbar gradp > 1 gelten muss). Klarerweise muss es dann
auch ein derartiges Polynom mit minimalem Grad geben und wir konnen ab jetzt voraus-
setzen, dass p diese Eigenschaft besitzt. Ist o € K \ {0} Leitkoeffizient von p, so ist a~!p
normiert und o !p(a) = 0. Wir kénnen darum ab jetzt voraussetzen, dass p auBerdem
normiert ist. Ist ¢ € K[X] irgendein normiertes Polynom minimalen Grades mit ¢(a) = 0,
so gilt auch (p — q)(a) = p(a) — ¢(a) = 0 und grad(p — ¢) < gradp. Daher ist p —q¢ = 0
und daher p = ¢, d.h. das Polynom p ist eindeutig bestimmt.

(ii) Wére m, x reduzibel als Element von K[X], so wiirde es f,g € K[X] mit den Eigen-
schaften m, x = f - g, grad f > 1 und gradg > 1 geben. Aus 0 = mq x(a) = f(a) - g(a)
wiirde aber folgen, dass f(a) = 0 oder g(a) = 0. Da gradm, x = grad f + grad g, wéren
grad f < gradm, x und gradg < grad m, k, was der Minimalitit des Grads von mg g
widersprechen wiirde.

(iii) Es sei f € K[X] und besitze die Eigenschaft f(a) = 0. Nach Satz 157 gibt es
¢,r € K[X]| mit den Eigenschaften f = ¢ - mgx + r und gradr < gradmgx. Aus
0 = f(a) = q(a) - mg kx(a) + r(a) = r(a) folgt r = 0, da sonst gradr < gradm, i der
Minimalitdt des Grads von m, x widersprechen wiirde. Also gilt m, x | f. Die Um-
kehrung ist trivial.

(iv) Folgt sofort aus (iii).

Definition: Es sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Das
eindeutig bestimmte Polynom m, i, dessen Eigenschaften in Satz 195 beschrieben wurden,
wird das Minimalpolynom von a iiber K genannt. Man bezeichnet grad m, g auch als den

Grad von a Uber K.

Korollar 196: Es sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Ist
p € K[X] irreduzibel (als Element von K[X]) und normiert und p(a) = 0, so ist p = mg k.

Beweis: Wegen Satz 195 (iii) muss m, x | p gelten, d.h. es gibt ein ¢ € K[X] mit der
Eigenschaft p = m, k - ¢. Da p irreduzibel ist, muss entweder m, x € K \ {0} sein (was
unmoglich ist) oder ¢ € K \ {0} (was daher gelten muss). Da p und m, x beide normiert

sind, ist ¢ = 1 und p = m, k.

Satz 197: Es sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch iiber K. Dann
gelten:
(i) K(a) = Kla], d.h.

K(a) = {p(a) | p € K[X]} = {bpa™ + bp_1a™" 1 + - +bra+by | b; € K fiir 0 <i < n},
(i) K(a) = K[X]/(ma,rK),
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(ili) [K(a) : K] = grad mq K,

"=l ist eine Basis von K (a) als K-Vektorraum (wobei n = grad mq k),

(iv) 1x,a,a?,... ,a
(v) Jedes ¢ € K(a) besitzt eine eindeutige Darstellung ¢ = b, _1a" ! + -+ + bya + by (mit

n=gradmg, und b; € K fiir 0 <i¢ <n—1).
Beweis: (i) und (ii) Wir betrachten den Einsetzhomomorphismus
¢ : K[X] = Kla], p = p(a).

Nach Satz 195 (iv) ist ker ¢ = (mq, k). Aus dem Homomorphiesatz (Korollar 70) folgt

K[X]/(mg k)= K[X]/ker p = Imp = Kla].
Nach Satz 195 (ii) ist mg, k ein irreduzibles Element von K[X] und nach Korollar 167 ist
K[X] ein Hauptidealbereich. Wegen Satz 132 (ii) ist (mg, k) daher ein maximales Ideal
des Rings K[X]. Daher ist K[X]/(mq k) = Kla] (nach Satz 77) ein Koérper. Da K (a) der
kleinste Korper ist, der K und a enthélt und Ka](C K(a)) bereits ein Korper ist, muss
Kla] = K(a) gelten.
(iii), (iv) und (v) Es sei f(a) € Kla] = K(a). Nach Satz 157 gibt es ¢,r € K[X]| mit den
Eigenschaften f = q-mg, k 4+ r und gradr < grad mg g . Ist

r(X) = nz_: b X" € K[X],

S0 ist
f(a) = q(a) - ma x(a) +r(a) =r(a) = Y _ bid’,
i=0

n—1

dh. 1x,a,a?,... ,a ist ein Erzeugendensystem von K[a] als K-Vektorraum. Diese

Korperelemente sind auch linear unabhéangig iiber K. Angenommen,

flir gewisse cg, c1,... ,cp—1 € K. Setzt man
n—1

9(X) =) X' e K[X],
i=0

so ist a Nullstelle von g und aus Satz 195 (iii) folgt m, i | g. Da

gradg <n —1<n=gradmgx,

n—1

muss ¢ = 0 gelten, d.h. cg =c¢; = -+ = ¢,_1 = 0. Also ist 1x,a,a?,... ,a eine Basis

von Ka] als K-Vektorraum. Daraus folgen [K(a) : K| = n und (v).
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Beispiele: 1) m, sz (X) = X?% — 2 denn X? — 2 ist irreduzibles Element von Q[X] nach
Satz 185 und daher Minimalpolynom von v/2 nach Korollar 196. Wegen Satz 197 ist

Q(V2) = {a+bv2|a,beQ}
(wie bisher definiert), 1, /2 eine Basis von Q(v/2) als Q-Vektorraum und [Q(v/2) : Q] = 2.
2) mio(X)=X?+1,denn (X +1)2+1 = X?+2X +2 ist irreduzibles Element von Q[X]
nach Satz 185 und daher ist (wegen Lemma 186) auch X2 + 1 irreduzibles Element von
Q[X]. Wegen Satz 197 ist

Qi) ={a+bi|a,beQ}

(wie bisher definiert), 1,7 eine Basis von Q(i) als Q-Vektorraum und [Q(7) : Q] = 2.
3) m;r(X) = X? + 1, denn X? + 1 ist irreduzibles Element von R[X], da es keine reelle
Nullstelle besitzt. Wegen Satz 197 ist

C=R@)={a+bi|a,beR}
(wie bisher definiert), 1,4 eine Basis von C als R-Vektorraum und [C : R] = 2. (All das ist
natiirlich 1angst bekannt, z.B. aus der Linearen Algebra.)
4) mys o(X) = X? —2, denn X® —2 ist irreduzibles Element von Q[X] nach Satz 185 und
daher Minimalpolynom von 3/2 nach Korollar 196. Wegen Satz 197 ist

Q(V2) = {a+bV2+cVi|abceQ},
1, V2, V/4 ist eine Basis von Q(i/ﬁ) als Q-Vektorraum und [Q(i/ﬁ) : @] = 3.

5) Die komplexe Zahl ¢ = e2™/3 ist eine dritte Einheitswurzel und es gilt

, 2 2 —1+12v3
e27i/3 :cos?7T %—z's,m?7T = %\/_

Offenbar gilt p(¢) = 0 fiir p(X) = X3 — 1, allerdings ist p reduzibel, da
p(X)=X3-1=(X-1)(X2+X+1).

Da ¢ # 1, ist ¢ Nullstelle von ®(X) = X2+ X + 1. Tatséchlich ist m¢ o(X) = X2+ X +1.
Das Polynom @ ist irreduzibles Element von Q[X], da

PX+1)=(X+1)?’+(X+1)+1=X*+3X+3
nach Satz 185 irreduzibel ist und daher (wegen Lemma 186) auch & irreduzibel ist. Wegen
Satz 197 ist

Q(¢) ={a+b¢|a,beqQ},

1, ¢ ist eine Basis von Q(¢) als Q-Vektorraum und [Q(¢) : Q] = 2.
6) Allerdings gilt Q(¢) = Q(iv3). Es ist m, 5 = X*+ 3, denn X? + 3 ist irreduzibles
Element von Q[X] nach Satz 185 und daher Minimalpolynom von i1/3 nach Korollar 196.
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Wegen Satz 197 ist
QUiv3) = {a+iv3b| a,b € Q},
1,iv/3 eine Basis von Q(i/3) als Q-Vektorraum und [Q(iv/3) : Q] = 2. Nach Definition ist
QcC @(’L\/g) und offenbar ist
1

1 .
(=—5+5 iV3EQ(iV3)

Daher ist Q(¢) € Q(iv/3). Umgekehrt gelten Q C Q(¢) und iv3 = 1+2-¢ € Q(¢) und
daher auch Q(iv/3) C Q(¢).

Definition: Eine Korpererweiterung L/K heifit algebraisch, wenn jedes a € L algebraisch
iber K ist.

Satz 198: (i) Ist die Korpererweiterung L/K endlich, so ist sie auch algebraisch.
(ii) Ist die Korpererweiterung L/K endlich und [L : K] = m, so gibt es algebraische
ai,...,am € L, derart dass L = K(ay,... ,an).
(iii) Ist die Korpererweiterung L/K algebraisch und Jaq,... ,a,,, € L: L = K(ay,... ,ay),
so ist sie endlich.
Beweis: (i) Ist [L : K] = m (mit m € N\ {0}) und @ € L, so sind 1,a,a?,... ,a™
linear abhéngig tiber K, d.h. es gibt by, b1,... ,b,, € K (die nicht alle = 0 sind) mit der
Eigenschaft
bpp,a™ 4+ -+ bia+ by = 0.
Setzt man
p(X) =0, X™+ -+ b0 X + by € K[X]\ {0},
so ist p(a) = 0 und a daher algebraisch tiber K.
(ii) Bilden a4, ... ,a,, eine K-Basis von L, so ist
L=Ka+---+Ka, CK(a,...,an,)CL

und daher L = K(aq,...,an). Nach (i) sind aq,... ,a, € L algebraisch iiber K.
(iii) Betrachte den folgenden Turm von Korpererweiterungen:

K CK(a1) C K(ai,a2) C---C K(ay,... ,am-1) € K(ay,... ,am) =1L
Fiir 1 <4 < mist a; algebraisch iiber K und daher auch algebraisch iiber K(aq,...,a;-1).
Wegen K(aq,...,a;) = K(a1,...,a;-1)(a;) gilt

[K(a1,...,a;): K(ai,...,a;-1)] < oo

nach Satz 197. Aus Satz 193 (ii) folgt nun

[L: K] =[K(a,...,ap): K]= H[K(al,... va;) s K(ay,... a;_1)] < .
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Beispiel: Wegen Satz 194 (ii) ist

A, + -+ a1m+ ag
Q(?T)Z{ -

R O T T oy ,bo, ... by, nicht alle =0 5.
by ™™ + -+ - + by + by ag, - -+ 5 @n;, %0 € Q,bo nicht alle 0}

Da 7 transzendent ist (iiber Q), ist Q(7)/Q (wegen Satz 198 (i)) eine unendliche Koperer-

weiterung.

Satz 199: Es sei L/K eine Korpererweiterung und M ein Zwischenkorper. Dann sind
aquivalent:

(i) L/K ist eine algebraische Kérpererweiterung,

(ii) L/M und M /K sind beides algebraische Korpererweiterungen.

Beweis: (i) = (ii) Ist a € L, so ist a algebraisch iiber K und daher auch iiber M. Ist
a € M, so ist auch a € L und a daher algebraisch tiber K.
(ii) = (i) Es sei a € L. Da a algebraisch iiber M ist, 3p € M[X]\ {0} : p(a) = 0. Es sei
p(X) =0y X"+ +b1 X +bo (mit by, b1,...,b, € M). Dann ist a auch algebraisch iiber
K(bo, ... ,by). Wir betrachten nun den folgenden Turm von Koérpererweiterungen:

K C K(bg,... ,bw) C K(bo. ... bw)(a)
Da a algebraisch ist tiber K (b, ... ,by,), ist

(K (boy ... bm)(a): K(bg,...,bn)] < o0
nach Satz 197. Aus K(by,...,bn) € M folgt, dass K(bg,...,bn)/K eine algebraische
Korpererweiterung ist. Wegen Satz 198 (iii) ist [K (bg, ... ,by) : K] < co. Aus Satz 193 (ii)
folgt

[K(bg, ... ,bm)(a): K] =[K(bo,... ,bm)(a): K(boy... ,bm)] - [K(bo,...,bm): K] <oo

und a ist algebraisch iiber K nach Satz 198 (i).

Korollar 200: Es sei L/K eine Korpererweiterung und
A :={a € L | a ist algebraisch tiber K}.

Dann ist A ein Zwischenkorper der Korpererweiterung L/K und die Korpererweiterung
A/K ist algebraisch.

Beweis: Sind a,b € A, so ist K(a,b)/K eine endliche Korpererweiterung. (Da a al-
gebraisch iiber K ist, ist [K(a) : K] < oco. Da b auch iiber K(a) algebraisch ist, ist
[K(a,b) : K(a)] = [K(a)(b) : K(a)] < co.) Wegen Satz 198 (i) ist K(a,b)/K eine algeb-
raische Korpererweiterung. Daher sind a — b,a - b € A algebraisch iiber K und A ist ein
Unterring von L. Ist a € A\ {0}, so ist a=! € K(a) algebraisch iiber K und A daher ein
Korper.
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Definition: Es sei L/K eine Korpererweiterung. Der in Korollar 200 beschriebene Zwi-
schenkérper A = {a € L | a ist algebraisch {iber K'} wird der algebraische Abschluss von
K in L genannt.

Beispiele: 1) {a € R | a ist algebraisch tiber Q} ist ein Korper. Das zeigt auch, dass
Zahlen wie V2 + /3 algebraisch (iiber Q) sind.
2) Ebenso ist {a € C | a ist algebraisch iiber Q} ein Korper.



