22. Zerfallungskorper eines Polynoms, algebraischer Abschluss eines Korpers

Satz 201: Es seien K ein Korper und p € K[X] ein irreduzibles Polynom (d.h. ein
irreduzibles Element von K[X]). Dann gibt es eine (endliche) Korpererweiterung L/K mit
[L : K] = grad p, derart dass p in L eine Nullstelle besitzt.

Beweis: Es sei L := K[X]/(p). Nach Korollar 167 ist K[X] ein Hauptidealbereich und
nach Satz 132 (ii) ist (p) ein maximales Ideal von K[X]. Wegen Satz 77 ist L daher ein
Korper. Es bezeichne 7 : K[X] — L, 7(q) = ¢+ (p) die iibliche Projektion und 7 : K — L
ihre Einschrankung auf K. (Dabei ist die Abbildung 7 ebenfalls ein Ringhomomorphismus,
da sie Verkniipfung der Homomorphismen K < K[X] - L ist.) Nach Lemma 68 (i) ist
ker 7 ein Ideal von K, das wegen Korollar 81 (ii) entweder ker7m = {0} oder kerm = K
erfillt. Wéare kerm = K, so wire 7 die Nullabbildung, d.h. w(1) = 0, = 7(0) oder
1+ (p) = (p). Daraus wiirde aber 1 € (p) und damit (p) = K[X] folgen, ein Widerspruch.
Also ist kerm™ = {0} und 7 injektiv (nach Lemma 68 (ii)). D.h. 7 bettet K in L ein und

man kann K als Teilkorper von L auffassen. Ist
p(X) =) a;X" (mit a, # 0),
i=0

so kann man p daher auch als Polynom

n

S (ai+ (1) X' € LX)

i=0
auffassen. Als solches besitzt p die Nullstelle b := X + (p) € L, denn

n n

p0) = aib' = (a;+ ) (X + @) =3 (ai + ) (X' + (»))
=0 =0 =0

= (X + () =) aX' +(p)=(p) =0y
1=0

i=0
ist das Nullelement von L. Da p in K[X] irreduzibel ist, ist a,, 'p = my_, wobei klarerweise
grad(a,, 'p) = grad p gilt. Nun folgen L = K[X]/(p) = K[X]/(mp k) = K(b) und
[L: K] =[K(b): K]=gradmpx = gradp
aus Satz 197.

Korollar 202: Es sei K ein Korper und p € K[X]|\ K. Dann gibt es eine Korperer-

weiterung L/K mit [L : K] < grad p, derart dass p in L eine Nullstelle besitzt.
159
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Beweis: Nach Korollar 160 kann p als Produkt irreduzibler Polynome py,... ,p, € K[X]
geschreiben werden, d.h. p = p; - - - p,,. Nach Satz 201 gibt es eine Kérpererweiterung L/ K
mit [L : K] = gradp; < gradp, derart dass p; (und daher auch p) in L eine Nullstelle
besitzt.

Definition: Es sei K ein Korper und p € K[X]\ K. Ein Erweiterungskorper L von K

heifit Zerfallungskorper von p, wenn er die folgenden beiden Eigenschaften besitzt:
1) p zerfdllt iiber L in Linearfaktoren, d.h.

day,...,an € L Jc€e K :p(X)=¢(X —a1) - (X — ap),
2) L=K(ai,...,ap).

Satz 203: Es sei K ein Korper und p € K[X]\ K. Dann gibt es einen Zerfallungskorper L
von p mit [L : K] < (gradp)!.

Beweis: Wir verwenden Induktion nach n := grad p.

Ist n =1, so ist p(X) = aX + b mit a,b € K und a # 0. Dann besitzt p die (einzige)
Nullstelle —a™1b € K. Offenbar ist K Zerfallungskorper von p, dann p(X) = a(X + a~1b)
und K = K(—a~1b). Schliellich ist [K : K] =1 < 1.

Es sei nun n > 1. Nach Korollar 202 gibt es eine Korpererweiterung L; /K mit der Eigen-
schaft [L1 : K] < n und ein a; € Ly, das Nullstelle von p ist. Da K(a;) C Ly, folgt (nach
einem Resultat aus der Linearen Algebra) [K(a1) : K] < [L; : K] < n. Man kann daher
0.B.d.A. L = K(ay) wihlen. Wegen Satz 168 (i) gibt es ein ¢ € L;[X] mit der Eigenschaft
p(X) = (X —a1)q(X), woraus grad ¢ = n — 1 folgt. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es

einen Erweiterungskorper L von Lj, der Zerfallungskorper von ¢ ist. D.h.
Jdag,...,an € L Je€ L1 :q(X)=¢c(X —az) - (X —an)
und L = Lq(ag,... ,ay,). Weiters muss [L : L] < (n — 1)! gelten. Es folgt
p(X) = (X —a1)q(X) = c(X —a1)(X —az) - (X — ay)
(woraus man sofort ¢ € K erhélt) und
L=Lq(as,... a,) =K(ar)(ag,... ,a,) = K(ay,...,ay).
Schliefllich ist [L: K] =[L: L] -[L1: K] <(n—1)!-n=mnl
Beispiele: 1) Es sei K = Q und p(X) = X2 +1 € K[X]. Dann ist Q(i) Zerfillungskorper
von p, denn X2 +1 = (X +i)(X —4) und Q(4, —i) = Q(4).
2) Es sei K = R und p(X) = X? + 1 € K[X]. Dann ist C Zerfillungskérper von p, denn
X2 +1=(X+4)(X —i) und R(i, —i) = R(i) = C.
3) Es sei K = Q und p(X) = X? — 2 € K[X]. Dann ist Q(v/2) Zerfillungskérper von p,
denn X2 —2 = (X — \/5) (X + \/5) und Q(\/_, —\/5) = Q(ﬂ)
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4) Es sei K =R und p(X) = X2 — 2 € K[X]. Dann ist R Zerfillungskérper von p, denn
X?2-2=(X-v2)(X+Vv2) und R(v2,—v2) =R.

5) Essei K = Qund p(X) = (X?+1)(X?-2) € K[X]. Dannist Q(v/2,4) Zerfillungskérper
von p, dann p(X) = (X +i)(X —i)(X +v2)(X — v2) und Q(v2, —v2,i,—i) = Q(V2,4).

Bemerkung: Die Beispiele 1) bis 4) oben zeigen, dass der Zerfallungskorper eines Poly-

noms p € K[X] nicht nur vom Polynom p, sondern auch vom Koérper K abhéngt.

Lemma 204: Es seien K und L Korper und ¢ : K — L ein Isomorphismus. Dann ist die
Abbildung ¢ : K[X]| — L[X], &(p) = p¥, d.h.

@(Z aZ-XZ) = Z ©(a;) X",

ebenfalls ein Isomorphismus (der ¢ fortsetzt). (Die Bezeichnung p¥ wurde unmittelbar
nach Korollar 165 eingefiihrt.)

Beweis: In Korollar 165 wurde bewiesen, dass p ebenfalls ein Homomorphismus ist, der

1

@ fortsetzt. Da ¢~' : L — K ebenfalls ein Isomorphismus ist, ist auch die Abbildung

LIX]|— K[ X],p— péﬁ_1 ein Homomorphismus. Dieser ist zu @ invers ist, denn

> o (p(a) X =) a; X'
=0 =0

und
n

> o)X =D biX'
=0 1=0

Dabher ist @ bijektiv.

Satz 205: Es seien K und L Korper, ¢ : K — L ein Isomorphismus und p € K[X]
irreduzibel. Ist a Nullstelle von p (in einem Erweiterungskoérper von K') und b Nullstelle von
p¥ (in einem Erweiterungskorper von L), so gibt es einen Isomorphismus ¢ : K(a) — L(b)
mit der Eigenschaft ¢(a) = b, der ¢ fortsetzt (d.h. p(x) = p(x) Vo € K).

Beweis: Es bezeichne gradp = n.

Ist n =1, so ist p(X) = a1 X + a9 mit 7,90 € K und a7 # 0. Daher ist a = —041_1040
und p¥(X) = ¢(a1)X + ¢(ap) und daher

1

b=—p(a1) tp(a) = p(—a7 ag) = p(a).

D.h. man kann ¢ = ¢ wahlen.
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Es sei nun n > 1. Dann ist @ ¢ K und nach Satz 197 ist 1,a, ... ,a" ! eine Basis von K (a)
als K-Vektorraum. Es sei nun @ : K(a) — L(b), ¢(f(a)) = f#(b). Dabei ist f € K[X]
mit grad f < n und

n—1 n—1
5(2 Oéiai) = ol
=0 =0

mit ag,aq,... ,a,-1 € K. Wir zeigen nun, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Es seien
f1, f2 € K[X] mit grad f; < n und grad fo < n. Dann ist

o(fi(a) + f2(a)) = @((fr + f2)(a) = (f1 + f2)?(b)
= (ff + £5)(b) = f(b) + £ (b) = &(f1(a)) + 3(f2(a)).

Weiters existieren ¢, € K[X] mit den Eigenschaften f; - fo = gp + r und gradr < n. Es
folgt (f1 - f2)(a) = q(a)p(a) +r(a) =r(a) und

¢(fila)fa(a)) = &(r(a)) = 12(b) = (frf2 — qp)* (b) = (f{ f$ — ¢*P?) (D)
= [ (0)f5(b) — q?(0)p?(b) = ¥ (b)f5 (b) = &(f1(a))&(f2(a)).

Da p irreduzibel ist und ¥ : K[X] — L[X] ein Isomorphismus ist (was in Lemma 204

bewiesen wurde), ist p(p) = p¥ € L[X] irreduzibel und grad p¥ = gradp = n. Daher

ist 1,b,...,b" ! eine Basis von L(b) als L-Vektorraum. Da auch ¢=! : L — K ein
1

Isomorphismus ist, ist auch die Abbildung g;—vl : L(b) — K(a), = 1(f(b)) = £ (a) ein

Homomorphismus, der zu ¢ invers ist, d.h. ¢ ist bijektiv.

Korollar 206: Ist K ein Korper, p € K[X] irreduzibel und a, b zwei Nullstellen von p (in
einem Erweiterungskorper von K), so gibt es einen Isomorphismus ¢ : K(a) — K (b) mit
den Eigenschaften ¢(z) =z Vo € K und ¢(a) = b.

Beweis: Folgt sofort aus Satz 205 (wobei ¢ eine Fortsetzung von idg : K — K ist).

Beispiele: 1) Es sei K = Q. Dann ist p(X) = X2 — 2 € Q[X] irreduzibel mit Nullstellen
V2, —v/2 € R. Die Abbildung ¢ : Q(v2) = Q(—v2) = Q(v2), ¢(a + bv/2) = a — b2

(mit a,b € Q) ist ein Isomorphismus, der die Bedingungen von Korollar 206 erfiillt.
2) Es sei K = Q. Dann ist p(X) = X3 — 2 € Q[X] irreduzibel und besitzt die drei
Nullstellen v/2, V/2 e27/3 /2 ¢47i/3 ¢ C. Die Abbildung
Y Q(i/ﬁ) — Q(i/ie%i/?’), gp(a+ V2 + i/Zc) — a + /2e27/3p 4 /4 edTi/3,
(mit a,b, c € Q) ist ein Isomorphismus, der die Bedingungen von Korollar 206 erfiillt.

Satz 207: Es seien K und L Korper, ¢ : K — L ein Isomorphismus und p € K[X]\ K. Ist
K ein Zerfallungskorper von p(€ K[X]) und L ein Zerfillungskérper von p? € L[ X], so gibt
es einen Isomorphismus ® : K — L, der ¢ : K — L fortsetzt (d.h. ®(z) = ¢(z) Vz € K).
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Beweis: Wir verwenden Induktion nach n := [I? ' K }
Ist n =1, so ist K = K und p zerfallt iiber K in Linearfaktoren, d.h.

de,ar,... yam € K:p(X)=c(X —a1) (X — am).
Daher ist

PP (X) = p(e) (X = p(ar)) -+ (X = p(am)),

d.h. p¥ zerfallt iiber L in Linearfaktoren, L = L und man kann ® = @ setzen.
Es sei nun n > 1 und der Satz fiir [[? : K } < n bereits bewiesen. Nach Voraussetzung
besitzt p eine Nullstelle a € K \ K. Dann besitzt p einen irreduziblen Faktor ¢ € K|[X],
der a als Nullstelle besitzt (d.h. ¢g(a) = 0). Es sei r € K[X] derart dass p = gr. Dann
ist p? = ¢¥r¥ und ¢¥ € L[X] ist irreduzibel. Es sei b € L eine Nullstelle von ¢¥. Nach
Satz 205 gibt es einen Isomorphismus ¢ : K(a) — L(b) mit den Eigenschaften ¢(a) = b und
@(z) = () Vo € K. Nun ist K auch Zerfillungskérper von p als Element von K (a)[X]
und L Zerfillungskorper von p® als Element von L(b)[X]. Da a ¢ K ist [K(a) : K] > 1

und
[IZ'K} B n
[K(a): K] [K(a) : K]

[I?:K(a)} = <n.

Nach Induktionsvoraussetzung kann @ : K (a) — L(b) zu einem Isomorphismus ® : K — L
mit ®(z) = p(z) = p(x) Vo € K fortgesetzt werden.

Korollar 208: Es sei K ein Korper, p € K[X]\ K und Ly und Lo zwei Zerfallungskorper
von p. Dann gibt es einen Isomorphismus ® : L; — Ly mit ®(z) = = Vo € K. (Insbe-

sondere ist der Zerfallungskorper eines Polynoms bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.)
Beweis: Folgt sofort aus Satz 207 (wobei ® Fortsetzung von idx : K — K ist).

Satz 209: Es sei K ein Korper. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Jedes Polynom p € K[X] \ K besitzt eine Nullstelle in K.
(ii) Jedes Polynom p € K[X]\ K zerfillt iiber K in Linearfaktoren.
(iii) Die normierten irreduziblen Polynome in K[X] sind genau
die Polynome der Gestalt X —a (mit a € K).
(iv) Ist L/ K eine algebraische Korpererweiterung, so ist L = K.
(v) Ist L/K eine endliche Korpererweiterung, so ist L = K.

Beweis: (i) = (ii) Wir verwenden Induktion nach n = grad p.

Ist n = 1, so ist p(X) = aX + b mit a,b € K, a # 0 und daher p(X) = a(X + a~'b),
d.h. p zerfallt in Linearfaktoren. Ist n > 1, so besitzt p eine Nullstelle ¢ € K. Daher
dg € K[X] : p(X) = (X — ¢)¢(X) mit gradg = n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung

zerfallt ¢ in Linearfaktoren. Daraus folgt sofort, dass auch p in Linearfaktoren zerfallt.
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(ii) = (iii) Ist p € K[X] und gradp > 1, so zerfdllt p in mindestens zwei Linearfaktoren
und ist daher reduzibel. Ist gradp = 1, so ist p nach Lemma 177 (ii) irreduzibel. D.h. die
normierten irreduziblen Polynome in K[X] haben genau die Gestalt X — a fiir ein a € K.
(iii) = (iv) Es sei a € L. Dann ist a algebraisch iiber K und m, x € K[X] ist irreduzibel
und normiert und besitzt a als Nullstelle. Daher ist m, x(X) = X —a € K[X] und somit
ac€ K.

(iv) = (v) Folgt sofort aus Satz 198 (i).

(v) = (i) Jedes Polynom p € K[X]\ K besitzt nach Korollar 202 eine Nullstelle a in
einem Erweiterungskorper L von K mit [L : K] < gradp. D.h. L/K ist eine endliche
Korpererweiterung und daher L = K. Also ist a € K Nullstelle von p.

Definition: Ein Kérper K, der eine (und damit alle) der Bedingungen aus Satz 209 erfiillt,

wird algebraisch abgeschlossen genannt.

Beispiele: 1) C ist algebraisch abgeschlossen nach dem Fundamentalsatz der Algebra.
2) R ist nicht algebraisch abgeschlossen, da X2 + 1 € R[X] keine Nullstelle in R besitzt.
3) Q ist nicht algebraisch abgeschlossen, da X? — 2 € Q[X] keine Nullstelle in Q besitzt.
4) Zs ist nicht algebraisch abgeschlossen, da X2 + X + 1 € Z3[X] keine Nullstelle in Zy

besitzt.
5) Allgemein gilt: Ist K ein endlicher Kérper, so ist K nicht algebraisch abgeschlossen. Ist
namlich K = {aq,...,a,}, so besitzt

(X —a1) (X —ap) +1e K[X]

keine Nullstelle in K.
Definition: Ein Korper K heifit algebraischer Abschluss eines Korpers K, wenn K /K

eine algebraische Korpererweiterung ist und K algebraisch abgeschlossen ist.
Beispiel: C ist algebraischer Abschluss von R.
Satz 210: Jeder Korper K besitzt eine algebraischen Abschluss.

Beweis: Wihle eine iiberabzidhlbare Menge S mit der Eigenschaft K C S und |S| > |K].
Auf der Menge
A={L| K CLCS,L/K ist eine algebraische Kérpererweiterung}

fithrt man die folgende Ordnung ein: Es sei Ly < Lo wenn Lo/L; eine Korpererweiterung
ist. Es ist A # @ (da K € A) und durch < ist auf A eine partielle Ordnung gegeben. Ist

(L;)i>1 eine aufsteigende Kette von Elementen von A, so ist

GLi e A
=1
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eine obere Schranke dieser Kette. Nach dem Lemma von Zorn besitzt A ein maximales
Element K. Wir behaupten, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Wire K nicht algebra-
isch abgeschlossen, so wiirde es ein p € K[X]\ K geben, das keine Nullstelle in K besitzt.
Nach Korollar 202 gibt es eine algebraische Korpererweiterung Lo/K, derart dass p in
Lo eine Nullstelle a besitzt. Dabei gilt K G Lo und man kann (wegen der Kardinalitét
von S) verlangen, dass Ly C S. Dann ist K (a)/K eine algebraische Kérpererweiterung und
wegen Satz 199 ist auch K (a)/K eine algebraische Korpererweiterung. Da [K(a) : K| > 1

widerspricht das der Maximalitéit von K.

Satz 211: Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterung, A ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper und ¢ : K — A ein Monomorphismus. Dann gibt es einen Homomorphismus
v : L — A, der ¢ fortsetzt.

Beweis: Wir fiihren auf der Menge

Z ={(M,) | M ist Zwischenkorper der Kérpererweiterung L/ K,
¥ : M — A ist Homomorphismus und setzt ¢ fort}

die folgende Ordnung ein: Es sei (M, 11) < (Ma,19) wenn My /M, eine Korpererweiterung
ist und 1, die Abbildung 1, fortsetzt. Dann ist Z # @ (da (K,¢) € Z) und durch <
ist auf Z eine partielle Ordnung gegeben. Ist ((MZ, qp,-))pl eine aufsteigenden Kette von

Elementen von Z, so ist
(U Mi,E> €z
i=1

eine obere Schranke dieser Kette. (Dabei ist ¢(x) = 1;(z) fiir z € M;.) Nach dem Lemma
von Zorn besitzt Z ein maximales Element (Mg, o) € Z. Wir behaupten, dass My = L
gelten muss. Wire das nicht so, gibe es ein a € L \ My. Dann ist My(a) Zwischenkorper
der Korpererweiterung L/M, (und daher der Korpererweiterung L/K). Nach Satz 205
géibe es einen Homomorphismus 1; : My(a) — A, der 1pg von My auf My(a) fortsetzt (und

daher auch ¢ von K auf My(a) fortsetzt). Also wire (My(a),) € Z, was der Maximalitét
von (Mo, 1) widerspricht.

Korollar 212: Es seien K und L zwei Korper, ¢ : K — L ein Isomorphismus, K ein
algebraischer Abschluss von K und L ein algebraischer Abschluss von L. Dann gibt es

einen Isomorphismus ¢ : K — L, der ¢ fortsetzt.

Beweis: Nach Satz 211 gibt es eine Homomorphismus ¢ : K — L, der ¢ fortsetzt.
Daher ist 1/1(?) ein algebraisch abgeschlossener Zwischenkorper der algebraischen Korper-
erweiterung L /L. Daher ist L /1 (?) eine algebraische Korpererweiterung. Nach Satz 209
ist L = @b(?), d.h. v ist ein Isomorphismus.
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Korollar 213: Es sei K ein Koérper und L; und Ly zwei algebraische Abschliisse von K.
Dann gibt es einen Isomorphismus ¢ : Ly — Lo mit der Eigenschaft ¢(z) = x Vo € K.

(D.h. der algebraische Abschluss eines Korpers ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.)

Beweis: Das ist ein Spezialfall von Korollar 212 (in dem ¢ die Abbildung idg : K — K
fortsetzt).



