4.27 Konstruktion des Heptagons

Die folgende Kostruktion eines regelmaBigen Siebenecks wurde von
Mathematikern des mittelalterlichen Islam Archimedes
zugeschrieben und intensiv studiert.
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Ausgangspunkt ist das Quadrat BCQP, in dem auch die
Diagonale BQ eingezeichnet wird.

Nun wird durch den Punkt P eine Gerade gelegt, derart, dass
die beiden Dreiecke PQR und ACS den selben Flacheninhalt
haben (verallgemeinerte Einschiebung). Dabei ist R der
Schnittpunkt der gesuchten Geraden mit der Diagonale BQ
und A der Schnittpunkt der gesuchten Gerade mit der
Verlangerung der Strecke BC.

Lege eine Gerade durch den Punkt R, die zur Strecke BP
parallel ist und schneide sie mit der Strecke BC. Man erhalt
so den Punkt D.

Zeichne einen Kreis mit Mittelpunkt D und Radius BD und
eine zweiten Kreis mit Mittelpunkt C und Radius AC. Als
Schnittpunkt der beiden Kreise erhalt man den Punkt G.



» Die drei Punkte A, B und G sind Ecken des zu
konstruierenden Heptagons.

» Das ermoglicht, den Mittelpunkt seines Umkreises zu finden
und den Umkreis zu zeichnen.

> Weiters ist die Strecke BG eine Seite des gesuchten
Heptagons.

» Die Konstruktion der restlichen Eckpunkte des Heptagons ist
nun offensichtlich.

Diese Konstruktion ist auBerordentlich originell und einzigartig
(was dafiir spricht, dass sie tatsachlich von Archimedes stammt).

Allerdings ist sie fiir die Praxis nicht geeignet, da die Konstruktion
der Geraden im zweiten Konstruktionsschritt kaum mit der notigen
Genauigkeit durchgefiihrt werden kann.



Die Konstruktion beruht auf einer Analyse der Langen der Teile, in
die die Diagonalen des Siebenecks einander durch Schnitt teilen.
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Um diese beiden Relationen zu beweisen, untersuchen wir zunachst
den oberen Teil der letzten Skizze genauer und beweisen, dass alle
eingezeichneten Winkel den behaupteten Wert haben:




Als Ausgangspunkt verwenden wir, dass ZAFG = 57/7.

Da das Dreieck AFG gleichschenkelig ist (und seine
Winkelsumme 7), folgt ZFGA = ZFAG =« /7.

Aus Symmetriegriinden ist die Strecke AB parallel zur Seite
FG und ebenso die Strecke GL parallel zur Seite AF. Beim
Viereck AFGC handelt es sich daher um eine Raute und
folglich ZACG = 57/7 und LZAGC = LGAC = 7t/T.

Es folgt sofort ZDCG = 27/7.

Nach dem Periphiewinkelsatz wird jede Seite des Siebenecks
von einem der fiinf weiteren Eckpunkte aus unter dem selben
Winkel gesehen. Daher ist ZCGD = ZLGK = ZFAG = 7/7.

Es folgt ZCDG = 47/7 (Winkelsumme im Dreieck CDG).
Es folgt sofort Z/BDG = 37 /7.

Aus Symmetriegriinden gilt Z/DBG = 27/7.

Es folgt ZBGD = 27 /7 (Winkelsumme im Dreieck BDG).



Wir konnen nun die beiden Relationen AD - CD = BD und
BC-BD = AC’ zeigen.

Da die Strecken BG, AF und FG Seiten des Heptagons sind, gilt
—_ — E— . i
BG = AF = FG = 2rsin 7

wobei r den Radius des Umkreises bezeichnet. Da es sich beim
Viereck AFGC um eine Raute handelt, ist auch

H:@:zrsan;

Anwendung des Sinussatz liefert

AG _E S|n577r
2rsin % - AC smg'



Daher ist

AG = 2rsin 5—71- = 2rsin<7r— 2£> = 2rsin 2—7T
7 7 7

Anwendung von Eigenschaft (1) aus dem Abschnitt iiber die

Kreismessung liefert

AD _ AG _ 2rsin & _ sin 22 _ 2sinZcos % e
BD BG 2rsin T sin % sin %, 7
und mit Hilfe des Sinussatzes folgt
@ = % = 5|.n77r = 2sm.§cos§ :2cosz,
CD CD sinZ sin % 7

womit die erste der beiden Relationen bewiesen ist.



Unter Verwendung von Symmetrieeigenschaften folgen mit Hilfe
des Sinussatzes nun

AC @_sm%7T
BC BC sin¥x

7
und
BD DG sin 2777 sin 27” sm 27”
= = 4dr 3 3
AC CG  sinZTF sin(m— 7) sin ¢

Damit ist auch die zweite Relation bewiesen.

Die ldee der Konstruktion ist es nun, zuerst die Diagonale AB und
darauf die Punkte C und D zu konstruieren. (Daraus lasst sich der
Punkt G konstruieren, womit man drei Eckpunkte des Siebenecks
und eine seiner Seiten gefunden hat.)



Genau das wird nun durch den Beginn der Konstruktion (mit der
verallgemeinerten Einschiebung) geleistet.




Da die Dreiecke PRT und ADR ahnlich sind, gilt

AD AD PT _BD

BD DR RT CD’
d.h. die erste Relation ist erfullt.

Aus der Flachengleichheit der beiden Dreiecke PQR und ACS folgt

BC-CD=PQ-RT =AC-CS
und daher

AC (D RT PT BD

BC €5 ¢ AC AC
wobei im vorletzten Schritt verwendet wurde, dass die Dreiecke

PRT und ACS ahnlich sind. D.h. auch die zweite Relation ist
erfullt.



Es bleibt die Frage, ob man diese verallgemeinerte Einschiebung
(zumindest im Prinzip) immer durchfiihren kann. Das folgt (fur
uns) aus dem Zwischenwertsatz.

Legt man die Gerade durch P so, dass sie mit der Diagonale CP
zusammenfallt, so liegt R im Mittelpunkt des Quadrats BCQP und
A fallt mit C zusammen. Das Dreieck PQR hat die Flache %Wz
und das Dreieck ACS hat Flache 0.

Lasst man den Punkt R nun auf der Diagonale BQ in Richtung Q
wandern, so wachst die Flache des Dreiecks ACS streng monoton
und stetig und wird beliebig groB, wenn sich R an @ annahert. Die
Flache des Dreiecks PQR dagegen fallt streng monoton und stetig
und geht gegen 0, wenn sich R an Q annahert.

Es muss daher eine eindeutig bestimmte Lage der Gerade durch P
geben, bei der die Flacheninhalte der beiden Dreiecke PQR und
ACS ubereinstimmen.



Wir begriinden nochmals mit einfachen analytischen Methoden,
dass die Archimedes verwendete verallgemeinerte Einschiebung
stets eine eindeutig bestimmte Losung besitzt.

Zu diesem Zweck setzen wir BC = a, BD = x und AC = y. Mit
diesen Bezeichnungen kann man die Gleichung

umschreiben zu

ATXHY X der x*=(a-x)(y+a—x)
X a—x




und die Gleichung
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zu N
Y~ X oder y? = ax.
a vy
Zu zeigen ist, dass es eindeutig bestimmte x, y gibt, die diese
beiden Gleichungen sowie 0 < x < a und y > 0 erfiillen.

Es muss sogar § < x < a gelten, da der Punkt A sonst auf der
Quadratseite BC liegen wiirde, was nicht zur Konstruktion passt.

Die erste Bedingung kann man zu

x? _(a_x):xz—(a—x)2 _2ax—a
a—x a—x a—x a—x

2 2x — a

y:

umformen. Man sieht, dass y durch x eindeutig bestimmt ist.



Setzt man die letzte Gleichung in die zweite Bedingung y? = ax
ein, so erhalt man

ox — 3\ 2
ax = az( X a) oder x(a—x)?=a(2x — a)?,
a—x

woraus sich nach ein paar Umformungen die kubische Gleichung
x3 —6ax® +5a°x—a> =0
ergibt. Setzt man
3

p(x) == x> — 6ax® + 5a’x — a°,

so sieht man sofort p(0) = p(a) = —a® < 0 und p(3) = %3 > 0.



Weiters ist
p'(x) =3x% —12ax +5a° und p"(x) =6x — 12a.

Die Nullstellen von p’ sind
v21 21
x1:<2—3>a und x2:<2+\/;>a.

Wegen

p”<(2 + ‘?)a) = +2V21a

besitzt p ein Maximum bei

w=(2-"2)ee (0.)

und ein Minimum bei x» > a.



Insgesamt erkennt man folgendes:

Die Funktion p ist auf (—oo, x1) streng monoton wachsend, auf
(x1,x2) streng monoton fallend und auf (xz, +00) streng monoton
wachsend.

Nach dem Zwischenwertsatz besitzt p eine Nullstelle im Intervall
(0, 5) und eine zweite im Intervall (3, a). Da p(x) — +oo fiir
x — 400, liegt die dritte Nullstelle von p im Intervall (a, 4+00).

D.h. p besitzt genau eine Nullstelle im Intervall (5, a). Das
bedeutet gerade, dass die verallgemeinerte Einschiebung eine
eindeutig bestimmte Losung besitzt.



