4.26 Die Kreismessung

Eine Methode, m naherungsweise zu berechnen, ist es, einem Kreis
ein regelmaBiges n-eck ein- bzw. umzuschreiben:
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Wie man sieht, ist der Umfang eines regelmaBigen n-ecks, das
einem Kreis mit Radius r eingeschrieben wird, 2rnsin %
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Analog ist der Umfang eines regelmaBigen n-ecks, das einem Kreis
mit Radius r umschrieben wird, 2rntan 7.



Offensichtlich gilt
2rnsin T < 2rm < 2rntan T
n n

bzw.

L ™
nsin — <7 < ntan —.
n n

Kann man hinreichend gute untere bzw. obere Schranken fiir sin 7
bzw. tan 7 angeben, so kann man daraus Schranken fiir 7 ableiten.

Das ist (aus moderner Sicht) genau das, was Archimedes fiir
n = 96 tut.

Dabei beniitzt er (wieder aus moderner Sicht) die folgenden drei
Eigenschaften:



(1) In der unten skizzierten Situation gilt a/b = 3a/b:

(¢

Das wird in den Elementen des Euklid (Buch VI, Prop. 3)
bewiesen. Wir zeigen es mit Hilfe des Sinussatzes. Aus

a_ sin(y/2) _ sin(y/2)
a sin(m—9) sind

_b
b

folgt sofort die Behauptung.



(2) Fir 0 < oo < /2 gilt

1 1 1
x == + 9
tan§ sin tan o
denn
1 1 _ 1+ cosw
sina tana  sina

L2« 2 a 2a _ cip2a
_sin 5 T cos® 5 +cos® 5 —sin® 35
H e (6%
2sin 5 cos 5
2 (e
_ 2cos” 5 _ cosy 1
a a H o
2singcosy  sing tan 3



(3) Fir 0 < av < /2 gilt

S
singy  \/tan?¢ ’

denn )
1 cosz%+sm 3 1
2 a = "2 a ~ = 2a
tan< 35 sin® 5 sin® 5

Archimedes verwendet naturlich keine Winkelfunktionen, sondern
beweist die Relationen (2) und (3) mit anderen Mitteln (und zwar
je einmal fiir die obere bzw. die untere Abschatzung).



Archimedes beginnt mit dem Beweis der oberen Abschatzung
< 3%.

In der obigen Skizze gelten

OA r 1
— = = und
AC rtanco tan o

1]

COS ¢ — 1
rtana sin o

>



Anwendung von (1) liefert sofort CO/OA = CD/DA, woraus

CO+OA_CO T  _CD+DA_CA
OA  OA -~ DA DA DA
und daher -
CO+0A OA
CA DA

folgt. Damit ist (2) bewiesen, denn

Cos &

CO + OA 4 1 1
= +

CA rtana sinae tana

und
OA r 1

a [
DA rtan5 tan§



Weiters ist

OD" _OA’+AD’ _ OA’
-—2 - =2 =—+1
AD AD AD
womit auch (3) bewiesen ist, da
o ro2
OD2 (cosg) 1

2

Ap>  (rtan $)? - sinQ%

und




Verfligt man lber Abschatzungen

1 1
>T}r und — >ST,
tan«a sin «

so kann man mittels (2) und (3) Abschatzungen

1 1 1
= >St+TH>TF
tan § sinoa+tanoz_ a T la a/2

1 1
= > ./ 2 >
sin § \/ tanza +1 (T, /2) +1>5; a/2

und

herleiten.



Diesen Schritt fiihrt Archimedes, ausgehend von einem
regelmaBigen Sechseck (d.h. o = % - 60° = 30° bzw. o = F),
viermal durch.

Sein Ausgangspunkt sind die Abschatzungen

1 265 1 306
tan T V3> 153 =Toe v Goa 153 = n/s



Erster Schritt (Ubergang zum 12-eck):

L 571 .

1
> St
s 6
tan 15 7/

1 V349450 5911
—— > (T, +1= > 8 g+t
sin 75 m/12 153 153 /12

Zweiter Schritt (Ubergang zum 24-eck):

+ T7r/6 ~ 153 'w/12

1 11621
- + T, === =T,
tan 24

+ +
>S5 /12 7 153 w/24

w/12

1 (/13739432 11701
>1/(T:/24)2+1: 153 > 8 =5t

sin 7% 153 T/



Dritter Schritt (Ubergang zum 48-eck):

tanl& > 5:/24 + T;r/24 = 2?1)?5)4:.;11 = T:/4g
Vierter Schritt (Ubergang zum 96-eck):
tanlg”6 > 5:/48 + T:/48 = 42;2;



Daher ist
1 1 46735 46733

il > =
7 O6tand ~ 96-153 14688
und schlieBlich

14688 6671 1
<—= =3+ T <3+5.
46731 46733 7




Bei der unteren Abschatzung © > 3% arbeitet Archimedes mit
dem halb so groBen Peripheriewinkel:

In der obigen Skizze gelten

AC 2r cos o 1 q BA 2r 1
g = un = f— .
CB 2rsina tan « BC 2rsin « sin «




Nach dem Satz von Thales sind /BCA = /BDA = /BDE rechte
Winkel. Nach Konstruktion ist ZBAD = ZDAC(= «/2). Da
/BED = ZAEC ist auch ZEBD = «/2 und die drei Dreiecke
ACE, ABD und BDE daher ahnlich. Daraus folgt

AD AC BD

DB CE DE’
Wendet man (1) auf das Dreieck ABC an, so folgt

und daraus




Zusammen erhalt man daraus

AD B+ AC

DB BC

Damit ist erneut (2) bewiesen, denn

B+ AC  2r+2rcosa 1

1

B  2rsina sin «v

und o
AD 2rcos 5 1

- a0 [
DB 2rsm§ tan 5

tan«a



Weiters ist )

AB° AD’+BD° AD

BD’ BD’

womit wieder (3) bewiesen wurde, denn

und

AB®  (2r)? 1
BD?> (2rsing)?  sin? 5
AD 1 (2rcos )2 _ 1
tan? §

BD? + (2rsin§)2



Verfligt man lber Abschatzungen

1 1
<T, und -
tan«a sin «

<S4

so kann man mittels (2) und (3) Abschatzungen

1 1 1
= <S T <T
tan§  sina + tana — + 0‘/2

1 1
— 1< T, )2+1<S”
sin § tan2a+ (Ta/z) +1_50‘/2

und

herleiten.



Diesen Schritt fiihrt Archimedes, wieder ausgehend von einem

regelmaBigen Sechseck (d.h. o = 30° bzw. a = %), viermal durch.

Sein Ausgangspunkt sind nun die Abschatzungen

1 1351 1 1560
= _— = Tﬁ d _— = 2 = — = .
tanz V3 7g0 = Tas UM GiE 780w/




Erster Schritt (Ubergang zum 12-eck):

P -
tanl < 7r/6 7r/6 780 ~ 7/12

1 V9082321 30133
nT S V(T_/12)2+1: < : = 512
sin {5 ” 780 780 ”

Zweiter Schritt (Ubergang zum 24-eck):

59243 1823
- - T ="""4 _ """ _ T~
tang w2 = gy T ag T Twze

1 /3380020 _ 18389
V(T )2+ 1= 1L — s
nz <V Tnpa 240 240w




Dritter Schritt (Ubergang zum 48-eck):

9
;o 3661y 1007
/24 7 240 66 /48

<S ..+
s 24
tan 7% T/

Ty r1- \/101840 10091 _
sm 7r/48) 66 57r/48

Vierter Schritt (Ubergang zum 96-eck):

1 - - 20163 _
tan & <Si st Tos = 66 T /06

/96

\/7 \/ 4069284 -1 36 2017,

Sln



Daher ist

1 1 20173 20173
< < =
™~ %sings 96-66 6336

und schlieBlich

6336 2841 10

~ 50171 >34 .
"7 20171 20175 71




