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183) Essei f, : R — R, f.(z) = l‘-i-%. Konvergiert diese Funktionenfolge auf R punktweise

bzw. gleichmafig? Konvergieren % fn bzw. f2 auf R punktweise bzw. gleichmiflig?

184) Es sei f,, : [0,1] = R, f,(z) = ™. Zeigen Sie: Diese Funktionenfolge ist gleichmafig
konvergent, wenn man f,, auf [0, ¢] einschrankt (mit 0 < ¢ < 1), nicht aber auf [0, 1].

2n

185) Es sei f, : R = R, fu(z) = -
auf ganz R und sie konvergiert gleichméf8ig auf [—q, ¢] (wobei 0 < ¢ < 1). Konvergiert sie

Zeigen Sie: Diese Funktionenfolge konvergiert

gleichmafig auf ganz R?

186) Zeigen Sie: Die Funktionenreihe Y >~ 2"(1 — x) ist auf (—1,1] punktweise, aber

nicht gleichméfig konvergent.

187) Zeigen Sie: Die Funktionenreihe > 7 Siné;m) ist fir @ > 1 auf ganz R gleichmafig

n=1

konvergent.

188) Es sei f,, : [0,1] = R, fn(z) = na(1l — x)". Zeigen Sie:

a) Diese Funktionenfolge ist punktweise, aber nicht gleichméfig konvergent. Hinweis:

1

—— annimmt und daf3
n+1

Zeigen Sie, dafl die Funktion f,, ihr Maximum bei

_ 1 1 e
Jnax, fa(@) = fuliig) — ¢ fir n— oo

b) lim lim f,(z) = lim lim f,(z)

r—0+ n—oo n—oo r—0+

c) Die Grenzfunktion lim f, ist auf [0, 1] stetig.

n—oo

d) lim fol fn(z)do = fol (nli_{lgo fu(®)) dx

n—oo

189) Es sei D C R und B(D) der Vektorraum B(D) = {f : D — R| f ist beschréankt}.
Fir f € B(D) definiert man die Supremumsnorm || f||s = sup,ecp | f(2)].
Zeigen Sie: ||f]loo > 0 fiir alle f € B(D),
| flloc = 0 genau dann, wenn f =0 (d.h. f(x) = 0 fir alle z € D),
laflleo = |||l flloo fiir alle @ € R und alle f € B(D),
If + 9llco < 1 fllce + 19]loo fiir alle f,g € B(D) (Dreiecksungleichung).
Damit ist gezeigt, daB || - || eine Norm auf dem Vektorraum B(D) ist.



190) a) Es seien f,, f € B(D). Zeigen Sie: Die Funktionenfolge (fy)n>1 konvergiert
gleichméfig gegen f genau dann, wenn || f, — f|lcc — 0 fiir n — oc.
b) Formulieren Sie das Cauchykriterium fiir gleichméfige Konvergenz mit Hilfe der Supre-

mumsnorim.

191) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:
oo " 00 z+3)" 00 n\ ..n oo  qnl n
a) oot DY, EYE o el (- (=Mt d) Y, A

192) Zeigen Sie: Ist a,, # 0 fiir fast alle n, dann ist der Konvergenzradius der Potenzreihe

Yoo o an(x — a)™ gleich nan;O ‘ a?:r - ‘, falls dieser Limes existiert (wobei auch der Wert oo

zugelassen ist).

193) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:
D DI CLEPLE NSyt 1 PR D poipet e

194) Zeigen Sie 52— = >°7 | L fiir |z] < 2.

195) Bestimmen Sie Konvergenzintervall und Grenzwert der folgenden Potenzreihen:

n

a) Yo gna" b)Y (-D)met o) S0, Zan ) Y, oy

196) Zeigen Sie fiir x € R und a > 0:
2n

0o oga)” n . 0o p2ntl 0o T
a) a® =3 ", (lii!)a: b) sinh(z) =", @1t c) cosh(z) =3, @n)!

197) Zeigen Sie mittels eines Produkts von Potenzreihen: Hat die Potenzreihe Y >  a,z"
Konvergenzradius R, dann gilt 1= 3> a,a"™ = >0 (ap + a1 + - -+ + a,)z" fiir alle

x € R mit |z| < min{l, R}.

198) Zeigen Sie mittels Koeffizientenvergleichs

() ()62 06 - ()

fir a, 8 € R und n > 0 ganz. Leiten Sie daraus ab, daf}
2 2 2
n n n oy n\" _ 2n
0 1 n n/)

199) Zeigen Sie W =32, ("TF)z fiir |¢| < 1 und k € {0,1,2,3,...}.

n=0 n



200) Beweisen Sie

oo

, 1-3-5---(2n —1) 227+t
arcsmxzz 216 (2n) 2nil fir |z| < 1.

n=0

Hinweis: Integrieren Sie die Bionomialreihe mit o = —% und —2? statt x.

201) Beweisen Sie fiir die folgende Erweiterung der Binomialkoeffizienten (mit o € R):

(Z) _ a(a—l)-.];:!(a—k—f—l) i b e N und (g) .

Fiir alle @ € R und alle £ > 0 gelten:
« a—1 « « a+1
o wen( 3 ) =e(") o () ()= ()

202) Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilmengen von R offen, abgeschlossen, beides oder
keines von beidem sind:
a) (—o0,2] U (3,4+00) b) N c) QnNJo0,1]

203) Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilmengen von R offen, abgeschlossen, beides oder
keines von beidem sind:

a){(l—i—%)”‘nEN} b) {e}U{(l—l—%)”‘nEN} c) [n,n+ 3]

et

204) Schreiben Sie {0} U{L | m € N} C R als Durchschnitt (unendlich vieler) abgeschlos-

sener Mengen.

205) Es sei x € R¥ und > 0, sowie ai, ... ,a, € B,(x). Zeigen Sie, daf die “offene Kugel
mit Lochern” B,.(x) \ {ai,...,a,} offen ist.

206) Es sei M C R¥. Zeigen Sie: M ist genau dann beschrinkt, wenn es ein N > 0 gibt,
sodaB M C [—N, N]k.

207) Es sei M C R*. Zeigen Sie: M ist genau dann beschrinkt, wenn es x € R¥ und ein
r > 0 gibt, sodal M C B,(x).

208) Es sei x € R* und 7 > 0. Geben Sie eine offene Uberdeckung von B,.(x) an, die keine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.



209) Es sei K C R¥. Zeigen Sie ausgehend von der Definition der Kompaktheit: Wenn K
kompakt ist, ist es beschrankt. Hinweis: Betrachten Sie |~ ; B,(0).

210) Es sei K C R*. Zeigen Sie ausgehend von der Definition der Kompaktheit: Wenn

K kompakt ist, ist es abgeschlossen. Hinweis: Angenommen, K ware nicht abgeschlossen.

Dann gébe es eine Folge (a,)n,>1 in K, sodal a := lim a,, ¢ K. Definieren Sie nun
Un :={x € R | |[x—al| > L} Firm > 1ist Uy, offen (warum?) und es gelten

Uy CUy, CU; C--- und Uoo_, Uy, = R¥\ {a}, insbesondere ist (U,,)m>1 eine offene
Uberdeckung von K. Daraus ergibt sich ein Widerspruch.

211) Es sei K C R*. Zeigen Sie, daf} die folgenden beiden Aussagen dquivalent sind:
(i) K ist kompakt,
(ii) wenn A; abgeschlossen ist fiir alle i € I und K N(),c; A; = @,
dann gibt es i1,... ,4,, € I,sodal KN A;; N---NA; =0a.
Bemerkung: Die Charakterisierung (ii) kompakter Mengen wird als “endliche Durch-

schnittseigenschaft” bezeichnet.

212) Zeigen Sie mittels der Charakterisierung (ii) kompakter Mengen aus dem vorange-

gangenen Beispiel, daf} die folgenden Mengen nicht kompakt sind:
a) [0,1) (CR) b) [0, +00) (C R) c) R¥ d) Br(0) (C R*) (mit R > 0)

213) Man bestimme den Definitionsbereich D C R? der Funktionen f : D — R und den
Grenzwert lim T,Y):
(x,y)—>(0,0)f( v)

Ty

a) f(z,y) = #yyzw b) flz,y) =55 ¢ flz,y) = % d) fla,y) = e”;—l

214) Es sei D := {(z,y) € R?* | x +y # 0} und f : D — R sei durch f(x,y) := Ty

gegeben. Zeigen Sie
lim (lim, f(z,)) = 1 und lim (lim f(z,y)) = 1.

z—0 ‘y—0
Existiert  lim x,y)?
(I:y)—>(0:0)f( v)
215) Es sei D := R?\ {(0,0)} und f : D — R gegeben durch f(z,y) := %
Zeigen Sie

lim (lim f(z,y)) = lim (lim f(z,y)) =0,

aber ( %irr%o 0 f(x,y) existiert nicht. Hinweis: Was passiert fiir z = y?
I’y - b



216) Die Funktion f : R? — R sei durch

xsin(%) fir y # 0

fey) = { 0 firy=0

gegeben. Zeigen Sie, da}  lim  f(x,y) = 0, aber
(z,y)—(0,0)

lim (lim (2, )) # lim (lim f(z)).

217) Es seien f,g: R — R durch

f(x)::{o fir z <0 | | {1 firzeQ

1 firz>0 0 firzeR\Q

gegeben. Geben Sie offene (bzw. abgeschlossene) Mengen an, deren Urbild unter f bzw. g

nicht offen (bzw. abgeschlossen) ist.

218) Zeigen Sie, dafl die Menge A abgeschlossen ist, indem sie sie als Urbild einer abge-

schlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung darstellen.

a) A= B,.(x) (mit r > 0, x € R¥) b) A:={(z,y) € R? | |z| + |y| < 1}

219) Beweisen Sie nochmals den folgenden Satz aus der Vorlesung: Es sei K C R* kompakt
und f : K — R stetig. Dann ist f gleichméBig stetig. Modifizieren Sie zu diesem Zweck
den Beweis des Spezialfalls k =1 =1 und K = [a, b] aus Analysis 1 (Satz 3.16+i).

220) Beweisen Sie das folgende Cauchykriterium fiir Funktionenfolgen in mehreren Di-
mensionen: Es sei D C R¥, f,, : D — R! (mit n € N) und f : D — R! seien Funktionen.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) fn — f gleichméBig fir n — oo,

(i) Ve >0 IN € N, sodaB Vn,m >N Vx e D : [[fn(x) — frm(xX)| <e.

Hinweis: Der Beweis kann analog zum Fall £k = = 1 aus Analysis 2 gefithrt werden.

221) Beweisen Sie: Es sei D C R, ¢ sei Haufungspunkt von D und f,, : D — R! (mit
n € N) und f : D — R! seien Funktionen mit der Eigenschaft, da f, — f gleichmifig
fir n — oco. Weiters moge oy, := limx_,¢ f,,(x) fiir alle n > 1 existieren. Dann existieren

limy, 00 @, und limy_,¢ f(x) und stimmen {iberein, d.h. es gilt

limy, o0 limyx e fr (%) = limyx—¢ limy, oo fr (X).

Hinweis: Der Beweis kann analog zum Fall £k = [ = 1 aus Analysis 2 gefiithrt werden.



222) Berechnen Sie alle partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der Funktionen
2) (2,9) = (2% +47)e b) (2,1, 2) = ayzsin(z +y+2) ©) f(#,9,2) = 22 (mit 2 £ 0)
223) Es sei f:R?\ {(0,0)} — R gegeben durch f(x,y) = log /22 + y2. Zeigen Sie

0% f 0% f
0x? (x) + oy?

(x) =0 fiir alle x # 0.

224) Die Zustandsgleichung eines idealen Gases ist durch PV = ¢T' gegeben. Dabei be-
zeichnen P den Druck, V das Volumen und 7" die Temperatur, c ist eine Konstante. Zeigen
Sie

ovoror

oT OP oV

(und nicht 1, wie man durch “Kiirzen” erhalten wiirde).

225) Es sei D C R* offen, a € D und f,g: D — R mogen in a einen Gradienten besitzen.
Dann besitzen auch f + ¢, af (mit « € R), fg und 5 (soferne g(a) # 0) dort einen
Gradienten und es gilt dort:

a) grad(f + ¢g) = grad f + grad g b) grad(af) = agrad f
¢) grad(fg) = fgradg + g grad f d) grad({) = %<g grad f — f grad g)

226) Es sei A = (ai;)1<i,j<n eine symmetrische n x n — Matrix, d.h. a;; = aj; fir 1 <
i,j < n. Beweisen Sie, daf} fiir die Abbildung f : R™ — R, gegeben durch f(x) = (x, Ax),
gilt, daf grad f(x) = 2Ax.

227) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Funktion f im Punkt x in Richtung u,

soferne sie existiert:

a) flz,y) =2+ x=(1
b) f(z,y) —Sm(wy) = (1,
c) flz,y,2) =¢" = (1,

)7 u = (1/\/571/\/5)
)7 u = (1/27\/§/2)
1)7 u = (1/\/672/\/67 _1/\/6)

Y

228) Die Funktion f :R? — R sei durch
$y3 (
224y
flz,y) = {
0 iir (z, ) (0 0)
gegeben. Berechnen Sie ﬂ und 8f Zelgen Sie: —f(O y) = y und f(a; 0) = 0, und zwar

auch fiir z = y = 0. Daraus folgt (0 y) = 1 fiir alle y € R und 8 f 5 (2,0) =0 fiir alle
x € R. Insbesondere ist also M(0 O) =1 und ;xafy (0,0) =0.



229) Berechnen Sie die Ableitung D f(z,y) bzw. D f(x,y, z) fiir die folgenden Funktionen:

a) f(z,y) = (x%y,e”™) b) f(z,y,2) = (", zsin(z),ycos(x)) ¢) f(z,y) = (2*y? zy,y")

230) Beweisen Sie direkt aus der Definition der Differenzierbarkeit: Ist L : R¥ — R! eine
lineare Abbildung, so ist L differenzierbar. Was ist die Jacobische Matrix von L?

231) Es sei U C R offen und f : U — R' mit f(x) = (f1(x),..., fi(x)). Beweisen Sie,
daB f ist genau dann in a differenzierbar ist, wenn die Abbildungen fi,...,f;: U — R in

a differenzierbar sind.

232) Die Funktion f : R? — R sei definiert durch

(22 + y?) sin \/;Tgﬂ fiir (z,y) # (0,0),

flx,y) =
@) { 0 fir (z,y) = (0,0).

Beweisen Sie, daf f in (0,0) differenzierbar ist, die partiellen Ableitungen % und ?9_5 in
(0,0) aber unstetig sind.

233) Es sei L : R¥ — R! eine lineare Abbildung. Beweisen Sie

12 = sup{ ILGI | x € RE, [x]) = 1} = max{ | L)1 | x € R, |x]) = 1}

234) Es seien L, M : R¥ — R! lineare Abbildungen. Zeigen Sie:

a) ||L|]| = 0 gilt genau dann, wenn L die Nullabbildung ist (d.h. L(x) = 0 ¥x € R¥),
b) |laL| = |af||L|| fir alle a« € R,
) [IL+ M| <Ll + [ M]].

235) Es sei f(z,y) = (2% + 1,%%) und g(u,v) = (u + v, uv?). Berechnen Sie die Ableitung
D(go f)(1,1) mit Hilfe der Kettenregel und direkt.

236) Es sei U C R¥ offen, f,g: U — R, a € U und f und g seien in a differenzierbar.
a) Zeigen Sie, dafl auch f-¢g: U — R, x — f(x) - g(x) in a differenzierbar ist und die
Matrixdarstellung von D(f - g)(a) beziiglich der Standardbasen gegeben ist durch

f(a)(%(a),... ,%(a)) +g(a)(§—i(a),... ,g—;@).



236) b) Ist g(a) # 0, so ist auch f/g: U — R, x — f(x)/g(x) in a differenzierbar und die
Matrixdarstellung von D(f/g)(a) beziiglich der Standardbasen ist gegeben durch

e (“a)(%(a)’--- @) - fla) (5 (@), ,%@)).

Hinweis: Es geht in diesem Beispiel nicht so sehr darum, die Jacobischen Matrizen der

Abbildungen f - g bzw. f/g zu berechnen, sondern es soll auch gezeigt werden, dafl diese
Abbildungen in a differenzierbar sind. Das kann man direkt aus der Definition der Dif-
ferenzierbarkeit herleiten, man kann aber auch die Kettenregel beniitzen und z.B. in a) die
Abbildung f - g als Zusammensetzung der beiden Abbildungen R* — R?, x — (f(x), g(x))
und R? — R, (y1,¥2) — y1y2 auffassen.

237) Es sei I C R ein offenes Intervall, f,g : I — R!, @ € I und f und g seien in a
differenzierbar. Zeigen Sie: Dann ist auch die Abbildung I — R, =z — (f(z),g(z)) =
2221 fj(z)g;(x) in a differenzierbar und ihre Ableitung ist gegeben durch

l l

> fi(a)gjla) + D fi(a)g;(a).

J=1 Jj=1

Hinweis: Auch in diesem Beispiel ist der Beweis der Differenzierbarkeit wichtiger als die

Formel fiir die Ableitung.

238) Es seien f,g : R? — R gegeben durch f(z,y) := sin(xy) und g(z,y) := e**v.
Berechnen Sie D f und Dg und daraus mit Hilfe der Rechenregeln fiir die Ableitung:

a) D(f +g) b) D(2f) c) D(f - 9) d) D(f/9)

239) Eine Funktion f : R¥ — R heifit homogen vom Grad a € R, wenn sie f(tx) = t* f(x)
fiir alle t > 0 und alle x € RF erfiillt. Zeigen Sie den folgenden Satz von Euler: Ist f
homogen vom Grad « und differenzierbar, so gilt

of of

a—xl(x) T4+ a—xk(X) z = af(x).

Hinweis: Es sei ¢g(t) = f(tx) fiir festes x und t > 0. Berechnen Sie ¢’(1) auf zwei Arten.

240) Berechnen Sie nochmals die Richtungsableitungen aus Bsp. 227), diesmal mit Hilfe
von Satz 10.1 aus der Vorlesung, d.h. mittels grad f.



241) Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion f im Punkt a bis zu den Gliedern
2. Ordnung fiir:
a) f(z,y) = (z+y)* a=(0,0) b) f(w,y) = e~V cosy, a = (1,0)
¢) fa,y)= (2 +y>+ 1) a=(0,0) ) flz.y)=e" " cos(ay), a=(0,0)
e) f(x,y) = sin(zy) + cos(zy), a = (0,0)

242) Die quadratische Form @Q : R? — R sei gegeben durch
Qz,y) = (z y)- (‘; lc’) : (;) = az? + 2bzy + cy?.
Beweisen Sie: Wenn ’ Z i ‘ = ac — b® < 0 gilt, ist Q indefinit.

243) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der folgenden Funktionen:
a) f(z,y)=a2*+zy+y*+2+y-+1 (mit 2,y € R),

IIJ,y) = {133y2(1 —T— y) (mlt T,y € R)?

f(z,y) =sinz +siny + sin(z +y) (mit 0 < z,y < F),

flr,y)=1/y —1/z — 4z +y (mit x,y # 0),

flz,y) = (2 + 2y2)e_(m2+y2) (mit z,y € R).

244) Gegeben seien die n Punkte ay, . .. ,a, € R¥. Beweisen Sie, dafl die Funktion f(x) :=

[x —ai||?+ -+ |x —a,||* bei x = 1 3" | a; ein Minimum annimmt.

245) Beweisen Sie: Wenn z1,...,7, € R, dann gilt (3", 2;)* < n) ., 22, wobei
Gleichheit nur fir xy = - - - = x,, gilt. Hinweis: Cauchy — Schwarzsche Ungleichung.
246) Gegeben seien n Punktepaare (z1,y1),. .., (Tn,yn) € R?, die man durch Messungen

erhalten hat und fiir die von einer Theorie eine lineare Beziehung y = kx 4+ d voraussagt
wird. Da die Messungen fehlerbehaftet sind, sucht man eine Ausgleichsgerade, d.h. Werte
fiir £ und d, durch die der Fehler moglichst klein wird. Zu diesem Zweck betrachtet man
die Funktion f(k,d) := >, (kz; + d — y;)® und untersucht, fiir welche Werte von &k und
d sie ihr Minimum annimmt.(Diese Vorgangsweise wird Methode der kleinsten Quadrate
genannt.) Beweisen Sie, daB man (unter einer verniinftigen Zusatzannahme — némlich

welcher?) auf diese Weise folgende Werte erhélt:

k= n Z?:l TiYi — Z?:l T Z?:l Yi d= Z?:l sz : Z?:l Yi — Z?:l Ly Z?:l LiYi
n n n n
ny iy 3312 — (D ®i)? ny iy 3712 — (Ximy 7i)?

247) Es sei f: [0,1]?> — R gegeben durch f(z,y) := z +y. Zeigen Sie, da8 f bei (1,1) ein
striktes lokales Maximum besitzt, aber grad f(1,1) # (0,0) gilt.



248) Berechnen Sie die totale Variation der Funktion f : [a,b] — R im Kopf und iiber-
priifen Sie das Ergebnis mittels der Formel V’(f) = f: |f/(t)] dt.

a) [a,b] = [-2,2], f(x) = 22 b) [a,b] = [0, 27], f(x) = cosz c) [a,b] = [1,¢], f(x) = xlogx

249) Zeigen Sie: Ist f : [a,b] — R monoton, so ist V(f) = |f(a) — f(b)|.

250) Berechnen Sie die totale Variation einer Treppenfunktion ¢ : [a, b] — R.

251) Zeigen Sie: Sind f, g : [a,b] — R von beschrénkter Variation und ¢ € R, dann gelten
Vo(ef) < [elVy(f)  und  VP(f +9) S V() + Vi)

Folgern Sie daraus, daB BV ([a,b]) = {f : [a,b] — R | f ist von beschrénkter Variation}

ein Vektorraum ist.
252) Zeigen Sie: Ist f : [a,b] — R von beschrénkter Variation, dann ist f beschrankt.

253) Zeigen Sie: Sind f, g : [a,b] — R von beschrénkter Variation, dann gilt

Vo 9) S Iflo Ve (9) + llglloo Ve (f)-

Dabei ist || f|lc = sup{|f(z)| | a« <& < b}. (Es folgt sofort, daB auch f- g : [a,b] — R von

beschrankter Variation ist.) Hinweis: Verwenden Sie

f(s)g(s) = f(t)g(t) = £(s)(g9(s) — g(t)) + 9(t) (£ (s) — f(2))-

254) Fiir f € BV ([a,b]) sei || f|lv := |f(a)|+VL(f). Beweisen Sie, dass ||-||y die folgenden
Eigenschaften besitzt:

(1) 17y > 0 fir alle f € BY (a,b]) und |flly =0 < £ =0,

(2) llafllv = el || f|lv fir alle f € BV ([a,b]) und alle a € R,

3) If +gllv < |Ifllv + llgllv fiir alle f,g € BV ([a,b]).
Damit ist bewiesen, dass || - || eine Norm auf dem Vektorraum BV ([a, b]) ist. Ist V2(:)

ebenfalls eine Norm auf diesem Vektorraum? (D.h.: Besitzt V’(-) ebenfalls die Eigen-
schaften 1 — 3 ?7) Falls nicht: Welche der drei Bedingungen ist verletzt?

255) Die Neilsche Parabel y? = 22 besitzt oberhalb der z-Achse die Parametrisierung
f(t) = (t,£3/?). Berechnen Sie ihre Bogenlinge fiir f : [0,b] — R2.



256) Eine Lemniskate ist die Menge aller Punkte (z,y) € R? mit der folgenden Eigenschaft:
Das Produkt des Abstandes von (z,y) zum Punkt (a,0) mit dem Abstand von (z,y)
zum Punkt (—a,0) ist a® (wobei a > 0). Leiten Sie daraus die Lemniskatengleichung

(22 +3%)? — 2a% (2% — y?) = 0 ab. Zeigen Sie weiters: Fiihrt man Polarkoordinaten ein, so
ergibt sich daraus die Gleichung r = ay/2 cos(2¢) fir =% < ¢ < % bzw. 3% < p < 2T

257) Beweisen Sie: Ist eine Kurve in Polarkoordinaten durch die stetig differenzierbare

Abbildung ¢ — r(p) gegeben (mit a < ¢ < 3), so ist ihre Weglénge

[ V@ T @)

258) Berechnen Sie die Lange der Archimedischen Spirale, deren Gleichung in Polarkoor-
dinaten durch r = ¢ gegeben ist fiir 0 < ¢ < 7.

259) Zeigen Sie, dal der Weg f : [0, 1] — R? gegeben durch

(t,t*cos %) fir0<t<1

f8) = { (0,0) fiir t=0

nicht rektifizierbar ist. Hinweis: Es ist f(ﬁ) = (ﬁ, (_711)”

Zn, (0<%< \/ﬁ<~-~<%<1) und zeigen Sie ((f, Z,) > 1+ 5 +---+ 1.

). Verwenden Sie die Zerlegung

260) Zeigen Sie: Die Polarkoordinatenabbildung
(0,+00) x R = R*\ {(0,0)},  (r,¢) = (rcosgp,rsinp)
ist in allen Punkten lokal invertierbar. Ist diese Abbildung global invertierbar?

261) Es sei f : R?2 — R2% (z,y) — (22 — 92, 22y). Zeigen Sie: f ist an jeder Stelle
(z,y) # (0,0) lokal invertierbar, nicht aber bei (0, 0).

262) Es sei f : R? — R, (z,y) — sin(z)+2 cos(y)—1. Der Punkt (£, 2%) erfiillt f(z,y) = 0.

Z als Funktion von z darstellen? Wenn ja,

Lassen sich solche y in einer Umgebung von %

berechnen Sie die Ableitung y'(%).

263) Essei f: R3 — R, (z,y, 2) — x* + 2x cos(y) +sin(z). Zeigen Sie, daf fiir hinreichend
kleine z,y, z die Gleichung f(z,y,z) = 0 nach z aufgeldst werden kann und berechnen Sie

0z/0x und 0z/0y.



264) Zeigen Sie, dafi das Gleichungssystem

2?4y =222 =0
2?2+ 27 +22 =4

fir hinreichend kleine = durch positive Funktionen y(z) und z(z) aufgelést werden kann

und berechenen Sie ¥’ in Abhangigkeit von x, v und 2’ in Abhangigkeit von z, z.

265) Leiten Sie den Satz tiber die Umkehrfunktion aus dem Satz tiber implizite Funktionen
ab. Hinweis: Betrachten Sie die Funktion (x,y) +— f(x) —y. Achten Sie darauf, dafl x
und y gegeniiber der Notation in der Vorlesung “die Rollen getauscht haben.”

266) Bestimmen Sie mittels Lagrange-Multiplikatoren den kleinsten Abstand der Gerade
az + by = ¢ vom Nullpunkt, wobei a, b, ¢ € R mit (a,b) # (0,0).

267) Welcher Punkt der Kugeloberfliche 2% + y? + 2?2 = 1 hat vom Punkt (1,1,1) den
kleinsten bzw. gréfiten Abstand? Erraten Sie die Losung, bevor Sie sie durch eine Rechnung

bestatigen.

268) Bestimmen Sie Minimum und Maximum der Funktion f(z,y,z) = bx + y — 3z auf
dem Schnitt der Ebene = + y + 2z = 0 und der Kugeloberfliche 22 + y? + 22 = 1.

269) Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema der Funktion f(z,y) = 22 + 3>
unter der Nebenbedingung g(z,y) = x* — 422 + 4y%. Hinweis: Achten Sie darauf, daf alle

Voraussetzungen des Satzes iiber Langrange—Multiplikatoren erfiillt sind.

270) Zu bestimmen seien die lokalen und globalen Minima der Funktion f(z,y) = x unter
der Nebenbedingung g(z,y) = 2% + 22 -2 — 1 —y? = 0.
Bildet man F(z,y,\) =z + A(z% + 22 — 2 — 1 — 3?) und fordert

OF — 1+ X322 +22—-1)=0

O
OF _ _
‘g—f:xg—i—a:Q—x—l—yQ:O,

so ergibt sich aus der ersten Gleichung, dafl A # 0, also nach der zweiten Gleichung y = 0.
Einsetzen in die dritte Gleichung gibt = € {1,—1}. Setzt man in der ersten Gleichung
x = —1, erhélt man einen Widerspruch, also ist (z,y) = (1,0) der einzige kritische Punkt.
Andererseits gilt g(—1,0) = 0 und (—1,0) hat den kleineren z-Wert. Wie ist das moglich?



271) Berechnen Sie fQ flx,y)d(z,y) fir
a) Q@ =10,2] x [3,4], f(z,y) =2z + 3y
b) Q=1[0,1]%, f(z,y) = zy + ¥
) Q=[1,2]% f(z,y) ="t
d) @ =[0,3]% f(z,y) = sin(z + y)

272) a) Berechnen Sie
/ 2?yd(z,y),
A

wobei A die obere Halfte des Kreises mit Radius 2 um den Nullpunkt sei.
b) Berechnen Sie

[ @+,
A

wobei A das Dreieck mit den Eckpunkten (0,0), (0,1) und (1,0) sei.

273) Die Menge B C R? sei in Polarkoordinaten gegeben durch a < ¢ < fund 0 < r <
p(p), wobei p : [a, ] — R positiv und stetig sei. Zeigen Sie mittels der Substitutionsformel

fiir Polarkoordinaten, daf}

Folgern Sie daraus: Ein Kreissektor mit Radius r und Offnungswinkel o hat den Flichen-
inhalt %rza.

274) Es seien a,b > 0. Beweisen Sie, dafi die Ellipse {(x,y) € R? | ﬁ—; + ?g—i < 1}
den Flacheninhalt abm besitzt. Benutzen Sie dazu die verallgemeinerten Polarkoordinaten

(z,y) = (arcos(y), brsin(y)) mit Funktionaldeterminante abr.

275) Es bezeichne K, die n-dimensionale Einheitskugel, d.h. K,, = {x € R" | ||x|| < 1}.

Zeigen Sie: K, besitzt den (n-dimensionalen) Jordan - Inhalt
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