Ubungen zu Algebraische Strukturen, WS 2012/13
Christoph Baza

1) Beweisen Sie, dass die folgenden Mengen mit der Matrizenmultiplikation Gruppen sind
(wobei K einen Korper bezeichnet):

a) GL,(K) ={A € M,(K) | A ist invertierbar} = {A € M,,(K) | det A # 0},

b) SL,,(K) ={A € M, (K) | det A = 1},

c) O(n) ={A € GL,(R) | A~1 = A},

d) U(n) ={A € GL,(C) | A=t = A*}.

2) Es sei X # @& eine Menge und Sx = {f : X — X | f ist bijektiv}. Ist X = {1,... ,n},
so schreibt man S, statt Sgi . .y

a) Zeigen Sie, dass (Sx, o) eine Gruppe ist.
b) Zeigen Sie |S,| = n!.
c¢) Fiir welche n ist S, abelsch? Begriinden Sie Thre Behauptung.

3) Beweisen Sie: Ist G eine abelsche Gruppe, aq,...,a, € G und o € Sy, so gilt

a1 0n = Ag(1) " Qg(n)-

4) Es sei G eine Gruppe. Beweisen Sie:

a) Erfiillt « € G die Beziehung a - a = a, so ist a = e.

b) Fiir a,b € G existieren eindeutig bestimmte x,y € G, derart dass az = b und ya = b

5) Beweisen Sie, dass (G, ) genau dann eine Gruppe ist, wenn die folgenden drei Bedin-
gungen erfiillt sind:

a)Va,b,ce G: (a-b)-c=a-(b-c),

b) de€ G Va € G: e-a=a (d.h. e ist linksneutrales Element),

c)Vae G Ja~t €eG:a7' a=-e (dh. a ! ist linksinverses Element).

6) Es sei G eine Gruppe. Beweisen Sie: Gilt a? = e fiir alle a € G, so ist abelsch.

7) Es sei G eine Gruppe. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) G ist genau dann abelsch, wenn (ab)? = a?b? fiir alle a,b € G gilt.
b) G ist genau dann abelsch, wenn (ab)~! = a6~ fiir alle a,b € G gilt.
¢) G ist genau dann abelsch, wenn (ab)™ = a™b" fiir alle n € Z und alle a,b € G gilt.
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8) Gegeben sei das Quadrat mit den Eckpunkten (1,1),(1,—1),(—1,1) und (—1,—1) (im
R?). Betrachten Sie die Menge D} = {I, R, R? R3Sy, S1,S52,55} von Bijektionen des
Quadrats. Dabei bezeichne I die Identitat, R die Drehung um 90° im Uhrzeigersinn um
den Ursprung, Sy die Spiegelung an der Gerade y = z, S; die Spiegelung an der y-Achse,
S die Spiegelung an der Gerade y = —x und S3 die Spiegelung an der x-Achse.

a) Schreiben Sie eine Multiplikationstafel von Dj.

b) Beweisen Sie, dass D}, versehen mit der Verkniipfung von Abbildungen, eine nicht-

abelsche Gruppe bildet (die Symmetriegruppe des Quadrats).

9) Es seien Gy, ... ,G, Gruppen. Beweisen Sie, dass Gy X --- X G, mit der Verkniipfung
(a1,...,ap)(b1,... ,bn) = (a1by,... ,a,b,) eine Gruppe ist.

10) a) Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie, dass {a/p" | a,n € Z,n > 0} eine Untergruppe
von (Q, +) ist.

b) Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie, dass {a/b | a,b € Z,p 1 b} eine Untergruppe von
(Q, +) ist.

c) Beweisen Sie, dass {z € C||z| = 1} eine Untergruppe von (C \ {0}, -) ist.

d) Beweisen Sie, dass GLa(Z) := {A € M(Z) | det A € {1,—1}} eine Untergruppe von
GL2(C) (mit der Matrizenmultiplikation) ist.

11) Schreiben Sie eine Multiplikationstafel der Kleinschen Vierergruppe Vy = Zo X Zo und

finden Sie alle Untergruppen von Vj.

12) Es sei G eine Gruppe und H C G, H # & sei endlich. Beweisen Sie, dass H genau
dann eine Untergruppe von H ist, wenn ab € H fiir alle a,b € H gilt.

13) Beweisen Sie, dass Z3, von den Restklassen von 5 und -1 erzeugt wird.

14) Beweisen Sie, dass die Gruppe D} (aus Beispiel 8) von R und Sy erzeugt wird. Zeigen

Sie zu diesem Zweck

Dj = {RrS | i €{0,1},j € {0,1,2,3}}.

15) Es bezeichne, analog zu Beispiel 8, Dj die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Drei-
ecks. Finden Sie die Elemente von D3 und beweisen Sie analoge Eigenschaften wie in den

Beispielen 8 und 13. Kennen Sie eine Gruppe, deren Strukur der von D3 gleicht?
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16) Die Quaternionengruppe Qs := (A, B) sei die von den Matrizen

01 0
A=(0) wa B= (%)
erzeugte Untergruppe von SLo(C). Beweisen Sie:
a) A* = B* = I, wobei I, die 2x2-Einheitsmatrix bezeichnet,
b) BA = A3B,
¢) Qs ist eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 8.

17) Bestimmen Sie die Ordnung aller Elemente der Gruppen  a) Z12 b) Zj, c¢) Ss.

18) Es sei G eine Gruppe und a,b € G. Beweisen Sie
a) ord(a~!) = ord(a), b) ord(ab) = ord(ba), c) ord(bab—!) = ord(a).

19) Es sei G eine abelsche Gruppe. Beweisen Sie, dass H := {a € G | ord(a) ist endlich}

eine Untergruppe von G ist.

20) a) Betrachten Sie die Gruppe GL3(Q) mit der Matrizenmultiplikation und
0 -1 0 1
A= (1 0) und B = (_1_1).
Beweisen Sie, dass ord(A) = 4 und ord(B) = 3 gilt, aber AB unendliche Ordnung besitzt.

b) Finden Sie a,b € Zy X Z, die beide unendliche Ordnung besitzen, aber deren Summe
a + b endliche Ordnung hat.

21) Die Abbildungen o,7 € S5 seien gegeben durch o(1) = 2, ¢(2) = 3 und 0(3) = 1
bzw. 7(1) = 2, 7(2) = 1 und 7(3) = 3. Betrachten Sie die Untergruppen H = {e,7}
und K = {¢,0,0%} der Gruppe S; (wobei € das neutrale Element von S5 bezeichnen soll).
Bestimmen Sie die Zerlegung von S3 in Links- bzw. Rechtsnebenklassen nach H und K

und entscheiden Sie, ob H bzw. K ein Normalteiler von Ss ist.

22) Es sei G eine Gruppe und M C G, M # &. Beweisen Sie, dass die Relation
a~bie=abteM

genau dann eine Aquivalenzrelation auf G ist, wenn M < G.

23) Es sei G eine Gruppe, H < G und K < G. Beweisen Sie, dass die Relation =, die
durch a ~ b :<= 3h € H3k € K : b = hak gegeben ist, eine Aquivalenzrelation auf G ist,
deren Aquivalenzklassen die Doppelnebenklassen HaK = {hak | h € H,k € K} sind.
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24) Beweisen Sie, dass die folgenden Abbildungen Homomorphismen ¢ : G — H sind und
bestimmen Sie, welche davon Monomorphismen, Epimorphismen bzw. Isomorphismen sind:
a) Die Gruppen G und H seien ((0,+00),-) und (R, +) und ¢(z) = logz.

b) Die Gruppen G und H seien (M, (K),+) und (K, +) und ¢(A) = Spur(A) (wobei K
einen Korper bezeichnet).

¢) Die Gruppen G und H seien (C\ {0},-) und

{&H

mit der Matrizenmultiplikation und ¢(a + bi) = ( . Z)

a,bER,CL?—FbQ;ﬁO}

25) Es sei G eine Gruppe. Beweisen Sie:

a) ¢ : G — G, x— 7! ist genau dann ein Automorphismus wenn G abelsch ist,

b) ¢ : G — G, x + 2? ist genau dann ein Endomorphismus wenn G abelsch ist.

26) Es seien G und H Gruppen, M C G sei ein Erzeugendensystem von G und ¢ : G — H
ein Homomorphismus. Beweisen Sie, dass ¢ durch die Werte ¢(x) mit x € M eindeutig

bestimmt ist.

27) Es seien G, H und K Gruppen und ¢ : G — H und ¢ : H — K zwei Abbildungen.

Beweisen Sie:

a) Sind ¢ und ¥ Homomorphismen, so ist auch 1) o ¢ : G — K ein Homomorphismus.
b) Sind ¢ und 1) Monomorphismen, so ist auch ¢ o ¢ : G — K ein Monomorphismus.
¢) Sind ¢ und % Epimorphismen, so ist auch ¢ o ¢ : G — K ein Epimorphismus.
d) Sind ¢ und @ Isomorphismen, so ist auch 1 o ¢ : G — K ein Isomorphismus.

28) Es seien G und H zwei Gruppen und ¢ : G — H ein Homomorphismus. Beweisen Sie:

a) Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung ¢=! : H — G ebenfalls ein
Isomorphismus.
b) Der Homomorphismus ¢ ist genau dann ein Isomorphismus wenn es einen Homo-

morphismus ¢ : H — G mit den Eigenschaften ¢ o ¢ = idg und ¢ o9 = idy gibt.

29) Es seien G und H Gruppen und ¢ : G — H ein Homomorphismus. Beweisen Sie:

a) Wenn A < G dann ¢(A) < H.
b) Wenn B < H dann ¢~ }(B) < G.
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30) Es seien G und H Gruppen und ¢ : G — H ein Homomorphismus. Beweisen Sie:
a) kero < G und Imp < H.

b) Im ¢ muss kein Normalteiler von H sein.

¢) ¢ ist genau dann ein Monomorphismus wenn ker ¢ = {e}.

31) Es sei G eine Gruppe. Beweisen Sie:

a) Z(G) 4

b) (Aut( ) ) ist eine Gruppe,
¢) Inn(G) < Aut(G),
d) G/Z(G) = Inn(G).

32) a) Beweisen Sie: Ist G eine Gruppe und N < G, so ist
{e} — N G -5 G/N — {e}

eine exakte Folge, wobei ¢ : N — G die Einbettung bezeichnet und 7= : G — G/N die

iibliche Projektion.
b) Ist
{e} — G1 =5 Gy -5 Gs — {e}

eine exakte Folge, so gibt es ein N < G5 mit N = (G;. Identifiziert man G; mit N, so gilt
G2/G1 = Gs
33) Es seien Gq,...,G, Gruppen und N; < G; fir 1 < i < n. Beweisen Sie, dass
Ny x---x N, <Gy x---x G, und dass

(Gy X -+ xGp)/(N1 X+ x Np) =2 (G1/N1) X -+ X (G /Np,).

34) Es sei G eine Gruppe und H < G. Beweisen Sie aHa™! < G und aHa™! = H fiir alle
a€G.

35) Es sei G eine endliche Gruppe und H < G mit Ordnung n = |H|. Beweisen Sie, dass
H <4 G, wenn H die einzige Untergruppe der Ordnung n von G ist.

36) Beweisen Sie: Ist p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung |G| = p, so ist G
eine zyklische Gruppe (und daher isomorph zur Gruppe Z,).

37) a) Beweisen Sie, dass jede Gruppe der Ordnung 4 zu Z,4 oder Zy X Zs isomorph ist.
b) Beweisen Sie, dass jede Gruppe der Ordnung < 5 abelsch ist.
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38) Es sei G eine Gruppe und H < G mit der Eigenschaft [G : H] = 2. Zeigen Sie H 1 G.

39) a) Finden Sie alle Elemente der Gruppe Qs, die Ordnung 2 besitzen.

b) Beweisen Sie, dass jede Untergruppe der Gruppe Qs Normalteiler von Qg ist.

c¢) Bestimmen Sie (die Struktur von) Qg/N fiir alle N < Qg (d.h. geben Sie eine bekannte

Gruppe G mit der Eigenschaft Qg/N = G an).

Hinweis. Beachten Sie, dass in b) und c) nicht verlangt wird, dass Sie alle Untergruppen

der (g bestimmen.

Bemerkung. Nichtabelsche Gruppen mit der Eigenschaft, dass jede ihrer Untergruppen

bereits Normalteiler ist, werden als Hamiltonsche Gruppen bezeichnet.

40) Schreiben Sie die folgenden Permutationen aus Sy als Produkt elementfremder Zyklen

und bestimmen Sie ihr Signum.

2 43 518 9 6 7

)(123456789) b)(123456789

c) (456)0(567)0(671)0(123)0(234)0(345)

d) (14762)0(243) 0 (4581)

41) Es sei (i1 ...1,) € S, ein Zyklus und o € S,, beliebig. Beweisen Sie, dass
co(iy...iy)o0 = (o(i1)...0(i,)).

42) Zeigen Sie, dass S, = ((12),(12...n)) fir alle n > 3.

6 5 4 8 9 2 7 31

)

43) Beweisen Sie, dass N := {¢, (12)(34), (13)(24), (14)(23) } Normalteiler der Gruppen S

und Ay ist und bestimmen Sie (die Struktur von) A4/N.

44) a) Bestimmen Sie Z(S7) und Z(S2).
b) Beweisen Sie, dass Z(S,) = {¢} fiir alle n > 3.

¢) Bestimmen Sie (die Struktur von) Inn(S,,) fiir alle n > 1.

45) Beweisen Sie, dass a) Aut(Z) = Zs und b) Aut(Ss) = Ss.

46) Essein >3 und a = (12...n) € D,, wie in Satz 48. Beweisen Sie, dass (a) < D,,

und bestimmen Sie (die Struktur von) D,, /(«).
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47) Es seien Gy, ... ,G, Gruppen. Beweisen Sie:

a) Ist 0 € Sp, 50 ist Go1) X -+ X Gy 2 Gy X -+ X Gy,

b) Sind Hy,... , H, Gruppen mit der Eigenschaft H; = G; (fir 1 <i < n), so ist
Gy x--xGp,=2Hy x---x Hy.

48) Ist die Gruppe S3 inneres direktes Produkt von zwei ihrer Untergruppen N, Ny (mit
Nl,NQ 7é {8} und Nl,NQ % Sg)?

49) Finden Sie Gruppen G1, G2, H; und Hy mit der Eigenschaft, dass G; x Gy = Hy X Hy
aber G; 2 H; fiir 1,75 € {1, 2}.

50) Es sei I # & eine Menge und G; eine Gruppe fiir alle i € I. Es bezeichne e; das

neutrale Element der Gruppe G; und
1[G = {(xi)ig ( z; € Gy fiir alle i € I und a; = ¢; fiir alle bis auf endlich viele @}
iel

Beweisen Sie

51) Es seien N und H Gruppen und 6 : H — Aut(N), h — 6}, ein Homomorphismus (d.h.
Onyhy = O, 00y, fiir alle hy, ho € H). Beweisen Sie (mit neutralen Elementen ey und eg):
a) Versieht man N x H mit der Verknipfung (n1,hq1) - (n2, he) := (n1 - O, (n2), h1ha), so
wird dadurch eine Gruppe definiert, die man mit N xy H bezeichnet.

b) Bezeichnen N* = {(n,ey) | n € N} und H* = {(en,h) | h € H}, so gelten H* = H,
N*= N, H*<NxgH, N“I4Nxg H N “NH* ={(en,eq)} und N*H* = N x4 H.
Bemerkung. Die Gruppe N xg¢ H wird als semidirektes Produkt von N und H bezeichnet.
Ist 0, = idy fir alle h € H, so erhélt man als Spezialfall das (duflere) direkte Produkt der
Gruppen N und H.

52) Es sei R ein Ring. Beweisen Sie:

a) (—a)(—b) = ab fir alle a,b € R,

b) a(b —¢) = ab— ac und (a — b)c = ac — bc fiir alle a,b,c € R,
¢) (na)b = a(nb) = n(abd) fir alle n € Z und alle a,b € R,

d) fiir alle ay,... ,an,b1,... ,bm € R gilt

(S0)($0) 555

i=1 j=1
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53) Es sei R ein kommutativer Ring mit 1, a,b € R und n € Z, n > 1. Beweisen Sie den

binomischen Lehrsatz (wobei man 0° = 1 setzt)

(a+b)" = Zn: (?) a ',

=0

54) Es sei (R, +,-) ein Ring mit 1. Beweisen Sie, dass die Kommutativitidt der Addition
in R bereits aus den iibrigen Axiomen folgt. Hinweis. Berechnen Sie (a + b)(1 + 1) auf

zwel Arten.

55) Es sei V der (reelle) Vektorraum der reellen Folgen (a,),>1 (mit den Verkniipfungen
(an)n>1 4 (bn)n>1 = (an +bn)p>1 und - (ap)p>1 = (aan)n>z) und R der Endomorphis-
menri;g von V._Es bezeichnen g; :V =V und 1; V=V dig Abbildungen
o(ar,asz,as,...)=(0,a1,az2,...) und (a1,as,as,...)= (a2,as,aq,...).
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
a) ¢ und v sind Elemente von R (d.h. R-lineare Abbildungen),

b) ¢ besitzt in R ein linksinverses, aber kein rechtsinverses Element,

¢) ¥ besitzt in R ein rechtsinverses, aber kein linksinverses Element.

56) Es sei d € Z \ {0,1} quadratfrei (d.h. es gibt keine Primzahl p mit der Eigenschaft
p? | d). Beweisen Sie, dass Z[/d] ein kommutativer Ring mit 1 ist.

57) a) Was ist die Einheitengruppe des Rings Z7

b) Was ist die Einheitengruppe des Rings M,,(K) (wobei K eine Kérper bezeichnet)?
c¢) Finden Sie alle Einheiten von Z[i], d.h. die Einheitengruppe Z[i]*.

d) Zeigen Sie, dass (1 + v/2)" € Z[V/2]* fiir alle n € Z.

58) Es sei R ein Ring mit 1 mit der Eigenschaft, dass 0 = 1. Zeigen Sie, dass R = {0}.

59) Es sei
H:= {(;u _;> ‘z,w G(C}.

Beweisen Sie, dass H, versehen mit der iiblichen Addition und Multiplikation von Matrizen,

einen Schiefkorper, aber keinen Korper bildet.

60) Beweisen Sie, dass die Gleichung 22 + 1 = 0 iiberabzihlbar unendlich viele Losungen
x € H besitzt.
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61) Es sei
R:= {(“2) (a,b,c,dezz}.

Zeigen Sie, dass R ein Ring ist, der nicht kommutativ ist und kein Einselement besitzt.

62) Es sei (G, +) eine abelsche Gruppe. Beweisen Sie: Setzt man a-b = 0 fiir alle a,b € G,

so ist (G, +,-) ein kommutativer Ring.

63) Es seien Rq,..., R, Ringe. Beweisen Sie:
a) Definiert man auf Ry X -+ x R,, eine Addition und eine Multiplikation durch
(a,...,an) + (b1,... ,by) := (a1 +b1,... ,an +by)
und  (ag,...,an) - (b1,... ,bn) = (a1b1,... ,anby),
so wird Ry X --- X R,, dadurch zu einem Ring.
b) Sind Ry,..., R, alles Ringe mit 1, so ist auch Ry X --- X R,, ein Ring mit 1.
c¢) Sind Ry,..., R, alle kommutativ, so ist auch Ry X --- X R,, kommutativ.
d) Sind Ry, ..., R, alles Ringe mit 1, so gilt (Rq x --- X R,)* = R} x --- X R}.
e) Ist I; ein Linksideal (bzw. Rechtsideal bzw. Ideal) von R; fiir 1 <1i < n, so ist
Iy x -+ x I, ein Linksideal (bzw. Rechtsideal bzw. Ideal) von Ry x --- X R,,.

Definition. Das Zentrum Z(R) eines Rings R ist definiert als
Z(R) :={a € R| ax = xa fir alle x € R}.
64) a) Es sei R ein Ring. Beweisen Sie, dass Z(R) ein Unterring von R ist.
b) Es seien Ry, ..., R, Ringe. Beweisen Sie, dass Z(Ry X --- X R,,) = Z(Ry) x---x Z(Ry,).

65) Es sei K ein Korper. Beweisen Sie:

a) Z(My(K)) = {(g 2) ‘a = K},
b) Z(M(K)) ist weder Linksideal noch Rechtsideal von M, (K).

66) Es sei R ein Ring und a € R. Beweisen Sie, dass {z € R | xza = 0} ein Linksideal und
{z € R | ax = 0} ein Rechtsideal von R ist.

67) Es sei R der Ring aller Polynomfunktionen p : R> — R. Beweisen Sie, dass
I:={pe R|p(x,y)=0wenn 2% +y*> =1}

(d.h. die Polynomfunktionen, die am Einheitskreis verschwinden) ein Ideal von R ist.
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Definition. Es sei R ein Ring. Ein Element a € R heifit nilpotent, wenn es ein n € Z,
n > 1 mit der Eigenschaft a” = 0 gibt. Die Menge aller nilpotenter Elemente des Rings R

bezeichnen wir mit Nil(R).

68) Es sei R # {0} ein kommutativer Ring mit 1. Beweisen Sie:

a) Ist a € Nil(R), so ist a ein Nullteiler.

b) Wenn a,b € Nil(R), so ist a + b € Nil(R).

c¢) Nil(R) ist ein Ideal von R.

d) Ist w € R* und a € Nil(R), so ist u + a € R* (Hinweis. Geometrische Reihe).

69) Es sei K ein Korper und 1 < k < n.

a) Es sei I, = {(aij)i<ij<n € Mp(K) | a;;j =0 fiir j # k}, d.h. die Menge aller n x n-
Matrizen mit Eintragungen aus K, bei denen hochstens in der k-ten Spalte Eintragungen
# 0 stehen. Beweisen Sie, dass [}, ein Linksideal von M, (K) ist.

b) Es sei Ji = {(aij)1<ij<n € Mp(K) | a;ij =0 fiir i # k}, d.h. die Menge aller n x n-
Matrizen mit Eintragungen aus K, bei denen hochstens in der k-ten Zeile Eintragungen
# 0 stehen. Beweisen Sie, dass [, ein Rechtsideal von M, (K) ist.

70) Es sei K ein Korper. Beweisen Sie, dass M, (K) nur die Ideale {0} und M, (K) besitzt.
(Hinweis. Es bezeichne E;; jene Matrix in M, (K), die in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
die Eintragung 1 besitzt und sonst immer nur 0 als Eintragung. Ist I # {0} ein Ideal von
M, (K), so gibt es A = (ai;)1<ij<n € I\ {0}. Daher gibt es k,¢ € {1,... ,n} mit der
Figenschaft agy # 0. Zeigen Sie fiir 1 < ¢t < n, dass Fy - A - By = ageFy. Folgern Sie
daraus apeEy € 1, apeFyy - a;elEtt =Fy€lund I, = Ey1+ -+ Epy € 1.) Warum folgt
aus diesem Beispiel und Satz 70 (iii) fiir n > 2 nicht, dass M,,(K) ein Schiefkorper ist?

71) Es sei R ein Ring und X C R. Beweisen Sie

I J K L
(X) = {Zaixiﬁi—i—Z’yjyj+Zuk5k+2ngw a;,Bi € Rund x; € X fir 1 <i <1,
i=1 j=1 k=1 (=1
v ERundy; €e X fir1 <j<J,

0k € Rundup € X fir 1 <k < K,

ngGZundweXﬁirlSESL}.



