7.4 Zwei Satze von Weierstrafl

Satz 7.24. Es gibt Funktionen, die iiberall stetig aber nirgends differenzierbar sind.

1 o)
Beweis. Fiir n > 0 und x € R sei f,(z) = 4—nsin(42”x) und f(z) = > fu(x). Da

|fn(z)] < 4—n und Z — < 00, konvergiert f(z) = Z_:O fn(x) gleichméBig und f ist stetig.

1. Behauptung: Bezeichnet sy (z) := Z fn(x), so gilt
n=0

4N
lsn—1(x) — sn—1(y)| < ?|a: —y| fir N e Nund z,y € R.

Beweis der 1. Behauptung: Laut Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es zu allen

n >0 und z,y € R ein £ zwischen z und y, sodafl

4%42” cos(4%"¢) = (x — y)4" cos(4*"¢),

fu(@) = fu(y) = (x = y) fo(§) = (z — )
woraus folgt, daB | f,.(z) — fn(y)| < 4"|x — y| fiir alle z,y € R und alle n > 0 und daher

1 4N
Iw—yl < glx—yl-

[sn-1(x) —sn-1(y |<Z|fn - |<|x—y|Z

1
2. Behauptung: Ist N € N und sind x, y zwei aufeinander folgende Vielfache von 42—Ng’
so gilt
N-1 L m
[f(@) = fW > 47 e -yl = 5 =
4N 8
2k 2k +1
Beweis der 2. Behauptung: Seien zunéchst xz = 42—Ng, Yy = 42—; 72T Fir n > N gilt

N-1
und daher f(z) = > fn(x) = sy_1(x). Weiters ist
n=0

1 ron2k+1my 1 (—1)*
fN<y) = 4—NSIH(4 427NE> 4—NSIH(]€7T+ 2)

und fur n > N ist

fu(y) = 4% Sin<42” 22;\[1 72r) 41 81n<42(" N) (k’/r + 2)) 0.




Daraus folgt

(—1)F
an )+ n(y) = sn-1y) + =5
und daher
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1£() — £ = |+ v (@) — svaa)] 2 | S|~ avoa(e) - s )]
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Der Beweis der 2. Behauptung verlauft vollig analog wenn z = 24’?191 LT und y = %f;ﬁ?g.

Beweis des Satzes: Angenommen, f’(z() existiert fiir ein g € R und es sei

£(€) = f(zo)

E—xo &E—xo

Dann existiert ein § > 0 mit der Eigenschaft, dafl aus 0 < [§ — 2| < J folgt, dal

f(&) = f(xo)

—al < 1.
§— o

Fiir [§—xzo| < 0 gilt dann |f(&)—f(x0)| < (|a|+1)|§—x0| (und zwar auch fiir £ = (). Wahle
nun ein N € N so grof}, dafi einerseits 43 - 5 < 6 und andererseits 4N=1 > |a|+1. Seien x,y
zwei aufeinander folgende Vielfache von 421N 5,sodaB x < xo <y. Da0 < |z —x0| <6 gilt
|f ()= f(x0)| < (Jel+1)(zo—2) und da 0 < [y—zo| < & gilt [f(y)—f(zo)| < (la|+1)(y—20).

Daraus ergibt sich wegen

1f(2) — F()| < |f(@) = flxo)] + | f(z0) — FW)| < (|la] + Dz — x +y — 20)
= (o +D(y—z) <4¥ Yy —2) = —=

ein Widerspruch zur Aussage der 2. Behauptung.

Bemerkungen. (1) Die Funktion f aus dem Beweis von Satz 7.24 liefert auch ein Beispiel
dafiir, dal der gleichméflige Limes differenzierbarer Funktionen nicht differenzierbar zu
sein braucht.

(2) Obwohl einem das f aus dem Beweis von Satz 7.24 vielleicht pathologisch vorkommen
mag, kann man zeigen, dafl in einem gewissen Sinn der Grofiteil aller stetigen Funktionen

[0,1] — R nirgends differenzierbar sind.

Satz 7.25. Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig. Dann gibt es eine Folge von Polynomen,
die auf [a, b] gleichmédBig gegen f konvergiert.



Definition. Es sei f : [0,1] — R. Das n-te zu f gehdrende Bernsteinpolynom wird

definiert als .

fule) = Z:f(g) (Z)azk(l gk,

k=0

Beispiele. (1) Es sei f(x) = 1. Dann ist

n

fe) =3 (1) a—a = a0 -0)" = 1= )

k=0
(2) Es sei f(z) = . Dann ist

n n
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Beweis von Satz 7.25. Es sei zunéchst [a,b] = [0, 1]. Fiir alle z € [0, 1] sieht man mit Hilfe

der eben durchgerechneten drei Beispiele, daf3

k=0
::CQZn: zh (1 — z)" "3—256273E " 2F(1—2)"F Y k_2 " zh (1 — z)" P
k n\k 2\k
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da z(1 —z) < 1/4 fir alle € [0,1]. Wir behaupten nun: Zu jedem vorgegebenen ¢ > 0
gibt es ein N € N, sodafl |f(z) — fn(z)| < € fiir alle n > N und alle z € [0, 1]. Da f stetig
ist, gibt es nach Satz 3.11 ein M > 0, sodaB |f(z)| < M fir alle z € [0,1]. Da f nach
Satz 3.16+4: sogar gleichméafig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit der Eigenschaft, dafl fiir
z,y € [0,1] aus |z — y| < 6 folgt, daB |f(x) — f(y)| < €/2. Weiters gilt die Identitét
" /n _ i n _
1) = 1@ 3 ()o@ -0 = X s () )at -
k=0

k=0

Fiir vorgegebene n > 0 und x € [0, 1] teilen wir die Menge {0, 1,...,n} nun in die zwei
Teilmengen A, (x) und B, (z), die durch

An(as):{ke{o,...,n}"x—%’<5} und Bn(x):{kE{O,...,n}"x—%’zd}

gegeben sind. Fiir k € A, (z) ist [f(z) — f(£)| < &/2. Fiir k € B,,(z) gilt

@ — &P

o ()] <2< on

da [z — £| > 6.



Es sei nun n > M/(6%). Dann gilt fiir alle z € [0, 1], da8

|f(z) = fa(2)]
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Sei schliefflich f : [a, b] — R stetig mit [a, b] beliebig. Betrachte die Funktion g : [0,1] — R,
die durch g(y) = f(a + (b— a)y)) gegeben ist. Da g stetig ist, gibt es zu vorgegebenem
e > 0 eine Polynomfunktion p : [0,1] — R, sodaf} |g(y) — p(y)| < € fur alle y € [0, 1]. Die

r—a
b—a
T—a

es ein eindeutig bestimmtes y € [0,1] mit 2 = a + (b — a)y) (was zu y = == dquivalent
ist) und daher

Polynomfunktion p : [a,b] — R sei durch p(x) = p(

) gegeben. Zu jedem z € [a, b] gibt

|f(@) = p@)|=|f(a+ (b—a)y) —pla+ (b—a)y)| =lg(y) — By)| <e.



