Ubungen zu ,,Grundbegriffe der Topologie* im WS 2020/21 (Giinther Hérmann)

[Die ersten zwei Aufgaben werden in der Ubungsstunde nur zum Teil im Detail behandelt. Sie dienen
vor allem zur Wiederholung oder zum Einprigen allgemeiner Eigenschaften von Bildern und Urbildern
unter Abbildungen, die im Laufe der VO regelméfig ohne weitere Kommentare verwendet werden.|
Fiir die folgenden beiden Aufgaben sei jeweils f: X — Y eine Abbildung zwischen beliebigen
Mengen X und Y.

Es sei I eine Menge und A; C X sowie B; C Y fiir jedes i € I. Zeige zumindest eine der
vier Relationen:

FUB) =) FHOYB) =) 1(B))

el el el el
FJ4A) = r) F((Ai) €[] f(A) [Gleichheit, falls f injektiv]
i€l el el el

Seien A,C' C X und B, D C Y. Zeige zumindest eine der folgenden Relationen:

fTUB\D)=f1B)\ f1(D), f(A\C)D f(A)\ f(O) |Gleichheit, falls f injektiv],
A C f7Y(f(A)) [Gleichheit, falls f injektiv], f(f~1(B)) C B [Gleichheit, falls f surjektiv].

Wir betrachten die drei Metriken

n n

di(z,y) = |z —yjl, dala,y) = | D> (25— y;)? und du(z,y) = [max |25 — yj

7777

J=1 J=1

auf R™. Skizziere fiir den Fall n = 2 jeweils die Einheitskugel um 0 beziiglich dy, d2 und
dso. Begriinde, warum Konvergenz einer Folge gegen einen Punkt x € R™ bzgl. einer der drei
Metriken genau dann stattfindet, wenn dies auch bzgl. jeder der beiden anderen Metriken
zutrifft. (Bemerkung bzw. aus der Analysis ist vielleicht bekannt: Jede dieser drei Metriken stammt
von einer Norm und auf R™ sind alle Normen &quivalent.)

Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. Zeige die Aquivalenz folgender Aussagen:
(i) A ist abgeschlossen.
(ii) Falls x € M die Eigenschaft

Ve >0: Us(x)NA#0D

besitzt, dann gilt z € A.

(iii) Ist z € M und (=) eine Folge in A |d.h. z,, € A Vn| mit x,, — z, dann gilt = € A.



Fiir die folgenden beiden Aufgaben sei R mit der euklidischen Metrik ausgestattet:
(a) Ist ein unendlicher Durchschnitt von offenen Intervallen offen?
(b) Ist die unendliche Vereinigung disjunkter abgeschlossener Intervalle abgeschlossen?

@ Zeige: W C R ist genau dann offen, wenn W (hochstens) abziahlbare Vereinigung disjunkter
offener Intervalle ist.
(Ein Hinweis fiir einen méglichen Beweis der Notwendigkeit: Studiere die Relation auf W, die definiert ist durch = ~ y, falls es ein offenes

Intervall I mit {x,y} C I C W gibt; zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist und betrachte die entsprechende Klasseneinteilung.)

Fiir die folgenden beiden Aufgaben sei (M, d) ein metrischer Raum. Fiir einen Punkt y € M
und eine Teilmenge A C M, A # () setzen wir d(y, A) := inf{d(y, z) | z € A}.

Zeige: A = {y € M | d(y, A) = 0}.
Durch f(x) :=d(x, A) fiir jedes x € M wird eine stetige Abbildung M — R definiert.

d(z,y)
1+d(z,y)
eine weitere Metrik h auf M definiert wird, die den Konvergenzbegriff fiir Folgen nicht &dndert,
d.h. eine Folge in M ist genau dann bzgl. h konvergent gegen x € M, wenn sie es bzgl. d ist.
Bemerkung: Die Metrik h ist beschrankt, weil h(z,y) < 1 fur alle z,y € M gilt.

[9] Es sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeige, dass durch h(z,y) := (x,y € M)

Es sei d eine beschrankte Metrik auf der Menge M, d.h. d: M x M — R ist eine Metrik
und es gibt ein C € R, C > 0 mit d(z,y) < C fir alle x,y € M (vgl. Aufgabe @) Es
bezeichne F(M) die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von M. Zeige, dass durch

p(A, B) :== max(sup{d(a, B) | a € A},sup{d(b,A) | b € B})
eine Metrik p auf F(M) definiert wird, namlich die sogenannte Hausdorffmetrik.

Es sei X eine Menge und A C X.

(a) Zeige, dass durch 7 :={Y € P(X) | A C Y} U {0} eine Topologie auf X definiert wird.
Wie sieht 7 in den Spezialfillen A = () und A = X aus?

(b) Beschreibe den Abschluss E und das Innere E° bzgl. T fiir eine beliebige Teilmenge F C X
je nach Lage von E in Bezug auf A.

Sei (X, ) ein topologischer Raum. Zeige, dass fiir Teilmengen A, B C X die folgenden
Eigenschaften bzgl. des Abschlusses gelten:

@AchjﬁgE

(if) A

(iii) AUB = AU B,

(iv) A ist abgeschlossen < A = A. (Insbesondere gilt ) = () und X = X.)



Wir wissen aus der VO, dass die Menge K.(z) = {y € M | d(z,y) < ¢} in jedem metri-
schen Raum (M, d) fiir beliebiges © € M und ¢ > 0 abgeschlossen ist und stets U (x) C K.(x)
gilt. Zeige durch Studium des folgenden Beispiels, dass im Allgemeinen nicht die Gleichheit
U.(z) = K:(x) gilt: Betrachte M := S' U {(x1,0) € R? | 0 < z; < 1} mit der Einschriinkung
der euklidischen Metrik und darin die entsprechenden Kugeln vom Radius 1.

(Die Sorgenfrey-Gerade) Fiir jedes x € R setzen wir

B(z) :={[z, 2[| z > z}.
(a) Zeige, dass B(z) die Eigenschaften (UB1)-(UB3) einer Umgebungsbasis erfiillt und somit
eine Topologie 79 auf R definiert wird.

(b) Sei I ein nichtleeres beschranktes Intervall, also ]a,b[C I C [a,b] fiir a,b € R mit a < b.
Zeige: I ist offen bzgl. ¢ <— b & I.

(c) Welche der 7g-offenen Intervalle aus (b) sind auch zusétzlich 7g-abgeschlossen?
(Niemytzki-Raum oder Moore-Ebene) Wir definieren auf I' := {(z,y) € R? | y > 0} eine
Topologie T durch Vorgabe von Umgebungsbasen B(p) fiir jedes p € I' wie folgt:

Fir p = (x,y) mit y > 0 sei
B(p) == {U:(p) |0 <& <y},
wobei Ug(p) die euklidischen e-Umgebungen bezeichnet.

Fiir p auf der z-Achse, d.h. p = (z,0), sei

B(p) :={A:(p) | € > 0},

wobei A.((x,0)) := Us((z,¢)) U {(x,0)} ist (d.h. der Punkt p zusammen mit der oberhalb
gelegenen offenen e-Kreisscheibe tangential an die z-Achse im Punkt p).

(a) Zeige an Hand von Skizzen, dass fiir jedes p € I' das System B(p) die Eigenschaften
(UB1)-(UB3) einer Umgebungsbasis erfiillt.

(b) Bestimme die 7-Abschliisse der Teilmengen A = Q x {1} und B =Q x {0} von I'.
Zeige, dass fiir eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X gilt
A= AU{z € X | x ist Hiufungspunkt von A}.
Seien 71 und 75 Topologien auf der Menge X und fiir jedes z € X seien B!(x) bzw. B?(x)

Umgebungsbasen bei x bzgl. 71 bzw. m. Zeige:

71 ist grober als ;<= Va € X VB! € B!(x) 3B? € B%(x): B? C B.



(a) Zeige, dass das System aller offenen Rechtecke B := {]a,b] x |c,d][| a,b,c,d € R} eine
Basis fiir die euklidische Topologie auf R? ist.

(b) Zeige, dass das System der halb-offenen Intervalle B := {[a,b[| a,b € R,a < b} eine Basis
fiir die Topologie der Sorgenfrey-Geraden aus Aufgabe ist.

(c) Zeige, dass B' := {[p,q[| p,q € Q,p < q} keine Basis fiir die Topologie der Sorgenfrey-
Geraden sein kann.

Es sei (M,d) ein metrischer Raum, 74 die von der Metrik induzierte Topologie auf M
und A C M. Dann stimmt die Spurtopologie von 74 auf A mit jener Topologie iiberein, die
von der Einschréankung der Metrik auf A x A als metrische Topologie auf A erzeugt wird.

Wir betrachten den Niemytzki-Raum (I',7) aus Aufgabe . Beschreibe jeweils die
Spurtopologie von 7 auf der Teilmenge

(a) A:={(0,y) [y >0} = {0}x]0,00[C T,

(b) B :={(z,y) | y > 0} = Rx]0,00[C T,

(c) C:={(z,0) |z e R} =R x {0} CT.

Wir versehen Z := [0, 1]2 € R? mit der lexikographischen Ordnung: (z,%) < (2/,7') &

x < 2’ oder (z =2’ und y < y’). Beschreibe typische Umgebungen von verschiedenen Punkten
(z,y) € Z bzgl. der Ordnungstopologie auf Z, speziell auch fiir (0,0),(1,1), (z,0) und (z,1).

(a) Sei Y ein topologischer Raum und X eine nichtleere Menge. Welche Abbildungen
X — Y sind stetig, wenn auf X die diskrete Topologie betrachtet wird?

(b) Sei o # {0, Y} eine nichttriviale Topologie auf Y und 7 = {), X} die chaotische Topologie
auf X. Wir fragen nach notwendigen Bedingungen an stetige Abbildungen f: (X,7) — (Y, 0).
Kann f surjektiv sein? Wie muss die (Spur der) o-Topologie auf f(X) aussehen? Finde einfache
Beispiele fiir f, die jedenfalls stetig sind.

(c) Sei X eine Menge und seien 71, 79 zwei Topologien auf X. Setze die Stetigkeit der identi-

schen Abbildung auf X in Beziehung zur Vergleichbarkeit der beiden Topologien.

Es sei (M,d) ein metrischer Raum und h die aus d wie in Aufgabe @ konstruierte
beschrénkte Metrik auf M. Zeige, dass die von d und h auf M induzierten Topologien homoo-
morph sind, genauer, dass idys: (M, 74) — (M, 73), © — z, ein Homémorphismus ist.

Es seien X und Y topologische Rédume und f: X — Y eine bijektive Abbildung. Zeige,
dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) f ist ein Hom6omorphismus,

(ii) fir A C X gilt: f(A) ist offen in Y <= A ist offen in X,

(iii) fir B C X gilt: f(B) ist abgeschlossen in Y <= B ist abgeschlossen in X.



Es sei B" := {z € R" | ||z|| < 1} die offene Vollkugel mit der Spurtopologie des R".
Zeige: B™ =2 R" vermdoge der Abbildung F': B™ — R”, gegeben durch

L A _
Fz) =t ( : ) o @#0, FO)=o0.

Es sei I eine nichtleere Menge und fiir jedes ¢ € I sei X; ein topologischer Raum. Zeige:
Das Mengensystem

B = {HUZ | 3J C I, J endlich: U; offen in X; firi € J, U; = X, fir i ¢ J}
i€l
erfiillt die Eigenschaften einer Basis fiir eine Topologie auf X := [],.; X;.

Zeige, dass die Produkttopologie auf R™ bzgl. der euklidischen Topologien auf jedem
Faktor gerade die n-dimensionale euklidische Topologie ist.

FEs sei X x Y mit der Produkttopologie der topologischen Raume X und Y ausgestattet.
Zeige fiir Teilmengen A C X und B CY:

(a) A° x B° = (A x B)°,

(b) Ax B=AXxB.

In den folgenden beiden Aufgaben betrachten wir R mit der euklidischen Topologie. Zeige:
(a) Intervalle sind zusammenhéngend.

(b) Fiir A C R gilt: A ist zusammenhéngend —> (Vﬂ:, yeAx<y:[r,y] C A).

(a) Fiir A C R gilt: (Vﬂ;y cAz<y:[z,y] C A) = A ist zusammenhéngend.

(b) Die nichtleeren zusammenhéngenden Teilmengen von R sind genau die Intervalle; insbe-
sondere ist R zusammenhéngend.

Sei X ein topologischer Raum. Zeige die folgenden beiden Eigenschaften der Zusammen-
hangskomponenten C,, fiir x € X:

(i) Cy ist abgeschlossen,

(ii) Va,y € X: Cp = Cy oder C, N Cy = 0.

Im R? ist die Menge G := {(z,sin(2)) | z €]0,1]} wegzusammenhingend (als Graph
einer stetigen Funktion auf einem Intervall). Zeige:

(a) Der Abschluss ist G = G U ({0} x [—1,1]).

(b) G ist nicht wegzusammenhiingend, aber zusammenhéngend.

Sei (x;);er ein Netz im topologischen Raum X und x € X. Zeige: Ist (x;);c; konvergent
gegen x, dann konvergiert auch jedes feinere Netz gegen x.



Wir haben in Beispiel 5.6,1) der VO gesehen, dass in R® mit der Topologie der punkt-
weisen Konvergenz die konstante Funktion 1 zwar zum Abschluss der Menge E = {g € R¥ |
g(x) # 0 fiir nur endliche viele z} liegt, aber nicht als Grenzwert einer Folge (fy)nen aus E
auftreten kann. Gib ein Netz in E an, das gegen 1 konvergiert.

(Hinweis: Betrachte als Indexmenge die Menge aller endlichen Teilmengen J C R und definiere fj: R — R auf naheliegende Weise.)

Wir haben in Beispiel 5.6,2) der VO gesehen, dass es in Q¢ = [0, w; [Eeine Folge gibt, die
in Q = [0, w;] gegen w; konvergiert. Aus 2.23 wissen wir aber, dass w; € € ist, daher muss es
ein Netz in 2y geben, das gegen wy konvergiert. Gib ein solches Netz an.

(Hinweis: Qg selbst taugt als Indexmenge.)

Zeige: (a) Ein metrischer Raum ist genau dann separabel, wenn er ein AA2-Raum ist.

(b) Der Niemytzki-Raum ist ein separabler AA1-Raum, aber nicht metrisierbar.
(Hinweis fiir die Nichtmetriserbarkeit: Betrachte die z-Achse als Teilraum.)

Zeige: Die Sorgenfrey-Gerade ist ein separabler Hausdorff-Raum und erfiillt AA1.

Zeige: (a) Teilrdume von Th-Raumen sind stets Th-Raume,

(b) Auf nichtleeren kartesischen Produkten sind Produkttopologien genau dann 75, wenn jeder

Faktor es ist.

Sei X eine unendliche Menge und die sogenannte koendliche Topologie gegeben durch
7:={AC X | X\ A ist endlich} U.

Zeige, dass 7 eine Topologie auf X definiert, mit der (X, 7) ein 77-Raum ist, der nicht die

Ts-Eigenschaft erfiillt.

Es sei (M,d) ein metrischer Raum und A, B C M nichtleere abgeschlossene disjunkte
Teilmengen. Zeige, dass die Funktion f: M — [0, 1],

_ d(z, A)
J(@) = d(z,A) +d(z,B)
eine Urysohn-Funktion fiir A, B ist, d.h. f ist stetig und es gilt f(A) = {0} und f(B) = {1}.

(.’L’ EM)a

(Tychonoff-Planke, vgl. 6.8,2) in der VO) Es sei N := NU {oo} mit der durch n < oo fiir
alle n € N erweiterten Totalordnung und der davon abgeleiteten Ordnungstopologie versehen.
Weiters sei 2 = [0, w;] der Ordinalzahlraum (VO, 2.23 5.6,2)) und Qo = [0,w1[= Q\ {w1}. Wir
setzen X := (2 x N)\ {(w1,00)} und statten dies mit der Spurtopologie der Produkttopologie
von Q x N aus. Zeige: Die beiden Teilmengen A := {w1} x NC X und B := Qy x {0} C X
sind disjunkt und abgeschlossen in X. (In der VO wird gezeigt, dass A und B nicht durch offene
Umgebungen getrennt werden konnen.)

Wir betrachten R mit der euklidischen Topologie und es seien a,b € R mit a < b. Zeige
direkt aus der Definition:

(a) Die Intervalle |a, b, ]a, b], [a, b] sind nicht kompakt. Ebenso sind die Teilmengen | — 0o, b},
[a, oo[ und R nicht kompakt.

(b) Das beschrinkte abgeschlossene Intervall [a, b] ist kompakt.



Zeige: Fiir einen topologischen Raum X sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X ist kompakt,

(ii) X hat die endliche Durchschnittseigenschaft: Falls (F;);c; eine Familie abgeschlossener
Teilmengen F; C X ist und (),c; F; = 0 erfiillt, dann gibt es eine endliche Teilmenge J C I,
sodass (;c; Fj = 0.

Es sei X ein topologischer Raum und A C X. Zeige: Ist X kompakt und A abgeschlossen,
dann ist A kompakt,

Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heift nirgends dicht, falls (A4)° = ()
gilt. Zeige: Ist £ C X offen oder abgeschlossen, dann ist der Rand OF nirgends dicht.



