Arten von stochastischer Konvergenz

In diesen Notizen erklaren wir verschiedenen Arten von Konvergenz von Folgen von Zufallsvari-
ablen, und deren Beziehungen.

Definition 1 Seien (Y;)ien undY Zufallsvariablen (oder Vektoren) aus dem Wahrscheinlichkeit-
sraum (§2, F,P).

(a) Y, =Y fast sicher, falls

Yo (w) =3 Y (w)  bis auf eine Menge von P-Maf null.

(b) Y, =Y im p-ten Mittel (oder in LP) firp > 1, falls

E(|Y, - Y|*) =3 0.

(c) Y, =Y in Wahrscheinlichkeit, falls fiir jedes ¢ > 0

Plwe Q:|Y,(w) = Y(w)] >¢e) =30.

(d) Y, =Y in Verteilung, falls fir jedest € C

n—oo

[Py, (t) — Fy(t)] — 0,

wobei Fy, und Fy die Verteilungsfunktionen von Y, und Y sind und C = {t € R :
Fy st stetig in t}.

Bemerkung 2 Verteilungsfunktion sind immer rechts-stetig, aber in der Menge C in Teil (d)
wird zwei-seitige Stetigkeit gefordert.

Hdufige Notationen sind: Y, — Y f.s. fur fast sichere Konvergenz, Y, —w Y fiir Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit und Y,, —q4 Y oder Y, =Y fur Konvergenz in Verteilung.

Theorem 3 Die Bezichungen zwischen diesen Arten von Konvergenz sind die folgenden:
(a) = (¢c) = (d) und (b) = (c) = (d),
aber zwischen (a) und (b) gibt es keine allgemeine Implikation.

Beispiel 4 Seien (X;) identisch verteilte, unabhdngige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Er-
wartung p € R und Varianz o®. Seien S, = X1 +---+X,, und Y, = %Sn. Dann ist es klar, dass
E(Y,) = p und jetzt fassen wir p auch auf als diskrete Zufallsvariable Y mit P(Y = pu) = 1.

(a) Y, =Y fast sicher. Dies ist das starke Gesetz der groffen Zahlen.



(b) Y, = Y im p-ten Mittel mit p € [1,2]. Um das zu zeigen, fangen wir mit p = 2 an.
Wir definieren Y, = + 31" | (X; — p). Dann |Y,| = |V, — p| und es reicht zu zeigen, dass
E(|Y,|?) = Var(Y;,) — 0. Aber weil die X; := X; — pu unabhéngig sind, gilt

~ 1 ~ ~ 1 fad 1 2
Var(Y,) = = Var(X;+ -+ X,,) = ol Var(X;) = —o" = 0.
Jetzt fiir allgemeines p € [1,2) verwenden wir die Holder Ungleichung' mit a = 2/p und
b=2/(2—p), also 1/a+1/b=1:

E(|V, ") = E(|Ya[" - 1) < E(|Y, )2 EQY D) D2 = E(|Y,[*)2 — 0.

Fur die Konvergenz Y, — Y im p-ten Mittel mit p > 2 brauchten wir eine stdarkere
Annahme, namlich dass E(|X;|P) beschrdnkt ist in i.

(c) Y, — Y in Wahrscheinlichkeit. Dies ist das schwache Gesetz der grofien Zahlen.

(d) Y, — Y in Verteilung. Dass dies gilt, folgt aus (a) oder (b) in Theorem 3, aber um die
Rolle der Menge C ndher zu erklaren, nehmen wir an, dass jedes X; eine symmetrische
Dichte rund um p hat. Dann hat auch Y, eine symmetrische Dichte um p und
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S B(Y = ),

oder noch einfacher, wenn'Y, kontinuierlich ist, also P(Y, = p) =0, dann Fy, (p) = 3.
Aber das konvergiert nicht gegen Fy-(u) = 1! Aber die Verteilungsfunktion Fy = 1}, )

macht genau einen Sprung bei p, also p ¢ C' =R\ {u}.

By, (p) = P(Yy = p) +

Fiirt < p folgt schon aus dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen, dass Fy, (t) — 0. Fir
t > p gilt analog, dass Fy, (t) — 1. Also firt € C haben wir tatsichlich die Konvergenz
in Verteilung.

Beweis von Theorem 3. (a) = (c): Sei ¢ > 0 gegeben, und Q, = {w :3dm >
n so dass |Y,,(w) =Y (w)| > €}. Dann gilt ,, D Q,41 und lim,,_,., P(2,,) = P(N, ) = 0 wegen
der fast sicheren Konvergenz. Aber {w € Q: |V, (w) — Y (w)| > e} C Q,, also

P{w e Q:Y,(w) —Y(w)| >¢e}) <P(Q,) =0,

und das ist Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
(b) = (c): Seie > 0. Wegen der Markov-Ungleichung,
Plw e Q:|Yy(w) = Y(w)| >¢e}) = PHweQ:|Y,(w)—Y(w)|P >eP})
1
< SE(Ya(w) -YW)) = 0.

(c) = (d): Sei € > 0 gegeben. Die Verteilungsfunktionen erfiillen fiir jedes t € R:
Fy (t) = P, <t)
= PV, <tANY <t+e)+PY, <tANY >t+e¢)
PY <t+4+¢e)+P(|Y,-Y]|>¢)
= Fy(t+e)+P(JY, - Y| >¢),

IE(XY) < E(XH)YVR(Y")Y  dir 1/a+1/b=1
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sowie

Fy (t—e) = P(Y <t
<t—eNY, <) +P(Y <t—cAY, >t

<t)+P(|Y,-Y]|>e)

= Fy,(t)+P(|Y, —-Y]|>e).
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Diese Formeln kombinieren sich zu
Fy(t—e)=P(|Y,=Y|>¢e) < Fy,(t) < Fy(t+¢)+P(|Y, = Y| > ¢).
Wegen der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit haben wir P(|Y,, = Y| > ¢) — 0 fiir n — oco. Also

Fy(t — 6) S lim Fyn(t) S Fy(t —|—€)

n—o0

Jetzt ¢ — 0 und weil Fy zwei-seitig stetig ist in ¢, bekommen wir lim,, ., Fy, (t) < Fy (¢).
(a) # (b): Sei Q = [0,1] mit Lebesgue-MaB P. Sei Y,, = 11y - n'/? und Y = 0. Dann
Y, (w) — Y (w) fiir jedes w € (0, 1], also fast sicher. Anderseits

1/n 1/n
E(|Y, —YP) = /0 In'/P — 0P da = /0 ndr =14 0.

Dieses Beispiel zeigt auch dass (¢) % (b).

(b) # (a): Sei Q@ = S' = [0,1]/o- der Einheitskreis mit Lebesgue-Ma8l P und a, = >, 1.
Dann ist A, := [a, mod 1, a,;; mod 1] ein Teilintervall von Q2 von Lénge %H, und A, liegt
immer neben A, 1.
Jetzt nehmen wir Y,, = 14, und Y = 0. Dann
1

n

Anderseits a, — oo und deswegen iiberdecken die Intervalle zusammen jeden Punkt w € €
unendlich oft. Fiir jedes w € € gibt unendlich viele n, so dass Y,,(w) = 1 und auch unendlich
viele n, so dass Y,,(w) = 0. In jedem Fall Y,,(w) 4 Y (w).

Dieses Beispiel zeigt auch dass (¢) % (a).

(d) # (c). Sei © = [0,1] mit dem Lebesgue’schen Mafl und X = Li,1), ¥ =11 5. Dann sind
die Verteilungsfunktionen gleich: Fx = Fy = %1[0,00) + %1[0,00). Aber X und Y sind nicht nah

in Wahrscheinlichkeit. Dieses Beispiel zeigt wie schwach Konervegenz in Verteilung eigentlich
ist. U

Das wichtigste Theorem iiber Konvergenz in Verteilung ist der Zentrale Grenzwertsatz.

Theorem 5 Sei (X;)°, eine Folge unabhdngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Var-
ianz Var(X;) = 02 € (0,00) und Erwartung E(X;) = p. Dann gibt es ein' Y ~ N(0,1), so dass

ovn

in Verteilung.



Konvergenz in Verteilung ausgeschrieben bedeutet hier, dass fiir alle ¢ € R gilt

n . t 2
]P) (Zi:l(Xz M) S t> 7H_O>O / 1 6_% dx
ay/n oo V2T

Bemerkung 6 o [dentisch wverteilt ist nicht essentiell, solange sup,; Var(X;) < oo (und
einige technische Sachen gelten). Das heifst B(X;) = p; und dann existiert ein o € (0, 00)
und Y ~ N(0,1), so dass

Yn — Zi:l(Xi B /‘Ll) - Y
o\v/n

in Verteilung.

e Die Annahme von Unabhdingigkeit kann auch etwas abgeschwdacht werden, aber das behan-
deln wir nicht in diesem Kurs.

e Auch wenn Var(X;) = oo (aber E(|X;|P) < oo fiir irgendein p € [1,2)), kann noch eine
Art von Konvergenz in Verteilung gelten, mit \/n ersetzt durch n'/? oder (nlogn)'/?. Das
sind die sogenannten stabilen Gesetze, die wir aber nicht in diesem Kurs behandeln.

o Stirkere Konvergenz-Arten fir Y, — Y =~ N(0,1) gibt es auch (2B das fast sichere
Invarianzprinzip), aber auch das behandeln wir nicht in diesem Kurs.



