1 Ein wenig Maf3itheorie

Wiederholung und Borel-/Lebesgue-messbare Mengen:

Q2 ist ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Wahrscheinichkeitsmafl P und o-Algebra F:
e 0.Qc F;
e Aic F=Af € FlUjen4i € F,(jen 4i € F.

Beispiele von o-Algebren:

e F = P(9), die Potenzmenge von €2, d.h. alle Teilmengen von Q. (Im Allgemeinen zu
groB!)

e F sind alle abzahlbaren und ko-abzahlbaren Mengen.
e F =13, die Borel’schen Mengen (falls €2 eine Topologie hat).
e F sind die Lebesgue-messbaren Mengen (falls Q2 C R").

Definition 1 In einem topologischen Raum ist die Borel-Algebra B die kleinste o-Algebra, die
alle offenen Mengen enthdlt. D.h. Q hat eine Topologie und B wird von den offenen Mengen
mittels abzahlbarer Vereinigungen, abzahlbarer Durchschnitte und Komplementen erzeugt.

Beispiel 2 Q = [0, 1] mit Euklidischer Topologie.

{a} ist eine Borel’sche Menge, weil {a} = (N <pen(a — 5,0+ 5).

(3, 2] ist eine Borel’sche Menge, weil [3,3] = [0,1]\ ([0,3) U (3,1]).

QN ist eine Borel’sche Menge, weil QM[0,1] = U, <pen Up<peg Micnen(? — i L+ Lynio,1].

Ein Ma8 1 (zB. das Wahrscheinlichkeitsmafl P auf ) heift:
ien A1) = 2 ien 1(As);

e translationsinvariant (auf = R"), falls fiir alle v € R” und A € F, u(A +v) = u(4),
wobei A+v={a+v:a€ A}.

e og-additiv, falls A; € F paarweise disjunkt, dann p(|J

Definition 3 FEine Menge N C R™ heifst (Lebesque-) Nullmenge falls

Ve > 0 3 eine Folge von Blocken (B;)ien so dass A C U B; und ZVOI(Bi) < e,

ieN ieN
FEin Block is eine Menge der Form B = [a1,b1] X [ag, bs] X -+ X [ay, b,] und dessen Volumen ist
Vol(B) = [T7, (b — a1).

Es ist klar, dass Teilmengen von Nullmengen wieder Nullmengen sind.

Definition 4 In R" ist die o-Algebra Fre, von Lebesgue-messbaren Mengen die kleinste o-
Algebra, die alle offenen Mengen und Nullmengen enthdlt. D.h. Fre ist erzeugt von den offe-
nen Mengen und Nullmengen mittels abzahlbarer Vereinigungen, abzahlbarer Durchschnitte und
Komplementen.



Charakterisierung: Das Lebesgue’sche Mafi A auf R™ ist das eindeutige Mafl mit den Eigen-
schaften:

e )\ ist defininiert auf Fr., und o-additiv;
e ) ist translationsinvariant;
e )\ is normiert so dass A([0,1]") = 1.

Hieraus folgt auch:

e A\(N) =0 fiir jede Nullmenge N.

Beispiel 5 (Die Mittel-c Cantor-Menge):

- Fang mit dem Einheitsintervall Cy = [0, 1] und € € (0,1) an.

- C,, wird aus C,_1 konstruiert indem aus jeder Intervallkomponente J von C,_1 das offene
mittlere Intervall der Léinge ¢|J| entfernen wird.

- Die gefragte Cantor-Menge ist C' =),y Cn-

Dann hat C,, genau 2" Intervallkomponenten von Ldange (1—e)®

5 Damit ist

1 _ n
NC) = M) Ca) = lim ! Qf) = lim (1 - ¢)" =0,
neN

Also die Mittel-e Cantor-Menge ist eine tuberabzdhlbare Nullmenge.

Definition 6 FEin Ereignis A gilt als fast sicher (Abkirzung f.s. oder a.s fiir almost sure auf
Englisch), falls A¢ eine Nullmenge ist. Wir kénnen deswegen von fast sicherer Konvergenz
sprechen:

X, — X fs

falls lim,, X,,(w) = X (w) fir alle w € Q bis auf eine Nullmenge.

Nicht alle Mengen sind Lebesgue-messbar.

Zu solchen Mengen (Ereignissen) kann man also keine Wahrscheinlichkeit zuordnen:
Beispiel 7 (Vitali-Mengen auf Q@ = [0,1])
o Aquivalenzrelation x ~ y falls © — y € Q.
o Aquivalenzklassen [x] sind also abzihlbar und es gibt tiberabzihlbar viele Aquivalenzklassen.

o Wihle aus jeder Aquivalenzklasse ein Element v. Diese formen die Menge V. Hier
verwenden wir das Auswahlaxiom!/

o NB: #(V N z]) =1 fir jede Aquivalenzklasse [x], und

lJ (V+g)mod1=1o1].

geQn[o,1]

aber die Mengen (V + q) mod 1 fir ¢ € QN [0, 1] sind paarweise disjunkt.
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Die Menge V st nicht messbar, d.h. V- ¢ Fre,. Ndamlich gilt entweder \(V') = 0, aber dann
AV + gmod 1) = 0 wegen Translationsinvarianz und dann

AMO0,1) =X |J (V+@modl)= > AV +gmod1)=0,

q€Qn[o,1] q€Qn[0,1]

oder A(V)) > 0 und dann, wieder wegen Translationsinvarianz,

A0, =X |J (V+@modl)= > AV +gmod1)=oco.

q€Qn[o,1] q€Qnlo,1]

Beide sind natiurlich nicht wahr. Die einzige Moglichkeit ist also dass V' micht messbar ist.

Bemerkung 8 Da alle Borel’schen Mengen Lebesgue-messbar sind, ist Z auch keine Borel’sche
Menge.

Produktraume und Produktmafle.

Produktraume €2 = [ [, €2; werden haufig verwendet fiir Folgen von unendlich vielen Bernoulli-
Experimenten. Zum Beispiel, Q); = { K, Z} entspricht den Miinzwiirfen und ; = {1,2,3,4,5,6}
den Wiirfelwiirfen. Die o-Algebra F auf €) ist das unendliche Produkt HiGNE wobel die F;
o-Algebren aus €); sind. Bei dem Miinz- oder Wiirfelwurf mit endlichem §2; kann man fiir F;
einfach die Potenzmengen nehmen F; = P(£2;). Aber die Rdume kénnen zum Beispiel auch
(Teilmengen von) R™ sein, mit P = Lebesgue-Ma$.

Definition 9 Sei P; ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, F;) fiir jedes i € N. Das Produktmaf
P auf (Q, F) ist gegeben durch

P(Ag x Ay x --+) :HP(Ai)

1€EN

wober A; € F;. Also die Bernoulli-Experimenten sind hier unabhdangig genommen.

Falls Q; immer die gleiche endliche (oder sogar abzdhlbare) Menge ist, kdnnen wir einen
Wahrscheinlichkeitsvektor p = (pr)req, nehmen (d.h. pr > 0 und Y cq pr = 1) und P;
definieren durch P(k) = py fir k € ;. In diesem Fall heifst das Produktmafi P, das (p)-
Bernoulli Majs.

Wir schreiben kurz P(A; x -+ x Ay,) fiir P(Ag X - -+ X Ay X Qpyq1 X Q40 X - -+ ). Nullmengen
N = Ny x Ny x --- sind also Mengen mit [[,.P(N;) = 0, und das wird schon erreicht wenn
eine der Mengen N; Mafl null hat (also P;(N;) = 0).

Das (%, %)—Bernoulli Maf3 beschreibt unendlich viele Miinzwiirfe mit einer fairen Miinze. In
diesem Fall kénnen wir natiirlich auch €; = {0, 1} statt {K, Z} schreiben.



Das starke Gesetz der groflen Zahlen.
Frage: Gehort die Menge

¢ 1
zu F? In dem Fall, was ist P(H)?

Antwort:
H = {(Xi)ieNGQ JLIEOHZX }

= {(Xi)ieNEQ:V5>OEIN€NVn2N

1 < 1

N "x - =

nz i~ 5| < 5}
i=1

1 < 1 1

NTX - <2

n Z 2 < k‘}
i=1

wobei H, ;= {(X;) € Q: |1 3"  X; — 1| < 1} endliche Vereinigungen von n-Zylindern', und

deswegen offen, smd Damit ist H eine Borel’sche Menge (erzeugt von abzahlbaren Anwendun-
gen von U und N), also H € F.

= {(Xi)ieNeQ:v1gkeNﬂNeNVnzN

= N U (] Hu

1<keN NeN N<neN

Jetzt berechnen wir P(H) mit Hilfe des Komplements

U N U @,

1<keN NeN N<neN

2

=1
E(X;)?=1-1= Also E(52) = L und Var(52) = L. Mit Hilfe der Chebyshev’sche

2 1 1
Ungleichung finden wir

Wir schreiben S, = Y7 | X;. Die Miinzwiirfe X; haben E(X;) = 1 und Var(X;) = E(X?) —
1

2

P(H, ,)=DP .
( "k) < n — k)~ 4n

Leider ergibt die Abschétzung P(U,>y Hy1) < Dosn & = oo nichts niitzliches. Deswegen
verwenden wir den folgenden Trick: wir schauen es uns erst nur fiir n in der Teilfolge der

Quadrate an.

S, 1’ 1> k2
on 2 > <

n>N n>N
g
HY &
'Die Menge {w1} x - X {wn} X Qi1 X Qyy2 X -+ heift eine Zylindermenge der Linge n, also n-Zylinder.

Sie sind offen in der Produkttopologie auf 2, und erzeugen die ganze Produkttopologie
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Die Mengen | J,,» y Hy ;. sind geschachtelt: U, -y Hyz ) O Upsyiq Hee j,o Also

n

P((] U}ﬁ%>:£E£%U}ﬁ%h%&&£%:0

1<NeNn>N

Damit ist auch das Maf3

P(U () UHezn<) 0=0.

1<keN1<NeNn>N k=1

Also, entlang der Teilfolge der Quadrate geht Sn—" fast sicher gegen % Es bleiben die Zahlen
zwischen Quadraten tibrich. Sei m € N beliebig. Dann gibt es ein n € N und 0 < d < 2n, so

dass m = n? + d.
m n2+4d

1 1 (1Y 1 d 1
N xi—-| = — N xi—- |- X;
L3 x-g] = | (Bnd) - gt 3

i=1 i=1 i=n2+1

2
n? 1 « 1
< =) X, —=
— n2+d <n22 2)

i=1

+-+ = (1)

Im Grenzwert m = n? + d — oo geht nQ—id gegen 1 und 2 — 0. Also, falls Zil X, -1
gegen 0 konvergiert als n — oo, dann konvergiert auch % > —% gegen 0 als m — oo. Aber

wir wissen schon, dass # Zﬁl X — % fast sicher. Damit gilt % Yo Xi — % fast sicher und
P(H) = 1.

Dieses f.s. Ergebnis heifit das starke Gesetz der groflen Zahlen und gilt allgemein fiir den
Mittelwert von unabhéangigen identisch verteilten Zufallsvariablen mit endlicher Varianz:

Die Borel-Cantelli Lemmas.

Lemma 10 (Borel-Cantelli) Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Ap)nen, An € F,

eine Folge Ereignisse.

(a) Falls ), P(A,) < 0o, dann passiert f.s. A, nur fiir hochstens endlich viele n, also

P(() U 4n) =0.

NeNn>N

(b) Falls .y P(An) = 0o und die A, sind paarweise unabhdngig, dann passiert f.s. A, fiir

unendlich viele n, also
P(() A =1

NeNn>N
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Beweis. (a) Weil P o-additiv ist, gilt P(U,>y An) < >,y P(An) < 00. Auch gilt (J,,5 y An D
Uns 1 An filr jedes N. Also

P(() | 4 = lim P({J 4,) < lim Y P(4,) =0,
NeNn>N N=roo n>N N0 n>N

weil der “Schwanz” einer konvergenten Summe gegen Null konvergiert.
(b) Die Wahrscheinlichkeit, dass kein Ereignis A,, passiert fiir n > N ist, wegen Unabhéngigkeit,

P(() An) =[] P4;) = [T (1 —B(4.)).

n>N n>N n>N

Die Ungleichung 1 —x < e™* ergibt

P(() 4%) = J[(1-P(4,) < [ e 74 = exp(— 3" P(4,)) =0,

n>N n>N n>N n>N

weil Yy P(Ay) gegen oo divergiert. Die abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder
eine Nullmenge, also P(Uyey (Nnsn A5) = 0. Die Gegenwahrscheinlichkeit ist also

]P(ﬂ UAn>:1—IP’(U ﬂA;):L

NeNn>N NeNn>N

0

Das erste Borel-Cantelli Lemma ist notig um die allgemeine Version des starken Gesetzes
der groflen Zahlen zu beweisen.

Theorem 11 (Das starke Gesetz der grofien Zahlen). Sei (X;);en eine Folge von unabhdngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen, so dass B(X;) = p und Var(X;) = 0 < co. Dann gilt

%;X,-—UUL f.s.

Beweis. Der Beweis ist genau so wie bei dem Miinzwurf, bis auf eine Sache. In dem Schritt
(1) hatten wir verwendet, dass die X; beschriankt sind, was wir hier nicht voraussetzen. Also,

statt der Abschatzung Zz:zd 11 X; < d, werden wir zeigen, dass f.s.

n2+d

> X

i=n2+1

< n3/? fir nur endlich viele n.

Die Chebyscev’sche Ungleichung ergibt

n2+d
d 2n 1
P ( > X —pd| > n3/2> < — Var(X;) < = Var(X;) = —,
i=n2+1 n n 2n




und das ist summierbar tiber n. Das Borel-Cantelli Lemma (a) sagt, dass f.s. das Ereignis

n2+d

i=n?+1

> 32

nur endlich oft auftreten kann. Deswegen gibt es f.s. ein ng, so dass fiir all n > ny:

n2+d n2+d d
X = Xi—pud | +=| <n*?+ ud.
i=n2+1 i=n2+1
Damit konnen wir in (1) die Abschétzung verbessern zu
n2+d
1 n3/? 4 pud
X <—— =0
n?+d 22: T n?+d
1=n*+1
als n — 0o (weil 0 < d < 2n), und der obere Beweis kann vollendet werden. O

Mehr o-Algebren und Kolmogorovs Null-Eins-Gesetz.

Seien F; die Borel’schen o-Algebren der Raume Xj; in einem Produktraum € = [T, €%, wobei
jedes ; von einer Wahrscheinlichkeitsfunktion P; und Borel o-Algebra F; versehen ist. Obwohl
F; eigentlich Teilmengen von €2; enthalt fassen wir das doch allgemeiner auf, als eingebettet in
Q. Das heifit: A € Q; wird Q7 x ;1 X A X Q11 X Q0 X - -+ gleichgestellt.

o B=F° = 0(U;en Fi) ist die Borel’sche o-Algebra.
o 7' =o0(U;, Fi) ist die Algebra von allen n-Zylindern (eine endliche Algebra).
o 5y =0(UiZ, i Fi)-

o T =0(N,en Fng1) ist die terminale o-Algebra (oder tail algebra auf Englisch). Es ist die
o-Algebra von Borel’sche Mengen, die nicht von den ersten endlich vielen Koordinaten
abhangen.

Weil die Koordinaten X; unabhénging sind, sind die o-Algebren F7' und F;3; es auch. Das
heifit, P(AN B) = P(A)P(B) fiir alle A € F* und B € F3;.

Theorem 12 (Kolmogorovs Null-Fins-Gesetz) Fiir jede Menge A € T gilt P(A) =0 oder 1.

Das heifit, dass zum Beispiel die folgenden “Grenzwert”-Mengen nur Mafl Null oder Eins
haben konnen.

{(X})ien : X; = 1 unendlich oft};
{(X;)ien : limp, oo = D70 X = pls
{(Xi)ieN : limsup,,_, % Z?Zl X; > q}.



Beweis. (Skizze) Fir jedes n € N gilt, dass /7" und ¢ | unabhangig sind. Deswegen sind auch
Firund T =), F9, unabhéngig. Also ist die Borel-o-Algebra B = o(|J,, F1') unabhéngig von
T. Aber T C B, also T ist unabhéngig von sich selbst! Daher gilt P(A N B) = P(A)P(B) fiir
alle A, B € T. Aber mit A = B ergibt dies P(A) = P(AN A) = P(A4)?, und die einzigen Zahlen
z die x = z? erfiihlen, sind x = 0 und z = 1. Also P(A) = 0 oder 1. O

2 Moment-erzeugende und charakteristische Funktionen

Das Thema dieses Abschnitts ist ein gewisses Hilfsmittel aus der Analysis. Gegeben ein Zu-

fallsvariable X (mit Dichte fy(x) falls kontinuierlich) definieren wir:

Moment-erzeugende Funktion

Charakteristiche Funktion

mx(t) == E(e'¥)
> wez €*P(X = k) diskret
N / fooo e fx(z) dx kontinuierlich

ist die Laplace-transformierte von X

konvergiert fiir alle t < log R

— E(X™)

t=0

mn

ch:lJc_” mx(t)

Hier bedeutet R der Konvergenzradius von der Potenzreihe ), IP(

das Integral im kontinuierlichen Fall.

Bemerkung 13 Die Eigenschaft =-my (t)

aber 100% richtig ist er nicht, denn das n- te Moment M, (X)

px(t) == E(e") (i =v-1)
> wez €FP(X = k) diskret
N [ e fx(x)dx  kontinuierlich

ist die Fourier-transformierte von X

konvergiert fiir alle t € R

— i"E(X")

dn
—— t
dzn SOX( ) =0

Y = k)y*, und dhnlich fiir

= E(X™) erkldrt den Namen “moment-erzuegend”,
—0

= E(|X"|) hat Betragsstriche.

Bemerkung 14 In der Analysis gibt es Umkehrfunktionen fir die Laplacetranformation und
fiir die Foureier-Tranformation. Mit deren Hilfe kann man zum Beispiel aus ¢x(t) die Dichte
fx(z) zurickfinden. Auf dieser Tatsache stiitzt der Stetigkeitssatz von Lévy, den man fiir den
Beweis des zentralen Grenzwertsatzes verwenden kann. Ebenso, wenn alle Erwartungen E(X™)
endlich sind, kann man die Dichte fx(x) zurickfinden, aber in vielen Fdillen sind nur endlich
viele Momente endlich.

Beispiel 15 Sei X ~ Geo(q), also P(X = k) = ¢* (1
Dann ist die moment-erzeugende Funktion

§ etkk 1

und das konvergiert fir all t < loga.
gleich Null ist.

—q) fuirk=1{1,2,3,...} und ¢ € (0,1).

1—gqet’

— (1Y () = 0

Bei t = log% haben wir ein Problem weil der Nenner



Die charakteristische Funktion ist

Zeztk k— 1 ) (1 o q)eit

it

<6itq)k*1 _ (1—q)e

WE

— geit
— 1—ge
und diese konvergiert fiir alle t € R, denn 1 — ge' # 0 fiir alle t € R.
Wir kénnen nachrechnen: mx(0) = 1 und mit der Quotientenregel:
w0y = LA =9 Q- 1
dt 1—qe® li=o (1 —gqe?*)2li=0 1—¢q’
und
' (0) = L A-gety _dd-ge’) _(1-g(+2¢—gd)e" _ 14q
dt2 1 —qe® li=0 dt (1 — ge™)?li=0 (1 — ge't)? t=0 (1—gq)?
Damit finden wir die Varianz Var(X) = E(X?) —E(X)? = (llqu)z - (1_1q)2 = ity
.. , 9  _wew? ,
Beispiel 16 Sei X ~ N (u,0?), also fx(z) = ~5=¢ 27 . Wir rechnen nach:
(v — ) 2 2 1 2 tho?
tr — 572 :202(2t0x—(x—p)):@(x—(ta —I—,u)) —|—,ut—|—7
Damit ist die moment-erzeugende Funktion:
& 1 (-T_P')2 t252 & ]_ —(te +,u))2 t252
mx(t) = / e’ e 202 dr =Mt / ei 202 dr = et 2
oo OV2T —oo OV 2T

weil das letzte Integral iiber die Dichte von'Y ~ N (u+ta?,a?) ist. Also in diesem Fall existiert
mx(t) fir alle t € R.
Die charakteristische Funktion bekommen wir indem wir t durch it ersetzten:

ex(t) = e

Wir kénnen nachrechnen: mx(0) = 1 und mit der Kettenregel:

' (0) d yt+i2§2 (u+t 2) ut+¥
m = —e = o)e = U,
X dt t=0 a t=0 a
und mit der Ketten- und Produktregel:
d2 tzo d t2¢72
mi(0) = ——=ett 2 +to?)ett 2
x(0) dt? 0 dt ' ) t=0
2 2 2
— 2" 4 (utto )Qe“HtTU =o? + i’
t=0

Damit finden wir die Varianz Var(X) = E(X?) —E(X)? = 02 + p? — p? = 0%

Die moment-erzeugenden und charakterischen Funktionen haben die folgenden niitzlichen
Eigenschaften gemeinsam:



Proposition 17 (a) Es gilt
Max (1) = "mx(at) und pax1o(t) = " px(at)

(b) Falls Xy,...,X, unabhdngige Zufallsvariablen sind, so gilt
mx,poix, (1) = [ [ mx, () und Px i x (1) = [ [ o, (1)
j=1 j=1

Beweis. Eigenschaft (a) folgt direkt aus der Definition: max 4(t) = [e @t fy(z)dx =
e’ [ e fy(x)dr = e’*mx (at), und dhnlich fiir px(¢) und falls X diskret ist.

Die Unabhéngigkeit in Eigenschaft (b) bedeutet das die Dichte des Zufallsvektors X =
(X1,...,X,) gleich fg = fx, -+ fx, ist. Deswegen

mx,+.ax, (t) = / e(X1+...Xn)th dT = / eX1t ... gXnt fx, o fx, dxvy ... dx, = Hij (t)

und dhnlich fiir vy, 4.4, (t) und falls die X; diskret sind. O

Beispiel 18 Seien die Zufallsvariablen X;,5 = 1,...,r, unabhdngig und exponentiell-verteilt
mat Parameter A\. Dann sind die moment-erzeugenden Funktionen

A

mx,(t) = / e \e M dx = )\/ A7 gy = P j=1,...,r
0 0

und sie konvergieren firt < \. Dann sollte

T T >\ )\ r
e 0= [T 0 =TT 52 = (525
1 A==\

logisch die moment-erzeugende Funktion einer Gamma(\, r)-verteilten Zufallsvariable Y sein,
und tatsdachlich,

oo A" 2\ 0o
t e ty _ r—1 _>\y d — / r—1 (A—t)y d
my (t) /0 AR At v y

— A" 1 /OO r—1 —ud _ A '
ety Ty T Sy ¢ T\
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