Stochastische Prozesse

Franz Hofbauer

Diese Vorlesung behandelt stochastische Prozesse mit endlichem oder
abzahlbarem Zustandsraum. Die zentrale Rolle spielen dabei die Mar-
kovketten. Markovketten sind stochastische Prozesse, deren zukiinftige
Entwicklung zwar von der Gegenwart, nicht aber von der Vergangen-
heit abhangt.

Der erste Teil beinhaltet Markovketten mit diskreter Zeit. Ins-
besondere geht es um Eintrittswahrscheinlichkeiten in eine Teilmenge
des Zustandsraums, Rekurrenzeigenschaften von Zustdnden und das
Langzeitverhalten der Markovkette. Schliellich werden noch kurz Irr-
fahrten auf Z¢ und ein einfacher Verzweigungsprozess behandelt.

Der zweite Teil beginnt mit einer kurzen Einfithrung in den Poisson-
prozess und behandelt dann Markovketten mit kontinuierlicher Zeit.
Zuerst wird das Langzeitverhalten der Markovkette untersucht. Dann
werden Ubergangsraten eingefithrt und hauptséchlich mit diesen gear-
beitet. Als Anwendung der Theorie wird auf Warteschlangenprobleme
eingegangen.



Einleitung

Ein stochastischer Prozess mit diskreter Zeit ist eine Folge X, X1, Xo,... von Zufallsvari-
ablen, deren Werte alle in derselben Menge S, dem Zustandsraum, liegen. Man nennt X,, den
Zustand des Prozesses zum Zeitpunkt n. Als Beispiel kann ein Spieler, der wiederholt das-
selbe Gliicksspiel spielt, dienen. Als Zustand X,, zum Zeitpunt n wahlt man den Kontostand
des Spielers nach dem n-ten Spiel. Die moglichen Zustande sind ganzzahlige Geldbetrége.
Daher ist S ={0,1,2,...}.

Ein stochastischer Prozess mit kontinuierlicher Zeit ist eine Familie X; mit ¢ € Rt von
Zufallsvariablen, deren Werte alle in derselben Menge S, dem Zustandsraum, liegen. Wieder
ist X; der Zustand des Prozesses zum Zeitpunkt ¢. Als Beispiel sei die Warteschlange vor
einem Fahrkartenschalter angefiihrt. Der Zustand X, ist die Lange der Warteschlange zum
Zeitpunkt t. Da die Lénge eine Anzahl von Personen ist, ist S = {0,1,2,...}.

Wir werden hauptsachlich Markovketten behandeln. Das sind stochastische Prozesse, deren
Zustandsraum S endlich oder abzédhlbar ist, und die die Eigenschaft haben, dass die zukiinftige
Entwicklung nur von der Gegenwart, nicht aber von der Vergangenheit abhangt.

Ereignisse schreiben wir als Gleichungen oder Ungleichungen, die Zufallsvariable enthalten,
zum Beispiel X,, = 7 oder X; < 3. Oft fasst man die Zufallsvariablen als Funktionen von
einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, A, P) nach S auf. Ereignisse werden dann als Teilmengen
von ) aufgefasst. So wird das Ereignis X,, = 7 zur Menge {w € Q : X,,(w) = 7}. Wir werden
daher die Mengensprache fiir Ereignisse verwenden, auch wenn wir die Ereignisse gar nicht
als Mengen schreiben.

Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist P(A|C) = ngég)c)’ wobel immer

P(C) # 0 vorausgesetzt wird. Wir werden héufig folgende Satze fiir bedingte Wahrschein-
lichkeiten beniitzen, die leicht zu beweisen sind. Setzt man C' = {2, dann erhélt man wegen
P(A|Q2) = P(A) die nicht bedingten Versionen dieser Sétze.

Additionssatz: Seien A,, fiir m > 1 endlich oder abzahlbar viele disjunkte Ereignisse, das
heiflt keine zwei dieser Ereignisse treten gleichzeitig ein. Dann gilt

P(Umz1 Ap|C) = Zmz1 P(An,|C)

Stetigkeitssatz: Bilden die Ereignisse A;, A, A3, ... eine absteigende Folge, die gegen das
Ereignis B strebt, das heit A; D Ay D A3 D ... und B = (), Ak, dann gilt P(B|C) =
lim;_, o P(A;|C). Bilden die Ereignisse A;, Ao, A3, ... eine aufsteigende Folge, die gegen das
Ereignis B strebt, das heifit A; C Ay C A3 C ... und B = J;—, Ay, dann gilt P(B|C) =
Multiplikationssatz: Fiir beliebige Ereignisse A1, Ao, A3, ..., A, und C gilt
P(Ai1NAsn---NA,C) = P(A|C)P(A3]A1NC)...P(A]A1N---NA,_1NC)

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: Sei (B, )m>1 eine Zerlegung des Ereignisses C,
das heifit die By, sind disjunkte Teilereignisse von C' und P({,,>; Bm) = P(C). Dann gilt

P(AlC) = Zle P(A|Bm)P(Bm|C>



I. Markovketten mit diskreter Zeit

Sei S eine endliche oder eine abzéhlbare Menge. Ein stochastischer Prozess (X,,),>0 mit
Werten in der Menge S heifit Markovkette, wenn folgende beiden Eigenschaften gelten, wobei
Jy0y 01y e e yin_1,%, in S sind
M1) P(Xpi1=jlXn=0Xpn_1=t1,...,X1 =in_1,X0 =in) = P(Xpni1 = j| X =1)
(M2) P(Xp4+1 = j|X, =1) = p;; ist unabhéngig von n
Diese Definition besagt, dass die Zukunft, das ist X,,+1, nur von der Gegenwart, das ist X,,,
nicht aber von der Vergangenheit, das ist X,,_1, X,,_o,..., abhangt. Diese Abhéangigkeit ist
durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten pi; gegeben. Diese hdngen nicht von n ab, andern
sich also nicht mit der Zeit.

1. Die I"Jbergangsmatrix

Wir zeigen einige grundlegende Eigenschaften der Ubergangswahrscheinlichkeiten und geben
Beispiele for Markovketten.

Definition: Die S x S-Matrix M = (pi;)i jes heifit Ubergangsmatrix der Markovkette.
Satz 1: Fiiri,j € S gilt p;; >0 und ), g pix = 1.

Beweis: Da p;; eine Wahrscheinlichkeit ist, folgt p;; > 0. Die Ereignisse X; = k fiir
k € S sind disjunkt und ihre Vereinigung ist das Ereignis {2, das immer eintritt. Fiir ein
beliebiges Ereignis A gilt P(Q]A) = POAA) _ PLA) — 1 Aus dem Additionssatz folgt daher

P(A) — P(A) —
Zkesplk:ZkeSP(Xl:leOZZ):P(Q’XOZZ):l 0
Eine Matrix mit den Eigenschaften aus Satz 1 nennt man stochastische Matrix. Fiir £ > 0
sei pgf) die Eintragung der Matrix M* an der Stelle (i, ;). Insbesondere gilt pl(-;) = p;; und

pgg) =0 fiir i # j und = 1 fiir ¢ = j. Der néchste Satz bildet die Grundlage zum Rechnen

mit der Ubergangsmatrix M = (pij)ijes-

Satz 2: Seien n,k € N, seien Q1,Q2,...,Qk, R1, Ro, ..., R, nichtleere Teilmengen von S

und seien ¢ und j Elemente von S. Dann gilt

(a) P(Xn+k €Qp, ... y Xnt2 € QQ,Xn+1 S Qlan =4, X, 1€R, X, 20€Ry,...,Xp€E Rn)
= 2 j1eQu 252€Qs  +* 2oineQu PinnPingaPizds -+ Pik—vin

(b) P(Xn+k = j|Xn = i,Xn_l < Rl,Xn_Q € RQ, . ,X() < Rn) :pl(f)

Beweis: Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und der Addittionssatz ergeben
P(Xnirk €Qryo oy Xng2 € Q2, Xpnp1 € Q1| Xy =4, X 1 € R, Xy 2€Ry,...,. XoER,) = ¢
mit b= P(X,=14,Xn1€R1,....,X0 € Rn) =D, cr, Diver, -+ 2ui.er, P(Ao)
und a=P(Xp1k € Qky -, X2 € Q2, Xpy1 €Q1, X, =i, X1 € Ry,..., X0 € Ry)

- 2.71 €Q1 Z.7'26622 e Z]kEQk Zil €ER, ZiQERQ e Z’ineRn P(Ak)
wobei A, das Ereignis {X,1m = Jms---, Xnt1 = Jj1, Xn = 4, Xn_1 = i1,...,Xo = i, } fur

0 <m < kist. Aus (M1) und (M2) und der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit
P(An)

P(Ap,—1)

i zu verstehen ist. Daraus berechnet man P(Ay) = P(A0)PijsPj1js - - - Pix_1jr- S€tzt man das

oben ein, so folgt a =3, o, D i e, -+ 2jicon WPif Pirjs - - - Pjr_1ji- Damit ist (a) gezeigt.

folgt dann, dass p;,. 5. = P(Xntm = jm|Am—1) = fir 1 < m < k gilt, wobei jj als
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Setzt man Q = {j} und Q; = S fiir 1 <! < k—1 in die Formel aus (a) ein, dann erhélt man
P(Xn+k = j|Xn = i,Xn_l € Rl, .. .,Xo € Rn)
= P(Xn+k :j;Xn—l—k:—l € S,...,Xn_|_1 S S’Xn =i, Xp 1€ R,..., Xy GRn)

=3 D e M. o (k)
= 2.51€8 *+ 2uj_1€8 PijiPirjaPiags « - - Pjr—15 = Pij

Damit ist auch (b) gezeigt. 0

Bemerkung: Wegen Satz 2 (b) ist M* eine stochastische Matrix fiir k > 1. Die Ereignisse
Xntr = 7 fiir 5 € S sind disjunkt und ihre Vereinigung ist das Ereignis €2, das immer eintritt.

Es folgt Zjespgf) =2 jes P(Xntr = j|X, = i) = P(Q|X,, = i) = 1 aus dem Additionssatz.
Wir besprechen einige Beispiele, die wir dann in den nachsten Kapiteln behandeln werden.

Beispiel 1: Spieler A und Spieler B spielen wiederholt gegeneinander. Das Spielkapital der
beiden Spieler zu Beginn sei a € N und b € N. Spieler A gewinnt mit Wahrscheinlichkeit ¢
und Spieler B mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢q. Der Verlierer zahlt 1 an den Sieger.

Sei s = a + b das insgesamt im Spiel befindliche Kapital. Die Summe der Kapitalstinde
der beiden Spieler bleibt immer gleich s. Als Zustand X,, zum Zeitpunkt n wahlen wir das
Spielkapital des Spielers A nach dem n-ten Spiel. Der Zustandsraum S ist {0,1,2,..., s}, die
Menge aller moglichen Zustande.

Seien Y7, Y, ... unabhangige Zufallsvariable, die alle den Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit ¢ und
den Wert —1 mit Wahrscheinlichkeit 1 —g annehmen. Durch diese Zufallsvariablen werden die
Ausgange der aufeinanderfolgenden Spiele beschrieben. Es gilt X,, 11 = X,, + Y;,+1. Daraus
erkennt man, dass X, ;1 nur von X,, abhéngt, nicht aber von X, fiir k& < n. Deshalb ist (M1)
erfiillt. Man kann (M1) auch formal nachrechnen, wie wir es jetzt mit (M2) tun. Wegen der
Unabhéangigkeit von Y,, 11 und X,, erhalten wir

Pij = P(Xup1 = jI1 X, = i) = Dirln=0

P(X,=i)
P(Ypi1=j—1,Xn=i P(Yng1=§—1)P(Xn=i _
=7 }()gn:i) L= X +P(an):i)( ) = P(Yp41 =7 —1)

Somit ist p;; = ¢, wenn j =i+ 1, und p;; =1 — ¢, wenn j =7 — 1. Alle anderen ﬁbergénge
haben Wahrscheinlichkeit 0. In den Zustdnden 0 und s wird nicht mehr weitergespielt. Ist
man in so einem Zustand, so bleibt man dort. Wir setzen daher poo = 1 und po; = 0 fiir
J #0und pss = 1 und py; = 0 fiir j # s. Wir erhalten die S' x S-Ubergangsmatrix

1 0 0 0 ... 0 0 0 0

1—¢q 0 q 0 ... 0 0 0 0

0 1—q 0 q ... 0 0 0 0

M=| o
0 0 0 0 ... 1—g¢q 0 q O

0 0 0O 0 ... 0 1—q 0 ¢

0 0 0o 0 ... 0 0 0 1

Beispiel 2: Wir werfen wiederholt Miinzen, auf deren einer Seite 1 steht — das nennen wir
Erfolg — und auf deren anderer Seite 0 steht — das nennen wir Misserfolg. Wir beginnen mit
einer Miinze, fiir die 1 mit Wahrscheinlichkeit o und 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 —rg auftritt.
Bei Misserfolg werfen wir wieder dieselbe Miinze, bei Erfolg eine, fiir die 1 mit Wahrschein-
lichkeit 71 und 0 mit Wahrscheinlichkeit 1—r; auftritt. Nach k£ aufeinanderfolgenden Erfolgen
werfen wir eine Miinze, fiir die 1 mit Wahrscheinlichkeit r;, und 0 mit Wahrscheinlichkeit 1—ry,
auftritt. Nach einem Misserfolg beginnen wir wieder von vorne.
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Als Zustand X,, nach n Wiirfen wéhlen wir die Anzahl der zuletzt in Serie aufgetretenen
Erfolge, das heifit X,, = i, wenn der n — i-te Wurf kein Erfolg war, aber seither lauter Erfolge
aufgetreten sind. Der Zustandsraum S ist daher N = {0,1,2,...}. Ist X,, = i, dann erzielt
man im nachsten Wurf mit Wahrscheinlichkeit r; einen Erfolg, wobei dann X, 1 =i + 1 ist,
und mit Wahrscheinlichkeit 1 — r; einen Misserfolg, wobei dann X,, 11 = 0 ist. Also liegt eine
Markovkette vor mit p; ;41 = r; und p;o = 1 —r;. Fiir j ¢ {0,474 1} haben wir p;; = 0. Wir
erhalten die S x S-Ubergangsmatrix

1—T0 To 0 0 0 0 0
1=y 0 » 0 O 0 O
=79 0 0 77 0 0 O
M=|1=r 0 0 0 r5 0 0
l—=r, 0 0 O O 70 O
l—=rs 0 O O O 0 75

Beispiel 3: Wir beschreiben eine Warteschlange vor einem Sessellift, wo zu den Zeitpunkten
0,1,2,..., zum Beispiel jede volle Minute, eine Person abgefertigt wird. Fiir n > 1 sei
Z, die Anzahl der Personen, die im Zeitintervall [n — 1,n) eintrifft. Wir nehmen an, dass
diese Zufallsvariablen Z,, fiir verschiedene n voneinander unabhangig sind und alle die gleiche
Verteilung haben. Es gibt also w; > 0 mit Y~ w; = 1, sodass P(Z,, = 1) = w; fiir alle i > 0
und n > 1 gilt.
Als Zustand X, zum Zeitpunkt n wahlen wir die Anzahl der Personen in der Warteschlange
unmittelbar vor der Abfertigung, die zum Zeitpunkt n stattfindet. Der Zustandsraum S
besteht aus den moglichen Warteschlangenléngen, sodass S = N = {0,1,2,...} gilt. Ist
X, > 0,dann folgt X,,+1 = X,,—14+2,,41. Ist X,, =0, dann folgt X,,11 = X\, +Zp11 = Zp 41,
da ja in diesem Fall zum Zeitpunkt n keine Person abgefertigt wird. Daraus sieht man,
dass eine Markovkette vorliegt, da X,, 11 von X,,, nicht aber von X} fiir & < n abhangt.
Weiters gilt P(X,,41 = j|X, = 1) = P(Zy41 =j—i+1) = wj_it1, wenn ¢ > 0 ist, und
P(Xp41 = jlXn =0) = P(Z,41 = j) = w;. Daraus liest man p;; fir j > i — 1 ab. Fir
Jj <i—1gilt p;; = 0, da die Warteschlange nur durch die Abfertigungen kiirzer werden kann.
Wir erhalten die S x S—Ubergangsmatrix

Wo W1 W2 W3 W4 Ws

Wy w1 W2 W3 W4 Ws
Wp W1 W2 W3 W4
0 wy w1 W2 wWs
0 0 Wop W1 W3

<
I
oo o

Beispiel 4: In diesem Beispiel wird ein Urnenmodell behandelt, das einen physikalischen
Vorgang, ndmlich die Diffusion durch eine Wand, nachahmt.

Ein Behélter ist durch eine durchlassige Wand in zwei Teile A und B geteilt. In diesem
Behilter befinden sich s Kugeln (Molekiile eines Gases). Wir spielen folgendes Spiel: zu den
Zeitpunkten 1,2,3,... wird jeweils zufillig eine der s Kugeln gewahlt und in den anderen
Teil gelegt. Als Zustand X,, wahlen wir die Anzahl der Kugeln in A unmittelbar nach dem
n-ten Spielzug. Der Zustandsraum S ist also {0,1,2,...,s}.

Ist X,, = 0, dann sind alle Kugeln in B und im n + 1-ten Spielzug wird eine Kugel von B
in A gelegt, sodass X, 1 = 1 folgt. Daraus ergibt sich ppy = 1 und po; = 0 fir j # 1. Ist
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X, = s, dann sind alle Kugeln in A und im n 4 1-ten Spielzug wird eine Kugel von A in B
gelegt, sodass X, 11 = s — 1 folgt. Daraus ergibt sich p, s—1 =1 und pg; = 0 fiir j # s — 1.
Ist X, = i mit ¢ ¢ {0,s}, dann wird im n + 1-ten Spielzug mit Wahrscheinlichkeit % eine
Kugel von A in B gelegt und mit Wahrscheinlichkeit *—* eine Kugel von B in A. Also kann
Xy 4+1 nur die Werte ¢ — 1 und ¢ 4+ 1 annehmen, wobei p; ;1 = é und p; 41 = % gilt. Fir
j ¢ {i—1,i4 1} haben wir p;; = 0. Wir erhalten die S x S-Ubergangsmatrix

o1 0 0 ... 0 00
10 = 0 ... 0 00
0 2 0 =2 ... 0 00
M=1 . . : :
00 0 0 =1 0 1
00 0 0 0 10

2. Eintrittswahrscheinlichkeiten

Sei H C S. Als Eintrittswahrscheinlichkeit in die Menge H bezeichnet man die Wahrschein-
lichkeit, irgendwann einmal einen Zustand aus H zu erreichen. Fiir ¢ € S und n € N definieren
wir zuerst die Wahrscheinlichkeit gg}), von ¢ ausgehend nach n Schritten zum ersten Mal in

der Menge H zu sein.

Definition: Fiir i € 5\ H sei ¢\1) = P(X,, € H, X1 ¢ H,...,X; ¢ H|X, = i), wenn

n > 0 ist, und g§§} = 0. Fiir i € H sei ggz) =0, wenn n > 0 ist, und gg{) = 1.

Fiir n > 0 sei A,, das Ereignis {X,, € H,X,,_1 ¢ H,..., X1 ¢ H, X, ¢ H}. Man tiberpriift
leicht, dass gi(IT_lI) = P(A,|Xo = ) in allen in der Definition angefiihrten Fillen gilt. Da die
Ereignisse A,, disjunkt sind, und das Ereignis, zu irgendeinem Zeitpunkt in H zu sein, die
Vereinigung dieser Ereignisse ist, erhalten wir mit Hilfe des Additionssatzes

Definition: Fir ¢ € S und H C S gibt gig = Y .0y gﬁ?[) die Wahrscheinlichkeit an, von
1 ausgehend, irgendwann in H zu sein, also die Eintrittswahrscheinlichkeit in die Menge H.
Die durchschnittliche Wartezeit bis zum Eintritt in die Menge H bei Start in ¢ wird durch

Mg =Y ng,gz) definiert.

Wir beweisen zuerst eine Rekursionsformel fiir die Wahrscheinlichkeiten ggz).

Satz 3: Sei H C S undi € S\ H. Dann gilt ggz) = Zjespijgj('z_l) fiirn > 1.

Beweis: Wir behandeln zuerst den Fall n = 1. Mit Hilfe von Satz 2 (a) und der Definition
von ggz) erhalten wir gﬁ} =P(X1 € H|Xo=14)=);cygpij = Zjespijg](.(}}.
Sei jetzt n > 2. Mit Hilfe von Satz 2 (a) folgt

91(?1): Z Z sz‘jlpjljz---pjnfljn

= Z Pi, ( Z Z ijljz---pjnfljn)

leS\H jQES\H jn—IES\HjneH
_ (n—1) _ (n—1)
= g DPij19;, 5 = § Pij 95, g
Jj1€S\H J1€S

Die letzte Gleichung folgt, da n — 1 > 1 und daher gj(.?gl) = 0 fir j; € H gilt. 0
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Jetzt konnen wir Gleichungen fiir die Eintrittswahrscheinlichkeiten herleiten, die dann zu
ihrer Berechnung dienen.

Satz 4: Sei H C S. Die minimale nichtnegative Losung des Gleichungssystems
r; =1 wenn 1€ H und xi:Zpijxj wenn i € S\ H
jeSs
gibt die Eintrittswahrscheinlichkeiten g;r an.
Beweis: Ist ¢« € H, dann gilt g( ") — 0 fiir n > 1 und g( ) — = 1, sodass g;y = 1 folgt. Ist
i€ S\ H, dann gilt gZ(H) = 0 und daher ¢g;5 = anl gZ(H). Verwendet man Satz 3, so folgt

9iH = Z szgg(n = Zpij Zgj(?] Y= Zpijng

n=1j€eS jeSs n=1 jes
Damit ist gezeigt, dass durch g;y eine Losung des Gleichungssystems gegeben ist.
Sei jetzt x; mit ¢ € S irgendeine Losung des Gleichungssystems, die x; > 0 erfiillt. Fir ¢ € H
gilt dann z; = ;5 = 1. Firi € S\ H gilt x; = Zjespijxj = Zjerij +2j¢Hpij33j~ Setzt
man diese Gleichung in sich selbst ein, so folgt
T = sz’j + Zpij(z Pjk + Z PjkTr)
jEH j¢H keH k¢ H
=P(X) €H|Xo=1i)+P(Xo € H X, ¢ HIXo=4)+ Y pij > Pkt
j¢H  k¢H

Fiihrt man dieses wiederholte Einsetzen n — 1 Mal durch und lasst dann den letzten Sum-
manden weg, so erhalt man

,TiZP(XlGH‘X():?;)—l—P(XQEH,Xl¢H|X0=i)+---
~~—|—P(XnEH,Xn_1¢H,. X1¢H|X0:Z)

Wegen g(z) =PXn,€H Xn1¢H,...,X; ¢ HXo=1) und g( ) — 0 erhalten wir daraus

T >y ong) Da dies fiir alle n gilt, haben wir z; > Y >°_ gZ(H) = gin gezeigt. O

SchlieBlich untersuchen wir noch die durchschnittliche Wartezeit m; gy bis zum Eintritt in
eine Menge H bei Start im Zustand .

Satz 5: Sei H C S und g;5 = 1 fiir alle i € S. Dann gibt die minimale nichtnegative Losung
des Gleichungssystems
;=0 wenn 1€ H und x¢:Zpijxj+1 wenn i € S\ H
jeS
die durchschnittlichen Wartezeiten m;y an.
Beweis: Sei i ¢ H. Mit Hilfe von Satz 3 und Satz 4 folgt

mig = anzH - Z szj.g(n R Zpij Z(n_ 1 gj(?{ 2 "J’_me Zg(n %

n=1 j€S jes n=1 JeES n=1
= E DijMjH + E PijgiH = E PijMiH + gin = E pijmjim + 1
jES jJES jES j€S

Dass m;g = 0 fiir ¢ € H gilt, folgt direkt aus den Definitionen. Damit ist gezeigt, dass durch
m; g eine Losung des Gleichungssystems gegeben ist.

Sei jetzt x; mit © € S irgendeine Losung des Gleichungssystems, die x; > 0 erfiillt. Fir:i e H
gilt dann z; = m;g = 0. Flr i € S\H gilt x; = 1+Zj€Spijxj = 1+Zj§§Hpijxj7 da Tj = 0
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fiir j € H gilt. Setzt man diese Gleichung in sich selbst ein, so folgt
z; =1+ Zpij(l + Z pikTr) =1+ Zpij + Z Z PijPjkTk
J¢H k¢ H J¢H J¢H k¢ H
Setzt man die Gleichung noch ein zweites Mal ein, so erhalten wir

=1+ Z Dij + Z Z DijPjk + Z Z DijPjk Zpklfcl

jeH j¢H k¢ H j¢H k¢ H I¢H
=1+PX1 ¢ H|Xg=1i)+P(Xo ¢ H, X, ¢ H|Xo=1)+ Z Zpijpjk Zpklwl
j¢H k¢ H I¢H
Fihrt man dieses wiederholte Einsetzen n Mal durch und lasst dann den letzten Summanden
weg, so erhalt man

4+ PX,¢H X, 1¢H,.... X1 ¢ H|Xy=1)

Da das Ereignis {X,_1 ¢ H,...,X; ¢ H} die disjunkte Vereinigung der beiden Ereignisse
{X, ¢ H X, 1¢H,.... X1 ¢ Ht und {X,, € H, X,_1 ¢ H,..., X; ¢ H} ist, folgt aus dem
Additionssatz, dass

P(X,¢H X,_1¢H,. .. . X1¢HXo=1i)=P(X,_1 ¢ H,...,X1 ¢ HXo=1)—g\)
Beginnend mit P(X; ¢ H| Xy = 1) = 1 — g( ) erhalten wir durch wiederholtes Anwenden

dieser Gleichung, dass P(X; ¢ H,..., X1 ¢ H|Xo=1) =1 — g(l) s — gfg fir I > 1 gilt.
Setzt man das oben ein, so ergibt smh
21 2 nt=ngip —(n=1)gijy = —gi) = (n+D)(=gi — =915} )+l + 20051+ +nij)
Da g( ) 1. —|—g( m) < g;g <1 und daher 1 — ( ) — —gZ(H) > 0 gilt erhalten wir

T > g(l) + 29(2) et ngl(z)
Da dies fiir alle n gilt und 91(1} = 0 ist, haben wir z; > >/°, lgz(h), = m;y gezeigt. 0

Wir berechnen jetzt Eintrittswahrscheinlichkeiten fiir einige der in Kapitel 1 besprochenen
Beispiele. Wir beginnen mit Beispiel 1. Die beiden Spieler spielen solange, bis einer alles
verloren hat. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass das der Spieler A ist. Wir miissen
also g,y mit H = {0} berechnen. Aus Satz 4 erhalten wir das Gleichungssystem

zo=1 und x;=(1—-q)zi1+qrip firl <i<s—1
Dazu kdame auch noch die Gleichumg x, = x4, die wir jedoch gleich wieder weglassen. Um
dieses Gleichungssystem zu losen, setzen wir r = %. Es folgt x;41 — x; = r(z; — ;—1) und
daraus x@+1 —x; = ri(z1 — x0) fir 1 <7 <s—1. Summation tber ¢ von 0 bis j — 1 ergibt
T; = xo+ L (:cl—gco) =1-= r’ —cfiir 0 < j <s, wobei wir ¢ = 1 -z, gesetzt haben. Damit
haben wir die Losungen des Glelchungssystems gefunden. Diese Losungen z; sind monoton
in ¢ mit xyp = 1. Daher erhalten er d1e mlmmale mchtnegatlve Losung, wenn zg = 0 1st
Es folgt ¢ = 1__73;

Insbesondere gilt g,y = 5

, dann erhalt man z; = 1 — ;

. fuqu7é2undgaH—gfurq—2

Fir g = % berechnen wir die durchschnittliche Dauer des Spiels. Sie ist durch mggy mlt
H = {0, s} gegeben. Wir haben g,(o} = 5=t herechnet. Aus Symmetriegriinden gilt Gifsy =
Die Ereignisse “irgendwann nach 0 zu kommen und “irgendwann nach s zu kommen” smd
unvereinbar, da man die Zustande 0 und s nicht mehr verlassen kann, wenn man sie einmal
erreicht hat. Daher gilt g,z = gif0} + gi{s) = 1 fiir alle i € S. Wir konnen Satz 5 anwenden.
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Die Gleichungen aus Satz 5 sind

xo = 0, rs=0 und mi:%wi_1+%xi+1+1 fir 1<i<s-—1
Es folgt xj41 —x; = x; — xi—1 —2 fir 1 <i <s—1, woraus man x;41 — ; = 1 — To — 2%
und wegen zo = 0 auch x; = > 7_,(z1 —2i+2) = jz; —j(j — 1) fir 1 < j < s erhélt. Wegen
zs = 0 ergibt sich z7 = s — 1. Als einzige Losung erhélt man x; = j(s — j) fiir alle j € S.
Daher ist m;g = i(s — i). Insbesondere gilt m,py = ab.

Wir berechnen noch die Ruinwahrscheinlichkeit fiir den Spieler A, wenn sein Gegenspieler
unendlich reich ist. In diesem Fall ist S = {0,1,2,...} mit p; ;41 = ¢ und p; ;_1 = 1 — ¢ fiir
i > 1. Gesucht ist g,z mit H = {0}. Aus Satz 4 erhalten wir das Gleichungssystem

o = 1 und xT; = (1 — q)il?z'_l + qTi+1 fr 4 >1
Wir haben eine lineare Rekursion z;41 — %xi + %xi_l = 0 fur 4 > 1. Die Wurzeln der

quadratischen Gleichung a? — %a + %q = 0 sind 1 und %. Die Losungen der linearen
Rekursion sind z; = ¢; + cﬂ%)i fir g # % und z; = ¢ + ¢t fiir ¢ = %, wobei ¢; und ¢y
reelle Parameter sind. Beriicksichtigt man auch noch zy = 1, dann erhalt man als allgemeine
Losung obiger Gleichungen x; = 1 — ¢ + c(%)l fir ¢ # 2 und @; = 1+ ci fir ¢ = 1 mit

2, und z; = (%)i, wenn

¢ € R. Die minimale nichtnegative Losung ist z; = 1, wenn ¢ <
q > % Damit ist m;y = x; gefunden.

Als néachstes behandeln wir Beispiel 2. Wir berechnen, wie oft man eine Miinze durch-
schnittlich werfen muss, bis man k£ Mal hintereinander “Kopf” erhélt. Das ist Beispiel 2 mit
r; = % fir alle i. Gesucht ist moy mit H = {k,k+ 1,k + 2,...}. Wir lésen zuerst das

Gleichungssystem aus Satz 4.
xi:%wi+1+%xo fir 0<i<k—-1 und z;=1 fir i >k
Aus den ersten k& Gleichungen erhélt man der Reihe nach x1 = xg, o = ¢ und so weiter bis

xrr = xg. Wegen x; = 1 fiir ¢ > k folgt x; = 1, also gog = 1 fiir alle 7 € S. Wir konnen daher
Satz 5 anwenden. Die Gleichungen aus Satz 5 sind

T = 3T +3x0+1 fir 0<i<k—1 wund ;=0 fir i >k

Lost man diese der Reihe nach auf, so erhilt man x; = xg — 2t + 2 fiir 1 < i < k. Wegen
xy, = 0 folgt xo = 21 — 2. Damit ist moy berechnet.

3. Abgeschlossene Mengen

Teilmengen des Zustandsraums S, die man nicht mehr verlassen kann, sobald man sie
betreten hat, heilen abgeschlossen. Wir geben zuerst die Definition.

Definition: Eine Teilmenge @) von S heifit abgeschlossen, wenn fiir i € Q und j € S\ @ gilt,
dass p;; = 0 ist.

Diese Definition besagt, dass die Wahrscheinlichkeit, von einem Zustand in einer abge-
schlossenen Menge () in einen Zustand auflerhalb von @) zu gehen, gleich Null ist. Sei L die
Q x Q-Matrix, die man erhalt, wenn man die Ubergangsmatrix M auf die Menge Q ein-
schrinkt. Dann ist L wieder eine stochastische Matrix, da Y ;.o pij = > ;c5pij = 1 gilt.
Ordnet man die Menge S so, dass zuerst die Elemente von () kommen und dann die von S\ Q,
dann hat M die Form (L 0), wobei 0 eine @ x (S'\ @)-Matrix ist, fiir die alle Eintragungen

Uv
Null sind. Solche Matrizen und die zugehorigen Markovketten nennt man reduzibel.

Definition: Eine Markovkette heift irreduzibel, wenn ihr Zustandsraum keine echte abge-
schlossene Teilmenge enthalt.
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Um hohere Ubergangswahrscheinlichkeiten zu behandeln, fithren wir den Begriff der Erre-
ichbarkeit eines Zustandes ein.

Definition: Seien ¢ und j in S. Dann heift j von ¢ aus erreichbar, wenn ein n > 0 existiert

mit p( ") > 0. Wir schreiben dann i — J-

Satz 6: Sei ) eine abgeschlossene Teilmenge von S und L = (pij)ijeq die auf () einge-
schrankte Ubergangsmatrix M.

(a) Wennie @ und j ¢ @, dann pl(-;l) = 0 fiir alle n > 0, das heifit i — j gilt nicht.

(b) Fiirn >0 gilt L™ = (p\); jeq-

Beweis: Fiir n = 0 sind (a) und (b) trivial, da L° die Einheitsmatrix ist und p( ) =1 fiir
i =jund = 0 fiir ¢ # j gilt. Wir fiihren den Beweis mit Induktion. Seien (a) und (b) fiir

n = m schon gezeigt. Fiir ¢ € @) gilt dann p( m) _ 0, wenn k ¢ @, und daher

P =S ek = > pi g

kes keQ

Weil L™ = (pg;-n))i,jeQ ja nach Induktionsveraussetzung gilt, folgt aus dieser Gleichung
m+1 __ (m+1)
L = (pij
k€ @Qund j ¢ Q gilt, folgt aus dieser Gleichung p( mtl) 0, wenn i € Q und j ¢ @ ist.
Damit ist auch (a) fiir n = m + 1 gezeigt. 0

)ijeq, also (b) fiir n = m + 1. Da @ abgeschlossen ist, also px; = 0 fiir

Firi € Ssei E(i) = {k € S:i — k}. Der folgende Satz zeigt, dass E(i) die kleinste
abgeschlossene Teilmenge von S ist, die ¢ enthdlt. Wir nennen E(i) deshalb die von i erzeugte
abgeschlossene Teilmenge.

Satz 7: Seii € S.
(a) Dann ist E(i) abgeschlossen.
(b) Ist Q abgeschlossen und i € @), dann gilt auch E(i) C Q.

Beweis: Um (a) zu zeigen, sei j € F(i) und k ¢ E(i). Nach Definition von F(i) gilt p( " >0

fir ein n > 0. Ware pj; > 0, dann ware auch p(nﬂ) >les pgzn)plk > pgj )pjk > (0 und daher

k € E(i). Also gilt p;jr = 0, was die Abgeschlossenheit von E(i) beweist.

Um (b) zu zeigen, sei j € E(i). Wir miissen j € @ zeigen. Nach Definition von E(i) gilt
i — j. Da @ abgeschlossen ist und i in @ liegt, folgt j € @ aus Satz 6 (a). Somit ist E(i) C @
gezeigt. U

Definition: Eine Teilmenge () von S heifit minimal, wenn sie abgeschlossen ist und keine
echte abgeschlossene Teilmenge enthalt.

Satz 8: Sei (Q minimal und i,j € Q. Dann gilt i — j.

Beweis: Nach Satz 7 (b) gilt E(i) C Q, dai € @ ist. Nach Satz 7 (a) ist E(i) abgeschlossen.
Da @ minimal ist, muss F(i) = @ gelten. Da j € @ vorausgesetzt wird, folgt j € E(i), das
heifit ¢ — j. 0
Satz 9: Sei U minimal und V abgeschlossen. Dann gilt UNV = () oder U C V. Insbesondere
sind zwei minimale Teilmengen entweder identisch oder disjunkt.

Beweis: Angenommen es gilt U NV # (). Dann finden wir ein i € UNV. Aus Satz 7 (b)
folgt E(i) C U und E(i) C V. Da U minimal ist, folgt F(i) = U und wir erhalten U C V.
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Sind nun beide Teilmengen U und V minimal und U NV # (), dann muss sowohl U C V als
auch V' C U gelten, also U = V. 0

Wir kénnen alle minimalen Teilmengen finden, indem wir F(i) fiir alle i € S bestimmen
und unter diesen diejenigen auswéahlen, die keine echte abgeschlossene Teilmenge enthalten.
Fiir eine minimale Teilmenge @ gilt ja @ = E(j) fir jedes j € @, sodass wir alle finden.

Wir berechnen die von den einzelnen Zustanden erzeugten abgeschlossenen Teilmengen an
einem Beispiel.

Sei S = {a,b,c,d,e, f,g,h}. Die folgenden Eintragungen der Ubergangsmatrix seien po-
sitiv: Pacy Pag; Pbbs Pves Pcey Pchy Pday Pdds Peb; Pfds Pfes Pgas Pghy Phe- Alle anderen Eintragungen
der Ubergangsmatrix seien Null. Um zum Beispiel die Menge E (d) zu bestimmen, beginnt
man mit der Menge {d}. Im ersten Schritt fiigt man alle Elemente von S dazu, zu denen
es von d aus eine positive Ubergangswahrscheinlichkeit gibt und erhalt {d,a}. Tm néchsten
Schritt fiigt man alle Elemente von S dazu, zu denen es von den neu hinzugekommenen
Elementen (das ist in diesem Fall nur a) aus eine positive Ubergangswahrscheinlichkeit gibt.
Man erhélt {d,a,c,g}. Macht man das noch einmal, dann erhélt man {d,a,c,g,h}. Das
setzt man so lange fort, bis sich die Menge nicht mehr vergréBert. Damit hat man dann E(d)
bestimmt. Die zuletzt erhaltene Menge {d, a,c, g, h} ist auch schon die, die sich nicht mehr
vergrofert. Daher gilt F(d) = {d,a,c, g, h}.

Bestimmt man auf diese Art die von den Elementen von S erzeugten abgeschlossenen Teil-
mengen, so erhédlt man F(a) = E(g) = {a,c¢,g,h}, E(b) = E(e) = {b,e}, E(c) = E(h) =
{e,h}, E(d) ={a,c,d,g,h}, E(f) = {a,b,c,d,e, f,g,h}. Unter diesen suchen wir die mini-
malen Teilmengen. Wir finden {b, e} und {c, h}.

4. Klassifikation der Zustande

Die Zustande einer Markovkette konnen verschiedenes Verhalten beziiglich der Haufigkeit,
mit der sie auftreten, aufweisen. Es kann Zustande geben, in die man immer wieder zuriick-
kehrt, und solche, in die man immer seltener oder gar nicht mehr zuriickkehrt. Dieses unter-
schiedliche Verhalten wollen wir jetzt genauer untersuchen. Dazu miissen wir die Wahrschein-
lichkeiten, in einen Zustand zuriickzukehren, genauer definieren.

Definition: Firn > 1 und,j € S sei fi(f) =P(X,=7,Xn1#7J,.-..,X1 # j|Xog=1). Das
ist die Wahrscheinlichkeit, von ¢ ausgehend nach n Schritten zum ersten Mal in j zu sein. Fiir
1 = j ist es die Wahrscheinlichkeit, nach n Schritten zum ersten Mal nach ¢ zuriickzukehren.

Bemerkung: Wir kénnen fi(;l) auch durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten ausdriicken.

Aus Satz 2 (a) folgt fi(;l) = iy )+ Doin g PitaPivia - - - i, _1j- Daraus folgt fi(jm < pg}).

Es gibt auch einen Zusammenhang mit den Eintrittswahrscheinlichkeiten. Es gilt fi(;l) = gi?j)},

aber nur fiir ¢ # j.

Die Ereignisse {X,, = j, Xn-1 # J,..., X1 # j} sind fiir verschiedene n disjunkt. Da ihre
Vereinigung das Ereignis, irgendwann nach j zu kommen, darstellt, erhalten wir
Definition: Fiiri,j € Ssei fi; = > o0, fi(f). Das ist die Wahrscheinlichkeit, von ¢ ausgehend
irgendwann nach 7 zu kommen. Fir ¢ = j ist es die Wahrscheinlichkeit, irgendwann von

i ausgehend nach i zuriickzukehren. Weiters sei pu; = Y o nf (n),

N Das ist die mittlere
Riickkehrzeit nach 7 bei Start in 7.
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Eine entscheidende Rolle wird die folgende Rekursionsformel spielen.

Satz 10: Firn > 1 g1]tp =S f (k) (n "),

Beweis: Das Ereignis X,, = j wird in disjunkte Teilereignisse zerlegt: Fir 1 < k < n sei
A ={X, =7, Xk = J, Xp—1 # J,..., X1 # j}. Wir zerlegen also entsprechend dem ersten
Zeitpunkt k nach 0, zu dem der Zustand j erreicht wird. Weil die Ereignisse A disjunkt sind
und ihre Vereinigung das Ereignis X,, = j ist, erhalten wir mit dem Additionssatz

S P(AlXo = i) = P(X,, = j|Xo = i) = p|
k=1
Mit Hilfe von Satz 2 (a) und den Definitionen folgt jetzt

P(Ak|XO:Z):Z Z Z Z piilpiliz"'pik—ljpjik+1"'pin—lj

#j  k-17J k41€S  in—1€S

:Z Z piilpi1i2-~-pik_1j Z Z pjik+1"'pin—1j

i17£] ik 17] ig4+1E€S in—1€S
k k
f(j ) (n )
Setzt man das oben ein, so folgt p =31 fZ(Jk)pEZ k) , das gewiinschte Resultat. 0

Die im letzten Satz vorkommende Summe legt es nahe, erzeugende Funktionen zu verwen-
den. Sei also U;(t) = > 07 Opgln)t” Wegen 0 < p{™ < 1 konvergiert diese Reihe fiir lt] < 1.

27

Weiters sei V;(t) = >0 i(in)t”. Wegen Y 7 (n) = fii < 1 konvergiert diese Reihe fiir

n=1

|t| < 1. Satz 10 lésst sich in folgendes Resultat ubersetzen

Satz 11: Fir |t| <1 und i € S gilt U;(t) = 1_‘1/“).

Beweis: Aus der Formel fiir die Multiplikation von Potenzreihen und Satz 10 folgt

Ui(t)V, +1—Zt”2 G 1= 4l = Ui
n=1 n=1

Das ergibt die gewiinschte Glelchung. 0

In der Theorie der Markovketten st6ft man immer wieder auf das Problem, unendliche
Summen und Grenzwerte vertauschen zu miissen. Dazu braucht man entsprechende Satze
aus der Analysis. Zwei solche Satze werden jetzt fiir den spateren Gebrauch bewiesen. In
diesen Satzen kann ¢ durch ein Intervall in R oder durch N laufen und ¢ kann endlich oder
unendlich sein.

Satz A: Seien b(t) und a,(t) in RT, sodass b = lim;_,. b(t) und a,, = lim;_,.a,(t) fir alle
n € N existieren. Wenn Y~ a,(t) < b(t) fiir alle t gilt, dann gilt auch Y~ a, <b.

Beweis: Fiir jedes ng € N gilt >""° ja,(t) < b(t), da a,(t) > 0 ist. Durch Grenziibergang
t — c folgt Y 1% s a, <b. Da ng beliebig ist, folgt daraus Y - a, <b. 0

Satz B: Sei a,(t) € R, sodass a, = lim_,.a,(t) fiir alle n existiert. Wenn es d, € R*
mit Y " qdy, < oo und |a,(t)| < d, fiir alle t und alle n > 0 gibt, dann gilt >~ a, =

Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig. Wir wahlen ng so, dass Zzozno d, < 5 ist. Daraus folgt dann,
dass 320 an(t)] < 3000, dn < § fiir alle ¢ und alle m > ng gilt. Durch Grenzitbergang
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t — cerhalten wir 37" |a,| < § fiir alle m > ng. Insbesondere sind die Reihen Y77 a,(t)
und >°>7  ay, absolut konvergent. Dann konnen wir eine Umgebung U von ¢ so wahlen, dass
|an(t) — an| < 55— fiir t € U und 0 <n <ng — 1 gilt. Fir t € U und m > ng erhalten wir

no—1 m m
g g g
|n§:joan<> n§zjoan| < 2 fanl) —anl+ 3 fan®+ 3 el <mog g g =

Lésst man jetzt m gegen co gehen, so folgt daraus | Y~ an(t) =Y oo a,| < efirallet € U,
. oo . o0 . .
womit ) >~ g a, = limy_. Y~ an(t) gezeigt ist. O

Mit Hilfe dieser Satze aus der Analysis konnen wir jetzt folgenden Satz iiber die Riickkehr-
wahrscheinlichkeiten beweisen.

Satz 12: Seii € S. Dann gilt >~ Opgz) < oo genau dann, wenn f;; < 1 ist.
Beweis: Sei zuerst f;; < 1. Es gilt limyq Vi(¢) = limypq Yooy i(in)t” =5 i(in) = fu < L.

n=1

Das folgt aus Satz B mit d,, = f-(-n) und a,(t) = fi(in)t” fir t € (0,1). Aus Satz 11 erhalten

7

wir limyqq U;(t) = 1_1f“_ = b. Da t +— U;(t) monoton wachsend ist, folgt U;(t) < b fiir alle
€ (0,1). Satz A mit a,(t) = p; Jgm ergibt dann 7 p“) <b< o0.

Um die andere Richtung zu zeigen, sei > Opgf) = b < 0o. Aus Satz B mit d,, = pgf’) nd
an(t) = pg?’)t” den wir wegen |p( )t”| < p(n) und >0 Opgf) < oo anwenden konnen, folgt
limyg Uy (8) = Y00 Opgl) = b. Aus Satz 11 erhalten wir, dass V;(t) = UU(t()t;l gilt. Daraus
ergibt sich dann f;; = limyq V() = 252 < 1. 0

Jetzt geben wir die Definitionen fiir die Klassifikation der Zustande einer Markovkette.

Definition: Sei i € S. Der Zustand ¢ heifit transient, wenn Y _ Opz(zn ) < % gilt. Er heif}t

rekurrent, wenn Zn Op( ")~ gilt. Ein rekurrenter Zustand heif3t nullrekurrent, wenn

(%)
lim,, o0 pgi " = gilt, und sonst positiv rekurrent.

Mit Hilfe von Satz 12 kann man diese Definition besser verstehen. Aus diesem Satz folgt,
dass der Zustand ¢ genau dann transient ist, wenn die Wahrscheinlichkeit f;; fiir eine Riickkehr
nach ¢ bei Start in 7 kleiner als 1 ist, und dass 7 genau dann rekurrent ist, wenn die Wahrschein-
lichkeit f;; fiir eine Riickkehr nach ¢ bei Start in ¢ gleich 1 ist. So erkléren sich auch die Namen
rekurrent (die Riickkehr ist sicher) und transient (die Riickkehr ist nicht sicher).

Als néchstes untersuchen wir, wie Rekurrenz und Transienz verschiedener Zustédnde von-
einander abhangen. Der Zustand j heifit vom Zustand ¢ aus erreichbar, wenn ein n > 0

existiert mit pg) > (0. Wir haben dafiir die Schreibweise ¢ — j eingefiihrt.
Satz 13: Seien ¢ und j in S. Wenn sowohl i — j als auch j — i gilt, dann sind ¢ und j beide

positiv rekurrent, beide nullrekurrent oder beide transient.
(u)

ij

(v)

Beweis: Da sowohl ¢ — j als auch j — ¢ gilt, existieren u und v mit p;;* > 0 und p;;” > 0.

Sei a = pgj )pgf) > 0. Fiir alle n > 1 gilt

P 2SS 000 5 0 (00 ()
keS les

Analog zeigt man p(v+n+“) > ap(n) fiir n > 1. Also ist Y o Ong) =0y OPE?) = 00.

Ebenso gilt lim,, p( "0 e lim,, s oo p( ™) — 0 und P Opfln) < o0&y 0p§7;) < 00.

Mit Hilfe der Definitionen folgt daraus das gewunschte Resultat.
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Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass wir alle minimalen Teilmengen einer Markov-
kette finden kénnen und dass diese paarweise disjunkt sind (siehe Satz 9). Aus Satz 8 und
Satz 13 folgt, dass alle Elemente einer minimalen Teilmenge vom selben Typ sind. Wir konnen
die minimalen Teilmengen also einteilen in positiv rekurrente Teilmengen, deren Zustande alle
positiv rekurrent sind, in nullrekurrente Teilmengen, deren Zustande alle nullrekurrent sind,
und in transiente Teilmengen, deren Zustande alle transient sind. Der nachste Satz behandelt
die Zustande, die zu keiner minimalen Teilmenge gehoren.

Satz 14: Sei¢ € S ein Zustand.
(a) Ist i rekurrent und j € S\ {i} mit i — j, dann gilt f;; = 1.
(b) Ist i in keiner minimalen Teilmenge, dann ist i transient.

Beweis: Sei zuerst j € S\ {i} ein Zustand, fiir den pfj)
Wegen ¢ # j muss n > 1 gelten. Wegen pz(.?) =D ieS  2ain_re§ PiirPiyiy - - - Pin_1j > 0 gibt

> 0 fiir ein n und f;; < 1 gilt.

es i1,%2,...,ip—1 €9, fiir die p;, >0, pss, >0, ..., p;, 5 > 0 gilt. Wir konnen annehmen,
dass i,, # i fiir 1 <m < n — 1 gilt. Ansonsten finden wir ein maximales m > 1 mit i,, = i
und wir konnen %y, 41,...,%,—1 statt ¢1,...,4,—1 wahlen.

Sei A das Ereignis {X; =i fiir ein [ > 1}, sodass P(A|Xo = 7) = fi; gilt. Sei B das Ereignis
{X1 =i1,...,Xn—1 = in_1,Xn = j}, sodass P(B|Xg = i) = pii,Diyiy - - - Pin_j > 0 gilt.
Weiters sei Cy, = BNA{Xp41 #0y.. ., Xopm—1 # 1, Xpam =1} fir m > 1. Wegen i, # i fir
1 <j<n-—1ist BN A die disjunkte Vereinigung der Ereignisse C,, fir m > 1. Aus dem
Additionssatz folgt P(BNA|Xg=1i) =) _, P(Cy,|Xo =1). Wegen Satz 2 (a) erhalten wir

m=1

P(Cm|X0 = Z) = Z ce Z Diiq - - .pini1]']9‘7'1431}?].31k2 e Pkp_1i
kl#i km—lii
= Diis - Pin1j o D PikiPhiks - Pho_yi = P(B|Xo = i)f;;n)
k14 km—171
Setzt man oben ein, so folgt P(BNA|Xy = i) = P(B|Xo = i) Yoe_, fi") = P(B|Xo = i) f;u.
Daraus erhalten wir dann
P(B\ A|Xy = i) = P(B|Xo = i) — P(BNA|Xo =1i) = P(B|Xo = i)(1 — f;;) >0
Nun gilt 1 > P(AUB| Xy =1) = P(A|Xo =1)+ P(B\ A|Xo =1i) = fi + P(B\ A| Xy = 1),
sodass f;; < 1 folgt.
(n)

Fiir einen Zustand j € S\ {i}, fiir den p;;” > 0 fiir ein n > 0 und f;; < 1 gilt, haben wir

fii < 1 gezeigt. Daraus folgt sofort (a), da fiir ein rekurrentes i ja f;; = 1 gelten muss.

Aus der Voraussetzung in (b) folgt, dass die wegen Satz 7 (a) abgeschlossene Menge E(7)
nicht minimal ist, sonst ware ¢ ja in einer minimalen Teilmenge. Es gibt also eine echte
abgeschlossene Teilmenge @ von E(i) mit ¢ ¢ Q) (sonst wire E(i) C @ wegen Satz 7 (b)).

Wir wahlen j € @ beliebig. Wegen j € E(i) folgt pl(;) > ( fiir ein n. Da @) abgeschlossen ist

und i ¢ @ folgt pgzn) = 0 fiir alle m aus Satz 6 (a). Wegen 0 < fj(zn) < p%n) folgt fj(lm) =0
fir alle m und daraus f;; = 0. Aus obigem Resultat folgt dann f;; < 1, womit die Transienz
von i bewiesen ist. 0

Sei T' C S die Menge aller transienten Zustédnde, sodass S \ T alle rekurrenten Zustédnde
enthélt. In 7" sind alle i € S enthalten, die in keiner minimalen Teilmenge liegen (Satz 14 (b))
und alle minimalen Teilmengen, die aus transienten Zustdnden bestehen. Die Menge S \ T
zerfallt in paarweise disjunkte minimale Teilmengen Rq, Rs, ..., von denen jede entweder aus
lauter positiv rekurrenten Zustanden oder aus lauter nullrekurrenten Zustanden besteht.
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Um zu zeigen, dass minimale Teilmengen sowohl aus transienten, aus positiv rekurrenten,
als auch aus nullrekurrenten Zustanden bestehen konnen, untersuchen wir Beispiel 2. Der
Zustandsraum S ist {0,1,2,...}. Wir nehmen an, dass 0 < r; < 1 fiir alle j gilt. Man priift
leicht nach, dass E(i) = S fiir alle i € S gilt. Daher ist S selbst eine minimale Teilmenge. Es
geniigt daher festzustellen, ob der Zustand 0 transient, nullrekurrent oder positiv rekurrent
ist. Es folgt dann, dass alle Zustdnde vom selben Typ sind wie der Zustand 0.

Wir suchen fég ) Es gibt nur eine Mo6glichkeit, von 0 ausgehend nach n Schritten zum ersten

Mal nach 0 zuriickzukehren, namlich die Zustande 0,1,2,...,n — 1,0 zu durchlaufen. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir ist rory ... 7,—2(1—r,—1). Somit gilt fég) =ror1...Th—2(l—7n_1).
Es folgt anill ég) =1—7rgri...7rym. Wir setzen a = lim,,, s 7971 - . . 7. Dieser Grenzwert
existiert, da die Folge wegen 0 < r; < 1 monoton fallend ist. Es folgt fopo = 1 — a. Der
Zustand 0 ist transient genau dann, wenn fyo < 1, das heiffit wenn o > 0 gilt. Er ist rekurrent

genau dann, wenn fpg = 1, das heif3t wenn o = 0 gilt. Die mittlere Riickkehrzeit nach 0 bei

Start in 0 ist g = > o _ n ég ). Wir werden spater zeigen, dass ein rekurrenter Zustand

genau dann positiv rekurrent ist, wenn seine mittlere Riickkehrzeit endlich ist.
Wir haben folgendes Ergebnis. Wenn « > 0 gilt, sind alle Zustande transient. Wenn o« = 0

und po = oo gilt, sind alle Zustande nullrekurrent. Wenn o = 0 und pp < oo gilt, sind alle
25%45+2 _ (j+2)(25+1)
SR (;+1)(2;+3)’ dann ist

. Gilt ry = ]12’ dann ist & = 0 und g = oo. Gilt r; = %, dann ist a = 0 und pgp < oo.

Zustéinde positiv rekurrent. Alle Falle treten auf. Gilt r; =

5. Periodisches Verhalten

Es kann vorkommen, dass man in einen Zustand nur zu Zeitpunkten zuriickkehren kann, die
ein Vielfaches einer ganzen Zahl > 1 sind. Diese Zahl nennt man die Periode des Zustandes.

Definition: Seii € S. Der grofite gemeinsame Teiler d; von {n > 1: p(") > 0} heifit Periode
des Zustands .

Hat ¢ € S die Periode d;, dann gilt p( ") 0, wenn n kein Vielfaches von d; ist. Wir
untersuchen das periodische Verhalten einer minimalen Teilmenge.

Satz 15: Sei () eine minimale Teilmenge von S. Dann haben alle Zustdnde in () dieselbe
Periode d. Weiters lasst sich () in paarweise disjunkte Teilmengen (o, Q1, . ..,Qq—1 zerlegen,

die folgende Eigenschaft haben. Ist i € @), und p( RSN 0, dann gilt j € Qy4n—14, wobei | so
gewahlt ist, dass 0 < r+n —Id < d—1 gilt.

BeweiS' Wir konstruieren zuerst die Zerlegung von (). Sei k € @) beliebig und d = dj. Sei
={jeq: p(T+Md) 0 fiir ein m > 0} fiir 0 <r < d — 1. Wir zeigen, dass diese Mengen

eine Zerlegung von () bilden.

Sei j € Q beliebig. Da @) eine minimale Teilmenge ist, existiert nach Satz 8 ein n > 0 mit

p,(w) > 0. Es gibt einr € {0,1,...,d— 1} und ein m > 0 mit n = r + md. Also liegt j in Q,

und Q = U 0 L Q, ist gezeigt.

Sei 7 € QN Q. Dann gibt es ein [ > 0 und ein m > 0 mit p(THd) > (0 und p(5+md) > 0. Da

() eine minimale Teilmenge ist, existiert nach Satz 8 ein n > 0 mit pg k) > (0. Wir erhalten

p,&?ldJFn) = ZuGS p,&?ld)pﬁ) > p,(g_ld) (n) > 0 und analog p(8+md+n) > 0. Da k die Periode
d hat, sind r + ld + n und s + md + n durch d teilbar, daher auch r — s. Es gilt aber
0<r<d-—1und 0 < s <d-—1sodass r = s folgt. Damit ist gezeigt, dass die Mengen
Qo,Q1,...,Qq—1 disjunkt sind.
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(n)

Sei ¢ € @, und p;;”° > 0. Aus der Definition von @), folgt die Existenz eines m > 0 mit

p;;fmd) > 0. Wir erhalten p(r+md+”) Zuesp/i:jmd)pfz) > pl(;;’Lmd)pE?) > 0. Das aber

heift, dass j € Q1n—1q ist, WObel [ so gewahlt wird, dass 0 <r+n—1d <d—1 gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass alle Elemente von @) dieselbe Periode haben. Wire das nicht der
Fall dann konnte man k und j in @ finden mit d > d;. Fiir diesen Zustand £ bilden wir
die Mengen Qg, Q1,...,Qq_1 wie oben, wobei d = dj ist. Da diese Mengen eine Zerlegung
von () bilden, gibt es genau ein @), mit 7 € Q,. Ist jetzt p(n) > (0, dann gibt es, wie oben
bewiesen, ein [ mit j € Q,1,_1q- Es muss alsor =r+n—1d gelten. Wir haben gezeigt, dass
alle n, fir die pg-?) > 0 gilt, durch d teilbar sind. Daher ist auch d; durch d = d;, teilbar und
dy, > d; ist unmoglich. 0

Satz 15 besagt, dass die disjunkten Mengen Qo, @1, ..., Q4—1 periodisch durchlaufen wer-
den. Befindet man sich in einem Zustand der Menge ,-, so kann man im néchsten Schritt
mit positiver Wahrscheinlichkeit nur in einen Zustand der Menge ),41 ibergehen, wobei Q4
mit Qo gleichzusetzen ist. Im néachsten Kapitel wird folgender Begriff niitzlich sein.

Definition: Sei () eine minimale Teilmenge von S, deren Elemente alle Periode d haben.
Seien Qg, Q1, ..., Q41 die Mengen aus Satz 15. Seien i und j beliebige Zustande in ). Nach
Satz 15 gibt es eindeutige » und s mit ¢+ € @, und j € Qs. Sei ¢ = s —r fiir s > r und
q=s—r+d fir s <r. Wir nennen ¢ den Periodenabstand von ¢ nach j.

Die letzte Aussage von Satz 15 kann man jetzt so formulieren: Ist ¢ der Periodenabstand
von 7 nach j, dann gilt p( ") — 0, wenn n ¢ {qg+ md: m > 0}.

6. Langzeitverhalten

Durch P(X,, = j|Xo =1) = pgj) ist die Wahrscheinlichkeit gegeben, bei Start im Zustand
¢ nach n Schritten im Zustand j zu sein. Wir wollen herausfinden, wie sich diese Wahrschein-
lichkeiten fiir n — oo verhalten.

Satz 16: Sei i € S beliebig und j € S ein transienter oder nullrekurrenter Zustand. Dann
gilt lim,, oo pgl) = 0.

(n) _

Beweis: Wir erhalten lim,,_, o pj; = 0 direkt aus den Definitionen von nullrekurrent und

von transient. Aus Satz 10 folgt p(n) Se o f (m)pg-?*m) fir n > 1. Wir verwenden Satz B

mit a,,(n) = fz(;n)pgz1 ™ fiir m < n und am(n) = 0 fir m > n und mit d,, = fz.(;n), Es gilt

lam(n)| = (m) (n m < f(m) =dmund > dy = fij < 1. Da ay, = limy o0 ap(n) =0

fij <
gilt, erhalten wir hmn_>oo p(n) = i am=0. 0

Um positiv rekurrente Zustédnde zu behandeln, miissen wir den Begriff eines stationédren
Vektors einfiihren.

Definition: Sei () eine minimale Teilmenge von S. Ein Vektor v = (v;);eq mit v; > 0 fiir
alle ¢ und ;.5 v; = 1 heiit stationdrer Vektor fiir die Teilmenge @, wenn ;o vipi; = v;
fiir alle 5 € Q gilt.

Man verwendet die Bezeichnung stationar, um auszudriicken, dass sich etwas nicht mit der
Zeit andert. Ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X,, durch einen stationaren Vektor v
auf @) gegeben ist, das heifit P(X,, =) = v; firi € Q und = 0 fir i € S\ Q, dann folgt
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P(Xny1=7J) = Xies P(Xnt1 = j|Xn =) P(Xyy = i) = 32,0 Pijvi; also P(Xpq1 =j) = v;
fir j € Q und = 0 fir j € S\ Q, weil @ abgeschlossen ist. Somit ist die Wahrschein-
lichkeitsverteilung von X,,4+1 ebenfalls durch den stationidren Vektor v gegeben.

Wir benotigen noch einen Satz aus der Analysis.

Satz C (Diskreter Erneuerungssatz): Sei (a,)n>1 eine Folge in R, sodass > " a, =1 und
ggT{n >1:a, >0} =1. Sei ug = 1 und u,, = a1up_1 + a2Up_o + -+ + ayug fiir n > 1.
Dann gilt lim,, oo U, = é mit a = 2?21 na,, wobei o auch oo sein darf.

Beweis: Wir teilen den Beweis in sechs Schritte:
(i) Es gilt u, > 0 fiir n > 0 und uy = 1. Ist u, < 1 fiir alle n < m gezeigt, dann folgt
Uy < 25:1 a, < 1. Dieser Induktionsbeweis zeigt, dass 0 < u,, < 1 fiir alle n gilt.
(ii) Sei 1, = Y o, 41 Gk, sodass & = > > (7. Wegen a, = 71 — 7, und 79 = 1 folgt
> o ThUn—k = ZZ;& TkUn—k—1 fir alle n und daher >}, ripu,—x = rouo = 1 fiir alle n.
(iii) Sei A = limsup,,_, o u, € [0, 1]. Also gilt limy_,oc up, = A fiir eine Teilfolge (ng)r>1 und
zu jedem € > 0 gibt es ein n. mit u,, < A + ¢ fiir alle n > n.. Wir zeigen limy_, o0 Up, —j = A
fir alle j mit a; > 0. Angenommen, das gilt nicht. Dann existiert ein A < A, sodass fiir
e=1a;(A— A) und unendlich viele m sowohl u,, _; < A als auch u,, > A — ¢ gilt. Sei N > j
so grof}, dass ry < €. Ist m wie oben und zusétzlich noch m > N + n. dann erhalten wir
unter Beniitzung von u, <1
Up < Q1Upm—1 + QU2 + -+ aNUR N + €

<(ar+---+aj_1+aj1+-+any)(A+e)+ajA+e

< (1—aj)(>\—|—€)—|—aj5\+5§ )\—1—25—@]-()\—5\) =\—2
Das ist ein Widerspruch zu u,, > A —e. Also haben wir limy_,o Uy, —; = \ gezeigt.
(iv) Wenn a; > 0 gilt, kénnen wir den Beweis in (iii) auch auf die Teilfolge (ny —j)r>1 anwen-
den und erhalten limy_, o 4y, —2; = A. Wiederholt man das, so erhalt man limy o0 Upn, —1; = A
fir alle Il € N und alle j mit a; > 0. Ebenso folgt limy_,oc Un, —1,j, 155, = A, Wwenn a;, > 0
und aj, > 0 gelten. Nun gibt es ji, j2, ..., jp mit a;, > 0, deren grofiter gemeinsamer Teiler 1
ist. Es gibt ein M, sodass fiir jedes m > M natiirliche Zahlen [y,1s,...,1, existieren mit
m = 171 + laj2 + - -+ + 1, jp. Deshalb folgt wie oben, dass limy_,oc Up, —m = A, wenn m > M
gilt. Sei jetzt K beliebig. Wenn n; > K + M, dann folgt aus (ii), dass ZiK:o Tillpy—M—i < 1
gilt. Fir k — oo folgt daraus, dass )‘ZiK:O r; < 1. Da K beliebig war, erhalten wir A\av < 1,
also A < é Das heif3t limsup,, , . un < é
(v) Sei jetzt A = liminf,,_, o u, € [0,1]. Wir gehen wie in (iii) vor. Fiir eine Teilfolge (ng)g>1
gilt limg_, o0 up, = A und zu jedem € > 0 gibt es ein n. mit u, > A — ¢ fiir alle n > n..
Wir zeigen limj_,oc Up, —; = A fiir alle j mit a; > 0. Angenommen, das gilt nicht. Dann
existiert ein \ > )\, sodass fiir e = % é:‘_;\’\) und unendlich viele m sowohl u,,—; > A als auch
Uy < A+ € gilt. Sei N > j so gewahlt, dass ry < € gilt. Ist m wie oben und zusétzlich noch
m > N + n. dann erhalten wir unter Beniitzung von u,, > 0

U 2 A1Um—1 + A2Um—2 + -+ ANUR-N
> (a1 + -+ aj_1+ a1+ +an)(A—e) +azA
>(1—a;—e)A—¢e)Fajd>A—ec—Ae+a;(A—N)
= A+ 2¢

Das ist ein Widerspruch zu u,, < A +¢. Also haben wir limy_,oc Uy, —j = \ gezeigt.
(vi) Genauso wie in (iv) mit Hilfe von (iii) wird jetzt mit Hilfe von (v) gezeigt, dass ein M
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existiert mit limg_o0 Up—m = A flir m > M. Sei jetzt K so grof}, dass rx < € gilt. Wenn
ny > K+ M, dann folgt aus (ii), dass ZZK:O Tiln, —nM—i+€ > 1 gilt. Fiir k — oo folgt daraus,
dass A\ Zfio ri +e>1,also Aa+¢e > 1 gilt. Da € > 0 beliebig war, erhalten wir A < é Das
heifit liminf,, o u, > é 0

Jetzt konnen wir rekurrente Zustande behandeln.

Satz 17: Seii € S rekurrent mit Periode d. Sei p; = > o, nf( ") die mittlere Riickkehrzeit

nach @ bei Start in ¢. Dann gilt lim,, p(md) i. Insbesondere gilt p; = oo, wenn 1

nullrekurrent ist, und p; < co, wenn ¢ positiv rekurrent ist.

Beweis: Sei u,, = pgnd) und a,, = f(md). Wegen " =0 fir r ¢ {md : m > 0}, was

aus der Definition der Periode folgt, und wegen 0 < f: (r) < pgz) erhalten wir f( Y = 0 fiir
r & {md:m > 0}. Aus Satz 10 ergibt sich dann

md m m
=pi" Y =3P = 3T P =3 g
n=1 =1 =1

Weiters erhalten wir ggT{m : u,, > 0} = 1, da ja ggT{n : pgl) > 0} = d ist.

Wir priifen die Voraussetzungen von Satz C nach. Es gilt > >°_ ay, = > 00| fil (n) — = fii=1,
da i rekurrent ist, und ug = pgg) = 1. Sei ¢ = ggT{m : a,, > 0}. Um ¢ = 1 zu zeigen, nehmen
wir ¢ > 1 an. Dann gilt a,, = 0, wenn m nicht durch c teilbar ist. Es folgt u; = a;ug = 0. Um
eine Induktion durchzufithren, nehmen wir an, dass u; = 0 fiir alle [ kleiner als m, die keine
Vielfachen von ¢ sind, gezeigt ist. Es gilt uy,, = >, @jtm—;. Wenn m nicht durch c teilbar
ist, dann ist entweder [ oder m — [ nicht durch ¢ teilbar, und es folgt u,, = 0. Wir haben
also gezeigt, dass u,, = 0 gilt fiir alle m, die keine Vielfachen von ¢ sind, ein Widerspruch zu
ggT{m : u, >0} =1. Also gilt ¢ = 1.

(md)

Wir konnen Satz C anwenden und erhalten, dass lim,, ;oo p;; = iy 00 U, = é gilt mit

o= ma, = Z f(md) =>. df(n) = & Dabei darf a auch oo sein. Damit
(md) _

ist limy,— 00 Dy; gezelgt

Nun ist der rekurrente Zustand 7 genau dann nullrekurrent, wenn lim, .. p( QI gilt.

Wegen p( ") = 0 fiir 7 ¢ {md : m > 0} ist das genau dann der Fall, wenn p; = oo ist. Damit
ist auch die letzte Aussage gezeigt. 0

Satz 18: Sei R eine positiv rekurrente minimale Teilmenge, deren Elemente alle Periode d
haben. Dann gibt es genau einen stationdren Vektor (m;);cr fiir die Menge R. Seien i und

j in R und q der Periodenabstand von i nach j. Dann gilt lim,,_, p(q+md) = drnj. Fir
n¢{qg+md: m>0}g1]tp( ) =0.
Beweis: Fiir 1 € R sei m; = i Wegen Satz 17 folgt m; > 0 und lim,, .. p(md) = dm;.

Seien ¢ und j in R und ¢ der Periodenabstand von i nach j. Aus Satz 15 folgt p( ") = 0 fiir
n ¢ {q+md:m > 0}. Das ist auch die letzte Aussage des Satzes. Wegen 0 < f(") < p(n)
folgt daraus fz-(jn) =0 fir n ¢ {g+md : m > 0}. Mit Hilfe von Satz 10 folgt jetzt (wobei
fi(](-)) = 0 gesetzt wird)

g+md

(g+md) _ (n) (q-l-md n) _ (q-l-ld) (md ld)
P > fy S
n=1 =0



Markovketten mit diskreter Zeit 19

Da limy, o0 V7Y = diry, da | fUT VP TIY] < p D und da Y0 £ < 1 gilt, folgt
(g+md) _ (g+1d) (n) g _ ¢ g
lim p;] lX%f dr; Zlf drj = fijdn;

mit Hilfe von Satz B genauso wie im Beweis von Satz 16. Da ¢ und j in der minimalen
Teilmenge R liegen, folgt j — 4 aus Satz 8. Da j auch rekurrent ist, folgt f;; = 1 aus

Satz 14 (a). Wir haben daher
(g+md) _

lim p;; = dr;
m—r 00
Damit ist die Konvergenzaussage gezeigt.
Wir zeigen, dass m = (m;);er der einzige stationédre Vektor fiir R ist. Sei Qo, @1, ..., Qd—1
die oben in Satz 15 gefundene Zerlegung der minimalen Teilmenge R. Fiir 0 < r < d — 1, fiir
k € Qr und fiir m > 0 gilt 3", pgjnd) < Zjespz(gd) = 1. Aus Satz A erhalten wir dann
> jeo, dmj < 1. Summiert man iiber 7 von 0 bis d — 1, dann ergibt sich >, pm; < 1.

Sei 0 < r <d—1 und seien k und j in Q,, sodass lim,, p(md) =dm; gilt. Ist i € Q1

(wobei Q_1 = Q4-1), dann ist der Periodenabstand von k nach i gleich d — 1 und wir haben
d— d— d— d
lim,,, 00 p(m D _ drm;. Daraus und aus ZieQ _lpgﬂT 1)plj < Zlesp,(;? 1)p” p,(;;z )
folgt jetzt wie oben ZieQr,l mipij < ;. Dap;; =0fir j € Q, und i ¢ Q,_1 gilt, haben wir
Y icr Mibij < m; fiir alle j € R gezeigt. Wére ), mip;; < m; fiir ein j € R, dann hétten wir
DierTi > Dojer 2oicr Tilij = D_icp Ti D jer Pij = Dicp Ti- Wegen der Abgeschlossenheit
von R ist ja > jerPij = 1. Dieser Widerspruch beweist, dass ) ;. mipi; = m; fiir alle j € R
gilt.
Sei v = (v;)ier ein beliebiger Vektor mit v; > 0 und }_, pv; < 1, sodassuzieR ViPij = Vj
fir alle j € R gilt. Ist L = (p;j)i,jer die auf die Menge R eingeschrénkte Ubergangsmatrix,
dann gilt vL = v und daher auch vL™ = v fiir alle n > 1. Wegen Satz 6 (b) erhalten wir

Vi =D ich Ungj) firalle j e R. Sei0 <r,s <d—1und j € Q,. Dann ist p(r stmd) _ 0 fiir
i ¢ Qs und m > 1. Es folgt

d d ..
— Zvl g stmd) _ Z vlpg stmd) _, Z vidmj fir m — oo
i€ER 1€EQs 1€Qs

aus Satz B mit a;(m) = vsz stmd) nd d; = v;, da p (T s+md) <1, > cpvi <1 und

lim,, o0 a;(m) = v;dm; gilt. Also haben wir v; = Zzer v;dm; gezeigt. Summation iiber
s von 0 bis d — 1 ergibt v; = m; >, pv; fiir alle j € R. Setzt man v = 7, so erhdlt man
Zie r ™ = 1 und der Beweis, dass 7 ein stationarer Vektor ist, ist vollstandig. Wahlt man fiir
v einen beliebigen stationéren Vektor, so folgt v; = m; >, pv; = m;. Also ist 7 der einzige
stationare Vektor. 0

Damit haben wir die notwendigen Resultate, um eine Markovkette zu untersuchen. Eine
wichtige Rolle spielen die minimalen Teilmengen. Startet man in einem Zustand i, der in
keiner minimalen Teilmenge liegt, dann ist die Wahrscheinlichkeit, irgendwann eine mini-
male Teilmenge () zu betreten, durch die Eintrittswahrscheinlichkeit g;o gegeben. Hat man
eine minimale Teilmenge betreten, so kann man sie nicht mehr verlassen. Nach Satz 13 un-
terscheiden wir transiente, nullrekurrente und positiv rekurrente minimale Teilmengen. Es
gibt zwei Moglichkeiten. Entweder man betritt irgenwann eine positiv rekurrente minimale
Teilmenge und bleibt dann dort, oder es werden immer nur transiente und nullrekurrente
Zustande angenommen, was dadurch passieren kann, dass man nie eine minimale Teilmenge
betritt oder die betretene minimale Teilmenge nullrekurrent oder transient ist.
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Nach Satz 16 werden transiente und nullrekurrente Zustdnde mit fortschreitender Zeit
immer seltener besucht. Treten nur transiente und nullrekurrente Zustédnde auf, dann lauft
die Markovkette gewissermaflen nach Unendlich davon, da ja jeder Zustand immer seltener
besucht wird und die Markovkette daher in immer andere Zustande tibergehen muss.

Interessanter ist der andere Fall, wo eine positiv rekurrente minimale Teilmenge R betreten
wird. Er kann natiirlich nur auftreten, wenn es positiv rekurrente minimale Teilmengen gibt.
In diesem Fall stellt sich nach Satz 18 ein stabiles Verhalten ein. Nach einer gewissen An-
laufzeit treten die einzelnen Zustande mit Wahrscheinlichkeiten auf, die durch den eindeutig
bestimmten stationidren Vektor gegeben sind.

Die Untersuchung einer Markovkette lauft also darauf hinaus, die minimalen Teilmengen zu
bestimmen, herauszufinden, welche davon positiv rekurrent sind, und fiir diese, wenn moglich,
den stationdren Vektor zu berechnen. Der folgende Satz hilft dabei.

Satz 19: Sei () eine minimale Teilmenge von S. Dann sind die Zustdnde in () alle positiv
rekurrent, wenn eine der folgenden Eigenschaften erfiillt ist

(a) @ ist endlich

(b) @ hat einen stationdren Vektor m = (m;)icq

(c) es gibt eine endliche Teilmenge )y von () und einen Vektor (z;)icq mit z; > 0 fiiri € @,
sodass ) icqPijzj < o0 fiiri € Qo und Y o pijz; < 2z — 1 fiiri € @\ Qo gilt.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass ein Zustand in @) positiv rekurrent ist. Aus Satz 8 und
Satz 13 folgt ja, dass dann alle Zustande in @) positiv rekurrent sind.

Wir zeigen (a). Wenn kein Zustand in @ positiv rekurrent ist, dann gilt lim,,_, o p( ") = 0 fiir
alle 7,7 € Q. Da @ endlich ist, folgt daraus lim,, . Zjergl) = 0 fir alle i € ). Wegen

Satz 6 (a) gilt aber deQ pfj) = despgg) = 1 fiir alle n. Dieser Widerspruch zeigt, dass es
einen positiv rekurrenten Zustand in @) gibt.

Jetzt zu (b). Ist L = (pij)ijeq die auf die Menge Q eingeschriinkte Ubergangsmatrix, dann
gilt 7L = 7 und daher auch 71" = = fir alle n > 1. Wegen Satz 6 (b) erhalten wir

T = Zz’eQ Wipggl) fir alle 5 € Q. Wenn @ keinen positiv rekurrenten Zustand enthalt, dann
gilt lim,, p( =0 fiir alle 7, j € Q. Wegen |7erU )| < m; und ZZEQ m; = 1 folgt mit Satz B

fiir n — oo, dass m; = 0 fir alle j € @ gilt. Wegen Z;eQ m; = 1 ist das nicht moglich. Also

gibt es einen positiv rekurrenten Zustand in Q).
Es bleibt (c) zu zeigen. Sei a = 1+max;eq, ) e Pijzj < 0o. Wir setzen zf") — ZJEQPEJ) 2
firm > 1 und 7 € Q. Danngﬂtz( m) > 0. Furznglltp()—O,Wennjgélet, und

> e pgl) =1 fiir alle n > 0. Mit Hilfe dieser Resultate erhalten wir

Zi(n+1) _ (n+1) Z szk DrjZj = Z pgk) Zpkaj + Z plk) Zpkaj

JEQ JEQ keQ k€eQo JEQ keQ\Qo JEQ

< Toe-ne B ale-n=e Tl - o+ ol
k€Qo kEQ\Qo keQo keQ keQ\Qo
<azp(n) (n)

k€Qo

Fiir n > 1 haben wir gezeigt

o Y Py -1z
k€Qo
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Addiert man diese Ungleichungen fiir 1 < n < m so erhélt man

Ay > o —mz T > Y
n=1keqQo

m ik 1 m "’
kEQo n=1

Daraus folgt

Wenn es in ) keinen positiv rekurrenten Zustand gibt, dann gilt lim,, pz(.Z) = 0 fir alle
1,k € ). Lasst man in obiger Ungleichung m gegen oo gehen bei festgehaltenem ¢, dann
erhélt man 0 > 1. Also gibt es einen positiv rekurrenten Zustand in Q. 0

Bemerkung: Ist der Zustandsraum S endlich, dann sind wegen Satz 19 alle Zustande,
die in einer minimalen Teilmenge enthalten sind, positiv rekurrent. Alle Zustéande, die in
keiner minimalen Teilmenge enthalten sind, sind wegen Satz 14 (b) transient. Nullrekurrente
Zustande kann es daher bei endlichem Zustandsraum nicht geben.

Wir beschaftigen uns noch mit einigen Beispielen. Wir beginnen mit Beispiel 2. Hier
ist S = N. Man sieht leicht, dass fiir alle ¢ und j in N ein n > 0 existiert mit p,g;l) > 0,
vorausgesetzt r; > 0 fiir alle ¢ € N. Die Markovkette ist irreduzibel. Der ganze Zustandsraum
S ist eine minimale Teilmenge.

Wir versuchen einen stationéren Vektor (m;);cs zu berechnen. Aus der Ubergangsmatrix
sieht man, dass m;r; = m;11 fir j > 0 gilt. Daraus folgt ;41 = morori...7;. Wegen
Z;io m; =1 folgt mo = (1 + Z;io rory...7;)" 1. Ein stationdrer Vektor existiert also genau
dann, wenn Z;io rori...r; < oo gilt. Unter dieser Bedingung hat die Markovkette lauter
positiv rekurrente Zustande.

Im Beispiel 4 haben wir eine Markovkette mit endlichem Zustandsraum S = {0,1,...,s}.

Man sieht leicht, dass fiir alle ¢ und j in S ein n > 0 existiert mit pz(?) > 0. Die Markovkette ist
irreduzibel. Der ganze Zustandsraum S ist eine minimale Teilmenge. Da S endlich ist, sind
nach Satz 19 alle Zustéande positiv rekurrent. Nach Satz 18 existiert ein eindeutig bestimmter

stationdrer Vektor (m;);cs. Dieser ist durch m; = (j)Q‘S gegeben, wie man leicht nachpriift.

Das Beispiel 3 behandeln wir mit Hilfe von Satz 19 (¢). Der Zustandsraum dieser Markov-

kette ist S = {0,1,2,...}. Man sieht leicht, dass fiir alle ¢ und j in S ein n > 0 existiert
(n)
ij
Teilmenge. Sei p = > i, iw;, die durchschnittliche Anzahl von Personen, die pro Abfer-
tigungsintervall ankommt. Da in jedem Abfertigungsintervall nur eine Person abgefertigt
wird, darf im Durchschnitt auch nicht mehr als eine Person ankommen, wenn die Lénge der

Warteschlange nicht nach oo wachsen soll. Wir nehmen daher p < 1 an. Sei z; = fiir

mit p;.” > 0. Die Markovkette ist irreduzibel. Der ganze Zustandsraum S ist eine minimale

_J
1—p
j > 0. Firi > 1 gilt dann ) jesPijzj = 2z — 1, wie man leicht nachrechnet. Auflerdem gilt
> jesPojzj = z1—1 < oco. Die Bedingung aus Satz 19 (c) ist mit Qo = {0} erfiillt. Fiir p <1
sind daher alle Zustande positiv rekurrent und es existiert ein stationarer Vektor.

7. Irrfahrten

Die symmetrische Irrfahrt auf Z¢ ist eine Markovkette mit Zustandsraum S = Z?. Jeder
Zustand i € Z? hat 2d Nachbarzustinde, die von i Abstand 1 haben. In jeden dieser Nach-
barzustande springt man mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
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sind daher

pij =5 firalle 4,je€z? mit |i—j|=1
Alle anderen Ubergangswahrscheinlichkeiten sind null. Wir untersuchen die Rekurrenzeigen-
schaften dieser Markovkette.

Wir beginnen mit der eindimensionalen Irrfahrt. In diesem Fall untersuchen wir auch eine
nichtsymmetrische Version. Der Zustandsraum ist S = Z und g sei eine Zahl zwischen 0 und
1. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

pij =q fir j=1i+1, pij=1—¢q fir j=i—1 und p;; =0 sonst
Diese Markovkette ist irreduzibel und hat Periode 2. Sind G die geraden und U die ungeraden
Zahlen, dann gilt j € U, wenn ¢ € G und p;; > 0 ist, und j € G, wenn ¢ € U und p;; > 0 ist.

Hilfssatz: Fiir k € N gilt (3F) = (—4)*(72) und 2(377) = (-1)F145(2).

Beweis: Wir rechnen das nach

-1 k— k(2k)! k)!
(—4)*(52) = (4P L (1) (=) .. (L) = ok 13 ”=k!.§.4?‘?..?<2k):Siki = ()

Setzt man k — 1 statt k, dann hat man (2,5 12) = (—4)F~ 1( ) Wegen (%) = %(k__%l) folgt
3

1

POTD = O () = (CDRA(). i

Wir haben U;(t) = > Op;")t” und V;(t) =>°07 fi(in)t” definiert.

1

Satz 20: Es gilt p( ") = 0, wenn n ungerade ist, und p(%) (kk) q*(1—q)* fiir k > 1. Weiters
gilt U;(t) = (1 —4q(1 — ¢)t?)72 und V;(t) = 1 — (1 — 4q(1 — ¢)t?)

1
2

Beweis: Da die Irrfahrt auf Z Periode 2 hat, gilt p( ") — 0 fiir ungerade n € N.

Sei n = 2k. Um in 2k Schritten von ¢ nach ¢ zu gehen, muss man k£ Schritte nach rechts und
k Schritte nach links machen. Es gibt (% ) solche Schrittfolgen. Jede dieser Schrittfolgen hat

Wahrscheinlichkeit ¢*(1 — ¢)¥. Es folgt p(%) (2kk)qk(1 —q)".

Wir erhalten U;(t) = 1+ 352, (3F)d" (1 — ¢)Ft** = Y52, (4 )( 4q(1 — ¢)t?)* aus dem
Hilfssatz. Wegen (1+z)* = > 7 (%)a* ergibt sich U( ) = (1—4q(1—q)t2)~z. Mit Satz 11
erhalten wir V;(t) =1 — ¢ (t) =1—(1—4q(1—q)t?)z. 0

Satz 21: Die Irrfahrt auf 7 ist transient fiir q # 3 1 und nullrekurrent fiir ¢ = %

Beweis: Wegen Satz 20 gilt fi; = > f(n) =1—+/1—-4q(1—gq). Fir q # % gilt
fii < 1, also sind alle Zustéande transwnt. Fur q = 5 gilt f;; = 1, also sind alle Zustande
rekurrent. Den Fall ¢ = % miissen wir noch weiter untersuchen.

2
Nach Satz 20 gilt Vi(t) = 1 — 3352, (2)(—4g(1 — q)t2)F = 3202, (2)(=1)k~14kgk (1 — g)ke2k,
Es folgt fi(i =0, wenn n ungerade ist, und f;; (k) — z (Qkk 12) (1 — ¢q)¥, wobei der Hilfssatz
verwendet wurde. Im Fall ¢ = haben wir daher f(%) = %(2:__12)(%)2’“ . Damit erhalten

: o 2k oo m m 0o 2m .
WIr pri = 3 ) 12kf'(' ) = = Y- 1(2]€ 2)( )2 = Yo 0(2m)<%)2 = Zm:opz('i ) Dai
rekurrent und p( ™) = 0 ist fiir ungerades n, muss »_ °_ pgf ™) = o gelten. Damit ist p; = oo

gezeigt, das heifit jeder Zustand ¢ ist nullrekurrent. 0

Fiir Dimension 2 und Dimension 3 behandeln wir nur die eingangs definierte symmetrische
Irrfahrt.
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Auch in héheren Dimensionen haben wir Periode 2. Ist G die Menge der Punkte in Z? mit
gerader Koordinatensumme und U die Menge der Punkte in Z? mit ungerader Koordinaten-
summe, dann gilt j € U, wenn ¢ € G und p;; > 0 ist, und j € G, wenn 2 € U und p;; > 0
ist.

Satz 22: Fiir die symmetrische Irrfahrt auf 72 gilt p(n)

pgk) = (2:) (3)%* fiir k > 1.

= 0, wenn n ungerade ist, und

Beweis: Da die Irrfahrt auf Z2 Periode 2 hat, gilt pz(-?) = 0 fiir ungerade n € N.

Sei n = 2k. Um in 2k Schritten von ¢ nach ¢ zu gehen, muss man m Schritte nach rechts,
m Schritte nach links, £ — m Schritte nach oben und k& — m Schritte nach unten machen,
wobei 0 < m < k gilt. Es gibt a,, = (%) (Zk_m) (2k_2m) (k_m) solche Schrittfolgen. Es folgt

m m k—m k—m

(2k)! = (*" (¥ )2. Da jede dieser Schrittfolgen Wahrscheinlichkeit (1)2*

Um = m!m!l(k—m)!(k—m)!

hat, erhalten wir p*) = S 03" = (1)) Thing (5). Da b0 (5) = (%)
gilt, haben wir p(%) (Zk) ( )2k gezeigt. 0
<

k

Hilfssatz: Es existieren Konstante di und do mit 0 < di < dy < 00, sodass dw‘”n”*’é
n! < doe~"n"*3 fiir allen > 1 gilt.

Beweis: Die Stirlingsche Formel besagt lim,,_, o, nle™/ n"*t2z = /27. Somit existieren Kon-
stante d; und do mit 0 < d; < dy < oo und dq < n!e”/n”’L% < ds. 0

Satz 23: Die symmetrische Irrfahrt auf Z? ist nullrekurrent.
Beweis: Fiir k € {1,2,3,...} erhalten wir die~2%(2k)2%+t2 < (2k)! < dye2%(2k)2*2 und

—kyk k1k dy (2k)*F 3 2% dy (2k)2F+3
die FkFt3 < k! < doe %kF+% aus dem Hilfssatz. Es folgt § ((kk)T)? < (k) < E((kk)T)z'

2k
Nun gilt ((Qkkl +)2 = 22\’}‘[ sodass wir Z_}l% < (Qkk) (i)% < d4 k erhalten.
Wegen Satz 22 ist dami QUZLE% < pfk) < 2d2 1 fiir alle i € Z? und k > 1 gezeigt. Es folgt
2
limp oo pz(z%) = 0 und somit auch lim,,_, p(.i ) =0, da pgi ") — 0 fiir ungerades n nach Satz 22
gilt. Ebenso folgt > Opgzn) > ore Op(%) = 0o0. Damit ist gezeigt, dass alle Zustéinde i € Z2
nullrekurrent sind. g

Bemerkung: Fiir die eindimensionale symmetrische Irrfahrt gilt p( R = ( )(1)2’€ firk > 1

nach Satz 20. Wie in obigem Beweis erhilt man %% < p(%) < fd2 \} fur alle 7 € Z

und k > 1. Daraus folgt ebenfalls, dass alle Zustande nullrekurrent smd.

Jetzt kommen wir zur symmetrischen Irrfahrt auf Z3.

Satz 24: Fir die symmetnsche Irrfahrt auf 73 gilt p( ")

2k
P = () o, e o(m) (3)?F fiir k> 1.

Beweis: Da die Irrfahrt auf Z Periode 2 hat, gilt pl(-?) = 0 fiir ungerade n € N.

Sei n = 2k. Um in 2k Schritten von ¢ nach ¢ zu gehen, muss man [ Schritte nach rechts, [
Schritte nach links, m Schritte nach oben, m Schritte nach unten, k—[—m Schritte nach vorne

und k — [ — m Schritte nach hinten machen, wobei [ +m < k gilt. Es gibt % =

&Y (m)2 solche Schrittfolgen Da jede dieser Schrittfolgen Wahrscheinlichkeit (§)2*

hat, erhalten wir p(%) zl OZ (Zk)(umu(kk—'lm)') ( )2, O

= 0, wenn n ungerade ist, und
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Satz 25: Die symmetrische Irrfahrt auf Z3 ist transient.

Beweis: Sei k > 1. Das Produkt l!m!(k — I — m)! nimmt sein Minimum an, wenn die drei
Zahlen [, m und k — [ — m gleich sind oder sich um hdéchstens 1 unterscheiden. Ware zum
Beispiel l —m > 2, dann wiirde ja I!m! > (I — 1)!(m + 1)! wegen [ > m + 1 gelten.

Fiir k > 3 existieren a € Nund b € {—1,0,1} mit £ = 3a + b. Es gilt dann
Iml(k—1—m)! >alal(a+0b)! firalle [>0 und m>0 mit [+m<k
Aus dem Hilfssatz folgt alal(a + b)! > d3a2@+2)(q + b)atttae% und k! < dokFtzeF =

k+3 3 .
do22(a+ 2)* 2e7*. Zusammen ergibt das

k
3
G AU o N ULS Jak SR S Y WIS LS S8 O L S S8
l'm'(k—l—m)' 3 — dil)) ka2a+1(a+b)a+b+2 o d3 k b k+2b

Bei konstantem u, v und w ist die Folge (1+%-)"*** beschrénkt, da limj o0 (1472 )F T =
limy o0 (1 4 72-) VR (1 4 2o )vutw = e gilt. Daher existiert eine Konstante ¢ mit

m(é)kgg fur alle [>0 und m>0 mit [+m<k

Wegen Satz 24 haben wir dann pi" < (3F)(3)% £ S0 Yomy = (3)F. Mit Hilfe

der Formel Zz 0 Zm 0 W‘lm),albmck I=m — (a4 b+ c)* sehen wir, dass die Doppel-

summe gleich 1 ist, und erhalten p(%) < (2:)(%)2’“% Da (Zk)(%)zk < %ﬁ bereits im

Beweis von Satz 23 gezeigt wurde, ergibt sich schliellich p(%) < fdzck%. Da pl(.?) = 0 fir
2

ungerades n nach Satz 24 gilt, erhalten wir >~ pg‘) Y oreo p(zk) < 00. Somit sind alle

Zustéande transient. 0

Die symmetrische Irrfahrt auf Z? mit d > 4 ist dann natiirlich ebenfalls transient.

8. Verzweigungsprozess

Der Verzweigungsprozess wird in der Biomathematik verwendet und beschreibt die Ent-
wicklung einer Population in aufeinanderfolgenden Generationen. Sei X, die Anzahl der
Individuen in der n-ten Generation. Ist X,, = k, dann seien Y7, Y5,...,Y}, die Anzahlen der
Nachkommen der k Individuen der n-ten Generation. Die Anzahl X,,; der Individuen in
der n + 1-ten Generation ist dann Y; + Y5 + --- + Y}.

Wir nehmen an, dass die Zufallsvariablen Y7, Y5, ..., Y, unabhéngig sind. Thr Wertebereich
ist {0,1,2,...} und sie haben Wahrscheinlichkeiten p,,, das heifit P(Y; = m) = p,, fir
1 <7 <k und m > 0. Dieser Verzweigungsprozess ist eine Markovkette mit diskreter Zeit.
Um ihn zu untersuchen, verwenden wir jedoch nicht die Methoden aus den letzten Kapiteln
sondern erzeugende Funktionen.

Sei g(s) = Yoo Pms™, sodass E(s¥7) = g(s) fir 1 < j < k gilt. Fiir n > 0 sei weiters
hn(s) = E(s*) =Y>°_  P(X, =m)s™. Wir berechnen h,, mit Hilfe von g.

Satz 26: Sei (X,,),>0 ein Verzweigungsprozess mit Startwert X, = 1. Dann gilt ho(s) = s
und hn(s) = g"(s) =gogo---og(s).

Beweis: Die Zufallsvariablen Y7, Y5, ..., Y, werden als unabhangig angenommen, sodass auch
die Zufallsvariablen s¥1,sY2, ..., s¥* unabhingig sind. Wenn k£ > 1 ist, dann folgt

Yoo P(Yi -+ Ve =m)s™ = E(sF %) = B(s7)E(s™) ... E(s™) = (g(s))"
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Wenn X,, = 0 gilt, das heifit in der n-ten Generation kein Individuum vorhanden ist, dann
gibt es auch keine Nachkommen, sodass auch X, ;; = 0 gelten muss. Wir haben daher
P(Xp41 =m|X,, = O) =0 flirm>1und P(X,,4+1 =0/X,, =0) =1. Ist X;, = k mit k£ > 1,
dann gilt X,,41 = Z _, Y;, sodass P(Xp41 = m|X, = k) = P(Z?Zle = m) folgt. Mit
Hilfe der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir dann

hna1(s) = 2o P(Xnp1 =m)s™ = 320 8™ 307 o P(Xps1 = m| X = k) P(Xy, = k)
S P (X =l X =0) P(X =)+ 5 T2 7 P (X1 1| X =) P(X =)
=P(X, =0)+ 3,2, P(Xn =k) 2, OSmP(ZJ 1 Yj =m)
= P(X, =0) + 232, P(Xn = k)(g9(s))" = ha(g(s))

Es gilt ho(s) = Y.0°_ P(Xo = m)s™ = s wegen P(Xg = 1) = 1 und P(Xg = m) = 0

m=0

fir m # 1. Nun folgt aus obigem Resultat der Reihe nach hq(s) = ho(g(s)) = g(s), dann
s

ha(s) = hi(g(s)) = g o g(s) = g*(s), dann h3(s) = ha(g(s)) = g° 0 g(s) = ¢g°(s), und so fort,
womit der Satz bewiesen ist. g

Wir untersuchen das Langzeitverhalten des Verzweigungsprozesses (X, )n>0, das ist das
Verhalten des Prozesses fiir n — oo, mit Hilfe von Satz 26. Wir machen uns zuerst klar,
wie die Funktion g(s) = > ~_ pms™ aussieht. Wir nehmen an, dass weder py = 1 noch
p1 = 1 gilt. (Ist pgo = 1, dann gibt es niemals Nachkommen und die Population ist ab
der zweiten Generation ausgestorben. Ist p; = 1, dann hat jedes Individuum immer genau
einen Nachkommen und die Populationsgréfie bleibt konstant.) Wir untersuchen den Graph
von g auf dem Intervall [0,1]. Wegen > > pm, = 1 ist g auf [0,1] definiert und g(1) = 1.
Wegen ¢'(s) = >0 mpys™t > 0 ist g auf [0,1] streng monoton wachsend. Es gilt
g"(s) = > _,m(m — 1)py,s™ 2 Wenn py = p3 = --- = 0 ist, dann ist ¢’ = 0 und g ist
eine Gerade mit Anstieg p; < 1. Ansonsten gilt ¢’ < 0 und g ist strikt konvex. Daraus folgt,
dass der Graph von g auler im Punkt 1 keinen weiteren Schnittpunkt mit der Diagonalen
hat, wenn ¢'(1) < 1 gilt. In diesem Fall sei v = 1. Wenn aber ¢’(1) > 1 gilt, dann gibt es
genau einen Punkt u € [0,1), wo der Graph von g die Diagonale schneidet. Fiir s € [0,u) gilt
g(s) > s und fir s € (u,1) gilt g(s) < s. Somit ist u der kleinste Fixpunkt von g.

Sei ¢ = P(X,, = 0 fiir ein n) die Aussterbewahrscheinlichkeit und ¢, = P(X,, = 0) fiir
n > 1. Wenn X, = 0 ist, dann folgt daraus auch X, .; = 0. Die Ereignisse X,, = 0 mit
n > 1 bilden eine aufsteigende Folge, sodass ¢ = lim,,_,~ ¢, aus dem Stetigkeitssatz folgt.
Wegen ¢, = h,(0) haben wir ¢ = lim,,,o h,(0). Aus der Stetigkeit von ¢g und Satz 26
folgt g(q) = g(lim;, 00 hpn(0)) = lim, o0 g(hy(0)) = limy, 00 Apy1(0) = ¢. Somit ist g ein
Fixpunkt von g. Da g monoton wachsend ist und 0 < u gilt, erhalten wir ¢"(0) < ¢"(u) = u,
das heiit h,,(0) < u fiir alle n. Daraus folgt ¢ < u. Da u der kleinste Fixpunkt von g ist, ist
damit ¢ = u gezeigt.



II. Markovketten mit kontinuierlicher Zeit

Markovketten mit kontinuierlicher Zeit werden analog zu Markovketten mit diskreter Zeit
definiert. Sei S wieder eine endliche oder abzéhlbare Menge, der sogenannte Zustandsraum.
Ein stochastischer Prozess (X );>0 mit kontinuierlicher Zeit und Werten in der Menge S heifit
Markovkette, wenn folgende beiden Eigenschaften erfiillt sind, wobei n > 01ist, j,%,4,_1,...,%1
in S liegen und 0 <t <ty < -+ < tpyq gilt
(M1) P(Xy,,, =jlXs, =1, thfl =ip_1,...,X¢, =1i1) = P(Xy
(M2) P(X,4t = j|Xs =) ist unabhéngig von s.

Man nennt p;;(t) = P(Xs1s = j| X, = 1) die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markovkette.

Das wichtigste Beispiel einer Markovkette mit kontinuierlicher Zeit ist der homogene Pois-
sonprozess. Den schauen wir uns zuerst an, bevor wir mit der Untersuchung der Markovketten
beginnen.

j1 X, = 1)

n+1 =

1. Poissonprozess

Den Poissonprozess verwendet man, um zufillig eintretende Ereignisse zu beschreiben.
Das konnen Schadensmeldungen sein, die bei einer Versicherung eingehen, Personen, die ein
Kaufthaus betreten, eintreffende Telefonanrufe, und so weiter. Um ein konkretes Beispiel zu
haben, wahlen wir das Kaufhaus.

Sei X; die Anzahl der Personen, die im Zeitintervall [0,%), das Kaufhaus betreten. Das
ergibt einen stochastische Prozess (X;);>o. Er hat kontinuierliche Zeit und Zustandsraum N.

Welchen Wahrscheinlichkeitsgestzen dieser stochastische Prozess gehorcht, hangt natiirlich
vom Verhalten der Personen ab. Um zu einer mathematischen Beschreibung zu kommen,
miissen wir entsprechende Annahmen zugrundelegen. Wir nehmen zuerst an, dass es insge-
samt nur a Personen gibt, und dass die Zeit auf das Intervall [0,b) beschrinkt wird. Wir
nehmen an, dass jede der a Personen unabhiangig von den anderen zufillig einen Zeitpunkt
im Intervall [0,b) fiir den Kaufhausbesuch wéhlt. Sei A = %, die Anzahl der Personen pro
Zeiteinheit. Wir untersuchen den Grenzfall a — oo und b — oo, wobei A festgehalten wird.

Dazu seien £ > 1 und 0 =ty < t1 < to < t3 < --- < t} fest gewahlt und es sei b > ty.
Sei Y; = X;, — Xy, ,. Das ist die Anzahl der Personen, die im Zeitintervall [t;_1,t;) das
Kaufhaus betreten. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person im Zeitintervall [¢t;_1, t;) kommt,
ist % Fiir das Zeitintervall [ty, b) ist diese Wahrscheinlichkeit b‘%. Fir ny,...,n € N
und a > nq + - - - + ng haben wir daher, da eine Multinomialverteilung vorliegt

P(Yl:’)‘Ll,YQZTLQ,...,Yk:nk):

! _ th—tp bty Na—Tg — e
- nil..ng!(a an1—~~~—nk)' (tl bto)n1 U ( * bk : )nk( btk )a " "
= e n?. (o ) A () o)™ ARt — ) (1 — )bty T
= e ATt — )™ A (g, — t1) e M
— H e*)\(ti*ti_l)Ani (tzfiz—ll)nl
i=1
Diese Rechnung zeigt, dass im Grenzfall die Zufallsvariablen Y7,...,Y; unabhingig sind und

Y; fir 1 <i < kdie P(\(t;—t;—1))-Verteilung hat. Wenn der Poissonprozess zur Beschreibung
von zufallig eintretenden Ereignissen dienen soll, dann muss er die Eigenschaften haben, die
wir durch diesen Grenziibergang erhalten haben.
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Wir definieren den Poissonprozess schrittweise.

Definition: Man sagt, dass ein stochastischer Prozess (X;);>0 unabhéngige Zuwéchse hat,
wenn fiir jedes k > 1 und beliebige t1,to, ..., mit 0 < t; < to < - -+ <ty die Zufallsvariablen
Xy, Xy, — Xy, Xpy — X4y, oo, Xy, — Xy, , unabhangig sind.

Definition: Man sagt, dass ein stochastischer Prozess (X;);>o stationdre Zuwichse hat,
wenn fiir beliebige ¢ und s in R* die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X,,; — X, zwar von
t, nicht aber von s abhéngt.

Definition: Ein stochastischer Prozess (X;);>¢ mit Zustandsraum N = {0,1,2,...} heifit
Poissonprozess mit Parameter A, wenn X, = 0 gilt, wenn er unabhéngige und stationare
Zuwichse hat und wenn X, fiir jedes ¢t > 0 die P(At)-Verteilung hat.

2. I"Jbergangswahrscheinlichkeiten

Wir beginnen mit der Untersuchung der Markovketten mit kontinuierlicher Zeit und be-
handeln zuerst die grundlegenden Eigenschaften der Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Satz 1: Seien ¢ und j in S. Dann gilt

(a) pij(t) >0 fiir allet > 0, p;;(0) =1 und p;;(0) =0 fiir i # j
(b) > hespik(t) =1 fiir allet >0

(€) DkesPik(8)prj(t) = pij(s +t) fiir alle s,t > 0

Beweis: Wir beginnen mit (b). Aus dem Additionssatz und der Tatsache, dass das Ereignis
X; € S immer eintritt, erhalten wir

Zkespik(t) = Ekes P(Xy =k|Xo=1) = P(Ukes{Xt =k}|Xo=1i)=P(X; € S| Xo=1i) =1
Die erste Aussage von (a) gilt, weil eine Wahrscheinlichkeit immer positiv ist. Weiters gilt
pi:(0) = P(Xo = i|Xog = 1) = 1, woraus zusammen mit (b) auch die dritte Aussage folgt.
Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit, mit (M1) und (M2) erhalten wir
pij(t +s) = P(Xy1s = j| Xo = 1)
=D wes P(Xiqs = j|1Xs =k, Xo = 0) P(Xs = k| Xo = 1) = > 1. cq Pir(8)Pr; (t)
womit auch (c) gezeigt ist. O

Fiir jedes ¢ > 0 fassen wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu einer Matrix zusammen
und schreiben M (t) = (p;;(t))i jes. Zusétzlich zu den Eigenschaften aus Satz 1 setzen wir
noch eine Stetigkeitsbedingung voraus und erhalten so

Definition: Wir nennen M (t) = (p;;(t))i jes fiir t > 0 eine Familie von Ubergangsmatrizen,
wenn die Eigenschaften aus Satz 1 erfiillt sind und wenn zusétzlich lim, o p;; () = pii(0) =1
fir alle 7 € S gilt.

Insbesondere ist M (0) die Einheitsmatrix und es gilt M (t + s) = M (t)M (s). Wir setzen
immer voraus, dass eine Familie von Ubergangsmatrizen vorliegt, wie sie hier definiert wurde.
Wir geben zwei Beispiele fiir Familien von Ubergangsmatrizen.

Beispiel 1: Die folgenden Matrizen bilden fiir jedes A > 0 eine Familie von Ubergangsmatrizen
2+ 36—)\15 + 6—3>\t 2 _ 26—3>\t 2 _ 36—>\t + 6—3)\1&
M) =& 2 — 2e3M 2+ de M 2 — 2e3M
2 _ 36—/\15 + 6—3>\t 92 _ 26_3/\t 2+ 36—/\t + e—3>\t
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Beispiel 2: Wir iiberlegen uns, dass jeder Prozess mit Zustandsraum N, der stationédre und
unabhéngige Zuwéchse hat, eine Markovkette ist. Mit Hilfe der Unabhangigkeit der Zuwachse
folgt
P(th+1 — letn — Z', th—l — Z'n—la e 7th — 'Lk)
P(X;

ntbl jv th = ia th,1 = Z'n—lv ERE 7th = Zk)
P(th - i,th71 - in—17 ceey th - Zk)

O P(Xy,, Xy, =0, Xe, — Xe, =01, Xy, = ip)
P(Xy, —Xe, =0 —in_t1,-..,Xe, =ir)
CP(Xy,,, Xy, = 0)P(Xy, — Xy, =i —in_1)... P(Xy, =)
P(Xy, — X4, =1 —ip_1)...P(Xy, = ix)
= P(thﬂ - X, =j—1)

Fir £ = 1 und k£ = n erhalten wir dasselbe Resultat, das heif3t
P(th+1 - j|th - i,th_l - in_l, e ,th - Zl) - P(th+1 — ]|th - 'L)
Aus der Stationaritit der Zuwichse folgt, dass p;;(t) = P(Xs4+ — Xs = j —4) von s nicht
abhéngt. Damit sind (M1) und (M2) gezeigt.
Insbesondere ist der Poissonprozess eine Markovkette. Da die Zuwéchse P(At)-verteilt sind,

folgt pi;(t) = e= AJ(J__t;),_, wenn j > ¢ gilt, und p;;(t) = 0, wenn j < i ist.

3. Langzeitverhalten

_ Wir beschéftigen uns mit dem Langzeitverhalten, das heifit mit den Grenzwerten der
Ubergangswahrscheinlichkeiten p;;(¢) fiir ¢ — co. Wir nehmen dazu die entsprechenden Re-
sultate iiber Markovketten mit diskreter Zeit zu Hilfe. Wir beginnen mit einigen Hilfssatzen.

Satz 2: Fiiri,j € S und s,t > 0 gilt |p;j(t +s) — pij(t)] <1 —psi(s). Insbesondere ist die
Funktion t — p;;(t) fiir alle 1,5 € S gleichmaBig stetig.

Beweis: Satz 1 (c) liefert |p;;(t + s) — pi;(t)| = [ D pegPir(s)pr;(t) — pi;(t)] = [a — b,
wobel a = 37 a1y Pik(8)pr; (¢) und b = (1 — pii(s))pi;(¢) gesetzt wurden. Wir erhalten
0<b<1-—p(s) wegen 0 < p;;(t) <lund 0 <a < Zkes\{i} pik(s) =1 — pii(s), indem wir
auch Satz 1 (b) anwenden. Daraus ergibt sich |a — b| < 1 — p;;(s) und die erste Aussage ist
bewiesen. Die zweite Aussage folgt, da wir ja limg o p;i(s) = 1 voraussetzen. 0

Satz 3: Fiiri,j € S gilt

(a) pij(s+1t) > pii(s)pi;(t) fiir s,t >0

(b) pii(t) = pis(E)™ firn e {1,2,...}

(¢) pis(t) >0 fiir alle t > 0

(d) Ist s>t und p;;(t) >0, dann auch p;;(s) >0

Beweis: Aus Satz 1 (c) folgt pi;(s+1) = >, c g Pir(8)pr;(t) > pii(s)pi;(t), womit (a) bereits
gezeigt ist. Aus (a) folgt mit Induktion, dass p;;(t1 + -+ + tn) > pii(t1) ... pii(tn) gilt. Fir
th=to=---=t, = % ist das (b). Wegen limg g pii(s) = 1 existiert fiir jedes t > 0 ein n > 1
mit p;; (L) > 0. Aus (b) folgt dann p;;(t) > 0, womit auch (c) gezeigt ist. Ist s > ¢ und
pi;j(t) > 0, dann folgt aus (a), dass p;;(s) > pii(s —t)p;;(t) gilt, und daraus mit Hilfe von (c),
dass p;;j(s) > 0 gilt. Das ist (d). 0

Das Langzeitverhalten der Markovketten mit kontinuierlicher Zeit untersuchen wir nur fir
den irreduziblen Fall. Fiir reduzible Markovketten kann man genauso, wie wir es fiir diskrete
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Zeit getan haben, abgeschlossene und minimale Teilmengen des Zustandsraums S definieren
und dann die Einschrankung der Markovkette auf minimale Teilmengen untersuchen.

Definition: Eine Markovkette (X;);>0 mit kontinuierlicher Zeit heifit irreduzibel, wenn fiir
alle ¢ und j in S ein t > 0 existiert mit p;;(¢) > 0.

Wir werden das Langzeitverhalten auf entsprechende Resultate fiir Markovketten mit diskreter
Zeit zurilickfithren. Dazu folgende Definition:

Definition: Sei h > 0 und Xn = Xpp. Dann bildet (X,,),>0 eine Markovkette mit diskreter
Zeit, die eingebettete Markovkette mit Schrittweite h genannt wird. Sie ist eine Markovkette,
da die Bedingungen (M1) und (M2) fiir die Markovkette (X,,),>0 mit diskreter Zeit in den
Bedingungen (M1) und (M2) fiir die Markovkette (X};);>¢ mit kontinuierlicher Zeit enthalten
sind.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der eingebetteten Markovkette mit Schrittweite k sind
pij = P(Xy = j|Xo = 1) = pi;(h) fiir 4,5 € S, sodass M(h) ihre Ubergangsmatrix ist. Aus
Satz 1 (c) folgt M (h)™ = M(nh), sodass ]51(-?) = pij(nh) fir alle i,j € S gilt. Aus Satz 3 (c)
folgt p;; = pii(h) > 0 fiir alle ¢ € S, sodass fiir die eingebettete Markovkette alle Zusténde
Periode 1 haben. Ist die Markovkette (X;);>¢ irreduzibel, dann existiert fiir beliebige ¢ und
jin S ein t > 0 mit p;;(t) > 0. Nach Satz 3 (d) ist dann p;;(s) > 0 fiir alle s > ¢, also
existiert ein n mit ]52(.?) = p;;(nh) > 0, sodass die eingebettete Markovkette (Xn)nZO ebenfalls
irreduzibel ist.

Ein stationédrer Vektor ist wie im Fall diskreter Zeit definiert. Der Vektor (m;)ics mit
7 > 0und ), g m; = 1 ist ein statonérer Vektor fiir die Matrix M(t), wenn M (t) = 7 gilt.

Satz 4: Die Markovkette sei irreduzibel. Dann existiert lim;_, ., p;;(t) fiir beliebige ¢ und j
in S. Entweder es gilt lim;_, p;;(t) = 0 fiir alle i, j € S, dann hat keine der Matrizen M (s)
fiir s > 0 einen stationdren Vektor, oder es gibt i,j € S mit lim;_,o p;;(t) > 0, dann haben
alle Matrizen M (s) fiir s > 0 denselben eindeutig bestimmten stationdren Vektor m = (m;) es
und es gilt lim;_, o p;;(t) = 7; fiir alle ¢ und j in S.

Beweis: Seien ¢ und j in S. Sei ¢ = liminf, ,o p;;(¢) und b = limsup,_, . pi;(t). Wir

nehmen an, dass a < b gilt. Sei ¢ = b_Ta und h so gewahlt, dass 1 — py;(s) < e fir alle

s < h gilt. Die eingebettete Markovkette mit Schrittweite i hat Ubergangswahrscheinlich-
keiten p;; = p;j(h). Da sie nach obiger Bemerkung irreduzibel ist und Periode 1 hat, folgt
aus Satz 1.16 und Satz 1.18, dass lim,,_, oo pi;(nh) = lim,, ﬁ,g;l) existiert. Insbesondere gibt
es ein ng sodass |p;j(nh) — p;;(mh)| < e fiir alle n,m > ng gilt. Aufgrund der Definition von
a und b existieren t; > noh und to > ngh mit
pij(t1) —a| <e und |p;(t2) —b] <e

Seien n; und ny in N so gewéhlt, dass ny < % <ni+1und ny < %2 < ng + 1 gilt. Dann
folgt n1 > ng und no > ng. Weiters gilt 0 < t; —n1h < h und 0 < t5 — noh < h und daher
1 —pii(t1 —n1h) < e und 1 — p;;(ta — noh) < € aufgrund der Wahl von h. Aus Satz 2 folgt

|pij(t1) —pij(nlh)| <e€ und |pij(t2) —pij(n2h)| <e€
Wegen n; > ng und ng > ng gilt auch |p;j(nih) — pij(noh)| < . Setzt man das zusammen,
so erhalt man |p;;(¢1) — psj(t2)| < 3e und daraus wieder

la — b < |a—pii(t)| + [pij(t1) — pij(t2)] + |pij (t2) — b] < 5
ein Widerspruch zur Wahl von €. Somit gilt @ = b und lim_, o, p;;(t) existiert.
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Sei s > 0 beliebig. Die eingebettete Markovkette mit Schrittweite s ist irreduzibel und hat
Periode 1. Sie hat Ubergangswahrscheinlichkeiten Pij = pij(s) und Ubergangsmatrix M (s).
Ist limy o0 pi;(t) = O fiir alle 4,j € S, dann folgt lim,,_, ﬁz(.?) = lim,, 00 pij(ns) = 0 und
alle Zustande der eingebetteten Markovkette sind transient oder nullrekurrent. Daher kann
die Ubergangsmatrix M (s) der eingebetteten Markovkette keinen statonéren Vektor haben,
sonst waren nach Satz .19 alle Zustande positiv rekurrent.

Sei jetzt v;; = limy_,o0 pi;(t) und nicht alle v;; seien null. Die eingebettete Markovkette mit
Schrittweite s ist irreduzibel. Daher sind wegen Satz 1.13 alle ihre Zustinde vom selben
Typ. Sie konnen aber weder transient noch nullrekurrent sein, sonst ware nach Satz 1.16 ja
Vi = limy, 00 pij(ns) = limy, o0 151(;1) = 0 fir alle 4,7 € S. Somit sind sie positiv rekurrent.
Nach Satz 1.18 besitzt die Ubergangsmatrix M (s) einen eindeutig bestimmten stationéren

Vektor 7 und es gilt v;; = lim,, ﬁg;l) = m; fiir alle 7,5 € S. Das zeigt, dass der stationare
Vektor r fiir alle s > 0 derselbe ist und dass lim;_, p;;(t) = 7; fiir alle 4, j € S gilt. 0

Im oben angefiihrten Beispiel 1 haben wir lim; , p;;(t) = % fiir alle ¢,7 € S, wie man
leicht nachrechnet. Fiir den Poissonprozess aus Beispiel 2 gilt lim; o p;;(t) = 0 fiir alle ¢
und 7 in S.

4. ["J'bergangsraten

Wir versuchen eine einfachere Beschreibung einer Markovkette zu finden, die nicht die
Kenntnis der Familie M (t) von Ubergangsmatrizen erfordert. Diese einfachere Beschreibung
erhalten wir, indem wir die Ableitung von M (¢) in ¢ = 0 bestimmen. Wir beginnen mit einem
Hilfssatz.

Satz D: Sei ¢ : RT™ — R eine stetige Funktion. Fiir alle ¢ > 0 existiere ein ty > 0, sodass
Lo(t) > o(L) —ele(L)] fiir allen € N und alle t € (0,10) gilt. Dann existiert lim o £ 0 und
liegt in [—o0, 00).

Beweis: Sei ¢ = limsup, o % elt) ¢ [—00,00]. Sei (sp)n>1 eine streng monoton fallende,
gegen 0 konvergente Folge, sodass lim,, o0 Lp(‘i") = q. Sei ¢ € (0,1) beliebig und to wie
vorausgesetzt. Sei t € (0,tp) und k, € N so gewahlt, dass i -1 <k, < i gilt. Es
folgt t — s, < kps, < t und daher lim, . k,s, = t. Wegen k,s, <t < ty folgt aus der

Voraussetzung, in der man ¢ durch k,,s,, und n durch k,, ersetzt, dass ki SS") > “D(S") —e| ‘PgS") |

Ensn .. .
—“p%,n;; ) = @. Ware ¢ = lim,,,

— 8|%ﬂ")|) = 00, was wegen ¢(t) € R nicht moglich ist. Daher ist

nn

90(571)

- = 00, dann ware
n

gilt. Da ¢ stetig ist, folgt lim,, o

auch lim,, o ( @

q € [—00,00) gezeigt. Mit n — oo folgt aus obiger Ungleichung auch @ > q — ¢|q|. Das
90( ) >

( )

gilt fiir alle ¢ € (0,%p), sodass liminfy g — ¢lg| gilt. Da e beliebig war, erhalten wir

lim infy o “0( ) > q. Somit existiert limy g und ist q. O

—pii(t) _
t

—log pii
= limy o ——

Satz 5: Es existiert ¢; = limy ¢0 () > 0, kann aber unendlich sein.

Beweis: Sei ¢(t) = logp;;(t) fiir ¢ > 0. Das existiert wegen Satz 3 (c). Aus Satz 3 (b) folgt

o(t) > np(L) fir alle n € N und alle ¢ > 0. Da wegen Satz 2 die Funktion ¢ auch stetig ist,

sind die Voraussetzungen von Satz D erfiillt. Daher existiert lim; | # € [—00,00). Wegen

pii(t) < 1 folgt —p(t) = —logp;i(t) > 0 und daher lim g M = ¢; € [0,00]. Wegen
©(0) = log p;;(0) = 0 und der Stetigkeit von ¢ erhalten wir auch l_pt“(t) = _“Ot(t) 1:;2(;) — G

fiir ¢ | 0, wobei wir lim,_.q % = 1 verwendet haben. 0
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Satz 6: Sei i # j. Dann existiert ¢;; = limy o 1p;;(t) € [0, 00).

Beweis: Sei p(t) = p;;(t). Aus Satz 2 folgt, dass ¢ stetig ist. Wir zeigen, dass fiir jedes
e > 0 ein ¢ existiert mit L¢(t) > o(L)(1—¢) fiir alle n € N und alle ¢ € (0,t9). Satz D zeigt
dann, dass lim, o $p;;(t) existiert und < oo ist und daher in [0, 00), da ja p;;(t) > 0 ist.

Fiir e > 0 sei t9 > 0 so, dass pi(s) > 1 — £, pj;i(s) > 1 — £ und pj;i(s) < £ fiir s € (0,%)
gilt. Das ist moglich wegen lim; o pgx(t) = 1 fiir alle & € S und wegen Satz 2. Seien n > 2

und ¢ € (0,%9) beliebig. Seien Py = pri (L) fir k,1 € S die Ubergangswahrscheinlichkeiten

der eingebetteten Markovkette mit Schrittweite % Wir definieren ; pgl) durch

(0 5k Diiy D p L
Jpgz) =1 und jpgz) Z Piiy Piyig - - - Pig_1i fir & Z 1
il,...,ik_1es\{j}
Dann gilt fiir £ <n

~(k) _ 5. 5. 5. .
pzz Z p'L'Llp'LlZQ . 'plk—ll
i1,k —1ES
k—1
= Z ﬁiilﬁiliQ . 'ﬁ’ik—l’i + Z Z ﬁiil . 'ﬁim—ljﬁjim-‘rl e 'ﬁikfli
i1, in_1€S\{j} m=1iy,...,im_1€S\{j}

Tmd1se-ik—1E€ES
k—1
~(k r(m) ~(k—m
= jpfgi) + Z fi(j )pﬁi )
m=1
wobei j:i(Jm) wie in Kapitel 1.4 aus Teil I definiert ist. Daraus folgt dann

k— k—1
~(k ~(k m) ~(k—m F(m —m
A =30 = 3 P < (k) - 3 e
m=1

m=1
k—1
(i k k—

>1-S -5 fmE da “t <ty und — ¢ < ¢,

3 — 73 n

e € 2¢ > #(m)
>l-g-g=1-% da Z_fij <1

~(n

Indem man in der Darstellung von p,; ) durch Matrixmultiplikation gewisse Summanden
weglésst, erhélt man die erste Ungleichung in folgender Abschéatzung

n—1

(n) . . I .
Dij = E E Diiy + + + Dipy—1iPijPjim2 - Pin_1j
m=0 'le 7'L'm 165\{]}
'Lm+2, 'Ln IGS

— n—1
~(n—m—1 ~(m) ~ —m—
= Z T A S )

m=0 m=0
n—1

2e € n—m-—1
— )pi(1— = da ———t<t
3)p3( 3) a n 0
2

N 2e
=npi;(1 —e+ 7) > npi;(£)(1—¢)
~(n

Wegen p;;(t) = pw) folgt daraus ¢(t) > ne(L)(1 —€), wie gewiinscht. Der Beweis war nur
fiir n > 2, aber fiir n = 1 ist diese Ungleichung trivial. 0
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Satz 7: Ist S endlich, dann gilt q¢; < oo und ZjeS\{i} qij = ¢; fir allei € S. Ist S unendlich,
dann gilt ZjeS\{i} gi; < q; fiirallei € S.

Beweis: Wir erhalten > ¢\ (3 1pij(t) = 1—+(t) fiir alle i € S aus Satz 1 (b). Ist S endlich,
dann folgt ZjeS\{i} ¢i; = ¢; mit t | 0. Da ¢;; < oo nach Satz 6 gilt, folgt auch ¢; < oo.
Ist S unendlich, dann folgt mit Hilfe von Satz A lediglich, dass ) jes\(iy i < G gilt. 0

Seien ¢ und j in S. Fiir i # j ist ¢;; wegen p;;(0) = 0 nach Satz 6 die rechtsseitige Ableitung
von p;;(t) im Punkt ¢ = 0. Wegen p;;(0) = 1 ist —¢; nach Satz 5 die rechtsseitige Ableitung
von p;;(t) im Punkt ¢ = 0. Wir setzen ¢;; = —¢;. Diese Zahlen g;; heiflen Ubergangsraten der
Markovkette. Wir fassen sie zu einer S x S-Matrix @ = (gi;)i jes zusammen und nennen ()
die Ratenmatrix der Markovkette. Nach Satz 7 ist @) fiir endliches S eine Matrix, die in der
Diagonale Eintragungen aus R~ und sonst Eintragungen aus R hat, und deren Zeilensum-
men Null sind. Fiir unendliches S werden wir meistens annehmen, dass diese Eigenschaften
ebenfalls erfiillt sind. In diesem Fall sagt ja Satz 7 wesentlich weniger aus.

Im oben angefiihrten Beispiel 1 haben wir

-2 A 0
Q=1 X -2\ A
0 A=A
In Beispiel 2, dem Poissonprozess, erhéalt man
A A 0 0
0O —Xx X O
=10 0o - A

Zum Schluss noch ein Satz, der im Wesentlichen dasselbe aussagt wie Satz 2 und den wir
spater brauchen werden.

Satz 8: Fiiri,j € S und s,t > 0 gilt |p;;(t +s) — pi;j ()| < gs.

Beweis: Sei s > 0. Aus Satz 3 (b) folgt log p;;(s) > slogp;()/ = fiir alle n > 1. Lésst man
n gegen oo gehen, so erhélt man logp;;(s) > —sg; mit Hilfe von Satz 5. Daraus wieder folgt
1 —pii(s) <1 —e 5% < ¢;s. Das gewiinschte Resultat folgt jetzt aus Satz 2. 0

5. Berechnen der ["Ibergangsvvahrscheinlichkeiten

In den Anwendungsbeispielen arbeitet man nicht mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten
sondern mit den Ubergangsraten. Wir werden spiter sehen, wie man fiir konkrete Beispiele
die Ubergangsraten bestimmen kann. Wir nehmen meistens an, dass diese Sup;cg ¢ = ¢ < 00
und > jes\(iy G = i fir alle i € S erfiillen (fiir endliches S gilt das ja immer). Wir wollen

aus den Ubergangsraten die Ubergangswahrschemhchkelten bestimmen.

Satz 9: Sei q; < oo und ) ;cq\ sy ¢ij = @i fiir alle i € S. Dann gilt p;;(t) = 3y c s dinPr;(t)
firt > 0 und 4,5 € S, wobei ¢;; = —q; ist.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass limsy0 Y6\ (53 1pij(s)ei(s) = > jes\{iy 4i5¢; gilt unter der
Voraussetzung, dass limgjoc;(s) = ¢; fir j € S und ¢;(s) € [0,1] fir s > 0 und j € S.
Um das zu zeigen, sei U = S\ {i} und U’ eine beliebige endliche Teilmenge von U. Es gilt
| Y jev 5Pii(8)i(8) = jerr sPis(8)ei(9)] < Xjernor 5Pia(8) = s(1=pii(5)) = X jcpm i (5)-
Sei h ein Haufungspunkt von ., 1p;i(s)e;(s) fiir s | 0. Wir wihlen eine Folge s,, | 0,
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sodass Konvergenz gegen h vorliegt, und bilden in obiger Ungleichung den Grenzwert iiber
diese Teilfolge. Wir erhalten |h — 3. 1y qijc;| < @i — D _;c1 @ij- Da aber nach Voraus-
setzung > ;o ¢ij = Zjes\{i} ¢ij = ¢; < oo gilt, geht >, 7 ¢ij gegen ¢;, wenn U’ gegen
U geht. Daraus folgt h = ZjeU gijc;. Da dies fur jeden Haufungspunkt h gilt, folgt
limg o E]‘QS\{Z‘} %pz'j(s)cj(s) = ZjeS\{i} qijC;-

Jetzt konnen wir den Satz beweisen. Dazu seien ¢ > 0 und ¢,;5 € S fest. Wir wenden die
bewiesene Grenzwertaussage mit ci(s) = pg;(t) an. Fiir s | 0 folgt

St s) =pig() = D ()i (1) = 1pig (D(1 = pis(9))
keS\{}
— Z qirPrj (t) — qipij(t)
keS\{i}
Damit ist bereits die rechtsseitige Ableitung berechnet. Um die linksseitige Ableitung zu

berechnen, seien ¢t > 0 und ¢, j € S fest. Wir verwenden obige Aussage fiir cx(s) = pg;(t —s).
Fiir s | 0 folgt

—L(pij(t — 5) — pi;(t)) = Z Lpi(8)prj(t — s) — Lpij(t — $)(1 — pii(s))

keS\{:}
= > qikpri(t) — qipi (1)
keS\{i}
Also existiert p;;(t) und erfiillt die behauptete Gleichung. O

Satz 10: Sei sup;cgq; = ¢ < oo und Zjes\{i} qij = q; fiir alle i € S erfiillt. Dann gilt
pfij(t) = Zkespik(t)%j firt >0 und i,j € S, wobeil ¢;; = —¢;.

Beweis: Sei di = pir(t)qx fiir £ € S. Dann gilt Zkes\{j} dp, < Czkes\{j}pik(t) < ¢ und
mit Hilfe von Satz 8 erhalten wir [2p;,(t)pr;(s)| < dy, fiir k € S\ {j}. Aus Satz B folgt daher
lims 0 X kes 3 Lpik ()i (s) = > kes\(j1 Pik(t)qr;. Fir s | 0 ergibt sich jetzt

Lpij(t+5) —pi (1) = D Lpi(®)prs(s) — 2pii (D)1 — pjs(s))

kesS\{5}
= Y pie(Oak; — pis(t)g
keS\{j}
Da die Existenz der Ableitung pj;(t) bereits aus Satz 9 folgt, ist damit alles gezeigt. O

Hat man eine Matrix Q von Ubergangsraten vorgegeben, so kann man die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten durch Losen der Differentialgleichungen aus einem der beiden letzten Satze
zu berechnen versuchen. Ist S endlich, dann hat man ein System von linearen Differen-
tialgleichungen, das man als M'(t) = QM (t) schreiben kann. Die Anfangsbedingung lautet
M (0) = I, wobei I die Einheitsmatrix ist. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten in Beispiel 1
wurden so bestimmt. Die Losungen kann man mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion als
M (t) = €@ schreiben. Wir wollen kurz darauf eingehen.

Dazu benétigen wir zuerst einige Resultate aus der Funktionalanalysis. Fiir einen Vektor
u = (ui)ies sei |lullt = Y ,cq il und |Jul|ee = sup;cg |ui|. Dadurch sind Normen definiert.
Die Vektorraume 4 (S) = {u : ||u]l; < oo} mit der Norm || ||; und I (S) = {u : ||ul|e < 00}
mit der Norm || ||o sind dann vollstédndig, das heifit sie sind Banachréume.

Eine lineare Abbildung von lo(S) nach [ (S) ist durch eine S x S-Matrix A = (aij)i jes

gegeben. Durch [|A]| = sup,¢;__(s)\ (0} % ist dann wieder eine Norm definiert und der
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Vektorraum V' aller S x S-Matrizen A, fiir die ||A|| endlich ist, ist ein Banachraum. Fiir
Matrizen A und B in V und u € [ (S) gilt ||[AB|| < ||A]|||B]| und ||Aul/c < ||A]l|]|co. Man
rechnet nach, dass [|A[| = sup;cg > ¢ |ai;| erfiillt ist. Daraus folgt dann [[vAll1 < [v|1[[A]
fiir alle A € V und v € [1(S).

Fiir A € V sei e = 3°°° A7 Wegen ||’?1, | < HA” folgt >, ||An—7|| < el Al < 0o, Also

n=0 n!
liegt eine im Banachraum V absolut konvergente Relhe vor. Daher existiert e und ist ein

Element von V. Fiir Matrizen A und B in V, die kommutieren, das heift fir die AB = BA

gilt, rechnet man e4+? = e4e” mit Hilfe der Reihendarstellung nach.

Satz 11: Sei Q = (gij)ijes eine S x S-Matrix mit ¢;; < 0 und ¢;; > 0 fiir i # j, sodass
SUp;eg |giil = ¢ < oo und 3, gqij = 0 fiir alle i € S gilt. Dann existiert M(t) = e!Q fiir

t > 0 und stellt eine Familie von Ubergangsmatrizen dar, deren Ratenmatrix Q ist.

Beweis: Wegen >, ¢ (¢ij| = 2|gi| fiir i € S folgt [|Q[| = 2sup;cg |gii| = 2¢. Daher ist ¢Q in
V fiir alle t > 0 und M (t) = €'? existiert. Sei R = Q + cI. Dann ist R € V und hat lauter

nichtnegative Eintragungen. Also hat e = I +tR + (t ) ... fir t > 0 ebenfalls lauter
ctl —ct
=e “I.

nichtnegative Eintragungen. Durch Einsetzen in die Potenzreihe zeigt man e~
Da die Matrizen tR und —ctI kommutieren, erhalten wir et@ = e!fi=t = etRe=¢t ] Damit
ist gezeigt, dass M (t) = e'? lauter nichtnegative Eintragungen hat.

Sei u € 15 (S) der Vektor, dessen Eintragungen alle 1 sind. Da die Zeilensummen der Matrix
Q €V alle gleich 0 sind folgt Qu = 0. Daraus folgt Q™u = 0 fiir alle n > 1 und wir erhalten
e Qu = Tu + tQu + t2Q2u + -+ = u. Somit sind die Zeilensummen von M(t) = e'? fiir
t > 0 alle gleich 1.
Da die Matrizen sQ und tQ kommutieren, folgt M(s +t) = e5T)Q = ¢5Qe!@ = M (s)M(t)
fir alle s,t > 0. Da die Abbildung ¢ — €' wegen der Potenzreihendarstellung auch stetig
ist, haben wir gezeigt, dass durch M (t) = €'@ eine Familie von Ubergangsmatrizen gegeben
ist.
Es bleibt zu zeigen dass @ die Ratenmatrix dieser Familie M (t) ist. Die Potenzreihendarstel-
lung ergibt M(t =Q+ %tQ2 + %tQQB'—i-. .., woraus wir limy g M(?_I = @ erhalten. Daher
ist @ tatsachhch die Ratenmatrix Familie M (t). 0

Bemerkung: Die Irreduzibilitdt der Markovkette kann man ebenfalls aus der Ratenmatrix
(@ ablesen. Sind 7 und j Zustéande, fiir die Zustdnde ig=1,41,12,...,1x =j existieren mit
¢i, i, > 0, dann gilt p;;(t) > 0 fiir alle ¢ > 0, wobei p;;(t) die entsprechende Eintragung
der Ubergangsmatrix M(t) = e'@ ist. Das sieht man so: Wir kénnen annehmen, dass die
Zustande 7; verschieden sind. Ist R = @ + ¢l wie im vorhergehenden Satz, dann ist die
(i, j)-te Eintragung von R* groBer als null, da sie eine Summe von nichtnegativen Summan-
den ist unter denen g;,i, qi,i, - - - ¢i,_,i, vorkommt. Da R™ fiir alle m > 0 nichtnegative
Eintragungen hat, hat M(t) = e~ “‘e'® eine positive (i, j)-te Eintragung, wie man aus der
Potenzreihendarstellung ersieht.

Bemerkung: Man nennt eine Zustand ¢ € S absorbierend, wenn ¢; = 0 gilt. Hat man so
einen Zustand einmal erreicht, so bleibt man fiir immer dort. Aus Satz 7 folgt dann namlich
qi; = 0 fiir alle j € S, sodass die i-te Zeile von ) aus Nullen besteht. Dasselbe gilt dann
auch fiir Q¥ fiir alle & > 1. Aus der Potenzreihendarstellung folgt dann, dass die i-te Zeile
von M (t) der i-te Einheitsvektor ist. Fiir alle t > 0 gilt p;;(t) = 1 und p;;(¢) = 0 fiir j # 1.
Man kann also den Zustand ¢ nicht mehr verlassen.
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6. Berechnen des stationaren Vektors

In den Anwendungen bestimmt man in der Regel die Ubergangsraten gi; mit 4,5 € S.
Erfiillen diese die Voraussetzungen aus Satz 11, dann gibt es dazu eine Familie von ﬂbergangs—
matrizen. Diese zu berechnen ist selten moglich. Daher berechnet man nur den stationaren
Vektor aus den Ubergangsraten. Dieser gibt wegen Satz 4 an, mit welchen Wahrschein-
lichkeiten man sich nach einer gewissen Anlaufzeit in den einzelnen Zustanden befindet.

Satz 12: Sei Q eine Matrix, die die Voraussetzungen von Satz 11 erfiillt und M(t) = e'“.
Ist m = (7;)ies ein Vektor mit m; > 0 fiiri € S und ), g7 = 1, dann gilt 7Q = 0 genau
dann, wenn 7 ein stationarer Vektor fiir die Familie M (t) ist.

Beweis: Aus ), o mipij(s) = m; folgt 3-,cq 153 Lmipij(s) = le_p+'j(5) fir j € S und s > 0.
Sei d; = m;q; fir ¢ € S. Dann gilt Zigs\{j} d; < CZiGS\{j} m; < c und aus Satz 8 folgt
|L7ipij(s)| < miqs = d; fir i € S\ {j} und s > 0. Fiir s | 0 folgt jetzt mit Hilfe von Satz B,
dass Zies\{j} miqi; = m;q; fiir alle j € S gilt. Das aber bedeutet 7Q) = 0.

Ist andererseits m7Q = 0 erfiillt, dann folgt 7e!@ = 7wl + trQ + gﬂ'QQ +---=m, da 7 jain
[1(S) liegt. Wegen Satz 11 ist dann 7M(t) = 7 fiir alle t > 0 gezeigt. d

Beispiele von Markovketten kann man jetzt einfach durch eine Matrix () angeben, die die
Voraussetzungen von Satz 11 erfiillt. Wichtige Beispiele sind die sogenannten Geburts- und
Todesprozesse, die wir jetzt behandeln.

Beispiel 3: Eine Markovkette heifit Geburts- und Todesprozess, wenn sie Zustandsraum
N={0,1,2,...} und Ratenmatrix

-0 Ao 0 0 0 O

H1 =L — M A 0 0 0

Q= 0 2 — A2 — p2 A2 0 0
0 0 13 —A3—p3z Az 0

hat, wobei \; und p; nichtnegativ sind. Man sieht, dass die Diagonaleintragungen < 0 und alle
anderen Eintragungen > 0 sind. Die Zeilensummen sind 0. Wir setzen noch sup;~,A; < o0
und sup;>; p; < oo voraus. Dann sind alle Voraussetzungen von Satz 11 erfiillt. Daher

existiert eine Familie von Ubergangswahrscheinlichkeiten mit diesen Ubergangsraten.

Wir versuchen einen stationaren Vektor m zu berechnen. Nach Satz 12 ist das Gleichungssys-
tem w@) = 0 zu l6sen. Man erhalt Gleichungen, von denen wir die ersten vier aufschreiben

—AoTo + p1m =0

Aomo — (A1 4+ p1)m1 + pame =0

A1 — (A2 + po)me + psms =0

Aomo — (A3 + p3)ms + pamy =0
Aus der ersten Gleichung erhalt man m; = %117?0. Aus der Summe der ersten beiden Glei-
chungen erhalt man 7y = %771. Die Summe der ersten drei Gleichungen ergibt 73 = %72.

Setzt man das fort, so hat man 7, = Au‘l 1 fur alle n > 1. Daraus folgt

n

NoALo. An_ ..
Ty, = Sotstnsl g fir n>1
K12 fn

Aus der Gleichung Y7 7, = 1 ergibt sich mp = (1 + % + % + % +...)7 1. Hat diese

Summe in der Formel fiir 7y den Wert oo dann existiert kein stationédrer Vektor.
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7. Verweilzeiten

Das Verhalten einer Markovkette kann man auch so sehen. Man verweilt eine Zeit lang
in einem Zustand, dann springt man in einen anderen, verweilt eine Zeit lang in diesem
Zustand, springt dann wieder in einen anderen, und so geht das weiter. Diese Verweilzeiten
in den einzelnen Zustanden sind Zufallsvariable, die wir mit Zy, Zs,... bezeichnen. Mit Y}
bezeichnen wir den Startzustand, in dem man die Zeit Z; verweilt. Den Zustand, in den man
dann springt, nennen wir Y7. In diesem verweilt man die Zeit Z5, dann springt man in einen
Zustand, den wir Y5 nennen. Und dann immer so weiter.

Wir wollen Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir die Verweilzeiten Z1, Z5,... und fiir die
aufeinanderfolgenden Zustande Yp, Y7, ... bestimmen. Dazu brauchen wir noch eine weitere
Voraussetzung, ndmlich dass die Markovkette rechtsseitig stetige Pfade hat.

Definition: Man sagt, die Markovkette hat rechtsseitig stetige Pfade, wenn limg g X¢4s = X
fir alle ¢ > 0 gilt.

Wir verwenden diese Definition auf folgende Weise. Ist D eine dichte Teilmenge des Inter-
valls [a,b) und X; = i fiir alle t € D, dann folgt aus der rechtsseitigen Stetigkeit der Pfade,
dass Xy =i fiir alle t € [a, b) gilt.

Bisher wurden bei der Untersuchung einer Markovkette immer endlich viele Zeitpunkte
gewahlt und mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem Zeitpunkt zum néchsten gear-
beitet. Um zu der oben beschriebenen Sichtweise zu gelangen, legen wir ein diskretes Gitter
iiber die Zeitachse, das wir dichter und dichter machen. Dazu definieren wir D,,, = {2% ke
N} fiir m > 1 und Do = ,o_; Dy,. Wir beginnen mit einem Hilfssatz.

Hilfssatz: Seieni,j € S mit i # j. Seien u,v,h € Dy mit u < v und h < v—u. Sei A,, das
Ereignis, dass ein g € [v — h,v) existiert mit X; =i fiir t € (u,g] N D,, und mit X; = j fiir
t € (g,v] N Dyy,. Dann gilt e "5~ % =W hg,: < lim, 00 P(Ap| Xy, = i) < eMlie0(0=Wpg, ..

Beweis: Sei mg so grof}, dass u, v und h in D,,, liegen. Sei m > my und d = 21” die
Gitterweite. Es existieren natiirliche Zahlen a, b und ¢ mit v = ad, v = bd und h = cd. Sei
B = {Xpqg =ifira <k <lund Xyq = j fir [ < k < b}. Dann ist A,, die disjunkte
Vereinigung der B fiir b — ¢ <1 < b— 1, sodass P(A,,| X, =1) = ?;bl_c P(B| X, =1) gilt.
Aus dem Multiplikationssatz und (M1) folgt

-1 b—1
P(B|X, =i) = [[ P(Xnara = il Xpna = ))P(Xig4a = j|X1a = 1) [ P(Xnatra = jlXna = j)
n=a n=I[+1

= pii(d)'"pij(d)py; ()"~
Aus Satz 8 mit ¢t = 0 und s = d folgt p;;i(d) > 1 — dg; und p;;(d) > 1 — dg;. Klarerweise gilt
pii(d) <1und p;;(d) <1. Fir b—c¢ <1 <b—1 folgt daraus

pii(d)*~piz(d)(1 — dg;)° < P(Bi| Xy = i) < pis(d)**(1 — dg;)~°pi;(d)

Summiert man iiber [ von b — ¢ bis b — 1 und setzt b —a = *Z* und c = % ein, so erhalt man

B psi(d) T pi (d)(1 — dg;)® < P(Am| Xy = i) < Bpii(d) T pij(d) (1 — dg;)~ 4

Aus Satz 5 folgt —1%;)“@1) — qi, also pyi(d)a — e_q:‘ fiir d | 0. Aus Satz 6 folgt 1pii(d) = qi
fiir d | 0. Aus der Analysis weifi man, dass (1—dg;)7 — e~ %" und (1—dg;)~@ — e%" gilt fiir
d | 0. Fihrt man den Grenziibergang m — oo, das heift d | 0, in obiger Ungleichungskette

durch, dann steht schon das gewiinschte Resultat da. 0
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Satz 13: Die Markovkette habe rechtsseitig stetige Pfade. Seien Z1, Zs, ... die Verweilzeiten
in den Zustanden zwischen den Ubergangen und Yy = Xo, Y1, Yo, ... die Zustande, die der

Reihe nach eingenommen werden. Fiir Zustande ig,11,...,%, in S mit i; # i;41 gilt dann
P(Yy =iy, Ya =g, ..., Y, = in|Vo = ig) = Lot Ttz Finoin
iy Giy Qi1

1 Yn n
P(ZlSyl,...,ZnSyn|Y0:i0,...,Yn:in):/ / HQij_leiqij_lsden...d51
0 —

Dabei wird natiirlich 0 < q; < oo fiir alle k € S vorausgesetzt.

Beweis: Seien 0 =ty <t; <--- <t, und 0 < h < min{t; —t;,_1 : 1 < j < n} so gewihlt,
dass t1,...,tn,h in Dy liegen. Sei mg so grof}, dass sie in D,,, liegen. Fir my < m < oo
sei Ay, das Ereignis A, aus dem Hilfssatz mit u = t5_1, v = tg, @ = ix—1 und j = 7. Sei
Co =Am1NAn2N---NA,,, filt my <m < oco. Aus dem Multiplikationssatz und aus (M1)
erhalten wir dann

P(Cm|X0 - Zo) == P(Am,l‘XO == io)P(Am’Q‘th - ’ll) e P(Am,n‘th,l - in—l)
Diese Formel folgt, wenn man P(A,, x| X, , = ix—1) fiir 1 <k < n als Summe von Produkten

von Ubergangswahrscheinlichkeiten schreibt, wie es im Beweis des Hilfssatzes geschehen ist,
und P(Cp,| Xy = ig) auf dieselbe Art entwickelt. Wegen D,;, C Dy, 41 und U, _; Dy, = Do
bilden die C,, eine absteigende Folge von Ereignissen, die gegen das Ereignis C,, gehen.
Daher folgt P(C|Xo = i0) = limy,— oo P(Cin|Xo = ip) aus dem Stetigkeitssatz. Aus dem
Hilfssatz erhalten wir dann

n
H e—hqik e_Qikil(tk—tk—l)hqikilik < P(Coo’XO — iO) < H ehqikfle_qikfl(tk_tk_l)hq@'k,lik
k=1 k=1

Ist Wy = Z1 + Zo + --- + Z;, die Wartezeit auf den k-ten Ubergang, dann gilt wegen der
rechtsseitigen Stetigkeit der Pfade

P(Wk € (tk — h,tk],Yk = firl1 <k< n|X0 = io) = P(COO|X0 = io)
Wir bilden jetzt den Zufallsvektor W = (Wi, Ws, ..., W,), der seine Werte in der Menge
K ={t = (t1,ta,...,tp) ER" : 0 < t; < tg < -+ < t,} hat. Firt € K und h > 0 sei
Rip = (t1 — h,tq1] x -+ x (t,, — h,t,], ein n-dimensionaler Wiirfel mit Kantenlédnge h. Sei
d = max(qiy, Giys- -+, _,) und f(t) = [[r_, e_q%*l(t’“_t’f‘l)qikflik, wobei tg = 0 ist. Fir
Wiirfel R, C K mit Ecken in DY haben wir dann gezeigt

e "R f(t) < P(W € Ryp, Y1 =i1,..., Yy, = i,|Yo = d0) < ™ 0" f(2)
Fir M C K sei w(M) = P(W € M,Y; = i1,...,Y, = i,|Yo = ip). Fir Wiirfel R, ), C K
mit Ecken in D haben wir e """ f(t) < w(Ry ;) < e h™ f(t) gezeigt. Sei Q C K eine
endliche Vereinigung von n-dimensionalen Quadern, deren Ecken in D72 liegen. Alle Ecken
liegen dann in Dy, = fir ein mg. Fir jedes h = —m mit m > myg gibt es endlich viele disjunkte
Wiirfel Ry, ... Rtk7h mit Ecken in D" deren Vereinigung () ist. Aus dem Additionssatz

folgt w(Q) = Zf L w(Ry p) also e~ Zk R () < w(Q) < enhd Z?:l R" f(t7). Da
Z i P S (t7) eine Rlemannsumme der Funktion f zur Zerlegung Ry j, ..., Ry, von Q ist,

erhalten wir w( fQ t)dt durch Grenziibergang m — oo. Ist A eine beschrankte

integrierbare Tellmenge von K mit positivem Abstand zum Rand von K und ¢ > 0, dann
gibt es Q1 und @, wie oben mit Q1 C A C Q2 und ‘fQ fQ dt\ < e. Da w(A)

und [, f L f@)dt zw1schen den Werten w(Q1) IQ t)dt und w(Q2) f Q t)dt hegen
erhalten wir |w(A) — [, f(t)dt| < e. Dae >0 beheblg ist, haben wir w( fA
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gezeigt. Schlielich sei B eine beliebige integrierbare Teilmenge von K. Fiir m > 1 sei A,,
die Menge aller Punkte in B, die Norm < m und Abstand > % vom Rand von K haben.
Dann gilt A,, C Ayyq und ), A, = B. Es wurde w( f A, t)dt gezelgt Aus dem
Stetigkeitssatz folgt w(B) = limm_m) w(Ay) = limy, e fAn dt = [ f(t)dt. Fir alle
integrierbaren Teilmengen B von K haben wir also

PW € B,Yy =i1,...,Y, =in|Yo = i) :/ F(t)dt
B

gezeigt. Wir wollen zuriick zum Zufallsvektor Z = (2, Z, ..., Z,) der Verweilzeiten. Ist L
die n x n-Matrix, die iberall unterhalb und in der Diagonale 1 und dariiber 0 hat, dann gilt
W = LZ, da wir ja Wy = Z1 + Zy+ - - - + Zj, fiir 1 < k < n gesetzt haben. Der Wertebereich
von Z ist R} und L : R} — K ist bijektiv. Fiir eine integrierbare Teilmenge C' von R} gilt
ZelC & W e LC. Wegen det L = 1 erhalten wir [, ., f(t)dt = fc f(Ls)ds und daher

P(ZeC)Yr=1t1,...,Yn =i,|Yy =1p) / f(Ls)ds —/ e Tk-1%kg, .. ds
C k=1

Fiir C = R"} erhalten wir wegen fo e ¥¥dy = q—j, dass
n

P(Yl = ’il, . >Yn = Zn|)/0 — ZO) — H Qg 1,
1 dik—

Dividiert man die vorletzte Gleichung durch die letzte Gleichung, so folgt fiir C' C R”}

P(ZEClYOIiO,Yl:il,...,Yn:'Ln _/quk 1€ A
C k=1
wobei eine entsprechende Formel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten verwendet wurde. U

Nach Satz 13 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Reihe nach die Zustande 1,2, ..., 7, bei
Start in 4o durchlaufen werden, gleich Lo 9uiz  Lin—tin = Nyie Verweilzeiten in den einzel-

io Qi1 Qig_q
nen Zustanden sind unabhangig und exponentialverteilt. Das Verhalten der Markovkette
kann man dann so beschreiben. Man verweilt im Zustand ig eine E(qg;,)-verteilte Zeit, dann

springt man mit Wahrscheinlichkeit q;(’# in den Zustand ¢;. Die Verweilzeit im Zustand i,
i0

ist E(g;, )-verteilt, nach deren Ablauf man mit Wahrscheinlichkeit q;l%? in den Zustand 2
i1
springt. Die Verweilzeit im Zustand is ist F(g;,)-verteilt und so weiter. Dadurch sind die

Wabhrscheinlichkeitsgesetze, nach denen die Markovkette ablauft, vollstandig festgelegt.

Der Poissonprozess zum Beispiel hat Zustandsraum S = {0, 1,2,...} und Ubergangsraten

=Aund ¢; ;41 = A fiiri € S. Wegen qzq”” = 1 erfolgt der Ubergang vom Zustand ¢ immer
in den Zustand 1+ 1, was wir ja schon wissen. Interpretiert man den Poissonprozess als die ein
Geschaft betretenden Kunden, dann sind die Verweilzeiten in den einzelnen Zustanden gerade
die Zeiten zwischen den Ankiinften. Man nennt sie deshalb Zwischenankunftszeiten. Nach
Satz 13 sind die Zwischenankunftszeiten voneinander unabhéngig und alle E(\)-verteilt.

In den Anwendungen verwendet man diese Beschreibung der Markovkette. Man stellt
zuerst fest, dass die Verweilzeiten in den Zustanden ¢ € S exponentialverteilt sind mit Pa-
rameter \;, und dass die Wahrscheinlichkeit, von einem Zustand ¢ aus als nachstes in den
Zustand j zu springen, gleich r;; ist, wobei Zje s\fi Tig = 1 gilt. Nach Satz 13 gelten die
Gleichungen

qi = A (ZJ =7y fir ¢ und 5 in S

aus denen man die Ubergangsraten berechnet. Fiir alle i € S gilt > jes\giy Gij = i, was
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aus ZjeS\{i} rij = 1 folgt. Man iiberprift dann, ob auch sup;cgq; < oo gilt. Ist das der

Fall, dann existiert nach Satz 11 eine Familie M (t) = €*© von Ubergangsmatrizen, sodass die
zugehorige Markovkette das vorgegebene Verhalten hat. Wir geben ein Beispiel.

Beispiel 4: Eine Maschine arbeitet bis zum ersten Ausfall. Diese Zeit sei E(\)-verteilt.
Dann wird sie repariert, wobei die Reparaturzeit eine FE(u)-Verteilung habe. Wir nehmen
an, dass die Maschine nach der Reparatur so gut wie neu ist. Die folgende Arbeitsperiode ist
also wieder E(\)-verteilt. Dann kommt wieder eine E(u)-verteilte Reparaturperiode und so
geht es immer weiter.

Es gibt zwei mogliche Zustande. Den Zustand, dass die Maschine arbeitet, bezeichnen wir
mit 1, den Zustand, dass die Maschine in Reparatur ist, mit 0. Wir haben also S = {0,1}.
Die Verweilzeit im Zustand 1 ist E(\)-verteilt, woraus ¢; = A folgt. Da man dann in den
Zustand 0 springt, also r1g = 1 gilt, haben wir qq%‘) = 1. Die Verweilzeit im Zustand 0 ist
E(u)-verteilt, woraus qo = p folgt. Da man dann in den Zustand 1 springt, also ro; = 1 gilt,
haben wir % = 1. Daraus lassen sich dann die Ubergangsraten bestimmen

qo = qo1 = g = A qio0 = A

Wir erhalten die Ratenmatrix QQ = (_/(” H /\). Aus der Gleichung 7) = 0 kann man einen

stationaren Vektor berechnen. Man erhalt my = ﬁ und 7 = ﬁ Der Anteil der Zeit, den

die Maschine arbeitet, ist also 5.
m

8. Eintrittswahrscheinlichkeiten

Wir berechnen die Eintrittswahrscheinlichkeiten in eine Teilmenge H von S und die durch-
schnittliche Zeit bis zum Eintritt in die Menge H mit Hilfe der Matrix @ der Ubergangsraten.
Dazu verwenden wir die Folge Yy, Y7, ... der Zustande, die nacheinander durchlaufen werden.
Diese Folge von Zufallsvariablen bildet einen stochastischen Prozess mit diskreter Zeit und

i

Ubergangswahrscheinlichkeiten Dij = q? fir ¢ # 7 und p; = 0. Das folgt aus der ersten

Gleichung in Satz 13. Aus dieser erhalten wir fiir Zustande i,41 = j, %0 = @, %p—-1,-..,%1, %0
PYor1=5,Yn=0,Y 1 =tdp_1,..., Y1 = 01|Yo = io) = pi P(Yn, = 0,..., Y1 = i1|Yy = ip)
Diese Gleichung gilt auch fiir i = j, da dann auch links 0 steht (man geht in einen anderen

Zustand tiber, nicht in denselben). Multipliziert man mit P(Yy = ig) so ergibt sich
P(Yoi1=5,Yn=0,Y 1 =ip_1,...,Y1 =101, =d0) = pi P(Yn =1,...,Y1 =01, Yy = ip)
Summiert man jetzt iiber ig € S, 11 € S, ... ,ix_1 € S, dann erhalt man
PYp1=53,Yn=0Y 1 =tln-1,..., Y =) =0i; P(Y, =4, Y1 =in_1,..., Y = ix)
Division durch P(Y,, =4,Y,—1 =ip_1,...,Yx = ix) ergibt dann

P(Yoi1 =jYn=0,Yn 1 =tn_1,..., Y% = ix) = pij

Das gilt fiir 0 < k < n. Da die rechte Seite nicht von k abhéngt, ist damit (M1) fiir eine
Markovkette mit diskreter Zeit gezeigt. Mit k = n steht auch schon (M2) da, wobei die p;;
die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind.

Satz 14: Sei H C S und ¢q; > 0 fiir alle i ¢ H. Sei g;y die Wahrscheinlichkeit, von i
ausgehend, irgendwann nach H zu kommen. Die minimale nichtnegative Losung des Glei-
chungssystems

;=1 wenn i € H und ngsqij:r;j:O wenn i€ S\ H

gibt die Eintrittswahrscheinlichkeiten g;y an.
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Beweis: Wir konnen die Verweilzeiten in den Zusténden ignorieren und uns darauf beschréan-
ken, die Uberginge in andere Zustdnde anzuschauen. Die gesuchten Eintrittswahrschein-
lichkeiten sind dieselben wie fiir die Markovkette Yp, Y7, Yo, ... mit diskreter Zeit. Sie hat
Ubergangswahrscheinlichkeiten Dij = % fir ¢« # 7 und p; = 0. Nach Satz 1.4 gibt die
minimale nichtnegative Losung des Gleichungssystems

;=1 wenn i€ H und ‘”i:Z-esl’ijxi wenn i€ S\ H
j

die Eintrittswahrscheinlichkeiten g;5 an. Das ist aquivalent zu obigem Gleichungssystem. [

Satz 15: Sei H C S, sodass q; > 0 fiir allei ¢ H und g;iy = 1 fiir alle i € S gilt. Sei m;y
die durchschnittliche Wartezeit, bis man bei Start in ¢ die Menge H betritt. Dann gibt die
minimale nichtnegative Losung des Gleichungssystems

z; =0 wenn 1€ H und —Zjesqijszl wenn i € S\ H
diese durchschnittlichen Wartezeiten an.

Beweis: Seien Yy = Xg, Y7, Yo, ... die Zustande, die nacheinander durchlaufen werden, und
Z die Verweilzeit im Zustand k. SeilW die Wartezeit bis zum Eintreffen in H. Dann gilt
Mg = fooo P(W > t|Xg =i)dt. Durch Yy, Y3, Y5, ... ist eine Markovkette mit diskreter Zeit

gegeben, die Ubergangswahrscheinlichkeiten p;; = ‘Z_j = % fiir ¢ # j und p;; = 0 hat.

Wir berechnen m; gy fiir i ¢ H. Die Ereignisse {Y; = j;,Y;—1 = ji—1,..., Y1 = j1,Yp = i} mit
[>1und j; € S\ H,...,ji—1 € S\ H,j; € H bilden eine Zerlegung des Ereignisses Yy = 1,
da Z?il Zﬁ%H,...,jzfl%H,szH P(Yl = jl,YVl_l = jl—la . ,Y1 = jl‘YO = Z) = 0gi0 = 1 ist. Mit
Hilfe der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit folgt

PW >t Xo=1)

= Y PO i=g Yo =P =i Ya = Yo = i)
I=151¢H,....j,_1¢H,j;€H
= Z Z P(Zz + Zj1 4+ e+ Zjl—l > t)pijlpjljg N I

~

=1 j1¢H7"'7jl—1¢H7jleH
Da fooo PZi+---+Z;, , >t)dt=E(Z;+---+Z;, ,) =E(Z;))+---+E(Z;,_,) ist, ergibt
sich durch Integration iiber ¢ von 0 bis co wegen E(Z;) = %, dass
J

oo

I1=1 j1¢H,....i—1¢H,jicH
gilt. Damit ist m; g durch die Ubergangsraten bestimmt.
Wir zeigen, dass die m;; das angegebene Gleichungssystem erfiillen. Klarerweise gilt m;g =0
fiir i € H. Beachtet man, dass Y -, D EH g ¢ H e H PinnPinga - - Pjuvje = gim = 1 ist,
dann folgt fiir i ¢ H aus obiger Formel

oo
1 1 1
min ==+ >, (Gr T+ G P Pigs - Pt
=2 j1¢H,~~-,jL-1¢H,jl€H
Es folgt m;g = % + Z]ﬁé 17 Pij My, g unter nochmaliger Verwendung obiger Formel. Wegen
m;, g = 0 fir j; € H ist damit gezeigt, dass die m;y Losungen des Gleichungssystems sind.

Sei z; mit ¢ € S eine nichtnegative Losung des Gleichungssystems. Dann gilt z; = m;g = 0
firi e H. Firi ¢ H gilt z; = % + ngHpij.’Ej, da ja x; = 0 fir j € H gilt. Setzt man diese
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Gleichung in sich selbst ein, so folgt x; = % + ngﬂpijqij + ngéH Zkngijpjkxh Setzt
man diese Gleichung n — 1 Mal in sich selbst ein, so erhalt man

n
i 2 g PijiPjija -+ - Pji1 aj,

I=1j1¢H,...j1¢ H
da ja = <z, fiir j) ¢ H gilt.

1, 1 1
Sei Jetzt W= ¢H, goagmaen g T ot qjl—_l)pijlpjlj2 ...Dj,_,j,- Es folgt

1 1 1 1
up = Z (- + m)pijl o Djiagia — Z (it E)Pz‘jl <+ D1y
j]_%H,...,jl,l%H j1¢H,...,jl¢H

firl > 2 und u; = % — ZjlgH ipijl' Daraus erhalten wir

n n—1
E 1 E E 1 § 1 1 1

u; = a—f— apz]l "'pjl—ljl_ (E—'_a—f—'—i—m)pljl "'pjn—ljn
=1

=1 31¢H7791¢H j1¢H7-~~7j7L¢H
Daraus sieht man, dass Y ;" u; < ; fiir alle n gilt. Da oben m;y = Y ;= w gezeigt wurde,
ist damit m;g < x; bewiesen. O

Beim Geburts- und Todesprozess kann man das Eintreffen im Zustand 0 als Aussterben
bezeichnen. Die Aussterbewahrscheinlichkeit bei Start in 4 ist dann g;y mit H = {0}. Wegen
Satz 14 findet man sie, indem man die minimale nichtnegative Losung des Gleichungssystems

xo=1 und px;—1 — (i + X))z + Nwjp1 =0 fir ¢ >1
sucht. Es folgt z;11 — x; = ’i‘—:(m, — x;—1). Setzt man pp = 1 und p; = ‘;\1‘;;,
Tiv1 — x; = oi(x1 — 1) fiir ¢ > 1. Summiert man iiber ¢ von 1 bis j — 1, so ergibt sich
zj—xp = (r1—1)>7_ 1 0; fiir j > 2. Durch z; = 1 fiir alle j ist eine Losung gegeben. Wenn
>oo2, 0i = oo gilt, dann ist das die minimale nichtnegative Losung. Aus 1 < 1 wiirde sich
Ty, < 0 fiir grofle m ergeben. Fiir .~ 0; = 0o haben wir also g;z = 1 fiir alle ¢ gefunden.

so hat man

Seijetzt ¢ = > 2, 0; < 00. Esgilt z; = 21— (1—11) Zz;ll o; fur j > 2. Die x; konvergieren
monoton fallend gegen x1 — (1 — x1)c. Das muss > 0 sein, sodass z1 > Too + ist. Die minimale
nichtnegative Losung erhalt man bei Gleichheit. Es folgt g;g = 1+FC Py ; 0i fir y > 1.

Wenn .2 | 0; = oo ist, dann gilt g;; = 1 fiir alle i. In diesem Fall findet man wegen Satz 15
die durchschnittlichen Wartezeiten m;y mit H = {0} bis zum Aussterben als minimale
nichtnegative Losung des Gleichungssystems

o = 0 und MUiZli—1 — (Mz + )\Z),TZ + )\ixi—kl +1=0 fir ¢ Z 1
Es folgt x;11 — 2 = (2 — 24-1) — /\i fir ¢ > 1. Definiert man die p; genauso wie oben,

multipliziert dann diese Gleichung mit i und summiert iiber ¢ von 1 bis 7, dann erhalt man

Qij(xﬂ_l—mj) =x;— ;Z 1 )\ - fir j > 1 Es folgt xj11—x; = 0j(z1—c;) mit ¢; = > 7_, %@Z
Summation {iber j von 1 bis m — 1 ergibt z,, = =1 + Z;n_ll 0j(z1 —¢;) fir m > 1.
Seic= Zfol Nor Wenn z; < cist, dann existiert ein o > 0 und ein jo mit 71 — ¢; < —«

fiir j > jo. Wegen > .2, 0; = oo folgt Z . ,(_)J<$1 ¢;) — —oo fiir m — oo, sodass z,, > 0
nicht fiir alle m gelten kann. Wir erhalten T > cC.

Wenn ¢ = oo ist, dann auch z;. Es folgt m;z = oo fiir alle 7. Wenn ¢ < oo ist, dann ist
r1 = ¢, da Wir die minimale Losung suchen. Es folgt z; = ¢ + Zf:_ll o1(c — ¢), das heif}t

mig =~ 1,\9 211@2@ l—|—1>\gfurj>1
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Waéhlt man insbesondere A\; = A und p; = p, dann folgt o; = (%)Z Wir erhalten ¢g;5 = 1
fiir alle 4, wenn A < p gilt, und g;5 = (%)Z, wenn A > p gilt. Fir A < p berechnen wir noch

1
mlH—Zk 1Ak9k:Azk 1( ) = =X

9. Bestimmen der Ubergangsraten

Beispiele konnen natiirlich komplizierter sein als das am Ende des vorletzten Kapitels be-
handelte. Meistens l&uft nicht nur eine Arbeitsperiode, nach deren Ablauf der Ubergang
erfolgt, sondern es laufen mehrere Zeiten, das konnen Arbeitsperioden, Wartezeiten, Be-
dienzeiten und dergleichen sein, wobei der Ubergang erfolgt, sobald die erste dieser Zeiten
abgelaufen ist. In welchen Zustand der Ubergang erfolgt, ergibt sich daraus, welche dieser
Zeiten als erste abgelaufen ist. Um solche Situationen behandeln zu konnen, benétigen wir
den folgenden Satz.

Satz 16: Seien Vi, Vs,...V, unabhédngige Zufallsvariable, wobei V; die E(\;)-Verteilung
habe. Sei U = min(V, Va, ..., V,,), sei N der' Index i mit V; = U, und sei W; = V; — U fiir
alle j. Dann gilt
(a) N und U sind unabhéingig.
(b) U ist E(A\ + - —|— An)-verteilt, das heift P(U > t) = e~ At +2)t fiip ¢ > 0.
( ) ( Z) m fiir 1 < 7 < n
(d) P(W; <sj fiir alle j #i|N =1) = HHﬁ (1 — e %)
(e) P(W; <sj fiirallej#i,U>tIN=1)=P(W; <s; fiiralle j #i|N =14)P(U > t)
Beweis: Sei i€ {1,2,...,n},seit >0 und s; > 0. Dann gilt

P(N =i,U>t,W; <sjfiralle j #1i) =Pt <V; <V; <s; +V, fiir alle j # 1)

51+yz Sn+yz
/ / / )\16_)\1y1 R )\ne_)‘”y"dyl R dyi—ldyi—l—l R dyndyz

:/ )\ie—)\iyi H (e_>\jyi _ e—Aj(Sj-Fyi))dyi

¢ i
[e.e)
— / )\ie_(Al‘i'""i’)\n)yidyi H (1 _ e—Aij)
t .
J#1

by
— ? —()\1—|—~"—|—>\n)t 1 _ —>\ij
Mt A jl;[( e )

Lésst man alle s; gegen oo gehen, so folgt

Ai _

Daraus folgt, dass N und U unabhéngig sind und die in (b) und (c) angegebenen Verteilungen
haben. Setzt man ¢ = 0 so folgt
Ai
P(N =i, W; < s, fiir alle j # 1) = ﬁl;[ (1 — e Hi%)
Dividiert man durch die Gleichung (c), so folgt (d). Man erhilt (e), indem man die zu Beginn

des Beweises bewiesene Gleichung durch die Gleichung (c) dividiert und dann (b) und (d)
verwendet. 0

IDie Wahrscheinlichkeit, dass zwei der Zufallsvariablen V; denselben Wert annehmen, ist 0. Daher ist der
Index 7 eindeutig bestimmt.
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Satz 16 wird zum Bestimmen der Ubergangsraten verwendet. Es laufen n unabhéngige
Zeiten Vi, ..., V,. Sobald die erste dieser Zeiten abgelaufen ist, springt man in einen anderen
Zustand. Die Verweilzeit ist U = min(V4,...,V,,). Sieist nach Satz 16 (b) exponentialverteilt.
Die Zufallsvariable N gibt den Index der abgelaufenen Zeit an und bestimmt den Zustand,
in den man springt. Dieser neue Zustand ist wegen Satz 16 (a) von der Verweilzeit im
alten Zustand unabhéngig. Sobald man den neuen Zustand betritt, ist N = ¢ bekannt. Die
Restzeiten W; = V; — U fiir j # ¢ sind nach Satz 16 (d) voneinander unabhéngig und haben
dieselbe Exponentialverteilung wie die Zeiten V; fiir j # ¢. Man kann also so tun, als ob
die Zeiten V; fiir j # ¢ erst zum Zeitpunkt des Uberganges in den neuen Zustand zu laufen
beginnen. Auflerdem sind nach Satz 16 (e) die W; fiir j # ¢ von der Verweilzeit U im alten
Zustand unabhangig. Zusatzlich zu diesen Restzeiten konnen beim Ubergang von diesen
unabhéngige neue exponentialverteilte Zeiten zu laufen beginnen. Nach dem Ubergang in
den neuen Zustand ist man dann in der selben Situation wie zu Beginn und kann dieselbe
Uberlegung fiir den neuen Zustand durchfithren. Daraus sieht man, dass eine Markovkette
vorliegt, fiir die man die Ubergangsraten aus Satz 16 (b) und aus Satz 16 (¢) berechnen kann.

Wir fiihren das an einem einfachen Beispiel durch.

Beispiel 5: Wir behandeln jetzt zwei Maschinen von der Art wie in Beispiel 4 beschrieben.
Der Zustand 0 bedeute, dass beide Maschinen in Reparatur sind. Zustand 1 bedeute, dass
eine Maschine in Betrieb, die andere in Reparatur ist, und Zustand 2 bedeute, dass beide
Maschinen in Betrieb sind. Weiters soll angenommen werden, dass immer nur eine Maschine
repariert werden kann.

Zu Beginn sind beide Maschinen in Betrieb, das heifit man befindet sich im Zustand 2.
Es laufen die beiden unabhéngigen FE(\)-verteilten Arbeitsperioden Vi und V5, der beiden
Maschinen. Die Verweilzeit im Zustand 2 ist U = min(V3, V3). Nach Satz 16 (b) hat sie die
E(2))-Verteilung. Nach Ablauf der Verweilzeit springt man in den Zustand 1. Daraus ergibt
sich g2 = 2\ und % =1, also q21 = 2A.

Unmittelbar nach dem Ubergang beginnt eine E (n)-verteilte Reparaturzeit V; zu laufen und
unabhéngig davon lauft die Restarbeitsperiode V5 der anderen Maschine, die nach Satz 16 (d)
wieder F(\)-verteilt ist. Die Verweilzeit im Zustand 1 ist U = min(Vy, V,). Nach Satz 16 (b)
hat sie die E()\ + p)-Verteilung. Nach Satz 16 (c) lduft mit Wahrscheinlichkeit £ dle

Raparaturzeit zuerst aus und man springt in den Zustand 2. Mit Wahrschemhchkelt

>\+
lauft die Arbeitsperiode zuerst aus und man springt in den Zustand 0. Wir erhalten g1 = A4y,
%LQ - Xi_u und % = )\_)|\_ , woraus qi2 = p und gio = A folgt.

Nach dem Ubergang ist man entweder im Zustand 2, wo eine Restarbeitsperiode und eine
Arbeitsperiode zu laufen beginnen, die beide E(\)-verteilt sind, und es geht so weiter wie
eingangs beschrieben, oder man ist im Zustand 0. Hier lauft eine F/(u)-verteilte Reparaturzeit,
wahrend die andere Maschine auf das Ende der Reparatur wartet, um danach repariert zu
werden. Die Verweilzeit ist daher E(u)-verteilt, nach deren Ablauf man in den Zustand 1
springt. Wir erhalten ¢y = p und % =1, also gy = p. Nach dem Ubergang ist man in
Zustand 1 und es geht weiter wie im vorigen Absatz.

Wir haben also eine Markovkette gefunden mit

—p p 0
Q= A “A-—p u
0 20 =2\

als Matrix der Ubergangsraten.
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Aus der Gleichung 7@) = 0 kann man wieder den stationaren Vektor 7 berechnen. Er gibt an,
wie viele Maschinen welchen Zeitanteil in Betrieb sind. Wir tun das nicht, sondern berechnen
die durchschnittliche Zeit, die es dauert, um vom Zustand 2 aus den Zustand 0 zu erreichen,
das heifit, bis beide Maschinen aufler Betrieb sind, wenn man mit zwei neuen Maschinen
startet. Sei H = {0}. Gesucht ist mop. Zuerst berechnen wir g; 5 fiir i € S. Die Gleichungen
aus Satz 14 sind

xo = 1, Azg — (A + p)z1 + pxe =0, 22 r1 — 2 22 =0
Die einzige Losung ist £ = ©1 = x9 = 1. Daher gilt g;iy = 1 fiir ¢ € S. Die Voraussetzung
von Satz 15 ist erfiillt. Die Gleichungen aus Satz 15 sind

Ty = 0, )\SCO — ()\"— ,LL).I'l + pxo = —1, 2)\5(31 — 2)\1’2 =-1
_K_

Die einzige Losung ist x1 = % + 55z und zp = % + 5%z Insbesondere gilt mag = % + 55z

10. Warteschlangentheorie

Warteschlangen, die sich zum Beispiel vor einem Bankschalter bilden, kénnen ebenfalls
durch eine Markovkette beschrieben werden. Wir werden solche Warteschlangen in ver-
schiedenen Versionen behandeln. Wir nehmen an, dass die Kunden, die die Bank betreten,
einen Poissonprozess mit Parameter A bilden. Die Zwischenankunftszeiten sind daher von-
einander unabhégig und alle E(\)-verteilt. Die Bedienzeit eines Kunden nehmen wir als
E(p)-verteilt an. Natiirlich sind die Bedienzeiten der Kunden voneinander unabhéngig.

Beispiel 6: Es ist ein Bankschalter gedffnet, vor dem sich die Kunden anstellen. Als Zustand
nehmen wir die Anzahl aller Kunden vor dem Schalter, entweder wartend oder in Bedienung.
Wir haben den Zustandsraum S = {0,1,2,3,...}.

Wir ermitteln die Ubergangsraten. Ist man im Zustand n > 1, so lduft eine E())-verteilte
Zwischenankunftszeit und eine E(u)-verteilte Bedienzeit. Lauft zuerst die Zwischenankunfts-
zeit ab, so springt man in den Zustand n + 1, da ein neuer Kunde eintrifft, bevor der gerade
Bediente geht. Nach Satz 16 geschieht das mit Wahrscheinlichkeit ﬁ Lauft zuerst die Be-
dienzeit ab, so springt man in den Zustand n—1, da der gerade Bediente geht, bevor ein neuer
Kunde eintrifft. Nach Satz 16 geschieht das mit Wahrscheinlichkeit ﬁ Die Verweilzeit im
Zustand n ist das Minimum der Zwischenankunftszeit und der Bedienzeit, also E(\ + p)-
verteilt. Es folgt ¢, = A + u, q”(’;% = ﬁ und % = ﬁ, und daraus ¢ ,4+1 = A und
Gn,n—1 = p. Lauft die Zwischenankunftszeit zuerst ab, dann beginnt nach dem Ubergang eine
neue F(\)-verteilte Zwischenankunftszeit zu laufen und die Restbedienzeit lauft weiter, die
jedoch nach Satz 16 wieder E(u)-verteilt ist, sich also genauso verhélt, wie wenn eine neue
zu laufen beginnen wiirde. Lauft die Bedienzeit zuerst ab, dann beginnt nach dem Ubergang
eine neue E(u)-verteilte Bedienzeit zu laufen und die Restzwischenankunftszeit 1auft weiter,
die jedoch nach Satz 16 wieder E()\)-verteilt ist, sich also genauso verhélt, wie wenn eine
neue zu laufen beginnen wiirde.

Der Zustand 0 verhélt sich anders. Es wird niemand bedient. Der Schalter wartet auf einen
Kunden. Es lduft nur die E'(\)-verteilte Zwischenankunftszeit, nach deren Ablauf man in den
Zustand 1 iibergeht. Wie oben folgt go = A und go1 = A.

Wir haben einen Geburts- und Todesprozess erhalten mit \; = A fir ¢ > 0 und p; = p fir
¢ > 1. Wir nehmen an, dass A < p gilt, das heiflt, dass die durchschnittliche Zwischenan-
kunftszeit grofler als die durchschnittliche Bedienzeit ist. Wéare das nicht so, dann wiirde die
Warteschlange ja immer langer werden. Wir setzen a = % < 1. Nach Beispiel 3 existiert ein
stationérer Vektor, der durch m, = (1 — a)a™ fiir n € S gegeben ist. Nach einer gewissen
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Anlaufzeit ist m,, die Wahrscheinlichkeit, zu einem zuféllig gewahlten Zeitpunkt die Markov-
kette im Zustand n, also n anwesende Kunden, vorzufinden. Man kann 7, auch als Anteil
der Zeit, den sich die Markovkette im Zustand n befindet, auffassen.

Bezeichnet L die Lénge der Warteschlange ohne den Bedienten, dann gilt P(L =n) = m,41
fir n > 1 und P(L > n) = Y o, my1 = a™! ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zu
einem zufalligen Zeitpunkt die Bank betretender Kunde eine Warteschlange der Lange > n
vorfindet. Die durchschnittliche Lénge der Warteschlange ist E(L) = >.°2, P(L > n) = Ty

n=1 l1—a
Sei W die Wartezeit eines Kunden, der zu einem zufélligen Zeitpunkt die Bank betritt. Sei N
der Zustand, den der Kunde beim Betreten der Bank vorfindet. Es gilt P(N = k) = mj,. Sei
t > 0. Ist N =0, dann kommt der Kunde sofort dran, also P(W > t|N =0) =0. Ist k> 1
und N = k, dann ist die Wartezeit des Kunden die Summe der E(u)-verteilten Restbedienzeit
des gerade Bedienten und von den E(u)-verteilten Bedienzeiten der k — 1 Personen, die vor
ihm warten. Die Summe von k& unabhéngigen F(u)-verteilten Zufallsvariablen hat eine Fy,(u)-

Verteilung (Erlangverteilung oder Gammaverteilung) mit Dichte g(z) = %kal_),l e #*. Daher
gilt P(W > t|N = k) = [ g(z)dz. Daraus folgt

_ _ _ _ o —px _ —pu(l—a
P(W>t)—kZ_OP(W>t\N_k)P(N_k)—;(1 a)a /t Tk dz = ae

Damit haben wir die Wahrscheinlichkeit berechnet, dass ein zu einem zufalligen Zeitpunkt
die Bank betretender Kunde langer als ¢ Zeiteinheiten warten muss. Weiters gilt

E(W) :/OOOP(W>t)dt: h

Das ist die durchschnittliche Wartezeit eines Kunden.

Beispiel 7: Jetzt seien s Bankschalter geoffnet, vor denen sich eine Warteschlange bildet. Als
Zustand nehmen wir die Anzahl der vor den Schaltern Wartenden einschliefllich der gerade
Bedienten. Der Zustandsraum ist also S ={0,1,2,3,...}.

Wir ermitteln die Ubergangsraten. Im Zustand 0 wartet man auf einen Kunden. Es lauft
die E(\)-verteilte Zwischenankunftszeit, nach deren Ablauf man in den Zustand 1 iibergeht.
Wir erhalten ¢gg = A und (f])—(’)l =1, also go,1 = A\

Sei jetzt 1 < n < s. Im Zustand n werden alle n anwesenden Kunden bedient. Es laufen eine
E(\)-verteilte Zwischenankunftszeit und n unabhéngige E(u)-verteilte Bedienzeiten. Lauft
zuerst die Zwischenankunftszeit ab, so springt man in den Zustand n+ 1, da ein neuer Kunde
eintrifft, bevor einer der gerade Bedienten geht. Nach Satz 16 geschieht das mit Wahrschein-
lichkeit j‘n“. Lauft zuerst eine Bedienzeit ab, so springt man in den Zustand n — 1, da einer
der gerade Bedienten geht, bevor ein neuer Kunde eintrifft. Nach Satz 16 geschieht das mit

Wahrscheinlichkeit )\j_iu. Die Verweilzeit im Zustand n ist das Minimum der Zwischenan-

kunftszeit und der Bedienzeiten, also F/(A+ nu)-verteilt. Es folgt ¢, = A+np,

qdn,n+1 A

dn - At+np

qn,n— . n . . . . . .
und . L = X +¢w’ und daraus ¢y n+1 = A und gy, p—1 = npu. Lauft die Zwischenankunftszeit

zuerst ab, dann beginnt nach dem Ubergang eine neue E (M\)-verteilte Zwischenankunftszeit
zu laufen und die Restbedienzeiten laufen weiter, die jedoch nach Satz 16 wieder alle E(u)-
verteilt ist, sich also genauso verhalten, wie wenn neue Bedienzeiten zu laufen beginnen
wiirden. Lauft eine der Bedienzeiten zuerst ab, dann beginnt nach dem ﬂ’bergang eine neue
E(u)-verteilte Bedienzeit zu laufen und die iibrigen Restbedienzeiten und die Restzwischen-
ankunftszeit laufen weiter. Sie verhalten sich jedoch nach Satz 16 genauso, wie wenn sie neu
zu laufen beginnen wiirden.
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Ist man in einem Zustand n > s, dann werden s der n anwesenden Kunden bedient und
die anderen warten. Es lduft eine E(\)-verteilte Zwischenankunftszeit und s unabhingige

E(u)-verteilte Bedienzeiten. Genauso wie oben erhilt man g, = X + su, & T = g j[\su und
dn,n _
q—nl = )\i’iu, und daraus g n+1 = A und ¢, n—1 = Si.

Wir haben wieder einen Geburts- und Todesprozess erhalten mit A\; = A und p; = pmin(i, s)
fiir alle 7 € S. Wir nehmen an, dass A < s,u gilt. Sei a = ﬁ < s. Nach Beispiel 3 existiert ein

S— 1(1]

stationdrer Vektor. Mit ¢ = (32, 57 + 41 1—= L )_1 ist der stationére Vektor dann durch

n a® a

a .
T =c— fir0<n<s-1 und Wn—c—'(—)”_sfurnZs
n! s

gegeben. Nach einer gewissen Anlaufzeit ist 7, die Wahrscheinlichkeit, zu einem zuféllig
gewahlten Zeitpunkt n anwesende Kunden vorzufinden.

Bezeichnet L die Lange der Warteschlange ohne die Kunden, die gerade bedient werden, dann
gilt P(L =n) = mp4s flir n > 1 und

a 1
P(L>n) Zers—c )1_a

ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zu einem zufélligen Zeitpunkt eintreffender Kunde eine
Warteschlange der Lange > n vorfindet. Die durchschnittliche Lange der Warteschlange ist

a’®a 1
ZPL>n "
Sei W die Wartezeit eines Kunden, der zu einem zufalligen Zeitpunkt die Bank betritt, und
sei t > 0. Sei N der Zustand, den der Kunde beim Betreten der Bank vorfindet. Es gilt
P(N =k) = m. Ist N < s, dann kommt der Kunde sofort dran, also P(W > t|N = k) =0
fiir £ < s. Solange alle s Schalter besetzt sind, sind die Zeiten zwischen den Abgéingen
nach Satz 16 voneinander unabhéngig und und haben alle eine F(su)-Verteilung. Ist k£ > s
und N = k, dann miissen k£ — s + 1 Personen weggehen, bis der Kunde drankommt. Seine

Wartezeit ist daher die Summe von k — s+ 1 unabhéngigen F(su)-verteilten Zeiten zwischen
(S,LL)k 9+1 k—

den Abgéngen, die eine Fj_ 5+1(su) Verteilung mit Dichte h(x) = W@”“m hat.
Daher gilt P(W > t|N = k) = [, h(z)dx. Daraus folgt

P(W>t):ZPW>t|N k)P( Zwk/

k=0

_ 5#/ Zuax

a’ e u(s a)t

—S8

a® >
e M dr =c— su/ el e M d
t

- (s—1)! s—a
Damit haben wir die Wahrscheinlichkeit berechnet, dass ein Kunde langer als ¢ Zeiteinheiten
warten muss. Aus der Formel E(W) = [ P(W > t)dt erhalten wir E(W) = cﬁm,

die durchschnittliche Wartezeit eines Kunden.

Exponentialverteilte Bedienzeiten stimmen nicht so gut mit der Wirklichkeit tiberein. Die
Annahme exponentialverteilter Bedienzeiten wiirde bedeuten, das die ganz kurzen Bedien-
zeiten am haufigsten auftreten. Eine Verbesserung kann man erreichen, indem man die
Bedienzeiten als Fj(u)-verteilt mit £ > 2 annimmt. Diese Verteilungen sehen dhnlich aus
wie eine Normalverteilung.
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Beispiel 8: Wir untersuchen die Warteschlange vor einem Bankschalter mit Eo(u)-verteilten
Bedienzeiten. Um diese durch eine Markovkette beschreiben zu konnen, miissen wir uns etwas
einfallen lassen, um wieder mit exponentialverteilten Zeiten arbeiten zu konnen. Wir denken
uns die Bedienzeit aus zwei Phasen a und b zusammengesetzt, die unabhéngig sind und von
denen jede eine E(u)-Verteilung hat. Dann ist die Bedienzeit als deren Summe Fs (p)-verteilt.
Um den Zustandsraum S festzulegen, bezeichnen wir mit (n,a) den Zustand, dass n Kunden
anwesend sind (wartend oder in Bedienung) und der gerade Bediente sich in Phase a befindet.
Mit (n, b) bezeichnen wir den Zustand, dass n Kunden anwesend sind und der gerade Bediente
sich in Phase b befindet. Wir erhalten S = {0, (1, a), (1,b), (2,a), (2,0),... }.

Im Zustand 0 wartet man auf einen Kunden. Es lauft eine E(\)-verteilte Zwischenankunfts-
zeit, nach deren Ablauf man in den Zustand (1,a) iibergeht. Es gilt also ¢q¢ = A und
Qo(1,) = A Im Zustand (n,a) laufen eine E(A)-verteilte Zwischenankunftszeit und eine
E(p)-verteilte Phase a der Bedienzeit. Lauft erstere zuerst ab, so geht man in den Zustand
(n + 1,a) Uber. Lauft die zweite zuerst ab, so geht man in den Zustand (n,b) iiber. Somit
erhdlt man g, o) = A + i, ¢(n,a)(n+1,0) = A UNA G(p 0)(n,p) = f- Im Zustand (n,b) laufen eine
E(X)-verteilte Zwischenankunftszeit und eine E(u)-verteilte Phase b der Bedienzeit. Léauft
erstere zuerst ab, so geht man in den Zustand (n + 1,b) iiber. Lauft die zweite zuerst ab, so
geht man in den Zustand (n — 1,a) tiber. Somit erhdlt man g, 5y = A+ i, @by (nt1,5) = A
und g, p)(n—1,a) = p- Wir erhalten folgende Ratenmatrix

A 0 0 0O 0 0 0 0 0
0 —A—pu A 0O 0 0 0 0 0
[ 0 —A—u 0 A 0 000 O
Q=10 0 0 “A—p @ A0 0 0 0
0 0 AN 00 0

L 0 0 —A—Lu
In diesem Fall lasst sich keine Formel fiir den stationdren Vektor angeben.

Zum Abschluss soll noch kurz auf Warteschlangennetzwerke eingegangen werden. Wir
haben eine endliche Menge K = {1,2,...,k} von Schaltern (server). Die Bedienzeit am
Schalter i sei E(u;)-verteilt. Nach Beendigung der Bedienung geht der Kunde weg oder
zu einem anderen Schalter. Eintreffende Kunden werden durch Poissonprozesse beschrieben.
Solche Modelle werden zum Beschreiben von Computernetzwerken verwendet, wo die Schalter
Computer sind und die Kunden Programme, die von den Computern bearbeitet werden.

Beispiel 9: Wir untersuchen ein geschlossenes Netzwerk. Es treffen keine Kunden ein und es
gehen keine Kunden weg. Nach Beendingung der Bedienung am Schalter ¢ geht ein Kunde mit
Wahrscheinlichkeit s;; zum Schalter j und stellt sich dort an. Wir nehmen an, dass er zu einem
anderen Schalter geht, sodass s;; = 0 ist. Natiirlich gilt > jex Sij = L. Als Zustandsmenge
wéhlen wir S = {n = (n1,n2,...,n) : n; > 0}. Im Zustand n = (n1,ng,...,ni) befinden
sich n; Kunden am Schalter j, entweder wartend oder in Bedienung. Da das Netzwerk
geschlossen ist, andert sich ny + ny + - - - + ng nicht.

Sei ej =(0,...,0,1,0,...,0) der j-te Einheitsvektor. Ubergénge sind nur vom Zustand n in
den Zustand n —e; +e; mit ¢ # j moglich (ein Kunde wird am Schalter ¢ fertig und geht zum
Schalter j). Aus den oben gemachten Annahmen bestimmen wir die Ubergangsraten.

Wir sind im Zustand n. Sei 6;(n) = 0, wenn n; = 0 ist und d;(n) = 1, wenn n; > 0 ist. Fiir
jedes I mit §;(n) = 1 14uft eine E(y;)-verteilte Bedienzeit. Die Verweilzeit im Zustand n ist das
Minimum dieser Zeiten, also E(Zle di1(n)py)-verteilt. Es folgt g, = ZL di(n)p. Seii e K
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so, dass 9;(n) = 1ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Bedienzeit am Schalter i zuerst ablauft,
ist p;/ Zle di1(n)py. Ein Kunde verldsst den Schalter ¢ und geht mit Wahrscheinlichkeit s;;
zum Schalter j. Die Wahrscheinlichkeit 2"t

ist daher Sijﬂi/zgle 61(n)p. Daraus folgt g¢nn—e,4e; = pisij. Ist 6;(n) = 0, dann ist kein

, dass der nachste Zustand n — e; + e; ist,

n

Kunde am Schalter i, der Ubergang nach n — e; + e; nicht moglich, also ¢ n—¢; e, = 0. Wir
schreiben ¢, —e,4+e; = pisij0:;(n). Ist n € S und n; > 0, dann kénnen wir n + e; — ¢; fiir n
einsetzen und erhalten g, ye;,—e; n = piSij. Ist n; = 0, dann existiert der Zustand n +¢; — e;
nicht. Wir schreiben daher g, ye;—c; n = pisijd;(n), um es spéter zu verwenden.

Aus den soeben berechneten Ubergangsraten kann man den stationaren Vektor bestimmem.
Die Gesamtanzahl m der Kunden im Netz andert sich nicht. Wir konnen daher auf dem
eingeschrankten Zustandsraum S = {n = (ny,n2,...,nk) :n; > 0,01 +na + -+ +np = m}
arbeiten. Wir nehmen an, dass die Matrix (s;;); jex irreduzibel ist. Man findet o; > 0 mit
1 € K, die eine Losung des Gleichungssystems
ZiGK O[3 S55 = Qi mit j e K

bilden (der Vektor (ouu;)ick ist stationdrer Vektor der Markovkette mit diskreter Zeit, die
Ubergangsmatrix (8ij)i,jex hat). Fiir n € S sei m, = cal'ay?...a;*, wobei ¢ so bestimmt

64 (n)
o

wird, dass ) g7, = 1 gilt. Multipliziert man obige Gleichung mit , so ergibt sich
Y ick Tntei—e; MiSij0j(n) = Tupiéj(n). Summiert man iiber j € K, beachtet, dass s; = 0

ist, und setzt die oben gefundenen Ubergangsraten ein, so erhilt man

ZiGK ZJEK\{Z} Tntei—ejlntei—ejn = Tnln firne S

Da Ubergéinge nur von n+e; —e; nach n stattfinden konnen, sind diese Gleichungen équivalent
zu 7@ = 0. Damit ist gezeigt, dass durch (m,),cs ein stationdrer Vektor gegeben ist.

Beispiel 10: Ein offenes Netzwerk ist genauso wie ein geschlossenes definiert, nur konnen
jetzt bei jedem Schalter ¢ auch Kunden von auflen geméafl einem Poissonprozess mit Param-
eter \; eintreffen, und Kunden, deren Bedienzeit beim Schalter i abgelaufen ist, gehen mit
Wahrscheinlichkeit s;; zum Schalter j und verlassen mit Wahrscheinlichkeit r; das Netzwerk.
Es gilt r; + Zje i Sij = L fiir alle i« € K. Wenn ¢ ein Schalter ist, bei dem keine Kunden von

auBen eintreffen konnen, setzen wir A; = 0. Die Ubergangsraten findet man wie in Beispiel 9:
dn — Zf:l 51(71)/” + Zf:l Al dn,n—e;+e; — Hisijéi(n)a dn,n—e; = Niriéi(n) und n,n+e; — >\j~
Finen stationaren Vektor kann man wie in Beispiel 9 berechnen. Bilden die o; > 0 mit ¢ € K
eine Losung des Gleichungssystems

ZiEK Q;ihiSij + )\j = Qb mit j € K

dann sei m, = caf'ay® ... ap* fiir n € S und cso, dass ), com, = 1 gilt (ist ), g™ = 00,
T d;(n)
Teduln),

dann existiert kein stationdrer Vektor). Multipliziert man obige Gleichung mit ~

ergibt sich ), . ZjeK\{i} Tntei—e;dntei—ejmn + ZjeK Tn—c;Qn—e;;n = Tn ZjeK pidj(n) wie
in Beispiel 9. Summiert man obige Gleichung iiber j € K und verwendet r; =1 — ) jek Sigs

SO

ann erhilt man > .. ajuir; = > .. Multipliziert man jetzt mit m,, so ergibt sic
d hiilt ——" iex Aj. Multipliziert jetzt mit gibt sich
Y ick Tnte;Gntei,n = Tn ZjeK Aj. Addiert man das zur Gleichung vorher, so folgt

§ icK 5 jGK\{i} 7Tn+e¢—ean+ei—ej,n+ § jEK 7"'n—ejQ’rL—ej,11_|’ § icK 7Tn+e¢Qn+ei,n = Tndn

fiir n € S. Da Ubergénge nur von n + e; — ej, n —e; und n + e; nach n stattfinden konnen,
sind diese Gleichungen dquivalent zu 7@} = 0. Somit ist (7, )nes ein stationérer Vektor.
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