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Vorbemerkung

Diese Vorlesung behandelt stochastische Prozesse, die haufig in Anwendungen
vorkommen. Typische Beispiele sind der Poissonprozess, Markovketten in diskreter
und stetiger Zeit, Erneuerungsprozesse, und die Brown’sche Bewegung.

Der Skriptteil iiber Markovketten basiert wesentlich auf dem Skript Stochas-

tische Prozesse I von Wolfgang Konig (WIAS/TU Berlin) [KG], dem ich hiermit
fiir die freundliche Uberlassung danke.
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KAPITEL 1

Einleitung

1. Prasentation der Vorlesung

Ein stochastischer Prozess ist ein mathematisches Modell fiir einen realen Vor-
gang, der zufillig ist und von einem Parameter (meist der Zeit) abhéngt. Beispiele
fiir zuféllige reale Vorgiange, auf die die Theorie der stochastischen Prozesse mit
Erfolg angewendet wird, sind:

e Warteschlangen (auch Netze von Warteschlangen),

e Ausbreitung von Epidemien oder von Genen,

e Populationsentwicklung,

e Bewegung eines Elektrons in einem magnetischen Feld,

e Aktienkurse,

e Entwicklung des Kapitals eines Versicherungsunternehmens,
e Temperaturverteilung auf der Erdoberflache,

e Kartenmischen,

e Simulation einer Wahrscheinlichkeitsverteilung,

e Stochastisches Optimieren,

Alle diese Beispiele sind zeitabhédngig und in der Regel nicht mit Sicherheit
vorhersagbar, weswegen sich eine stochastische Modellierung anbietet. Zu stochas-
tischen Prozessen werden diese Beispiele erst dann, wenn man festlegt, mit welchen
Wahrscheinlichkeiten die einzelnen Realisierungen auftreten.

Im Folgenden werden einige wichtigen Beispiele der stochastischen Prozessen
kurz vorgestellt.

Markovketten. Die Markovketten tragen den Namen des russischen Mathe-
matikers Andrey Markov, der sie zu Beginn des 20. Jahrhunderts eingefiihrt hat.
Zu einer Markovkette gehort immer ein Zustandsraum .S, in diesem Skript hochs-
tens abzahlbar, und eine Parametermenge 1.

Wenn I = N, (oder Z) spricht man von einer Markovkette in diskreter Zeit. In
diesem Fall definiert man die Markovkette wie eine Familie (X,,)ner von S-wertigen
Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P), die die Bedingungen

E[f(Xoi1) [ Xo, - Xa] T2 BIf (Xop)| X, (1.1.1)

fir jedes n > 0 und jede beschrankte Funktion f : E — R erfiillen. Intuitiv
bedeutet diese Bedingung, dass die beste Vorhersage der Folge X, gegeben die
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Vergangenheit X, ..., X, nur auf der Gegenwart X,, basiert. Diese intuitive Aus-
sage reflektiert also die Tatsache, dass man in die Funktion f(X,1) durch
9( X1, ..., Xpyx) ersetzen kann, wobei & > 1 und g : E¥ — R eine beliebige
beschrankte Funktion ist.

Besonders wichtig ist die zeitlich homogene Situation, in der

Pl X1 = y| Xy = 2] = Day, (1.1.2)

fir jedesn > 0,y € £ und € E mit P[X,, = x] > 0. Die Quantitét p,,, z,y € E,
heiBt Ubergangswahrscheinlichkeit auf £, und erfiillt p,, > 0 und 3 .cpp.. = 1,
fir alle z,y € E.

Wir geben jetzt drei Beispiele von Markovketten.

Einfache Irrfahrt (Random walk). Wir wihlen E = Z. Die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten

(1.1.3)

o = 5, wenny € {o — 1,2+ 1},
Y 0, sonst.

definieren dann die sogenannte einfache Irrfahrt.

ABBILDUNG 1. Einfache Irrfahrt

Wrright-Fisher model. Wir betrachten die Evolution (in diskreter Zeit) einer
Population von N Individuen. Jedes Individuum hat ein Chromosom, das zwei
Typen haben kann, 'a’ oder "A’. X, bezeichnet die Anzahl der Individuen von Typ
'A’ in der Generation n. Weil 0 < X,, < N, wihlen wir £ ={0,..., N}.

Wir modellieren die Reproduktion so einfach wie moglich: Wir nehmen an, dass
jedes Individuum in Generation n + 1 seinen Vorfahrt in der Generation n zufal-
lig (uniform) wihlt, und seinen Typ erbt. Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten

bedeutet dies, dass
N\ /z\¥ x\ VY
vy = — (1== . 1.14
Pry (y)(N) ( N) (114
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“Glauber-Dynamik”. Hier wihlt man den Zustandsraum E = {1,..., K}* mit
A ={1,...,L}* C Z* Diesen Zustandsraum kann man als die Menge aller Kon-
figurationen von Pixeln in Box A ansehen, die K unterschiedlichen Graustufen
haben kénnen , x € E ist ein Bild. Eine mogliche Ubergangswahrscheinlichkeit ist
dann

0, x,y unterscheiden sich in mehr als einem Pixel,
1 x,y unterscheiden sich in gerade einem Pixel,
- (K-1)[AJ? H(y) < H(x), (1.1.5)
i o BHw-H@)  x,y unterscheiden sich in gerade einem Pixel, o
(K-DIAl* H(y) > H(x),
- Zz;ﬁx Pz, WEND T =Y,

wobei H : F — R eine beliebige Funktion ist und S > 0 ein Parameter. Diese
Markovkette kann man z.B. benutzen um das Minimum einer wenig bekannten,
oder sehr komplexen, Funktion H auf E zu finden. Der Parameter § beeinflusst
die Fahigkeit der Kette, Umgebungen von lokalen Minima zu verlassen.

Typische Fragen iiber Markovketten sind:

e Besucht die Kette einen Zustand x € E, endlich oder unendlich vielmal?
e Welche Verteilung hat X, fiir grofie n?

e Konvergiert diese Verteilung zu einer deterministischen Verteilung?

e Wie schnell ist die Konvergenz?

Wenn die Parametermenge I = [0,00) (oder R) ist, spricht man von Markov-
ketten in stetiger Zeit. In diesem Fall ersetzt man (|1.1.1)), durch

E[f(th+1>|Xto7 s 7th] - E[f(th+1)|thL (1'1'6)

fir jedesn > 0, jede Folge 0 <ty < t; < --- < t,41, und jede beschréankte Funktion
f + E — R. Die Fragen, die man hier stellt, sind dhnlich wie in der diskreten
Situation; es gibt sogar wichtige Verbindungen zwischen den beiden Féllen, die
wir in der Vorlesung erklaren.

Poissonprozess. Ein Poisson-Prozess ist ein stochastischer Prozess, benannt
nach dem franzosischem Mathematiker Siméon Denis Poisson, der die Poissonver-
teilung in seinem Werk “Recherches sur la probabilité des jugements en matieres
criminelles et en matiere civile” eingefiihrt hat.

Grob kann man den Poissonprozess folgendermaflen definieren: Wir haben eine
zufillige Menge von Punkten auf [0, 00), sodass fiir jedes Intervall I C [0,00) die
Anzahl N(I) der Punkte in I die Poissonverteilung mit Parameter A\|I| hat, wobei
|I| die Lange von I ist, und A > 0 eine Konstante, d.h.

P[N(I) = k] = ()\lkj!’)ke_’\”, k € Ny, (1.1.7)
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und fir jede endliche Folge Iy, ..., I; von paarweise disjunkten Intervallen die
Zufallsvariablen N(Iy), ..., N(I}) unabhéngig sind. Der Poissonprozess beschreibt
dann die Anzahl der Punkte im Intervall [0, ¢],

N, = N([0,4]), t=>0. (1.1.8)

Es folgt, dass N, eine zuféllige, steigende, rechtsstetige Funktion von ¢ ist. Die
Spriinge dieser Funktion habe Grofle 1 und fallen genau auf die obgenannten Punk-
te.

Der Poissonprozess kommt in vielen Anwendungen vor: Er beschreibt die Zeit-
punkte der Ankunft der Kunden in einer Warteschlange, der Verbindungen mit
einer Telefonzentrale oder einem Server, die Zeitpunkte, in denen eine radioaktive
Substanz ein a-Teilchen emittiert, oder diejenigen, zu dennen Grofischédden einer
Versicherung eintreten, usw.

Wir werden verschiedene Eigenschaften von Poissonprozessen sehen. Z.B, wenn
0="1Ty < Ty <T5 < ... die Sprungzeiten des Poissonprozesses bezeichnen, werden
wir beweisen, dass die Zufallsvariablen (S; = T;—7;_1);>1 unabhéngig und identisch
verteilt sind, und S; exponenziell mit Parameter \ verteilt ist. Der Poissonprozess
ist das einfachste Beispiel einer Markovkette in stetiger Zeit.

Erneuerungsprozesse. Seien jetzt (S5;);>1 unabhingige identisch verteilte,
nicht-negative Zufallsvariablen mit P[S; = 0] < 1, und mit endlichem Erwartungs-
wert p = E[S;]. Definiere T; = Sy + -+ + S5;, ¢ > 1, die Erneuerungszeiten. Der
Erneuerungsprozess ist definiert durch

N, =Y YT <t} (1.1.9)

i>1

er zahlt die Anzahl der Erneuerungen vor dem Zeitpunkt ¢t. Wenn alle S; exponen-
ziellverteilt sind, ist /V; ein Poissonprozess, d.h. Erneuerungsprozesse verallgemei-
nern die Poissonprozesse.

Eine wichtige Eigenschaft der Erneuerungsprozesse ist, dass nach der Zeit T;
der Prozess “frisch” beginnt und sich in gleicher Weise wie vorher entwickelt, was
die Terminologie “Erneuerung” erklart. Mathematisch ausgedriickt also

(Nr,4+5s—1)s>0 hat die gleiche Verteilung wie (Ny)s>0 und
is unabhéangig von T1,...,T;.

(1.1.10)

Wir werden das Langzeitverhalten der Erneuerungsprozessen betrachten. Wir
werden z.B. sehen, dass (mit geeigneten Annahmen tiber die Verteilung von 5;),
das ‘Blackwell Erneuerungstheorem’ gilt, also

lim E[Neyyn — N.J = h/p, h > 0. (1.1.11)

Andere interessante Objekte sind “Alter” A, =t — sup{7; : T; < t} und “Exzess”
E, = inf{T; : T; > t}, wobei t eine grole deterministische Zeit ist.
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ABBILDUNG 2. Alter und Exzess

Brown’sche Bewegung und Diffusionsprozesse. In manchen Féllen, wenn
man das Langzeitverhalten von stochastischen Prozessen untersucht, ist es geeig-
net, nicht nur die Zeit, sondern auch den Raum zu skalieren. Als Ergebnis dieser
Konstruktion erhélt man Prozesse in stetiger Zeit, mit stetigen Pfaden.

Nehmen wir als Beispiel die einfache Irrfahrt, die wir im Abschnitt tiber Mar-
kovketten schon erwahnt haben. Es ist einfach zu sehen, dass wir die Irrfahrt mit
Hilfe einer u.i.v. Folge von Bernoulli-Zufallsvariablen &; beschreiben kénnen, wobei
P& ==+1=1/2:

J
Xy =0, X;=) & j>1 (1.1.12)
=1

Aus der Vorlesung ‘Wahrscheinlichkeit und Statistik’ wissen Sie, dass X, den
Zentralen Grenzwertsatz erfiillt,

n~Y2X,, konvergiert in Verteilung zu einer Gauss’schen Zufallsvariablen.
(1.1.13)
Statt nur einen Zeitpunkt anschauen, ist es natiirlich mehrere Zeitpunkte gleich-
zeitig zu untersuchen, oder sogar X. wie eine Funktion zu betrachten. Man kann
beweisen, dass X einen “funktionalen Grenzwertsatz (Theorem von Donsker)” er-
fullt |
n~ Y2 X[tn] “=%% B,,in Verteilung, (1.1.14)
wobei B. eine zufillige stetige Funktion ist, die man Brown’sche Bewegung nennt.
In dieser Vorlesung werden wir aber nicht die Brown’sche Bewegung als eine
zuféllige Funktion konstruieren, da es die abstrakte Mafitheorie verlangt, wobei
diese in der Vorlesung nicht vorausgesetzt wird. Wir nehmen deswegen eine an-
dere Perspektive und beobachten, dass nach dem Zentralen Grenzwertsatz B; die
Gauss’sche Verteilung mit Varianz t hat, deren Dichte

1 —x
m@hw@@zvﬁfQM (1.1.15)

ist. Weiter beobachten wir, dass p(¢, x) die Fundamentallosung der Partiellen Dif-
ferentialgleichung

O pit.2) = 2 pit. )
o\ T g ) (1.1.16)
p(t, @) = 6o(x)
ist, d.h. die “Ubergangswahrscheinlichkeiten” p(t, z) der (hypothetischen) Zufalls-
funktion B. kénnen mit einer Differentialgleichung beschrieben werden.
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Wir werden sehen, dass eine dhnliche Konstruktion auch fiir andere Prozesse
moglich ist. Die Prozesse, die so entstehen, heiflen Diffusionsprozesse. Thre Uber-
gangswahrscheinlichkeiten erfiillen moglicherweise andere Differentialgleichungen.

2. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1. Wahrscheinlichkeitsraume. Ein zufalliges Experiment wird durch ei-
nen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) modelliert, wobei:

o 3 — der Grundraum, eine nicht leere Menge, die alle mégliche Ergebnisse
des Experiments beschreibt. w € ) heiit Elementarereignis

e F — eine o-Algebra (d.h. F ist eine Familie von Teilmengen von {2 mit
Qe F,Ae F = A° € F; und fir jede Folge (A;)i>1, 4; € F
gilt Ui>1 Ai € F). Die Elemente von F heiflen Ereignisse oder messbare
Mengen.

o P — ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, F). D.h. P ist eine Abbildung,
P :F —[0,1], mit P(2) = 1, und fiir jede Folge (A;);>1 von paarweise
disjunkten Elementen aus F gilt P(U;>14;) = Y51 P(A;). P(A) gibt die
Wahrscheinlichkeit (oder relative Hiufigkeit) an, dass das Ergebnis des
Experiments in A liegt.

BEISPIEL 1.2.1 (diskrete Verteilung). €2 endlich oder abzahlbar. In diesem Fall
wird normalerweise F = P(Q) gewahlt, wobei P(Q2) die Potenzmenge (Familie
aller Teilmengen) von (2 ist.

Jedes Wahrscheinlichkeitsmafl kann mit Hilfe der Folge (p,)weq beschrieben
werden, sodass

P(A) = p.. (1.2.1)
weA
Die Folge (p.,) erfillt p, > 0 und >, cqp, = 1.

BEISPIEL 1.2.2 (Verteilung mit der Dichte f auf R). In diesem Fall wiahlt man
Q = R. Die Mafitheorie legt fest, dass man nicht 7 = P(R) nehmen kann []] Natiir-
lich will man die Wahrscheinlichkeit aller Intervalle bestimmen kénnen. Deswegen
wahlt man

F =’die kleinste o-Algebra, die alle offene Intervalle enthalt’. (1.2.2)

Diese o-Algebra heifit Borel-o-Algebra und wird mit B(R) bezeichnet. Sie enthéalt
nicht alle Teilmengen von R, es ist aber relativ schwierig eine Menge zu konstru-
ieren, die nicht in B(R) ist.

Das Wahrscheinlichkeitsmafl P mit der Dichte f wird durch

P((a,b)) = / ! Flw)dw (1.2.3)

!Bs ist nicht méglich eine Abbildung P: P(R) — [0,1] zu konstruieren, so dass P ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} ist und dass P((a,b)) = fb f(w)dw fiir jedes —oo < a < b < 0.

a
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bestimmt. Aus Maftheorie folgt, dass (|1.2.3)) ein eindeutiges Wahrscheinlichkeits-
mafl auf F = B(R) bestimmt.

BEISPIEL 1.2.3 (Produktraum). Dieses Beispiel spielt eine groBe Rolle fiir die
Konstruktion von Stochastischen Prozessen. Sei (S, S) ein messbarer Raum (d.h.
Raum S mit einer o-Algebra S), und setze Q = SN. Dann ist w = (wp,wy,...) € N
ist eine S-Wertige Folge.

In diesem Fall ist F = P(2) auch meistens zu groB. Man wéhlt

‘die kleinste o-Algebra, die alle Zylindermengen
f:{{weQ:wlEAl,...,kaAkL fir £ € N und (1.2.4)
Ai S S, enthélt.

Dieses F heifit Zylinder-o-Algebra.
Sei jetzt p ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (S, S). Man definiert das Produkt-
mafl P = u®" durch

P(A) =[] m4), A={weQ:w €A,...,wy € Ay} eine Zylindermenge .

(1.2.5)
Diese Relation bestimmt wieder ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf der
Zylinder-o-Algebra F.

2.2. Zufallsvariablen. Eine Abbildung X : Q — R heifit (reelle) Zufallsva-
riable, wenn X messbar ist, d.h.

X HB):={we€Q: X(w) € B} € F fiir jedes B € B(R). (1.2.6)

Ahnlich definiert man eine Zufallsvariable mit Werten in einem messbaren
Raum (5,S8): Es wird verlangt

X (B)={weQ: X(w) € B} € F fir jedes B € S. (1.2.7)

Man kann zeigen, dass die Familie ox = {{w € Q: X(w) € B} : B€ §} C F der

Teilmengen von 2 eine o-Algebra ist, die so genannte von X erzeugte o-Algebra.

Intuitiv beschreibt ox die Information, die man tiber w iiber die Zufallsvariable X

lernen kann.
Die Verteilung von X ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl px auf (S, S) so dass

ux(B) = P{X € BY),fiir B € S. (1.2.8)

2.3. Erwartungswert. Es ist bekannt, dass der Erwartungswert einer dis-
kreten Zufallsvariable (Beispiel [1.2.1]), X : Q — R, durch

EX =) X(w)p. (1.2.9)

weN

definiert ist. Ahnlich setzt man fiir stetige Zufallsvariablen (Beispiel [1.2.2)
EX:/XWﬁWMM (1.2.10)
R
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Wir erweitern jetzt diese Definitionen auf allgemeine Zufallsvariablen. Wir star-
ten mit zwei natiirlichen Annahmen

e Fiir jede messbare Menge A € F,
E[14] = P(A). (1.2.11)

e Der Erwartungswert ist linear: Fiir zwei beschrankte Zufallsvariablen X, Y
und a,b € R gilt

ElaX +bY]| = aE[X]| + DE]Y]. (1.2.12)
Mit Hilfe von (1.2.11)), (1.2.12)), kann man EX fiir alle ‘Stufenfunktionen’” X,

X =) ¢la, ¢, €ER, A € F, (1.2.13)
i=1

definieren, namlich durch
i=1

Fir nicht-negative Zufallsvariablen X wird £X durch Approximation von Stu-
fenfunktionen definiert. Wir setzen

n2"

i=0
Weil X eine Zufallsvariable ist, sind die Mengen {X € [:27", (i + 1)27™)} und
{X > n} messbar. Deswegen ist X,, eine Stufenfunktion wie in ([1.2.13)), und aus

(T.2.14) folgt
n2"

EX, =Y i2"P[X € [i27",(i+ 1)27")] + nP[X = n]. (1.2.16)

ABBILDUNG 3. Approximation durch X,,.
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Weil X, (w) 7 X(w) fir jedes w € €, ist die Folge EX,, nicht fallend. Es ist dann

naturlich

EX = nh_}rgo EX, €10, 00]. (1.2.17)
zu setzen.
SchlieBlich schreiben wir fiir allgemeines X = X, — X _, wobei X, = max(X,0)
und X_ = max(—X,0) nicht-negativ sind, und definieren
EX =FEX, - FEX_ (1.2.18)

wenn dieser Ausdruck Sinn hat.
Wir werden oft die ‘Integral-Notation’ fiir den Erwartungswert benutzen

/QX(UJ)P(dw) = BX. (1.2.19)

Diese Notation verallgemeinert ([1.2.9), (1.2.10)).

2.4. Unabhingigkeit. Zwei Ereignisse A, B € F heiflen unabhdngig wenn
P[AN B] = P[A]P[B]. (1.2.20)
Zwei (reelle) Zufallsvariablen XY sind unabhéngig, wenn die Ereignisse {X €
A}, {Y € B} unabhingig fiir jedes A, B € B(R) sind ]
2.5. Bedingte Wahrscheinlichkeit. Die bedingte Wahrscheinlichkeit Ereig-
nisses A gegeben Ereignis B definiert man durch
P[AN B]
P[B]
Es ist einfach zu sehen, dass die Abbildung P[-|B] : F — [0, 1] ein Wahrscheinlich-

keitsmaf} auf (€2, F) ist. Man kann deswegen den Erwartungswert beztiglich dieses
MafBes betrachten, den bedingten Erwartungswert,

E[X|B] = /QX(w)P[dw|B] (1.2.22)

P[A|B] = : falls P[B] > 0. (1.2.21)

Sei jetzt X eine Zufallsvariable mit Werten in einer hochstens abzéhlbaren
Menge S (versehen mit der Potenzmenge als o-Algebra), wobei wir annehmen,
dass P(X = x) > 0 fiir alle X € S gilt. Fiir Ereignisse A € F ist P(A|X = z) in
diesem Fall wohldefiniert.

Diese Definition ist so nicht mehr moglich, wenn P(X = z) = 0 fiir eine
Menge von z mit positiver px-Wahrscheinlichkeit gilt. Ist X zum Beispiel eine
reelle Zufallsvariable, deren Verteilung eine Dichte hat, so gilt P(X = z) = 0 fur
alle z € R. Man ist natiirlich versucht, P(A|X = x) als Limes von P(A|X €
U,) zu definieren, wobei U, , {x} gilt. Dieser Einsatz fithrt jedoch zu grofien

2Um die Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen zu beweisen, reicht es diese Bedingung nur
fur alle Intervalle A, B zu testen.

3Z.B., fiir eine diskrete Zufallsvariable X mit Werten in N bedeutet diese Notation
> ken KP[X = E|B]. Wenn X = 14 dann E[X|B] = P[A|B].

9



Schwierigkeiten. Wir nehmen deswegen einen anderen Weg, der P(A|X = z) als
eine Funktion auf € definiert, die nur P-f.s. bestimmt ist.

Daher untersuchen wir zundchst den Fall P(X = z) > 0 fir alle x € S. Wir
definieren zuerst eine Funktion P[A|X]: Q — [0, 00) durch

P[A|X](w) = P[A|X = z] wenn X (w) = . (1.2.23)
Diese Funktion hat zwei wichtige Eigenschaften: Sie ist ox-messbar (d.h. fur jedes
B € B(R) hat man P[A|X]}(B) € ox), und fiir jede Teilmenge C' € ox mit
C =X"YD), D eS8, gilt offenbar:
P(ANC) =) P(AIX =2)P(X =)

zeD

_/ (AIX = 2)px(dz) (1.2.24)

= [ PLAX)@)P(dw)

Fiir allgemeine (S, S)-wertige Zufallsvariable X nehmen wir diese Eigenschaf-
ten als Definition. Wir sagen, dass eine Funktion 14 : S — [0,00) eine Version
der bedingten Wahrscheinlichkeit von A gegeben X ist, wenn

14 ist ox-messbar,

1.2.2
/ Pa(w P(ANC) fir alle C € ox. ( 5)

Mit Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym kann man dann beweisen, dass ein
solches 14 existiert und bis auf px-fast sichere Gleicheit eindeutig ist. Unter ‘nor-
malen’ Umsténdenf] kann man dazu annehmen dass die Abbildung F > A
Y a(x) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (.S, S) ist. Mit Hilfe dieses Mafies kann man
E[Y|X] wie vorher definieren.

3. Weiterfiihrende Literatur

e R. Durrett: Essentials of Stochastic Processes [Dur99]

e G. Grimmett, D. Stirzaker: Probability and Random Processes [GS01]

e W. Feller: An Introduction to Probability Theory and its Applications
[Fel68|, Fel71]

e S. Karlin, H.M. Taylor: A (first) second course in stochastic processes
[KT75, KT81]

e J.R. Norris: Markov Chains [Nor9§|

e D.A.Levin, Y.Peres, E.-Wilmer: Markov chains and mixing times[LPW09]

47.B. wenn Q vollstdndiger, separabler metrischer Raum, F ist die Borel-o-Algebra (d.h. die
kleinste o-Algebra die alle offenen Mengen in 2 enthalt).
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KAPITEL 2

Markovketten in diskreter Zeit

In diesem Kapitel behandeln wir einen der wichtigsten stochastischen Prozes-
se, die Markovketten auf einem diskreten Raum in diskreter Zeit. Wir werden also
immer die Parametermenge I = Ny wahlen, und der Zustandsraum S ist eine be-
liebige nichtleere diskrete Menge, also endlich oder hochstens abzéhlbar unendlich.
S ist immer mit der o-Algebra & = P(S) ausgestattet.

Man stelle sich ein Teilchen vor, das sich durch eine Menge S zufillig bewegt
und zu den Zeitpunkten 0, 1,2,3,... jeweils zu einem (eventuell anderen) Punkt
springt. Die besondere Eigenschaft der Sprungentscheidungen, die die Markovei-
genschaft ausmacht, ist die Tatsache, dass diese Entscheidung nur von der aktuellen
Position des Teilchens abhéngt, aber (gegeben, man kennt diese Position) nicht von
dem Verlauf des ganzen bisherigen Pfades, den das Teilchen zurtick gelegt hat.

Markovketten spielen eine wichtige Rolle bei der Modellierung vieler zeitlich
sich entwickelnder Prozesse: bei Mischungsvorgéngen, bei Sortieralgorithmen und
anderen stochastischen Algorithmen, bei der Modellierung physikalischer Prozesse
oder von Finanzmarkten und vielem mehr.

1. Definition und einfache Eigenschaften

Wir beginnen mit der Definition der Markovkette: Selbst wenn der gesamte
bisherige Verlauf bekannt ist, hat nur die aktuelle Position einen Einfluss auf die
Sprungentscheidung.

DEFINITION 2.1.1 (Markovkette). Wir sagen, eine (endliche oder unendliche)
Folge Xy, X1, Xo,... von S-wertigen Zufallsgrofen, die auf dem gleichen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F, P) definiert sind, heif3t eine Markovkette, wenn fiir jedes
n € N und alle xg, x1,..., 2,11 € S gilt:

P(Xn+1 = Q;n+1 ’ Xn = Tpy.-- 7)(0 = .’l}'o) = P(Xn+1 = xn+1 ‘ Xn = l’n), (211)
sofern alle auftretenden bedingten Wahrscheinlichkeiten wohldefiniert sind.
Das legt nahe, dass eine Markovkette im Wesentlichen durch die bedingten

Wahrscheinlichkeiten P(X, 11 = x,41 | X, = ) festgelegt wird. Thre Kollektion
ist also ein ganz wesentliches Objekt:

DEFINITION 2.1.2 (stochastische Matrix). Eine Matrix P = (pgy)zyes heilit
stochastisch, falls p,, € [0,1] fiir alle x,y € S gilt und Y, cgpey = 1 fiir jedes
x € S gilt.
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Wir werden im Folgenden immer still schweigend davon ausgehen, dass die
Koeffizienten einer stochastischen Matrix P mit p, , bezeichnet sind.

Die Sprungwahrscheinlichkeiten einer Folge von Zufallsgrofien, die die Marko-
veigenschaft besitzt, sind also durch stochastische Matrizen gegeben, die a priori
noch von dem Zeitpunkt des Sprunges abhédngen diirfen. Wir werden im Folgenden
nur solche Folgen betrachten, deren Sprungwahrscheinlichkeiten nicht von diesem
Zeitpunkt abhangen:

DEFINITION 2.1.3 ((zeitlich homogene) Markovkette). Sei P eine stochasti-
sche Matrix. Eine (endliche oder unendliche) Folge Xy, X, X5, ... von S-wertigen
Zufallsgrofen heiBit eine (zeitlich homogene) Markovkette mit Ubergangsmatriz
P, falls fir alle n € N und alle xg,z1,...,2,01 € S mit P(X,, = z,, X,,-1 =
Tp_1,...,Xo=1x9) > 0 gilt:

P(Xn+1 = xn+1 | Xn = ajnaanl = Tp—1y-.- >X0 = .To) = pﬁnymn-!—l' (212)

Die Eintréige p,, von P heiflen die Ubergangswahrscheinlichkeiten, und die Start-
verteilung v der Kette ist definiert durch v(z) = P(Xy =z) fir z € S.

Eine Startverteilung ist also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, oder kurz eine
Verteilung, auf S, genau wie jede Zeile einer stochastischen Matrix. Wir schreiben
auch oft P, an Stelle von P, um die Startverteilung zu betonen. Im Fall, dass v in
einem = € S konzentriert ist (also v(z) = 1), schreiben wir P,. Die Elemente von
S nennt man auch oft Zustinde, die Menge S selber den Zustandsraum.

BEMERKUNG 2.1.4. Mit Hilfe der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit,
die wir im Kapitel [I] eingefiihrt haben, kann man die obige Definitionen kiirzer
schreiben. Sei F,, = 0(Xy, ..., X,) die von Xj, ..., X, erzeugte o-Algebra, die in-
tuitiv die Vergangenheit und Gegenwart im Zeitpunkt n beschreibt. Die Bedingung
(2.1.1) ist dann dquivalent mit

P[X € A|lF,] = P[X € AlX,)] P-fs., AC Sund n > 0., (2.1.3)
(2.1.2) entspricht P[X, 1 = x|F,] = px,, » P-f:s. fir jedesn >0 und z € S.
Es folgen Charakterisierungen von Markovketten. Notationell ist es angenehm,

fir s <t den Pfad (X, Xo11, ..., X;) mit X[, 4 abzukiirzen, ebenso schreiben wir
fir (nicht zuféllige) Vektoren w(sy statt (s, Zsy1,...,2¢) € St—st+l

SATZ 2.1.5 (Charakterisierung der Markovkette). Es seien (X, )nen, €ine Folge
von S-wertigen Zufallsgrofien, v eine Verteilung auf S und P eine stochastische
Matriz. (X,)nen, st genau dann eine Markovkette mit Ubergangsmatriz P und
Startverteilung v, wenn fiir alle n € Ng und alle xjo ) € S™ gilt

P(X[O,n] = x[(),n]) = V(:EO)pa:o,a:lpxl,xg o Pry 1,z (214)

BEWEIS. Der Beweis von (2.1.4) wird leicht mit einer Vollstandigen Indukti-
on iiber n gefiithrt, und eine Folge (X, )nen,, die (2.1.4]) fir alle n € Ny und alle
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xo, L1, ..., T, €S erfilllt, wird mit Hilfe der Definition der bedingten Wahrschein-
lichkeit leicht als eine Markovkette identifiziert. U

Wir diskutieren jetzt kurz Existenz der Markovketten. Wir betrachten Q = S¥,
F die Zylinder-o-Algebra auf 2, und die kanonischen Koordinaten X, : 2 — S,

X (w) = zy, wenn w = (xg, 1,...),n > 0. (2.1.5)
Wie vorher setzen wir F,, = 0(Xo, ..., X,,) C F.

SATz 2.1.6 (Existenzsatz). Sei P eine stochastische Matriz und v eine Vertei-
lung auf S. Es gibt ein eindeutiges MafS P, auf (Q, F), sodass die Folge (X,)n>0
eine Markovkette mit Ubergangsmatriz P und Startverteilung v ist.

BEWEIS. Eindeutigkeit. Eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P und Start-
verteilung v muss die Bedingungen erfiillen. Es folgt von der Maftheorie,
dass diese Bedingungen ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2, F) eindeutig bestim-
men.

FEzxistenz. Sei (U;);>1 eine Folge von u.i.v. Zufallsvariablen, die uniform verteilt
auf [0, 1] sind, und auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) definiert sind. Sei
dazu X, eine v-verteilte, S-wertige Zufallsvariable auf dem gleichen Wahrschein-
lichkeitsraum, die unabhéngig von (U;);>1 ist. (Einen solchen Wahrscheinlichkeits-
raum kann man wie im Beispiel konstruieren.)

Fiir jedes z € S, sei ®,(-) : [0,1] — S eine Funktion, sodass P[®,(U;) = y] =
Puy (2.B. teilt man das Intervall [0, 1] in Intervalle der Lange p,,, auf denen &,
Wert » nimmt). Wir definieren dann eine Folge (X;);>1 von Zufallsvariablen auf
(Q, F, P) durch,

Xi=@g (U), Xo=g (o), ... ,Xpp1=g (Upp1), ... (2.1.6)
Es ist einfach zu zeigen mit Induktion nach n, dass
P[X (0. = Tjom)] = V(T0)Pag.r - - - P 100 n>0,zp, €S". (2.1.7)
Schlussendlich, sei ¥ : Q — Q eine Abbildung, sodass
U(@) = (Xo(@), X1 (@), ...). (2.1.8)

Es ist einfach zu sehen, dass das Mafl P, := W o P auf (©, F) definiert durch
P,(A) = P(V71(A)), (2.1.4) erfiillt, und deswegen (X,),>o auf (2, F, P) die ge-
wiinschte Markovkette ist. U

Die Folge (X,,)n>0, die wir in dem letzten Beweis konstruiert haben heifit kano-

nische Markovkette. Die Folge (X,,),>0 ist dann eine ‘nicht kanonische Version der

gleichen Kette’. Die Konstruktion der Folge (X,,),>¢ ist geeignet fiir Simulationen.

Definition 2.1.1] der Markovkette befasst sich nur mit der ‘nichsten Zukunft’
X,11. Wir zeigen jetzt dass man ‘beliebig lange Zukunft’ betrachten kann:
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SATZ 2.1.7 (Markoveigenschaft). Sei (X,,)nen, eine Markovkette. Dann gilt fir
allen < m, x, € S und alle A C I" mit P(Xpn-1 € A, X,y = x,) > 0 und fiir
alle BC I™™":

P(Xpnqim) € B| Xjon-1 € A, Xy, = 2) = P(Xjppam) € B | X,y = 2,). (2.1.9)
Wenn die Markovkette zeitlich homogen ist, dann kann man die rechte Seite von

(2.1.9) mit P(X1m—n) € B|Xo = 2) = Py, (Xpm-n) € B) ersetzen.

n

BeEweis. Mit Hilfe der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und des
Satzes 2.1.5 errechnet man

P(X[nJrl’m] €B | X[O,nfl] < A,Xn = I’n)
_ P(X[n—f—l,m] € B, X[O,n—l] € A7 Xn = xn)
P(X[O,nfl} S A, Xn = Ilfn)
Zx[nJrl,'rn]eB Zf’?[o,n—l]eA V($0)pa:0,x1 © Pepor,am (2'1'10)

Zx[o,n_uEA V(Io)pxo’xl “ Prni,an

= : : pxn7$n+1pxn+1umn+2 o .pszl,mm'
Clj[n-&-l,m]eB

Der Ausdruck auf der rechten Seite hangt nicht von A ab. Wir kénnen insbesondere
A = I" setzen und erhalten
P(X[nJrl,m} €B | Xn = zn) = Z Pan2nt1Pros1,2nt2 * " " Prme1,2m -
x[n+1,m]6B

Wenn wir dies in der obigen Rechnung wieder einsetzen, ist der Beweis beendet. [J
Den letzten Satz kann man auch einpragsam wie folgt formulieren:

KOROLLAR 2.1.8 (Unabhéngigkeit von Zukunft und Vergangenheit bei gege-
bener Gegenwart). Falls (X,)nen, eine Markovkette ist, so gilt fir alle n < m,
x, € I mit P(X,, =x,) >0 und alle AC I" und B C I"™™™:

P(X[O,n—l] € AaX[n-i-l,m] €B | X, = xn)
= P(X[O,nfl] €A ‘ Xn = xn)P(X[n+1,m] €B ’ Xn = :Un)
BEWEIS. Im Fall P(Xo,-1 € A, X,, = x,,) > 0 ergibt sich (2.1.11]) direkt aus

(2.1.9) nach Multiplikation mit P(Xpn,-1) € A | X,, = x,,). Ansonsten steht Null
auf beiden Seiten von ([2.1.11]), und die Aussage gilt trivialerweise. O

(2.1.11)

Man iiberlege sich an einem Beispiel, dass die Aussage von Korollar[2.1.8/im All-
gemeinen falsch wird, wenn man das Ereignis {X,, = z,,} ersetzt durch {X,, € C'}
fiir beliebige Teilmengen C' von S.

BEMERKUNG 2.1.9. Wie in Bemerkung kann man die Markoveigenschaft
mit Hilfe des im Kapitel [ eingefithrten Konzepts der bedingten Wahrscheinlichkeit
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umschreiben. Dazu betrachten wir die kanonische (zeitlich homogene) Kette vom
Satz [2.1.6, und definieren den Shift-Operator 6,, : £ — 2 durch

en((ﬂfo, T1,T9, ... )) = ({L’n, Ln+1y Tpt2,y - - - ) (2112)
Intuitiv schiebt dieser Operator den ‘Zeitanfang’ von 0 auf n. Die Markoveigen-

schaft kann man dann folgend schreiben: Sei Y eine beschrénkte F-messbare Zu-
fallsgrofle. Dann gilt fiir jedes n > 0,

E[Y 00,|F)(w) = Ex,w[Y],  Prfs]] (2.1.13)

Es gibt einen sehr engen Zusammenhang zwischen dem Markovschen Mecha-
nismus und der Matrixmultiplikation, wie wir uns kurz klar machen wollen.

BEMERKUNG 2.1.10 (Potenzen stochastischer Matrizen). Stochastische Matri-
zen P und Q kann man ohne Probleme im Sinne der Matrixmultiplikation mit
einander multiplizieren, und das Produkt ist ebenfalls eine stochastische Matrix.
Die Koeffizienten der n-ten Potenz P" von P bezeichnen wir mit P" = (p} )z yes-
Es ist P = (044)zyes die Einheitsmatrix, wobei d,, das Kroneckersymbol be-
zeichnet. Wenn man die Gleichung P"P™ = P"T™ ausschreibt, erhdlt man die
sogenannten Chapman-Kolmogorov-Gleichungen:

pey" = v, wyeSs. (2.1.14)
z€S
Insbesondere haben wir
P =Pl wy,z € Sinym e N, (2.1.15)

Auf Grund des folgenden Lemmas nennt man die Koeffizienten pj , von P"
auch die n-stufigen Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Wir stellen uns eine Verteilung v als Zeilenvektoren vor (wie auch z.B. die
Zeilen einer stochastischen Matrix), so dass das Matrixprodukt P wohldefiniert

ist, also (VP)y, = Y pes V(Z)Pa,y-
LEMMA 2.1.11. Es sei (X,)nen, eine Markovkette mit Startverteilung v und

Ubergangsmatriz P. Dann gilt P,(X, = y) = (VP"), fir alle n € N und alle
y € S. Insbesondere gilt P,(X, = y) = p, fir alle z,y € S.

BEwEIS. Wir summieren die Gleichung (2.1.4) iiber alle xg,..., 2,1 € S,
setzen y = x,, und beachten die Regeln der Matrixmultiplikation. U

Die Verteilung einer Markovkette zum Zeitpunkt n ist also nichts Anderes als
die n-te Potenz der Ubergangsmatrix, multipliziert von links mit der Startvertei-
lung. Wir halten noch fest, wie sich dies auf zeitliche Verschiebung auswirkt:

'Um zu sehen, dass [2.1.13) dem (2.1.9) entspricht setze Y = W X[1,m—n) € B}.
ist eigentlich etwas stérker als (2.1.9)), weil es ‘beliebige’ Zukunft und nicht ‘beliebig lange aber
endliche Zukunft’ betrachtet. Wir werden die stirkere Ausage nicht zeigen, da es die
Maftheorie verlangt.
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KOROLLAR 2.1.12. Es sei (X,,)nen, €ine Markovkette mit Ubergangsmatriz P.
Dann gilt fir alle n,m € Ny und alle x,y € S mit P(X,, = z) > 0:

P(Xoin =y | Xon =12) = pZ,y‘

2. Beispiele

In diesem Abschnitt fithren wir die wichtigste Beispiele der Markovketten ein.
Wir werden meistens nicht die kanonische Konstruktion geben, sondern benutzen
ein dhnliches Prinzip wie im Beweis des Satzes [2.1.6f Mit einer Folge von un-
abhangigen identisch verteilten Zufallsgrofien Y7,Y5, Y3, ... mit Werten in einem
beliebigen messbaren Raum S’ und mit einer Funktion ¥ : S x S” — S setzt man
rekursiv X, 1 = VU(X,,, Y,11) fiir n € Ny. Die Kette wird also rekursiv fortgesetzt,
indem man den aktuellen Wert der Kette mit einem festgelegten Mechanismus
einem unabhéangigen Zufall unterwirft.

BEISPIEL 2.2.1 (unabhéngige identisch verteilte Folgen). Wenn (X, )nen, €i-
ne Folge unabhéngiger und identisch verteilter S-wertiger Zufallsgrofien ist, so ist
sie auch eine Markovkette. Die Ubergangsmatrix ist gegeben durch p,, = g, fir
alle z,y € S, wobei g die Verteilung von X ist. Nattrlich ist ¢ auch die Start-
verteilung. Andersherum ist eine Markovkette, deren Ubergangsmatrix identische
Zeilen besitzt (d. h. deren p, , nicht von x abhéngen), eine Folge unabhingiger und
identisch verteilter Zufallsgrofien. O

BEISPIEL 2.2.2 (Irrfahrten auf Gruppen). Es sei S eine abzéhlbare Gruppe G,
die wir multiplikativ schreiben und nicht unbedingt als kommutativ voraus setzen
wollen. Ferner sei u eine beliebige Verteilung auf G. Wir definieren p,;, = u(g~th)
fir alle g,h € G. Wegen der Gruppeneigenschaft ist fiir jedes g die Abbildung
h +— g~'h bijektiv auf G, und es gilt

D pen = g )= D ul) =1,
heq heq el

also ist P = (py.n)gnec eine stochastische Matrix.

Die zugehorige Markovkette heifit die p-Irrfahrt auf G. Mit Hilfe einer Folge
von unabhéngigen, nach p verteilten Zufallsgrofien Y7, Ys, Y3, ... erhélt man eine
p-Irrfahrt, indem man rekursiv setzt: Xg = 1 und X, 1; = X,,Y,,, denn dann gilt
fir alle n € Ny und alle g,h € G mit P(X,, =g¢g) > 0:

P(X,p1=h|X,=9g)=P(gY,=h)=pulg'h) = pyn

Die Wahl von S = G als die Menge der Permutationen einer endlichen Men-
ge fithrt zum Beispiel auf ein Modell fiir die Mischung eines Kartenstapels; man
beachte, dass diese Gruppe nicht kommutativ ist. O

BEISPIEL 2.2.3 (Irrfahrten auf Z%). Dies ist ein Spezialfall des Beispiels [2.2.2]
Wir nehmen die Gruppe G = Z¢, die wir wie iiblich additiv schreiben, und die
kommutativ ist. Es seien (Y},),en eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter
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Z-wertiger ZufallsgroBen, X, = 0, und X,, = 37, Y. Die Ubergangsmatrix dieser
Kette hat die Koeffizienten p,, = P(Y; = y — ), die also nur von der Differenz
der Indizes abhingt. Man nennt (X,,),en, eine Irrfahrt auf Z2.

Wenn P[Y = +e;] = 5 fiir alle Vektoren e; der Standardbasis des Z¢, spricht
man tber einfache Irrfahrt. Die zugehorige Markovkette beschreibt einen Nachst-
nachbarschaftspfad durch Z?, wobei jeder Nachbar mit gleicher Wahrscheinlichkeit
ausgewéhlt wird, unabhéngig von allen anderen Sprungentscheidungen. O

BEISPIEL 2.2.4 (eindimensionale Irrfahrt). Der folgende wichtige Spezialfall
von Beispiel wird die eindimensionale Irrfahrt (mit drift) genannt. Setze
S = Z,und Y,, nehme die Werte 1 und —1 mit Wahrscheinlichkeiten p und ¢ = 1—p
an, wobei p € [0, 1] ein Parameter sei. Dann beschreibt die Markovkette (X,,)nen,
den Weg eines Teilchens durch die diskrete Achse mit unabhéngigen Spriingen,
wobei es zu jedem Zeitpunkt mit Wahrscheinlichkeit p um eine Einheit nach rechts
springt und sonst nach links. Die Ubergangsmatrix besitzt die Eintrage p auf der
rechten Nebendiagonalen und 1—p auf der linken, ansonsten besteht sie aus Nullen.
Im Fall p = % wird die Irrfahrt symmetrisch genannt. O

BEISPIEL 2.2.5 (Irrfahrten auf {0,..., N}, Gambler’s Ruin Problem). Ahn-
lich wie in Beispiel soll ein Sprung innerhalb von I = {0,..., N} mit Wahr-
scheinlichkeit p zum rechten Nachbarn und mit Wahrscheinlichkeit 1—p zum linken
ausgefithrt werden. Fiir die Sprungentscheidungen an den Réndern 0 und N miis-
sen wir allerdings gesonderte Vereinbarungen treffen, und es gibt dafiir mehrere
Moglichkeiten. Ein Randpunkt, sagen wir 0, heifit absorbierend, falls pyo = 1 gilt,
falls also das springende Teilchen nie mehr von der 0 sich entfernen kann. Im Fall
po,1 = 1, wenn also das Teilchen sofort wieder unweigerlich zuriick springen muss,

heifit der Randpunkt O reflektierend. O

BEISPIEL 2.2.6 (Polyas Urnenschema). In einer Urne liegen gewisse (endliche)
Anzahlen roter und schwarzer Kugeln. Zu jedem Zeitpunkt wird eine Kugel zu-
fillig gezogen und zusammen mit einer neuen Kugel der selben Farbe in die Urne
zuriick gelegt. Dann bildet das Paar der Anzahlen der roten und der schwarzen
Kugeln zu den Zeitpunkten 0,1,2,... eine Markovkette auf N2. Die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten sind gegeben durch p(, ) (r41,5) = #s und Py, (rs1) = %;
alle anderen sind Null.

BEIsPIEL 2.2.7 (Ehrenfests Urnenmodell, Irrfahrt auf N-Wirfel). Insgesamt
N Kugeln liegen in zwei Urnen. Zu jedem Zeitpunkt 1,2,... wahlen wir eine der
Kugeln mit gleicher Wahrscheinlichkeit und lassen sie die Urne wechseln. Dann ist
die Anzahl der Kugeln in der linken Urne zum Zeitpunkt n eine Markovkette auf
I ={0,...,N} im Zeitparameter n. Die Ubergangsmatrix P ist gegeben durch
Dhj—1 = % und pg 1 =1 — %, und alle anderen Ubergangswahrscheinlichkeiten
sind Null.

Das Model ist eng verbunden mit der folgenden Irrfahrt auf dem N-Wiirfel
Gy = {—1,+1}", den wir wie eine multiplikative Gruppe ansehen. Sei p die
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Verteilung auf G, die jedem Elementen des G' mit genau einer ‘—1" Maf§ 1/N
gibt,

p((1,...,1,-1,1,...,1)) = 1/N, (2.2.1)

und sei (X,,) die zugehorige p-Irrfahrt. Informal, um den Zustand X, der Kette
zu bekommen, wahlt man zuféllig eine Koordinate des X,, und dndert ihr Vorzei-
chen. Betrachten wir jetzt eine Funktion f: Gy — {0,..., N},

r=(x1,...,2Nn) € G+ f(x) = # von ‘-1 zwischen z1, ..., Xy. (2.2.2)
Es ist einfach zu sehen, dass Y,, = f(X,,) genau das Ehrenfests Urnenmodell ist. ¢

BEMERKUNG 2.2.8. Im Allgemeinen gilt es nicht, dass eine Funktion der Mar-
kovkette wieder Markovkette ist, wie im obigen Beispiel. Siehe Ubungsaufgaben
fiir mehr Details.

BEISPIEL 2.2.9 (Bernoulli-Laplace-Diffusionsmodell). In zwei Behéltern A und
B befinden sich insgesamt w weifle und s schwarze Kugeln, wobei s Kugeln in A
liegen, und es sei w < s. Zu den diskreten Zeitpunkten n = 1,2,3,... wird je-
weils in A und in B eine Kugel zufillig ausgewahlt und in den jeweils anderen
Behélter gelegt. Dann ist die Anzahl der weiflen Kugeln in A eine Markovkette
auf {0,1,...,w} im Zeitparameter n. Siche Beispiel fiir interessante Eigen-
schaften dieses Modells. O

BEISPIEL 2.2.10 (Irrfahrten-Maxima). Falls (X,,),en, eine Irrfahrt auf Z wie in
Beispiel [2.2.4]ist, dann bildet die Folge der Maxima M,, = max{X, X1, ..., X,,} im
Allgemeinen keine Markovkette, aber die Folge (M, X, )nen, der Paare (Ubungs-
aufgabe). O

BEISPIEL 2.2.11 (Verzweigungsprozesse). Wir nehmen an, dass zur Zeit n = 0
ein Individuum existiert, das mit Wahrscheinlichkeit p;, € [0, 1] genau k € Ny Nach-
kommen produziert. Jeder der Nachkommen produziert wieder unabhangig von-
einander Nachkommen mit derselben Verteilung. Sei X,, die Zahl der Individuen in
der n-ten Generation. Offenbar ist (X,,)nen, eine Markovkette mit Zustandsraum
Ny und Startwert 1. Ein solcher Prozess heifit Galton- Watson-Prozess. Wir konnen
diesen Prozess auch wie folgt konstruieren. Sei £ die Anzahl der Nachkommen des
i-ten Individuums der n-ten Generation, dann gilt

XTL
Xop =3 &, neN
=1

n

Wir kénnen annehmen, dass die Familie (£]"),en, ien U.i.v. ist. Damit ist der Galton-

Watson-Prozess von der Form, die wir am Beginn dieses Abschnitts erwahnten. ¢
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3. Stoppzeiten und starke Markoveigenschaft

Stoppzeiten sind zuféllige Zeiten, die nicht in die Zukunft blicken kénnen. Im
Zusammenhang mit Markovketten sind Stoppzeiten die Eintrittszeitpunkte gewis-
ser Ereignisse, deren Eintreten durch die bisherige ‘Geschichte’ der Kette beurteilt
werden kann.

Im Folgenden sei (X, )nen, eine Markovkette auf S mit Ubergangsmatrix P,
definiert auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum 2.

DEFINITION 2.3.1 (Filtration, Stoppzeit). (a) Fur jedes n € Ny sei F,, die o-
Algebra erzeugt von Xy, ..., X, F, = 0(Xo, ..., X,). Die Familie (F,,)nen, nennt
man die zu (X,,)nen, gehorige Filtration.

(b) Eine Abbildung T': € — NoU{ oo} heifit eine Stoppzeit (beztiglich (F,)nen, ),
wenn fiir jedes n € Ny das Ereignis {T' = n} in F,, liegt.

Eine Filtration ist immer aufsteigend, denn es gilt ja F,, C F,1 fur jedes
n. Das Ereignis {T" = oo} kann man interpretieren als das Ereignis, dass die
Stoppzeit T nie eintritt. Ein Beispiel von Stoppzeiten sind die Ersteintrittszeiten
H, = inf{n > 0 : X,, = 2} in einen Punkt x fiir eine Markovkette (X,,)nen,-
Um zu zeigen, dass H, eine Stoppzeit ist, schreibt man {H, = n} = {X, #
..., X, 1 =# x,X,, = x}, was offensichtlich in F, liegt.

Etwas allgemeiner definiert man die Ersteintrittszeit in eine nichtleere Menge
AcCSals

Hy=inf{n >0:X, € A}.

Falls x € A, so gilt P,(Ha = 0) = 1. Falls man den Zeitpunkt 0 nicht einbezichen
mochte, benutzt man die Rickkehrzeif]

Hy=inf{n>1:X,¢c A}

Fir © ¢ A gilt die Beziehung P,(Hs = ﬁA) = 1. Hy und H, sind ebenfalls
Stoppzeiten.
Ein Beispiel einer zufalligen Zeit, die keine Stoppzeit ist, ist die Zeit des letzten
Besuchs in A,
Ly=sup{n>0:X, € A} (2.3.1)
Wir kommen nun zur starken Markoveigenschaft. Diese besagt im Wesentli-
chen, dass die gewohnliche Markoveigenschaft, die in Satz formuliert wurde,
auch an Stoppzeiten gilt, d.h. dass die ab einer Stoppzeit T' betrachtete Restket-
te (X7, X741,...), gegeben das Ereignis {X; = x} fir ein z € S, wieder eine
Markovkette mit der selben Ubergangsmatrix und Start in « ist und dass sie fer-

ner unabhangig von der Kette vor dem Zeitpunkt 7' ist, also unabhangig von
(XO’X17 e ’XT).

2Die Terminologie ‘Eintrittszeit’ und "Riickkehrzeit’ ist nicht standardisiert. Auch im Eng-
lischen benutzt man ‘hitting time’ (kann H4 oder H, bedeuten), ‘return time’ (meistens H4)
oder ‘entrance time’ (meistens Hy).
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Die Menge aller Ereignisse, die der Kette (X, Xi,..., Xr) zustofen konnen,
ist ein wichtiges System von Ereignissen:

DEFINITION 2.3.2 (Pra-T-Ereignis). Es sei T: Q — Ny U {oo} eine Stoppzeit.
Wir nennen ein Ereignis A C Q ein Pra-T'-Ereignis, falls das Ereignis AN{T = n}
fir jedes n € Ny in F, liegt. Die Menge aller Pra-T-Ereignisse bezeichnen wir mit
Fr.

UBUNG 2.3.3. Zeigen Sie, dass Fr eine o-Algebra ist.

Wir definieren die S-wertige Zufallsgréfie X als Xp(,(w), allerdings nur auf
der Menge {w € Q: T'(w) < oo}. Falls T'(w) = o0, so ist also X7 nicht definiert.
Daraus folgt, dass das Ereignis { X7 = x} insbesondere impliziert, dass T' < oc.

Nun folgt eine exakte Formulierung der starken Markoveigenschaft.

SATZ 2.3.4 (Starke Markoveigenschaft). Es sei (X, )nen, €ine Markovkette, T
eine Stoppzeit, v € S, A € Fr und B C S™ fiir ein m € N. Falls P( Xy =z, A) >
0, so gilt

P<X[T+17T+m] eB | Xr = (L’,A) = Px(X[l,m} S B) (232)

BEWwEIS. Wir multiplizieren mit P(X7 = z, A) und brauchen nur die Gleichung
P(Xir4114m) € B, Xp =2, A) = Pp(Xpm € B)P(Xr =z, A)

zu zeigen. Dies tun wir durch Aufspaltung nach allen (endlichen) Werten, die T
annehmen kann: Die linke Seite ist gleich

Z P(X[n+1,n+m] eBX,=2AT= n)
n€eNg
Da A € Fr, liegt das Ereignis AN{T = n} in F,. Also kénnen wir die gewohnliche
Markoveigenschaft anwenden (siehe etwa Korollar [2.1.8]) und erhalten
P(Xpniinem € B, Xy =2,A,T =n) = P(X,, =2,A,T =n)P,(Xpm € B).
Aufsummation iber n € Ny beendet den Beweis. O
BEMERKUNG 2.3.5. Wie in Bemerkung [2.1.9] schreiben wir die starke Marko-
veigenschaft im Fall der kanonischen Kette anders um. Dazu beobachten wir, dass
nach der Ubung Fr eine o-Algebra ist, und deswegen P[-|Fr] wohldefiniert
ist. Satz ist Aquivalent mit:

Es seien v eine Verteilung auf S, Y eine beschrankte F-messbare Zufallsgrofie
und 7T eine (F,)-Stoppzeit. Dann

EV[Y o GT\}"T] = EXT [Y] Py—f.S. auf {T < OO} (233)

Hier wird Y o 67 als (Y o f7,)(w) verstanden, wenn 7' < co. Ahnlich Ey, [Y] =
Exr@ Y]
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4. Klasseneigenschaften, Rekurrenz, Transienz

In diesem Abschnitt sei P eine stochastische Matrix auf S und (X,,) die zugeho-
rige Markovkette. Wir wollen die Frage untersuchen, ob die Markovkette gegebene
Punkte in S mit Sicherheit besucht oder nicht, und wenn dann wieviel mal. Es
wird sich heraus stellen, dass der Zustandsraum zerlegt werden kann in rekurrente
und transiente Klassen. Eine in einer rekurrenten Klasse gestartete Markovket-
te verlasst die Klasse nie und besucht jeden Punkt dieser Klasse mit Sicherheit
unendlichmal.

Wir miissen zunéchst die Frage untersuchen, ob ein gegebener Punkt iiber-
haupt mit positiver Wahrscheinlichkeit jemals erreicht werden kann. Diese Unter-
scheidung induziert auf natiirliche Weise eine Einteilung von S in Klassen.

DEFINITION 2.4.1 (erreichbar). Ein Punkt y € S heifit von einem Punkt x € S
aus erreichbar, falls ein n € Ny existiert mit p > 0. Wir schreiben dann z ~ y.
Falls x ~» y und x ~ y, so schreiben wir x « y.

BEMERKUNG 2.4.2 («~ als Aquivalenzrelation). Die Relation ~ auf S ist
reflexiv und transitiv, denn wegen pgjx =1 gilt x ~ x fur jedes x € S, und falls
x ~ y und y ~ z gelten, so folgt aus leicht, dass auch = ~» z gilt. Also
ist e~ eine Aquivalenzrelation auf S und teilt S folglich in Klassen ein. Fiir zwei
Klassen A, B C S schreiben wir A ~~ B, falls es x € A und y € B gibt mit
x ~» y, und wir sagen dann, dass B von A aus erreichbar ist. (Offensichtlich ist
diese Sprechweise wohldefiniert, d.h. die Definition unabhéngig von den gewéhlten
Représentanten.)

DEFINITION 2.4.3 (abgeschlossen, irreduzibel). (a) Eine Teilmenge A von S
heiflt abgeschlossen, wenn A 4 S\ A gilt, d.h. wenn keine zwei Elemente x € A
und y € S\ A existieren mit x ~~ y.

(b) P heifit irreduzibel, falls S aus einer einzigen Klasse besteht, d.h. wenn je
zwei Elemente aus S dquivalent sind.

Man sieht leicht, dass die Einschrinkung P; = (piy)zyea von P auf eine
abgeschlossene Klasse A von S ihrerseits eine stochastische Matrix auf A ist. Falls
P irreduzibel ist, so existieren keine abgeschlossenen echten Teilmengen von S.

BEISPIEL 2.4.4. (a) Die symmetrische Irrfahrt auf Z¢ ist irreduzibel.

(b) In Polyas Urnenschema (siche Beispiel sind keine zwei Elemente aus
S = N2 dquivalent. Fiir jede rg, so € N ist die Menge {(r,s) € S: 7 > 1o, s > so}
abgeschlossen.

(¢) Die Irrfahrt auf {0, . .., n} (siehe Beispiel[2.2.5) mit absorbierenden Réndern
besitzt die Aquivalenzklassen {0}, {1,...,n—1} und {n}. Die Mengen {0} und {n}
sind abgeschlossen, und es gelten {1,...,n—1} ~» {0} und {1,...,n— 1} ~ {n}.

Wir kommen jetzt zurtick zu der Frage wie viel mal eine Kette einen Zustand
besucht und betrachten weitere zentrale Begriffe der Theorie der Markovketten.
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DEFINITION 2.4.5. Ein Zustand z € S heif3t rekurrent wenn

P.[X,, = z fur unendlich viele n € N] = 1. (2.4.1)
Er heifit transient wenn
P,[X,, = x fir unendlich viele n € N] = 0. (2.4.2)

Die Definition lésst scheinbar viel Raum zwischen den beiden Moglichkeiten.
Wir werden spéter zeigen, dass es keine andere Moglichkeit gibt. Im Allgemeinen ist
es aber meistens schwierig zu entscheiden ob ein Zustand rekurrent oder transient
1st.

Erinnere, dass H, die Riickkehrzeit nach z € S bezeichnet, H, = inf{n~ >1:
X, = x}. Wir definieren die aufeinanderfolgenden Riickkehrzeiten nach z, (H?);>o,
durch

o’=o0, H!=H,
A" = Hi+ H,005,  wobei HJ'' = 0o auf {H, = oo}.
(Fiir die Notation nehmen wir an, dass die Kette auf dem kanonischen Raum
definiert ist, so dass 6. Sinn hat.) Schlussendlich setzen wir
{f]; — ', 0> 1, auf {H! < o0},
0, i >1, auf {H = oo}

(2.4.3)

5t -

(2.4.4)

ABBILDUNG 1. Die aufeinanderfolgenden Riickkehrzeiten

LEMMA 2.4.6. Fir n > 2, bedingt auf {H*' < oo}, ist S* unabhingig von
Frn-1, und

P,[S" = k|H" ' < o0] = P,[H, = k], keN. (2.4.5)

BeEWwEIS. Es folgt aus der Definition, dass S? = H, o 0=, auf {H"' < 00}

Weil ﬁ;}_l eine Stoppzeit ist, folgt die Behauptung des Lemmas aus der starken
Markoveigenschaft (Satz siehe auch Bemerkung [2.3.5)). O
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SATZ 2.4.7. Es gilt die folgende Dichotomie
(i) Wenn P, [Ii]m < oo] =1, dann ist x rekurrent und Y_0° , pl, = oo.
(it) Wenn P,[H, < oo] < 1, dann ist x transient und Y07 pl, < 00.
BEWEIS. Sei N, = ¥, 1{X,, = 2} und f, = P,[H, < c0|. Zuerst zeigen wir
dass
Wenn f, < 1, dann P,[N, = k] = f*(1 — f,), k > 0.
Wenn f, =1, dann P, [N, = o] = 1.
(Die erste Zeile bedeutet, dass N, geometrisch verteilt ist.) Um ([2.4.6)) zu beweisen,
schreiben wir
PN, > k+1] = P,[H" < ]
= P,[HF < 0on ¥ < o]
= P,[SH < oo|HY < 00| P,[HF < 0]
= f.P[H < o0,
wo wir fiir die letzte Gleichheit das Lemma benutzt haben. Wenn f, < 1,
gilt die erste Aussage in (2.4.6) durch Induktion. Sonst, wenn f, = 1, dann folgt
von (2.4.7)) fir alle £ € N, dass
PN, > k]| =P,N, >k—1]=---=P[N, > 0] =1, (2.4.8)
und so P,[N, = oo] = 1. Aus (12.4.6) sehen wir dass N, < co P,-f.s. wenn f, < 1.

Weiter beobachten wir dass

(2.4.6)

(2.4.7)

E,[N,] = E,[> X, =z} => pl. (2.4.9)
n=1 n=1
Mit Hilfe dieser Aussage ist der Beweis vollstandig. O

LEMMA 2.4.8. Seir,, = P,[H, < co]. Dann gilt
(i) P[H? < 00] = ryyrt, n > 1.

(i) Wenn y transient ist, dann E,[N,] = 13; - 17;1;?! = o

BEwEIS. (i) Fir n =1 ist das die Definition. Fiir n > 1, mit Hilfe der starken
Markoveigenschaft,

Pz[ﬁf; < oo] = P,[Hy ™' <oon Hyo Opp— < 00] = 1y, Py [Hy ™ < 00] = ryyry

y Y yy
(2.4.10)
per Induktion.
(ii) Wir haben
Ex[Ny] = ZPx[Ny >n] = Z Pw[]j[; < o]

n>1 n>1
Z - Ty (2.4.11)

—= T’x 'S —= s

n>1 s L=y,
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und (ii) folgt. O
KOROLLAR 2.4.9. Wenn S endlich ist, so ist mindestens ein y € S rekurrent.

BEWEIS. Nehme an, dass alle y € S transient sind. Fiir beliebige x € S haben
wir mit Hilfe des letzten Lemma

B[N =Y < oo, (2.4.12)

y€ES y€S 1- fy

weil S endlich ist. Andererseits,
SN, =Y > X, =y} => 1=o0x, (2.4.13)
yes yeS n>0 n>0

was zum Widerspruch fiihrt. O

SATZ 2.4.10. Es seien x,y € S mit x ~ y. Falls x rekurrent ist, so gilt auch
y ~ x, und y ist dann ebenfalls rekurrent.

BeEwEIs. Wir zeigen zuerst, dass r,, = 1. Von z ~ y folgt die Existenz der
kleinsten Zahl k > 1 mit p§, > 0. Dann gilt

0 < pi,y - Z pr,xlpml,rz . 'pzk,Q,zk,lpxk,l,y- (2414)

L1,y Tlp_1ES

Die Minimalitdt von k bedeutet, dass fiir gewisse x1,...,z5_1 # x,y die Unglei-
chung py o, Pay w0 - - - Pag_gmn 1 Pri_1,y > 0 gilt. Der Zustand z ist rekurrent, deswegen

0=1-f, :Px[[:IJ; =oo| > P X1 =21,..., X1 =31, Xg :y,]ffxoﬁk = o]
= Pzx1Pr1,x2 - - - Prg_oxr_1Pap_1y Py[[:[ﬂff = OO] .

>0 =1—ry;

(2.4.15)

Es folgt, dass ry, = 1 und deswegen y ~ .
Mit Hilfe der letzen Aussage kénnen wir ¢ > 0 finden, sodass piz > (. Dann
gilt fir alle n > 0, pfim > pgxpgxp’;y, und deswegen

Z pyy — pﬂJypy:B prx = 00. (2416)
n>k-+4 an
Aus Satz sehen wir, dass y rekurrent ist. 0

Rekurrenz und Transienz sind Klasseneigenschaften:

KOROLLAR 2.4.11. Es seien x,y € S mit x «~ y. Dann ist x genau dann
rekurrent, wenn y es ist.

Also kénnen und werden wir in Zukunft auch von rekurrenten bzw. transi-
enten Klassen sprechen und bei Irreduzibilitat von rekurrenten bzw. transienten
Markovketten.
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BEMERKUNG 2.4.12. Mit Hilfe des Korollars konnen wir den Zustandsraum als
disjunkte Vereinigung

S=TUR URyU... (2.4.17)

schreiben, wobei T" die Menge aller transienten Zustande ist, und R; rekurrente
Aquivalenzklassen sind.

Man sieht auch das jede rekurrente Klasse zwangslaufig abgeschlossen ist, und
deswegen

re€R, = PJ[X,€R,n>0 =1 (2.4.18)

Insbesondere ist die Einschrankung von P auf eine rekurrente Klasse (siehe die
Bemerkung nach Definition wieder eine stochastische Matrix, die dann na-
turlich auch irreduzibel ist. Daher lassen sich also die einzelnen rekurrenten Klassen
getrennt diskutieren.

Andererseits, wenn der Prozess X in T startet, dann kann er fiir immer in
T bleiben, oder er kann in eine rekurrente Klasse R; eintreten, die er dann nie
verlasst, wie es aus der starken Markoveigenschaft und folgt. Inbesondere
kann T abgeschlossen sein, aber auch nicht. O

BEMERKUNG 2.4.13. Die Aussage r,, = 1 im Beweis des Satzes bedeu-
tet, dass die Markovkette mit Sicherheit alle Zusténde in der Klasse von x besucht,
falls x rekurrent ist.

BEMERKUNG 2.4.14. Mit Hilfe des Korollars[2.4.9 kann man einfach sehen, dass
wenn S endlich und P irreduzibel ist, dann besteht S genau aus einer rekurrenten
Aquivalenzklasse.

Das Kriterium aus Satz kann man benutzen, um beispielsweise die Re-
kurrenz der d-dimensionalen Irrfahrt aus Beispiel zu entscheiden:

SATZ 2.4.15. Die d-dimensionale symmetrische Irrfahrt auf Z@ ist rekurrent
fir d € {1,2} und transient fir d > 3.

BEWEISSKIZZE. Wegen der Verschiebungsinvarianz gentigt es, die Divergenz
bzw. Konvergenz der Reihe 3, oy pg o zu untersuchen. Wir sind in der glicklichen
Lage, den Wert von pg, ausrechnen zu kénnen. Nattrlich ist immer pgf“o’l =0 fur
alle n € N.

In d = 1 ist leicht zu sehen, dass p3y = (2/,5)2*2’c fiir alle £ € N, und Stirlings
Formel zeigt, dass pgfy ~ (wk)™V/2 fiir k — oo. Also ist 3,en pfo = oo fiir d = 1.

In d = 2 schreiben wir X,, = (X}, X?) fiir die beiden Komponenten und nutzen
die Beobachtung aus, dass die beiden Folgen (X! — X?2),cn, und (X} + X?2),en,
zwei unabhéngige eindimensionale symmetrische Irrfahrten auf Z sind. Folglich ist
Pl = ((2: 2_2k)2, und wie oben sieht man, dass dies sich wie - verhilt, also
ebenfalls nicht summierbar ist.
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Den Fall d > 3 kann man auf den Grenzfall d = 3 zurtick fihren. Im Fall
d = 3 stellt man den Wert von p%f“o mit Hilfe einer Doppelsumme dar (nach einer
Aufspaltung, wieviele Schritte jeweils in die drei Dimensionsrichtungen geschehen),

ok 2k 1\
Poo = 2 by Ky ko ko ks (23)
K1,ko,k3>0:k1 ko tks=k \"V1 V1 2 2 A3 R ’

_ 3 (2k)! ( 1 )2’67

k1 ko ks >0:k1 +hot+ha=k (k1!)2(ka!)?(k3!)2\2-3

und schétzt diese mit einiger Arbeit geeignet ab, bis man sieht, dass p%f“o von der
Ordnung k732 ist. (Fir d > 4, hat man pgf) ~ ck=%?). O

(2.4.19)

5. Gleichgewichtsverteilungen

Im Allgemeinen héangt die Verteilung einer Markovkette zu einem gegebenen
Zeitpunkt auf sehr komplizierte Weise ab von der Startverteilung (und nattirlich
von dem Zeitpunkt). Oft gibt es aber fiir eine gegebene Ubergangsmatrix spezielle
Verteilungen, so dass die mit dieser Verteilung gestartete Kette zu jedem Zeitpunkt
dieselbe Verteilung besitzt, namlich diese Startverteilung. Man sagt, die Kette sei
dann im Gleichgewicht bzw. sie sei stationdr.

Wie bisher sei S eine hochstens abzédhlbare Menge und P eine stochastische
Matrix auf S. Wir wollen jede Abbildung v: S — [0, 00) ein Maf§ nennen und erin-
nern uns, dass ein Maf v eine Verteilung heiit, falls 3 g v(x) = 1 gilt. AuBerdem
erinnern wir uns, dass vP das Matrixprodukt (vP)(y) = Y ,es V(%)psy bezeichnet.

DEFINITION 2.5.1 (invariantes Maf}; Gleichgewichtsverteilung). Ein Maf} v
heiflt invariant (oder stationdr) fir P, falls vP = v gilt, d. h. falls v ein (nichtne-
gativer) Links-Eigenvektor von P zum Eigenwert 1 ist. Falls v eine Verteilung und
invariant ist, nennt man v auch eine Gleichgewichtsverteilung fiir P.

BEMERKUNG 2.5.2. (a) Wenn S endlich ist, kann jedes invariante Maf zu einer
Gleichgewichtsverteilung normiert werden.

(b) Die Frage, ob P ein invariantes Maf} besitzt, ist a priori nicht leicht zu be-
antworten. Man muss im Prinzip das Gleichungssystem v P = v 16sen und priifen,
ob es eine nichtnegative Losung v gibt.

(c) Offensichtlich ist ein fiir P-invariantes Mafl auch fiir jede Potenz von P
invariant. Insbesondere, wenn v eine Gleichgewichtsverteilung ist, dann gilt fir
jedes n € Ny und jedes y € S:

P (X, =y) = st(x)p;iy = v(y),
Te
d. h. die mit Verteilung v gestartete Kette hat zu jedem Zeitpunkt die selbe Vertei-
lung v. Diese Aussage kann man noch leicht erweitern: v ist genau dann invariant,
wenn (fiir die kanonische Markovkette),

0,0P,=P,, fur alle n > 0. (2.5.1)
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In der Tat, wenn ([2.5.1]) gilt, dann

v(y) = P[Xo=y] B (6,0 B)[Xo = y] = P[X 06 =y

=P[X|=y] = Z V(x)pxya

zeSs

(2.5.2)

d.h. vP = v und v ist invariant. Andererseits, wenn vP = v, dann haben wir fur

jedes A € F,

(61 [©] PV)[A] — Eu[]-A o 01] == EV[EV[lA e} 01|F1]] = EV[le [A”, (253)
mit Hilfe der Markoveigenschaft. Die rechte Seite kann man weiter umschreiben:
= Z Z V(@) pay Py[A] = Z v(y)Py[A] = B[A], (2.5.4)
€S yeS yes
und die Behauptung (2.5.1)) folgt. O

Um die Terminologie 'Gleichgewichtsverteilung’ besser zu begriinden, zeigen
wir das folgende Lemma, von dem folgt dass wenn die Verteilung einer Markov-
kette mit endlichem Zustandsraum konvergiert, dann konvergiert sie gegen die
Gleichgewichtsverteilung.

LEMMA 2.5.3. Sei S endlich und nehme an, dass fir ein x € S
lim p, = v(y), fiir alle y € S. (2.5.5)

n—oo

Dann ist v eine Gleichgewichtsverteilung.

BeEwers. Offensichtlich, v(y) > 0 und
dov(y) = limpp, = lim > pp =1, (2.5.6)
yes yes yes

d.h. v ist eine Verteilung. Weiter
v(y) = lim p7 = lim " pi ' pey = > pay lim piot =" v(2)pay,  (25.7)

n—00
z€S z€S z€S

d.h. v ist invariant. Das Austauschen der Summen und Grenzwerte ist erlaubt,
weil S endlich ist. U

Wir zeigen jetzt, dass immer mindestens ein invariantes Mafl existiert. Wir
definieren fiir beliebiges = € S das Maf§ n, durch

maly) = B3 Ty
n=1
In Worten: n,(y) ist die erwartete Zahl der Besuche in y fiir eine in = gestartete

Markovkette, die betrachtet wird bis zur ersten Riickkehr zum Startpunkt z.

SATZ 2.5.4. Sei x ein rekurrenter Zustand von P. Dann gilt
(a) ng(z)=1.
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(b) n, ist ein invariantes Maf fir P.
(c) ny(y) € (0,00) fiir alle y «~ x und und n,(y) = 0 firy ¢ x.

BEWEIS. (a) ist offensichtlich aus der Definition. Um (b) zu zeigen, schreiben
wir zunachst

A, . ]
nx(y> =L, Z 1{Xn = y} =E, Z 1{Xn =y,n< Hm}
o " (2.5.8)
=Y Y BP[Xa=y X, =2n< H,].

n=1zeS
Man beachte, dass das Ereignis {n < H,} = {H, < n —1}¢in F,_; liegt. Also
konnen wir die Markoveigenschaft zum Zeitpunkt n — 1 anwenden:

y) = szy Z P:v[Xn—l =z,n< Hx]

z€eS n=1
H.—1

=Y Pyl Z Lix,=) = D) Doyl Zl{xn =D Peyna(y)

z€S z€S z€S

(2.5.9)

wobei die vorletzte Gleichung von Xy = Xz = x folgt.

c¢) Wenn y «~ z und z rekurrent ist, dann konnen wir mit Hilfe des Sat-
zes Konstanten k und [ finden sodass pf§, > 0 und p!, > 0. Auf Grund von
(b) ist n, auch invariant fiir P fiir jedes n € N, also folgt insbesondere

na(y) L (0P (y) > na(@)pay (k) > 0,

1 =n.(z) = (nzPl)(x) > ntc(y)péxa

und die erste Aussage von (c) folgt. Die zweite Aussage ist trivial. O

(2.5.10)

Wir betrachten jetzt die Eindeutigkeit der invarianten Mafle.
LEMMA 2.5.5. Sei v ein invariantes Mafl mit v(z) = 1. Dann
v(y) > n.(y) fir alle y € S. (2.5.11)

BEWEIS. Sei v ein invariantes Mafl mit v(x) = 1. Dann haben wir fiir z # «

V(Z) - Z V(yl)pmz = Z V<y1>pylz + Daz

y1€S Y1#£T

(2.5.12)
Z Z y2 py2y1py12 + Z Pay1 Pyrz + Daz,
Y1FT Y2 £ Y17
In dieser Weise fahren wir iterativ fort und erhalten fiir jedes £ € N
V(Z) = Z y(yk)pykyk—l < Pyrz
YLy Y FT
(2.5.13)
+ Z Pay_y -+ Pyrz T Z Dayi_g -+ Pyrz T * + Doz
YLy Yk —17T Y1seosYk—2FT

28



Die erste Summe ist nichtnegativ und kann ausgelassen werden. Die anderen Sum-
manden schreiben wir um:

v(2) > Po[Xp =2, Hy > k] + Po[Xp 1 =2, H, > b — 1]+ -+ + P,[X; = 2]

k
=B, 1{X;=2I1<H,}.
=1
(2.5.14)

Nun lassen wir & — oo und erhalten auf der rechten Seite n,(z) als Grenzwert. O

KOROLLAR 2.5.6. (a) Sei v wie im Lemma und sei x ein rekurrenter
Zustand. Dann v(y) = n,(y) fir alle y «~ .

(b) Wenn P eine irreduzible stochastische Matrix ist, dann ist n, das einzige
invariante Maf, das die Normierung n,(z) = 1 erfillt.

BEMERKUNG 2.5.7. Die Bedingung vP = v fiir Invarianz des Mafles v ist
linear. Deswegen ist jedes Vielfaches eines invarianten Mafles ebenfalls ein inva-
riantes MaB. Nach Punkt (b) des Korollars sind also alle invarianten Mafe einer
irreduziblen Markovkette Vielfache von n,.

BEWEIS. (a) Von Rekurrenz von z und Satz folgt, dass n, invariant ist.
Das Mafl A = v — n, ist dann ebenso invariant und erfillt A > 0 und A(z) = 0.
Folglich

0=X\ax) =D Ay)p,. (2.5.15)
yes
Wenn y e~ z, dann py, > 0 fiir ein n > 1, und deswegen A(y) = 0.

(b) folgt von (a) weil P ist genau dann irreduzibel wenn z «w y fir alle
x,y €95. O

Bis jetzt haben wir die Existenz und Eindeutigkeit der invarianten Maflen be-
trachtet. Der folgende Satz klart die Frage nach der Existenz von Gleich-
gewichtsverteilungen (nicht nur Maflen) und ist einer der wichtigsten Sétze iiber
Markovketten. Die Antwort ist eng verkntpft mit der erwarteten Riickkehrzeit zu
einem Startpunkt x € S:

py = E,(H,) = > nP,(H, = n) + coP,(H, = 00) € [0, c].
n>1
(Wir benutzen die Konvention co0 = 0.) Falls u, < oo (d.h. falls die Irrfahrt nach
endlicher erwarteter Zeit zu ihrem Startpunkt x zurtick kehrt), dann ist natiirlich
Px(]:Ix < o0) = 1, die Irrfahrt also rekurrent. Mit Hilfe von p, konnen wir also
rekurrente Zusténde feiner unterteilen:

DEFINITION 2.5.8 (positive und Nullrekurrenz). Ein Zustand = € S hei3t posi-
tiv rekurrent, falls u, < oo, und nullrekurrent, falls x rekurrent, aber nicht positiv
rekurrent ist.

29



Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass die Existenz von Gleichgewichtsver-
teilungen dquivalent zur positiven Rekurrenz ist:

SATZ 2.5.9. Sei P irreduzible stochastische Matriz. Dann sind die folgenden
drei Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand x € S.
(ii) Alle Zustinde in S sind positiv rekurrent.
(iii) Es existiert eine Gleichgewichtsverteilung.
Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist die Gleichgewichtsverteilung m eindeutig be-

ng(

stimmt und durch w(y) = Ty), y € 5, gegeben.

BEMERKUNG 2.5.10. Der Satz zeigt, dass fiir ein gegebenes y € S, die Quan-
titdt n,(y)/p, unabhingig von x und gleich 1/, ist.

Beweis. Die Richtung (ii) = (i) ist trivial. Wir zeigen nun (i) = (iii).
Sei x € S mit p, < oo, dann ist wegen Irreduzibilitiat die Kette rekurrent. Nach
Satz [2.5.4] ist n, ein invariantes Maf. Man sieht, dass

> ) = ¥ B[S 1K,

yes yes n=1

= Ex[i S 1{X, = y}} = F,(H,) = jiy < 00.

n=1yeS

(2.5.16)

Also kann man n, zu einer Gleichgewichtsverteilung normieren, d.h. (iii) folgt.

Nun beweisen wir (iii) == (ii). Sei € S ein beliebiger Zustand und 7 eine
Gleichgewichtsverteilung, die existiert nach (iii). Weil 7 eine Gleichgewichtsver-
teilung ist, existiert y € S mit 7(y) > 0. Dank der Irreduzibilitat, gibt es n mit
pyz > 0. Es folgt dass

m(x) = Z m(z)pl, > 7r(y)pZm > 0. (2.5.17)
z€8
Wir definieren A(z) = 7(2)/7(x), z € S. X ist ein invariantes Maf§ mit A(z) = 1.
Nach Lemma A > n,. Wie in ([2.5.16|) sieht man, dass

o= Y may) € S M) = —— Y 7(y) = —— < oo. (25.18)
yeSs yes

() ok m(x)
Also ist (ii) gezeigt.

Die Eindeutigkeit von 7 folgt von Korollar [2.5.6} x ist rekurrent und deswegen
ist die Ungleichung in (2.5.18)) eine Gleichung. U

BEISPIEL 2.5.11. (a) Die eindimensionale einfache Irrfahrt (siehe Beispiel [2.2.4))
besitzt das konstante Mafl m = 1 als ein invariantes Mafl. Die Irrfahrt ist rekur-
rent, deswegen sind alle invariante Mafle Vielfachen von 7 und lassen sich nicht
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normieren. Die Irrfahrt besitzt also keine Gleichgewichtsverteilung und ist deswe-
gen nullrekurrent.

(b) Einfache Irrfahrt auf Z4, d > 3 ist transient (siche Satz [2.4.15). Das MaB
m = 1 ist invariant. Das bedeutet, dass Existenz des invarianten Mafles nicht die
Rekurrenz impliziert.

(c) Sei X die Irrfahrt auf Z mit Drift, p, ;01 =1 —pya—1 =p € (0, %) Um ein
invariantes Maf zu finden, l6sen wir das System 7(z) = pr(z—1)+ (1 —p)m(z+1).
Die Losung ist

m(z) = A+ B(ﬁp) ., A>0,B>0. (2.5.19)

Die invarianten Mafle bilden also eine Zweiparametermenge, das invariante Maf}
ist nicht eindeutig modulo Normierung. Diese Irrfahrt ist also transient.

(d) Es gibt transiente Markovketten die nur 7 = 0 als invariantes Maf} besitzen,
siche Ubungsaufgaben. O

BEMERKUNG 2.5.12 (Klassifikation). Wir fassen die obige Beispiele zusammen.
Eine irreduzible Markovkette kann transient, nullrekurrent oder rekurrent sein. Die
Tabelle gibt Anzahl der invarianten Mafle und Gleichgewichtsverteilungen fir diese
drei Falle. “(n.N)” steht fiir “nach Normierung”.

Markovkette pos. rekurrent nullrekurrent transient
0 (nur = 0),
inv. Mafle 1 (n.N) 1 (n.N) 1 (n.N.),
00
GGVerteilungen 1 0 0

In den meisten Féallen, selbst bei endlichem S, kann man die Gleichgewichtsver-
teilung nicht sinnvoll explizit angeben, die Formel ware zu kompliziert. Ein schones
Gegenbeispiel ist die p-Irrfahrt auf einer Gruppe, siehe Beispiel [2.2.2;

LEMMA 2.5.13. Es seien G eine endliche Gruppe und p eine Verteilung auf G.
Dann ist die Gleichverteilung auf G eine Gleichgewichtsverteilung der p-Irrfahrt.
Falls die Irrfahrt irreduzibel ist, so ist sie auch die einzige Gleichgewichtsverteilung.

BEWEIS. Fiir jedes h € G ist die Abbildung g — g~'h bijektiv auf G, und es

gilt
> pon = plg7'h) = > pul(g) = 1.

geG geG g'eG

O

BEISPIEL 2.5.14 (Bernoulli-Laplace-Diffusionsmodell). Noch ein Beispiel, in
dem die invariante Verteilung explizit angegeben werden kann, ist das Diffusi-
onsmodell aus Beispiel Hier ist die hypergeometrische Verteilung v(i) =

(f) (JL)/(ST)) invariant auf {0,1,..., w}. O

31



6. Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

Wir betrachten hier eine irreduzible Markovkette X mit Ubergangsmatrix P
und Gleichverteilung 7. Nach Satz sind alle Zustande in S positiv rekurrent.
Wir untersuchen jetzt das asymptotische Verhalten der Markovkette X.

LEMMA 2.6.1. Seiy € S und v eine Verteilung auf S. Dann

lim — ZI{X =y} =7(y), P,-f.s. (2.6.1)

n—oo n

Beweis. Mit Hilfe der Notation von (2.4.3)),

1
- Z X, =y} = —max{k: >0: Hy <n}. (2.6.2)
i=1
Folglich ist (2.6.1)) dquivalent (Ubung!) mit
1~ 1

. Tkt )
khﬁnolo kHy W) P,Afs. (2.6.3)

Allerdings, $HF =+ Y8 S, wo S! in (2.4.4) definiert ist. Nach Lemma ist
die Folge (S})i»2 wiv., und P,[S} = k] = P,[H, = k], i > 2. Nach dem (starken)
Gesetz grofler Zahlen
1 .
lim — A" = lim — ZSI = =E,H,| =y, =—, (2.6.4)

k—o00 k Y k—o0 k

was zeigt (2.6.3]). d

BEMERKUNG 2.6.2 (Fluktuationen von + > 1{X; = y}). Die Methode des

Beweises von Lemma kann man (mit zusétzlicher Annahme E,[(H,)?] < o)
benutzen um einen Zentralen Grenzwertsatz zu zeigen, ndmlich

N ) == (T} (2.6.5)

n

in Verteilung unter P,, wobei o, = 7(y)*/? Var,(H,).
KOROLLAR 2.6.3 (Ergondensatz). Sei f : S — R eine beschrinkte Funktion
und sei [ fdm = .cq f(Z)W(Z) Dann

hm — /fd7r P,-f.s. (2.6.6)

n—o0 n

BEwEIs. Wir schreiben,

;Z FX) =3 £y zl{x =y} Y fy)nly), (2:6.7)

yes yeS

nach Lemma und Satz von Lebesgue (Dominated convergence theorem). [
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KOROLLAR 2.6.4 (Césaro-Konvergenz von p}, ). Fir alle v,y € S,

n

Jim > oy, = (). (2.6.8)

=1

BEWEIS. Es reicht v = 0, zu setzen, E, auf beiden Seiten von (2.6.1)) anzu-
wenden. Behauptung folgt mit Hilfe des Satzes von Lebesgue. O

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes (und eine der wichtigsten Eigenschaften
von Markovketten) ist die Tatsache, dass dass man in vielen Fallen die Césaro-
Konvergenz durch die tibliche Konvergenz ersetzen kann. Wir werden zei-
gen, dass jede irreduzible aperiodische und positiv rekurrente Markovkette bei
divergierender Laufzeit gegen ihre Gleichgewichtsverteilung konvergiert. Hierbei
nennen wir eine Markovkette bzw. ihre Ubergangsmatrix P aperiodisch, wenn fiir
jedes x € S die sogenannte Periode von x,

dy = ggT{n € N: pz,m > O}a

gleich Eins ist.

Wir wollen uns im Folgenden auf aperiodische Markovketten beschrianken, d. h.
wir werden voraussetzen, dass d, = 1 fiur jedes x € S gilt. Unser Hauptergebnis
ist:

SATZ 2.6.5. Es sei P irreduzibel, aperiodisch und positiv rekurrent mit Gleich-
gewichtsverteilung . Dann gilt fir alle x,y € S:

lim pzy =m(y).

n—00

Als Ubungsaufgabe zeigt man leicht, dass auch fiir jede Startverteilung v und
jedes y € S gilt: lim,, . P, (X, =y) = 7(y).

Als Vorbereitung des Beweises von Satz [2.6.5] charakterisieren wir die Aperi-
odizitét:

LEMMA 2.6.6. P ist genau dann irreduzibel und aperiodisch, wenn fir jede
z,y € S einng € N eaistiert, so dass py, >0 fir alle n > ng gilt.
BEWEIS. HES reicht zu zeigen dass fiir jedes y € S
Pyy >0 fir alle n > ngy(y). (2.6.9)

Die Aussage des Lemmas folgt dann mit Hilfe von (2.1.15)). Sei T(y) = {n > 1:
Py, > 0}. Wir zeigen zuerst, dass

es gibt m,l € T (y) mit m — 1 = 1. (2.6.10)
In der Tat, sei r die kleinste natiirliche Zahl, die eine Linearkombination (mit

ganzzahligen Koeffizienten) der Elementen von T (y) ist. Offensichtlich, ggT 7T (y) |

3Dieser Beweis ist langlich und benutzt ausschlieSlich zahlentheoretische Argumente, und
wird daher in der Vorlesung weggelassen.
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r und daher ggT T (z) < r. Andererseits, r | 7 (y). Um das zu sehen nehme an,
dass es gibt s € T(y) mit r 1 s. Dann y = kr + j fir ganze Zahlen k£ > 0 und
1 < 7 < r. Dann aber ist j = s — kr eine Linearkombination der Elementen von
T(y) und 0 < m < r, was widerspricht der Minimalitdt des r. Wir sehen also
dass r = ggT T (y) = 1. Mit Die Aussage ist dann offensichtlich: wenn

r=cing + -+ cgng, mit ¢; € Z und n; € T (y), es reicht zu wéhlen
[ =|ci|ny + - 4 |egng, m=I1l+r=10+1, (2.6.11)

und beachten das m, [ beide Linearkombinationen der Elemente von 7 (y) mit
nichtnegativen ganzzahligen Koeffizienten sind, und daher m,! € T (y) mit Hilfe
von (|2.1.15)).

Weiter zeigen wir dass
wenn k > (2, k € N, dann k = am + bl fir a,b € N,,. (2.6.12)
In der Tat, sei k = ql+s,q >1,s € {0,...,l1—1}. Dann k = ql+s = ql+s(m—1) =

(¢—s)l+ sm, und (2.6.12) folgt. Das Lemma ist dann Folge von (2.6.12)) und einer
@1.15)

Iteration von , man wahlt ng(y) = [2. O

BEWEIS VON SATz 2.6.5] Sei (X,,)nen, eine Markovkette mit Ubergangsma-
trix P und gestartet in z, d.h. mit Verteilung P,. Wir wollen also zeigen, dass
P.(X,, =y) fiir n — oo gegen 7(y) konvergiert.

Wir benutzen ein sogenanntes Kopplungsargument, das die Untersuchung der
betrachteten Markovkette (X, )nen, koppelt mit einer weiteren, unabhéngigen Mar-
kovkette (Y,)nen, mit der selben Ubergangsmatrix, wobei allerdings (Y;,)nen, mit
der Gleichgewichtsverteilung 7 gestartet wird. Daraus folgt, dass die Verteilung
von Y, zu jedem festen Zeitpunkt n exakt gleich 7 ist, siche Bemerkung [2.5.2(c).
Unsere Hauptaufgabe besteht nun darin zu beweisen, dass die erste Kette irgend-
wann einmal die zweite trifft, d.h. dass sich beide Ketten jemals im selben Zustand
befinden. Mit anderen Worten, wir werden zeigen, dass die Treffzeit

T=inf{n eNy: X, =Y,,}
mit Sicherheit endlich ist. Dann definieren wir die gekoppelte Kette (Z,,)nen, durch

7 X, fuirn<T,
Y, firn>T,

und zeigen, dass (Z,,)nen, ebenfalls eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P ge-
startet in z ist. Danach ist der Beweis schnell beendet.

Wir kommen zu den Details. Als Erstes sieht man, dass die Paar-Markovkette
(X, Yo )nen, die Ubergangsmatrix P auf S x S mit D(wy),(uw) = PruPye fir alle

x,y,u,v € S besitzt. Fiir alle n € N gilt auch Plo),(uw)) = Paulyp: WOVOL man sich

leicht iiberzeugt. Die Aperiodizitéit von P zeigt man leicht als Ubungsaufgabe mit
Hilfe von Lemma [2.6.6{und (2.1.15)). Da P die Gleichgewichtsverteilung 7 besitzt,
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hat P die Gleichgewichtsverteilung 7, die gegeben ist durch 7(x,y) = m(x)n(y) fur
x,y € S. Also ist P insbesondere positiv rekurrent (sieche Satz

Ab jetzt sei Xy = x fest. Die Markovkette (X, Yy, )nen, auf S x S besitzt die
Startverteilung U(u,v) = d,(u)m(v), wobei d,(u) das Kroneckersymbol ist.

Nun argumentieren wir, dass die Treffzeit T' mit Wahrscheinlichkeit Eins end-
lich ist. Fiir einen beliebigen Zustand z € S sei H(, ) der erste Zeitpunkt, an dem
die Kette (X, Y, )nen, den Punkt (z, 2) trifft. Offensichtlich ist 7" < H, ). Wegen
der Rekurrenz von P ist H, o) f.5. endlich, also auch T'.

Nun beweisen wir, dass die oben definierte Folge (Z, nen, eine Markovkette
mit Ubergangsmatrix P ist. Dazu reicht es nach Lemma @(a) zu zeigen, dass
fir alle n € N und alle xg,...,x, € S gilt:

Ps(Zion) = Tom)) = 0u(20) [] Pars - (2.6.13)

r=1

Dies zeigen wir durch Aufspaltung nach allen Werten, die 7" annehmen kann:

P(Zio = wom) = D Po(Ziow) = 20,0, T =7) + Po(Zjo,n) = 20,0, T > 1)
r=0

= Z P’J(X[O,r] = T[o,r]» Yv[H»l,n] = Tr4+1,n], Yb 7é Zo, - - - 7}/;71 7& Tr—1, Y;" = xr)
r=0

+ Py(Xjo.n) = Tion), Yo # Tos - -5 Yo 7 Tn).
(2.6.14)

Nun nutzt man die Unabhéangigkeit der Ketten (X,,)nen, und (Y;,)nen, sowie die
Markoveigenschaft der Kette (Y}, )nen, zum Zeitpunkt r bzw. n aus, um zu erhalten:

P( X100 = Z[0,0), Yirt1.0] = Tfrt1,m)> Y0 7# Loy -+ Yoot # Ty, Yo = ;)
= Pi(X[O,r] = x[O,r})PW(YV[TJrl,n] = Tlr41,n] ’ YE) 7& Loy .- >Y;“—l 7é Tr_1, Y; = xr)
X Pﬂ'(Yb %wa“u}/'r’—l #Ir—lay; :x'r'>

= 61('7;0) (H ple,xj>Pﬂ(% 7£ oy - - ,Y;“fl 7é Tp—1, Y; == xr)
j=1

und
P5(X(om) = Tjo,n), Yo 7 T0, -+, Yn 7 Tn)

— 6,(x0) (H pwjm>P7r(Y0 £ 20, Yo 7 @),
j=1
Nun kombiniere man all diese Gleichungen und beachte, dass
ZPW(YE) %$07'--7K’—1 %xr—layr :xr> +P7r(}/0 7££L‘0,...,Yn 7&1'”) = ]-a
r=0

um bei (2.6.13) anzukommen. Also ist (Z,)nen, eine Markovkette mit Ubergangs-
matrix P.
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Nun ist der Beweis von Satz [2.6.5] leicht zu beenden. Wir schreiben pj , mit
Hilfe von (Z,)nen, als

Py =PolZn=y) = P)(Zy =y, T <n)+ Py(Z, =y, T >n)
und analog 7(y) als

m(y) = Pr(Yo =y) = P(Zn =y, T <n) + B;(Ya =y, T > n).
Somit folgt

Pl — ()| < 2P5(T > n),
und dies konvergiert fir n — oo gegen Null, da ja P;(T < o0) = 1. O

BEMERKUNG 2.6.7. (a) Falls die Markovkette X, nicht aperiodisch ist, also
wenn sie etwa die Periode d > 1 hatﬁ, existieren, im Allgemeinen, z,y,u,v € S
mit P, ) () = O fiir alle n. Markovkette (X,,Y,) ist dann nicht irreduzibel und
man kann den Satz nicht anwenden. Um dies zu sehen, reicht es eine sehr
einfache Markovkette mit S = {1,2} und P = <(1) é) zu betrachten.

(b) Das Problem mit den periodischen Markovketten kann man immer umge-
hen, indem man die sogenannte faule (lazy) Version der Kette betrachtet, namlich,
die Markovkette X, mit Ubergangsmatrix Doy = %dry + %pxy. Diese Markovket-
te ist offensichtlich aperiodisch, irreduzibel, wenn X ist, und besitzt die gleiche
invarianten Mafle und Gleichgewichtsverteilungen wie X.

(c) Wenn X eine Periode d > 1 hat, ist es einfach zu zeigen, dass man S als
eine Partition S = S; U --- U S, schreiben kann, wobei p,, > 0 genau dann wenn
x e S,y € S, 1 <i<d oderxe Sy ye S. Auf jedem S; kann man dann
eine Markovkette mit Ubergangsmatrix (pzy)%yegi betrachten, die aperiodisch ist.
Diese Dekomposition von S heifit zyklische Dekomposition.

7. Exkursion in die lineare Algebra: Satz von Perron-Frobenius

Alle wichtigen Ergebnisse, die wir bisher gesehen haben, sind fiir beliebiges,
hochstens abzéahlbares S giiltig. Falls S endlich ist, folgen viele direkt von der
linearen Algebra.

Z.B., um die Existenz der Gleichgewichtsverteilung zu zeigen reicht es zu be-
obachten, dass wenn P eine stochastische Matrix ist, dann ist f(xz) = 1 ein rechts-
Eigenvektor von P zum Eigenwert 1. Daher besitzt P einen links-Eigenvektor zum
Eigenwert 1 mit nicht-negativen Koordinaten, d.h. die Gleichgewichtsverteilung.

Um die Eindeutigkeit und die Konvergenz zu der Gleichgewichtsverteilung zu
zeigen, braucht man einen der wichtigsten Satze der lineare Algebra, den Satz von
Perron-Frobenius

“Man kann leicht zeigen, dass die Periode eine Klasseneigenschaft ist, d.h. dass die Abbildung
y — dy konstant auf den Klassen ist.
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SATZ 2.7.1. Sei A eine N x N Matriz mit nicht-negativen Eintragen, und p(A)
der Spektralradius von A, p(A) := max{|z| : z € Spec(A)}. Dann

(a) p(A) ist ein Eigenwert von A und der zugehorige (rechts- oder links-) Ei-
genvektor hat nicht-negative Fintrdge.

(b) Falls A irreduzibel ist (d.h. fir alle 1 < i,j < N gibt es n > 0 sodass
A™(i,7) > 0), dann p(A) > 0, p(A) ist einfacher Eigenwert und der zugehorige
Eigenvektor hat positive Eintrdge.

(c) Falls A irreduzibel und aperiodisch (d.h. es gibt n mit A™(i,j) > 0 fir alle
1 <i,7 <N), dann ist p(A) der einzige Eigenwert mit Betrag p(A).

(d) Falls A stochastisch ist, dann p(A) = 1.

BeEwEIS. Fiir Beweis, siehe z.B [SC97], Section 1.2. O

Mit Hilfe dieses Satzes kann man die Geschwindigkeit der Konvergenz im
Satz [2.6.5] kontrollieren:

SATz 2.7.2. Seien S endlich und P irreduzibel und aperiodisch. Dann konver-
giert die zugehorige Markovkette X exponenziell zur Gleichgewichtsverteilung: Es
gibt ¢ < 0o und A < 1 sodass

Py — T(Y)| < A, fir alle x,y € S. (2.7.1)
BewErs. Nach Lemma [2.1.11} p, = (6,P"),. Sei P = UJU " die Jordansche

Dekomposition von P, wobei
J = J mit J; = S (2.7.2)

und |\;| < 1. Als erste Zeile von U (resp. erste Spalte von U~!) kann man 7 (resp.)
1 wihlen. Dann P* = UJ"U~!. Fiir jeden Jordanblock der Grofe k x k zugehorig
zu [A;| <1 hat man

max(J7" )y < Q(n)A" L (2.7.3)

k.l
wobei Q(n) ein Polynom in n ist. Daher (J");; < Q(n)A\" %! wenn (4,5) # (1,1)
mit A = max{|\;|}. Mit Hilfe dieser Aussage ist es einfach den Beweis zu beenden.

U

8. Reversible Markovketten

Im Korollar haben wir gesehen, dass fir Markovketten die Vergangenheit
und die Zukunft unabhéngig sind gegeben Gegenwart. Intuitiv kann man also an-
nehmen, dass Umkehrung der Zeitrichtung auch eine Markovkette geben sollte. Auf
der anderen Seite haben wir im Satz[2.6.5] gesehen, dass Markovketten zur Gleich-
gewichtsverteilung konvergieren, und diese Eigenschaft offensichtlich asymmetrisch
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in Zeitrichtung ist. Dies deutet die Moglichkeit an, dass man eine Markovkette im
Gleichgewicht umkehren kann.

SATz 2.8.1. Sei (X,)n>0 eine irreduzible Markovkette mit Ubergangsmatriz P
und mit Start- und Gleichgewichtsverteilung . Fiir gegebenes N, sei Y, = Xn_n.
Dann ist (Yy,)o<n<n eine Markovkette mit Ubergangsmatriz P definiert durch

T(2)Pzy = 7(Y)Dyas fir alle x,y € S. (2.8.1)

P st ebenfalls irreduzibel und hat 7 als Gleichgewichtsverteilung.

BEWEIS. 7 ist invariant fir P und daher Y ,cgPey = == Y yes T(Y)Pye =

m(x)
1, d.h. P ist stochastisch. 7 ist ebenfalls invariant fiir P, weil Y, cq7(2)pyy =
ersﬂ-(y>pym = W(y) Weiter, fur k < N,

P[}/[ka} = ZE[OJC]] - P[XN = Zg, - - 7XN—/<: = wk]
= W(Jfk)prk7$k71 . ‘pm1,zo (282)
= 7T(

xﬂ)pxo,m o Doy ,zp5

und nach Satz ist Y eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P. Schlussend-
lich, weil P irreduzibel ist, gibt es fir alle z,y € S ein n mit p;;, > 0. Dann aber

Py > 0 und P ist auch irreduzibel. U

Ein wichtiger Spezialfall sind die Markovketten die nach der Zeitumkehr die
gleiche Verteilung haben wie vorher.

DEFINITION 2.8.2 (reversibel). Ein Mafl 7 auf S heifit reversibel beziiglich der
stochastischen Matrix P, falls gilt:

7T(2)pay = 7(Y)Dya, fir alle z,y € S. (2.8.3)

In diesem Fall nennen wir auch P reversibel. Die Bedingung ([2.8.3) ist die soge-
nannte detailed balance condition.
Eine Markovkette heif3t reversibel, falls sie ein reversibles Mafl besitzt.

BEMERKUNG 2.8.3. (a) Es ist offensichtlich, dass jedes reversible Maf} invari-
ant ist. Im positiv rekurrenten Fall ist also die Gleichgewichtsverteilung der ein-
zige Kandidat fiir eine reversible Verteilung. Allerdings sind bei weitem nicht alle
Gleichgewichtsverteilungen reversibel. Die Reversibilitat ist eine sehr spezielle Ei-
genschaft.

(b) Wenn 7 eine reversible Verteilung ist, so ist die Verteilung der Markovkette
unter P, invariant unter Zeitumkehr, d.h. die Markovkette Y definiert in Satz
hat die gleiche Verteilung wie X (beschrankt auf Zeitintervall [0, N]). O

Es folgen zwei Beispiele, in denen die reversible Gleichgewichtsverteilung exis-
tiert und explizit angegeben werden kann.
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BEISPIEL 2.8.4. Sei (G eine endliche Gruppe und p eine Verteilung auf G' mit
w(g) = p(g™t) fiir jedes g € G. Dann ist die Gleichverteilung auf G reversibel fiir
die p-Irrfahrt auf G (siehe Beispiele [2.2.2/und [2.5.13]). Dies sieht man leicht, indem
man nachrechnet, dass die Ubergangsmatrix P symmetrisch ist. O

BEISPIEL 2.8.5 (Ehrenfests Urnenmodell). Wir betrachten jetzt das Ehrenfest-
Modell von Beispiel 2.2.71 Als Ubungsaufgabe rechnet man nach, dass die Bino-
mialverteilung 7 (k) = JZ 2= reversibel ist.

Eine andere Betrachtungsweise macht es moglich, die reversible Verteilung
durch Deduktion zu finden. Wir erweitern das Modell, indem wir den Aufent-
haltsort jeder einzelnen Kugel registrieren: ‘0’ fiir die linke Urne, ‘1’ fiir die rechte.
Dann ist der Vektor der N Aufenthaltsorte der N Kugeln ein Element des neuen
Zustandsraumes {0, 1}". Wir kénnen diesen Zustandsraum als eine Gruppe auf-
fassen, wobei die Verkniipfung die Addition modulo 2 ist. Die Markovkette der NV
Labels gehorcht der Regel, dass zu den Zeitpunkten 1,2, ... ein zufillig gewahltes
der N Indizes geflippt wird. Dies ist eine p-Irrfahrt im Sinne von Beispiel mit
pw(z) = +, falls © = (z1,...,2y) genau eine von Null verschiedene Komponente
hat. Nach Beispiel ist die Gleichverteilung reversibel fir diese Irrfahrt. Proji-
ziert man diese Verteilung wieder zuriick auf die Anzahl der Kugeln in der linken
Urne, erhalt man gerade die Binomialverteilung.

Da die Kehrwerte der Verteilung (k) gerade die erwarteten Riickkehrzeiten
zu k sind, erhélt man die interessante Folgerung, dass das System im Mittel viel
spater in seinen Anfangszustand zuriickkehrt, wenn es in einem extremen Zustand
startet (d.h. alle Kugeln in einer Urne), als wenn es mit etwa ausgeglichenen
Kugelbestédnden beginnt. O

BEispIEL 2.8.6 (MCMC). In vielen Anwendungen des Konvergenzsatzes
dreht man den Spief} folgendermaflen um: Auf einer endlichen Menge .S hat man ei-
ne gewisse Verteilung 7 gegeben und méchte eine Stichprobe mit dieser Verteilung
ziehen, d.h. man méchte eine Zufallsvariable mit der Verteilung 7 generieren. Diese
Aufgabe ist zwar endlich, aber in den meisten Féllen hochst nichttrivial, weil S oft
gigantisch grof} ist. Ein beliebter Ansatz ist die sogenannte Markov Chain Monte
Carlo Methode: Man wéahlt eine Markovkette, deren invariante Verteilung 7 ist,
und man lasst diese Kette mit einem beliebigen Startwert ‘gentigend lange’ laufen,
bis man auf Grund von Satz (oder Satz meint, dass die Kette ‘nahe
genug’ an 7 heran gekommen ist. Dabei wihlt man meist eine Ubergangsmatrix
mit vielen Nullen, so dass 7 sogar reversibel ist, etwa die Matrix P = (psy)zyes
mit
Qo rnin{l7 %EZ%ZZZ }, falls z # vy,

1- ZzeS\{az} Pz,z; falls z = y,

wobel @@ = (¢uy)syes eine stochastische ‘Referenzmatrix’ auf S ist (mit vielen
Nullen). Dieser Ansatz wird der Metropolis-Algorithmus genannt. Man beachte,

Pzy =
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dass nur die Quotienten 7(j)/m (i) bekannt sein miissen, die bei geeigneter Wahl
von () meist nicht extrem klein oder extrem grofl sind und deren Berechnung dann
auch nicht aufwendig ist.

Der Vorteil einer solchen MCMC-Methode ist, dass sie einfach zu definieren und
zu implementieren ist. Der Nachteil ist, dass man oft keine guten Kriterien hat,
wann man die Iterationen abbrechen sollte. In jedem Fall werden Abschatzungen
fir die Konvergenzgeschwindigkeit benotigt, und es ist oft nicht leicht, effektive
Abschatzungen zu erhalten.

Viele Beispiele fiir zu simulierende Verteilungen kommen aus der statistischen
Physik, wo auf Gitterkonfigurationsriumen der Form S = {0,1}*", wobei A, =
Z3N[—n,n]? eine grofie Box ist, gewisse Verteilungen der Form 7 (z) = ﬁe*BH”(x)
gegeben sind, wobei Z,, s die Normierung ist, # > 0 ein Starkenparameter und
H,: S — R eine Hamiltonsche Abbildung. Dies ist ein Maf}; das Konfiguratio-
nen z mit kleinem Wert von H,(x) bevorzugt, und dieser Effekt ist desto stér-
ker, je grofer (3 ist. Ein Beispiel ist die Anzahl der 0-1-Uberginge H,(z) =
> jehn: i—jl=1 |Ti — 74|, das ein Stiick Eisen modelliert (Ladung in Nachbarpunk-
ten soll moglichst oft gleich gerichtet sein), oder die Anzahl der Nachbarpaare, in
denen ein Molekiil sitzt, H, = #{(i,j) € A2: |i — j| = 1,2; = x; = 1}. O

9. Harmonische Funktionen und Eintrittswahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt ist X eine irreduzible Markovkette mit Ubergangsmatrix
P. Wir definieren formell den Operator L auf dem Raum der Funktionen auf S
durch L =1 — P, d.h.

(Lf)(x =Y peyfly) = f(2) - E.(f(X1)), wx€S. (2.9.1)
yes
Der Operator L heifit Generator der Markovkette X. Fir A C S definieren wir
A=AU{y €S :py >0 fiir mindestens ein v € A} (2.9.2)

(die zweite Menge ist der ‘natiirliche Rand” von A beziiglich P). Wir betrachten
jetzt eine wichtige Familie von Funktionen.

DEFINITION 2.9.1. Sei A C S. Eine Funktion f : A — R heifit harmonisch auf
A falls

(Lf)(z) =0, fir alle z € A. (2.9.3)
Sie heifit sub-(super-)harmonisch auf A falls Lf(z) <0, (resp. Lf(x) > 0) auf A.

BEMERKUNG 2.9.2. Um die Verbindung mit den ‘klassischen’ harmonischen
Funktionen auf R? zu sehen, die durch Af = 0 definiert sind, bemerke, dass der
Generator der einfachen Irrfahrt auf Z¢ genau der diskrete (-)Laplace-Operator
ist:

1

L) = f&) = 55 S f) = —53 (W)~ F@), (294

d % Y~
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Die harmonischen Funktionen der Markovketten haben die folgende wichtige
Eigenschaft:

LEMMA 2.9.3. Sei A C S und Ty die Austrittszeit aus A, Ta = Hae = inf{n >
0:X, ¢ A}. Fualls [ eine (sub-,super-)harmonische Funktion auf A ist, dann ist
der Prozess Yy, := f(Xuar,) ein (sub-,super-)Martingaf| beziglich der Filtration
Fn=0(X;,0 <i<n), dies gilt fir jede Startverteilung v der Markovkette.

BEMERKUNG 2.9.4. Der Prozess X,ar, ist Markovkette gestoppt nach dem

Austritt aus A. Er ist wieder eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P4 definiert
durch

Pzy, falls xz € A,
pfy =<0, fallsxzé¢ A y+#ux, (2.9.5)
1, fallsz=y¢ A

BEWEIS. Sei LA = [ — PA. Wir definieren (beliebig) f(x) = 0 fiir ¢ A. Es
ist einfach zu sehen, dass f harmonisch fiir L# auf dem ganzen Raum S ist, d.h.

(LAf)(x) = f(x) — EF'[f(X1)] =0, (2.9.6)

wobei EP” der Erwartungswert fiir eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P4 ist.
Sei jetzt m > n. Mit Hilfe der starken Markoveigenschaft, fiir beliebige Startver-
teilung v,

A
Ey[f(Xmara)\Fal = Ex,pr, [f(Xon-minra)] = Ex, 0 [f(Xim—n)] = f(Xunz,)-
(2.9.7)
Die letzte Gleichung folgt von (2.9.6) fiir m = n + 1 und mit Hilfe der Induktion
fir allgemeines m > n. Der Beweis fir f sub-/super-harmonisch ist dhnlich. O

Das Lemma erlaubt die Methoden der Martingaltheorie zu benutzen, um die
Markovketten besser zu verstehen. Zum Beispiel erhalten wir:

SATZ 2.9.5. Sei X,, eine irreduzible rekurrente Markovkette. Dann sind alle be-
schrankte harmonische oder nicht-negative superharmonische Funktionen fir diese
Markovkette konstant.

Beweis. Falls f eine beschrankte harmonische Funktion ist, dann ist f(X,)
ein beschranktes Martingal, nach Lemma [2.9.3] mit A = S. Mit Hilfe des Mar-
tingalkonvergenzsatzeﬁ konvergiert f(X,) f.s. Nehmen wir jetzt an, dass f nicht
konstant ist. Dann existieren z,y € S mit f(z) # f(y). Weil X rekurrent ist,
besucht X jeden Zustand unendlich oft. Das steht aber im Widerspruch mit der
Konvergenz von f(X,,). O

SEin Prozess Y ist Martingal beziiglich F,,, falls F [Yin|Fn] =Y, fiir alle m > n > 0. Er ist
Sub-(Super-)martingal, falls E[Y,,|F,] > Y, (resp. <Y,).

6Sei (M,)n>0 ein beschrénktes Martingal, oder ein nicht-negatives Supermartingal. Dann
konvergiert M, f.s.
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BEISPIEL 2.9.6. Die Situation ist komplexer, wenn X nicht rekurrent ist. Be-
trachte z.B. eine Markovkette auf Z mit Nachstnachbarschaftspfaden, die in Rich-
tung zu 0 mit Wahrscheinlichkeit ¢ < 1/2, und in Richtung von 0 mit Wahr-
scheinlichkeit p = 1 — ¢ > 1/2 springt; dazu P[X,,;; = +1|X,, = 0] = 1/2. Diese
Markovkette ist offensichtlich transient, weil p > ¢. Eine nicht-negative harmoni-
sche Funktion f erfiillt

) +af(x
)tpfle—1), z<-1, (2.9.8)

Die erste Gleichung hat Losung f(z) = A+ B(1 — (£)*), z > 0, die zweite f(z) =
A'+B(1- (%)(_I)), z < 0. Um die dritte Gleichung zu erfiillen, braucht man dann

A= A"und B+ B’ = 0. Es folgt, dass jede nicht-negative harmonische Funktion
die folgende Form hat:

f=ciht +c b7, mit ¢, ,c_ >0, und,
S E R (Sl Y N (2.9.9)
L L 4\~
3 —3(1=()™), =<0

Bemerke dass lim, 4., h*(x) = 1, lim,_,+o h*(z) = 0.

BEMERKUNG 2.9.7. Die “Generatoren” h,, h_ der Familie der harmonischen
Funktionen entsprechen der Menge aller “Grenzwerte” der Markovkette. Im All-
gemeinen kann die Menge aller nicht-negativen harmonischen Funktionen benutzt
werden, um den Begriff des allgemeinen Rands (generalised boundary) fiir Mar-
kovketten zu definieren, siche [Rev84], Kapitel 7.

LEMMA 2.9.8. Sei A C S eine nichtleere Menge und f : A — R eine beschrink-
te Funktion. Dann ist es moglich f auf S zu erweitern, so dass f harmonisch auf
A€ ist. Falls A¢ endlich ist, dann ist die Erweiterung eindeutig.

BEWEIS. Sei f(z) = E.[f(Xu,); 1{Ha < 00}] + cP,[Hs = 0], ¢ € R. Diese

Funktion ist harmonisch auf A€, es reicht zu bemerken, dass fiir z € A€
B [f(Xu )i {Ha < o0}) = X puy By [f(Xu )i H{HA < 0} (20.10)

yeS

Um die Eindeutigkeit zu sehen, bemerken wir zuerst, dass von der Irreduzibilitéit
von P und der Endlichkeit von A€ folgt dass H4 P,-f.s. endlich ist fiir alle x € S.
Nach Lemma ist M,, = f(Xnam,) ein Martingal, das beschrankt ist (weil A°
endlich ist und f beschrankt ist auf A). Mit Hilfe der Martingaleigenschaft und
des des Satzes von Lebesgue sehen wir dann, dass f(z) = E,[My] = E,[M,] ==
E.[f(Xn,)], was die Eindeutigkeit zeigt. O

Die Eintrittswahrscheinlichkeiten sind eng mit den harmonischen Funktionen
verbunden.
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SATZ 2.9.9. Sei A C S und h(x) = P,[Ha < 00]. Dann ist h* die kleinste

nicht-negative Funktion auf S, sodass

A (z) =1 fiir x € A, h? st harmonisch auf A°. (2.9.11)
BEWEIS. Sei z € A°¢. Es folgt aus der Markoveigenschaft, dass
ht(z) = Py[Ha < 0] = Y puy Py[Ha < o0] = Ph*(z), (2.9.12)
yes

d.h. h# ist harmonisch auf A¢. Offenbar ist h*(x) = 1 auf A, und daher erfiillt h*

die Bedingung ([2.9.11)). Sei jetzt g eine andere nicht-negative Funktion die ([2.9.11])
erfilllt. Dann ist M,, = g(X,am,) ein Martingal und daher

9(x) = Ex[Mo] = E.[M,] = E;[g(Xn,); Ha < n] + E;[g(Xn); Ha > n]. (2.9.13)
Nun lassen wir n — oo, benutzen g > 0, g = 1 auf A, und erhalten dass

g(x) > E.[g(Xnm,); Ha < o00] = P,[Ha < 0], (2.9.14)

was zu zeigen war. O

Ein dhnlicher Satz gilt fiir die erwartete Eintrittszeit von A C S,

kA () = E,[Ha). (2.9.15)
SATZ 2.9.10. Die Funktion k* die kleinste nicht-negative Funktion auf S, sodass
k() = 0 fiir x € A, LEA =1 auf A°. (2.9.16)

BEWEIS. Offensichtlich k4(z) = 0 auf A und fiir x € A¢, nach der Markovei-
genschaft,
k() = E[Hal = 1+ puy Ey[Ha. (2.9.17)

yes

Daher ist (2.9.16) gezeigt. Um die Minimalitdt zu beweisen, sei g eine andere
Funktion die (2.9.16|) erftllt. Daher, fiir x € A€,

9(x) =14 payg(y) =14 > Payg(y). (2.9.18)
yes y€AC

Jetzt konnen wir, dhnlich wie im Beweis von Lemma [2.5.5, das g(y) auf der rechten
Seite noch einmal expandieren,

g(@) =1+ > puy, (1 + > pylyzg(yz))

y1€EAC Yy2€S

=1+ Z Pay, T Z Py Pyry29(Y2)

y1€AC Y1,y2€A°
=P [Ha >0+ -+ P[Ha>n—14+ > Duyr - Pyn19n9(Un)-
Y1,y yneAC
(2.9.19)
Der letzte Summand ist nicht-negativ. Dann lassen wir n — oo und erhalten
g(x) > E,[H4] = k*(x). O
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10. Reversible Markovketten und elektrische Netzwerke

In dieser Abschnitt bauen wir die Verbindungen zwischen reversiblen Markov-
ketten und elektrischen Netzwerken aus. Wir erklaren welche Rolle die Leitfahigkeit
dieser Netzwerke spielt, und geben einige Variationsformeln, die ermoglichen die
Leitfahigkeit zu bestimmen.

Sei X,, eine reversible Markovkette mit Ubergangsmatrix P und reversiblem
Maf 7. Von Abschnitt |8 wissen wir, dass m und P die Detailed Balance Condition
erfiillen,

TaDay = TyDya- (2.10.1)

Za jeder reversiblen Markovkette assoziieren wir einen nicht-orientierten ge-
wichteten Graph G = (S, E), wobei E = {{z,y} € S* : mpyy, > 0}, mit der
Gewicht-Funktion w : E — (0,00), wyy = 7ypsy. Dank der Bedingung ist
diese Funktion wohldefiniert.

Umgekehrt, zu jedem nicht-orientierten gewichteten Graph (S, £, w) mit lokal-
endlichem Gewicht (d.h. 3>, cgwgy < oo fiir alle x € ) assoziieren wir eine rever-
sible Markovkette auf S mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

Way

ZzGS Wy .

BEMERKUNG 2.10.1. Um die Notation zu vereinfachen ist es niitzlich w,, = 0
fur alle {z,y} ¢ E zu definieren. Dann ist w eine Funktion auf S x S.

Doy = (2.10.2)

LEMMA 2.10.2. Die Markovkette X,, ist irreduzibel genau wenn (S, E) ein zu-
sammenhdngender Graph ist.

UBUNG 2.10.3. Zeigen Sie das Lemma.

Wir nehmen jetzt immer an, dass (S, F) ein zusammenhéngender Graph ist. Es
ist praktisch den Graph (S, E') wie ein Netzwerk von Drahten, die die Elemente von
S verbinden, anzuschauen. Der Draht von x nach y hat die elektrische Leitfahigkeit
(conductance) w,, und Widerstand (resistance) r,, = 1/wy,,.

Um diese Analogie besser verstehen, betrachten wir jetzt das folgende Problem.

Sei A,BC S mit AN B = (), und sei
h(l’) = hA’B<SU) = Pz[HA < HB] (2103)

die Wahrscheinlichkeit, dass X gestartet in x die Menge A vor der Menge B be-
sucht. Offensichtlich ist A = 1 auf A, h = 0 auf B und die einfache Markoveigen-
schaft impliziert, dass

h(x) = peyh(y); (2.10.4)

Y~T
die Notation y ~ = bedeutet {z,y} € E. Daher sechen wir, dass h harmonisch auf
(AU B)“ ist, d.h. h ist eine Losung des Systems

Lhyp(z)=0 firx € S\ (AU B),
h(z) =1 auf A, h(xz) = 0 auf B.
44
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Bevor wir dieses System betrachten brauchen wir mehr Definitionen zu den
elektrischen Netzwerken.

DEFINITION 2.10.4. Eine Abbildung I : S xS — R heifit ein Fluss auf (S, £, w)
falls
(i) Iy = —1Iy, fur alle z,y € 5,
(ii) I, =0 falls {z,y} ¢ E.
Fiir einen Fluss I definiert man die Divergenz in x € S,
divI(z) =) L. (2.10.6)
Yy~T
Die Stromstarke von A ist gegeben durch
F(I,LA) =Y divi(z) =Y > Ly,=> > I, (2.10.7)
€A TEAY~T rEA yeAc

Gegeben f : S — R definieren wir den Gradient-Fluss assoziiert mit f,

way(f(y) — f(2)), falls z~y,

(2.10.8)
0, sonst.

(grad f)ay = {

Der Fluss (grad f) ist der elektrische Fluss zwischen x und y wenn wir die
Spannung f auf die Knoten des Graphs anwenden.

LEMMA 2.10.5 (2. Kirchhoff’sches Gesetz). Ein Fluss ist ein Gradient-Fluss
assoziiert zu einer Funktion f genau dann wenn

n
fir jeden Zyklus xq ~ x1 ~ -+ ~ x, = x9, n > 2 hat man eri_lxi_fmi_m = 0.
i=1

(2.10.9)
BEwWEIS. Wenn I = grad f, dann ist (2.10.9) erfiillt, es reicht die Definiti-

on [2.10.§] anzuwenden. Umgekehrt wahlen wir z* € S als Basispunkt und definie-

ren f(x) = X0 7e, yaide; oy, fUr 2 = 29 ~ 21 ~ -+ ~ x, = x. Die Bedingung
2.10.9) bedeutet, dass die Definition von f nicht von dem benutzten Pfad (z;)
abhangt. O

Wir betrachten jetzt (S, E, w) wie ein elektrisches Netzwerk. Sei A und B wie
vorher. Wir wenden jetzt die Spannung 1 auf A und Spannung 0 auf B an. Um den
elektrischen Fluss der von A nach B flieft zu finden, benutzen wir die elementare
Physik. Der Fluss muss die folgenden Gesetzte erfiillen:

Ohm’sches Gesetz: L, = (grad V)., (2.10.10)
1. Kirchhoff’sches Gesetz: (divl), =0 firx ¢ AU B. (2.10.11)
Wenn wir die beiden Gesetze kombinieren, finden wir fir z ¢ AU B
div(grad V) (z) = Y w.y(V(y) — V(z)) = 0. (2.10.12)
y~
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Wenn wir diese Gleichung durch ), . w,. dividieren, finden wir dass LV = 0 auf
(A U B)¢. Daher erfiillt die Spannung V' die gleichen Bedingungen ([2.10.5) wie

hA,B-

LEMMA 2.10.6. Falls S\ (AU B) endlich ist, dann hat das System (2.10.5)) eine
eindeutige Losung.

UBUNG 2.10.7. Benutzen Sie Lemma (und sein Beweis) um dieses Lemma

7ZU zeigen.

Das Lemma zeigt, dass wenn (A U B)¢ endlich ist, dann hat die elektrische
Spannung V mit V|4 = 1, V| = 0 eine natiirliche wahrscheinlichkeitstheoretische
Interpretation, ndmlich

Die Funktion h4 p nennt man Gleichgewichtspotenzial oder Kapacitor von A, B.
Das néchste Ziel ist die wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation der ef-
fektiven Leitfahigkeit zwischen A und B definiert durch

C(A,B) = F(grad V, A) € (0, c0]. (2.10.14)
Wir definieren die Dirichlet Form assoziiert mit X
D(f.9) =1 > wey(f(y) — f(2)(g(y) — g(x)) (2.10.15)
z,yeS

fiir alle f, g : .S — Rmit 3>, ) coway|(f(y) — f(2))(9(y) —g(2))| < oo, und betrach-
ten den Raum

D={f:S—=R: > wy(fly) — f(x)* < oo}. (2.10.16)

T,yeS

Fir f,g € D ist D(f,g) wohldefiniert, nach Cauchy-Schwarz Ungleichung.

BEMERKUNG 2.10.8. Wenn wir f wie Spannung interpretieren, ist die Dirichlet
Form D(f, f) einfach die Energie des elektrischen Flusses induziert von f.

Gleichung (2.10.14)) definiert die effektive Leitfahigkeit C'(A, B) nur dann ein-
deutig, wenn (AUB)® endlich ist. Wir erweitern jetzt diese Definition auf allgemeine
A, B.

DEFINITION 2.10.9. Sei (S, E, w) ein gewichteter Graph, A, B C S mit ANB #
(). Wir definieren die effektive Leitfahigkeit zwischen A und B durch

C(A,B) =inf{D(f,f) : f € F(A,B)} € [0, o0, (2.10.17)
wobei
F(A,B)={feD: fla=1,flp=0} (2.10.18)
Den effektiven Widerstand definiert man durch R(A, B) = 1/C(A, B).
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BEMERKUNG 2.10.10. (a) Falls F(A, B) = (), dann C(A, B) = oo. (Beispiel:
S = 7Z? mit Nichstnachbarschaftkanten, w = 1, A = {z : - e; < 0} und
B={z:z-e >1}.)

(b) Es folgt direkt von der Definition, dass C(A, B) = C(B, A) und fiir B’ C B,
C(A,B) > C(A, B'). Dies war nicht offensichtlich von ([2.10.14)).

Der folgende Satz erklart die Verbindung zwischen den zwei Definitionen der

Leitfahigkeit, (2.10.14)) und Definition [2.10.9]

SATz 2.10.11 (Dirichlet Prinzip). Sei (S, E,w) ein gewichteter Graph, A, B C
S mit AUB # 0, ANB # 0 und F(A,B) # 0. Dann wird das Minimum
tm Variationsproblem angenommen durch eine eindeutige Funktion h €
F(A,B), und h ist eine Lisung des Systems (2.10.5).

Wir brauchen zwei Lemmas um den Satz zu zeigen
LEMMA 2.10.12. Sei 2* € S ein beliebiger Basispunkt, und

[fIo=D(f. f)+ f@)?  (f.9)p=D(f,g9)+ fa*)g(z"). (2.10.19)
Dann
(a) f € D und D(f, f) =0 genau wenn f konstant auf S ist.
(b) |f(x)] < c(x)|f|p, im Besonderen impliziert die Konvergenz in |- |p die punkt-
weise Konvergenz.
(c) (D, (-,+)p) ist ein Hilbertraum.
(d) Wenn man den Basispunkt wechselt, sind die zugehorige Normen dquivalent.

BEWEIS. (a) ist offensichtlich, weil (S, E') ein zusammenhéangender Graph ist.

(b) Es reicht = # x* zu betrachten. Wéhle einen Néachstnachbarschaftspfad
¥ =xg~ - ~x, =2z Dann fir f € D, mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Unglei-
chung

|f (@) = f(z7)]

n

Z: |f (i) = f(@iz)]
(X ()
< |f|D(§:w;ii~i_1)l/2-

=1

IN

.

IN

>

1

3 - f(wi—l))2wl’il’i71)1/2(iwm_i%tiq)lm (2'10'20)
- i=1

7

Daher,
F@)] < @)+ |f(@) - fl2)] < |f|D(1 + (iw;g_l)m). (2.10.21)

(c) Wir missen zeigen, dass D vollstandig ist. Daher sei f,, € D eine Cauchy-
Folge in D. Mit Hilfe der Eigenschaft (b) sehen wir, dass f,(z) fiir alle z € S eine
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Cauchy-Folge in R ist. Daher ist lim,, o, f(z) = f(z) wohldefiniert. Das Lemma
von Fatou gibt dann

f = fnlD = 5 2 way (F (@) = FW)) (fin (@) = fin (1)) + (F (&) = fin(2"))?

< liminf |f, — finlD
(2.10.22)
Die (f,,) eine Cauchy-Folge ist, sehen wir, dass f, 2 fund |flp <|falp—1f—falD,
d.h. f € D und D ist vollstandig.
(d) Fiir zwei Basispunkte z*, Z haben wir mit Hilfe von (b),
F(@) +D(f, ]) < (@ + 1) (f(@*) + D(f. ) (2.10.23)
und anhlich mit z*, Z vertauscht. U

LEMMA 2.10.13 (diskrete Green-Gaufl Formel). Sei f € D und g eine Funktion
mit endlichem Triger {z : g(z) # 0}. Dann

D(f.9) = = > p(Lf)(w)g(x),  wobei iy =) wyy. (2.10.24)

€S Yy~

BEMERKUNG 2.10.14. (a) Die rechte Seite von ([2.10.24]) ist das Skalarprodukt
von g und Lf in L*(p), (Lf, g)12(,- schreiben.

(b) Im Allgemeinen ist (2.10.24)) nicht giiltig fiir f,g € D.

BEWEIS. Wir schreiben mit Hilfe der Symmetrie von wy,,

(Lf, 9o = 3 e 3 2 (f(y) — f(2))g(x) =

TES yes HT

= 15N wey (fly) — F(@)g(2) + 2305w (f(2) — F()a(y)
= =35> > wy(fy) — f(2)(9(y) — g(x)) = =D(f,9).

(2.10.25)

Alle Summen sind hier endlich, weil g endlichen Trager hat. U
BEMERKUNG 2.10.15. Es ist einfach zu sehen, dass

D(hap,hap) = —(Lhap,hap)r2 (2.10.26)

= —(LhA’B, 1A)L2(u) = F(gradhA,B,A).

BEWEIS VON SATZ 2. 10.11l Wir wéhlen 2* € AU B. Die Menge F(A, B) ist
nichtleere konvexe (Ubung!) Teilmenge von D. Mit Hilfe von Lemma [2.10.12(b)
zeigt man, dass diese Menge auch abgeschlossen ist. Nach der Theorie der Hilber-
traume, gibt es daher ein eindeutiges h € F(A, B), das |f|p = D(f, f) + f(z*)?
minimiert. Weil * € AU B ist, ist f(z*) konstant auf F(A, B), und daher mini-
miert A die Dirichlet Form.
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Um zu sehen, dass h die Losung von ([2.10.5)) ist, nehmen wir x ¢ A U B und
wahlen f(y) = 6,(y). Dann, h +uf € F(A, B) fir alle u € R, und

D(h,h) < D(h+uf,h+uf) =D(h,h) +2uD(h, f) + u*D(f, f).  (2.10.27)

Diese Ungleichung kann nur dann fiir alle v € R war sein, wenn 0 = D(f,h) =
—(Lh, )2 = —pa(Lh)(x). O

BEMERKUNG 2.10.16. Definition [2.10.9] erlaubt oberen Schrianken fur die ef-
fektive Leitfahigkeit einfach zu finden.

Wir kommen jetzt zur Interpretation der effektiven Leitfahigkeit.

SATZ 2.10.17. Sei (S, E,w) und A, B wie wblich, mit (AU B)¢ endlich (d.h. das
System (2.10.5)) hat eine eindeutige Losung). Dann

=" p.P[Ha > Hp), (Fluchtwahrscheinlichkeit). (2.10.28)
z€A
Im Besonderen, falls x ¢ B,
C(x, B) = p P,[H, > Hp). (2.10.29)

Beweis. Nach (2.10.5)), (2.10.13), und Satz[2.10.11| wissen wir, dass fir h(x) =
P,[Hy < Hp], C(A,B) = D(h,h) = —(Lh, h)12(,. h ist harmonisch auf (AU B)*
und null auf B. Deswegen

—(Lh,h) = =3 pLh(z

T€A

=D Ha Y Pry(l
by ST (2.10.30)
=D e D PayPy[Hp < Ha|

z€A y~x

_Z,ux [Hp oty < Hyob]

z€A

—Zux HA>HB]

T€EA

wobei wir x € A C B¢ fiir die letzte Gleichung benutzt haben. O

Wir definieren jetzt die Leitfahigkeit ‘ins Unendliche’ (conductance to infinity):
Fir A C S setzen wir

C(A,00) =inf{D(f, f) : fla = 1,supp f ist endlich}. (2.10.31)

Diese Quantitat hat Bezug auf Rekurrenz/Transienz.
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LEMMA 2.10.18. (A endlich) Die Funktion h(x) = P,[Ha < o] ist Element

von D und

C(A,00) =D(h,h) =Y p, Pu[Hp = o] (2.10.32)

z€A

BEwWEIS. Wir zeigen zuerst, dass h € D. Sei B, eine Folge von endlichen
Teilmengen von S mit A C B, und B, 1 S. Setze C,, = C(A, B%) = D(hy, hy),
wobei h, = P,[Hy < Hpe]. Von der Variationsformel fiir die Leitfahigkeit sehen
wir, dass C,, > C,41. Fir [ < n haben wir dann

D(hn, hy) = —(Lhy, hy) = (—Lhp,14) = C,. (2.10.33)

Daher, D(h,,—hy, h,—h;) = C,, —2C,,+C; = C,—C,,. Weil die Folge C,, fallend und
nicht-negativ ist, ist sie auch Cauchy. Daher ist auch h,, D-Cauchy und h = lim h,,
existiert und ist in D. Weiter, weil fiir jedes B C S mit A C B¢ein B, mit B D B°
gibt, sehen wir

C(A, 00) = lim C,. (2.10.34)
Es bleibt zu zeigen, dass h = h. Allerdings,
h(z) = lim P,[Ha < Hpg] = P,[Ha < o0] = h(x), (2.10.35)
weil Pp-f.s. Hpe < HBEH und lim,, o Hp: = oo.
Um (2.10.32) zu zeigen schreiben wir
C(A,00) =1lim C, = im D(hy,, hy,)
—lim (= Lhy,, 14) = (=Lh,1A) = 3 pu Py[Hs = 0c).  (2:1036)

T€EA

g

SATZ 2.10.19. Ein Zustand x € S ist rekurrent genau dann, wenn C(x,00) = 0.

BewEs. Nach Lemma 2.10.18) P,[H, < oo] = 1 — <%0 — 1. Daher ist z

T

rekurrent, nach Satz [2.4.7] U

BEMERKUNG 2.10.20. Der letzte Satz gibt uns gewisse Monotonieeigenschaf-

ten der Rekurrenz/Transienz. Z.B., wenn die Kanten von einem rekurrenten Graph
(S, E,w) geloscht werden, dann wird C'(z, 00) kleiner, d.h. der Graph bleibt re-
kurrent.

BEMERKUNG 2.10.21. Es gibt ein duales Variationsproblem zum Dirichlet
Prinzip (Satz[2.10.11)), sogenanntes Thompson Prinzip, das erlaubt untere Schran-
ken fir die Leitfihigkeit zu finden, dessen Anwendung aber meistens schwieriger
ist, als die von Dirichlet Prinzip. Fiir A, B mit AN B = () hat man

C(A,B)"'=inf{&(I): I € Z(A, B)}, (2.10.37)
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wobei Z(A, B) die Menge der Einheit-Flusse von A nach B ist,

Z(A,B) = {I Fluss auf (S,E,w): F(I,A) =1,divI(z) =0Vz € (AU B)‘},
(2.10.38)

und )
I oy

Wy

ZOEES )Y

€S Y~T
Fiir Beweis dieses Prinzipes siehe [AF], Kapitel 3.

(2.10.39)

11. Verzweigungsprozess

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Verzweigungsprozesse (die wir schon
in Beispiel erwihnt haben). Diese Prozesse werden in der Biomathematik
verwendet und beschreiben die Entwicklung einer Population in aufeinanderfol-
genden Generationen. Sei X,, die Anzahl der Individuen in der n-ten Generation.
Ist X,, = k, dann seien £, ¢ = 1,...,k, die Anzahlen der Nachkommen der &
Individuen in der n-ten Generation. Die Anzahl X, der Individuen in der n + 1-
Generation ist dann &' + - - - + &}

Wir nehmen an, dass die Zufallsvariablen £, ¢ > 1, n > 1, unabhéngig sind.
Thr Wertbereich ist {0,1,...} und sie haben die Wahrscheinlichkeiten P! =
k] = pk, kK > 0. Es ist einfach zu sehen, dass dieser Verzweigungsprozess eine
Markovkette in diskreter Zeit ist. Um ihn zu untersuchen, verwenden wir jedoch
nicht die Methoden aus den letzten Abschnitten, sondern benutzen wir (meistens)
erzeugende Funktionen.

Die Frage, die wir beantworten wollen, ist

Mit welcher Wahrscheinlichkeit stirbt die Population nie aus? (2.11.1)

‘Aussterben’ bedeutet hier, dass X,, den (absorbierenden) Zustand 0’ erreicht.
Wir werden sehen, dass die Antwort auf diese Frage kann mit Hilfe der erwartete
Anzahl von Nachkommen eines Individuums festgestellt werden. Sei

p=">_ kp (2.11.2)
k=0

Die Linearitdat des Erwartungswerts gibt uns
E[X, 1| X, = pX,. (2.11.3)

Wir wenden jetzt den Erwartungswert auf beide Seiten dieser Gleichung und be-
kommen FE[X, 1] = pE[X,]. Tterieren dann gibt

EX, = i"EX,. (2.11.4)

Falls © < 1, dann konvergiert £ X,, — 0 exponenziell schnell. Mit Hilfe der
Ungleichung EX,, > P[X, > 1] schen wir dass P[X, > 1] =25 0. Wir habe
daher das folgende Lemma gezeigt:

LEMMA 2.11.1. Wenn p < 1, dann stirbt das Verzweigungsprozess f.s. aus.
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UBUNG 2.11.2. Betrachte eine Modifikation des Verzweigungsprozesses mit
po1 = 1, d.h. wenn die Population ausstirbt, wir starten im nachsten Schritt wie-
der mit einem Individuum. Zeige, dass fiir p < 1 ist die modifizierte Markovkette
positiv rekurrent.

Um den Fall ¢ > 1 zu verstehen, machen wir zuerst eine kurze Berechnung.
Sei p die Wahrscheinlichkeit dass X (mit Xy = 1) ausstirbt. Wenn X; = k miissen
alle £ unabhangige ‘Zweige’ austerben damit die ganze Population ausstirbt. D.h.

p="> pip". (2.11.5)
k=0
Sei jetzt ¢(s) die erzeugende Funktion von (py),
o(s) = ms®,  s€]0,1]. (2.11.6)
k=0
Dann ist (2.11.5)) Aquivalent mit p = ¢(p). Diese Gleichung kann mehrere Losungen

haben. Der folgende Satz bestimmt die richtige.

SATzZ 2.11.3. Die Wahrscheinlichkeit des Aussterbens p ist die kleinste Lisung
von ¢(x) = x im Intervall [0,1]. Weiter, p =1 fir p <1 und p <1 fir p > 1.
Um den Satz zu beweisen, brauchen wir ein Lemma.
LEMMA 2.11.4. Sei h,, = 322, s*P[X,, = k] = E[s*"] die erzeugende Funktion
von X, und sei Xo = 1. Dann ho(s) = s und
hn(s) = ¢°"(s) = po---0a(s). (2.11.7)
—_———

n-mal

BEWEIS. Die erste Aussage des Satzes ist offensichtlich. Mit Hilfe der Unab-
hangigkeit sehen wir dann

E[s*+ X, = k] = B[s5T k] = (E[s*])" = ¢(s)"; (2.11.8)
diese Gleichung ist auch fiir £ = 0 giiltig. Daher,
husa(s) = Bls1] = 3 P[X, = Ho() = ha(6(5)). (2.11.9)
k=0
Die zweite Aussage folgt mit Induktion. O

BEWEIS DES SATZES 2.11.3l Wir machen uns zuerst klar wie die Funktion
¢(s) aussieht. Wir nehmen an, dass weder py = 1 noch p; = 1. (Diese zwei Falle
sind trivial. Im ersten Fall Xy = 0, d.h p = 1. Im zweiten, X}, = 1 fir alle k,
d.h. p = 0.) Die Funktion ¢ ist auf [0, 1] wohldefiniert weil > 72 ,pr = 1. Daher
auch ¢(1) = 1. Wegen ¢/(s) = 332, kpps®! > 0 ist ¢ streng monoton wachsend
auf [0, 1].

Weiter gilt es ¢”(s) = 352, k(k — 1)pps® 2. Wenn py = p3 = --- = 0, dann
ist ¢ eine Gerade mit Anstieg p; < 1, d.h. 1 ist der einzige Fixpunkt von ¢. In

52



diesem Fall es ist auch einfach zu sehen, dass die Population f.s. ausstirbt, p = 1.
Ansonsten gilt ¢” > 0 und ¢ ist strikt konvex. Daraus folgt, dass der Graph von
¢ aufler im Punkt 1 keinen weiteren Schnittpunkt mit der Diagonalen hat, wenn
¢'(1) < 1. Wenn aber ¢/(1) > 1 gilt, dann gibt es genau einen Punkt u € [0, 1), wo
der Graph die Diagonale schneidet. Fiir s € [0,u) gilt ¢(s) > s und fur s € (u,1)
gilt g(s) < s.

Wir zeigen jetzt dass p = u. Sei ¢, = P[X, = 0], n > 0. Nach dem Lem-

ma LTI,

G = P[X, = 0] = h,(0) = ¢°"(0). (2.11.10)
Wenn X,, = 0 ist, dann folgt daraus auch X, ;; = 0. Die Ereignisse {X,, = 0}
bilden eine aufsteigende Folge, sodass ¢ = P[U,>0{X,, = 0}] = lim,, o ¢,,. Also,

g = lim ¢”"(0). (2.11.11)

n—o0

Von ([2.11.5]) wissen wir, dass ¢ ein Fixpunkt von ¢ ist. Da ¢ monoton wachsend
ist, erhalten wir ¢°"(0) < ¢°"(p) = p. Das heifit h,,(0) < p fiir alle n. Daraus ist p
der kleinste Fixpunkt von ¢, und den Satz ist gezeigt. U
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KAPITEL 3

Poissonprozesse

1. Definition und erste Eigenschaften

Wir diskutieren im diesen Kapitel die Poissonprozesse und ihre wichtigsten
Eigenschaften. Bevor wir diese Diskussion anfangen, brauchen wir einige Defini-
tionen, die allgemeine stochastische Prozesse betreffen.

DEFINITION 3.1.1. Sei (Y}):ejo,00) €in stochastischer Prozess (in stetiger Zeit)
definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P). Wir sagen, dass Y unab-
hangigen Zuwéchse hat, falls fiir alle £ > 1 und 0 = #y < t; < --- < t; die
Zufallsvariablen (Y;, — Y}, | )i—1. x unabhéngig sind.

Wir sagen, dass Y stationédre Zuwéachse hat, falls fir alle 0 =t < t; < --- < 1},
und h > 0 die Vektoren (Y, — Yy, ) )ic1.k und (Yi4n — Y2, +n)iz1,.x die gleiche
Verteilung haben.

.....

DEFINITION 3.1.2. Wir sagen, dass ein stochastischer Prozess (INV;);>¢ ein Zahl-
prozess (counting process) ist, falls seine Trajektorien ¢ — Ny(w) fir jedes w stei-
gend, rechtsstetig und mit Werten in N sind.

Fir einen Zahlprozess definieren wir die aufeinanderfolgenden Sprungzeiten
(Si)izl durch

S1(w) = inf{t > 0: Ny(w) > Np(w)} < o0, (3.1.1)
und induktiv fir k£ > 1,
Sk1(w) = inf{t > 0: Ny(w) > Ng, () (w)} < o0. (3.1.2)

Wir benutzen die iiblichen Konventionen: inf () = oo, und Si,; = oo falls Sy = 0.
Daher haben wir

Si(w) < Gy(w) <-+- < Sp(w) <oy (3.1.3)
mit strikten Ungleichungen wenn die Sprungzeiten endlich sind, und
klglolo Sk(w) = 0. (3.1.4)

Der folgende Satz gibt einige dquivalente Eigenschaften, die alle einen Poisson-
prozess charakterisieren.

SATZ 3.1.3. Sei A > 0 und (Ny)i>o ein Zihlprozess mit Sprunggréfie 1 und
Ny = 0. Die folgenden FEigenschaften sind dquivalent:
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(a) N hat unabhdingige und stationdre Zuwdchse und firt — 0
(b) N hat unabhdngige und stationdre Zuwdchse und Ny ist Poisson(At)-verteilt.

(¢) Die aufeinander folgenden Sprungzeiten S; sind P-a.s. endlich und die Zu-
fallsvariablen T; = S; — S;—1 (mit So = 0) sind u.i.v. exponenziell(\)-verteilte

Zufallsvariablen.
(d) Fiir jedes t > 0 ist Ny Poisson(\t)-verteilt, und fir k > 1, bedingt auf Ny = k
sind die Zufallsvariablen Sy, ..., Sy wverteilt wie eine geordnete Folge von k

unabhdngigen uniform|0,t]-verteilten Zufallsvariablen, d.h. der Zufallsvektor
(S1,...,Sk) hat die Dichte

fs1,. o 8) =klt*1{0 < sy < - < s, <t} auf R (3.1.6)

DEFINITION 3.1.4. Der Poissonprozess mit Rate A ist ein Zéahlprozess mit Ny =
0, Sprunggrofle 1, der die dquivalenten Eigenschaften des Satzes erfillt.

BEWEIS. (b) = (a): N; ist Poisson(At)-verteilt, daher
P[N, =1]=e M\t =AM +o(t) firt—0,

3.1.7
PIN,=2=1—eM—-eM\t =o(t) fur ¢t — 0. ( )
(a) = (b): Sei fiir t >0 und n >0
My =Y 1{Nptjn — Ng—1yym > 1} (3.1.8)
k=1

Mit Hilfe der Unabhangigkeit und Stationaritat der Zuwachse sehen wir, dass M, ;
die Binomialverteilung mit Parametern n und P[N;/, > 1] hat. Aus (a) folgt, dass
nP[Nim > 1] = n(At/n + o(t/n)) = At. (3.1.9)

Die iibliche Approximation der Binomialverteilung durch die Poissonverteilung im-
pliziert dass M, ; zur Poissonverteilung mit Parameter At in Verteilung konvergiert.
Weiter haben wir

PNy # My 4] = P[J{Nwt/n — Nup—1ytyn > 2}]
s (3.1.10)
S Z P[th/n — N(kfl)t/n Z 2] = no(t/n) H—OO> 0.
k=1

Daher ist N; Poissonverteilt mit Parameter At.

(b) = (c): Wir geben zuerst ein nicht-rigoroses Argument. Es ist leicht zu
sehen, dass P[T} > t| = P[N; = 0] = e, also ist T exponenziell(\)-verteilt.
Weiter

P[Ty > t|Ty = 5] ~ P[Nyy, — N, = 0[N, = 0,u < 5, N, = 1]

~ P[Nyys — N, =0] = P[N, = 0] = e,
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wo wir die Unabhéngigkeit und Stationaritdt der Zuwéchse benutzt haben. Also
ist Ty exponenziell verteilt, unabhangig von 77, und so weiter .. ..
Rigoros,
P[Ty >{] =P[N, =0 =™  firt>0. (3.1.12)

Daher ist 77 P-f.s. endlich und exponenziell(A)-verteilt. Weiter, fiir 0 < s; <t; <
s < t9, mit Hilfe der Unabhangigkeit und Stationaritit der Zuwéchse,

P[Sl < Sl <t1,89 < 52 < tg}
= P[Ns,, =0,N;; — Ng;, =1, Ny, — N;; =0, N, — N, > 1]
= M X A(ty — sp)e M) o M) (] pmAlt2ms2))

= A(t; — 51) (e — e7A2)

Ne M2 dy, dys.

(3.1.13)

s1<y1<ty /82 <y2<t2

Wir lassen ty — oo und dann sy — oo streben, und finden, dass Ps; < S; <
t1,5 = oo] = 0 und daher P[0 < S; < Sy < oo] = 1. Wir sehen auch, dass der
Vektor (S, S2) die Dichte

Flyi, ) = A2e721{0 <y, < o} auf R? (3.1.14)

hat. Mit dhnlichen Argumenten bekommen wir fir jedes k > 1 die Dichte des
Vektors (S, ..., k),

Flyn, o) = Aoe {0 <y < -+ < i} (3.1.15)
Sei jetzt h : R¥ — RF definiert durch
h(ty, ... tk) = (t1,tr + oy .oty 4+ -+ tg), (3.1.16)

und s, das Produkt-Maf auf R¥ mit Dichte [T%_, Ae™™11{t; > 0}. Das Bild die-
ses Mafles unter Abbildung h (die Determinante 1 hat) ist das Mafl mit Dich-
te Afe 6 1{0 < y; < -+ < y,} von (Sy,...,S). Daher ist (T,...,Ty) =
h=1(Sy, ..., Sk) ue-verteilt und (c) folgt.

(c) = (d): Sei g(t) = e 1{t > 0} die exponenzielle Dichte. Da Sy = T} +T5,
hat Sy die Dichte g * g(t) = 3 g(t — s)g(s)ds = A2te*1{t > 0}. (Gamma-Dichte).
Induktiv besitzt Si,;1 die Dichte

tk
g F(g) = g*F x g(t) = )\"”“Ee_”l{t >0} (3.1.17)
(d.h. dass S ist Gamma(k, A)-verteilt). Daher,

P[N, =0] = P[S; > t] = e (3.1.18)
und fur k£ > 1

k
PNy = k| = P[Sy <t, Sk > t] = P[Sk <t] = P[Si1 < t] = e_)‘t()\;'), (3.1.19)
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was man mit Hilfe von (3.1.17)) nach einer partiellen Integration bekommt. N ist
also Poissonverteilt.

Sei h wie oben. Dann ist (Si,...,S;) = h(11,...,T;). Daher folgt wie oben
dass (S1,...,Sks1) Dichte Nefle=*:+11{0 < s; < -+ < 841} besitzt. Daher ist
die Dichte von (S1,...,Ski1) gegeben N; = k die folgende Funktion:

f(sb .. '7Sk+1|Nt = k)
1

= 7)\’““6_’\3’““1{0 <§p < < S <t < Spy1)

P[N; = k] (3.1.20)

-\t
€
— )\e**swt—kk!l{o < s < < Sp <t < Spy1)-

Nach einer Integration tiber s;,; € (t,00) finden wir die bedingte Dichte von

(S1,..., k), N
t—k'l{o <sp < -ee < sp <t} (3.1.21)

und (d) folgt.
(d) = (b): Wir brauchen ein Lemma.

LEMMA 3.1.5. Sei Ay,..., A, >0, A =30, \;, und p; = N\;/\. Fiir N-wertige
Zufallsvariablen 2y, ..., Z, und Z = Z1+---+ Z, sind die folgende Figenschaften
aquivalent:

(i) Z1, ..., Zy, sind unabhingig Poisson(\;)-verteilt

(ii) Z ist Poisson(\)-verteilt und bedingt auf Z =k, k > 1, ist (Z1,...,Z)
multinomial(k; p1, . . ., pn)-verteilt, d.h

, , k! ; ;

Jgile gn
BEWEIS. (i) = (ii): Von (i) schen wir, dass
e_A)\{l : Agl

P[lejbazn:]n]: 7 I

(3.1.23)

Daher, fur £ > 0,

MU N e AP
k=t % 1 no_ k=)
P[Z_k]—e o km—ﬁ()\l‘i‘ +>\n> =€ I{Z"
1+ +in=

d.h. Z ist Poisson(\)-verteilt. Die Behauptung (3.1.22)) folgt direkt von ([3.1.23]),
B1.24).

(i) = (i): Fir j1,...,jn > 0 mit jy + -+ ju =k

PlZi =i, Zn=jul = PlZ = KP[Zi = j1,.. .. Zn = jn|Z = k].  (3.1.25)
Z ist Poisson(\)-verteilt und (3.1.22) erfiillt. Wenn wir diese zwei Eigenschaften
in (3.1.25)) benutzen, folgt (i) direkt. d
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Wir konnen jetzt die letzte Implikation des Satzes zeigen. Sei 0 = tg < t; <
- <t,=t,k>1undjy,...,J, > 0mit j; +---+j, = k. Dann, fiir unabhingige
uniform-verteilte Zufallsvariablen U; auf [0, ¢], haben wir

P[Ntl _Ntz’—l :]lVZ = TLth = k]
_P{ZHUZ tic1, ]}:jivz':L...,n} (3.1.26)

_ K (tl—to>ﬂ (tn—tn_l)jn
g1l g t t

Daher sehen wir, dass N;, — N;, , bedingt auf N; = k£ multinomial mit Parametern
(k,ti1/t,... t, —t,_1/t) verteilt sind, und (b) folgt von Lemma [3.1.5] O

2. Poissonprozess als Markovkette

Ein Poissonprozess ist wahrscheinlich das einfachste Beispiel einer Markovkette
in stetiger Zeit. Der folgende Satz zeigt die Markoveigenschaft.

SATZ 3.2.1 (Markoveigenschaft). Sei (INy)i>o ein Poissonprozess mit Rate A >
0, f: N —= R beschrinkt, 0 =ty <t; <---<t,=tund s> 0. Dann

E[f(Niyo)|Nug, - No] = Rof(N,),  P-fis., (3.2.1)

wobei firn > N
()\S)m—n

Tt (3.2.2)

= > flm)e™

m>n

(Rs)s>o0 ist eine Halbgruppe von beschrankten Operatoren definiert auf L>°(N).

BewEIs. Mit Hilfe der Eigenschaft (b) in Satz
E[f(Nt+s>|Ntov cee 7Ntn] = E[f(Nt-i-s - Nt + Nt)|Nto7 s 7Ntn]

Pfs Zf l{—FNt) _)\5()\]{'>k _ Rsf(Nt) (323)
k>0
Sei jetzt s,t > 0, £k > 0 und f wie angenommen. Dann
)\ n
RN = R X e 70 ) 1)
(At
- Z>k<m | gf a <( )m>!
n>m>k )'(m k)
(s —k
= S f(n) +_t]z:)>' = Rt f(K),
n>k .
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und die zweite Aussage des Satzes folgt. 0

BEMERKUNG 3.2.2. Wir berechnen jetzt den Generator der Halbgruppe (R;)
definiert durch

Lf(n) = lim - (Rtf f)(n)
:nmlwﬁt-nﬂ)+xeﬁﬂn+1+§j

t—0 ¢ >z

= AMf(n+1) = f(n)).
L ist ein beschrankter Operator auf L>°(N).

)\t)\ktk 1

3. Stationire Poissonprozesse auf R

Wir wollen jetzt den Poissonprozess auf ganz R definieren. Daher betrach-
ten wir zwei unabhéngige Poissonprozesse (N, );>o und (N; )¢>o mit respektiven
Sprungzeiten (S;"), (S;). Von diesen Sprungzeiten erzeugen wir eine von Z inde-
xierte folge (Sk)kez durch

g St falls k > 1,
P =Sm,,, fallsk <o0.

14|k

(3.3.1)

Die Zufallsvariablen (S; — S;_1);z1 sind dann u.i.v. exponenziell(A).

Der Zeitanfang 0 spielt eine spezielle Rolle, weil Sy < 0 < S;. Wir wahlen
jetzt t > 0 (der Fall £ < 0 ist &hnlich) und lassen ¢ die Rolle des Zeitanfangs: Wir
definieren

Sk=Syr—t  kEZ (3.3.2)
TODO picture
SATZ 3.3.1 (Stationaritit). Die Folge (Si)rez hat die gleiche Verteilung wie
(Sk)rez.-

BEWEIS. Sei N~ :=lim,, N,5 und setze

NS =N, —-N',  s>0 (3.3.3)

~ Nt — N7 0<s<t

N =7 T e T2 (3.3.4)
N; + N7, s >1t.

Merke, dass NJ = (0 aber ]\70_ kann moglicherweise auch 1 sein, falls ¢ eine Sprung-
zeit von N;  ist (was mit Wahrscheinlichkeit 0 passiert). Falls ¢ nicht eine Sprung-
zeit von N, ist, dann sind (Sk)k>1 die Sprungzeiten von Nt und (— S k)re>1 die
Sprungzeiten von N~. N* und N~ haben beide unabhangle Zuwéachse und die
Zufallsvariablen N, NS sind Poisson(As)-verteilt. Von Satz folgt dann, dass
N* und N-1{N; = 0} zwei unabhéngige Poissonprozesse mlt Rate A sind. Weil
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(S;), (S;7) die Sprungzeiten dieser Prozesse sind, hat die Folge (Si)rez die gleiche
Verteilung wie (Sk)rez. O

Wir sehen von dem letzten Satz, dass der Zeitpunkt wovon man den Pois-
sonprozess beobachtet eine spezielle Rolle spielt. Genauer gesagt ist das Intervall
zwischen zwei Spriingen, das ein gegebenes ¢ enthélt, “ldnger” als die anderen Inter-
valle zwischen den Spriingen. Der folgende Korollar ist eine andere Version dieser
Aussage. Sei (NV;);0 ein Poissonprozess mit Rate A und setze (siche Abbildung|[2)).

Ay =1t— Sn, ‘age’-Prozess
. , (3.3.5)
E,=SNn41—t excess’-Prozess

KOROLLAR 3.3.2. Sei (N;) ein Poissonprozess mit Rate A und t > 0. Dann
hat (A, Ey) die gleiche Verteilung wie (U At, V), wobei U, V' zwei unabhdngige
exponenzielle Zufallsvariablen mit Parameter X sind.

BEWEIS. Es reicht (IV;)s>o wie in Satz auf s € R zu ergénzen, und den
Zeitanfang auf ¢ zu verschieben. Mit der Notation des Beweises von Satz [3.3.1]
haben wir A; = (—=S5) At und E; = 51, und der Korollar folgt. O

4. Superposition und Verdiinnung von Poissonprozessen

Wir diskutieren hier einige natiirliche Operationen mit den Poissonprozessen,
die erlauben von einem oder mehreren Poissonprozessen neue Prozesse herzustel-
len.

DEFINITION 3.4.1 (Markierter Poissonprozess). Sei (N;)¢>o ein Poissonprozess
mit Rate A und Sprungzeiten (S;);>0, und sei (X;) eine Folge von u.i.v., im All-
gemeinen (S, S)-wertigen Zufallsvariablen mit Marginal p. Die Folge (S;, X;)i>o0
heiBt eine Markierung des Poissonprozess (N;):>o.

4.1. Verdiinnung. Sei (N;):>o ein Poissonprozess markiert mit einer Folge
von Bernoulli Zufallsvariablen (X;);>1 mit Erfolgsparameter p. Wir definieren zwei
neue Prozesse:

Ny =>"1{S; < t, X; =0}, t>0
>0
N} =>"1{S; <t X; =1}, t>0.

>0

(3.4.1)

BEMERKUNG 3.4.2. (a) Der so markierte Poissonprozess (N;) kann z.B. die
Ankiinfte der Kunden in einer Warteschlange beschreiben, die zwei Typen, 0 oder
1, haben. N} beschreibt dann die Ankiinfte der Kunden mit Typ i.

(b) Offenbar gilt N; = N2 + N}

SATZ 3.4.3 (Verdiinnung). Die Prozesse (N})i>0 und (N})io sind zwei unab-
hangige Poissonprozesse mit respektiven Raten A\ = pA und \g = (1 — p)A.
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Zu dem Beweis brauchen wir zwei Lemmas. Das erste gibt zwei wohlbekannte
Eigenschaften der Poissonverteilung.

LEMMA 3.4.4. (a) Seien X und Y zwei unabhdingige Poissonzufallsvariablen
mit Parametern A und p. Dann ist X +Y eine Poissonzufallsvariable mit Para-
meter \ + L.

(b) Sei X eine Poissonzufallsvariable mit Parameter X\ und, gegeben X, M
eine binomial-verteilte Zufallsvariable mit Parametern (X, p). Dann sind M und
X — M zwei unabhdingige Poissonzufallsvariablen mit Parametern pA und (1—p)\.

BEWEIS. Den Beweis kann man mit elementaren Methoden geben. Wir benut-
zen hier aber den schon bekannten Charakterisierungssatz der Poissonprozesse.

(a) Sei (NVy) ein Poissonprozess mit Rate 1. Setze X = Ny und Y = N, — N,.
Dann, nach Satz|3.1.3} (X,Y) 4 (X,Y)und X +Y = Nyy . X +Y L X +7Y hat
daher die gesuchte Eigenschaft. )

(b) Ahnlich, sei (N;) ein Poissonprozess mit Rate A und M = N, die Anzahl
der Spriinge von N vor dem Zeitpunkt p. Von Satz[3.1.3|(d) folgt, dass gegeben Ny,
ist M Binomial(Ny, p)-verteilt, d.h. (X, M) 4 (N1, M). Deswegen (M, X — M) 4
(M, N, — M) = (N,, N; — N,). Die Aussage folgt dann wieder von Satz(3.1.3, [

Das zweite Lemma, das wir zum Beweis des Satzes [3.4.3] brauchen, gibt uns
mehr als notig, aber wird spater benutzt.

LEMMA 3.4.5. Sei (Ny)i>o ein Poissonprozess mit Rate A\ und (X;);>0 eine
(S,S)-wertige Markierung mit Marginal . Sei v = Adt®@u ein Maf$ auf [0, 00) X S,
und, fir A € B([0,00) x S) mit A C [0,T] x S fiir ein T >0, sei

N(A) =) 1{(5;, X;) € A}. (3.4.2)
i>0

(a) N(A) ist eine Poissonzufallsvariable mit Parameter v(A).

(b) Seien Ay, ..., Ay € B([0,00) x S), Ay,..., A C [0,T] x S, paarweise dis-
junkte Mengen. Dann sind N(Ay), ..., N(Ag) unabhdingig.

BEWEIS. (a) Sei N eine Poissonzufallsvariable mit Parameter AT, (U;);> auf

[0, 7] uniformverteilte Zufallsvariablen, und (X;) die obige Markierung. Von dem
Charakterisierungssatz [3.1.3(d) ist einfach zu sehen, dass

N(4) L ivj 1{(U;, X;) € A} (3.4.3)

i=1
Die Zufallsvariablen (U;, X;) sind u.i.v. Daher, gegeben N = k, ist N(A) bino-
mialverteilt mit Parametern (k,v(A)/AT). Die Aussage (a) folgt dann von Lem-

ma [3.4.4b).

(b) Das Argument ist ahnlich. Wie vorher,

(N(A)))jorp (2 (U, X)) € Aj}) . (3.4.4)
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Induktiven Anwendung Lemmas|3.4.4{b) impliziert dann die Aussage (Ubung!) O

BEWEIS DES SATZES [3.4.3] Wir sehen, dass N und N!' Zihlprozesse mit
Sprunggrofie 1 sind. Mit der Notation des Lemma [3.4.5| fir ¢ € {0,1}, 0 = t5 <
th<---<ty,und k <n

Ni = Ni = N((ty1,t] x {i}). (3.4.5)

Die Mengen auf der rechten Seite sind paarweise disjunkt fir i € {0,1} und & < n.
Nach Lemma haben N? und N' unabhéngige Poisson-verteilte Zuwéchse; die
Parameter bestimmt man von v = Adt ® (pd; + (1 — p)dp). Die Aussage des Satzes
folgt dann von Satz [3.1.3 O

4.2. Superposition. Seien (N?) und (N}') zwei unabhéiingige Poissonprozesse
mit respektiven Raten Ao und Ay, und sei (N;) der Superposition-Prozess

N; = N} + N/, t>0. (3.4.6)

Wir bezeichnen mit S?, S} die respektiven Spriinge von N° und N*'. Es folgt von
Satz [3.1.3] dass

P[S) # 5] fiir alle i,j € N = 1. (3.4.7)

Wir kénnen daher die Sprungzeiten (S;);en von (IV;) wie eine f.s. disjunkte Verei-
nigung schreiben:

{S;:ie N} ={S?:ie N}uU{S}:ieN}. (3.4.8)
Schlussendlich definieren wir Zufallsvariablen X; durch
X;=1falls S; € {S} :i € N}, X; =0 falls S; € {S?:i € N}. (3.4.9)
Von folgt, dass X;’s f.s. wohldefiniert sind.

SATZ 3.4.6 (Superposition). Der Prozess (INi)i>o ist (nach einer Modifikation
auf einer Null-Menge) Poissonprozess mit Rate A = A\g + A1, und (X;);en ist eine
Markierung dieses Prozesses mit Bernoulli Marginal mit Parameter p = Ay /.

BEWEIS. Es ist einfach zu sehen, dass N; = N + N} ein Prozess mit unabhén-
gigen und stationdren Zuwéchsen ist. N; kann aber (mit Wahrscheinlichkeit null)
Spriinge der Grofle 2 haben. Wenn dass passiert, setzen wir N; = 0. Diese Mo-
difikation dndert nicht die Verteilung von N und macht davon einen Zahlprozess
mit Sprunggrofie 1. Nach Lemma [3.4.4]ist N, Poisson(At)-verteilt. Daher ist N, ein
Poissonprozess mit Rate A, nach Satz[3.1.3

Die Tatsache, dass (X;);en u.i.v. Bernoulli(p) sind, lassen wir als Ubung. [
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5. Inhomogene Poissonprozesse

In vielen praktischen Situation ist die Zeithomogenitdat des Poissonprozesses
keine realistische Annahme.

DEFINITION 3.5.1. Sei p : [0,00) — (0, 00) eine stetige Funktion. Ein Z&hlpro-
zess (Ny)i>o mit Ny = 0 und SprunggroBe 1 heifit ein Poissonprozess mit (momen-
taner) Rate p, falls er unabhéngige Zuwéchse hat und uniform fiir beschranktes t,
fir h — 0,

P[Nipn — Ny = 1] = p(t)h + o(h),
P[Nion — Ny > 2] = o(h).

Wir geben jetzt zwei Konstruktionen solcher Prozesse.

(3.5.1)

5.1. Konstruktion via Zeitwechsel. Sei R die Funktion
t
R(t) = / p(s)ds, >0, (3.5.2)
0

und (Nt)tzo ein Poissonprozess mit Rate A = 1.

LEMMA 3.5.2. Sei N, := NR(t). Dann ist (N;)i>o ein Poissonprozess mit Rate
p.

BEWEIS. Merke, dass (V;) unabhingige Zuwéichse hat (weil (N;) unabhéingige
Zuwéchse hat). Weiter, fiir h — 0, uniform fir ¢t < T,

P[Nip — Ny =1] = P[NR(t+h) - NR(t) =1

= (R(t + h) — R(t))e FUHMFED) (3.5.3)
t+h t+h
= / p(s)dse_ft pls)ds
¢
= p(t)h + o(h).
Ahnlich zeigt man, dass P[N;,—N; > 2] = o(h). Daher ist (IV;) ein Poissonprozess
mit Rate p. O
5.2. Konstruktion via Verdiinnung. Wenn die Rate p beschrankt ist, d.h.
sup p(t) < C < o0, (3.5.4)
t€(0,00)

dann kann man eine alternative Konstruktion verwenden: Sei jetzt (Nt) ein Pois-
sonprozess mit Rate C. Wir markieren diesen Prozess mit einer Folge (X;);>o von
w.i.v. auf [0, 1] uniformverteilten Zufallsvariablen. Wir definieren einen neuen Pro-
7€ess
Ny =Y 1{S; < t, X, < p(5)/C}, (3.5.5)
i>1
wobei S; die Sprungzeiten des Prozesses (N) sind.
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LEMMA 3.5.3. (Ny)i>o ist ein inhomogener Poissonprozess mit Rate p.

BEWEIS. Wir benutzen Lemma [3.4.5 Sei, fiir A € B([0,00) x [0,1]), N(A) =
Siso 1{(S;, X;) € A}. Dann, fiir s <t, N, — N, = N(A,,) mit A,y = {(u,z) : 5 <
u < t,x < p(u)/C}. Von Lemma sehen wir, dass /V; unabhéngige Zuwéchse
hat, und auch erfillt ist. O

BEMERKUNG 3.5.4. Die Uniformitéat in der Definition des inhomogenen Pois-
sonprozesses spielt eine wichtige Rolle. Um dies zu sehen sei p = A > 0, N; ein
(iblicher) Poissonprozess mit Rate A und

N,=N,+1t], t>0. (3.5.6)

Es ist einfach zu sehen, dass (N;) die Bedingung (3.5.1)) fiir jedes ¢ erfiillt, die
Konvergenz ist aber nicht uniform fiir ¢ < 7. N, ist auch kein Poissonprozess, da
die Verteilung von NV; im Allgemeinen nicht Poisson ist.

Wir zeigen jetzt, dass die inhomogene Poissonprozess viele Eigenschaften ha-
ben, die denen von iiblichen Poissonprozessen entsprechen (siehe Satz [3.1.3)).

SATZ 3.5.5. Sei (Ny)i>0 ein inhomogener Poissonprozess mit Rate p(-). (a)
N; — Ny ist eine Poissonverteilte Zufallsvariable mit Parameter R(t) — R(s), fir
alle 0 < s <'t.

(b) Gegeben {N; =k}, k > 1, ist die Verteilung von (Si, ..., S) gegeben durch

p(dsy ... dsy) = klp(sy) ... p(sp)R(t)™"1{s; < - < s;}dsy ... dsy. (3.5.7)

BEWEISs. (a) Die Aussage ist offensichtlich von der Konstruktion des inhomo-
genen Poissonprozess via Zeitwechsel (wenn man annimmt, dass jeder inhomogene
Poissonprozess ein Zeitwechsel eines tiblichen Poissonprozess mit Rate 1 ist, was
wir strikt gesagt nicht gezeigt haben): Sei (V;) ein Poissonprozess mit Rate A = 1.
Dann kann man N; = NR(t) schreiben, und daher N, — N, = NR(t) - NR(S) und (a)
folgt.

Ohne diese Annahme, kann man eine ahnliche Methode wie im Beweis von

Satz B.1.3] benutzen. Sei
M, = Z 1{Ns+(tfs)% - Ns+(t—s) (k-1) > 1} (358)
k=1 n

M, ist eine Summe von unabhéngigen Bernoulli Zufallsvariablen, die eventuell
unterschiedliche Erfolgsparameter haben. Die charakteristische Funktion von M,
ist

on(2) = Elexp(izM,)] = [T (14 pur(1—€%)),  z€R, (3.5.9)

=1

wobei ppx = PNy, _gx — Nyt ton 2 1]. Mit (3.5.1) haben wir

n t
sup P —— 0, und S pur % | plu)du = R(t) — R(s). (3.5.10)
k=1 s

1<k<n
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Daher, ¢,(2) = exp{¥j_; log(1 + pn (e’ — 1))}, und

> log(1+pui(e” = 1)) = > pap(e” — 1)’ <CY pr, 0. (35.11)
k=1 k=1 k=1
Das zeigt, dass fiir z € R, ¢,(2) % exp{(R(t) — R(s))(e”* — 1)}, was die
charakteristische Funktion einer Poissonverteilten Zufallsvariable mit Parameter
R(t)—R(s) ist. Daher konvergiert M, in Verteilung zu einer solchen Zufallsvariable.

Das Argument das P[N(t) — N(s) # M,] “=>%= 0 ist analog zum Beweis
von Satz und wird hier nicht wiederholt. Es folgt dass N(t) — N(s) eine
Poissonverteilte Zufallsvariable mit Parameter R(t) — R(s) ist.

(b) Fir k > 1und 0 <51 <t; <59 <ty <--- <5 <t <t haben wir

N, =0,N,, — N,, =1, (3.5.12)
:P NSQ_NtlzoﬂNtQ_N52:17“'a/P[Nt:k].

Ntk_Nsk:17Nt_Ntk:O

Mit Hilfe der Unabhéngigkeit der Zuwéchse und des Teils (a) des Satzes kann man
beide Wahrscheinlichkeiten explizit ausrechnen und findet

— k! kf[(R(ti) — R(s))RE) ™ = pl((s1,t2] % -+ % (s, ta])- (3.5.13)

Die Aussage (b) folgt, weil die Mafle von k-dimensionalen Intervallen (s, 1] X - - - X
(Sk, x| die Verteilung von (S, ..., Sk) eindeutig bestimmen. O

6. Abstrakte Poissonpunktprozesse

Wir haben gesehen, dass man zu einem (inhomogenen) Poissonprozess auf R,
eine ‘zufillige Menge’ von Punkten auf R, assoziieren kann, ndmlich die Menge
der Sprungzeiten (S;,7 > 1). Diese Menge von Punkten kann man auch mit einem
Maf ¢ auf (R, B(R.)) beschreiben, das ein Atom von Gréfe 1 auf jedem Punkt
Sl' hat,

£(dz) = dg,(dx). (3.6.1)
i>1
Anders gesagt ist € ein Lebesgue-Stieltjes Maf assoziiert zu Ny, oder N, ist ‘Vertei-
lungsfunktion von &’. Einen Poissonprozess auf R kann man daher wie ein ‘zufalliges
Maf’ ¢ auf R ansehen. Die zwei wichtigen Eigenschaften dieses Mafles sind

e Fiir jede messbare Menge A C R mit [, p(s)ds < oo ist £(A) eine Pois-
sonverteilte Zufallsvariable mit Parameter [, p(s)ds.
e Wenn A, ..., A, paarweise disjunkte messbare Mengen sind, dann sind

die Zufallsvariablen £(A;), ..., {(Ax) unabhingig.
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Der Vorteil dieser Ansicht ist, dass man es auf einen beliebigen messbaren
Raum verallgemeinern kann. Wir miissen allerdings zuerst klaren, was ein zufélliges
MaS ist.

Sei (S, S) ein beliebiger messbare Raum. Wir bezeichnen mit M(.S) den Raum
von allen signierten a-endlichenﬂ MafBen auf (S,S). Wir statten M (S) mit einer
o-Algebra Fg aus, wobei

die kleinste o-Algebra, so dass die Funktionen
Fs = {M(S) >¢—&(B) € (R,B(R)), BeS, messbar}
sind.
Ein zufdlliges Maf ist dann eine messbare Abbildung von einem Wahrscheinlich-
keitsraum in den messbaren Raum (M(S), Fg).
Sei weiter M,,(S) C M(S) der Raum aller Mafie auf S, die nur atomisch sind
und alle Atome ein ganzzahliges Maf} haben,

(3.6.2)

M,(S) = {5 e M(S) : £(ds) = i(sm(ds) fir N € NU{oo}, z1, 29, € S}.

i=1
(3.6.3)
Ein Punktprozess ist ein zufélliges Mafl mit Werten in M,,(5).
Wir kénnen jetzt einen allgemeinen Poissonprozess definieren.

DEFINITION 3.6.1. Sei i ein o-endliches Maf auf (S, S). Ein Poissonpunktpro-
zess mit Intensitdatmafl p ist ein Punktprozess & mit folgenden zwei Eigenschaften
e Fir jede messbare Menge A C S mit pu(A) < oo ist £(A) eine Poissonver-

teilte Zufallsvariable mit Parameter p(A).

e Wenn A4, ..., A, C S paarweise disjunkten messbaren Mengen sind, dann
sind die Zufallsvariablen (A;),...,§(Ax) unabhingig.

BEMERKUNG 3.6.2. Wenn wir diese Definition mit der obigen Diskussion ver-
gleichen, sehen wir, dass p(s)ds die Rolle des IntensitdtmaBes u spielt.

Wir beschreiben jetzt die Konstruktion des Poissonpunktprozesses: Wir neh-
men zuerst an, dass p endlich ist, u(S5) < oo. Sei (§2, F, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, auf dem wir eine Poissonverteilte Zufallsvariable N mit Parameter p(.S) und
eine u.i.v. Folge von S-wertigen Zufallsvariablen (S;);>1 mit Marginal su(-)/u(S)
definieren .

LEMMA 3.6.3. Das zufillige Mafy & = SN | s, ist ein Poissonpunktprozess mit
Intensitdtmafs .

UBUNG 3.6.4. Zeigen Sie das Lemma und verallgemeinern Sie die Konstruktion
auf den Fall wenn p(S) = oo (nutzen Sie, dass p o-endlich ist).

IEin MaB ist o-endlich, wenn eine hochstens abzahlbare Partition (A;);>1 von S existiert,
s.d. p(4;) < oo fir alle ¢ > 1.
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KAPITEL 4

Markovketten in stetiger Zeit

1. Definition

In diesem Kapitel behandeln wir die Markovketten in stetiger Zeit. Wir werden
zuerst diese Prozesse konstruieren und dann einige ihre FEigenschaften untersuchen.
Wir beschrinken uns meistens auf die sogenannte ‘pure-jump’ Prozesse, d.h. zeit-
lich homogene Prozesse, die auf jeder Stelle eine positive Zeit bleiben, und die nur
endlich viele Spriinge in jedem endlichen Intervall haben.

Wie in vorherigen Kapiteln ist der Zustandsraum der Markovketten eine hochs-
tens abzéhlbare Menge S.

DEFINITION 4.1.1. Eine Familie (X;);c[0,00) von S-wertigen Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) nennt man Markovkette in stetiger Zeit,
falls

E[f(th+1)‘Xto> s 7th] = E[f<th+1)|th] (411)

fiir jede beschrankte Funktion f: S >R, n>0und 0 <ty <t; <--- <tpyq.

Um die Konstruktion durchzufiithren, definieren wir zuerst den kanonischen
Raum fiir die ‘pure-jump’ Prozesse. Sei

_ {rechtsstetige Funktionen w : [0,00) — S mit }

endlich vielen Springen in jedem kompakten Intervall (4.1.2)

Bemerke, dass die Funktionen in ) zwischen den Spriingen konstant sein miissen,
weil S mit der diskreten Topologie ausgestattet ist.

Wir statten €2 mit einer o-Algebra F aus, welche die kleinste o-Algebra ist,
so dass alle kanonischen Koordinaten X : Q2 — S, w — X;(w) = w(s), s > 0,
messbar sind:

F=0(Xs:5>0). (4.1.3)
Wir schreiben (F3);>¢ fiir die kanonische Filtration,
Fi=0(X;:0<s<t), (4.1.4)
und 6; : Q — Q fur die kanonischen Translationen
O (w)(-) = w(t +-). (4.1.5)

DEFINITION 4.1.2. Ein ‘pure-jump’ Prozess (ohne Explosion) mit Zustands-
raum S ist eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaSien (P, ).,es auf (€2, F) so dass

Ew[f(thH)lXto’ s >th] = Eth [f(thH*tn)]v Pw'f's' (4'1'6)
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fiir jede beschrankte Funktion f: S - R, n>0,0<t, <:-- <t,41, und
P.[Xo=1x]=1. (4.1.7)

BEMERKUNG 4.1.3. (a) Die zeitliche Homogenitéat folgt von Bedingung (4.1.6]),
weil die rechte Seite nur von der Differenz ¢, — t,, abhéngt.
(b) Die Bedingung (4.1.6) kann man mit folgenden zwei dquivalenten Bedin-

gungen ersetzen:

E[f(Xen)|Ft] = Ex,[f(Xn)],  Pits. (4.1.8)
fir alle x € S, t,h > 0, und f : .S — R beschréinkt.

E.[Y 0 6,|F] = Ex,[Y], P,-fs. (4.1.9)
fir jede beschrankte Zufallsvariable Y : Q@ — R, und alle z € S, ¢ > 0.

Der Beweis der Aquivalenz dieser Bedingungen ist eine einfache Ubung in Maf}-
theorie. Vergleiche die Bedingung (4.1.9) mit der Formulierung (2.1.13)) der Mar-

koveigenschaft fiir Markovketten in diskreter Zeit.

Wir betrachten jetzt die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markovkette,
Day(t) = Pu[X: = 9], x,y € S,t>0. (4.1.10)
LEMMA 4.1.4 (Eigenschaften der Ubergangswahrscheinlichkeiten).
(@) pay(t) = 0,
(b) > puy(t) =1 fir allex € S, t > 0.

yeS
(¢) (Chapman-Kolmogorov Gleichung)

z€S
fur alle x,y € S und t,s > 0.

(@) lim pay () = 1{z = y} = pey (0).
(¢)
Rif(z) =3 pe:()f(2) = Eulf(Xy)), t2 0,2 €S, [ beschrink,

z€S
definiert eine Halbgruppe beschrinkter Operatoren auf L*(S).
BEWEIS. (a) und (b) sind offensichtlich. (c¢) folgt aus der Definition:
pxy(t + 8) = Pu[Xiys = y] = Eu[P[Xiis = y| Xi]]

= B, [Px, () [Xs = y]] = prZ<t)pzy(3>- (4.1.12)

zZESs
Die Rechtsstetigkeit der Elemente von 2 impliziert (d), und (e) folgt direkt von
(c). O
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Wir untersuchen jetzt die Folgerungen der Definition, im Besonderen der Ei-
genschaft (4.1.6)), auf die Struktur der pure-jump Prozesse. Sei

J=inf{s >0: X, # Xo} € [0, ] (4.1.13)

die Zeit des ersten Sprunges. Es ist einfach zu sehen, dass J ein F;-Stoppzeit ist:
Dank der Rechtsstetigkeit,

(<t} ={X, #Xo}U |J {X,#Xo}eF, t>0. (4.1.14)

rel0,tjNQ
LEMMA 4.1.5. Sei (P,)zes ein pure-jump Prozess. Dann
(a) Fir jedes x € S gibt es A\(z) € [0,00) so dass
P ] >t]=e® >0, (4.1.15)
d.h. J hat exponenzielle Verteilung mit Parameter A\(x) (wenn A(z) = 0, dann
J =00 P,-f.s., x ist absorbierend).
(b) Falls X(x) # 0, dann sind J und X; = Xy (w) unabhdingig.
BEWEISs. (a) Wir benutzen (4.1.9)),
PlJ>t+s]=E,[1{J > s}ob;J >t
= E,[Px,[J > s]; J > t] (4.1.16)
= P.[J > s|P.[J > ]
weil X; = x auf J > t. Daher erfiillt die nicht-steigende Funktion ¢(t) = P.[J > ]
die Gleichung ¢(t+s) = ¢(t)¢(s). Die Rechtsstetigkeit impliziert, dass limy o ¢(t) =

1 und daher ¢(t) = e *®* wie behauptet.
(b) Sei f: S — R eine beschrankte Funktion. Dann, fir ¢ > 0, dhnlich wie fiir

(a),
EL[f(Xg);:d > 1] = Eu[f(Xy) 00 J > 1]

O B, (B (£(X)): T > 1] (4.1.17)
= Pu[J > t]E,[f(X)]
und die Unabhéngigkeit von J und X ; folgt. U

2. Starke Markoveigenschaft

Ahnlich wie diskrete Markovketten, erfiillen die Markovketten in stetiger Zeit
die starke Markoveigenschaft. Sei T eine (F;)-Stoppzeit, und sei Fr = {A € F :
ANAT <t} € F;Vt > 0} die gestoppte o-Algebra.

SATZ 4.2.1. Sei x € S, Y : Q — R eine beschrinkte Zufallsvariable und T eine
Stoppzeit. Dann

E,Y o 0p|Fr] = Ex,[Y], P,-f.s. auf {T < oo}. (4.2.1)
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BEWEIS. Fur n > 1 definieren wir
k+1 k+1

T, = Z — {7 27}. (4.2.2)

T,, sind Stoppzeiten und T, i T, P,fs., dh. Fr, D Fr.Sei A € Frund Y =
1%, fi(X3,) fir f; beschréankt, m > 1 und 0 <ty < --- < t,,. Dann

E,[Y 0obr; AN{T < oo}] = > E,[Y 0bp,; AN{T = k27"}]
k=0

— S E[Ex, ViAn{T=k2ry 123
= E.[Ex, [Y];ANT < o).
Bemerke jetzt, dass P,-f.s. auf {T' < oo},
Y obr, =[] i(Xiyz,) === Y o0y, (4.2.4)
!
und
H{AN{T < co}}Exy, [Y] = 1{AN{T < o0} }Ex, [Y], (4.2.5)

und beide diese Quantitaten sind beschrankt. Deswegen, mit Hilfe des Satzes von
Lebesgue,

E,[Y 00p; AN{T < o0}] = E[Ex, [Y]; AN{T < oo}]. (4.2.6)
folgt fir Y = [T, fi(X},). Die Erweiterung auf alle Zufallsvariablen ist eine
Ubung in MafBtheorie. O

KoOROLLAR 4.2.2. Fir A € F,
E.[1400,|J,X,] = Px,[4], P,-f.s. (4.2.7)

Dank Lemma und Korollars [£.2.2] definieren wir fiir jeden pure-jump
Prozess
e die Sprungraten \(x) € [0,00), x € S, sodass P,[J > t] = e @),
e die Sprungiibergangswahrscheinlichkeiten
P [Xy;=y], firzeSmitA(z)>0undyeS, (4.2.8)
e = {z =y} fir € S mit A(z) =0 und y € S. o
BEISPIEL 4.2.3 (Poissonprozess mit Rate A > 0). Sei S = Ny, A\, = A\ fur alle
z € S und ¢,y = 1{y =  + 1}. Dann ist P, die Verteilung auf 2 von (x + N;):>o,
wobei (N;) ein tblicher Poissonprozess ist. (Die Verteilung von N; ist P,). Die
Ubergangswahrscheinlichkeiten dieses Prozesses sind

(y—z)t”

e~ A M2 falls y > z und ¢t > 0,
Pay(t) = (4.2.9)
0, falls y < x.
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3. Konstruktion von pure-jump Prozessen

Wir haben gesehen, dass fiir jeden pure-jump Prozess eine Sprungrate A : S —
[0, 00) und Sprungiibergangswahrscheinlichkeiten g, existieren. Wir untersuchen
jetzt die umgekehrte Frage. Gegeben

A: S —[0,00) (4.3.1)

(qacy>r,y€S mit 0 < Qzy, Z Quy = lz € S, (4.3.2)
yeS

Gz = 0 falls A(z) > 0,
¢z = 1 falls A(z) =0,

gibt es einen pure-jump Prozess mit diesen A und g,,7 Ist er eindeutig?

Die Frage der Eindeutigkeit kann man mit Hilfe des Korollar [4.2.2{schnell 16sen.
Sei A und g, wie im ,. Fir w € () definiere die aufeinanderfolgenden
Sprungzeiten von (X;) durch

So=0, Si=J

Spy1=Jobs < oo furn > 1.
Gegeben X, = x bestimmt die iterative Anwendung Korollars die Verteilung
der Folge (S, Xs, )n>0 eindeutig (wir benutzen die Konvention S,.; = oo und
Xg, = Xg,_, falls S,, = 00). Da die Definition des kanonischen Raums die Explo-

sionen verbietet, d.h. lim, . S, (w) = oo fiir jedes w € S, bestimmt diese Folge
die Verteilung der Funktion w,

w(t) =Xg, auf {S, <t <S4}, (4.3.4)

und daher das Wahrscheinlichkeitsmaf} P,.

Wir untersuchen jetzt die Existenz des pure-jump Prozesses zugehorig zu Daten
, . Die Sprungiibergangswahrscheinlichkeiten (g, )z es ermoglichen
eine kanonische Markovkette (Xn)nzo in diskreter Zeit mit Verteilungen P,, z € S,
auf Raum Q = SM mit Ubergangswahrscheinlichkeiten (@zy) zu konstruieren. Auf
einem anderen Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7/, P’) konstruieren wir unabhangige
Zufallsvariablen T,,(y), n > 0, y € S, mit

P'[T,(y) >t]=e @ falls A(y) > 0,

(4.3.3)

, (4.3.5)
P'[T,(y) =] =1 falls A(y) = 0.
Auf Q x ' betrachten wir dann
So =0, S1 = To(Xo), Sy = To(Xo) + T1(X1), ... (4.3.6)

Sn+1 - To(X0> + -+ Tn<Xn)
Wir méchten jetzt eine &hnliche Konstruktion wie in (4.3.4) benutzen, um von

(Sp)n>0 und (X,),>0, die die Rolle von Xg, spielen, ein pure-jump Prozess zu
erzeugen. Das ist aber nur dann moglich, wenn S,, divergieren:
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DIt NICHTEXPLOSIONSANNAHME. Fur alle xz € S,
lim S, =00,  Q:= (P, x P)-fs. (4.3.7)

n—oo

LEMMA 4.3.1. (4.3.7) ist dquivalent mit

SAX,) T =0 Py-f.s. fiir alle z € S. (4.3.8)
n=0

BEWEIS. ([.3.7) = (4.3.8): Nehme an, dass P,[>> A(X,,)~" < o] > 0 fiir ein
r € S gilt. Weil E9=[S,|(X))] = X5 M(X;)~!, sehen wir, dass E9[lim,, S,,|(X.)] <
oo mit positive P,-Wahrscheinlichkeit, das zum Widerspruch mit fihrt.

[4.3.8) = (£.3.7): Fiir n > 1, mit Hilfe der Unabhéngigkeit von (T,(y)),

B[] = B9 [exp{~Tp(Xo) = -+ — To 1 (Xn1)}]

— B [n]:f (1+AX)™) . (439)

=0

Daher, nach dem Satz von der monotonen Konvergenz,

E?[exp(—lim S,)] = Eﬁr[ﬁ (1+ A(Xl)‘l)_l] = 0. (4.3.10)

1=0
Es folgt, dass lim,, S, = co @,-f.s. Il

SATZ 4.3.2. Gegeben \ und q wie in (4.3.1)), (4.3.2) die die Nichtexplosionsan-
nahme (4.3.7)) (oder (4.3.8)) erfillen existiert ein eindeutiger pure-jump Prozess

ohne Ezplosion zugehorig zu A und q.

BEWEIS. Die Eindeutigkeit haben wir schon gezeigt, es bleibt die Existenz.
Auf dem Raum 2 x Q' definiere Zufallsvariablen Z; durch (vergleiche mit (4.3.4))

Zy = X, auf {S, <t < Sny1}, t>0. (4.3.11)

Die Nichtexplosionsannahme sichert, dass t — Z; Q,-f.s. ein Element von 2 ist.
Daher definieren wir

P, = Bild von @, unter Z.. (4.3.12)
Wir miissen jetzt zeigen, dass P, die Bedingungen (4.1.6) und (4.1.7)) erfillt. Das
ist einfach fir (4.1.7): P.[Xo = 2] = Q.[Z0 = z] = Q[ Xo = 2] = 1.
Um (4.1.6) zu tuberpriifen, nehmen wir x € S, h > 0, 0 < 59 < -+ < 8,
fysfos-- oy fr + S — R beschrankt, und zeigen dass

E% [fO(Z$0> s fk(ZSk>f(ZSk+h)] = B9 [fO(ZSO) s fk(Zsk)EQZSk f(Zh)}
(4.3.13)
Um die mithsamen Notationprobleme zu vermeiden nehmen wir A(z) > 0 fiir alle
x € S an. Sei

Ny =sup{n>0:5, <t} (4.3.14)
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die Anzahl der Spriinge vor t. Die linke Seite von (4.3.13)) ist gleich

E% [fo()_(Nso) ce fk(XNsk)f(XNsk+h)i|

_ _ _ 4.3.15
=Y B[R oK) [ (K €, (4.3.15)
no<--<ng,n>0
wobei C'= C(ng,...,ng,n) = {Ns, = no, ..., Ns, = ng, Ng, 40 = 1 + n}.
Wir berechnen jetzt die Wahrscheinlichkeit von C. Fir xo, ..., 2y, 4+, € S sei

ne+n

Vigroonny oo (At - Abnyin) = TT piagen () (4.3.16)
i=0

ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf [0, oo)" "1

lung mit Parameter )\ ist. Wir definieren

, wobei u) die exponenzielle Vertei-

h(x07 s 7xnk+n) = h(a:Oa <oy Tngtns 10y - - 7nk7n)
tot - Hilpo1 <5 <to+-+1,VO<i <k, (4.3.17)
= Vzg,.,w .
Orenngte t0+"'+tnk+n—1§8k+h<t0+"'+tnk+n

Es folgt von (4.3.6]), dass
Q.[C1 X0, - -, Xnpin) = M Xo, - -+, Xopin)- (4.3.18)
Die Bedingungen in (4.3.17)), die ¢,, enthalten, schreiben wir als
tnk >5k_(t0+"'+tnk_1) =u >0,

by — U+t 1+ A lyn < h <tp, —u+ty 11+ 4ty tn (4.3.19)
Dank der Gedéchnislosigkeit der Exponentialverteilung
/ Ot — u)pe Pdt = e"’“/ o(s)pe "ds. (4.3.20)
t>u 50
Wir nehmen jetzt p = A\(X,,,) und t = ¢, in ([€.3.17) und erhalten
h(xo, ... Tngin) = hi(xo, .oy xn )V ho(Tny, - oy Toytn) (4.3.21)

wobei
hi(Zo, - Tny) = Vg, (b0 00 Tl <ty <to+ - +1,,,0 < i <my)
hg(yo,...,yn)zyyo 77777 yn(to—i-“'—l-tn_l§h<t0+"‘+tn).
(4.3.22)

Wir kehren jetzt zurtick zu der linken Seite von (4.3.13)), genauer zu (4.3.15).
Diese enthilt Ausdriicke wie E9=[F1¢] wobei F = fo(Xo,) - - fru(Xn ) f(Xnyin)-

Mit Hilfe von (4.3.18) und (4.3.22))
E9[F1¢) = EP[Fhi(Xo, ..., Xo ) ha (X, - - s Xopan)]- (4.3.23)
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Wir kénnen jetzt die Markoveigenschaft fiir Markovketten in diskreter Zeit anwen-

den und die rechte Seite von (4.3.23)) wie
E™ [ fo(Xno) - fu(Xn (Ko, - X ) G(Xo,)] (4.3.24)

schreiben, wobei G,(X,,,) = Joit [f(Xn)ho(Xo, ..., X,,)]. Mit Hilfe einer Identi-
tat dhnlich wie (4.3.18]) haben wir dann

= B[ fo(Xng) - ft(Xn )G (X)), Nog = no, ..., Ny, = g (4.3.25)
Summierung tiber nyg, . .., n; zeigt, dass die linke Seite von gleich
go E®[fo(Zy) - - [u(Z1,) G Z4,)] (4.3.26)
ist. Ahnlich, fiir y € S, G,,(y) = E9[f(X,), Nu = n, und daher
[E320) = E9[fo(Zsy) - - il 2o, ) E9% £(2Z)], (4.3.27)
was zZU zeigen war. O

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit dem folgenden Lemma ab, das erlaubt A(x)
(und ¢,,) wirklich wie Raten zu interpretieren.

LEMMA 4.3.3. Gegeben ein pure-jump Prozess, fir alle v #y € S und t | 0.

Paa(t) =1 = A(@)t + o(2), (4.3.28)
Pay(t) = A(@)qayt + ot), (4.3.29)
BEWEIS. Ubung! O

4. Kolmogorovsche Gleichungen und Generator

Im Beweis des letzten Satzes haben wir gesehen, dass es nicht trivial ist, expli-
zite Formeln fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten p,, (¢) zu schreiben. In diesem
Abschnitt werden wir daher Differentialgleichungen fir p,,(t) suchen.

Es ist einfacher Integralgleichungen zu finden:

LEMMA 4.4.1. Gegeben ein pure-jump Prozess (ohne Explosion) auf S, fir alle
x,y €S undt >0,

t
Day(t) = Gpye @t 4 /0 A2)e @03 g, (t — 5)ds (4.4.1)
z#T

(Rickwdrts-Integralgleichung),

t
Pay(t) = dpye 2@ +/ S paa(8)A(2)geye M4 (4.4.2)
0
27y
(Vorwdrts-Integralgleichung).
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BEMERKUNG 4.4.2. Intuitiv entspricht die Riickwérts-Integralgleichung dem
Bedingen auf den ersten Sprung des Prozesses vor der Zeit ¢; die Vorwérts-Integral-
gleichung entspricht dann dem Bedingen auf den letzten Sprung vor ¢.

Beweis. Fiir (4.4.1) schreiben wir
Day(t) = PulXy =y = Py Xy =y, ] > 1] + Pu[X, =y, J < t]. (4.4.3)

Der erste Summand erfiillt P,[X; =y, J > t] = e’\(m)éxy, also miissen wir uns nur
auf den zweiten konzentrieren. Bemerke dass P,-f.s.

no(k—1 k
WX =y, J <t} = lim > 1{nt <J< nt}l{X(n_kH)t/n =ylob,}.
k=1

(4.4.4)
Daher, mit Hilfe des Satzes von Lebesgue und der starken Markoveigenschaft,

k—1 k
P[Xt—y7<]<t]—1}1_{gozp|:nt<t]< Zf)((n k+1)t/n_y09J]
k — k

t<J S Ety PXJ [X(nfk+l)t/n = y]:| .

JE&ZE[

Von Lemma [£.1.5(b) wissen wir das X; und J unabhéngig sind. Daher

n

k—1 k
= Jn, Z B [nt <= P ankengn =4l
o A kol
= nh—{go Z B du Z GzzPzy (t n t)
zF#x
_ ILm )\( oM@ Z QuzPay(t — up)du,
n—oo 0
zH#x

(4.4.5)

wobei u, = > p_(k—1)t/n1{(k—1)t/n <u < kt/n}, d.h. u, 1T u fiir n — co. Von
der Rechtsstetigkeit von X folgt die Rechtsstetigkeit von s — py,(s). Wir konnen
daher den Satz von Lebesgue noch einmal anwenden, und zeigen, dass der zweite
Summand in (4.4.3))

/Ot AMz)e S g pay (t— u)du (4.4.6)

z#T

ist, was 1)) zeigt.

Um zu beweisen, missen wir den zweiten Summand in (4.4.3) anders
umschreiben. Mit der Notation aus Abschnitt [3]

PlXi=y,J<t] =) Qu[Xn=19,8, <t <Suul. (4.4.7)

n>1
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Bemerke, dass

Qx |:Xn =, Sn <t< Sn+1’X0, R ,Xn_l, Sl, cey Sn—l}

= MW(E=5n)1{ X, =y S, <t}

— EQI{QQE[X” = 4,50 <1< Spia|Kon sy K Sty Sl

(4.4.8)
‘X(h s 7)_(77,—17 Sl? R Sn—1:|
t _ _
n—1
Daher sehen wir, dass
P Xy =y,J <t
t _ —
=> B9 {Sn—l < t,C_IXn_l,y/ /\(Xn—l)e_’\(X”—1)(5_5"‘1)_A(y)(t_5)d3]
n>1 Sn—1
_ t
= > axA2)EY |:Sm <t, X = z,/ eA(z)(Ss’”)A(y)(ts)ds]
7y m20 o (4.4.9)
t _
) [ 5 B[S = 005
2y m20
Qz[Xm=2,5m<5<Sm+1]
t
= YAy [ pas(s)e O,
zFy 0
Das ist genau der zweite Summand auf der rechten Seite von (4.4.2) und das
Lemma ist gezeigt. U

Wir kénnen jetzt die sogenannten Kolmogorovschen Differentialgleichungen for-
mulieren. Wir definieren die Sprungrate \;, von  nach y durch

Azy = M)y (4.4.10)

SATZ 4.4.3. Gegeben ein pure-jump Prozess auf S, fir alle x,y € S ist t —
Pay(t) stetig differenzierbar auf [0, 00) und firt > 0

iﬁpmy(t) = 2 AeaPay(t) = A@)pay (1) (4.4.11)

zF#T
(Riickwdrts-Differentialgleichung)

5700 = T e = Al i

z#y
(Vorwdrts-Differentialgleichung).
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BEMERKUNG 4.4.4. Informal kann man diese Differentialgleichungen so zeigen,
dass man die Ableitung wie

d 1
qpPev(®) = Hm o (pay (E+ h) = puy (1)) (4.4.13)
schreibt und die Chapman-Kolmogorov Gleichung anwendet:
1 Pzz h Pzx h)—1
5 Py (1) = pay(8) = 3 }f ) Doy (t) + (h) Day (). (4.4.14)
ZAL e N—_———
ﬂ>>\xz ﬂ))\(z)

Wenn man das Austauschen des Limes und der Summe begriinden kann, konver-

giert die rechte Seite gegen die rechte Seite von (4.4.11)). Die Gleichung (4.4.12))

kann man analog zeigen (Ubung!). Die Integralgleichungen erlauben die Probleme
mit dem Austauschen zu vermeiden.

BeEweEIs. Wenn wir in im Integral s durch ¢ — s ersetzen enthalten wir

t
Pay(t) = Spye M 4 /0 A@)e 2PN g pay(s)ds

zEex

t
Az)t <5:vy + /0 /\(J})GA(I)S Z szpxy(s)d‘S) .

zZEX

(4.4.15)

Der Integrand ist beschrankt, und daher ist p,,(t) eine stetige Funktion. Wenn wir
jetzt diese Information in (4.4.15)) verwenden, sehen wir dass p,, sogar differen-
zierbar ist. Wir konnen daher ableiten,

d
g Pav(t) = —A(@)pay(t) + € AN (2)e 2N gapay (¢ (4.4.16)
zF#T

was offensichtlich die rechte Seite von (4.4.11]) ist.
Die (4.4.12)) erhélt man von (4.4.2), die man als

Pay(t) = (6@, - / > paa(8)A(2) eyl )sds> (4.4.17)
z#y
umschreibt und ableitet. O

Wir definieren die Generatormatrix von dem pure-jump Prozess durch

Agy = {AW falls = 7y, (4.4.18)

—\x), fallsz=y.

Bemerke, dass 3°,cg Ay, = 0 fiir alle z € S.
7



Mit dieser Definition kénnen wir die Differentialgleichungen (4.4.11)), (4.4.12))
als Matrixdifferenzialgleichungen schreiben: Fiir alle ¢t > 0

p(t) = Ap(t),
J (4.4.19)
—p(t) = p(t)A.
Pt = ()
Die Losung dieser Gleichungen mit Startbedingung p(0) = Id ist dann
tn
p(t) = exp(td) = > EA”. (4.4.20)

n>0 """

5. Transienz, Rekurrenz und invariante Mafle

An dieser Stelle wéare es natiirlich die Theorie der Transienz, Rekurrenz und
invarianten Mafle zu entwickeln, wie in der diskreten Zeit. Diese Theorie ist sehr
ahnlich wie im diskreten Fall und wir werden deswegen nur die wichtigste Resultate
formulieren und auf die Differenzen hinweisen.

Sei (X¢)i>o ein pure-jump Prozess und sei (X,,),>0 sein diskretes Skelett (siehe
Seite [71] fiir die Notation). Wir definieren die erste Riickkehrzeit fiir X; durch

H, =inf{t>0: X, =x,3s <t, X, #x}. (4.5.1)

Bemerke, dass H, = oo, falls x ein absorbierender Zustand ist.

DEFINITION 4.5.1. Ein Zustand heifit rekurrent, falls

P, limsup 1{X; =z} =1] = 1. (4.5.2)
t—o0
Er heifit transient, falls
P.limsup 1{X; =z} =1] = 0. (4.5.3)
t—o0

Wie im diskreten Fall gibt keine anderen Moglichkeiten:

SATZ 4.5.2. (a) x ist rekurrent genau dann wenn P,[H, < oo] = 1 oder
absorbierend ist. .

(b) z ist transient genau dann wenn P,[H, < oco] < 1 und x nicht absorbierend
18t.

Die Rekurrenz und Transienz kann man von dem Skelett ablesen:

LEMMA 4.5.3. x € S ist transient/rekurrent fir (X;)i>0 genau dann wenn x
transient/rekurrent fir das Skelett (X,,)n>0 ist.

DEFINITION 4.5.4. Ein Maf} 7 auf S heifit invariant fiir den pure-jump Prozess
X, falls

> m(@)pay(t) = 7(y) fir alle y € S, > 0. (4.5.4)

€S
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Es heifit reversibel, falls
T(2)Pay (t) = T(Y) Py (t) fir alle y € S,t > 0. (4.5.5)
UBUNG 4.5.5. Zeigen Sie, dass es reicht diese Gleichungen nur fiir ein ¢t > 0 zu
verifizieren. Zeigen Sie, dass jedes reversible Mafl invariant ist.

DEFINITION 4.5.6. Ein rekurrenter Zustand x € S heifit positiv rekurrent, falls

E,[H,] < co. Sonst heifit er null-rekurrent.

BEMERKUNG 4.5.7. Die positive Rekurrenz kann man nicht von dem Skelett
ablesen. Um das zu sehen sei p,q > 0 mit p+ ¢ = 1 und X, ein pure-jump Prozess

auf S = Ny mit

p, fallsy=ao+1,2>1,
q, fallsy=0,2>1,

1, fallsx =0,y =1,

0, sonst,

(4.5.6)

Quy =

und A\(z) = p®.

Sei H, die erste Riickkehrzeit fiir das Skelett. Es ist einfach zu sehen, dass
Py[Hy = k] = qp*2, k > 2. Daher E[H,] < oo, d.h. 0 ist positiv rekurrent fiir X.
Auf die andere Seite,

B k—1
EY[HyHy=K =Y p~ep " (4.5.7)
z=0
Deswegen ) o o
E[Ho) =Y EY’[Hy|Hy = K| Py[Hy = k] = oo, (4.5.8)
k>2

d.h. 0 ist null-rekurrent fur X.

Ahnlich wie in der diskreten Zeit haben wir die folgenden zwei Sitze (siche
Satz und Satz [2.6.5))

SATZ 4.5.8. Sei X ein irreduzibler pure-jump Prozess. Dann sind die folgenden
drei Aussagen dquivalent.

(i) Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand x € S.
(ii) Alle Zustinde in S sind positiv rekurrent.
(iii) Es existiert eine invariante Verteilung.

Sind diese Bedingungen erfillt, so ist die invariante Verteilung m eindeutig be-

stimmt und durch m(z) = m > 0 gegeben.

SATZ 4.5.9. Es sei X ein irreduzibler, positiv rekurrenter pure-jump Prozess
mit der invarianten Verteilung w. Dann gilt fir alle x,y € S:

Jim pey(£) = 7(y).

Bemerke, dass wir in Satz die Aperiodizitét nicht annehmen miissen, die
in der stetigen Zeit keinen Sinn hat.
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