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Ubungen zu “Einfiihrung in die Analysis”
WS 2017/2018

Sei a,, = v/n + 1—+/n fiir n > 0. Ist die Folge konvergent? Beweisen Sie Thre Behauptung direkt durch
Riickgriff auf die Definition der Konvergenz.

Zeigen Sie, dass die Folge a,, = (1 — nl—Q)n (n > 1) gegen 1 konvergiert. Finden Sie zu beliebig vorge-
gebenem € > 0 explizit ein N € N derart, dass fiir alle n > N stets |a, — 1| < € gilt.

Hinweis. Verwenden Sie die Bernoulli-Ungleichung.

Seien (ay,)nen eine reelle Nullfolge und (b, ),en eine reelle beschrinkte Folge. Zeigen Sie, dass (anby)nen
eine Nullfolge ist.

Seien (an)neny und (by)nen zwei reelle Folgen, so dass a,, > 0 fiir alle n € N, lim a, = a > 0 und
n—oo

lim b, = b. Zeigen Sie, dass lim ab" = a’.

n—oo n—oo

Entscheiden Sie jeweils welche der Eigenschaften beschrinkt, konvergent bzw. divergent fiir die gegebene

Folge vorliegen. Bestimmen Sie im Falle der Konvergenz den Grenzwert.

(neN) () an=vatsinymmeN) (©am=3 -2 (n>1).

2
—n + k

1+ (-)mn?
(a) an = 24+ 3n4+n2

(a) Zeigen Sie, dass lim {/n = lim nw = 1.

n—o0 n—oo

(b) Fiir p > 1, sei a, = 1P + 2P + ... + nP (n > 2). Bestimmen Sie lim a,,.

n—oo
Hinweis zu (a). Bezeichnen Sie b, := {/n — 1 Vn > 1. Somit gilt n = (1 + b,)"™. Verwenden Sie den
Binomischen Lehrsatz um zu zeigen, dass (by,)n>1 eine Nullfolge ist.

(a) Sei (ap)nen eine reelle Folge, so dass a, > 0 Vn € N und lim aZ“
n—oo 94n

= q < 1. Zeigen Sie, dass

lim a, = 0.

n—oo
(b) Sei z > 1. Bestimmen Sie lim Z.
n— o0 °
Bestimmen Sie
R : n end2 .oat =" .
(a) nh_{glom (b) nh_)rg()(? -7 (c) nh_}rr;o m,wobel a>0,b>0.
Bestimmen Sie
2n + 3 n3 +4 (n+1)F —nk
. . . . -1
(a) Jggo P (b) nlg]élo a1 nhﬁ\lglo BT wobei k € Nk > 1

Seien (an)nen eine reelle konvergente Folge mit lim a, = a > 0 und (by,)nen eine reelle bestimmt
n—oo

divergente Folge gegen +o0o. Zeigen Sie, dass (anbn)nen bestimmt divergent gegen +oo ist. Gilt die

Aussage auch im Fall a = 07

Geben Sie jeweils ein Beispiel fiir reelle Folgen (ay,)neny und (by)nen, fiir die li_>m anb, = 0 und
n oo

(a) lim ap, =400 (b) lim a, =a € R\{0} (c) (an)nen ist divergent, aber nicht bestimmt divergent
n—o0 n—o0

gilt.

(a) (Grenzwertsatz von Stolz-Cesdro) Seien (a,)neny und (by)nen zwei reelle Folgen mit den Eigen-
schaften

(i) 0 < bo, (bp)nen ist streng monoton wachsend und unbeschrankt;



(i) lim =" =g € RU{—00,+00}.

n—oo “ntl17Un

Zeigen Sie, dass lim 3 existiert und ist gleich gq.
n—oo "N

. . . 1 n 1
(b) Bestimmen Sie nl;rgo G Dby 7
45. (a) Seien (an)nen eine reelle Folge mit li_)In an = a. Zeigen Sie, dass
n—oo

. aytax+..+ay
lim =q
n—00 n

(b) Seien (an)nen eine Folge positiver reeller Zahlen mit lim a, = a. Zeigen Sie, dass

n-so0
3D, Ya102:-0n = 0
Hinweis. Verwenden Sie Ubung 44 (a).
46. (a) Sei (an)p>1 eine reelle Folge, so dass ap, > 0 Vn > 1 und nh_}ngo a’;zl = q. Zeigen Sie, dass
g on =4

(b) Bestimmen Sie ILm YV2Y/3../n.

Hinweis zu (a). Verwenden Sie Ubung 45 (b).
47. Sei (ap)nen eine reelle Folge. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) (@n)nen ist konvergent;
(ii) (an)nen ist beschriankt und besitzt genau einen Haufungspunkt.

48. Sei ag =0, a; = 1 und fiir n = 2,3, ... sei a,, durch die Rekursion

_ Qp—1+an—2
p = ———5——

definiert. Zeigen Sie, dass (a,)nen eine Cauchy-Folge ist, indem Sie zum Beispiel zunéchst induktiv die
Formel ap+1 — a, = (—1)"/2" (n € N) nachweisen. Letzteres erlaubt auch die explizite Bestimmung
des Grenzwertes. Was ist sein Wert?

49. Sei g € (0,1) und (an)nen eine Folge, mit der Eigenschaft
|an+1 — an| < q-|ap —ap—1] ¥n € N.

Zeigen Sie mit Hilfe des Konvergenzprinzipes von Cauchy, dass (ay)nen konvergent ist. Lésst sich die
Konvergenz auch beweisen, wenn |a, 1 — an| < |an — an—1] ¥n € N gilt?

50. Untersuchen Sie die Monotonie und die Beschrianktheit der Folge (ay)n>1 definiert durch a; = V2,
Gn4+1 = vV ayn + 2 fiir n > 1. Im Falle von Konvergenz berechnen Sie den Grenzwert der Folge.

51. Sei die Folge (a,)n>1 definiert durch a; = z und a1 = a2 — 2a, + 2, wobei z € [1,2]. Zeigen Sie,
dass (ap)n>1 konvergiert und berechnen Sie den Grenzwert der Folge.

52. Bestimmen Sie jeweils alle Berithrpunkte und Haufungspunkte der angegebenen Teilmengen von R.
(a) Ar={L:n>1}
(b) Bi= ([1,V2) U (V2.2)) N Q;

(c) C ist eine beliebige endliche Teilmenge von R.

53. Sei A C R and a € R. Zeigen Sie: a ist Haufungspunkt von A genau dann, wenn a Beriithrpunkt von
A\ {a} ist.
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Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen konvergent sind und bestimmen Sie ihre Summen:

— b —_— —.
(@) ; w1 ); wnry L
Zeigen Sie, dass die Reihe )’ <%\/ﬁ - é/riﬁ) konvergent ist und dass die Reihe Y (¥/n+1— /n)

n=1 n=1

divergent ist.

0 n
Untersuchen Sie die Konvergenz und die absolute Konvergenz der Reihe %

Zeigen Sie, dass die Reihe

n=1
alternierend ist und dass die Reihenglieder eine Nullfolge bilden. Untersuchen Sie die Konvergenz der
Reihe. Setzen Sie Ihr Ergebnis in Beziehung zum Leibniz-Kriterium.

Untersuchen Sie ob die folgenden Reihen absolut konvergent sind:

(w3 e (0) > (¥ 1)

n=1 n=1

Untersuchen Sie ob die folgenden Reihen absolut konvergent sind:

=, (n})?
(&) n; (2n)!

Fiir welche z € R konvergiert die Reihe >~>° ";ff ?

n

Gegeben Sie die Folge e, = (1 + %)n ,n > 1. Zeigen Sie, dass (en)n>1 streng monoton wachsend ist

und dass lim e, = e.
n—-+00

Hinweis. Zeigen Sie, dass e, =1+, % (1- %) (1= %)
Sei f : [0,3] = R, f(z) = #%. Finden Sie ein 6 > 0, so dass fiir jedes z mit [z—1] < § gilt | f(z)—1| < f.
An welchen Stellen sind die gegebenen Funktionen stetig?
1 =, fall 0
(a) f: R\ {0} 5 R, f(z) = — (b) sgn: R — R, sgn(z) = { ol falls 220,
x

0, sonst.

Finden Sie a € R, so dass die Funktion

r+3, fallsx <3,
ax, falls x > 3

e
stetig ist.

Gegeben sei eine Funktion f : R — R, so dass |f(z) — 2?| < 2|x| Vo € R. Zeigen Sie, dass f(0) = 0
und dass f stetig an der Stelle 0 ist.

Untersuchen Sie, ob die Grenzwerte existieren und, wenn ja, berechnen Sie diese:

(a) lim vrl (b) lim (\/ 2?2+r+1-— x) (c) lim exp <(x2—4x+3> .

a\lz—1 z—+00 z—+00 z+5)(x—1)
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Seien f : D — R, a € R ein Hiufungspunkt von D N (a,+o00) und von D N (—o0,a) und | € RU
{—o00, +00}. Zeigen Sie, dass

lim f(x) =1=lim < [ = lim f(x).
lim f(a) = 1 = lim f(@)

r—a

Gegeben seien die stetigen Funktionen
2, falls —1 <z <0, ) 1
@ F: FLINOY S R = {25, B (b) £ B\(0) B f(2) = .

Begriinden Sie in beiden Féllen warum f nicht als stetige Funktion in dem Punkt x = 0 fortgesetzt
werden kann.

Sei f : [0, 4+00) — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass der Grenzwert 1iI+n f(x) existiert
T—r+00

und endlich ist. Zeigen Sie, dass f beschrénkt ist.

Sei f : R — R eine stetige und beschrinkte Funktion. Zeigen Sie, dass mindestens ein © € R mit
f(u) = u existiert.

Seien a < b. Zeigen Sie, dass die Gleichung
(2> +1)(z—b)+ (z* +1)(z —a) =0
mindestens eine Losung im Intervall (a, b) besitzt.

Sei f: R — R eine Funktion, so dass

1f(@) = f@)] < ]z —y| Yo,y € R.
Zeigen Sie, dass:
(a) f stetig ist;

(b) eine reelle Zahl a > 0 exstiert, so dass fiir alle |z| < a gilt |f(x)| < a;

(c) eine Zahl u € R existiert, so dass f(u) = u.

Untersuchen Sie ob die Funktion f : (0,+00) — R, f(z) = ?127 gleichmafig stetig ist. Ist die Ein-
schrinkung von f auf [1,+00) gleichméBig stetig?

Essei D =[-2,—1]U(1,2] und f: D — R definiert durch
r+1, falls —2<ax < -1,
)= {

r—1, fallsl <z <2

Bestimmen Sie f(D) und zeigen Sie, dass f als Abbildung D — f(D) stetig, streng monoton wachsend
und bijektiv ist. Ermitteln Sie die Umkehrfunktion g : f(D) — D explizit und begriinden Sie, warum
g an der Stelle 0 nicht stetig ist.

Zeigen Sie, dass die Funktion f : R — R, f(z) = 2 + 5, bijektiv ist und dass ihre Umkehrfunktion
stetig ist.

Losen Sie die Ungleichungen

(a) exp(x)+2—1>0 (z €R) (b) log(z)? —log(z) +2 < 0 (z > 0).

Zeigen Sie, dass
log(1 4+ x) =« + o(|z|) (x — 0).
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Zeigen Sie, dass

1 r—1
(a) lim(l+2)7 =e (b) im LFD =L v er
z—0 z—0 x
Losen Sie in der Menge der komplexen Zahlen die Gleichung 2® = Z.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen wahr sind:
(i) sin(2a)) = 2sin(«a) cos(a) Yo € R;
(ii) cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 1 — 2sin?(a) = 2cos?(a) — 1 Va € R;
s 2 1- 2
(iii) sin(2a) = 1+ttzr;((z))2, sin(2a) = % Vo € R;
(iv) tan(§) = 111(8081) Va € (—m,m);
(v) a = t := tan(g) = 1??0(:2)00 ist bijektiv als Abbildung von (—m,7) nach R. Somit erhalten
wir {(cos(a),sin(a)) : a € (—m,m)} = {(hg, 1+t2) te R}, was einer Parametrisierung des

Einheitskreises in R? durch rationale Funktionen entspricht.

Zeigen Sie, dass die Funktion f : R\ {0} = R, f(x) = sin(1), nicht als stetige Funktion in dem Punkt
x = 0 fortgesetzt werden kann.

Gegeben sei die Funktion

_ [ zsin(2), fallsz #0,
f'R_)R’f(x)_{O, falls x = 0.

Zeigen Sie, dass:

(i) f stetig (auf R) ist;

(ii) keine Umgebung Us(0) von 0 existiert, so dass f auf Us(0) monoton ist.
Berechnen Sie die Grenzwerte

sin(5z) 2 tan(x) — sin(x) cos(2x) — cos(4x) .

® R L M
Berechnen Sie die Grenzwerte
(a) lim (cos(x))= (b) lim (tan(z)) ™=
z—0 T



