Ubungen zu “Grundbegriffe der Topologie”

A. Cap
Wintersemester 2018

(1) Wiederholen Sie die Definition des Durchschnittes M;c;A; einer beliebigen Familie
{A; i € I} von Mengen und zeigen Sie, dass fiir eine weitere Menge A folgendes gilt:

AN (Nierd;) = Nicr(AN A;)
AU (ﬂielAz‘) = mieI(A U Al)
(2) Wiederholen Sie die Definition der Vereinigung U;c; A; einer beliebigen Familie {A; :

i € I} von Mengen und zeigen Sie, dass fiir eine weiter Familie {B; : j € J} die
folgende Gleichung gilt

(UierAs) N (Ujes By) = Ui jyerxa (A N By)
(3) Sei X eine Menge und {4; : i € I} eine beliebige Familie von Teilmengen von X.
Beweisen Sie die de-Morgan’schen Regeln
X\ (NierAi) = Uier(X \ A))
X\ (UierAi) = Nier(X \ Ai)

(4) Betrachten Sie die Normen || ||2 und || || auf R”, die definiert sind durch

(1, )|z = /a2 + -+ a2
(21, ... 20)||loo = max{|x1], ..., |z.|}
Zeigen Sie, dass fiir jedes 2 € R™ die Abschitzungen ||z]|o < [|z]l2 < v/1]|2||« gelten.

(5) Sei f: X — Y eine Funktion zwischen zwei Mengen. Wiederholen Sie die Definition
des Bildes f(A) C Y einer Teilmenge A C X. Zeigen Sie, dass fiir eine Familie
{A; :i € I} von Teilmengen von X gilt

f(UierAi) = Uier f(As)
f(MierAi) € Nier f(A).
Finden Sie ein explizites Beispiel, in dem in der zweiten Zeile keine Gleichheit gilt.

(6) Sei f: X — Y eine Funktion zwischen zwei Mengen. Wiederholen Sie die Definition
des Urbildes f~'(B) C X einer Teilmenge B C Y. Zeigen Sie, dass f~}(Y \ B) =
X\ f7Y(B) gilt. Gilt ein analoges Resultat fiir die Bilder von Teilmengen von X?

(7) Sei f : X — Y eine Funktion und sei {B; : i € I} eine Familie von Teilmengen von
Y. Zeigen Sie

F UierBi) = Uierf 1 (B;)
F T (NierBi) = NierfH(B;)
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Fiir eine Funktion f : R® — R™ bestimmen Sie die formale Version der Aussage “f
ist nicht gleichméfig stetig”.

Fiir eine Folge (2 )ren in R bestimmen Sie die formale Version der Aussage “Die Folge
(xy) konvergiert nicht”.

Sei X eine Menge und F eine Familie von Teilmengen von X, die die Bedingungen
(A1)-(A3) aus Punkt 2.1 der Vorlesung erfiillt. Zeigen Sie, dass es eine eindeutige
Topologie T auf X gibt, fiir die die abgeschlossenen Mengen genau die Elemente von
F sind.

Die Niemytzki-Topologie: Sei H := {x = (z1,72) € R? : 5 > 0} die obere Halbebene
und H* := {z € H : 25 > 0}. Fiir © € H sei V, := {U N H}, wobei U iiber alle
Umgebungen von = in R? lduft. Fiir z € H sei V, := V,. Fiir 2 = (21,0) € H\ H*
und € € R mit € > 0 sei W, := {z} U{y € R? : d(y, (z1,€)) < €} (Zeichnung!). Dann
definiert man V, als die Vereinigung von V, und der Familie all jener Mengen, die eine
der Menge W, . enthalten. Zeigen Sie, dass es eine Topologie auf H gibt, die genau
die Mengen V), als Umgebungssysteme liefert.

Anleitung: Verifizieren Sie die Eigenschaften (U1)—(U4) aus Punkt 2.1 der Vorlesung.

Sei (M,d) ein metrischer Raum 7T die metrische Topologie auf M. Sei A C M eine
Teilmenge und dy := d|axa : A x A — R die Einschrankung der Distanzfunktion
auf A. Zeigen Sie, dass die metrische Topologie des Raumes (A, d4) mit der von T
induzierten Spurtopologie T4 auf A iibereinstimmt.

Sei (M, d) ein metrischer Raum und X eine Menge. Nennen wir eine Funktion f : X —
M beschrdnkt, wenn es eine Konstante K € R gibt, sodass d(f(z), f(y)) < K fiir alle
xz,y € X gilt und sei B(X, M) die Menge aller beschrinkten Funktionen X — M.
Zeigen Sie, dass d(f,g) = sup,cy d(f(x),g(x)) eine Distanzfunktion auf B(X, M)
definiert.

Betrachten Sie die Menge (> := B(N, R) aller beschriankten Folgen (z,),en in R mit
der Metrik d((x,,), (Yn)) = SUp,cn |Tn — Yn|. Zeigen Sie, dass die folgenden Teilmengen
von (> abgeschlossen in der metrischen Topologie sind:

(a) Fiir fixes k € N, die Menge Ay, := {(y)nen : 2 = 0}.

(b) Fiir fixes k € N, die Menge By, := {(xy)nen : V€ > k : 2y = 0}.

(c) Die Menge ¢y := {(n)nen : lim, o z,, = 0} aller Nullfolgen.
Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und betrachten Sie die Menge C(]a, b}, R)
aller stetigen Funktionen f : [a, b] — R. Beweisen Sie, dass d(f, g) := fab lg(x)—f(x)|dx
eine Distanzfunktion auf C([a, b], R) definiert.

Sei (X, T) ein topologischer Raum und seien A, B C X beliebige Teilmengen von X.
Zeigen Sie, dass AUB = AU B und ANB C AN B gilt. Finden Sie ein explizites
Beispiel bei dem fiir die Durchschnitte keine Gleichheit gilt.

Sei (X, 7T) ein topologischer Raum, A C X eine beliebige Teilmenge und U C X offen.
Zeigen Sie, dass U C A genau dann gilt, wenn fiir jede nichtleere offene Teilmenge V/
von X, die in U enthalten ist, V N A # () gilt.
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Sei (X, 7)) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit nirgends dicht, falls
(A)° = 0 gilt.

Beweisen Sie, dass eine Vereinigung von endlich vielen nirgends dichten Teilmengen
von X selbst nirgends dicht ist.

Anleitung: Es geniigt den Fall von zwei solchen Teilmengen zu betrachten. Benutzen
Sie das vorige Beispiel um zu zeigen, dass A C X genau dann nirgends dicht ist, wenn
es fiir jede nichtleere offene Teilmenge U C X eine nichtleere offene Teilmenge V' C X
gibt, sodass V C U und V N A = () gilt. Dann verwenden Sie diese Bedingung.

Sei P(N) die Menge aller Teilmengen von N und {0, 1}V die Menge aller Funktionen
f: N — {0, 1}. Konstruieren Sie eine bijektive Funktion {0, 1} — P(N). Beschreiben
Sie grob, wie man eine bijektive Funktion {0, 1} — R konstruieren kann (“Dezimal-
entwicklung zur Basis 2”).

Beweisen Sie, dass es keine surjektive Funktion N — {0, 1} gibt.

Anleitung: Fiir eine Funktion ® : N — {0, 1} konstruiert man eine Funktion f :
N — {0,1}, die nicht im Bild von ® liegen kann. (“Diagonalargument”)

Sei T die Niemytzki—Topologie auf der oberen Halbebene H aus Beispiel (11). Zeigen
Sie, dass der topologische Raum (H,7) ein AA1-Raum ist. Zeigen Sie weiters, dass
die Menge aller Punkte in H mit rationalen Koordinaten dicht in (H,7), und damit
(H,T) separabel ist.

Sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass A genau
dann abgeschlossen ist, wenn jeder Haufungspunkt von A schon in A liegt.

Anleitung: Man folgert direkt aus den Definitionen, dass jeder Beriihrungspunkt von
A, der kein Haufungspunkt ist, schon in A liegen muss.

Fiir die Teilmenge A := {(z,y) : 0 < 2 < 1,0 < y < 1} C R? bestimmen Sie das
Innere A°, den Abschluss A und den Rand 0A.

Betrachten Sie den metrischen Raum (¢>°,d) aus Beispiel (14) und die Teilmenge
A={(zn)nen : IN € N:Vn > N : x,, = 0} aller endlichen Folgen. Beweisen Sie, dass
der Abschluss A gerade die Teilmenge ¢ der Nullfolgen aus Beispiel (14) ist.

Sei T die Niemytzki-Topologie auf der oberen Halbebene H aus Beispiel (11). Bewei-
sen Sie, dass (H,T) kein AA2-Raum ist, und schlieen Sie daraus und aus Beispiel
(21), dass (H,T) nicht metrisierbar ist.

Anleitung: Fiir jeden Punkt der Teilmenge A := {x = (21,0) : 23 € R} C H ist
die Menge W, . aus Beispiel (11) eine offene Teilmenge von H, die A nur im Punkt x
schneidet. Ist B eine Basis fiir 7, dann muss es zu jedem x € A ein Element von B
mit dieser Eigenschaft geben, was fiir abzéhlbares B unmdglich ist.

Seien X und Y topologische Rdume. Zeigen Sie, dass fiir eine Funktion f : X — Y
die folgenden Bedingungen #dquivalent sind.
(a) f ist stetig.
(b) Fiir jedes B C Y ist f~1(B°) C (f~*(B))°.
S )

(c) Fiir jedes B C Y ist f~1(B)
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Sei f : R — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass der Graph Gy := {(t, f(t)) : t €
R} von f eine abgeschlossene Teilmenge von R? ist.

Anleitung: Finden Sie eine stetige Funktion F' : R* — R, die G als Nullstellenmenge
hat.

Sei a < b € R und P die Menge aller Partition von [a, b], also aller Tupel (o, ..., z,)
mitn e Nunda=2y <21 < - < 2,1 <z, =b. Beweisen Sie, dass die Relation
(Yo -+ Ym) < (2o, ...,x,) genau dann, wenn m < n und fir jedesi =1,...,m — 1

gibt es ein j, sodass y; = z;, (“Verfeinerung”) P zu einer gerichteten Menge macht.

Zeigen Sie, dass die Inklusion die Menge A aller endlichen Teilmengen von R zu einer
gerichteten Menge macht. Fiir A € A definiert man x4 : R — R durch y4(t) = 0
fir t € A und xa(t) =1 fiir t ¢ A. Beweisen Sie, dass das Netz (ya)aca punktweise
gegen die Nullfunktion konvergiert, also das Netz (x4(t))aca fiir jedes t € R gegen
Null konvergiert.

Sei R® der Raum aller Funktionen f : R — R. Sei £ C R® die Menge aller Funktionen
Xa aus dem letzten Beispiel. Zeigen Sie: Ist (fx)ken eine Folge von Funktionen f :
R — R die punktweise gegen Null konvergiert, dann gibt es einen Index N € N, sodass
fr ¢ E fir all k > N gilt.

Anleitung: Wire die Folge f; immer wieder in F, dann wiirde man einen Punkt
to € R finden, sodass fi(tp) immer wieder gleich 1 wére.

Beweisen Sie, dass es keine stetige Funktion f : R — R gibt, sodass f(x) = sin(1/z)
fiir alle x # 0 gilt.

Sei (! die Menge aller reellen Folgen a = (ax)ren, die absolut summierbar sind, also
> ken lax] < oo erfiillen. Zeigen Sie, dass fiir a,b € €' auch die Folge (ay — bi)ren
absolut summierbar ist und dass d(a, b) :== >~ . lar — bi| eine Metrik auf ¢! definiert.

Betrachten Sie den Raum ¢! aus Beispiel (32) und eine Folge a = (ay) € ¢;. Fiirn € N
sei b" € {; die Folge, die entsteht indem man (ay) nach dem n—ten Glied “abschneidet”
und durch 0 fortsetzt. Betrachten Sie nun (b"),cy als Folge in ¢! und zeigen Sie, dass
diese Folge gegen a konvergiert.

Zeigen Sie, dass die metrische Topologie auf dem Raum ¢! aus Beispiel (32) separabel
ist und daher das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt.

Anleitung: Beweisen Sie, dass die endlichen Folgen mit rationalen Folgengliedern
dicht in ¢! liegen. Benutzen Sie dazu erst Bespiel (33) um eine beliebige absolut sum-
mierbare Folge durch eine endliche Folge zu approximieren, dann approximiere diese
durch eine Folge mit rationalen Gliedern.

Ein topologischer Raum X heifit ein Hausdorffraum, wenn zu je zwei Punkten x,y € X
Umgebungen U € U, und V' € U, existieren, die U NV = () erfiillen. Zeigen Sie, dass
in einem Hausdorffraum jede endliche Teilmenge abgeschlossen ist. Umgekehrt zeigen
Sie, dass es Rdume gibt, in denen jede endliche Teilmenge abgeschlossen ist, die aber
die Hausdorff-Eigenschaft nicht erfiillen.

Anleitung: Die kofinite Topologie auf einer unendlichen Menge liefert ein Gegenbei-
spiel.
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Beweisen Sie, dass Metrisierbarkeit eine topologische Eigenschaft ist, also fiir einen
metrisierbaren topologischen Raum X und einen zu X homdomorphen Raum Y auch
Y metrisierbar ist.

Sei X ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass eine Teil-
menge U C A genau dann Umgebung eines Punktes x € A beziiglich der Spurtopologie
ist, wenn es eine Umgebung U von z in X gibt, sodass U = U N A gilt. SchlieBen Sie
daraus direkt, dass Teilrdume von AAl-Raumen wiederum AA1 erfiillen.

Sei X ein AA2-Raum und A C X eine Teilmenge. Zeigen Sie, dass die Spurtopologie
auf A ebenfalls AA2 erfiillt und schlieen Sie daraus, das Teilrdume von separablen
metrisierbaren Rdumen separabel sind.

Anleitung: Man zeigt, dass fiir eine Basis B der Topologie von X die Familie {UNA :
U € B} eine Basis fiir die Spurtopologie ist.

Betrachten Sie die Niemytzki—Topologie auf der oberen Halbebene H aus Beispiel (11)
und den Teilraum A := {(x,0) : z € R} C H. Zeigen Sie, dass die Spurtopologie auf
A diskret ist und schlieffen Sie daraus, dass A nicht separabel ist.

Sei S% := {x € R3: ||z|| = 1} die Einheitssphére in R® und N := (0,0,1) € S? der
Nordpol. Bewiesen Sie, dass der topologische Raum S?\ { N} homdomorph zu R? ist.
Anleitung: (“stereographische Projektion”): Bilden Sie einen Punkt z € S?, x # N
auf den Schnittpunkt des Strahls von N durch x mit der x—y—Ebene ab (Zeichnung!).
Finden Sie eine explizite Formel fiir diese Funktion und fiir ihre Inverse und zeigen
Sie damit, dass man einen Homéomorphismus erhélt.

Sei f : X — Y eine Funktion zwischen topologischen Rdumen und U C X offen.
Zeigen Sie: Ist f|y stetig, dann ist f als Funktion von X nach Y stetig in jedem
Punkt x € U. Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass dies fiir allgemeine Teilmengen von
X nicht stimmt.

Beweisen Sie, dass es genau eine stetige Funktion f : R — R gibt, sodass f(x) =
xsin(1/x) fir alle x # 0 gilt.

Zeigen Sie, dass fiir einen topologischen Raum X und stetige Funktionen f,g: X — R
auch die Funktion max(f, g) : X — R, max(f, g)(x) := max{f(z), g(x)} stetig ist.

Anleitung: Betrachten Sie die Funktion R? — R, (r, s) — max{r, s}.

Sei X = [[;c; Xi das Produkt einer Familie von topologischen Réumen X; und pr; :
X — Xj die Projektion. Zeigen Sie, dass fiir eine offene Teilmenge U C X das Bild
pr;(U) € Xj offen ist.

Anleitung: Man verifiziert das zunéchst fiir die Elemente der Basis der Produktto-
pologie, die aus der definierenden Subbasis gewonnen wird.

Betrachten Sie N als gerichtete Menge und den topologischen Raum N, = N U {oc}
aus Punkt 3.9 der Vorlesung. Zeigen Sie, dass N, kompakt ist und schlieBen Sie
daraus, dass fiir eine Folge (2 )ren in einem topologischen Raum X, die gegen = € X
konvergiert, die Teilmenge {z, : k € N} U{z} C X kompakt ist.
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(46) Sei X ein kompakter topologischer Raum, Y ein Hausdorff Raum und f : X — Y eine
surjektive stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f eine Quotientenabbildung ist, also einen
Homoomorphismus & — Y induziert, wobei 21 ~ x5 genau dann, wenn f (1) = f(3).

Anleitung: Zeigen Sie, dass & kompakt ist und benutzen Sie das.

(47) Beweisen Sie, dass fiir einen normalen Raum X jeder Punkt € X eine Umgebungs-
basis aus abgeschlossenen Mengen besitzt.

(48) Sei X ein normaler topologischer Raum f : X — R eine stetige Funktion, A C X
abgeschlossen und U C X offen mit A C U. Beweisen Sie, dass es eine stetige Funktion
g: X — R gibt, sodass g(z) = f(x) fir alle z € A und g(x) = 0 fiir alle x ¢ U gilt.
Anleitung: Wenden Sie das Lemma von Urysohn auf A und X \ U an und multipli-
zieren Sie die resultierende Funktion mit f.

(49) Fiir topologische Rédume X und Y sei X x Y der Produktraum. Zeigen Sie, dass eine
Teilmenge W C X x Y genau dann offen ist, wenn es fiir jeden Punkt (z,y) € W
offene Umgebungen U von z in X und V von y in Y gibt, fiir die U x V C W gilt.

(50) Sei X ein kompakter und Y ein beiliebiger topologischer Raum und betrachte das
Produkt X x Y. Sei yp € Y ein fixer Punkt und W C X X Y eine offene Teilmenge,
die X x {yo} enthélt. Zeigen Sie (unter Benutzung von Beispiel (49)), dass es eine
offene Umgebung V' von yg in Y gibt, sodass X x V C U gilt.

(51) Betrachtem Sie den Raum (' = {a = (ag)ren © D ey lar| < 0o} aus Beispiel (32).
Zeigen Sie, dass die Einheitskugel {a € ' : 3~ _y|ax| < 1} nicht kompakt ist.
Anleitung: Fiir k € N sei e* = (ef)seny definiert durch ef = 1 und ef = 0 fiir £ # k.
Zeigen Sie, dass die Folge (e*)ren keinen Hiufungswert haben kann.

(52) (“the topologist’s sine-curve”) Sei A = {(t,sin(7) : t € R,t < 0} C R? und sei
B = AU{(0,t) : =1 <t < 1} (Zeichnung!). Zeigen Sie, dass B zusammenhéngend ist.
Anleitung: Zeigen Sie zunéchst, dass A zusammenhéngend ist, dann benutzen Sie
das Resultat {iber den Zusammenhang von Abschliissen.

(53) Sei A C R eine Teilmenge, sodass fir z,y € A mit x < y immer [z,y] C A gilt. Zeigen
Sie, dass A selbst ein Intervall ist.

(54) Eine Funktion f : X — Y zwischen topologischen Réumen heifit lokal konstant, wenn
jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U besitzt, sodass f(y) = f(z) fiir alle y € U
gilt. Zeigen Sie, dass jede lokal konstante Funktion f : X — Y stetig ist und dass f
auf jeder Zusammenhangskomponente von X konstant ist.

(55) Vervollsténdigen Sie die Beweisteile tiber die Dichtheit von ¢(M) und die Vollstandig-

keit von M aus dem Beweis fiir die Existenz der Vervollstéindigung eines metrischen
Raumes aus der Vorlesung.



