Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik

Franz Hofbauer

Diese Vorlesung bringt eine elementare Einfithrung in die Wahrschein-
lichkeitstheorie ohne Verwendung der Maftheorie. Sie besteht aus drei
Teilen. Im ersten Teil wird Wahrscheinlichkeit und bedingte Wahr-
scheinlichkeit definiert und grundlegende Formeln zum Rechnen mit
Wabhrscheinlichkeiten hergeleitet. Im zweiten Teil geht es um Zufalls-
variable und deren Verteilungen. Unabhangigkeit von Zufallsvaria-
blen, Erwartungswert, Varianz und Korrelationskoeffizient werden be-
handelt sowie Formeln zum Rechnen mit Wahrscheinlichkeitsdichten.
Dabei wird mit dem Riemannintegral gearbeitet. Es werden jedoch
nicht immer alle fiir das Rechnen mit dem Riemannintegral notwendi-
gen Voraussetzungen formuliert (diese wiren manchmal umstéandlich),
sodass manches Integral eigentlich als Lebesgueintegral interpretiert
werden miisste. Der dritte Teil bringt einige Resultate iiber moment-
erzeugende und charakteristische Funktionen (Laplace- und Fourier-
transformation) und deren Anwendungen in der Wahrscheinlichkeits-
theorie. Insbesondere werden die Konvergenz in Verteilung und der
zentrale Grenzwertsatz behandelt. Der vierte Teil gibt eine Einfithrung
in die Statistik. Es werden Parameterschatzer, Konfidenzintervalle,
statistische Tests, Varianzanalyse und lineare Regression behandelt.



I. Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

1. Ereignisse und deren Wahrscheinlichkeit

Ein Zufallsexperiment hat verschiedene moglichen Ausfille. Beispiele flir Zufallsexperi-
mente sind das Werfen eines Wiirfels oder die Lottoziehung. Die moglichen Ausfélle beim
Wiirfeln sind die Augenzahlen 1 bis 6.

Ein Ereignis kann man durch Worte beschreiben oder als Menge darstellen. Wahlt man die
Mengendarstellung, dann fasst man die Menge aller moglichen Ausfélle des Zufallsexperiments
zu einer Menge ) zusammen. Die Teilmengen von 2 sind dann die Ereignisse. Ist A C (Q,
dann tritt das Ereignis A genau dann ein, wenn das Zufallsexperiment einen Ausfall liefert,
der in A liegt. Beim Zufallsexperiment Wiirfeln ist Q@ = {1,2,3,4,5,6}. Das Ereignis “gerade
Zahl wiirfeln” ist die Teilmenge {2,4,6}.

Entsprechend kann man auch die Mengenoperationen interpretieren. Sind A C 2 und
B C Q) Ereignisse, dann ist AN B das Ereignis, dass sowohl A als auch B eintritt. Der Ausfall
des Zufallsexperiments liegt ja genau dann in A N B, wenn er sowohl in A als auch in B
liegt. Analog kann man andere Mengenoperationen interpretieren. Wir tun das in folgender
Tabelle. Es wird auch die logische Schreibweise angegeben, die man verwendet, wenn man
Ereignisse nicht als Mengen darstellt.

logische Schreibweise Mengenschreibweise ist das Ereignis, dass
AANB ANB A und B eintreten
AV B AUB A oder B oder beide eintreten
—A Ac=Q\ A A nicht eintritt
AN-B A\ B A eintritt, aber B nicht
Die Ereignisse A, Ao, ..., A, heiflen unvereinbar, wenn keine zwei dieser Ereignisse gle-

ichzeitig eintreten konnen. Verwendet man Mengendarstellung, dann bedeutet das, dass keine
zwei dieser Ereignisse ein gemeinsames Element haben, somit die Mengen A, As,..., A,

paarweise disjunkt sind.

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A ist ein Ma#f fiir die Haufigkeit, mit der das Ereig-
nis eintritt. Wir definieren die Wahrscheinlichkeit als Grenzwert der relativen Haufigkeiten.
Wir wiederholen das Zufallsexperiment k£ Mal und zéhlen, wie oft das Ereignis A eintritt.
Die Anzahl der Wiederholungen des Zufallsexperiments, bei denen A eintritt, bezeichnen wir
mit Ni(A). Der Quotient w ist dann die relative Haufigkeit des Ereignisses A bei k
Wiederholungen. Als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A definieren wir

. Ni(4)
P(A) = lim ——=
A=
wobei wir die Existenz des Grenzwertes einfach annehmen. Wegen 0 < Ni(A) < k folgt

0< N’“T(A) < 1 und daraus 0 < P(A) < 1. Die leere Menge ist das Ereignis, das nie eintritt.
Daher gilt N(0) = 0, woraus P()) = 0 folgt. Die Menge € ist das Ereignis, das immer
eintritt. Daher gilt N () = k, woraus P(2) = 1 folgt.
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Satz 1 (Additionssatz) Die Ereignisse A, As, ..., A, seien unvereinbar (disjunkt), das heift
keine zwei dieser Ereignisse konnen gleichzeitig eintreten. Dann gilt

P(Ai1UA2U---UA,) =P(A1) + P(A2) + - + P(4y)

wobei wir die Mengenschreibweise verwendet haben. Genauso konnte man statt U auch V
schreiben.

Beweis: Wir wiederholen das Zufallsexperiment k& Mal. Die Anzahl der Wiederholungen,
bei denen A; eintritt, ist Ni(A;). Die Anzahl der Wiederholungen, bei denen As eintritt, ist
Ni(As) und so weiter. Daher ist Ni(A1)+ Ni(A2)+-- -+ Ni(A,) die Anzahl der Wiederhol-

ungen, bei denen eines der Ereignisse Ay, Ao, ..., A, eintritt. Das kann man als mindestens
eines oder genau eines verstehen. Beides ist richtig, da wir voraussetzen, dass bei keiner
Wiederholung mehr als eines der Ereignisse Aq, Ao, ..., A, eintreten kann.

Andererseits ist Ay U A U---U A, gerade das Ereignis, dass mindestens eines der Ereignisse
Aq, Ag, ..., A, eintritt. Daraus folgt

Nk(Al UAdsU--- UAn) = Nk(Al) + Nk(Ag) + e+ Nk(An)

Dividiert man durch k£ und lasst k gegen oo gehen, so folgt das gewiinschte Resultat. U

Satz 2: Seien A und B Ereignisse. Dann gilt
(a) P(A\ B) =P(A) - P(AN B)
BCA = P(A\B)=P(A)—P(B)
BCc A = P(B) <P(A)
P(A°) =1-P(A)

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
D) P(AUB) < P(4) + P(B)
Beweis: (a) Die Ereignisse A\ B und AN B sind disjunkt. Thre Vereinigung ist A. Aus dem
Additionssatz folgt daher P(A) = P(A\ B) + P(AN B) und (a) ist gezeigt.
(b) Ist B C A, dann gilt AN B = B. Aus (a) folgt P(A\ B) = P(A) — P(B). Das ist (b).
(c) Wegen (b) gilt P(A) — P(B) = P(A\ B). Wegen P(A\ B) > 0 ist (c) gezeigt.
(d) Die Mengen A und A€ sind disjunkt und ihre Vereinigung ist ). Der Additionssatz ergibt
P(A) +P(A°) = P(©2). Wegen P(Q2) =1 folgt P(A°) =1 — P(A) und (d) ist gezeigt.
(e) Die Ereignisse B und A\ B sind disjunkt. Thre Vereinigung ist AU B. Der Additionssatz
ergibt P(AUB) = P(B)+P(A\ B). In (a) wurde P(A\ B) = P(A) —P(AN B) gezeigt. Setzt
man das ein, so hat man bereits (e).
(f) Wegen P(AN B) > 0 folgt (f) aus (e). O

2. Gleichwahrscheinliche Ausfalle

Bei vielen Zufallsexperimenten haben alle Ausfille die gleiche Wahrscheinlichkeit. Beispiele
dafiir sind das Werfen eines fairen Wiirfels und die Lottoziehung. Fiir eine endliche Menge
X sei |X| die Anzahl der Elemente von X. Der folgende Satz fiihrt das Berechnen der
Wahrscheinlichkeit auf das Abzéhlen der Elemente von Mengen zurtick.

Satz 3: Die Menge ) aller Ausfélle eines Zufallsexperiments sei endlich. Sind alle Ausfélle
gleich wahrscheinlich, dann gilt P(A) = |A|/|Q] fiir alle A C Q.

Beweis: Sei ¢ die Wahrscheinlichkeit, mit der jeder der Ausfille eintritt, oder genauer,
mit der jedes Ereignis, das nur aus einem Ausfall besteht, eintritt. Sei A C {2 ein beliebiges
Ereignis und k& = |A| die Anzahl der Elemente von A. Seien Ay, A,, ..., Aj die einelementigen
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Teilmengen von A. Da diese disjunkt sind und ihre Vereinigung A ist, folgt aus dem Addi-
tionssatz, dass P(A) = P(A;) + P(A42) + - - - + P(A) gilt. Da die Ereignisse A; einelementig
sind, gilt P(A;) = ¢ fiir 1 < j < k. Es folgt P(A) = gk = ¢|A]|.

Fir A = Q heifit das P(Q) = ¢|Q2]. Wegen P(Q2) = 1 folgt ¢ = ﬁ Damit ist P(A) = ¢q|A| =
|A|/]€2] gezeigt. O

Mit Hilfe dieses Satzes und Formeln aus der Kombinatorik kann man Beispiele rechnen.

Beispiel 1: Es wird mit 2 Wiirfeln gewiirfelt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, Augen-
summe 5 zu erhalten? Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine 6 auftritt?

Wirft man zwei Wiirfel gleichzeitig, so nimmt man unterscheidbare Wiirfel (einen roten
und einen griinen). Die Ausfille des Zufallsexperiments sind dann Paare von Augenzahlen,
wobei die Augenzahl des roten Wiirfels an die erste Stelle und die Augenzahl des griinen
Wiirfels an die zweite Stelle geschrieben wird. Dadurch erhélt man gleichwahrscheinliche
Ausfille. Wir kénnen Satz 3 anwenden. Die Ausfallsmenge 2 ist dann {(4,7) : 1 <14,j < 6}.
Sie hat 62 = 36 Elemente.

Das Ereignis “Augensumme 5” ist die Menge aller Paare von Augenzahlen, deren Summe 5

ist. Wir erhalten A = {(1,4),(2,3),(3,2), (4,1)}. Das ergibt P(A) = {5} = 5.
Die Menge A = {(1,6),(2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (6,6), (6,1),(6,2), (6,3), (6,4), (6,5)} stellt

das Ereignis “mindestens eine 6” dar. Das ergibt P(A) = ;A;' = %.

Beispiel 2: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Lotto 6 aus 45 von den sechs
Zahlen, die ich getippt habe, genau fiinf gezogen werden?

Jetzt ist die Ausfallsmenge €2 die Menge aller ungeordneten Stichproben vom Umfang 6, also
die Menge aller 6-elementigen Teilmengen aus der Menge der ersten 45 natiirlichen Zahlen.
Somit ist | = (465). Das Ereignis “genau 5 meiner getippten Zahlen werden gezogen”
ist die Menge A aller 6-elementigen Teilmengen, die fiinf der 6 getippten und eine der 39
nicht getippten Zahlen enthalten. Es gibt (g) fiinfelementige Teilmengen aus den getippten

Zahlen und (319) einelementige Teilmengen aus den nicht getippten Zahlen. Daraus folgt
__ (6 (39 : _ A (B))
|Al = (2) (). Wir erhalten P(A) = o = 5(4T;
Beispiel 3: In einer Schachtel sind 7 rote, 5 griine und 8 blaue Kugeln. Es werden zufallig
9 Kugeln ohne Zuriicklegen (eine 9-elementige Teilmenge) gezogen. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, 2 rote, 3 griine und 4 blaue Kugeln zu ziehen?
Die Ausfallsmenge (2 ist die Menge aller 9-elementigen Teilmengen einer 20-elementigen
Menge. Somit ist |Q = (290). Das gefragte Ereignis ist die Menge A aller 9-elementigen
Teilmengen, die 2 rote, 3 grine und 4 blaue Kugeln enthalten. Da es (;) 2-elementige
Teilmengen aus den 7 roten Kugeln, (g) 3-elementige Teilmengen aus den 5 griinen Kugeln

und (Z) 4-elementige Teilmengen aus den 8 blauen Kugeln gibt, erhalten wir |A| = (;) (g) (Z).
7\ (5)\ (8
Daraus ergibt sich dann P(A) = % = %
9

3. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wir fiithren ein Zufallsexperiment durch und interessieren uns dafiir, ob das Eintreten eines
Ereignisses B ein anderes Ereignis A begiinstigt. Dazu wiederholen wir das Zufallsexperi-
ment k Mal. Wir berticksichtigen jedoch nur die Wiederholungen, bei denen das Ereignis B
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eintritt. Unter diesen zdhlen wir die Héufigkeit des Ereignisses A. Diese ist die Anzahl der
Wiederholungen, wo A und B eintreten, also Ni(A N B). Die bedingte relative Haufigkeit
des Eintretens von A unter B ist dann Ny (AN B)/Ny(B), da ja nur die Wiederholungen des
Zufallsexperiments beriicksichtigt werden, bei denen B eintritt. Lasst man k gegen oo gehen,
so erhalt man wieder eine Wahrscheinlichkeit, diesmal die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A unter der Bedingung B (oder gegeben B), die mit P(A|B) bezeichnet wird.
Wir definieren N (AN B)
k
Mit Hilfe der Definition der Wahrscheinlichkeit erhalten wir dann
%Nk(AﬂB) P(AN B)

P(A|B) = lim =
k—oo 1+ Ng(B) P(B)
Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) = PUAAB) st eine Mafzahl fiir die Hiufigkeit des

P(B)

Eintretens des Ereignisses A unter der Bedingung, dass auch das Ereignis B eintritt. Dabei
wird immer vorausgesetzt, dass P(B) > 0 gilt. In den Anwendungsbeispielen werden Wahr-
scheinlichkeiten oft mit Hilfe von bedingten Wahrscheinlichkeiten berechnet.

Satz 4 (Multiplikationssatz) Fiir Ereignisse Ay, As, ..., A, gilt
P(AiNnAan---NA,) =P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 N A2) ... P(A,J]A1NAsN - N A1)

Es wird dabei vorausgesetzt, dass die Ereignisse, die als Bedingungen auftreten, Wahrschein-
lichkeit > 0 haben.

Beweis: Aus der Definition folgt P(As]A41) = % P(A3|A1 N Ag) = % und

so fort bis P(A4,|A1 NA;N---NA,_1) = P(ﬁ(lgfr‘f;m?ﬁ"g:iﬁ;”). Setzt man das in die rechte

Seite der Formel ein, so kiirzt sich alles weg, es bleibt nur die linke Seite iibrig. U

Typische Anwendungsbeispiele fiir den Multiplikationssatz sind geordnete Stichproben.
Dazu gehort auch wiederholtes Wiirfeln und Miinzenwerfen.

Beispiel 4: Aus der Buchstabenmenge ANANAS werden der Reihe nach drei Buchstaben
ohne Zuricklegen gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, ANA zu ziehen?

Sei A1 =“erster Zug ist A”, Ay =“zweiter Zug ist N” und Az =“dritter Zug ist A”. Gesucht
ist P(Al N A2 N Ag) Aus Satz 4 fOlgt P(Al N AQ N A3) P(Al) (AQ’A ) (Ag’Al N AQ)
P(A;) = Wahrscheinlichkeit, aus ANANAS ein A zu ziehen = %
P(A2|A;) = Wahrscheinlichkeit, dass der zweite Zug N ist, wenn der erste A war
= Wahrscheinlichkeit, aus NANAS ein N zu ziehen = %
P(As]A1NAs) = Wahrscheinlichkeit, dass dritter Zug A ist, wenn vorher AN gezogen wurde
= Wahrscheinlichkeit, aus ANAS ein A zu ziehen = £

i
Wir erhalten somit P(4; N A; N Az)=2.2.2 =1,

Beispiel 5: Aus einer Menge von drei schwarzen, zwei blauen und einer roten Kugel wird
solange ohne Zuriicklegen gezogen, bis eine schwarze Kugel kommt. Wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit, die rote Kugel zu ziehen?

Das gesuchte Ereignis lasst sich in drei Ereignisse zerlegen, die den Zugfolgen R, BR und

BBR entsprechen Nach Satz 4 haben diese Zugfolgen die Wahrscheinlichkeiten & G % . % = %
und 5% 1= g5- Die Summe dieser Wahrscheinlichkeiten ist nach den Addltlonssatz die
Wahrschemhchkelt des gefragten Ereignisses. Sie ist somit & 5T 35 30 + 60 = i.
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Beispiel 6: Wie grof} ist beim Lotto die Wahrscheinlichkeit, dass 5 der 6 von mir getippten
Zahlen gezogen werden, und die sechste getippte Zahl als Zusatzzahl gezogen wird?

Sei A das Ereignis “5 der 6 getippten Zahlen werden gezogen” und B das Ereignis “die
sechste getippte Zahl wird als Zusatzzahl gezogen”. Gesucht ist P(ANB) = P(A)P(B|A). In
Beispiel 2 wurde P(A) = (g) (319) / (465) berechnet. Weiters ist P(B|A) die Wahrscheinlichkeit,
die sechste getippte Zahl zu ziehen, wenn bei den vorhergehenden sechs Ziigen bereits finf
getippte Zahlen gezogen wurden, das heif3t aus 39 Zahlen die sechste getippte Zahl zu ziehen.

Diese Wahrscheinlichkeit ist 55. Somit haben wir P(AN B) =P(4) - 55 = (g) / (465).

Weitere wichtige Formeln zum Rechnen von Beispielen sind die Formel fiir die totale Wahr-
scheinlichkeit und die Formel von Bayes.

Definition: Man sagt, die Ereignisse By, Bo, ..., B, bilden eine Zerlegung der Ausfallsmenge
() wenn sie paarweise disjunkt sind und wenn U;L:1 B; = Q gilt.

Bemerkung: Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent
(1) Die Ereignisse By, Ba, ..., B, bilden eine Zerlegung von ).
(2) Genau eines der Ereignisse By, Bs, ..., B, tritt ein.

Satz 5: Seien Bi, Bs,...,B, Ereignisse, die Wahrscheinlichkeit > 0 haben und eine Zer-
legung von ) bilden. Fiir ein Ereignis A C ) gilt dann

(a) P(A) =P(A|B)P(By) + P(A|B2)P(Bz) + - -- + P(A[B,)P(By)

(b) P(Bj|A) = HAZIEED fiir 1 < j < n, wenn P(A) >0

Man nennt (a) die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit und (b) die Formel von Bayes.

Beweis: Fiir (a) verwenden wir zuerst die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und
erhalten Y 7| P(A|B;)P(B;) = >.7_; P(AN B;). Da die Ereignisse B; paarweise disjunkt
sind, sind es auch die Ereignisse AN B; und es folgt >°7_ | P(ANB;) = P(U;_,(AN B;)) aus
dem Additionssatz. Wegen (J;_, B; = Q erhalten wir J;_,(ANB;) = AnUj_, B; = A und
(a) ist bewiesen.

Es gilt P(B;]A) = “$204 und P(ANB;) = P(A|B;)P(B;) nach der Definition der bedingten

Wahrscheinlichkeit. Setzt man die zweite Formel in die erste ein, dann hat man (b). U

Beispiel 7: Eine Versicherung teilt die Autofahrer in zwei Typen ein, in Risikofahrer und
in Sicherheitsfahrer. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Sicherheitsfahrer in einem Jahr (Ver-
sicherungsperiode) einen Unfall hat, ist 0.06. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Risikofahrer in
einem Jahr einen Unfall hat, ist 0.6. Die Versicherung weifl aus Erfahrung, dass % der Auto-
fahrer Sicherheitsfahrer und % der Autofahrer Risikofahrer sind. Ein Autofahrer schlieit eine
Versicherung ab (man sieht ihm natiirlich nicht an, von welchem Typ er ist). Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit, dass er néchstes Jahr einen Unfall haben wird?

Sei B; das Ereignis, dass der Autofahrer ein Sicherheitsfahrer ist, und By das Ereignis, dass
der Autofahrer ein Risikofahrer ist. Es tritt genau eines dieser beiden Ereignisse ein, sodass
Bj und B; eine Zerlegung von Q bilden. Es gilt P(B;) = 2 und P(B;) = §.

Gefragt ist nach der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass der Autofahrer im nachsten
Jahr einen Unfall hat. Wenn der Autofahrer ein Sicherheitsfahrer ist, dann ist diese Wahr-
scheinlichkeit 0.06, das heifit P(A|B;) = 0.06. Wenn der Autofahrer ein Risikofahrer ist,
dann ist diese Wahrscheinlichkeit 0.6, das heifit P(A|B3) = 0.6. Die Formel fiir die totale
Wahrscheinlichkeit ergibt P(A) = P(A|By)P(By)+P(A|B2)P(Bz) = 0.06-3+0.6- = 0.15.
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Unfall im néchsten Jahr betragt also 0.15.
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Beispiel 8: Seit sich der Autofahrer aus dem letzten Beispiel versichern lief}; ist ein Jahr
vergangen. Es hat sich herausgestellt, dass er einen Unfall hatte. Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Autofahrer ein Risikofahrer ist?

Wir wissen, dass der Autofahrer einen Unfall hatte. Gefragt ist daher die bedingte Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass er ein Risikofahrer ist. Verwendet man die Bezeichnung aus dem
letzten Beispiel, dann ist das die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Bz|A).

Die Formel von Bayes besagt P(Bz|A) = %. Aus dem letzten Beispiel wissen wir

P(A|B2)P(Bs) = 0.6 - ¢ = 0.1 und P(A4) = 0.15. Wir erhalten P(B;|4) = &L = 2. Nach

diesem Unfall ist der Autofahrer mit Wahrscheinlichkeit % ein Risikofahrer.

Zwei Ereignisse A und B sind unabhéngig, wenn das eine das andere nicht beeinflusst.
Unter den Wiederholungen des Zufallsexperiments, bei denen B eintritt, wird A genauso
haufig auftreten, wie unter allen Wiederholungen insgesamt. Das fiihrt zu

Definition: Zwei Ereignisse A und B heilen unabhéngig, wenn P(A|B) = P(A) gilt, das
heifit P(AN B) = P(A)P(B).

Definition: Sei n > 2. Dann werden die Ereignisse Aq, Ao, ..., A, unabhéingig genannt,
wenn P(Azl N AiQ N---N Azk) = P(Azl)P(Azz) NN P(Azk) fir alle Teilmengen {il, ig, e ,Zk}
von {1,2,...,n} mit k > 2 gilt.

Satz 6: Die Ereignisse Ai, Ao, ..., A, seien unabhingig. Dann sind auch die Ereignisse
A, Ao, ..., A, unabhingig. Die Ereignisse Ai, As,..., A, bleiben unabhangig, wenn man
einige dieser Ereignisse oder auch alle durch ihre Komplemente ersetzt.

Beweis: Sei {i1,i2,...,it} eine Teilmenge von {1,2,...,n}, die 1 nicht enthélt. Nach
Voraussetzung gilt dann P(A;; N A4;, Nn---NA;,) = P(4;,)P(A;,)...P(A;,). Ebenso gilt
P(AyNnA, NA,Nn---NA;,) = P(A)P(A;,)P(Ai,) ... P(A4;,). Aus Satz 2 erhalten wir
P(ASNA;,NA,N---NA;,)=PA;,NA,N---NA;,)—P(AiNA, NA,N---NA,;,) und
P(Aff) =1- P(Al), sodass P(A{l: N Ail ﬂAi2 N---N Azk) == P(Ai:)P(AZI)P(AZQ) NN P(Azk) mit
Hilfe obiger Gleichungen folgt. Damit haben wir alle fiir die Unabhangigkeit der Ereignisse
A, Ag, ..., A, notwendigen Gleichungen erhalten. Die zweite Aussage des Satzes folgt durch
wiederholtes Anwenden der ersten. U

4. Axiome fir die Wahrscheinlichkeit

Mit der Wahrscheinlichkeit, die wir eingefiihrt haben, hat man zwei Probleme. Der Ad-
ditionssatz fiir endlich viele Ereignisse, wie er im ersten Kapitel vorgekommen ist, ist nicht
allgemein genug, um darauf eine Wahrscheinlichkeitstheorie aufzubauen. Dazu kommt noch,
dass man bei iiberabzahlbarem () eine Wahrscheinlichkeit, die die fiir eine mathematische
Theorie notwendigen Eigenschaften hat, nicht mehr auf der ganzen Potenzmenge, das heifit
fir alle Teilmengen von (2, definieren kann. Um solchen Schwierigkeiten zu entkommen,
haben die Mathematiker den axiomatischen Zugang erfunden. Man listet die Eigenschaften
auf, die man braucht — diese heilen Axiome — und nennt dann alles, was diese Eigenschaften
erfiillt, eine Wahrscheinlichkeit.

Fir die Wahrscheinlichkeitstheorie haben sich folgende Axiome eingebiirgert.

Definition: Eine Teilmenge A der Potenzmenge von €2 heifit o-Algebra, wenn gilt
(a) Pe A

(b) AcA = A°c A

(C) AjE.A fir j>1 = U;ilAjEA
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Auf der Ausfallsmenge 2 legt man eine o-Algebra A fest. Die Mengen in A nennt man
Ereignisse. Fiir endliches oder abzéhlbares () ist A immer die ganze Potenzmenge.

Definition: Sei A eine o-Algebra. Eine Abbildung P : A — [0, 1] heit Wahrscheinlichkeit,
wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind

(a) P(0)=0und P(Q) =1

(b) sind Ay, Ag,--- € Amit A; N A; =0 fir i # j, dann gilt P(U,—; An) = > oo P(4y)

n=1

Man wahlt den Additionssatz in der Allgemeinheit, in der man ihn braucht, namlich
fiir abzahlbar viele Ereignisse, einfach als Axiom. Gilt er fiir abzahlbar viele Ereignisse
Ay, Ay, ..., dann folgt er auch fiir endlich viele, indem man A; = () setzt fir j > n. Alle
bisher bewiesenen Sétze gelten auch fiir die axiomatische Wahrscheinlichkeit, da sie nur auf
dem Additionssatz und der Gleichung P(€2) = 1 aufbauen, wobei die bedingte Wahrschein-

lichkeit durch die Formel P(A|B) = Pgé]r;;a) definiert wird.

Als Beispiel, das diese Axiome erfiillt, sei der diskrete Wahrscheinlichkeitsraum angefiihrt.
Von einem solchen spricht man, wenn €2 endlich oder abzahlbar und A die ganze Potenzmenge
von () ist. Eine Wahrscheinlichkeit kann man dann durch die Angabe von nichtnegativen
Zahlen py, fiir alle k € Q festlegen, wobei ), ., pr = 1 ist (py ist die Wahrscheinlichkeit, mit
der der Ausfall k auftritt). Fiir A C Q definieren wir P(A) = 3", _ 4 p. Klarerweise gilt dann
0 <P(A) <1 firalle A C Q und P(2) = 1. Wir interpretieren die leere Summe als 0 und
haben dann auch P(()) = 0. Sind Ay, As,--- C  paarweise disjunkt und A = U;; A;, dann
gilt P(A) = 32 caPk = 2721 2kea, Pk = 251 P(A4;), wobei man die Summe umordnen
darf, da alle p; > 0 sind. Damit haben wir alle Axiome nachgepriift.

Beispiele fiir Wahrscheinlichkeiten mit {iberabzahlbarer Ausfallsmenge €2 werden mit Meth-
oden aus der Mafitheorie konstruiert und konnnen daher hier nicht gegeben werden. Fiir
spater beweisen wir noch Folgerungen aus den Axiomen.

Satz 7 (Stetigkeitssatz) Seien Aj, As, As, ... Ereignisse.
(a) Wenn A,, C Apqq firn>1und A=, A, gilt, dann ist lim,_, P(4,) = P(A).
(b) Wenn A, D A4 fiirn >1und A=), A, gilt, dann ist lim,,_,., P(4,,) = P(A4).

Beweis: Um (a) zu zeigen, sei C; = A; und C,, = A, \ A, fir n > 2. Fir i < j gilt
Ci CA CAj_1und C;NA;_; =0, also auch C; N C; = (. Die Mengen C1,Cs, ... sind
paarweise disjunkt. Weiters gilt A = J;—, Ck, sodass P(A) = >~ | P(C}) aus den Axiomen
folgt. Ebenso gilt A, = [J;_,; Cx und daher auch P(4,) = > ;_, P(Ck). Somit haben wir
P(A4) =lim, 00 Y pq P(Ck) = lim,, oo P(4,,) und (a) ist gezeigt.

Um (b) zu zeigen, sei B, = A fir n > 1 und B = A°. Wegen A,, D A,y firn > 1
und A = (., A, folgt B, C B4y fir n > 1 und B = (J,_, B,. Aus (a) erhalten wir
dann lim,,_,. P(B,) = P(B). Wegen Satz 2(d) gilt P(B,,) = 1 — P(A4,) fir n > 1 und
P(B) =1—-P(A), woraus dann lim,,_,~, P(4,,) = P(A) folgt. Damit ist auch (b) gezeigt. O

Satz 8: Fiir beliebige Ereignisse Ay, Aa, As, ... gilt P(U,—; A,) <> 07 P(A,).

Beweis: Fiirn > 1sei B, = A, \ U;lz_ll Aj. Die Mengen By, Bs, ... sind paarweise disjunkt.

Aus den Axiomen folgt P(IU.~, Bn) = > oo P(B,). Wegen B,, C A, folgt P(B,) < P(A,)
aus Satz 2(c). Da auch |J.—, B, = U,— A, gilt, haben wir P(U,_; An) <> 07 P(A,). O

In den folgenden Kapiteln arbeiten wir mit einer Wahrscheinlichkeit, fiir die wir annehmen,
dass alle bisher bewiesenen Formeln gelten. Wir werden uns jedoch die Freiheit nehmen,
Ereignisse auf eine weniger schwerfallige Art als die Mengenschreibweise darzustellen.



I1. Zufallsvariable

1. Zufallsvariable und Verteilungsfunktion

Sind die Ausfille eines Zufallsexperiments Zahlen (zum Beispiel Anzahlen oder Messwerte),
dann verwendet man Zufallsvariable zur Darstellung von Ereignissen. Man bezeichnet den
Ausfall des Zufallsexperiments mit einer Variable (fiir die man iiblicherweise Grofbuchstaben
verwendet), und stellt Ereignisse durch Gleichungen, Ungleichungen und dergleichen dar.
Will man zum Beispiel die Qualitat von Glihbirnen priifen, so zieht man eine Zufallsstich-
probe. Sei X die Anzahl der defekten Glithbirnen in der Stichprobe. Das Ereignis “hochstens
k defekte Gliithbirnen in der Stichprobe” lasst sich dann als Ungleichung X < k schreiben.

Mit Zufallsvariablen kann man auch rechnen. Es gilt 3X+5 <11 < X < 2. Daher haben
die durch diese beiden Ungleichungen dargestellten Ereignisse dieselbe Wahrscheinlichkeit

PBX +5<11)=P(X <2)
Das Ereignis X < 3 ist das Komplementérereignis zu X > 3. Daher gilt wegen Satz 2 (d)
P(X <3)=1-P(X >3)
Esgilt X <3 & X <2V X €(2,3]. Aus dem Additionssatz folgt
P(X <3)=P(X <2)+P(X € (2,3])
da die beiden Ereignisse X < 2 und X € (2, 3] unvereinbar sind.

Man kann die durch Zufallsvariable dargestellten Ereignisse auch wieder in die Mengen-
darstellung tibersetzen. Dazu nimmt man an, dass im Hintergrund ein Zufallsexperiment mit
Ausfallsmenge (2 ablauft. Eine Zufallsvariable X wird dann als Abbildung von ) nach R
definiert. Die oben beschriebenen Ereignisse kann man dann als Teilmengen von €2 auffassen.
Zum Beispiel wird das Ereignis X < ¢ zur Menge {w € Q : X(w) < t}. Wir werden von dieser
Mengendarstellung jedoch keinen Gebrauch machen.

Um Methoden aus der Analysis anwenden zu konnen, fithren wir die Verteilungsfunktion
einer Zufallsvariable ein.

Definition: Die Abbildung F' : R — [0, 1] definiert durch F(t) = P(X < t) heifit Vertei-
lungsfunktion der Zufallsvariable X.

Satz 9: Sei F' die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable X. Dann gilt

(a) s<t = P(s< X <t)=F(t)— F(s) und F(s) < F(t) (F ist monoton wachsend)
(b) limy s F(t) = F(s) fiir alle s € R (F ist rechtsseitig stetig)

(¢) limy oo F(t) =1 und lim;,_o F(t) =0

Beweis: Sei s < t. Das Ereignis X < t tritt genau dann ein, wenn X < s oder s < X <t
eintritt, wobei die Ereignisse X < s und s < X < ¢ unvereinbar sind. Aus dem Additionssatz
folgt P(X <t) =P(X <s)+P(s <X <t). Wegen F(t) =P(X <t)und F(s) =P(X <)
ist damit P(s < X <t) = F(t) — F(s) gezeigt. Da eine Wahrscheinlichkeit immer > 0 ist,
haben wir auch F(s) < F(t) und (a) ist bewiesen.

Sei (tn)n>1 eine monoton fallende Folge mit lim,,_, ¢, = s. Die Ereignisse X < ¢,, bilden
dann eine monoton abnehmende Folge, die gegen das Ereignis X < s geht (deren Durchschnitt
das Ereignis X < s ist). Aus dem Stetigkeitssatz folgt lim,, . P(X <t,) = P(X <), das
heiflt lim,,_,o F'(t,) = F(s). Damit ist auch lim, s F'(t) = F(s) gezeigt. Das ist (b).

Sei (t,,)n>1 eine Folge in R, die monoton wachsend gegen oo geht. Die Ereignisse X < ¢,
bilden dann eine monoton aufsteigende Folge, die gegen das Ereignis X < oo geht (deren
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Vereinigung das Ereignis X < oo ist). Nun folgt lim,,_, P(X < t,) = P(X < o0) aus dem
Stetigkeitssatz. Da das Ereignis X < oo immer eintritt, heifit das lim,,_, F'(¢,) = 1. Damit
ist auch lim; o F'(t) = 1 gezeigt. Den Beweis von lim;, o, F/(t) = 0 erhalten wir, indem
wir s = —oo im Beweis von (b) setzen und beachten, dass das Ereignis X < —oo nie eintritt,
also Wahrscheinlichkeit 0 hat. Damit ist auch (c) bewiesen. O

Bemerkung: Sei F': R — [0, 1] eine Funktion, die die drei Eigenschaften aus Satz 9 erfiillt.
Man kann zeigen, dass dann eine Zufallsvariable X existiert, die F' als Verteilungsfunktion
hat. In der Maftheorie zeigt man, dass es fiir 2 = R eine o-Algebra B gibt, die alle Intervalle
enthélt, und eine Wahrscheinlichkeit P : B — [0, 1], sodass P((—oo,t]) = F(t) fir alle t € R
gilt. Definiert man X : R — R als Identitdt, dann gilt P({w : X(w) <t}) =P{w:w <t}) =
P((—oo,t]) = F(t) fir t € R, sodass X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F' ist.

In den Anwendungen hat man es praktisch immer mit diskreten oder kontinuierlichen
(stetigen) Zufallsvariablen zu tun, die wir jetzt definieren.

Definition: Eine Zufallsvariable X heif3t diskret, wenn sie Werte in einer endlichen oder
abzéhlberen Menge R annimmt. Fiir k € R definieren wir w(k) = P(X = k). Wir nennen R
den Wertebereich und w(k) mit k € R die Einzelwahrscheinlichkeiten der Zufallsvariablen X.

Kennt man die Einzelwahrscheinlichkeiten einer Zufallsvariablen oder hat sie mit Hilfe der
Methoden aus den letzten Kapiteln bestimmt, so kann man damit Wahrscheinlichkeiten von
Ereignissen berechnen.

Satz 10: Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich R und FEinzelwahrschein-
lichkeiten w(k) fiir k € R.

(a) Dann gilt w(k) >0 fiirk € Rund ), pw(k) = 1.

(b) Fiir BC R gilt P(X € B) = ZkeB w(k).

Beweis: Wir zeigen zuerst (b). Sei B = {ki,ka,ks,...}. Das ist eine endliche oder
abzahlbare Menge. Es gilt

XeB & X=k V X=k V X=kV ...
Da die rechtsstehenden Ereignisse unvereinbar sind, folgt aus dem Additionssatz
P(X€B)=P(X =k)+P(X =k) +P(X = k3) +--- = w(ky) +w(ke) +--- = > cpw(k)
Damit ist (b) gezeigt.
Die erste Aussage von (a) ist klar, da w(k) = P(X = k) eine Wahrscheinlichkeit und somit

> 0 ist. Setzt man B = R in (b), so folgt P(X € R) = >, pw(k). Da R alle moglichen
Werte von X enthélt, gilt P(X € R) = 1. Damit ist auch (a) gezeigt. O

Bemerkung: Sind w(k) mit £ € R die Einzelwahrscheinlichkeiten einer diskreten Zufalls-
variablen X und F deren Verteilungsfunktion, dann gilt F'(t) = P(X <t) =P(X € R;) =
> ker, W(k), wobei Ry = {k € R : k <t} gesetzt wurde. Daraus erkennt man, dass F' in
den Punkten k£ € R Sprungstellen mit Sprunghdhen w(k) hat und zwischen diesen Punkten
konstant ist.

Definition: Eine Zufallsvariable X heifft kontinuierlich, wenn eine integrierbare Funktion
f:R — [0,00) existiert, sodass P(X < t) = ffoo f(z)dx fur alle t € R gilt. Man nennt f
Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen X.

Kennt man eine Wahrscheinlichkeitsdichte einer Zufallsvariablen, so kann man damit Wahr-
scheinlichkeiten von Ereignissen berechnen.



10 Zufallsvariable

Satz 11: Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable und f : R — [0, 00) eine Wahrscheinlich-
keitsdichte von X. Dann gilt

) [T f@)dz =1
(b) fur ein Intervall B CRgilt P(X € B) = [ f(

Der Beweis folgt spéater, wo er gleich fiir den mehrdimensionalen Fall gegeben wird.

Bemerkung: Oft existiert ein Intervall W (das auch unbeschrénkt sein kann), sodass f > 0
im Innern von W und f = 0 auflerhalb des Abschlusses von W gilt. Wir nennen dann W den
Wertebereich von X. Es gilt ja P(X € W) = [i, f(z)dz = [ f(z)dz = 1, sodass X mit
Wabhrscheinlichkeit 1, das heifit immer, in W liegt.

Will man eine Wahrscheinlichkeitsdichte f einer Zufallsvariablen X berechnen, so berechnet
man zuerst die Verteilungsfunktion F(t) = P(X < ¢) fiir ¢t € R. Man erhélt dann eine
Wahrscheinlichkeitsdichte f als Ableitung von F.

Beispiel 9: Unabhéngig voneinander werden zwei Punkte a und b zuféllig im Intervall [0, 1]

gewahlt. Sei X das Minimum von a und b. Gesucht ist eine Dichte f von X.
Wir berechnen zuerst F'(t) = P(X < t). Die Ausfallsmenge unseres Zufallsexperiments ist
Q =10,1] x [0,1]. Das Ereignis X < ¢ entspricht der Teilmenge A = {(a,b) : min(a,b) <t}
von Q. Firt <0ist A=0. Firt>1ist A=Q. Fiwr 0 <t < 1list A=Q\ (¢ 1] x (¢ 1].
Fiir t < 0 gilt F(t) = P(0) = 0. Fiir t > 1 gilt F(t) = P(Q) = 1. Fiir t € [0,1) verwenden
wir die Formel P(A) = |A|/|}| fiir gleichwahrscheinliche Ausfille, wobei wir | | als Fléche
interpretieren, und erhalten F(t) = ﬂ = 2t — t2. Wir haben also F(t) = 0 fiir t < 0,
F(t) =2t —t?fir 0 <t < 1und F(t) = 1 fiir t > 1 gefunden. Wegen f(z) = F'(x)
ergibt sich f(x) =0 fir z ¢ [0,1) und f(z) = 2 — 2z fir z € [0,1). Der Wertebereich der
Zufallsvariablen X ist also das Intervall [0, 1].

Bemerkung: Wie man im letzten Beispiel den Funktionswert von f im Punkt 0 wahlt, spielt
keine Rolle. Das hat keinen Einfluf auf die mit Hilfe von f berechneten Wahrscheinlichkeiten,
da diese ja Integrale iiber f sind. Wahrscheinlichkeitsdichten sind nicht eindeutig bestimmt.
Andert man eine Wahrscheinlichkeitsdichte zum Beispiel in einem Punkt, dann ist sie immer
noch eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

2. Binomialverteilung und geometrische Verteilung

In diesem und den nachsten Kapiteln werden die wichtigsten Verteilungen behandelt. Wir
beginnen mit der Binomialverteilung.

Definition: Seien n > 1 und 0 < p < 1. Eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich
R =10,1,2,...,n} und Einzelwahrscheinlichkeiten

w(k) = (Z) PPl —p)"F fir keR
heifit binomialverteilt oder kurz B(n,p)-verteilt.

Satz 12: Eine Miinze, bei der W (=Wappen) mit Wahrscheinlichkeit p und Z (=Zahl) mit
Wahrscheinlichkeit 1 —p fallt, wird n Mal geworfen. Sei X die Anzahl mit der W unter diesen
n Wiirfen auftritt. Dann hat X die B(n,p)-Verteilung.

Beweis: Die moglichen Werte fiir die Anzahl, mit der W unter diesen n Wiirfen auftritt,
sind 0,1,2,...,n. Der Wertebereich von X ist also R = {0,1,2,...,n}.
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Wir berechnen w(k) = P(X = k) fiir k € R. Wir schreiben alle Folgen der Lange n auf, die
k Mal W und n — k Mal Z enthalten. Diese Folgen stellen die Teilereignisse dar, in die das
Ereignis X = k zerfallt. Nach dem Multiplikationssatz ist die Wahrscheinlichkeit jedes dieser
Teilereignisse ein Produkt aus n Faktoren, das £ Mal p und n — k Mal 1 — p enthalt, das heifit
p*(1 — p)"»~*. Nach dem Additionssatz ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X = k die
Summe der Wahrscheinlichkeiten der Teilereignisse, also (”) pF(1—p)"~*, da (2) die Anzahl

k
der die Teilereignisse darstellenden Folgen ist. Damit ist w(k) = P(X = k) = (})p"(1—p)"~*
fiir k € R gezeigt. Die Zufallsvariable X ist B(n,p)-verteilt. u

Beispiel 10: Bei einem Gliicksspiel ist 0.2 die Gewinnwahrscheinlichkeit. Wie oft muss man

spielen, damit man mit Wahrscheinlichkeit 0.95 mindestens 2 Gewinne erzielt?
Sei n die zu bestimmende Anzahl der Spiele. Sei X die Anzahl der Gewinne bei diesen
n Spielen. Nach Satz 12 hat X die B(n,0.2)-Verteilung. Es soll n so bestimmt werden,
dass P(X > 2) > 0.95 gilt. Das ist dquivalent zu P(X < 1) < 0.05. Es gilt P(X < 1) =
(5)0.2°0.8™ + (7)0.2'0.8"1. Gesucht ist n mit 0.8" + n-0.2-0.8""1 < 0.05. Die linke
Seite dieser Ungleichung ist gleich 0.057 fiir n = 21, gleich 0.048 fiir n = 22, gleich 0.040 fiir
n = 23 und gleich 0.033 fiir n = 24, wie man durch Probieren herausfindet. Somit geniigen
22 Spiele, um mit Wahrscheinlichkeit 0.95 mindestens 2 Spiele zu gewinnen.

Wir fithren noch eine weitere Verteilung ein, die mit Miinzenwerfen zu tun hat. Jetzt
werfen wir die Miinze solange, bis zum ersten Mal 7 fallt.

Definition: Sei 0 < p < 1. Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich R = {1,2,3,...} und
Einzelwahrscheinlichkeiten
w(k) =p* (1 -p) fir keR

heiflt geometrisch verteilt.

Satz 13: FEine Miinze, bei der W mit Wahrscheinlichkeit p und Z mit Wahrscheinlichkeit
1 — p auftritt, wird solange geworfen, bis Z fallt. Sei X die Anzahl der dafiir notwendigen
Wiirfe. Dann ist X geometrisch verteilt mit Parameter p.

Beweis: Die Anzahl der notwendigen Wiirfe kann 1,2,3,... sein. Der Wertebereich von X
ist daher R = {1,2,3,...}. Das Ereignis X = k tritt genau dann ein, wenn die ersten k — 1
Wiirfe W und der k-te Wurf Z ergibt. Nach dem Multiplikationssatz hat dieses Ereignis die
Wahrscheinlichkeit p*~!(1 — p). Somit gilt w(k) = P(X = k) = p*~1(1 —p) fiir k € R und X
ist geometrisch verteilt mit Parameter p. U

Beispiel 11: Man wiirfelt so lange, bis 6 kommt. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass
man hochstens 10 Mal wiirfeln muss?

Sei X die Anzahl der Wiirfe bis zum ersten Mal 6 auftritt. Gesucht ist P(X < 10). Nach
Satz 13 hat X die geometrische Verteilung mit p = %. Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

erhalten wir P(X < 10) = i&l(%)k—lé —1_ (%)10'

3. Poissonverteilung
In diesem Kapitel geht es um Ereignisse, die zu zufalligen Zeitpunkten eintreten.
Definition: Sei A > 0. Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich R = {0,1,2,...} und
Einzelwahrscheinlichkeiten .
w(k)=27e™ fir keR
heifit Poissonverteilt oder kurz P(\)-verteilt.
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Bei der Telefonauskunft treffen zu zufélligen Zeitpunkten Telefonanrufe ein. Wir legen
einen Zeitpunkt als Nullpunkt fest und bezeichnen die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall
[0,t] mit X. Da X eine Anzahl ist, ist R = {0,1,2,...} der Wertebereich von X.

Um die Einzelwahrscheinlichkeiten von X zu berechnen, miissen wir einige Annahmen
machen. Sei s > ¢ und n die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0, s]. Wir nehmen an, dass
jeder Anruf unabhéngig von den anderen rein zuféllig in einem Zeitpunkt im Intervall [0, s]
ankommt. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Anruf im Zeitintervall [0,¢] eintrifft, ist dann £
und die Wahrscheinlichkeit, dass er im Zeitintervall (¢, s] eintrifft, ist ST_t =1- é (entspricht
einem Minzenwurf, bei dem W mit Wahrscheinlichkeit § auftritt). Da X die Anzahl der
Anrufe im Zeitintervall [0,¢] ist, hat X die B(n, %)—Verteilung nach Satz 12. Wir halten
p = =, die durchschnittliche Anzahl der Anrufe pro Zeiteinheit, fest und lassen n und damit
auch s gegen oo gehen.

Satz 14: Die Zufallsvariable X sei B(n, ) verteilt. Wenn n und s gegen oo gehen, sodass
% = p fest bleibt, dann hat X im Grenzwert eine P(ut)-Verteilung.

Beweis: Wir berechnen w(k) = P(X k:) fur k; > 0.
POX =)= (81— £ = (()4(1 — syt
(“]:)k n(n—1).. (n k+1) (1 t) (1 %t)—k

= 1 und hmn_mo( ) = e M erhalten wir aus obiger

3

n(n—1)...(n—k+1)

nk

Wegen lim,,_,

Rechnung, dass lim, ., P(X = k) = %e_“t gilt. Das aber besagt, dass X im Grenzwert
die P(ut)-Verteilung hat. 0

Beispiel 12: Die Anzahl der Anrufe in einem Zeitintervall von ¢ Stunden sei P(ut)-verteilt
mit © = 12 Anrufen pro Stunde. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen 16.00
und 16.15 hochstens ein Anruf kommt? Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen
16.00 und 16.15 mindestens drei Anrufe kommen?

Sei X die Anzahl der Anrufe zwischen 16.00 und 16.15, das heiit X ist P(\)-verteilt mit
A=12. Z = 3. Daher gilt

P(X <1) = w(0) + w(l) = 31e3 + 3e73 = 4¢3 = 0.199

P(X>3)=1-P(X <2)=1—-w(0) —w(l) —w@) =1— (3 + 3 +3)e2 = 0.5768
Mit Wahrscheinlichkeit 0.199 kommt hochstens ein Anruf. Mit Wahrscheinlichkeit 0.577

kommen mindestens drei Anrufe.

Die Poissonverteilung wird fiir Ereignisse verwendet, die zu zufilligen Zeitpunkten ein-
treten, zum Beispiel fiir die Kunden, die ein Geschaft betreten, fiir die Defekte eines Gerates,
oder fiir die Schadensmeldungen, die bei einer Versicherung eintreffen.

4. Exponentialverteilung und Gammaverteilung

Jetzt kommen wir zu den kontinuierlichen Zufallsvariablen. In diesem Kapitel geht es um
Wartezeiten.

Definition: Sei A\ > 0. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich R™ und
Wahrscheinlichkeitsdichte

f(z) =Xe ™ fiir z € RT
heifit exponentialverteilt oder kurz F(\)-verteilt.
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Satz 15: Die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0,t] sei P(\t)-verteilt, wobei X die durch-
schnittliche Anzahl der Anrufe pro Zeiteinheit ist (siehe letztes Kapitel). Sei Y die Wartezeit
vom Zeitpunkt 0 bis zum ersten Anruf. Dann hat Y die E(\)-Verteilung.

Beweis: Seit > 0 beliebig und X die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0, ¢]. Die Wartezeit
auf den ersten Anruf ist genau dann < ¢, wenn im Zeitintervall [0,¢] mindestens ein Anruf
kommt. Das heifit das Ereignis Y < ¢ tritt genau dann ein, wenn das Ereignis X > 1 eintritt.
Daher gilt F(t) =P(Y <t)=P(X >1)=1-P(X =0) =1 — e *. Eine Dichte f von Y’
erhiilt man als Ableitung von F, nimlich f(x) = F’'(z) = X\e ™ >* fiir > 0. Die Wartezeit Y’
kann nicht negativ sein. Der Wertebereich der Zufallsvariablen Y ist daher RT und f(z) =

fiir x € R™. Die Wartezeit Y auf den ersten Anruf ist somit E(\)-verteilt. O

Wir untersuchen auch noch die Wartezeit auf den n-ten Anruf. Dazu definieren wir

Definition: Seien A > 0 und r > 0. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich
Rt und Wahrscheinlichkeitsdichte

flx) = F’\(T)xr le=?% fiir 2z ¢ RT
heifit gammavertellt oder kurz G(r, A)-verteilt. Dabei wird I'(r) = [~ y"~*e~¥dy so definiert,
dass [;° f(z)dz =1 gilt.

Fiir spezielle Werte von r kann man I'(r) explizit berechnen. Fir n € {1,2,3,...} gilt
I'(n)=(n—1)! und fir n € {0,1,2,...} gilt T(n+ 1) = %ﬁ

Die G(1, A)-Verteilung ist die F(\)- Vertellung Die G(Z, 1)-Verteilung spielt in der Statis-
tik eine wichtige Rolle und heiit dort y2-Verteilung.

Satz 16: Die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0,t] sei P(At)-verteilt. Sei Z die Wartezeit
vom Zeitpunkt 0 bis zum n-ten Anruf. Dann hat Z die G(n, \)-Verteilung.

Beweis: Seit > 0 beliebig und X die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0, t]. Die Wartezeit
Z auf den n-ten Anruf ist genau dann < ¢, wenn im Zeitintervall [0,¢] mindestens n Anrufe
kommen, das heif3t Z < ¢ tritt genau dann ein, wenn X > n eintritt. Daher gilt

Ft)=P(Z<t)=P(X>n)=1-P(X<n-1)=1-eM-Xe M- <(A;>”1)fe A
Eine Dichte f von Z erhélt man als Ableitung von F. Berechnet man diese, so kiirzen sich
alle bis auf einen Summanden weg. Man erhilt f(z) = ( ),a: e~ fiir x > 0. Da Z als

Wartezeit nur positive Werte annehmen kann, ist RT der Wertebereich von Z und f(z) = 0
fiir x < 0. Die Zufallsvariable Z ist somit G(n, \)-verteilt. O

5. Normalverteilung
Hat man es mit Groflen zu tun, die zufillig um einen festen Wert schwanken, zum Beispiel
mit Messfehlern behaftete Messwerte, dann verwendet man die Normalverteilung.
Definition: Sei ¢ € R und ¢ > 0. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich
R und Wahrscheinlichkeitsdichte
(z—w)?

f(z) = 21Me_ 202 fir z €R

heifit normalverteilt oder kurz N (u, o)-verteilt.
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Satz 17: Sei X eine Zufallsvariable. Sei Y = %, wobei a € R und b > 0 ist. Ist F' die
Verteilungsfunktion von X dann hat'Y die Verteilungsfunktion G(t) = F(bt+a). Hat X eine
Wahrscheinlichkeitsdichte f, dann hat auch Y eine, ndmlich g(x) = bf(bx + a).
Wenn X die N(p,o0)-Verteilung hat, dann hat Y = % die N(0, 1)-Verteilung.

Beweis: Esgilt P(Y < t) = P(¥:2¢ <t) = P(X < bt+a) = F(bt+a), sodass G(t) = F(bt+a)

die Verteilungsfunktion von Y ist. Hat X eine Wahrscheinlichkeitsdichte f, dann folgt aus
deren Definition G(t) = ffga fly)dy = ffoo f(bx + a)bdx, sodass g(x) = bf(bx + a) eine
Wahrscheinlichkeitsdichte von Y ist. Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

Fiir eine N(u,o)-verteilte Zufallsvariable X ist f(x) = ﬁe_(x_“)z/ 20% eine Wahrschein-

lichkeitsdichte. Nach dem ersten Teil des Satzes hat Y = % Wahrscheinlichkeitsdichte
g(x) = 0%6_(‘7%‘—“_”)2/202 = \/#276_9”2/2. Somit hat Y die N(0, 1)-Verteilung. O

Um die Wahrscheinlichkeitsdichte der N (0, 1)-Verteilung nicht immer ausschreiben zu miis-

CI72 .
sen, wurde dafiir eine Bezeichnung eingefiihrt. Man setzt p(x) = \/%76_7. Man kann zeigen,

1 _(x—p)?

dass [7 e dr = V2r ist, sodass [*_p(z)dz =1 gilt, woraus [ —e 27 da=1
folgt. Weiters bezeichnet man die Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Verteilung mit ®, das heifit
O(t) = fjoo e(z)dx fir alle t € R. Es gilt p(—z) = p(x) fir alle x € R. Daraus ergibt sich
O(—t) =1— P(¢) fir alle t € R.

6. Zufallsvektoren

Besteht der Ausfall eines Zufallsexperiments nicht aus einer, sondern aus mehreren Zahlen,
dann verwendet man Zufallsvektoren. Wir geben ein Beispiel. Das Zufallsexperiment ist die
Auswahl einer Person. Sei X; deren Korpergrofle und Xy deren Korpergewicht. Der Zu-
fallsvektor X = (X7, X5) beschreibt den uns interessierenden Ausfall des Zufallsexperiments.

Definition: Sei X = (X3, Xo,...,X,,) ein Zufallsvektor. Die Funktion F' : R™ — [0,1]
definiert durch F(ty,ta,...,t,) = P(X7 < t1, X2 < to,..., X, < t,) heiit Verteilungsfunk-
tion des Zufallsvektors X.

Bemerkung: Die Beistriche in P(X; < t1, X5 < t3,...,X,, < t,) bedeuten ein logisches
und. Man sollte eigentlich A schreiben. Jedoch ist diese Schreibweise mit Beistrichen iiblich.

Die Eigenschaften der Verteilungsfunktion behandeln wir nur fiir n = 2. Analoge Resultate
gelten auch fiir den Fall n > 2.

Satz 18: Sei F : R? — [0,1] die Verteilungsfunktion eines zweidimensionalen Zufallsvektors
X = (X41,X3). Sei B = (r1,51] X (rg, s2] mit m < s; und ro < sg ein Rechteck. Dann gilt
P(X S B) = F(Sl,SQ) — F(Sl,Tg) — F(?“1, 82) + F(Tl,’l“g).

Beweis: Das Ereignis {X; < s1, X2 < s} lésst sich in die beiden unvereinbaren Ereignisse
{r1 < X1 < s1,X2 < so} und {X; < 7, Xy < s9} zerlegen. Aus dem Additionssatz folgt
P(X7 <s1,X2 <s9) =P(r; < X1 < 81,X2 < 89) +P(X; <ry, Xo < s39). Die Definition der
Verteilungsfunktion ergibt dann P(r; < X7 < s1, X2 < s9) = F(s1,82) — F(r1,$2). Indem
man sy durch 7o ersetzt, hat man auch P(r; < X7 < s1, X5 <19) = F(s1,72) — F(r1,712).

Das Ereignis {r; < X7 < s1, X3 < s} zerlegt man in die beiden unvereinbaren Ereignisse
{r1 < X7 < 51,19 < Xo < 89} und {r < X7 < s1,X2 < ro}. Der Additionssatz ergibt
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P(ri < X1 <51,X0 <55) = P(r1 < X1 <s1,10 < Xo < 50) +P(r1 < Xy <51, Xp < ).
Daraus folgt P(r; < X7 < s1,70 < Xo < s9) = F(s1,82) — F(r1,82) — F(s1,72) + F(r1,72)
durch Einsetzen obiger Ergebnisse. Das ist das gewiinschte Resultat. 0

Satz 19: Sei F : R? — [0, 1] die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors X = (X1, X2).
(a) Fiirry < sp und ro < s9 gilt F(s1,82) — F(s1,72) — F(r1,82) + F(r1,7m2) > 0.

(b) limp, oo F(™,8M) = F(t1,t5) fiir alle Folgen t und t5%) mit ™ | ¢, und t{ | t,.
(¢) limy, oo F(t1,t2) =0, limy, oo F(t1,t2) = 0 und lim;_, F(t,t) = 1.

Beweis: Da eine Wahrscheinlichkeit immer nichtnegativ ist, erhalten wir (a) aus Satz 18.

Sind tﬁ”) und tén) monoton fallende Folgen in R mit t§”> 1 t1 und tén) | t2, dann bilden die
Ereignisse {X; < t§”),X2 < tén)} eine monoton abnehmende Folge, die gegen das Ereignis

(X1 < t1, X5 < t5} geht. Es folgt lim, o P(X; < t§”>,X2( )g tM) = P(X1 < 11, Xo < £)

aus dem Stetigkeitssatz. Damit ist (b) gezeigt. Setzt man t5 ' = ¢ fiir alle n und t; = —oo0,
dann hat man lim, . P(X; < ¢, X5 < ) = P(X; < —00, X3 < t5) = 0. Damit ist
limy, 0o P(X7 < t1, X5 < t3) = 0 gezeigt. Setzt man tﬁ”) = t1 fir alle n und t; = —o0,

dann hat man lim, e P(X] < #1, X5 < £59) = P(X; < #1,X3 < —00) = 0. Damit ist
limy, oo P(X7 <t1, X5 <ty) =0 gezeigt. Das sind die ersten beiden Aussagen von (c).

SchlieBlich sei (™ eine monoton wachsende Folge in R, die gegen oo geht. Dann bilden die
Ereignisse {X; < t X, < t(”)} eine monoton aufsteigende Folge, die gegen das Ereignis
{X7 < 00, X5 < 00} geht, das immer eintritt. Es folgt lim,, . P(X; < t X, < t(”)) =1
aus dem Stetigkeitssatz. Damit ist lim; . P(X; <, Xy <) =1 gezeigt. Das ist die dritte
Aussage von (c). O

Definition: Ein Zufallsvektor X = (X3, Xo,..., X},) heiit diskret, wenn die Zufallsvariablen
X1, Xo,..., X, diskret sind, das heiffit sie haben endliche oder abzahlbare Wertebereiche
Ri,Rs,...,R,. Sei S = Ry X Ry X --- X R,,. Wir definieren die Einzelwahrscheinlichkeiten
des Zufallsvektors X durch
ulk)=P(X =k) firkesS

In Koordinatenschreibweise heifit das u(ky, ko, ..., k,) = P(X1 = k1, Xo = ko, ..., X,y = ky)
fir k1 € Ri1,ks € Rs,...,k, € R,. Wir nennen S den Wertebereich des Zufallsvariables X.
Es ist jedoch moglich, dass u(k) = 0 fiir manche k € S gilt.

Satz 20: Sei X ein diskreter Zufallsvektor, dessen Einzelwahrscheinlichkeiten durch u(k)
mit k € S gegeben sind.

(a) Dann gilt uw(k) > 0 fiir alle k € S und ), . s u(k) = 1.

(b) Fiir B C S gilt P(X € B) =), g u(k).

Beweis: Der Beweis ist derselbe wie fir Satz 10. O

Beispiel 13 (Multinomialverteilung) Seien 1,2, ..., n die Ausfille eines Zufallsexperiments,
die mit Wahrscheinlichkeiten pq,pa,...,p, auftreten, wobei p; > 0 fir 1 < j < n und
p1+p2+ -+ p, =1 gilt. Wir wiederholen das Zufallsexperiment m Mal. Fir 1 < j < n
sei X, die Anzahl der Wiederholungen, bei denen der Ausfall j eintritt. Gesucht sind die
Einzelwahrscheinlichkeiten des Zufallsvektors X = (X1, Xs,..., X,).

Der Wertebereich der Zufallsvariablen X; ist R; = R = {0,1,...,m}, das ist die Menge
der Anzahlen, mit denen der Ausfall j bei den m Wiederholungen auftreten kann. Der
Wertebereich des Zufallsvektors X ist dann S = R"™. Nun ist X; + X5+ -+ X,, die Anzahl
m aller durchgefithrten Wiederholungen. Es muss daher X; + X5 + --- + X,, = m gelten,
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und wir erhalten P(X; = k1, Xo = ko, ..., X, = k,) =0, wenn ky + ko + - - - + k,, # m ist.
Durch eine analoge Vorgangsweise wie im Beweis von Satz 12 folgt

P(Xy =k, Xo =ka,..., Xn = kn) = g P 5% - Pl wenn ky + kg + -+ kn =m
Dabei ist % die Anzahl der Folgen der Lange m, die kl Mal 1, ks Mal 2, ..., k, Maln

enthalten, und aus dem Multiplikationssatz folgt, dass p1 p2 ...pkn die Wahrscheinlichkeit
ist, mit der jede dieser Folgen auftritt. Eine Anwendung des Additionssatzes liefert dann
das angegebene Resultat.

Nun kommen wir zu den Zufallsvektoren, die eine Wahrscheinlichkeitsdichte haben. Sie
werden kontinuierliche Zufallsvektoren genannt.

Definition: Ein Zufallsvektor X = (X3, X5,..., X,,) heifit kontinuierlich, wenn eine inte-
grierbare Funktion g : R” — [0, 00) existiert, sodass

t1 to n
P(XlStl,XQStQ,...,XnStn):/ / / g(xl,xg,...,xn)dxn...dajgdxl

fir alle tq,to,...,t, € R gilt. Die Funktion g nennt man Wahrscheinlichkeitsdichte des
Zufallsvektors X.

Satz 21: Sei X = (X1, Xs,...,X,,) ein kontinuierlicher Zufallsvektor mit Wahrscheinlich-
keitsdichte g : R™ — [0, 00).

(a) Dann gilt [,, g(z)dz = 1.

(b) Fiir integrierbare Te11mengen BCR"gilt P(X € B) = [, g(x

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir n = 2. Fir n > 2 funktioniert der Beweis
analog. Wir beginnen mit (b). Sei B zuerst ein Rechteck C' = (ry,s1] X (ro,s2]. Aus
Satz 18 folgt P(X € C’) (31, S2) — F(sl,m) F(r1,s2)+ F(r1,72). Aus obiger Definition
folgt nun F(s1,s2) — F(s1,72) fsl 2 g(xy,w0)daodr — fsl fTQ g(x1,x9)dwodry =
fj;o frs; g( xl, xg)dxg dzi. Ersetzt man in dleser Gleichung ry durch s; ein, so hat man auch
F(ry,89)—F(ry1,7r3) fﬁ f g(r1,x2)dzodx;. Setzt man in obige Gleichungen ein, so folgt
P(X € ) fsl f g(x1,22) dxgdxl—fﬁ fSZ g(x1,z2)dzodzy = fsl f32 g(x1,z2)dzodz,.
Damit ist P(X € C) = fcg x)dz gezeigt.
Sei B = C;UCyU---UCj eine disjunkte Vereinigung von endlich vielen solchen Rechtecken.
Das Ereignis X € B tritt genau dann ein, wenn eines der Ereignisse X € Cy,...,X € Cj
eintritt. Wegen der Disjunktheit der Rechtecke C; sind diese Ereignisse unvereinbar. Aus
dem Additionssatz erhalten wir dann P(X € B) = P(X € C1)+P(X € Cy)+---+P(X € Cj).
Da P(X € () fc g(x d:v firl1 <i< j bereits im letzten Absatz bewiesen wurde, haben
wir auch P( X € B) fc x)dz + fc x)dr + -+ fc z)dz = [, g(x)dx, wobei die
letzte Gleichheit wegen der DlsJunkthelt der Rechtecke C; folgt
Sei B eine beschrankte integrierbare Menge. Sei ¢ > 0. Dann existieren Mengen B; und By,
die disjunkte Vereinigungen von endlich vielen Rechtecken wie oben sind, sodass By C B C By
und [, g(z)dz— [, g(r)da < e gilt. Wegen By C B C B2 und wegen Satz 2(c) erhalten wir
P(X € By) < P(X € B) < P(X € Bs). Ebenso folgt [p, 9(x)dz < [ g(x)da < fB r)dx,
da ja g > 0 gilt. Wir haben P(X € By) fB x)dx und P X € By) = fB x)dzx berelts
oben bewiesen. Daher liegen die beiden Werte P(X € B) und | 5 9(x)dz in einem Intervall,
das Lénge ¢ hat. Damit ist |[P(X € B) fBg dx| < € gezeigt. Da e > 0 beliebig klein
gewahlt werden kann, muss auch P(X € B) = [ 5 9(x)dz gelten.
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Sei B schliefllich eine unbeschrinkte integrierbare Teilmenge des R?. Fiir jedes m € N sei
B,, = Bn {:U € R2 |z|| < m}. Da B, eine beschrénkte integrierbare Menge ist, wurde
P(X € By, fB z)dx bereits gezeigt. Wegen By C By C ... und |, _; By, = B bilden
die Ereigmsse X e Bm eine aufsteigende Folge, die gegen das Erelgnis X € B geht. Aus dem
Stetigkeitssatz folgt P(X € B) = lim,, oo P(X € By,) = limy, 00 me g(x)dz = [ g(x)dzx
Damit ist (b) vollstdndig bewiesen.

Da das Ereignis X € R? immer eintritt, haben wir P(X € R?) = 1. Setzt man B = R? in die
Formel aus (b) ein, so erhélt man (a). O

Wir fragen nach dem Zusammenhang zwischen einem Zufallsvektor X = (X3, Xo,..., X,)
und den Zufallsvariablen X, aus denen er besteht.

Satz 22: Sei X = (X1, Xs,...,X,,) ein Zufallsvektor.

(a) Sei F': R™ — [0, 1] die Verteilungsfunktion von X. Die Verteilungsfunktion der Zufalls-
variable X ist dann durch F;(t) = lim,,_,o F'(m,...,m,t,m,...,m) gegeben (wobei t in der
j-ten Koordinate steht).

(b) Seien Ry, Rs,...,R, die Wertebereiche der diskreten Zufallsvariablen X1, Xo,..., X,
und u(ky, ko, ..., ky) mit ky € R1,ks € Ra,..., k, € R, die Einzelwahrscheinlichkeiten des
Zufallsvektors X. Die Einzelwahrscheinlichkeiten der Zufallsvariable X; sind dann durch
’LUJ(]C) = Zk1€R1 ce ij—leRj—l ij+1€Rj+1 ce anGRn u(kl, ceey kj—lv k, kj+1, ey kn) mit
k € R; gegeben.

(c) Seig:R"™— [O oo) eine Wahrscheinlichkeitsdichte des Zufallsvektors X . Dann ist durch
f]( —f f f f (5(31,...,.Ij_1,13,33j+1,...,I‘n)dl’n...d$j+1dl‘j_1...dI1
eine Wahrscheml1chke1tsd1chte der Zufallsvariable X; gegeben.

Beweis: Es gilt P(X; <t)=P(X; eR,...,X;1 e R X; <t,X;;1 €R,..., X, €R). Wi
erhalten P(X; <t) =limy,oo P(X:1 <m, ..., X010 <m, X < t, X541 < m,...,X, <m
aus dem Stetigkeitssatz. Das heifit P(X; < t) = lim,, o0 F(m Lmyt,m,. ) (a

ist gezeigt.

Esgilt P(X; =k) =P(X € Ry x--- x Rj_1 x{k} x Rj41 X --- x Ry,). Aus Satz 20(b) folgt
P(X] = k’) = Zk1€R1 cee ij71€Rj71 ij+1€Rj+1 cee anGRn u(kl, ceey kj—l, k’, k‘j+1, ey k‘n)
Damit ist (b) gezeigt.

Es gilt P(X; <t)=P(X € Rx--- xR x (—00,t] x Rx --- x R). Aus Satz 21(b) folgt, dass
fioo S [ gz, gy, 2) ey, ey da g L da da
gleich P(X; <t) ist, wobei auch die Integrationsreihenfolge vertauscht wurde. Die Funktion,
die im Integral fioo ... dx steht, ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte von X;. Damit haben wir
auch (c) gezeigt. O

<
nd

\_/vi—g

7. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Nachdem wir frither schon die Unabhéngigkeit von Ereignissen definiert haben, fiihren wir
nun auch einen Unabhéngigkeitsbegriff fiir Zufallsvariablen ein.

Definition: Die Zufallsvariablen X7, X, ..., X, heilen unabhangig, wenn
P(X; <ty,Xo <ty,...,Xn <tn) =P(X; <11)P(Xy <t)...P(X,, <ty)
fir alle ¢1,t2,...,t, € R gilt. Ist F; die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X fiir

1 < j < n,und F die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (X;, X, ..., X,,) dann ist
das gleichbedeutend mit F'(t1,ts,...,t,) = F1(t1)Fa(ta) ... Fr(ty).
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Bemerkung: Setzt man in dieser Definition ¢1 = m € N und lasst m gegen oo gehen,
dann geht das Ereignis X; < m monoton aufsteigend gegen das Ereignis X; < oo und der
Stetigkeitssatz liefert P(Xy < to,..., X,, < t,) = P(Xy < t9)...P(X,, <t,). Wendet man
das wiederholt an, so folgt aus dieser Definition, dass

P(Xj, <t Xy Stjyoo o, X < t,) = P(XG, <85,)P(X, < t,) ... P(X5, <t5,)
fiir alle Teilmengen {j1,J2,...,7k} von {1,2,...n} mit k& > 2 gilt. Daraus erkennt man,

dass obige Definition dquivalent dazu ist, dass die Ereignisse X1 < t1, Xo < ts,..., X, <t,
unabhéangig sind fiir alle tq,to,...,t, € R.

g1

Diese Bemerkung zeigt auch: Sind die Zufallsvariablen X7, Xs,..., X,, unabhéngig und ist

{j1,72,---,jx} eine Teilmenge von {1,2,...n} mit k > 2, dann sind auch die Zufallsvariablen
X;,Xj,,..., X, unabhangig.

Der néchste Satz zeigt, wie sich Einzelwahrscheinlichkeiten und Wahrscheinlichkeitsdichte
des Zufallsvektors X = (X7, Xs, ..., X,,) bei Vorliegen von Unabhéngigkeit berechnen lassen.

Satz 23: Seien X1, Xo, ..., X,, unabhdngige Zufallsvariable und X = (X1, Xo, ..., X,).
(a) Sind diese Zufallsvariablen diskret und R; der Wertebereich und w;(k) mit k € R; die
Finzelwahrscheinlichkeiten von X; fiir 1 < j < n, dann sind durch

u(kl, koy..., k?n) = ’wl(k’l)’wg(k’g) .. wn(k’n) mit k1 € R1,ks € Ra,...,k, € R,
die Einzelwahrscheinlichkeiten des Zufallsvektors X gegeben.
(b) Sind die Zufallsvariablen X;, X, ..., X,, kontinuierlich mit Wahrscheinlichkeitsdichten
fi, f2y.-., fn, dann ist durch
g(r1, 20, ... xn) = fi(z1) fo(xa) ... fu(z,) fir o1 €eRz0 €R,... 2, €R
eine Wahrscheinlichkeitsdichte des Zufallsvektors X gegeben.

Beweis: Sei F' die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X = (X1, Xs,...,X,,) und F; die
Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X; fiir 1 < j < n. Nach Voraussetzung gilt dann
F(tl,tg, e ,tn) = Fl(tl)Fz(tz) . Fn(tn) fur t1,t0,...,ty € R.
Wir beweisen (a) nur fiir n = 2. Mit Hilfe des Stetigkeitssatzes und Satz 18 folgt
u(l{il,kg) = P(Xl =k, X9 = kg) = lim P(kﬁl—% < X; < 1{517]{?2—% < X9 < ]{?2)
m—r00
= lim (F(klka) - F(kl_%JfZ) - F<k1>k2_%) + F(kl—%,k’g—i))

m—r o0

= lim (Fy(k1)Fa(ks) = Fy(ky— ) Fa(ka) — Fr(ky) Fa(ke — 57) + Fu(k = 50) Fa (k2 — 7))
= lm (Fi(ki) — Fy(ky—2)) (Fa(ke) — Fo(ka—2))

m—o0
= lim P(ki—L < X1 <k1)P(ka— 2 < X5 < k)
=P(X; = k1)P(Xy = ky)
= wl(k’l)wg(kg)

Damit ist (a) fiir n = 2 bewiesen. Ein analoger Beweis gilt auch fiir grofiere n.
Wir erhalten (b) mit Hilfe der Definition einer Wahrscheinlichkeitsdichte.

F(ti,ta,... t,) = Fi(t1)Fa(ta) ... Fy(t f fi(z1 dflilf fo(zo)das - f fn(zn)dz,

= filoo fiio e ff;o f1 r1) fo(x2) ... fr(wn)dw, ... doaday
Die Funktion in diesem n-fachen Integral ist nach Definition eine Wahrscheinlichkeitsdichte
des Zufallsvektors X. Damit ist (b) gezeigt. O
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Beispiel 14: Jemand hat zwei voneinander unabhéngige Telefone. Bei Telefon A ist die
Wartezeit auf den néchsten Anruf E())-verteilt, bei Telefon B ist sie E'(p)-verteilt. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass Telefon A vor Telefon B lautet?
Sie X; die Watezeit auf den ndchsten Anruf bei Telefon A und X, die Watezeit auf den
néchsten Anruf bei Telefon B. Nach Satz 23 (b) ist g(z,y) = e **pe™" fiir (z,y) € R%
und = 0 fiir (z,y) ¢ R? eine Dichte des Zufallsvektors (X1, X»), da X7 und X, unabhéngig
sind. Sei M = {(z,y) € R% : < y}. Mit Satz 21 (b) folgt P(X; < X5) = P((X1,X2) € M)

= fMg(xyy)d(zL‘,y) = fooo fwoo /\e_M’,ue_“ydydx: fooo )\Q_Ame_“xdl': ﬁ

Es gilt auch eine Umkehrung des letzten Satzes.

Satz 24: Sei X = (X1, Xs,...,X,,) ein Zufallsvektor.

(a) Sei F':R™ — [0,1] die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X. Wenn F(ty,to, ..., t,)
in ein Produkt Fy(t1)F5(t2) ... Fy(t,) zerfillt, sodass lims_,o F;(s) = 1 fiir 1 < j < n gilt,
dann ist F; die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X; fiir 1 < j < n und die Zufallsva-
riablen X1, X5, ..., X,, sind unabhingig.

(b) Seien u(ky, ko,...,ky,) mit ky € Ry1,ky € Ro, ..., k, € R, die Einzelwahrscheinlichkeiten
des Zufallsvektors X. Wenn u(ky, ko, ..., ky) in ein Produkt wq(k1)ws(ke) ... wy,(k,) zerfallt
mit ;e p wj(i) =1 fir 1 < j < n, dann sind w;(k) mit k € R; die Einzelwahrschein-
lichkeiten der Zufallsvariable X; fiir 1 < j < n und die Zufallsvariablen X1, X5, ..., X,, sind
unabhangig.

(c) Seig:R"™ — [0,00) eine Wahrscheinlichkeitsdichte von X. Wenn g(x1,x2,...,2,) in
ein Produkt fy(z1)fa(2) ... fo(wn) zerfdllt mit [*_ f;j(y)dy =1 fiir 1 < j < n, dann ist f;
eine Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen X fiir 1 < j < n und die Zufallsvariablen
X1,Xo,..., X, sind unabhangig.

Beweis: Wir zeigen (a). Nach Satz 22(a) ist lim,, o0 F'(Mm,...,m,t,m,...,m) die Ver-
teilungsfunktion der Zufallsvariablen X;, wobei ¢ in der j-ten Koordinate steht. Nach Vo-
raussetzung gilt F(m,...,m,t,m,...,m) = Fi(m)...F;_1(m)F;(t)Fj;1(m) ... F,(m) und
limy,, o0 Fi(m) =1 fiir 1 <4 < n. Es folgt limy, o0 F'(m,...,m,t,m,...,m) = Fj;(t), womit
gezeigt ist, dass F; die Verteilungsfunktion von X ist. Die Unabhangigkeit der Zufallsvaria-
blen X1, Xo,..., X, folgt dann direkt aus der Definition.

Ahnlich beweisen wir (b). Aus den Voraussetzungen folgt fiir 1 < j <nund k € R;, dass

D okicR, ij,leijl ij+leRj+1 ok er, Wk k1 R R, k) = wj(k)
gilt. Wegen Satz 22 (b) sind dann durch w;(k) mit k € R; die Einzelwahrscheinlichkeiten der
Zufallsvariable X; gegeben. Mit Hilfe von Satz 20 (b) erhalten wir nun

P(X1 <t1, Xo <ta,...,. Xp <tp) =D 0 <ty - Dop,<t, Wkt Kn)
= h<t, Wilk1) o g <4 wa(ky) = P(Xq <14)P(X2 <t2)...P(X, < tp)
womit die Unabhéangigkeit der Zufallsvariablen X, X», ..., X,, gezeigt ist.

Schlieflich kommen wir zu (c¢). Aus den Voraussetzungen folgt fiir 1 < j < n und = € R, dass

fjooo ce ffooo ffooo . ffooo g(l’l, ey L1, L, T g1y - - ,.Qin)dl'n ce dl‘j+1d$j_1 . diL'l = fj(ilj)
gilt. Wegen Satz 22(c) ist dann f; eine Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariable X;. Mit
Hilfe der Definition einer Wahrscheinlichkeitsdichte folgt nun

P(Xl Stl,XQ § lfg,...,Xn S tn) = fjloo f;og(xl,,:cn)dxn dilfl
= ffloo fl(.ilfl)d(l?l e ff;o fn(ilin)dxn = P(Xl S tl)P(Xg S tz) - .P(Xn S tn)

womit die Unabhéangigkeit der Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X, gezeigt ist. U
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Aus Zufallsvariablen kann man neue Zufallsvariable berechnen. Sind X; und X5 Zufallsva-
riable, dann ist auch X5 — X; oder X% + X3 eine. Ist allgemeiner 1) : R? — R eine Funktion
(die wir iiblerweise als stetig annehmen), dann ist auch ¢(X;, X5) eine Zufallsvariable. Der
nachste Satz behandelt die Unabhangigkeit von solchen Funktionen von Zufallsvariablen.

Satz 25: Die Zufallsvariablen X, X, ..., X, seien unabhingig. Sei 1) : R"™ % — R stetig
und Y = ¥(Xgy1, Xk42,...,Xn). Dann sind auch die Zufallsvariablen X1, Xs,..., X, Y
unabhédngig. (Dieser Satz gilt fiir viel allgemeinere Funktionen v als nur fiir stetige. Er gilt
fiir messbare Funktionen, die man in der MafBtheorie kennenlernt.)

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall, dass die Zufallsvariablen X7, Xo,..., X,
Wabhrscheinlichkeitsdichten f1, fo,..., f,, haben. Der allgemeine Beweis geht genauso, wobei
man das Riemann-Stiltjes—Integral verwendet. Wegen Satz 23(b) hat der Zufallsvektor
(X1, Xo, ..., X,) Wahrscheinlichkeitsdichte g(x1,za,...,z,) = fi(z1)f2(x2)... fu(z,). Da
nach einer fritheren Bemerkung auch die Zufallsvariablen X1, Xg1o9,...,X, unabhangig
sind, hat der Zufallsvektor (Xpi1, Xk42,-..,X,) wieder nach Satz 23 (b) Wahrscheinlich-
keitsdichte h(Tr41, Th+2,- -, Tn) = frr1(Thr1) fora(Tra2) - - fu(zn). Seien ty,t2,... 1, t in
R beliebig. Sei C; = 1~ 1((—00,t]) C R** und B = (—00,t1] X (—00, ta] X - - - X (—00, tx] X C¢.
Wir rechnen die Definition der Unabhangigkeit fiir die Zufallsvariablen X1,..., X, Y nach.
P(X1 <t1,Xo <to,..., X} <tg,Y <)

= P(Xl < t17X2 < t27 s 7Xk < tk, (Xk—l—l; s 7Xn) S w_l(—OO,t])

= P((Xl,XQ, . ,Xn> S B)

= fB fi(z) fa(z2) .. fu(@n)d (21, 22, ..., 24) nach Satz 21 (b)

=" S @) fa(x2) (@) d(@hgs - zn) dag . da

= [" Az [P fe()da fo, foer(Then) - ful@n) d(@par, - 20)
=P(X; <t1)P(X3 <t9)...P(Xp < tp)P(Xgs1,...,Xn) € Cy)  mnach Satz 21(b)
=P(X; <t1)P(Xs <t3)...P(Xy <tp)P(Y <)

Damit ist die Unabhangigkeit der Zufallsvariablen Xi, Xo,..., X%, Y gezeigt. u

Bemerkung: Durch wiederholtes Anwenden von Satz 25 erhalt man folgende Resultate:
(a) Sind Xj, X5,..., X, unabhingige Zufallsvariablen und 1,9, ..., 1, stetige Funktio-
nen von R nach R, dann sind die Zufallsvariablen 11 (X1),¥2(X2), ..., ¥, (X, ) ebenfalls un-
abhangig.

(b) Sind X1, X», ..., X, unabhingige Zufallsvariablen und ; : R¥ — R und ¢, : R" ¥ - R
stetige Funktionen, dann sind auch (X1, Xs,..., X%) und ¥o(Xgy1, Xkto,...,Xy,) un-
abhéangig.

(¢) Sind X7, Xo,...,X,, unabhéngige Zufallsvariablen, ist 0 = kg < k1 < ko < --- <k, =n
und sind v, : R¥»~%m-1 5 R fiir 1 < m < r stetige Funktionen, dann sind die Zufallsvaria-
blen 91 (X1,. .., Xk, ), Yo ( Xk 415 - s Xin)s o oo Ur( Xk 41, - - - » Xk, ) ebenfalls unabhéngig.

8. Funktionen von Zufallsvariablen

Bereits am Ende des letzten Kapitels sind Funktionen von Zufallsvariablen vorgekommen,
die wir noch verallgemeinern. Sei X = (X, Xs,...,X,,) ein n-dimensionaler Zufallsvektor
und ¥ : R™ — R™ eine geeignete (stetig, differenzierbar) Abbildung. Dann ist ¢(X) ein
m-dimensionaler Zufallsvektor. Ist zum Beispiel X = (X7, X5, X3, X4) der Ausfall bei vier-
maligem Wiirfeln und ¢ (z1, 2, x3, x4) = (max(z1, z2, 3, r4), min(x1, x2, x3,24)), dann gibt
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(X)) die groBite und die kleinste erzielte Augenzahl an. Wir stellen uns die Aufgabe, aus der
Verteilung von X die Verteilung von 9 (X) zu berechnen.

Satz 26: Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable und f : R — [0, 00) eine Wahrscheinlich-
keitsdichte von X. Dann hat die Zufallsvariable X? Wahrscheinlichkeitsdichte h, die definiert
ist durch h(x) =0 fiir x < 0 und h(z) = ﬁ(f(\/f) + f(—+/x)) fiir x > 0.

Beweis: Sei H die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X?2. Da X? nicht negativ sein
kann, erhalten wir H(t) = P(X? <t) =0 fiir t < 0. Fiir ¢ > 0 gilt

H(t) = P(X? <) = P(-VI< X < VD) = [V fw)dy = [ Fw)dy + [° s fw)dy
Variablentransformationen y = und y = —+/x in den letzten beiden Integralen liefern
fo \/_)2fdx—f0 V) + f(—= \/_))gf

Wir haben somit gezeigt, dass H(t) = fioo h(z)dz gilt, wenn man h(z) = 0 fir x < 0 und
hz) = (fF(VT) + f(—VT)) 522 37 fur z > 0 setzt. Daraus folgt, dass diese Funktion % eine
Wahrscheinlichkeitsdichte von X? ist. U

Beispiel 15: Sei X eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Gesucht ist die Verteilung von X?2.
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Nach Voraussetzung hat die Zufallsvariable X Wahrscheinlichkeitsdichte ¢(z) = —t=e~ 7.

Nozs
Nach Satz 26 hat dann X? Wahrscheinlichkeitsdichte A mit h(x) = 0 fiir z < 0 und
hz) = (o3 4 Lo 3)= L L3 @D 4140
- WEhan Var¢ T EVES T T A

fiir x > 0. Man erkennt, dass X? die G(%, %)—Verteilung hat.

Nun beweisen wir ein allgemeines Resultat fiir n-dimensionale Zufallsvektoren und in-
vertierbare Funktionen 1. Fir eine Menge A bezeichne 1,4 die Indikatorfunktion, das heif3t
la(x) =1flirz € Aund 14(z) =0 fiir z ¢ A.

Satz 27: Sei U C R" offen und v : U — R" eine injektive stetig differenzierbare Abbildung
mit det Di(x) # 0 fiir alle x € U. Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor, dessen Werte in
U liegen und der Wahrscheinlichkeitsdichte g : R™ — [0, 00) hat. Dann ist
h(z) = Lyw)(z) g~ (z)) | det DY~ ()]

eine Wahrscheinlichkeitsdichte des n-dimensionalen Zufallsvektors Y .
Beweis: Fiir eine integrierbare Teilmenge C' von R" gilt fC\U g(z)de =P(X € C\U) =0,
da X nur Werte in U annimmt, woraus [, g(z)dz = [, g(z)dz folgt.
Sei B = (—o00,t1] X (—00,ta] X - -+ X (=00, t,]. Mit Hilfe von Satz 21(b) und da g(y) = 0 fiir
y ¢ U vorausgesetzt wird, erhalten wir

P(YGB):P(w(X) GB) (X€¢ fw 1(3)9( )dy:fw—l(B)ngQ/)dy
Wir verwenden die mehrdimensionale Transformatlonsformel fiir Integrale und fithren die
neue Integrationsvariable z = ¢(y) ein. Da y durch die Menge ¥~1(B) N U lauft, liuft x
durch die Menge ¢ (¢»~1(B)NU) = BNy(U). Wegen y = ¢~ 1(x) gilt dy = | det Dy~ (z)|dx.
Da wir det D1 (y) # 0 fiir alle y € U voraussetzen, existiert ja det Dy~ (x) = m
fir alle x € ¥(U). Wir erhalten also

P(Y € B) = [0 90~ (@) det DY~ (2)|d = [ 1y0(2)g(4~" (2))| det Dy~ ()| da

Es folgt, dass die Funktion im Integral [ g - - dr eine Wahrscheinlichkeitsdichte des Zu-
fallsvektors Y ist, und der Satz ist bewiesen. 0
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Folgerungen: Wir wenden Satz 27 fiir verschiedene Funktionen 1) an.

(a) Hat die Zufallsvariable X den Wertebereich Rt und Wahrscheinlichkeitsdichte f, dann
hat v/ X Dichte h definiert durch h(z) = 2z f(z?) fiir z > 0 und h(z) = 0 fiir = < 0.

Das folgt mit ¢(x) = /z, U = (U) = RT, »~1(z) = 2% und Dy~ (z) = 2x.

(b) Seien a und b in R, wobei a # 0 ist. Wenn die Zufallsvariable X Wahrscheinlichkeits-
dichte f hat, dann hat a X + b Wahrscheinlichkeitsdichte h(z) = ﬁ f(E0) fiir z € R

Das folgt mit ¢(z) = az +b, U =9(U) =R, ¢! (z) = 22 und Dy~'(z) = L.
(c) Ist X eine Zufallsvariable, die den Wert 0 nicht annimmt und Wahrscheinlichkeitsdichte
f hat, dann hat 5 Wahrscheinlichkeitsdichte h(z) = 25 f(1) fiir z € R\ {0}.

Das folgt mit ¢(z) = 1, U =¢(U) =R\ {0}, v~ }(z) = 1 und Dy~ (z) = — 5.

(d) Sei A eine invertierbare n x n—Matrix. Hat der n-dimensionale Zufallsvektor X Wahr-
scheinlichkeitsdichte f : R™ — [0,00), dann hat der Zufallsvektor AX Wahrscheinlichkeits-
dichte h(z) = f(A™1z)|det A~ fiir x € R™.

Das folgt mit ¥(z) = Az, U = (U) = R*, v }(x) = A~z und Dy~ (z) = AL

(e) Hat X = (X1, X3) Wahrscheinlichkeitsdichte f : R? — [0, 00), dann hat die Zufallsvaria-

ble X7 + X5 Wahrscheinlichkeitsdichte g(z) = ffooo flx —y,y)dy fir z € R.

Sei A = (;,). Esfolgt A=' = (},7}) und AX hat Dichte h(z,y) = f(z — y,y) nach (d)

wegen A~! (z) = (x;y) und det A=! = 1. Da X; + X, die erste Komponente von AX ist, hat

X1 + X, Wahrscheinlichkeitsdichte g(z) = [*_h(z,y)dy nach Satz 22 (c).

(f) Hat X = (X3, X2) Wahrscheinlichkeitsdichte f : R? — [0, 00), dann hat die Zufallsvaria-
ble 5+ Wahrscheinlichkeitsdichte g(z) = [°_ f(zy,y) - [y|dy fiir z € R.

Sei U = {(z,y) : 2 € R, y € R\ {0}} und ¢(z,y) = (§,y). Es folgt v~ (z,y) = (zy,y),
DY~z y) = (4 7) und det DY~ (z,y) = y. Eine Wahrscheinlichkeitsdichte von (%,XQ)
ist daher h(z,y) = f(zy,y) - |y|. Nach Satz 22 (c) ist g(z) = [~ h(z,y)dy eine Wahrschein-

lichkeitsdichte von §—;

Das zu Satz 27 analoge Resultat fiir diskrete Zufallsvektoren ist sehr einfach.

Satz 28: Der Zufallsvektor X habe Wertebereich S = R; X Ry x --- x R,, und Einzel-
wahrscheinlichkeiten w(k) mit k € S. Sei ¢ : S — R™ eine Abbildung und Y = (X).
Dann hat Y den Wertebereich 1(S) und Einzelwahrscheinlichkeiten v(i) = 3 ;-1 ;) w(k)

mit i € P(S).
Beweis: Es gilt P(Y = i) = P((X) = i) = P(X € v~ 1(4)) = D okey-1( u(k) fir alle
i € (S), wobei Satz 20 (b) verwendet wurde. 0

9. Mehrdimensionale Normalverteilung

Wir definieren die mehrdimensionale Normalverteilung. Als Anwendungen der Sétze aus
den letzten Kapiteln beweisen wir einige Eigenschaften.

Definition: Sei M eine symmetrische positiv definite n x n—-Matrix. Ein n-dimensionaler
Zufallsvektor mit Wahrscheinlichkeitsdichte

_ 1 — Lyt g
g(z) = V/(2m)" det M €’

heifit zentriert normalverteilt mit Kovarianzmatrix M oder kurz ZN (M)-verteilt.

fir x € R”

Satz 29: Sei A eine invertierbare n x n—Matrix.
(a) Sei X ein n-dimensionaler Z N (M)-verteilter Zufallsvektor. Sei Y = AX. Dann ist Y
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ein Z N (L)-verteilter Zufallsvektor mit L = AM A*.

(b) Seien X1, Xo,...,X,, unabhdngig und alle N (0, 1)-verteilt und sei X = (X1, Xa,..., Xp).
Sei A orthogonal, das heiBt A~' = A!, und sei Y = AX. Die Komponenten Y;,Ys,...,Y,
von Y sind dann ebenfalls unabhéngig und alle N (0, 1)-verteilt.

P oy . o 1 _lotar—1l. . noe .
Beweis: Nach Definition ist g(z) = Taant e 2 fir € R™ eine Dichte des
Zufallsvektors X in (a). Weiters hat wegen Satz 27 der Zufallsvektor ¥ = AX Dichte

— 1 — LAyt Mt ATy -1 — ./ (det A~1)? —LlztA HYtMtAT -
h(x)—\/me 3 ( ) |detA 1|— me 37 ( ) . Fur
die Matrix L = AMA® gilt 3§52 = det M(det A)> = det Adet M det A" = det L und

—1 _ (AN\-1A7-1A-1 — (A-1\tas—1 41 _ 1 —1a'L7 ;
=AY MAT = (AT M A .Esfolgth(x)—\/mez und wir
haben gezeigt, dass Y die ZN(L)-Verteilung hat.
Mit Hilfe von Satz 23(b) folgt, dass der Zufallsvektor X in (b) Wahrscheinlichkeitsdichte
1

1 —1z2 1 _1y2 1 12 1 Lz)? —LatIe :
) = —e 2% e 2%, —e 2% = e~ e 2 hat, das heifit X
g( ) V2T V2T V2 o’ )

hat die ZN(I)-Verteilung, wobei I die Einheitsmatrix ist. Aus (a) folgt jetzt, dass ¥ =
AX die ZN(L)-Verteilung hat mit L = AIA* = AA* = AA~! = I. Somit hat auch der
Zufallsvektor Y Wahrscheinlichkeitsdichte g. Da g(x) in ein Produkt zerfillt, sind nach
Satz 24 (c) die Zufallsvariablen Y7, Ys, ..., Y, unabhingig und alle N (0, 1)-verteilt. O

10. Verteilungen in der Statistik

In der Statistik beschreibt man eine Stichprobe durch Zufallsvariable X1, Xo, ..., X,,, die
meistens als unabhangig und oft auch als normalverteilt angenommen werden. In verschiede-
nen statistischen Verfahren spielt die Summe der Quadrate eine wichtige Rolle. Daher ist es
notwendig deren Verteilung zu kennen.

Satz 30: Die Zufallsvariablen Y und Z seien unabhéngig, Y sei G(r,\)-verteilt und Z sei
G(s, A)-verteilt. Dann hat' Y + Z die G(r + s, \)-Verteilung.

Beweis: Die Dichte der G(r, A)-Verteilung ist fy ,(z) = %x“le*’\m fir x € RT™ und =0
fir x € R™. Da Y und Z unabhéngig sind, ist (z,y) — f,\r( )f,\s( ) eine Dichte des
Zufallsvektors (Y, Z). Als Dichte g fiir Y + Z ergibt sich g(z fo Far(® —y)fas(y)dy fir
z € RT und g(z) = 0 fiir z € R~ nach Folgerung (e) von Satz 27. Man erhalt

r+s r—1

g9(x) = F()\r—)l"(s) e [z —y)tyldy
indem man fiir fy, und f) s einsetzt. Durch die Substitution y = xz ergibt sich daraus

rts e~ AT prts— 1 r—1_s—
(x) = m Argrts—l [F(1—z)" 1 da

Wir berechnen I'(r)I'(s). Mit Hilfe der Substitution v = u(l —¢) und w = tu, die die
Eigenschaft hat, dass (v,w) die Menge R* x Rt durchlauft, wenn ¢ durch (0,1) und « durch

R* 14uft, und fir die |%(12 w) | = u gilt, erhalten wir
=I5 e~ (wHyr=lys—ldwde = I fo e~ %(u —ut)" " H(tu)* " tudtdu
= [ e turte T du fo (1—t)y =LAt =T(r + s) fol(l —t)risde

Setzt man das oben ein, so ergibt sich

=)

AT g rts—1
g(iE) - F(r+s)e r

Das aber ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der G(r + s, A)-Verteilung. U
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Satz 31: Seien Xl,Xg, ..., X,, unabhdngige Zufallsvariable, die alle N(0,1)-verteilt sind.

Dann hat X? + X2 + -+ + X2 die G(%, §)- Verteilung.

Beweis: Fir n = 1 wurde dieses Resultat in Beispiel 15 gezeigt. Wir nehmen an, dass fir
Y = X2+ X2+ + X2 | die G(21L, 1)-Verteilung schon nachgewiesen wurde. Da Z = X2

2 72
die G (é, é) Vertellung hat und wegen Satz 25 die Zufallsvariablen Y und Z unabhéngig sind,
hat X7 4+ X3 4+ -+ X2 =Y + Z nach Satz 30 die G(%, )-Verteilung. Damit ist der Satz
durch Induktion bewiesen. g

Die in Satz 31 auftretende G(3, 2) -Verteilung wird in der Statistik chi-quadrat-Verteilung
genannt. Wir behandeln zwei weitere Verteilungen, die in der Statistik auftreten.

Definition: Sei n € {1,2,3,...}. Eine Zufallsvariable X heifit T-verteilt mit Parameter n,
wenn sie Wertebereich R hat und Wahrscheinlichkeitsdichte

fla) = —\/F%"FTT%))U +2)=" 7 fiir 2 €R

Wir nennen sie kurz T'(n)-verteilt.

Definition: Seien m und n in {1,2,3,...}. Eine Zufallsvariable X heifit F-verteilt mit
Parametern m und n, wenn sie Wertebereich RT hat und Wahrscheinlichkeitsdichte

_ 1-\(7n3-n) m x%_l . 4
f(x)_F(%)F_(%)m2n2—(mm+n)m+” fur .’EER

Wir nennen sie kurz F(m,n)-verteilt.

Satz 32: Die Zufallsvariablen X und Y seien unabhéngig, X sei N(0,1)-verteilt und Y sei
G (2, L)-verteilt. Dann hat —2— die T'(n)-Verteilung.

272 /Y /n
. . . 9. . . . (l)"/2 n_q1 _z .
Beweis: Eine Wahrscheinlichkeitsdichte von Y ist f(x) = frey 2 e 2 fiirz > 0und =0
2
fiir « < 0. Eine Wahrscheinlichkeitsdichte von Y/n ist nf(nx) und die von /Y /n ist 0 fiir
r < 0 und 2znf(nz?) fir x > 0, beides nach Satz 27. Wegen Satz 25 sind X und /Y /n
unabhéngig, sodass der Zufallsvektor (X, /Y /n) wegen Satz 23 (b) Dichte
[ p(x)2ynf(ny?) firzeR, y>0
g(x,y)—{() firzeR, y<O0
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hat, wobei p(z) = \/LQ?@_T eine Wahrscheinlichkeitsdichte von X ist. Nach Folgerung (f)
von Satz 27 ergibt sich eine Wahrscheinlichkeitsdichte h(z) von \/);T durch

h(z) = [7 9y y)lyldy = [5° e(zy)2ynf(ny®)lyldy
Setzt man ¢ und f ein, so ergibt sich

2

h(gg)zr%“n% fooe—””Qf -1, ng dy — —n2 fooe_%(l‘z-i-n)(y_)nT_l d
Varr(3) Jo y Yy = 7 Jo 2) ? ydy

2
Fiihrt man die neue Integrationsvariable u = %-(n + %) ein, so erhélt man

_ n% o\_n=l roo _, n=l . 1 g2 \—nHl oo g noL
h(z) = —\f[‘Q(ﬁ)<n+x ) T o e g du= v L+ )T Jo e tu du
Da T'( "+1 fo “-1ldy gilt, ist das bereits die Dichte der T'(n)-Verteilung. 0

Satz 33: Die Zufallsvariablen X und Y seien unabhangig, X sei G(g
G(%v %)_

, 5 )-verteilt und Y sei

(k, m)-Verteilung.
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Beweis: Sei f,, die Wahrscheinlichkeitsdichte der G(%, 1)-Verteilung, das heifit
TL/Q n xZ
{() r2 e fira >0

folz) =4 T
(=) 0 fiir 2 < 0

Dann haben X und 1Y Wahrscheinlichkeitsdichten = +— kfy(kz) und = — mf,,(mz)
nach Satz 27. Da +X und --Y unabhingig sind, hat der Zufallsvektor (+X,-Y) Dichte

(x,y) = kfr(kx)mf,,(my). Eine Dichte g von —iﬁy ist dann nach Folgerung (f) von Satz 27
x) = [% kfe(kzy)mfom(my)lyldy = [ kfi(kzy)m fm(my)ydy

da ja f,(my) = 0 fir y < 0 gilt. Fir x < 0 hat man g(z) = 0, da in diesem Fall wegen
y € [0,00) ja fr(kxy) = 0 gilt. Indem wir fiir f; und f,, einsetzen, erhalten wir fiir z > 0

k m
g(x):(%)2(%)2mk m¥ a3 1y Ydy
kx+m

k+m 1 _ ka:+m

Fiithrt man die neue Integrationsvariable t = **1I™y ein, so erhalt man

k+m _ _ kcc+m 2 kt+m oo , ktm _ 2 k+m k
fO 1 ydy_ (ka:—i—m) 2 fO tz 16 tdt: (ka:—i—m) 2 F(L)
Setzt man das oben ein, so hat man

k_1
— T2
9(z) = 11z )r(m)l“mz (katm) 2+
die Wahrscheinlichkeitsdichte der F'(k, m)-Verteilung. O

11. Erwartungswert und Varianz

Sei R die endliche Menge der moglichen Ausfille eines Zufallsexperiments, wobei R eine
Teilmenge der reellen Zahlen ist. Seien w(i) mit ¢ € R die Wahrscheinlichkeiten, mit denen
diese Ausfille auftreten. So ein Zufallsexperiment wurde durch eine diskrete Zufallsvariable
X mit Wertebereich R und Einzelwahrscheinlichkeiten w(7) beschrieben.

Wir fithren das Zufallsexperiment £ Mal durch und bilden den Mittelwert der dabei auftre-
tenden Ausfille. Ist Ni(i) die Anzahl der Wiederholungen, bei denen der Ausfall i ein-
tritt, dann ist +>,. 5 iNk(i) der Mittelwert der Ausfille der k& Wiederholungen. Wegen
w(i) = limp_yo00 7 Nk (i) erhalten wir limy_,o0 1 > i iNk(1) = X, c g tw(i) als Mittelwert der
Ausfalle bei vielen Wiederholungen.

Definition: Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich R und Einzelwahrschein-
lichkeiten w(i) mit 4 € R. Dann nennt man E(X) = > ._p#w(i) den Erwartungswert der
Zufallsvariablen X. Dabei nimmt man an, dass ), p |ijw(i) < oo gilt. Ansonsten sagt man,
dass E(X) nicht existiert.

Beispiel 16: Fiir eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable X soll der Erwartungswert E(X)
berechnet werden.

Der Wertebereich ist R = {0,1,...,n} und w(i) = (})p’(1 — p)" " mit i € R sind die
Einzelwahrscheinlichkeiten. Wir setzen in die Formel ein
E(X) =YD —p)" = i(Dp (L —p)" = n(i5)p' (L —p)*

— npzl . ( ) 5— 1(1 _p)n i anj:O ( ;1)pj(1 _p)n—l—J =np

Fiir eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable X gilt also E(X) = np.

Satz 34: Sei X ein Zufallsvektor mit Wertebereich S = R; X Ry x -+ x R,, und Einzel-
wahrscheinlichkeiten u(k) mit k € S. Sei ¢ : S — R eine Abbildung und Y = (X). Dann

gilt B(Y) = >, co¥(k)u(k), wenn ), o [th(k)|u(k) < oo gilt.
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Beweis: Nach Satz 28 hat die Zufallsvariable Y den Wertebereich ¢(S) C R und die
Einzelwahrscheinlichkeiten v(i) = >, c,-1(;) w(k) mit ¢ € $(S). Unter Verwendung von

k € v71(i) & i = (k) und da man Reihen mit nichtnegativen Summanden beliebig
umordnen kann, erhalten wir
> lik= T T uk= Y X Wkt = T E)uk)
i€p(S) i€y(S)  keyp~1(1) i€y (S) keyp—1(2) keS

Wenn 3, ¢ [¢(k)|u(k) < oo ist, dann gilt auch 3=, ) |i[v(i) < oo, das heifit E(Y') existiert.
Obige Rechnung gilt dann aber auch ohne Absolutbetrige, da man absolut konvergente Rei-
hen ebenfalls beliebig umordnen kann, sodass wir >, ¢,y (i) = X5 ¥ (k)u(k) erhalten.
Da E(Y) = }_,cy(s) () nach Definition gilt, ist der Satz bewiesen. O

Fiir kontinuierliche Zufallsvariable definieren wir den Erwartungswert analog zu den dis-
kreten Zufallsvariablen.

Definition: Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte f : R — [0, 00). Dann
nennt man E(X) = [*_xf(z)dz den Erwartungswert der Zufallsvariablen X. Dabei nimmt

man an, dass [°_|z|f(z)dz < oo gilt. Ansonsten sagt man, dass E(X) nicht existiert.

Bemerkung: Das uneigentliche Integral [ fooo xf(x)dz in der Definition des Erwartungswerts

wird definiert als lim,,_,~ f b o f(z)dz, wobei (an)n>1 und (b,)n>1 monoton wachsende
Folgen sind, die gegen oo gehen Ist die Bedingung f |z| f(x)dz < oo erfiillt, dann héangt

lim,, 00 f_an zf(z)dx nicht von der Wahl der Folgen (a,)n>1 und (by,),>1 ab. Sonst erhalt
man durch verschiedene Wahl der Folgen (a,,)n>1 und (b, )n>1 auch verschiedene Grenzwerte.

Beispiel 17: Sei X eine E(\)-verteilte Zufallsvariable. Zu berechnen ist E(X).
Setzt man die Wahrscheinlichkeitsdichte der Exponentialverteilung in die Formel fiir den
Erwartungswert ein, so erhéalt man durch partielle Integratlon

E(X) = fOOO e Mdr = _l-e—kxl(o)o + fooo oA Qg — Az .

‘0 -\

In den folgenden Beweisen nehmen wir an, dass die Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeits-
dichten besitzen. Mit Hilfe des Riemann-Stiltjes-Integrals, auf das wir spater zuriickkommen,
lassen sich Definition des Erwartungswerts und diese Beweise in einer allgemeineren Form
schreiben, sodass sie dann auch ohne die Annahme einer Wahrscheinlichkeitsdichte gelten.

Der Erwartungswert wurde durch E(X) = [z f(z)dz definiert, wobei f eine Dichte der
Zufallsvariable X ist. Die Dichte ist jedoch nicht eindeutig. Man erhalt aber immer denselben
Wert fiir E(X), welche Dichte von X man auch wéhlt. Das zeigt folgender Satz.

Satz 35: Fiir eine Zufallsvariable X gilt E(X) = [[" P(X > t)dt — ff’oo P(X < t)dt, wobei
E(X) genau dann existiert, wenn beide Integrale < oo sind.

Bemerkung: Diese Formel ist dquivalent zu E(X) = [~ 1— F(t)dt - f F(t)dt, wobei F

die Verteilungsfunktion von X ist. Wenn X > 0 gllt (das heifit Werteberelch C R7), dann ist
P(X <t)=0fiir t <0 und es folgt E(X) = fooo P(X > t)dt = fooo 1 — F(t)dt. Insbesondere
gilt E(X) >0, wenn X > 0 ist.

Beweis: Sei f eine Dichte von X. Wir berechnen die beiden Integrale auf der rechten Seite
[P opx<tyde=["_ [ f ydadt=[° fof dtde=[°_ f )[Pdtde=[° —xf(z)d
Lo P(X >tydt= [ [ f dxdt_fo Io f dtd:c_ IS (@) [y dtde = [[° zf(z)da
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Nun existiert E(X) genau dann, wenn [*°_|z|f(z)dz < oo ist, das heifit genau dann, wenn
[P P(X <t)ydt = [°_ |z|f(x)dz < cound [°P(X > t)dt = [ |2|f(x)dz < oo gilt. Es
folgt dann B(X) = [P af(z)dz + [°_zf(z)de = [CP(X > t)dt — [°_P(X <t)dt. [

Satz 36: Sei X ein kontinuierlicher Zufallsvektor und f : R™ — [0, 00) eine Wahrscheinlich-
keitsdichte von X Sej Y : R™ — R stetig (oder stiickweise stetig) und Y = 1(X). Dann gilt

= Jan (@) f(z)dx, wobei E(Y') genau dann existiert, wenn [g, ¢ (2)|f(z)dz < oo ist.
Beweis: Wir verwenden die Formel aus Satz 35. Sei I; = ( ) Dann gilt
JSPY > t)dt = [[P@(X) > t)dt = [ P(X € ¢! = Iy Sy, fl@)dadt
= Jo Jen Lo-ra) (@) f(z) dadt
Wegen 1y-17,)(2) =1 & 2™ (L) © Y@)ely & t<P(®) & Lop@)t) =1

erhalten wir 1y-1(7,)(2) = 1(_ooy(2))(t). Setzt man das oben ein so folgt
JSPY > 0)dt = [on [ Yoo (@) @) dtf(z)dz = [p, max(0,¢(z)) f(z)dz
Genauso erhalten wir mit J; = (—oo0, t]
0 0 0 _ 0
S PY st)dt= [T P(X)<t)dt= [ PX ey~ (J))dt= [_ [, -1y, f(z)dzdt

0 0
= oo Jrn Ly @) f(@)dzdt = fou JZ o Lpe),00) (D) dEf () da
= Jpn max(0, —(z)) f(z)dx
Nach Satz 35 existiert E(Y) genau dann, wenn sowohl [(*P(Y > t)dt < oo als auch

f_OOOP(Y < t)dt < oo gilt, das heiBt wenn sowohl [, max(0,¢(z))f(x)de < oo als auch
Jgn max(0, =t (z)) f(z)de < oo erfilllt ist. Das ist dquivalent zu [, [¢(z)|f(z)dz < oo,

da einerseits |u| = max(0,u) + max(0,—u) und andererseits 0 < max(0,u) < |u| und
0 < max(0,—u) < |u| fir alle w € R gilt. Damit ist die Bedingung fiir die Existenz von
E(Y) gefunden Gilt sie, dann folgt E(Y) = [[°P(Y > t)dt — f_ooo P(Y < t)dt aus Satz 35,
das heifit E(Y) = [, ¥( z)dz, dau = maX(O u) — max(0, —u) fir alle u € R gilt. O

Nun ist es elnfach, Elgenschaften des Erwartungswerts zu beweisen.

Satz 37: Seien X und Y Zufallsvariable, fiir die der Erwartungswert existiert. Dann gilt

(a) fiir a und b in R existiert E(aX 4 b) und es gilt E(aX +b) = aE(X) + b

(b) E(X +Y) existiert und es gilt E(X +Y) = E(X) + E(Y)

(¢) X undY unabhingig = E(XY) existiert und es gilt E(XY) = E(X)E(Y)

Beweis: Sei g: R? — [0, oo) eine Wahrscheinlichkeitsdichte des Zufallsvektors (X,Y"). Nach

Satz 22(c) sind dann f1(z) = [*°_g(z,y)dy und fao(y) = [ g(x,y)dz Dichten der Zufalls-

variablen X und Y. Nach Voraussetzung gilt [7_|zfi(z)dz < cound [7_ |yl f2(y)dy < <.

Um (a) zu zeigen, wenden wir Satz 36 mit ¢(x) = ax + b an und erhalten

E(aX +b) = [7 _(ax+b)fi(z)dz =a [7_zfi(z)dz+b [>_ fi(z)dz =aE(X)+b

wobei E(aX + b) existiert, da [*_|az + b|f1(z)dz < |a| [7_ |z|f1(z)dz + [b] < oo gilt.

Um (b) zu zeigen, wenden wir Satz 36 mit ¢(x,y) = x + y an und erhalten
B(X+Y)=[7 [T (z+yg(@,y)dedy= [ [T xg(z,y)dydz+ [T [T yg(z,y)dzdy

= [Toafi(x)dz+ [7 yfa(y)dy = E(X) + E(Y)
Genauso zeigt man [*_ [7 |z 4+ y|g(z,y)dady < [T |z|fi(z)dz + [7_ |yl f2(y)dy < oo,
womit die Existenz von E(X + YY) nachtréglich gezeigt ist.
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Um (c) zu zeigen, wenden wir Satz 36 mit ¢ (z,y) = zy an. Wegen Satz 23 (b) kénnen wir
g(z,y) = f1(z ) f2( ) annehmen. Wir erhalten

= [ [ ayg(z,y)dady = [ [T zyfi(z)fa(y)dady
= f xfi(z dxf yfa(y)dy = E(X)E(Y)

Genauso zeigt man [ [ |zy|g(z,y)dady = [T |z|fi(z)dz [7_ |y[f2(y)dy < oo, womit
die Existenz von E(X Y) nachtraghch gezeigt ist. 0

Folgerungen: Durch wiederholtes Anwenden von Satz 37 erhalt man: Sind X7, Xo,..., X,
Zufallsvariable, fiir die der Erwartungswert existiert, und sind a1, as,...,a,,b in R, dann ex-
istiert E(a1 X3 +a2Xo+---+a, X, +b) und ist gleich a1 E(X;)+asE(X2)+- -+ a,E(X,)+b.
Sind X1, Xs,..., X, unabhangige Zufallsvariable, fiir die der Erwartungswert existiert, dann
existiert auch E(X7 X5 ... X,,) und ist gleich E(X;)E(X>)...E(X,). Das ergibt sich mit In-
duktion aus Satz 37 (c), wobei man verwendet, dass fiir 2 < k < n die beiden Zufallsvariablen
Y = X1 X5... X,_1 und X wegen Satz 25 unabhéngig sind.

Sind X und Y Zufallsvariable mit X <Y, dann gilt Y — X > 0, und daher folgt dann auch
E(Y)-E(X)=E(Y —-X) >0, das heiit E(X) <E(Y). Ist X eine Zufallsvariable und a € R
mit X < a, dann folgt a — X > 0, also auch a — E(X) = E(a — X) > 0, das heifit E(X) < a.

Nun kommen wir zur Varianz einer Zufallsvariablen

Definition: Sei X eine Zufallsvariable. Dann heifit V(X) = E((X — E(X))?) die Varianz
der Zufallsvariablen X, vorausgesetzt die vorkommenden Erwartungswerte existieren.

Bemerkung: Wegen (X — E(X))? > 0 gilt V(X) = E((X — E(X))?) > 0. Die Var-
ianz misst die durchschnittliche quadratische Abweichung der Zufallsvariablen von ihrem
Erwartungswert. Hat X eine Dichte f, dann folgt V(X) = [ _(z — E(X))?f(z)dz aus
Satz 36.

Beispiel 18: Sei X eine E()\)-verteilte Zufallsvariable. Zu berechnen ist V(X).
In einem fritheren Beispiel wurde bereits E(X) = % gezeigt. Durch Einsetzen in die Formel
V(X) = [ (z— E(X))2f( )dx und zweimalige partielle Integration erhélt man

= Jo~(x = H)Ae M dw = —(z — )% |7~ 2 o o2 dr =

Mg

Die Rechenregeln fiir die Varianz kommen spéater, nachdem wir die Kovarianz eingefiihrt
haben. Zuerst zeigen wir noch zwei Ungleichungen.

Satz 38 (Markov-Ungleichung) Sei v : R — [0, 00) eine monoton wachsende Abbildung und
X eine Zufallsvariable, fiir die E(u(X)) existiert. Dann gilt P(X > t) < (t)E( u(X)) fiir alle

t € R mit u(t) > 0.

Beweis: Sei f eine Dichte von X und ¢ € R so, dass u(t) > 0. Dann gilt “((t)) > 1 fir z > ¢,
da u monoton wachsend ist. Es folgt [ f(z)dz < foo “(m ( Ydx = u(t) ft x)f(z)dz.
Da u(z) > 0 fiir alle x € R gilt, erhalten wir daraus ft z)de < u(t) 25 u(z) f(z)da.

Wegen Satz 11(b) und Satz 36 heiit das P(X > t) < (t)E( (X)) O

Satz 39 (Tschebyscheff-Ungleichung) Sei X eine Zufallsvariable, fiir die E(X) und V(X)
existieren. Dann gilt P(|X — E(X)| > t) < 5 V(X) fiir alle t > 0.

Beweis: Sei u(z) = 22 fiir x > 0 und u(z) = 0 fiir z < 0. Verwendet man diese Funktion
und | X — E(X)| anstelle von X in Satz 38, dann erhélt man die gewiinschte Ungleichung. 0
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Um die lineare Abhéngigkeit von Zufallsvariablen zu studieren, fithrt man die Kovarianz
zweier Zufallsvariable ein.

Definition: Seien X und Y Zufallsvariable. Die Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y
wird definiert durch C(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))), wobei vorausgesetzt wird, dass

die vorkommenden Erwartungswerte existieren.

Bemerkung: Es gilt C(X,X) = V(X) und C(X,Y) = C(Y, X), wie sich sofort aus den
Definitionen ergibt.

Satz 40: Sei k > 2. Seien Uy,Us,...,U, Zufallsvariable, sodass E(Uf) firl <j<n
existiert. Sind miy,ms,...,m, > 0 mit m; + ms + --- + m,, < k, dann existiert auch
E(U™M U5 ... Umn). Ist insbesondere X eine Zufallsvariable, sodass E(X*) existiert, dann
existiert auch E(X™) fiir 1 <m <k — 1.

Beweis: Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt |27 x5 -z < 1 + 27:1 |:c§|
fir alle 1, xo,...,2, € R. Das sieht man, indem man a = max{1, |x1], |x2], ..., |x,|} setzt,
womit [ 2 - g | < ™t < aF = max{L, |aa ¥, .. |z [F} < 1455 [y * folgt.

Sei g : R™ — [0,00) eine Dichte des Zufallsvektors (Uy,Us,...,U,). Aus der Voraussetzung
und aus Satz 36 mit ¥(xq,...,z,) = xf folgt fR" |xf]g(x)dx < oo fiir 1 < j < n. Mit obiger
Ungleichung hat man [, [27" 25" - - 27 |g(2) do < [p, g(x)dz+ 2" [p. [25]g(x) de < co.
Aus Satz 36 mit ¢(x1,...,z,) = ] xy"? - -z folgt, dass E(U"* U™ ... U™ existiert.

Die letzte Aussage ist der Spezialfall n = 1. 0

Satz 41: Seien X und Y Zufallsvariable, sodass E(X?) und E(Y?) existieren. Dann existiert
auch C(X,Y) und es gilt C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Sind X und Y unabhéngig, dann
gilt C(X,Y) =0.

Beweis: Nach Voraussetzung und Satz 40 existieren £k = E(X), m = E(Y) und E(XY). Nach
Satz 37 existiert dann der Erwartungswert von (X — k)(Y —m) = XY —mX — kY + km,
das ist aber C(X,Y’), sodass die Existenz von C(X,Y) gezeigt ist. Aus Satz 37 folgt dann
auch C(X,Y) = E((X — k)(Y —m)) = E(XY) — mE(X) — kE(Y) + km = E(XY) — km.
Damit ist C(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) gezeigt. Sind X und Y unabhéngig, dann haben
wir E(XY) = E(X)E(Y) nach Satz 37(c), sodass C(X,Y) = 0 gilt. O

Satz 42: Seien X1, Xo,...,X,, und Y1,Ys,...,Y, Zufallsvariable, deren Quadrate einen
Erwartungswert besitzen. Weiters seien ai,as,...,a,,b und ci,co,...,c,,d in R. Dann
existiert C(3_;" ) aiX; + 1,30 ¢;Y; +d) und ist gleich 371" | 377 a;c;C(X;,Y;).

Beweis: Sei U = >3/", a;X; +bund V = 377, ¢;Yj +d. Wegen Satz 40 existiert E(X;)
fir 1 < i < m. Aus Satz 37 folgt, dass E(U) existiert und E(U) = Y /", a;E(X;) + b gilt,
also U — E(U) = > ai(X; — B(X;)). Ebenso folgt V —E(V) = 377 ¢;(V; — E(Y))).
Wir haben daher (U —E(U))(V —E(V)) = 3%, 370 aic;(Xi — B(X;))(Y; — E(Y;)). Nach
Voraussetzung und Satz 41 existiert C(X;,Y;) = E((X; —E(X;))(Y; —E(Y;))) fir 1 <i <m
und 1 < j <n. Aus Satz 37 folgt dann, dass C(U,V) = E((U — E(U))(V — E(V))) existiert
und C(U, V) = 221 Z?:l aich(Xi, Y}) gllt 0

Mit Hilfe der letzten Sétze erhalten wir auch die Rechenregeln fiir die Varianz.

Satz 43: Sei X eine Zufallsvariable, fiir die E(X?) existiert. Dann existieren auch E(X) und
V(X) und es gilt V(X) = E(X?) — E(X)2. Fiir a und b in R existiert auch V(aX + b) und
es gilt V(aX +b) = a®?V(X).
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Beweis: Wegen V(X) = C(X,X) ist die erste Aussage ein Spezialfall von Satz 41. Die
zweite Aussage ist ein Spezialfall von Satz 42 wegen V(aX + b) = C(aX + b,aX +b). O

Beispiel 19: Sei X eine N (u,o)-verteilte Zufallsvariable. Gesucht sind E(X) und V(X).
Sei Y = £=£ Dann hat Y wegen Satz 17 die N (0, 1)-Verteilung und somit die Wahrschein-

o

lichkeitsdichte p(z) = \/%e_ﬁ/z. Wegen ¢(—xz) = ¢(z) folgt E(Y) = [ zp(z)dz = 0.

Wegen ¢'(z) = —zp(x) erhalten wir 1 = [ 1 p(z)dz = xgo(x)’iooo + [ 2?%p(z)du.
Wegen lim, o0 2¢(z) = 0 und lim,—, oo z¢(z) = 0 ist damit E(Y?) = [T a2%p(z)dz =1
gezeigt. Aus Satz 43 folgt V(Y) = 1.

Nun erhalten wir E(X) = E(cY + u) = 0¢E(Y) + p = p mit Hilfe von Satz 37 (a) und
V(X) =V(oY +p) = a?V(Y) = o2 folgt aus Satz 43.

Satz 44: Seien X1, X, ..., X,, Zufallsvariable, sodass E(XJQ) fiir alle j existiert. Dann gilt
(a) V(X14+Xo+- 4+ Xn) =300 >0 C(XG, X5) = 3205 VX)) +2 31 i<y C(XG, Xj)
Beweis: Es gilt V(X1 + Xo + - + X,,) = C(3_1L, X3, 25—, X;). Mit Hilfe von Satz 42
erhéilt man V(Xl +X2 + - +Xn) = Z?:l Z?:l C(XZ,XJ) Wegen C(Xj,Xj) = V(XJ) llIld
C(X;, X;) = C(X;, X;) fiir i # j ist damit (a) gezegt.

Sind die Zufallsvariablen X, X, ..., X,, unabhéngig, dann gilt C(X;, X;) = 0 fiir ¢ # j nach
Satz 41, sodass V(X7 + Xo + -+ X,,) = V(X1) + V(X2) + - + V(X,,) aus (a) folgt. O

Erwartungswert und Kovarianz kann man auch fiir Zufallsvektoren einfiihren.

Definition: Sei X = (X3, Xo,...,X,,) ein Zufallsvektor. Wir definieren
E(X1) C(X1,X1) ... C(X1,X,)
Ex) = wd  DX)=| i .
B(X,) C(Xp, X1) ... C(Xn, Xp)
und nennen E(X) den Erwartungswertvektor und D(X) die Dispersionsmatrix oder Kovari-
anzmatrix des Zufallsvektors X.

Satz 45: Sei X = (X1, X, ..., X,,) ein Zufallsvektor, sodass E(X?) fiir 1 < j < n existiert.
Sei A eine m x n—Matrix, sei b € R™ und Y = AX +b. Dann gilt E(Y) = AE(X) + b und
D(Y) = AD(X)AL.
Beweis: Sei A = (a;j)1<i<m,1<j<n und b = (b;)1<i<m. Mit Satz 40 und Satz 37 folgt
E(Y;) = E(X ai X, +b) = Y0, agB(X,) +b;  fir 1<i<m

Fasst man diese Gleichungen zusammen, so hat man E(Y') = AE(X) + b.
Fir 1 <i<mund 1 <k < m folgt mit Hilfe von von Satz 42

C(Y3, Yi) = COjoy @iy Xy +bi, 320 amXo +be) = 3705 aij 2oy aC(X;, X))
Fasst man diese Gleichungen zusammen, so hat man D(Y) = AD(X)A". O

Beispiel 20: Sei X ein ZN(M)-verteilter n-dimensionaler Zufallsvektor. Gesucht ist der
Erwartungswertvektor E(X) und die Kovarianzmatrix D(X).
Da M eine positiv definite n x n—Matrix ist, gilt Ay > Ay > --- > X\, > 0 fiir die Eigenwerte
von M. Sei U die Diagonalmatrix mit A1, Ao, ..., A, in der Diagonale. Die symmetrische Ma-
trix M ist diagonalisierbar. Es existiert eine orthogonale n x n—-Matrix A mit AMA! = U,
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sodass dann wegen Satz 29 (a) der Zufallsvektor Y =AX d1e Z N(U)-Verteilung hat. Er hat

Dichte g(z) = m em2e U e — | \/21#_)\] e %, Wegen Satz 24 (c) sind die

Komponenten Y7, Y5, ...,Y, des Zufallsvektors Y unabhéingig und Y; ist N (0, \/)\_j )-verteilt.
Nach Beispiel 19 gilt E(Y;) = 0 fiir 1 < j < n, das heifit der Erwartungswertvektor E(Y")
ist gleich 0. Aus Satz 45 folgt E(X) = E(A71Y) = A7'E(Y) = 0. Damit ist E(X) berech-
net. Ebenso gilt C(Y;,Y;) = 0 fiir i # j wegen Satz 41 und C(Y;,Y;) = V(Y;) = \; fir
1 <i < n nach Beispiel 19. Wir haben also D(Y') = U. Mit Hilfe von Satz 45 erhalten wir
D(X)=DAY)=A"1UANH = A TAMAY (A1)t = AP AM(A~1A)Y = M. Damit
ist auch D(X) berechnet.

Eine symmetrische n x n—Matrix M heifit positiv semidefinit, wenn a’!Ma > 0 fiir alle
a € R™ gilt, und positiv definit, wenn a’Ma > 0 fiir alle a € R™ \ {0} gilt. Eine positiv
semidefinite Matrix M ist genau dann positiv definit, wenn det M # 0 gilt. Wir beweisen
weitere Eigenschaften der Kovarianzmatrix.

Satz 46: Fiir eine Zufallsvariable Y ist V(Y) = 0 dquivalent zu P(Y = E(Y)) = 1.

Beweis: Sei U = (Y — E(Y))2. Gilt P(Y = E(Y)) = 1, dann auch P(U = 0) = 1. Aus der
Definition des Erwartungswerts folgt E(U) = 0, das heifit V(Y) = E((Y — E(Y))?) = 0.

Ist V(Y) = 0, dann folgt P(|Y — E(Y)| > 1) < k*V(Y) = 0 fiir alle k € N aus Satz 39. Die
Ereignisse Y — E(Y)| >  bilden eine monoton aufsteigende Folge, die fiir k — oo gegen
das Ereignis |Y — E(Y)| > 0 geht. Aus dem Stetigkeitssatz folgt P(]Y — E(Y)| > 0) =
im0 P(|Y — E(Y)| > 1) = 0. Somit gilt P(Y =E(Y)) =1-P(]Y —E(Y)| >0)=1. [

Satz 47: Sei X = (X1, X, ..., X,,) ein Zufallsvektor, sodass E(X?) fiir 1 < j < n existiert.
Fiir alle a € R™ gilt dann V({a, X)) = a'D(X)a und D(X) ist positiv semidefinit. Weiters
ist det D(X) genau dann gleich 0, wenn aq,as,...,a, € R existieren, die nicht alle 0 sind,
sodass P(Zj 165(X; —E(Xj)) = 0) = 1 gilt, das heiit mit Wahrscheinlichkeit 1 sind die
Zufallsvariablen X; — E(X1), Xo — E(X32),..., X, — E(X,,) linear abhingig.

Beweis: Seien aq,as,...,a, € R die Komponenten von a. Aus Satz 42 folgt
V(Z?:l a; X;) = C(Z?:l Z] 10 X5) =3 23 1 4;0;C(X;, Xj) = a’D(X)a

Da eine Varianz immer > 0 ist, folgt auch a!D(X)a > 0 fiir alle a € R", womit die ersten
beiden Aussagen bereits bewiesen sind.

Fiir die positiv semidefinite Matrix D(X) gilt det D(X) = 0 genau dann, wenn ein a € R™\ {0}
existiert mit a'D(X)a = 0. Nach obiger Rechnung ist das dquivalent zur Existenz von
ai,as,...,a, € R, die nlcht alle 0 sind, sodass V(Z 1a;X;) = 0 gilt. Wegen Satz 46 und
da E(Z a]X ;) =", a;E(X;) nach Satz 37 gilt, ist das wieder dquivalent zur Existenz

i 1@
von ai, as, ..., a, € R, die nicht alle 0 sind, sodass P(>"_; a;(X; — E(X;)) =0) =1 gilt. O

Jj= 1@

Bemerkung: Die Varianz V(Y') einer Zufallsvariable Y gibt an, wie stark die Zufallsvariable
um ihren Erwartungswert streut. Sei X ein n-dimensionaler Zufallsvektor und a € R™ mit
|la]| = 1. Dann ist Y = (a, X) die Lange der orthogonalen Projektion des Vektors X auf eine
Gerade mit Richtung a. Nach Satz 47 gilt V(Y) = a'D(X)a. Diese Zahl gibt an, wie stark
X in Richtung a streut. Man sieht, dass die Dispersionsmatrix D(X) die Information iiber
das Streuungsverhalten des Zufallsvektors X enthélt.

Die im letzten Satz gemachte Aussage iiber die lineare Abhéngigkeit von Zufallsvariablen
wird auf zwei Zufallsvariable spezialisiert.
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Definition: Seien X; und X, Zufallsvariable, fiir die E(X?) und E(X3) existieren und fiir
die V(X71) > 0 und V(X3) > 0 gilt. Dann heiit K(X1, X2) = C(X1, X2)/y/V(X1)V(X2) der
Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen X; und X5.

Satz 48: Seien X; und X, Zufallsvariable, fiir die E(X?) und E(X3) existieren. Seien
V(X1) > 0 und V(X3) > 0 und sei X = (X1, Xp). Dann gilt K(X1,X2)? = 1 — gl
und K(X1, X2)? < 1. Es gilt K(X1, X2)? = 1 genau dann, wenn P(X; = c¢X5 +d) = 1 fiir ein
d € R und ein ¢ # 0 mit signc = K(X7, X5) gilt.

Beweis: Aus D(X) = ({31 852) folgt det D(X) = V(X1)V(Xp) — C(X1, X»)?. Divi-
diert man durch V(X7)V(X3), so hat man bereits die Formel fiir K(X7, X3)2. Da D(X) nach
Satz 47 positiv semidefinit ist, haben wir det D(X) > 0. Es folgt K(X;, X2)? < 1.

Wegen der soeben bewiesenen Formel ist K(X1, X2)? = 1 dquivalent zu det D(X) = 0. Das
ist dquivalent zur Existenz eines ¢ # 0 mit P(X; — E(X;) — ¢(Xo — E(X3)) = 0) = 1
wegen Satz 47. Das wieder ist dquivalent zur Existenz eines ¢ # 0 und eines d € R mit
P(X; —¢Xy—d=0) =1, dadann E(X; — ¢X5 — d) = 0 und somit d gleich E(X;) — cE(X>)
sein muss.

Es bleibt daher nur noch, sign ¢ unter diesen aquivalenten Bedingungen zu bestimmen. Wegen
P(X; — E(X;) — ¢(X2 — E(X3)) = 0) = 1 folgt fiir alle Zufallsvariablen U, fiir die E(U?)
existiert, dass P((X; — E(X1) — X2 — cE(X2))(U — E(U)) = 0) = 1 gilt. Daraus wieder
folgt E((X1 — E(X7) — cX2 — cE(X3))(U — E(U))) = 0, das heifit C(X; — ¢X5,U) = 0 oder
C(X1,U) = cC(X2,U). Fir U = X3 ergibt sich C(X7, X3) = ¢V(X32) und fir U = X; folgt
V(X;) = cC(X1,X2) = 2V(X3). Damit erhalten wir K(X1, X3) = ¢V(X32)//c2V(X2)? =
c/Ve? =signe. O
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1. Integrale

Um diskrete und kontinuierliche Zufallsvariable nicht immer getrennt behandeln zu miissen,
fithrt man eine Verallgemeinerung des Riemannintegrals, das sogenannte Riemann-Stiltjes-
Integral einer Funktion ¢ : (a,b] — R beziiglich einer Verteilungsfunktion F' ein. Es wird
genauso wie das Riemann-Integral definiert, nur wird die Lénge des Intervalls (u,v] durch
F(v) — F(u) gemessen. Das ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable mit Vertei-
lungsfunktion F' ins Intervall (u,v] fallt. Zu jeder Zerlegung a = to < t1 < -+ < t;, = b
des Intervalls (a,b] definieren wir die Obersumme Z;ﬁ:l(F(tj) — F(tj—1))sup(y,_, 4,19 und
die Untersumme Z;nzl(F(tj) — F(tj—1))inf(,_, 4,1 9- Ist das Infimum der Obersummen gle-
ich dem Supremum der Untersummen, dann heif3t die Funktion ¢ integrierbar, und dieser
gemeinsame Wert wird mit ff g(x)d F(x) bezeichnet. Wir wollen gar nicht versuchen zu
bestimmen, welche Funktionen integrierbar sind. Ist ¢ : [a,b] — R stetig, dann kann man

jedoch die Existenz von fj g(x)d F(x) genauso wie fiir das Riemannintegral zeigen. Durch
Grenziibergiange b — oo und a — —oo kann man Integrale iiber unbeschriankte Intervalle
definieren. Hat F eine Dichte f, dann kann man zeigen, dass f;g(x)dF(:v) = ff g(x)f(z)dz
gilt. Ist F' die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable mit Wertebereich R und

Einzelwahrscheinlichkeiten w(k), dann gilt f; 9(x)dF(x) = > 1e pr(ap 9(F)w(k).

Mit Hilfe des Riemann-Stiltjes-Integrals kann man den Erwartungswert einer Zufallsvaria-
blen X mit Verteilungsfunktion F durch E(X) = [*°_2dF(z) definieren, wobei vorausgesetzt
wird, dass [ |z|dF(z) < oo gilt.

Ist F' : R™ — [0, 1] eine n-dimensionale Verteilungsfunktion, dann kann man analog ein Inte-
gral [, g(z1,...,2,)dF(x1,...,2,) definieren, wobei B eine integrierbare Teilmenge des R™
ist. Anstelle der Flache eines Rechtecks oder des Volumens eines Quaders nimmt man wieder
die entsprechende Wahrscheinlichkeit. Fiir n = 2 und das Rechteck (71, s1] X (72, s2] ist das
F(Sl, 32) — F(Sl, 7“2) - F(Tl, 82) + F(Tl, TQ). Wenn F(tl, to, ... ,tn) = Fl(t1>F2<t2) e Fn(tn)
fiir alle t1,t9,...,t, € R gilt, dann lasst sich f11X[2Xlen g(x1,...,xn)dF(z1,...,2,) als
iteriertes Integral [, [, ... [, g(w1,...,22)dFy(2zn) ... dFa(v2)dFi(21) schreiben.

Mit diesem mehrdimensionalen Riemann-Stiltjes-Integral lassen sich dann Satz 25 und
die Satze iiber den Erwartungswert allgemeiner beweisen, insbesondere hat man die Formel
E@WY)) = [gn¥(21,...,2,)dF(z1,...,2,), wobei ¢ : R" — R stetig ist und F' die Vertei-
lungsfunktion des n-dimensionalen Zufallsvektors Y ist (der Erwartungswert existiert, wenn
Jan l0(x1, . 2n)|dF (21, ..., x,) < 0o gilt). Man erhilt die allgemeinen Beweise, indem
man iiberall f(z)dx durch dF(z), f,(z)dz durch dF,,(z), g(x,y)dzdy durch dG(x,y) und so
weiter ersetzt. Auch alle folgenden Beweise werden nur fiir den Fall, dass eine Wahrschein-
lichkeitsdichte existiert, gefithrt werden.

Es folgen einige Hilfssédtze tiber Integrale, die wir spater brauchen werden. Fiir eine kom-
plexwertige Funktion f definieren wir f' = f{ +if5 und [ f(z)dx = [ fi(x)dz +i [ fo(z)dz,
wobei f; der Real- und f; der Imaginarteil von f ist.

Hilfssatz A: Sei f : R — R eine Wahrscheinlichkeitsdichte und I ein offenes Intervall in R.
Seiu : I x R — C eine stetig differenzierbare Funktion und v(t) = [, u(t,z)f(x)dx existiere
fiir alle t € I. Wenn fiir jeden Punkt t € I eine Umgebung U; C I und eine integrierbare
Funktion v : R — R¥ existieren mit [, v(z) f(x)dz < co und |g—§(s,x)| < ~(z) fiir alle s € U,

und x € R, dann gilt v'(t) = [, 24(t,z)f(z)dz fiir allet € 1.
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Beweis: Wir fithren den Beweis zuerst fir reellwertiges u, das heif3t v : I xR — R. Sei a > 0
so gewahlt, dass [t — a,t + o] C Uy ist. Fir |h| < « gilt dann w = [pwn(z)f(z)dz
mit wy(z) = w = (¢ + &, z) fiir ein &, zwischen 0 und h. Wegen |h| < « gilt
auch [€,| < o und somit t + &, € Ut, sodass |wp(z)] < y(z) fir alle z € R und |h| < a nach
Voraussetzung folgt. Ebenso folgt Se(t,z)| < y(x) fiir alle z € R,

Sei € > 0 vorgegeben. Wegen [, v(z)f(z)dz < oo existiert ein kompaktes Intervall K C R
mit fR\Kv(x)f(x)d:L‘ < §. Daher gilt fiir |h| < o

|fR\K wh(a:)f(x)da:\ < fR\K \wh(x)]f(a: Yda < fR\K y(x)f(z)de < 5 und

Auf der Menge [t —a,t+ a] >< K ist die Funktion —“ gleichmaflig stetig. Es existiert ein

§ € (0,a], sodass |2%(r,z) — 24(s,y)| < £ gilt, wenn dle beiden Punkte (r,z) und (s,y) in
[t —a,t+ o] x K liegen und Abstand < (5 haben. Fiir x € K und |h| < ¢ liegen die Punkte
(t,z) und (t + &p,x) in [t — o, t + ] x K und haben Abstand |£|, der < § ist. Daher gilt
|

%(t + &, x) — %(th)’ < £ und somit auch

i) ) — g B0, ) F(x)la] < i (o) — (6,00 ) < 5 [ Sz < 5
Setzt man das zusammen, so erhélt man fir |h| < §

| Jpwn (@) f(z)da — [ G4t ) f(z)da| < | [ wi(2)f(z)de — [ GE(t,2) f(x)dz]
+‘fR\Kwh( z) f(z)dz| +’fR\K S¢(t,x) f(r)dz| < e

Wir haben zu jedem € > 0 ein § > 0 gefunden mit |w R 8t Lt,x)f(z)dx| < e fir

alle h € (—6,0). Damit ist v/(t) = limj_, M R 8t Lt ) f(r)da gezeigt.

Sei jetzt u komplexwertig, das heifit w : I ><]R — (C und u; und us seien Real- und Imaginéarteil
von u. Es gilt dann 2% (s, z) = 88’;1( x) + 28“2 (s,x), woraus |8“1 (s,2)| < [%%(s,2)] < ()
und |%(s,x}| < |24(s,2)| < () fiir alle s € Uy und alle z € R folgt. Somit sind die Vo-

raussetzungen des Hilfssatzes fir die beiden reellwertigen Funktionen u; und us erfiillt. Seien

v1 = Jpu(t x)f( )dm und va (¢ fR uz (t x)f( )dx. Dann folgt aus obigem Beweis, dass
= [ % ( (x)dx und v2 = [ B ( )d:z: gilt Multipliziert man die zweite
Glelchung mlt ? und addiert sie zur ersten SO hat man v'( fR (z)dx. U

Sei @ < b. In den néchsten beiden Hilfssétzen behandeln wir die Funktion ¢, : R — [0, 1]
definiert durch £, ;(z) = 1 fiir x < a, durch £, (z) = =2 fiir a < 2 < bund durch £, ,(z) = 0
fiir x > b. Sie ist also stetig, gleich 1 links von a, gleich 0 rechts von b und linear auf [a, b)].

Hilfssatz B: Sei a < b und ¢, wie soeben definiert. Fiir jedes ¢ > 0 und jedes r > 0 ex-
istiert dann ein trigonometrisches Polynom p(x) = Z;n L Cjsinajx + Z;n:o d; cos ajz, sodass

|f flz)da — [2] s 0(@) f(2)d ] <f [lap(@) — ($)|f(l’)d$§fR\(_nr] flx)dz+e
fiir a]le Wahrsche1n]1chke1tsd1chten f gilt.

iy

Beweis: Wir wihlen ein o > 0, sodass 7 > r gilt. Wir definieren /R — [0, 1] folgen-
dermaBen. Fiir z € [—7,7] sei (z) = ly(x). Auf [—Z, —7] sei ¢ linear mit £(—1) = £44(—7)
und g(—ﬂ) = 1. Auf [r, 7] sei { ebenfalls linear mit £(r) = £, 4(r) und Z(W) = 1. Damit ist ¢
auf [~7, 7] definiert und stetig und hat in den Endpunkten jeweils den Wert 1. Wir konnen

7T

¢ daher zu einer stetigen Funktion mit Periode auf ganz R fortsetzen.

Man kann dann zeigen, dass ein trlgonometrlsches Polynom g, wie oben angegeben, existiert
mit |/(z) — o(x)] < e fiir alle z € R. Da die Funktionen ¢ und £, ; beide Wertebereich
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[0,1] haben und auf (—r,r] iibereinstimmen, erhalten wir |[(, () — £(z)| < LR\ (—rp () fiir
alle z € R. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt [¢qs(2) — o(2)| < 1g\(—rq(z) + € fiir
alle x € R. Sei f irgendeine Wahrscheinlichkeitsdichte. Durch Multiplikation mit f(x) und
Integration erhalten wir [*°_|€,4(x) — o(x)|f(z)da < fR\(—r,r] f(z)dz +=. 0

Hilfssatz C: Seia < b und {, wie oben definiert. Sei F' : R —> [O 1] ejne Verteilungsfunktion,
die eine Wahrscheinlichkeitsdichte f besitzt. Dann gilt F(a f (x)dz < F(b)

und hmbiaffoooga,b( Vf(x)dz = F(a).

Beweis: Aus der Definition von ¢, 3 folgt 1(_00@}( ) lop(x) < 1( o0,b] (a:) fiir alle x € R und
daher F(a) = [%° 1(_oo,a)() f(x)dz < [7 Lo ) 2 <[22 Lo () f(x)da = F(b).
Das ist die erste Aussage. Aus dieser folgt O < f lop(x)f(x )d:c — F(a) < F(b) — F(a).
Da F rechtsseitig stetig ist und daher limy, F'(b) = F'(a) gilt, erhalten wir auch die zweite
Aussage. U

2. Momenterzeugende Funktion (Laplacetransformation)

Fiir eine Zufallsvariable X sei Dx die Menge aller t € R, fiir die E(e'¥) existiert. Die
Funktion myx : Dx — R definiert durch mx(t) = E(e'¥) heifit die momenterzeugende
Funktion der Zufallsvariablen X. Hat X eine Dichte f, dann gilt mx(t) = [~ €™ f(z)dx
fiir t € Dx nach Satz 36. Man nennt myx auch die Laplacetransformierte der Funktion f.

Satz 49: Sei X eine Zufallsvariable. Dann ist Dx ein Intervall und 0 € Dx (auch Dx ={0}
ist méglich). Weiters ist mx im Innern von Dx unendlich oft differenzierbar. Fiir t €int Dx

und k> 1 existiert E(X*etX) und es gilt m'¥ )( t) = E(XFelX).

Beweis: Fiir t = 0 ist !X die Konstante 1, deren Erwartungswert existiert und gleich 1
ist. Somit gilt 0 € Dx und mx(0) = 1. Seien a und b in Dx mit a < b. Ist ¢t € [a,b],
dann gilt et’” < e 4 e fiir alle v € R. Ist f eine Wahrscheinlichkeitsdichte von X, so folgt
7 e flz)dx < f e f(z)dz + [T e f(z)dw < oo, da E(e*¥) und E(e"¥) existieren,
sodass auch E(e!X) existiert und t in Dx liegt. Mit zwei Punkten enthélt Dx auch alle
Punkte, die dazwischen liegen. Das beweist, dass Dx ein Intervall ist.

Fiir t € int Dx zeigen wir, dass E(X*e'X) existiert und dass mg];)(t) = B(X*etX) =
fooo e f(x)dz gilt. Fiir k = 0 ist das die Definition von Dx und myx. Wir nehmen an, dass
der Beweis fur k = n—1 schon erbracht ist. Wir wahlen o, a,b,6 € Dx mita<a<t<b<pf
und setzen ¢ = (;2;)" und d = (3%;)". Man kann zeigen, dass [z|"e™ < ce™” + deP fiir
alle z € R und alle s € [a,b] gilt. Sei v(z) = ce®® + de’*. Wegen o € Dx und 3 € Dy gilt
[ ~(z)f(z)dr < co. Es folgt [7_|z|"e™ f(z)dz < oo, sodass E(X"e!™) existiert. Wir
wenden Hilfssatz A auf u(s,z) = 2" 1e*® mit s € I = int Dx und x € R an. Wihlt man
U; = (a,b) und ~ wie oben, dann sind die Voraussetzungen von Hilfssatz A erfiillt. Nach

Induktionsvoraussetzung gilt mg( 1)( t) = [Z a" Lle!® f(z)dx. Nach Hilfssatz A kénnen wir

unter dem Integral differenzieren und erhalten mg?) (t) = [T ame f(z)de = E(X™e'Y), die
Formel fiir £ = n, womit die Induktion beendet ist. 0

Wir definieren die Momente einer Zufallsvariable und verwenden die momenterzeugende
Funktion, um diese zu berechnen. Untenstehender Satz folgt unmittelbar aus Satz 49.

Definition: Fiir eine Zufallsvariable X und k£ > 1 nennt man E(X*) das k-te Moment der
Zufallsvariablen X, falls dieser Erwartungswert existiert.
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Satz 50: Sei X eine Zufallsvariable, fiir die 0 im Innern von Dx liegt. Dann existieren alle
Momente und es gilt E(X*) = mg?)(O) fiir k > 1.

Wir berechnen die momenterzeugende Funktion fiir konkrete Verteilungen und wenden
darauf Satz 50 an.

Beispiel 21: Fiir eine B(n, p)-verteilte Zufallsvariable X sind mx, E(X) und V(X) gesucht.
Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes erhalten wir
mx(t) =2’ ()P (1 —p)" 7 = (e'p+1—p)"
sodass myx auf ganz R definiert ist. Berechnet man die ersten beiden Ableitungen, so erhalt

man m’X(O) = np und m%(0) = n?p? — np? + np. Aus Satz 50 folgt E(X) = np und
E(X?) = n?p? — np? + np. Damit ist auch V(X) = E(X?) — E(X)? = np(1 — p) berechnet.

Beispiel 22: Fiir eine G(r, A)-verteilte Zufallsvariable X sind mx, E( ) und V(X)) gesucht.
Durch Einfiihren der neuen Variable y = (A — ¢)z und wegen I'(r fo r=le=vdy folgt

mx (t) OOO et F)i;) T le= A qp = F)&;) fo T le— (A= t)oc dx
7" — _ A r—1_— _ A \Tr
= I‘(r) fo 35 e s dy = (52) F(r) fo temvdy = (5%)
In diesem Fall ist mx (t) fir t € (—oo, A) definiert. Satz 50 ergibt E(X) = m/(0) = ¥ und

A
E(X2) = m%(0) = 53F, woraus dann V(X) = E(X?) — E(X)2 = & folgt.

3. Charakteristische Funktion (Fouriertransformation)

Fir eine Zufallsvariable X wird die charakteristische Funktion hx : R — C definiert durch
hx(t) = E( Xy = E(cos tX)+ iE(sintX). Hat X eine Wahrscheinlichkeitsdichte f, dann
gilt hx( f f(x)costzdx +1 ffooo f(x)sintrdx. Man nennt hx auch die Fouriertrans-
formlerte der Funktlon f- Da sin und cos beschriankte Funktionen sind, existiert hx fiir alle
Zufallsvariablen X. Es gilt hx( f f(x)dz = 1.

Beispiel 23: Zu berechnen ist hx fiir eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable X.

Eine Dichte von X ist ¢(z) = —=e¢~2% . Da z — ¢(z)sintz cine ungerade Funktion ist,

Var
erhalten wir [;° ¢(z)sintzdz = — f_ooo ¢(z)sintzde, woraus [*_ ¢(x)sintzdz = 0 folgt,

sodass hx (t) = E(costX) = [*°_¢(x) costadx gilt. Wir schreiben dafiir h(t).

Wir wenden Hilfssatz A mit I = R und ~(x) = |z| an. Es gilt ja foooo v(x)p ( )da: < oo und
|% costz| = |zsintz| < y(z) fir alle t € R. Wir erhalten //(t) = — [*._p(z)zsintzdz.
Man rechnet —zg(x) = ¢’(z) nach. Setzt man das ein und mtegrlert partlell so ergibt sich

'(t) = —t [ p(x)costedr = —th(t). Sei g(t) = e3* h(t). Wegen h'(t) = —th(t) folgt
g'(t) = 0 fur alle t € R. Daher ist g eine konstante Funktion. Weiters gilt g(0) = h(0) =
[7 ¢(z)dz = 1, sodass wir g(t) = 1 fiir alle t erhalten. Damit ist hx (t) = e~ 2" berechnet.

Charakteristische Funktionen sind gleichmafig stetig. Das besagt der folgende Hilfssatz,
wenn man die Funktion g identisch 1 wahlt.

Hilfssatz D: Sei f eine Wahrscheinlichkeitsdichte und g : R — R eine integrierbare Funktion
mit [*_|g(z)|f(z)dz < oo. Dann ist die Funktion t — [ _e"g(z)f(z)dz gleichméBig
stetig.
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Beweis: Sei u(t) = [*_sintzg(z)f(z )da: und € > 0. Wegen [~ |g(z)|f(z)dz = a < oo

existiert ein ¢ > 0 mit [, [g(x)|f(z)dz < §, wobei V fiir R\ [—¢, ] steht Sei § = 5=. Da die

Ableitung von sin betragsméfig < 1 ist, erhalten wir |sintx — sin sz| < |tz — sa:| § c|t — s,

wenn z im Intervall [—c, ¢] liegt. Fiir s, € R mit [t — s| < § gilt dann

lu(t)—u(s)|< [, |g(x) sintz| f(z)dz+ [, |g(z) sin sa:|f ydaz+ [ |sintz—sinsz||g(z)|f(z)dz
§2fv\g(x)] (x )dx—l—c\t—s\f z)|f(r)de <25 +cda=¢

Somit ist u gleichméBig stetig. Genauso zelgt man, dass v(t) = ffooo costz g(x) f(x)dx gleich-

oo

méBig stetig ist. Also ist auch ¢ — v(t) +iu(t) = [°__e"“g(x)f(z)dx gleichmiBig stetig. O

Der folgende Satz liefert wieder eine Methode zum Berechnen der Momente und wird auch
zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes benotigt.

Satz 51: Sei X eine Zufallsvariable und k > 1. Wenn E(XP*) existiert, dann ist hx eine k
Mal stetig differenzierbare Funktion und es gilt E(X™) = %hg:-n)(O) fiirm < k.

Beweis: Sei f eine Dichte von X. Wir zeigen hg?) (t) = [72 ima™me’ f(z)da fiir alle t € R
und 0 < m < k durch Induktion. Fiir m = 0 ist die zu beweisende Gleichung die Definition
von hx. Sei 0 < m < k und hg?l)(t) = [7°_(iz)™e"® f(x)dx schon gezeigt. Wir wenden Hilf-
ssatz A fiir u(s,z) = (iz)™e’*® mit s € [ = Rund x € R an. Ist ¢ € [ und withlt man U; = R
und y(z) = |[z™*!|, dann sind die Voraussetzungen von Hilfssatz A erfiillt, da die Existenz
von E(Xm“) aus Satz 40 folgt, das heiBt [~ \:I:m“]f( )dz < oo, und wegen Ze's? =
aas cos sx + Zas sin sz = —x sin sx + 12 cos sx = 1xe’*” auch as“(37 x) = (iz)™ et gilt. Wir
konnen unter dem Integral differenzieren. Es folgt hg?”l)(t) = [Z _(iz)™* e’ f(z)dz und
die Induktion ist beendet.

Wir haben h(m) =™ [0 _z™e'™ f(z)dx fiir 0 < m < k gezeigt. Da [~ |z*|f(z)dz < oo

vorausgesetzt erd, ist hg() wegen Hllfssatz D Stetlg, sodass hx eine k Mal stetig differen-
zierbare Funktion ist. Man erhalt h(m =i [ x)dr =imE(X™) fir 0 <m <k,
indem man ¢t = 0 setzt in obenstehender Glelchung U

Beispiel 24: Sei X eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Gesucht sind die Momente von X.

k
Es gilt hx(t) = e721 = 3720 (zklk), 2k = 3" cpt™ mit ¢, = 0 fiir ungerades m und

Cm = (2kk)| fiir m = 2k. Es folgt h(m)( 0) = mley, fiir m > 0. Da [ |z|™¢(z)dz < oo fiir
alle m gilt und daher E(X™) fiir alle m existiert, erhalten wir E(X ") = 0 fiir ungerades
m und E(X™) = 28 fiir m = 2k mit Hilfe von Satz 51. Insbesondere folgt E(X) = 0,

V(X) = B(X?) = 1 B(X?) = 0 und B(X") = 3.

Es folgen Rechenregeln fiir die charakteristische Funktion und ein Eindeutigkeitssatz.
Satz 52: Esgilt hx, +x,+.-+x, (t) = hx, (t)hx,(t) ... hx, (t) fiir unabhingige Zufallsvariable
X1, Xa,...,X,. Fiir eine Zufallsvariable X und a,b € R gilt hox1s(t) = e®hx(at).

Beweis: Sind X und Y unabhéngig, dann sind wegen Satz 25 auch f(X) und g(Y) un-
abhéingig, wenn f und g stetige Funktionen sind. Es folgt wegen Satz 37

hx+y(t) = E(cos(tX +tY)) + iE(sin(tX +tY"))
= E(costX costY —sintX sintY) + iE(sintX costY + costX sintY’)
= E(costX)E(costY) — E(sintX)E(sintY) + iE(sint X )E(costY) + iE(cos t X )E(sintY)
= (E(costX) + iE(sintX))(E(costY) + iE(sintY)) = hx (t)hy (t)
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Das ist die erste Aussage fiir zwei Zufallsvariable. Wir beweisen sie fiir n Zufallsvariable
mit Induktion. Es gelte hx, 4.4 x,, _,(t) = hx,(t)...hx,,_,(t). Da nach Voraussetzung und
Satz 25 die beiden Zufallsvariablen X = X; 4 ---+ X,,,_; und Y = X,,, unabhéangig sind, gilt
auch hxyy(t) = hx(t)hy (t), sodass hx, ..+ x, (t) = hx,(t) ... hx, _, (t)hx, (t) gezeigt ist.

Es gilt hox+s(t) = E(cos(atX + bt)) + iE(sin(atX + bt)). Eine analoge Rechnung wie oben
fithrt zu hgx4p(t) = (cosbt +isinbt)hx (at). Das ist die zweite Aussage. O

Beispiel 25: Gesucht ist hx(t) fiir eine N (u, o)-verteilte Zufallsvariable X.
Sei U = % Dann hat U die N(0, 1)-Verteilung, sodass hy (t) = e~ 2! nach Beispiel 24
gilt. Aus Satz 52 erhalten wir hy (t) = hoy i, (t) = eftre=29 1,

Satz 53 (Eindeutigkeitssatz) Seien X und Y Zufallsvariable. Wenn hx = hy gilt, dann
haben X und Y die gleiche Verteilung.

Beweis: Seien f und g Dichten von X und Y und F und G deren Verteilungsfunktionen.
Seien ¢ und b in R mit a < b. Sei e > 0 vorgegeben und r so gewahlt, dass fR\(_T ] flx)dx < e

und fR\(_T’T] g(x)dz < e gilt. Nach Hilfssatz B existiert ein trigonometrisches Polynom
o(z) = YL ejsinagje + Y dj cos agjr mit | [7 Lo p(x) fz)da — [7 o(x) f(x)da| < 2¢
und | [T lop(2)g(z)dz — [7_o(z)g(z)dz| < 2e. Aus der Voraussetzung hx = hy erhalten
wir ffooo cosajrf(z)dr = ffooo cos ajzg(x)dz und ffooo sinajzf(zr)dz = ffooo sinajzrg(x)dx
fiir alle j. Daraus folgt [*_o(z)f(z)dz = [7_ o(x)g(x)dz. Mit Hilfe der Dreiecksungle-
ichung ergibt sich | [*°_lq4(z)f(z)dz — [T lqp(2)g(z)dz| < 4e. Da e > 0 beliebig gewiihlt
werden kann, ist [ lop(2) f(z)dz = [ lap(2)g(z)dx gezeigt. Lisst man jetzt b von rechts
gegen a gehen, dann erhdlt man F'(a) = G(a) aus Hilfssatz C. O

Satz 54: Seien X1, Xs, ..., X,, unabhangige Zufallsvariable, und fiir 1 < j < n habe X die
N(pj,05)-Verteilung. Sei Y = X1+ Xo+ -+ + X,,. Dann hat Y die N(u,0)-Verteilung mit
p=p1+ po+ -+ pp und 0* =07 + 05 + -+ + o2

Beweis: Es gilt hy, (t) = €' e~21°%] fiir 1 < j < n. Satz 52 liefert hy (t) = eithe= 317" mit
p=pi1+po+- -+, und 02 = 02 +02+---+02. Das ist die charakteristische Funktion einer
N (p, o)-verteilten Zufallsvariablen. Nach Satz 53 hat Y auch die N (u,o)-Verteilung. 0

4. Konvergenz in Verteilung

Im folgenden Kapitel soll der zentrale Grenzwertsatz behandelt werden. Er besagt, dass
die in geeigneter Weise gebildeten Mittel einer Folge von Zufallsvariablen in Verteilung kon-
vergieren. Zuerst miissen wir prazisieren, was Konvergenz in Verteilung heifit.

Definition: Seien X,, fiir n > 1 und X Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F;, und F'.
Man sagt, dass die Folge X, in Verteilung gegen X konvergiert, wenn lim,,_, ., F},(t) = F(t)
fiir alle Punkte ¢ € R gilt, in denen F' stetig ist.

Beispiel 26: Fir n > 1 sei X,, eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F;,, = 1[ L o) und

m?

X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F' = 1jg o). Hat man Verteilungskonvergenz?

Ist t <0, dann gilt F,(t) = 0 fiir n > 1. Ist t > 0, dann gilt F,(t) = 1 fir n > % Es folgt
lim,, 00 Fru (t) = 1(0,00) (%) fiir alle € R. Wir haben also lim,, o, F,(t) = F(t) fiir t € R\ {0}
und lim,, o F,(0) # F(0). Da F im Punkt 0 unstetig ist, liegt Verteilungskonvergenz
vor. Das ware nicht der Fall, wiirde man in der Definition der Verteilungskonvergenz auch
Konvergenz in den Unstetigkeitspunkten von F' verlangen.
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Wir geben verschiedene Charakterisierungen der Konvergenz in Verteilung. Dazu brauchen
wir zwei Hilfssétze.

Hilfssatz E: Sei ¢ > 0 und X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte f. Dann
gilt fR\(_g 2) fl@)dae < 2 [71—E(costX)dt.

Beweis: Fur r € (—2,2] gilt 1 — X > () wegen [siny| < |y[. Fir z € R\ (=2, 2] gilt
1— e > 1 wegen |ez| > 2 und \sm ca:] < 1. Somit erhalten wir

ffooo<1 - Sncl%)f( r)dr >0+ 3 fR\(,%%] f(z)dz
Andererseits folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini
2 [1—E(costX)dt =2 [ f (1 —costx)f(z)dzdt =2 [ [F(1 - costa)dtf(z)da

=2 % (- ) fa)da = 2 [, (1 - ) f(2) do

Beides zusammen ergibt die gewunschte Abschétzung. g

Der zweite Hilfssatz folgt aus dem Satz {iber dominierte Konvergenz (siche Maftheorie).
Er wird hier nicht bewiesen.

Hilfssatz F: Sei J C R ein beschranktes Intervall. Seien g, fiir n > 1 und g integrierbare
Funktionen auf J, sodass lim,,_, o gn(z) = g(x) fiir alle x € J gilt. Wenn ein vy > 0 existiert
mit |g,(x)| <« fiir alle x € J und alle n > 1, dann gilt lim,, fjgn Ydz = fJg

Satz 55: Fiir Zufallsvariable X,, mit n > 1 und X sind aquivalent

(a) X, konvergiert fiir n — oo in Verteilung gegen X

(b) lim,, o E(¥(X,,)) = E(¥(X)) fiir alle stetigen beschréankten Funktionen v : R — R
(¢) lim, o0 hx, (t) = hx(t) fiir allet € R

(d) limy—oo E(€g5(X5)) = E(4e (X)) fiir alle @ und b in R mit a < b

Beweis: Wir zeigen nur (c¢) = (d) = (a), da wir nur diesen Teil des Satzes zum Beweis des
zentralen Grenzwertsatzes brauchen. (Die Implikation (b) = (c) ist trivial, da = +— costz
und z — sintz fir jedes t € R stetige beschrinkte Funktionen sind.)

Fir n > 1 sei f, eine Wahrscheinlichkeitsdichte von X,, und F,, deren Verteilungsfunktion.
Ebenso sei f eine Wahrscheinlichkeitsdichte von X und F' deren Verteilungsfunktion.

Um zu zeigen, dass (d) aus (c) folgt, seien @ und b in R mit a < b und € > 0 vorgegeben. Sei
s > 0 so gewahlt, dass fR\(_S’S] f(@)dz < & gilt. Wir wihlen ¢ € (0, 2] so, dass costz > 1— £
fir alle € (—s, s] gilt, wenn |t| < ¢ ist. Fiir |¢| < ¢ erhalten wir dann

1—E(costX) = [ (1 —costx)f(z)dz < [°_£f(z)dx+ fR\(_S q 2f(x)de < §+2§5 =%

Da wir (c), das heifit lim,, o hx, (t) = hx(t) fiir alle t € R voraussetzen, haben wir auch
lim,, 00 E(costX,,) = E(costX). Fiir alle t € R und alle n > 1 gilt —1 < costX,, < 1 und
daher auch —1 < E(costX,) < 1und 0 < 1—E(costX,) < 2. Aus Hilfssatz F mit v = 2 folgt
somit limy o [ 1 — E(costX,)dt = [1— E(costX)dt. Wegen [; 1 —E(costX)dt < &
existiert ein m; mit focl — E(costX,,)dt < & fiir n > n;. Es folgt fR\(—%,%] falx)dz < e
fir alle n > n; aus Hilfssatz E. Oben wurde ¢ < % gewahlt, woraus s < % folgt und daher
auch fR\(_%%] f(z)dz < fR\(_&s] f(@)dz < & < e. Wir wenden Hilfssatz B mit r = 2 an.
Das liefert uns ein trigonometrisches Polynom p(x) = Z;n L ¢jsinagx + Z;n o d; cos ajx mit
7 z)dz—["_ z)dz|<2eund | [7_ Loy (2) fr(z)da—[""_ o(z) fr(x)da| < 2e
fur alle n > n1 Da wir hmn_>oo hx,(t) = hx(t ) fur alle t € R Voraussetzen, gilt auch
limy, o0 [0, 0(@) fu(z)dz = [7_ o(z)f(z)da. Somit existiert dann auch noch ein ny, sodass
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e z)dz— [7_o(z)f(z)dz| < € fiir alle n > ny gilt. Wir setzen ng = max(n1, n2).
Fiir n 2 no ha,ben wir dann | [7_ Lo p(z) fo(z)dz — [7_ Lop(z)f(z)dz| < 5e. Damit ist
limy, oo [0 ap(@) fu(z)dz = [7_ L, b( )f(z)dz gezeigt. Das ist (d).

Um zu zeigen, dass (a) aus (d) folgt, sei € > 0 und ¢ € R ein Punkt, in dem F' stetig ist.
Es existieren a < t und b > ¢t mit F(t) — e < F( ) < F(t) < F(b) < F(t) + . Da (d)

vorausgesetzt wird, existiert ein ng, sodass | [*._ () fn(z)dz — [7°_l(z) f(z)dz| < e fiir alle
n > ng sowohl fiir £ = ¢, 3 als auch fir £ = £, , gllt Aus Hilfssatz C folgt fiir n > ng
< [%. étb z)de < [7 Ktb (z)f(x)dz+e < F(b)+e < F(t) + 2¢
>f ( yda > [T Ly (z)f(z)dz —e > F(a) —e > F(t) — 2¢

Somit gﬂt |Fn( ) — ( )\ < 28 fiir n > ny. Darmt ist lim,, oo F,(t) = F(t) fiir alle ¢t € R, in

denen F stetig ist, gezeigt. Das ist (a). 0

5. Grenzwertsatze

Spielt man jeden Tag dasselbe Gliicksspiel und sind X7, X5, ... die dabei erzielten Gewinne,
dann sind das unabhéngige Zufallsvariable, die alle dieselbe Verteilung F' haben. Der Durch-
schnittsgewinn der ersten n Tage ist M,, = %(Xl + Xo 4+ -+ X,,). Wie verhélt sich M,
wenn man n gegen oo gehen lasst?

Da die Zufallsvariablen X alle dieselbe Verteilung haben, haben sie auch denselben Er-
wartungswert m = [ xdF(z) und dieselbe Varianz v = [*°_(z — m)?dF(z), falls diese
existieren. Wir nennen die Zufallsvariablen X7, X5, ... unabhéngig, wenn die Zufallsvariablen
X1, Xo, ..., X, fiir jedes n unabhéngig sind. Der folgende Satz ist das sogenannte schwache
Gesetz der groflen Zahl.

Satz 56: Sei X1, Xo,... eine Folge von unabhéingigen Zufallsvariablen, die alle dieselbe Ver-
teilung haben und m ihr gemeinsamer Erwartungswert. Ihre gemeinsame Varianz v existiere.
Sei M,, = %(Xl + Xo+ -+ X,,). Fiir alle € > 0 gilt dann lim,,_,» P(|M,, — m| > ¢) = 0.

Beweis: Aus Satz 37 folgt E(M,,) = 2(E(X1) + E(X2) +--- + E(X,,)) = inm = m und
ebenso V(M,,) = 5 (V(X1) + V(X)) +- -+ V(X,)) = -5nv = £ aus Satz 43 und Satz 44 (b).
Fiir jedes € > 0 erhalten wir dann P(|M,, — m| > ¢) < % = % mit Hilfe von Satz 39.

ne?

Daraus folgt lim,,_, o P(|M,, — m| >¢) = 0. O

Unter den selben Voraussetzungen wie in Satz 56 kann man auch P(lim,, o M,, =m) =1
zeigen. Diese Aussage, dass M, fiir n — oo mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen m konvergiert,
nennt man das starke Gesetz der groflen Zahl.

Die Gesetze der groflen Zahl besagen, dass die Folge M,, —m fiir n — oo in einem gewissen
Sinn gegen 0 geht. Der zentrale Grenzwertsatz gibt genauere Auskunft iiber diese Konvergenz,
indem die Konvergenz der Folge /n(M, — m) fir n — oo untersucht wird. Diese Folge
konvergiert nicht mehr gegen 0, sondern im Grenzwert stellt sich eine Normalverteilung ein.
Zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes brauchen wir einen Hilfssatz aus der Analysis.

Hilfssatz G: Sei a;y,as,... eine Folge in C mit lim, ., na, = 0. Fiir x € R gilt dann
limy, oo (1 4+ % 4+ a,)" = e”.

Beweis: Fiir n > 1 sei w, = (1 + % + a,)" — (1 + £)". Wir zeigen lim, , w, = 0. Dann
ist auch lim,, (1 + =+ an)” = limy, oo (1 + %)" = e” gezeigt. Es gilt

wn| = [0, (Ded, (14 29 < 7 (D)l (1 + Eyn=d
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Da lim,, ;o na, = 0 vorausgesetzt wird, existiert ein ¢ > 0 mit |a,| < £ fiir alle n. Weiters
gilt (7;) = ?(”*1) < n(’?*l). Damit folgt

j—1 j—1
—1\/c\j— c\n—
wa| < (14 EDyrnjan | S0, (121 (£)771 = (1+ Eyrnja, (14 £)n!
Wegen lim,, . (1+ %)” = el*l| wegen lim,, o0 (1+ %)”_1 = e und wegen lim,, o, n|a,| =0
erhalten wir lim,, o w, = 0. O

Nun konnen wir den zentralen Grenzwertsatz beweisen. Ist g : R — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion, dann gilt g(t) = g(0) +g’(0)t—|—g”(0)% —|—7’(t)§ mit limy_,or(¢) =0
nach der Taylorformel. Ist g : R — C eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, dann
haben wir g1(t) = ¢1(0) + ¢1(0)t + g’l’(O)g + (t)% fiir den Realteil g; von g und ebenso
g2(t) = g2(0) +g§(0)t+g§’(0)% +7 (t)% fiir den Imaginérteil g2 von g, wobei lim;_,gr1(¢) =0
und lim;_,o 72(¢) = 0 gilt. Multipliziert man die zweite Gleichung mit ¢ und addiert sie zur
ersten, so erhdlt man g(t) = ¢(0) + ¢’(0)t + g”(O)% + r(t)% mit r(t) = ri(t) + ira(t), das
heifit lim;_,o () = 0. Somit gilt die Taylorformel auch fiir komplexwertige Funktionen.

Satz 57 (Zentraler Grenzwertsatz) Sei X, Xs,... eine Folge von unabhéingigen Zufallsva-
riablen, die alle dieselbe Verteilung haben, und m ihr gemeinsamer Erwartungswert. Ihre
gemeinsame Varianz v sei > 0. Sei M,, = %(Xl + X5+ ---+ X,,). Dann konvergiert die Folge
Zy = \/EM"—\/%m fiir n — oo in Verteilung gegen eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable.
Beweis: Sei V), = XkT_Um fiir k > 1. Es folgt E(Y}) = 0 aus Satz 37 und E(Y?) = V(Y;) =1
aus Satz 43. Die Zufallsvariablen Y} sind unabhangig wegen Satz 25 und haben alle dieselbe
Verteilung wegen Satz 17. Es gilt Z,, = /Mo = LS (X}, —m) = \/Lﬁ Sor_y Y

NG nv
Wir berechnen die charakteristische Funktion von Z,,. Wegen Satz 51 ist hy, zweimal stetig
differenzierbar und es gilt 2y, (0) = iE(Y;) = 0 und A{. (0) = —E(Y;?) = —1. Aus der

Taylorformel fiir die komplexwertige Funktion hy, erhalten wir
By (£) = hy,, (0) + kb (0)E + 1Y, (0)5 + ()5 =122 +r(t)5

mit lim;_,7 () = 0. Weiters gilt Ay, +v,+..4v, (t) = Ay, (£) ... by, (t) = (1 — 2¢2 + r(t)%)"
nach Satz 52. Wegen Z,, = \/Lﬁ(Yl + Y5+ -+ Y,) erhalten wir wieder aus Satz 52
th (t> = hY1—|—Y2+~~—I—Yn<\/Lﬁ) = (1 — %% + g_nr(\/Lﬁ))n

Fir festes t € R sei a,, = %r(\%) fiir n > 1. Es folgt lim,, o nov, = % lim,, o0 r(\/iﬁ) =0

wegen limg_,o7(s) = 0. Mit Hilfe von Hilfssatz G erhalten wir nun
lim, o0 hz, (1) = lim, oo (1 — %% + )" = e 3t
M, —m
Jo
die charakteristische Funktion einer N(0,1)-verteilten Zufallsvariable konvergiert. Wegen
Satz 55 konvergiert dann die Folge Z,, fiir n — oo in Verteilung gegen eine N (0, 1)-verteilte

Zufallsvariable. 0

Damit ist gezeigt, dass die charakteristische Funktion von Z,, = /n fiir n — oo gegen

Bemerkung: Nimmt man zusitzlich an, dass v = E(| X — m/|3) existiert, dann kann man
supseg |[Fn(t) — @(t)] < %ﬁ fiir alle n zeigen, wobei F;, die Verteilungsfunktion von
Ly = \/HL\/%’” und ¢ die Verteilungsfunktion der N(0,1)-Verteilung ist. Man hat also
sogar eine Fehlerabschatzung.



IV. Statistik

Zuerst werden die grundlegenden statistischen Methoden eingefiihrt, das sind Parame-
terschatzer, Konfidenzintervalle und statistische Tests. Dann werden die wohl wichtigsten
statistischen Verfahren behandelt, die Varianzanalyse und die lineare Regression. Es gibt
natiirlich noch viele andere statistische Verfahren.

1. Parameterschatzer

Aus einer festgelegten Grundgesamtheit (population) wird eine Stichprobe gezogen. Mit
Hilfe dieser Stichprobe sollen Aussagen iiber die Grundgesamtheit gemacht werden. Im ein-
fachsten Fall ist das die Schétzung eines Parameters.

Zum Beispiel konnen wir die Menge aller erwachsenen Osterreicher als Grundgesamtheit
nehmen. Sei p der unbekannte Anteil der Raucher in der Grundgesamtheit. Das ist der Pa-
rameter, der geschatzt werden soll. Wir wéhlen zuféllig n Personen aus der Grundgesamtheit,
sodass jede Person in der Grundgesamtheit die gleiche Chance hat, gewahlt zu werden. Sei
X; = 0, wenn die j-te Person kein Raucher ist, und X; = 1, wenn die j-te Person Raucher
ist. Die Stichprobe (sample) wird durch die Zufallsvariablen X;, X, ..., X,, beschrieben.
Diese Zufallsvariablen sind unabhéngig (Ziehen mit Zuriicklegen). Als Schétzwert fiir den
Anteil p der Raucher in der Grundgesamtheit verwenden wir den Anteil der Raucher in der
Stichprobe. Da X; 4+ X5 + --- 4+ X,, die Anzahl der Raucher in der Stichprobe ist, ist das
M=XXi+Xo+ -+ X,).

Als weiteres Beispiel wahlen wir die Korpergrofle. Die Grundgesamtheit sei wieder die
Menge aller erwachsenen Osterreicher (oder die aller Frauen). Sei pu der Mittelwert und
0? die Varianz der Korpergrofle in der Grundgesamtheit. Diese beiden Parameter sollen
geschatzt werden. Wir wahlen zufallig n Personen aus der Grundgesamtheit. Die Stich-
probe Xi, Xo,..., X, gibt die Koérpergroflen dieser n Personen an. Diese Zufallsvariablen
sind unabhéngig (zufélliges Ziehen). Als Schétzwert fiir den Mittelwert p in der Grundge-
samtheit (population mean) verwenden wir das Stichprobenmittel (sample mean) M =
L(X1+Xo+ -+ X,). Als Schitzwert fiir die Varianz o2 in der Grundgesamtheit bietet
sich die Stichprobenvarianz % Z?ZI(X ;— M)? an.

Ein Schétzer (estimator) fiir einen Parameter 6 ist eine Funktion u(X7, Xs,..., X, ), die
aus der Stichprobe X1, Xo, ..., X,, berechnet wird. Er heifit erwartungstreu (unbiased), wenn
E(u(X1,...,Xy)) = 6 gilt. In obigem Beispiel gilt E(X;) = p fir 1 < j < n, da ja jede
Person in der Grundgesamtheit die gleiche Chance hat, gewéhlt zu werden. Es folgt E(M) =
LE(X1)+E(X2)+ -+ E(X,)) = 2nu = p aus den Rechenregeln fiir den Erwartungswert.
Somit ist M ein erwartungstreuer Schétzer fiir den Mittelwert p der Korpergrofle in der
Grundgesamtheit. Im Beispiel mit den Rauchern gilt E(X;) = p fiir 1 < j < n, woraus
wie oben E(M) = p folgt. In diesem Fall ist M ein erwartungstreuer Schéitzer fiir den
Raucheranteil p in der Grundgesamtheit.

Die Wurzel der Varianz eines erwartungstreuen Schétzers heifit Standardfehler des Schétzers.
Der Standardfehler ist ein Maf fiir die Abweichung des Schéatzers vom zu schétzenden Pa-
rameter, also fiir die Genauigkeit der Schitzung. Ist o2 die Varianz in der Grundgesamtheit,
dann gilt V(M) = 5 (V(X1) + V(X)) + -+ + V(X)) = -zno? = 202, da die Stichprobe
X1,Xs,..., X, aus unabhingigen Zufallsvariablen besteht und da V(X;) =c? fir 1 <j <n
gilt. Somit ist <= der Standardfehler des Schatzers M fiir den Mittelwert u. Er geht mit

wachsendem Stichprobenumfang n gegen 0.
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Etwas komplizierter ist die Situation, wenn der zu schiitzende Parameter die Varianz o2 in

der Grundgesamtheit ist. Um zu tiberpriifen, ob die Stichprobenvarianz ein erwartungstreuer
Schétzer fiir o2 ist, berechnen wir den Erwartungswert von > .,_ (X — M)2.

B, (6 — M) = B(S, (X, — ) — (M — p))?)
= B, (X — p)? 22] X = ) (M = 1) + 0, (M — o))
= B(T, (X, = 2n )0 — )+ n(01— )
= S B — )?) — B(n(M — p)?)

= T V(X,) — V(M) = T, oF — 2t
= (n—1)0?

Um einen erwartungstreuen Schatzer zu erhalten, muss man ﬁ vor die Summe schreiben

und nicht %, was eigentlich naheliegender ware. Das ist der Grund, warum man iiblicherweise
52 = A3 | (Xk — M)? als Schétzer fiir die Varianz 2 verwendet.

2. Konfidenzintervalle

Aus der Stichprobe X7, X5, ..., X, soll ein Intervall berechnet werden, das einen Parameter
0 mit grofler Wahrscheinlichkeit einschlieBt. Dazu gibt man ein v € (0,1) vor (iibliche Werte
fiir v sind 0.95 oder 0.99) und berechnet aus X7, Xo,..., X, ein moglichst kleines Intervall
I fir das P(6 € I) > v gilt. So ein Intervall I nennt man ~-Konfidenzintervall fiir 6.
Dabei ist zu beachten, dass der unbekannte Parameter 0 eine feste Zahl ist, aber I von der
zufillig gewédhlten Stichprobe abhéngt. Fir « gibt es verschiedene Namen, zum Beispiel
Sicherheitswahrscheinlichkeit oder Konfidenzniveau.

Um Konfidenzintervalle berechnen zu kénnen, muss man Annahmen iiber die Verteilung
in der Grundgesamtheit treffen. Will man ein Konfidenzintervall fiir die durchschnittliche
Korpergrofie p bestimmen, so kénnte man die Korpergrofie als N (u, o)-verteilt annehmen,
wobei p und o unbekannte Parameter sind. FEin anderes Beispiel ist das Messen einer
physikalischen Grofle p. Wird insgesamt n Mal gemessen und nimmt man an, dass die
Messfehler einer Normalverteilung gehorchen, dann hat man n voneinander unabhéngige
N (s, o)-verteilte Messwerte fiir 11, wobei o die Genauigkeit des Messvorgangs angibt.

Wir nehmen an, dass in der Grundgesamtheit eine N (u, o)-Verteilung vorliegt. Da zuféllig
aus dieser Grundgesamtheit gezogen wird, besteht die Stichprobe X7, Xs,..., X,, dann aus
unabhéngigen Zufallsvariablen, die alle N (u,o)-verteilt sind. Wir nehmen vorldufig an, dass
o bekannt ist und berechnen ein y-Konfidenzintervall fiir den Parameter . Dazu sei @ die
Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Verteilung. Bekanntlich gilt ®(—z) = 1 — ®(x) fiir z € R.

Definition: Fiir § € (0,1) sei t5 die eindeutige Losung von ®(t5) = 1 — J. Diese Losung ist
eindeutig, da ® : R — (0, 1) eine invertierbare Abbildung ist. Es gilt auch ®(—t5) = 0.

Satz 58: Sei 0 < v < 1 gegeben. Seien X1, Xs,..., X, unabhingige N(u,o)-verteilte
Zufallsvariable, wobei o bekannt ist. Sei M = l(X1 + X5 + -+ X,,) das Stichprobenmittel
und § = 1_77 Fir I = [M — ‘\’/té,M%— ‘\T/té] gilt dann P(u € I) = ~, das heifit I ist ein
~v-Konfidenzintervall fiir p.

Beweis: Aus Satz 54 folgt, dass X7 + Xo + - -+ X, die N(npu,/no)-Verteilung hat. Wegen

Satz 17 hat \/HM;“ = XﬁXQ%jX"*"“ dann die N(0,1)-Verteilung. Es folgt
) =P(t5) —P(—ts) =1—-5—-05=1r

P(—ts <
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Wir formen dieses Ereignis um

—t5 < VP <ty & —%SM—MSU—\% & M—"—\;%gugM+“—\/% & pel

Setzt man dieses umgeformte Ereignis oben ein, so erhédlt man P(u € T) =+, das gewiinschte
Resultat. U

Beispiel 27: Die Fiillmengen von Waschmittelpackungen einer bestimmten Sorte seien
N (p, 0)-verteilt. Sei o = 0.02 kg die Genauigkeit der Abfiillmaschine. Man wiegt 10 zuféllig
gewahlte Packungen und erhalt 1.05, 0.99, 1.03, 1.03, 1.01, 1.02, 1.01, 0.97, 1.01, 0.98 in kg.
Gesucht ist ein 99%-Konfidenzintervall fiir den durchschnittlichen Packungsinhalt p.

Aus v = 0.99 folgt 6 = 152 = 0.005 und t5 = 2.58. Es gilt M = 20954098 — 7 01 und

Zh = 002258 = 0.019. Daraus folgt I = [1.01 — 0.019,1.01 + 0.019] = [0.991,1.029]. Mit

einer Wahrscheinlichkeit von 0.99 ist p in diesem Intervall enthalten.

Bevor man ein Konfidenzintervall ermittelt, muss man zwei Entscheidungen treffen. Die
eine ist die Wahl des Konfidenzniveaus 7, das angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit der
unbekannte Parameter © vom Konfidenzintervall iiberdeckt wird. Die andere ist die Wahl des
Stichprobenumfangs. Hat man sich fiir ein Konfidenzniveau + entschieden, dann ist auch ¢
festgelegt und man kann die Lénge |I| des Konfidenzintervalls I durch den Stichprobenumfang
n steuern. Aus der Formel in Satz 58 folgt || = %—tn“ Vergroflert man den Stichprobenumfang

n, dann wird das Konfidenzintervall kleiner, das heiflit die Genauigkeit wird grofer.

Beispiel 28: Wieviele Packungen muss man in obigem Beispiel iiberpriifen, damit die Lange

des 99%-Konfidenzintervalls hochstens 0.01 kg betragt?
Fiir v = 0.99 haben wir ¢t5 = 2.58 gefunden. Es wird |I| = 2"% < 0.01 verlangt. Daraus

20ts __ 2:0.02:2.58 __ . .
folgt /n > o(.jois = 501 = 10.32, das heifit n > 106.5. Man muss mindestens 107

Packungen iiberpriifen.

3. Statistische Tests

Es wird eine Hypothese H formuliert, die eine Aussage tiber die Grundgesamtheit macht.
Aufgrund einer Stichprobe aus dieser Grundgesamtheit wird entschieden, ob man diese Hy-
pothese verwirft oder beibehélt. Dabei soll die Wahrscheinlichkeit, eine falsche Entscheidung
zu treffen, klein gehalten werden.

Als Beispiel wahlen wir eine Maschine, die Waschmittelpackungen mit o = 1 kg Inhalt
abfiillt. Wir nehmen an, dass die Fiillmengen N (u, o)-verteilt sind, wobei die Fiillgenauigkeit
o bekannt sein soll. Die durchschnittliche Fillmenge p lasst sich einstellen. Um zu kontrol-
lieren, ob die Maschine richtig eingestellt ist, soll die Hypothese Hy : u = pg getestet werden.
Wir wahlen zufallig n der gefiillten Packungen aus. Die Inhalte dieser Packungen bilden die
Stichprobe X7, X5, ..., X,, mit deren Hilfe fiir oder gegen Hy zu entscheiden ist.

Diese Entscheidung trifft man mit Hilfe der sogenannten Teststatistik. Das ist eine Zu-
fallsvariable, die sich als Funktion der Stichprobe schreiben lasst und deren Wert etwas iiber
die Giiltigkeit der Hypothese Hy aussagt. Um eine Entscheidungsregel anzugeben, muss man
auflerdem die Verteilung der Teststatistik bei Giiltigkeit von Hy kennen.

In obigem Beispiel wahlt man U = ‘/TE(M — po) mit M = L(X; + Xo 4+ -+ + X,,) als
Teststatistik. Diese Teststatistik U nimmt Werte in R an. Da M ein Schétzer fiir p ist,
spricht ein Wert von U, der nahe bei 0 liegt, fiir die Hypothese. Je weiter der Wert von U
von 0 entfernt ist, umso mehr spricht er gegen die Hypothese. Eine Entscheidungsregel fiir

diesen Test wird durch ein ¢ > 0 festgelegt: Man verwirft die Hypothese, wenn |U| > ¢ gilt,
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und behélt sie bei, wenn |U| < ¢ ist. Die Menge R\ [—¢, ¢] nennt man den Verwerfungsbereich
des Tests, da die Hypothese genau dann verworfen wird, wenn die Teststatistik U in diese
Menge fallt.

Um ¢ zu bestimmen, gibt man die sogenannte Irrtumswahrscheinlichkeit o € (0,1) vor
(typische Werte fiir a sind 0.05 und 0.01). Man wahlt den Verwerfungsbereich so, dass bei
Giiltigkeit der Hypothese, die Wahrscheinlichkeit, diese zu verwerfen, kleiner oder gleich «
ist. Unter dieser Bedingung soll der Verwerfungsbereich moglichst grof sein.

Bei Giiltigkeit von Hy hat U die N (0, 1)-Verteilung, wie wir im Beweis von Satz 58 gesehen
haben. Die Wahrscheinlichkeit, Hy zu verwerfen, ist P(|U| > ¢). Bei Giiltigkeit von Hy ist
P(|U] > ¢) = 2®(—c). Somit ist ¢ minimal zu wéhlen, sodass 2®(—c¢) < a gilt. Da ® monoton
und stetig ist, ist ¢ die Losung der Gleichung 2®(—c) = a.

Die Wahl der Entscheidungsregel stellt sicher, dass eine richtige Hypothese hochstens mit
Wabhrscheinlichkeit o verworfen wird. Das gilt fiir jeden Stichprobenumfang n. Will man sich
gegen die Beibehaltung einer falschen Hypothese absichern, dann muss man den Stichpro-
benumfang grofl genug wahlen. Man gibt eine Distanz d > 0 vor. Dann kann man n so grofl
wahlen, dass mit Wahrscheinlichkeit > 1 — « verworfen wird, wenn die Abweichung von der
Hypothese > d ist.

Sei G(u) die Wahrscheinlichkeit, die Hypothese zu verwerfen, in Abhéngigkeit vom un-
bekannten Parameter p. Man nennt G Giitefunktion oder Machtigkeit des Tests. Im Be-
weis von Satz 58 wurde gezeigt, dass V = */TE(M — p) die N(0,1)-Verteilung hat. Wegen
U=V+ \/TE(;L — o) folgt U ¢ [—¢,c] & V & [—c— \/ﬁ(‘fy_“O),c— \/ﬁ(‘;_’m)] und daraus
G(p) = P(V ¢ [—c— \/ﬁ(i_“()),c _ \/ﬁ(i—uo)]) = ®(—c — \/ﬁ(/;—uo)) 4+ O(—c+ \/ﬁ(;;—uo)).
Setzt man p = pp, so erhélt man G(ug) = 2®(—c) = «, wie es wegen obiger Wahl des
Verwerfungsbereichs ja sein muss. Weiters gilt G(ug + 2) = G(uo — z) fiir alle x € R. Auf
dem Intervall (—oo, po] ist G monoton fallend und auf dem Intervall [, 00) ist G monoton
wachsend. Wéhlt man n so grof}, dass G(uo+d) > 1 —« ist, dann gilt auch G(po+2) > 1 -«
fiir alle z mit |z| > d. So ein n ist ein geeigneter Stichprobenumfang.

Die folgende Zeichnung zeigt G fiir ug = 1.4, 0 = 2, « = 0.05 und fiir die Stichproben-
umfinge n = 10, n = 15 und n = 28. Man sieht, dass G(1.4) = 0.05 gilt. Je grofer n ist, umso

-1 1 2 3 4

schneller wichst G, wenn p von pg abweicht. Wenn p = 0 ist (Abweichung d = 1.4 von
o), dann wird die Hypothese 1 = o bei einem Stichprobenumfang von n = 28 bereits mit
Wabhrscheinlichkeit > 0.95 verworfen, wahrend bei einem Stichprobenumfang von n = 15 die
Wahrscheinlichkeit, die Hypothese zu verwerfen, unter 0.8 liegt, wie man an der y—Achse
ablesen kann.
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Beispiel 29: Die Fiillmengen seien N(u,o)-verteilt mit o = 0.02 kg. Sei = 0.05 und
d = 0.01 kg. Gesucht ist der Verwerfungsbereich zur Irrtumswahrscheinlichkeit o und ein
Stichprobenumfang, sodass mit Wahrscheinlichkeit > 1 — o verworfen wird, wenn die Abwe-
ichung von der Hypothese > d ist.

Es gilt ¢ = —®71(§) = 1.96. Der Verwerfungsbereich ist (—oco, —1.96) U (1.96,00). Fiir

den Stichprobenumfang n muss dann ®(—1.96 — ‘/TEO.Ol) + &(—1.96 + \/750.01) > 0.95
gelten. Der erste Summand links ist sehr klein. Man kann ihn vernachlassigen und erhalt

\/750.01 > 1.96 + ®71(0.95) = 3.61, woraus \/n > 3610 = 7.22 und n > 52.13 folgt.

Plant man einen Test, dann formuliert man die Hypothese, wahlt eine Irrtumswahrschein-
lichkeit o und legt eine Abweichung d von der Hypothese fest, die man als wesentlich ansieht.
Vorausgesetzt, es lasst sich eine geeignete Teststatistik finden, kann man dann mit obigen
Methoden den Verwerfungsbereich und den Stichprobenumfang berechnen. Fallt der Wert
der Teststatistik in den Verwerfungsbereich, dann verwirft man die Hypothese, wobei die
Wabhrscheinlichkeit fiir einen Irrtum durch « beschrankt ist. Fallt der Wert der Teststatis-
tik nicht in den Verwerfungsbereich, dann behélt man die Hypothese bei, wobei bei einer
Abweichung > d von der Hypothese die Wahrscheinlichkeit fiir einen Irrtum wieder durch «
beschrankt ist.

Interessiert man sich nur fiir Abweichungen von pg in einer Richtung, so wahlt man zum

Beispiel eine Hypothese Hy : 1 > pg. So einen Test nennt man einseitig im Gegensatz zu
obigem zweiseitigen Test. Die Teststatistik ist wieder U = \/TE(M — o). Da jetzt aber
ein grofler Wert von U fiir und ein kleiner Wert von U gegen die Hypothese spricht, hat
der Verwerfungsbereich die Form (—o0,b) und b soll maximal sein, sodass P(U < b) < « bei

Richtigkeit der Hypothese gilt. Sei V = \/TE(M —n). Wenn Hy gilt, dann hat man V' < U und
damit P(U < b) < P(V < b) = ®(b), sodass fiir b die Losung von ®(b) = « zu wahlen ist. Die

Giitefunktion des einseitigen Tests ist G(u) = ®(b— M) Das ist eine monoton fallende
Funktion. Es gilt G(u) < a fiir p > po, wie es wegen obiger Wahl des Verwerfungsbereichs
ja sein muss. Den Stichprobenumfang n kann man aus der Gleichung G(pup —d) > 1 — «
bestimmen.

Es gibt auch kompliziertere Tests als den hier behandelten, wie wir noch sehen werden.
Fiir diese gelten im Prinzip dieselben Uberlegungen. Allerdings ist es dann nicht mehr so
einfach, Abweichungen von der Hypothese zu beschreiben, und der Stichprobenumfang kann
oft nicht mehr explizit berechnet werden, sondern muss geschéatzt werden.

Bei der Wahl der Teststatistik hat man gewisse Freiheiten. Zumindest kann man eine
streng monotone Funktion auf sie anwenden und erhalt wieder eine geeignete Teststatistik.
Man braucht ja nur den Verwerfungsbereich mit derselben monotonen Funktion abzubilden.
Man versucht nun die Teststatistik so zu transformieren, dass sie Wertebereich (0, 1] hat,
dass ein Wert nahe 0 gegen und ein Wert nahe 1 fiir die Hypothese spricht, und dass sie
bei Giiltigkeit der Hypothese gleichméBig auf (0, 1] verteilt ist, das heifit Wahrscheinlich-
keitsdichte 19 ;) hat. Man nennt so eine Teststatistik die Signifikanz (P—Wert) des Tests.
Der Verwerfungsbereich ist dann einfach das Intervall (0, «). Es enthélt die Werte, die am
meisten gegen die Hypothese sprechen, und die Wahrscheinlichkeit, dass bei Giiltigkeit der
Hypothese die Signifikanz K in dieses Intervall féllt, ist wegen der gleichméfiigen Verteilung
gleich P(K € (0,a)) = [; 1(0,1)(#)dz = a. Zum Berechnen der Signifikanz verwenden wir
folgenden Satz.

Satz 59: Sei Z eine Zufallsvariable und F' eine Verteilungsfunktion. Hat Z Wertebereich R™
und ist F': [0,00) — [0,1) bijektiv, dann hat die Zufallsvariable K = 1 — F'(Z) Wertebereich
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(0,1], wobei der Wert 0 von Z dem Wert 1 von K entspricht und ein groBer Wert von Z
einem Wert von K entspricht, der nahe O liegt. Hat Z die Verteilung F', dann hat K die
Wahrscheinlichkeitsdichte 1 g 1;-

Beweis: Da F : [0,00) — [0,1) eine streng monoton wachsende und bijektive Funktion
ist, bildet  — 1 — F(x) das Intervall [0, 00) streng monoton fallend und bijektiv auf (0, 1]
ab. Daraus folgt die erste Aussage. Da Z die Verteilung F' hat, folgt fiir t € (0, 1], dass
PIK<t)=P(Z>F11—-t)=1-F(F1(1-1t)) =t gilt. Damit ist gezeigt, dass K die
Wahrscheinlichkeitsdichte 1(q 1} hat. u

Fiir den Test der Hypothese Hy : it = jio kann man auch Z = U? als Teststatistik wihlen.
Der Wertebereich von Z ist RT und der Verwerfungsbereich fiir die Teststatistik Z ist dann
[, 00). Bei Giiltigkeit der Hypothese hat Z die C'(1)-Verteilung (Beispiel 15). Wir nennen die
G(Z, 3)-Verteilung hier C(n)-Verteilung (chi-quadrat-Verteilung). Die Verteilungsfunktion
der C(1)-Verteilung bezeichnen wir mit D. Sie bildet Rt streng monoton wachsend auf [0, 1)
ab. Somit ist K = 1 — D(Z) ebenfalls eine geeignete Teststatistik. Wegen Satz 59 hat sie
Wertebereich (0, 1], wobei ein Wert nahe 0 gegen und ein Wert nahe 1 fiir Hy spricht, und
bei Giiltigkeit von Hy ist K gleichméfig auf (0, 1] verteilt. Daher ist K die Signifikanz des
Tests.

4. Das lineare Modell

Um auch normalverteilte Grundgesamtheiten mit unbekanntem o behandeln zu konnen,
benotigen wir Resultate aus der Geometrie. Sei V' ein linearer Teilraum des R™ der Dimension
d < n. Die orthogonale Projektion P auf V ist eine Abbildung von R™ nach R", die jedem
Punkt x € R™ den Punkt in V' zuordnet, der von z den kleinsten Abstand hat. Im folgenden
Satz wird die orthogonale Projektion berechnet.

Satz 60: Sei vi,vs,...,vq eine Basis des linearen Teilraumes V. Sei A die n x d—Matrix,
deren Spalten vy,vs, ... ,vq sind. Sei P die n x n—-Matrix A(A*A)~tAt. Fiir jedes x € R™ ist
dann Pz die orthogonale Projektion von x auf V.

Beweis: Ist y € R? ein Spaltenvektor, dann bezeichnen wir mit y1,s,...,yq seine Koor-
dinaten. Wir zeigen zuerst, dass die d x d-Matrix A*A invertierbar ist. Sei y € R\ {0}.
Dann ist Ay = Z;l:l y;v; # 0, da v1,v9,...,v4 linear unabhangige Vektoren sind. Es folgt
(y, AtAy) = (Ay, Ay) = ||Ay||* > 0. Wire A*A nicht invertierbar, dann wiirde ein Vektor
y € R4\ {0} existieren mit A*Ay = 0, also auch (y, A’ Ay) = 0, ein Widerspruch.

Es gilt V = {Ay : y € R4}, da V die Menge der Linearkombinationen der Spalten von A
ist. Fiir alle z € R? gilt (x — Pz, A2) = (Alx — A'Px,z) = (Alx — A'A(ATA)" 1Az, 2) =
(Atx— Alx,z) = 0. Setzt man z = (A*A) "1 Atz —y, so hat man (z — Px, Px— Ay) = 0, sodass
|z — Ay||? = ||z — Pz + Pz — Ay||? = ||z — Pz|* + || Pz — Ayl? fiir alle y € R? gilt. Somit
ist [[x — Ay| genau dann minimal, wenn y € R so gewihlt wird, dass Ay = Pz gilt, zum
Beispiel y = (A*A)~1Atz. Das zeigt, dass Pz der Punkt in V ist, der von z den kleinsten
Abstand hat. Somit ist Pz die orthogonale Projektion von x auf V. g

Beispiel 30: Sei e € R™ der Spaltenvektor, dessen Koordinaten alle 1 sind. Sei V' der von
e aufgespannte eindimensionale lineare Teilraum des R™. Zu berechnen ist die orthogonale
Projektion P auf V.
Sei E die n x n—Matrix, deren Eintragungen alle 1 sind. Die n x 1-Matrix A besteht aus
der einen Spalte e. Somit ist A*A die 1 x 1-Matrix mit Eintragung n und (A*A)~! die
1 x 1-Matrix mit Eintragung . Wegen AA"=F folgt P=A(A'A)"'A'=1A4A'=1E.
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Wir haben eine Folge von ineinandergeschachtelten linearen Teilraumen des R™ vorliegen
und eine Stichprobe, die aus unabhangigen normalverteilten Zufallsvariablen besteht. Wir
untersuchen die Projektionen der Stichprobe auf die Teilrdume.

Satz 61: Seien Vy = {0} Cc V4 C --- C V,_; C V., = R" Teilrdume mit Dimensionen
dy =0<dy < - <dyp—1 <d. =n. Sei P; die orthogonale Projektion auf V;, sodass
insbesondere Pyxr = 0 und P,x = x fiir alle x € R™ gilt. Seien X1, X5, ..., X,, unabhéingige
Zufallsvariablen, wobei X; die N(p;,o)-Verteilung hat. Seien X = (Xi,Xs,...,X,,) und
p = (p1,p2,-..,pn) Spaltenvektoren. Dann gilt

(a) Fiir stetige Funktionen u; : R™ — R sind die Zufallsvariablen u;(P;X — P;_1X) mit
1 < j < r unabhéangig.

(b) Wenn Pjp = Pj_1p gilt, dann hat 25 ||P;X — P;_1X||* die C(d; — dj_)-Verteilung.

Beweis: Wir fithren eine orthogonale Basis v1,vz,...,v, im R" ein, sodass vi,vs, ..., vy,
den Teilraum Vj; aufspannen. Sei K die orthogonale Matrix, deren Zeilen vy, vo, ..., v, sind,
sodass K alte Koordinaten in Koordinaten beziiglich der neuen Basis vy, vs, . . ., v, iiberfiihrt.
Es gilt K~1 = K und | Ktz| = ||z|| fiir alle € R™.

Sei I,,, die n x n—Diagonalmatrix, die zuerst m Einser und dann n—m Nullen in der Diagonale
hat. Da vy,vs,...,v4; den Teilraum V; aufspannen, ist I4; die orthogonale Projektion auf V;
in neuen Koordinaten. Deshalb gilt I;, = KP;K*, also K'I;, = P;K".

Sei Y; = Xj;p L fiir 1 < j < n. Das sind unabhéngige N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen. Fiir
Y = (Y1,Ys,...,Y,) gilt YV = %(X — ). Sei Z = KY. Da K eine orthogonale Matrix ist,
sind auch die Komponenten 7y, Zs, ..., Z, von Z unabhingig und alle N (0, 1)-verteilt. Es
folgt P;X = Pj(p+0Y) = Pjp+0P;Y = Pjp+0P;K'Z = Pjp+0K'I;,Z. Daraus erhalten
wir PJX — Pj_lX = P]p - Pj_1p+ O‘Kt(fdj - Idj_l)Z~

Nun ist Ig4; — Iy, _, die n X n-Diagonalmatrix, die zuerst d;_; Nullen, dann d; — d;_1 Einser
und schlieBlich n — d; Nullen in der Diagonale hat. Somit ist (Iq; — Is,_,)Z ein Vektor,
dessen erste dj_; Koordinaten null sind, der in den Koordinaten d;_; + 1,d;—1 + 2,...,d;
die Eintragungen Zg, _, 1, Zq;_,+2,-- -, Z4,; hat, und dessen n —d; letzte Koordinaten wieder
null sind. Daraus und aus obiger Darstellung von P; X — P;_1 X erkennt man, dass u;(P; X —
P;_1X) eine stetige Funktion von Za; 141y Zd;_1+25- -, 4a; ist, aber von den anderen Zj
nicht abhangt. Da die Zufallsvariablen 77, Z5, ..., Z, unabhéangig sind, erhalten wir aus einer
Folgerung von Satz 25, dass auch ui (P X — PoX),ue(PoX — P X),...,u.(P.X — P,_1X)
unabhéngige Zufallsvariable sind. Das ist (a).

Gilt Pjp = Pj_1p, dann folgt aus obiger Gleichung und wegen || K'z|| = ||z|| fir z € R™, dass
d; . :
LPjX — P 1 X|? = |K'(1a, — 1o, ) Z||* = |(Ia, — 14, ) Z||* = Dokid; 141 Z?2 gilt. Das ist
eine Summe von Quadraten von d; — d;_; unabhéngigen N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen
und hat daher nach Satz 31 die C'(d; — dj_1)-Verteilung. O

Bemerkung: P; — P;_; ist die Projektion auf das orthogonale Komplement von Vj in
Vi—1. Das ist ein Teilraum der Dimension d; — d;j_;. Ein anderes Wort fiir Dimension ist
Freiheitsgrade (degrees of freedom). Diese Bezeichnung findet man oft in der Statistik.

Jetz konnen wir normalverteilte Grundgesamtheiten mit unbekanntem o behandeln.

Satz 62: Die Zufallsvariablen Xi, X, ..., X,, seien unabhéngig und alle N(u,o)-verteilt.
Sei M =137 X;, Y =yn*tund Z =53 (X; — M)? = 25152, Dann gilt
(a) Y und Z sind unabhéngig, Y ist N(0,1)-verteilt und Z ist C'(n — 1)-verteilt

(b) \/HMS_“ = ”i/_?ly ist T'(n — 1)-verteilt.
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Beweis: Seien e € R" und die n x n—-Matrix F wie in obigem Beispiel. Sei Vi der von e
aufgespannte eindimensionale Teilraum des R™. Es gilt V) = {0} C V; C Vo = R™. Seien Py,
Py, und P, die zugehdrigen orthogonalen Projektionen und X = (X3, Xo,...,X,,). Dann gilt
P X-PX=PX=2FEX=Meund %|PX—P X|?=2|X—Me|?=Z. Definiert man
u(z) = /n==E so folgt Y = u(P,X — PyX), sodass wir die Unabhéngigkeit von Y und
Z aus Satz 61 (a) erhalten. Wie im Beweis von Satz 58 folgt, dass Y die N(0,1)-Verteilung
hat. Fiir das in Satz 61 definierte p gilt hier p = ue € V7. Somit folgt Pop = Pip und nach
Satz 61(b) hat Z die C'(n — 1)-Verteilung. Damit ist (a) bewiesen. Mit Hilfe von Satz 32

folgt aus (a) auch, dass —V"\/_Zly die T'(n — 1)-Verteilung hat. Das ist (b). 0

Definition: Sei T), die Verteilungsfunktion der 7T'(m)-Verteilung. TIhre Dichte ist sym-
metrisch zur y-Achse, daher gilt T,,,(—z) =1 — T, (x). Fiir 6 € (0,1) sei us,, die eindeutige
Losung x von 1 — T, (x) = .

Satz 63: Sei0 < v <1 gegeben Seien X1, Xo, ..., X,, unabhiangig und N(u, o)-verteilt. Sei

M=XXi+Xo+ - +X,) \/n Dy 1(X M)2? und § = 152, Fiir das Intervall
Su n—1 Su n

K =[M - == M+ ffl]gﬂtdannP(uEK)_fy.

Beweis: Genauso wie fiir Satz 58 unter Verwendung von Satz 62 (b). U

Bemerkung: Genauso einfach kann man auch die statistischen Tests fiir die Hypothesen
Hy: p= po und Hy : o > po ibertragen. Man braucht nur o durch S ersetzen und statt der
Verteilungsfunktion ® die Verteilungsfunktion 7;,_1 verwenden.

Wir konnen auch ein Konfidenzintervall fiir ¢ bestimmen.

Definition: Sei C,, die Verteilungsfunktion der C'(m)-Verteilung. Fiir 6 € (0,1) sei vs,,, die
eindeutige Losung « von 1 — C,,(z) = 0.

Satz 64: Sei0 <~y <1 gegeben Seien X1, Xo, ..., X,, unabhdngig und N (u,o)-verteilt. Sei
M=XXi+Xo+ - +X,) \/n Dy 1(X M)? und § = 152, Fiir das Intervall

L= [S\/Ug:l,S\/vl”(s ] gilt dann P(oc € L) =
Beweis: Nach Satz 62 (a) n-18% die C(n — 1)-Verteilung. Daher gilt

P(vl—é,n—l S na—21 52 S U&n—l) == Cn—l(”&n—l) - Cn—l(vl—(S,n—l) =1-2)= Y

Formt man diese Ungleichungen entsprechend um, so erhélt man P(o € L) = . u

Liegt in der Grundgesamtheit eine andere Verteilung als die Normalverteilung vor, dann
besteht die Stichprobe aus unabhingigen Zufallsvariablen, die alle diese andere Verteilung
nMS_ E gegen
die N (0, 1)-Verteilung konvergiert, wenn der Stichprobenumfang n gegen oo geht (zentraler
Grenzwertsatz) Fiir einen grofien Stichprobenumfang n ist dann I = [M — t(;\%, M +1s \/iﬁ]

mit § = =52 und ts = ®71(1—J) ein ndherungsweises y-Konfidenzintervall fiir den Parameter
. Man sprlcht von einem asymptotischen Konfidenzintervall.

Wir berechnen ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir den Anteil p der Raucher in der
Grundgesamtheit. In diesem Fall haben wir X; = 1, wenn die j-te befragte Person ein
Raucher ist, und X; = 0, wenn sie kein Raucher ist. Die Stichprobe besteht aus unabhangigen
B(1, p)-verteilten Zufallsvariablen X3, Xo,..., X,. Der relative Anteil der Raucher in der
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Stichprobe ist dann M = 1(X; + Xo + -+ + X,,). Wegen Xf = X; fir 1 < j < n folgt
Zn (X — M)? = Z;L X7 - QZz.LlejM+nM2 =nM — 2nM? + nM? = nM(l — M)
und daher 52 M (1 — M). Fﬁr grofie n haben wir daher S ~ /M (1 — M). Somit ist

1= [ \/ , M —l— =/ M(1 - ] ein asymptotisches Konﬁdenzmtervall fiir

den Anteil p der Raucher in der Grundgesamthelt

Beispiel 31: Wie groff muss man den Stichprobenumfang n wéhlen, wenn die Lange des
95%-Konfidenzintervalls I héchstens O 04 sein soll?

Die Linge von I ist 2 \/ (1— M). Wegen \/M(1— M) < } geniigt es n so zu wihlen,
dass tT‘S < 0.04 gilt. Fur v = 0.95 ist t5 = 1.96, also /n > 18 =49, das heifit n > 2401.

5. Varianzanalyse

Die Grundgesamtheit zerfallt in k& Untergruppen. Es wird angenommen, dass in der j-ten
Untergruppe eine N (u;, 0)-Verteilung vorliegt. In den Untergruppen haben wir also gleiche
Varianzen aber moglicherweise verschiedene Mittelwerte. Ein Beispiel ist die Korpergrofle in
verschidenen Altersgruppen. Es soll die Hypothese Hy : 11 = po = - - - = uj getestet werden.
Zu entscheiden ist, ob die Mittelwerte in den Untergruppen gleich oder nicht alle gleich sind.
Aus der j-ten Untergruppe wird eine Stichprobe vom Umfang n; gezogen. Diese Stichproben
werden zu einer Gesamtstichprobe Xi, Xo,..., X,, vom Umfang n = n; + --- + n; zusam-
mengefasst, sodass Xi, Xs,...,X,, die Stichprobe aus der ersten Untergruppe darstellt,
Xni41, Xny42,5 - -+ s Xn,+n, die aus der zweiten Untergruppe und so weiter. Wir fithren die
Indexmengen I; = {1 +otnj g+ lLng+ o +njg+2,000,m + -+ njg —I—nj} fir
1 < j <k ein, sodass die Zufallsvariablen X; mit ¢ € I; die Stichprobe aus der j-ten Unter-
gruppe darstellen. Aus den oben gemachten Annahmen folgt dann
(A) Die Zufallsvariablen X5, Xo, ..., X,, in der Gesamtstichprobe sind unabhéngig.

(B) Die Zufallsvariablen X; fiir ¢ € I sind N(uj,0)-verteilt, wobei 1 < j < k gilt.

Ein weiteres Beispiel ist der Vergleich der Ertrage von k verschiedenen Kartoffelsorten. Die
k Kartoffelsorten bilden die Untergruppen der Grundgesamtheit. Die Zufallsvariablen X; fiir
i € I; stellen die Ertrage der j-ten Sorte bei einem Anbauversuch dar. Dabei wird ein Feld
in n gleich grofle Parzellen geteilt, von denen ny mit Sorte 1, ny, mit Sorte 2 und so weiter
bepflanzt werden. Die Ergebnisse eines solchen Versuchs sehen so aus, wobei k = 3 ist

Ertrag Sorte U1 Vo V3
57 1 1 0 0
50 1 1 0 0
53 1 1 0 0
58 1 1 0 0
52 1 1 0 0
42 2 0 1 0
49 2 0 1 0
42 2 0 1 0
47 2 0 1 0
56 3 0 0 1
62 3 0 0 1
56 3 0 0 1
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Die Unterteilung in die Mengen I, I und I3 ist in der zweiten Spalte angegeben.

Um eine Teststatistik fiir die Hypothese Hy : 11 = o = - -+ = uy zu finden, gehen wir von

Schétzern M; und SJ2 fir p1; und 0]2- = 02 aus

Mj:nijz’ielj X’L und 8.72':_713‘1—1 ZiE]j(Xi_Mj)2
Weiters bilden wir den Mittelwert der Gesamtstichprobe
n k
M= Dicy Xi = %Zj:l n; M,

—n
Damit definieren wir jetzt verschiedene Quadratsummen. Die Summe der Quadrate der
Abweichungen zwischen den Stichproben wird definiert durch

k
L= Zj:l nj(M; — M)?
Da Mj ein Schatzer fir p1; und M ein Mittelwert von My, Ma, ..., M}, ist, wird L umso kleiner
sein, je naher pui, o, ..., ur beieinander liegen. Daher spricht ein kleiner Wert von L fiir die

Hypothese und ein grofler Wert von L gegen die Hypothese. Die Summe der Quadrate der
Abweichungen innerhalb der Stichproben wird definiert durch

F= Z?:l(nj - 1)532 = Z?:l Zz‘ezj (Xi — M;)?

Da ﬁF ein Mittelwert der Schéatzer S? von 032 = o2 ist, kann man ﬁF als Schétzer fiir

o? auffassen. Schliellich wird auch noch die totale Summe der Quadrate der Abweichungen
definiert durch 7= >""_ (X; — M)2.
Aus den Quadratsummen L und F' konnen wir eine geeignete Teststatistik @ bilden.

Lk 1)

@= F/(n—k)

Der Wertebereich von @ ist R™. Man kann ) als Verhiltnis der Abweichungen zwischen den

Stichproben aus den einzelnen Untergruppen der Grundgesamtheit zu den Abweichungen

innerhalb dieser Stichproben auffassen. Sind die Abweichungen zwischen den Stichproben

wesentlich grofler als die Abweichungen innerhalb der Stichproben, was gleichbedeutend mit

einem groflen Wert von @) ist, dann spricht das gegen die Hypothese. Liegt der Wert von @)

hingegen nahe 0, dann spricht das fiir die Hypothese.

Um den Test durchfithren zu konnen, miissen wir die Verteilung von @ bei Giiltigkeit
der Hypothese berechnen. Zu diesem Zweck driicken wir die Quadratsummen mit Hilfe
geigneter Projektionen aus. Sei e € R” der Vektor, dessen Eintragungen alle 1 sind. Fir
1 < j < ksei vy € R" der Vektor, der in den Koordinaten I; Eintragungen 1 und sonst
Eintragungen 0 hat. Sei V; der von e aufgespannte eindimensionale Teilraum des R™ und V5,
der von den Vektoren vq,vs,..., v, aufgespannte k-dimensionale Teilraum des R". Es gilt
Vo={0}c Vi Cc Vo CV3=R" dae=uwv +vy+ -+ v €V ist. Die Dimensionen
sind dy = 1, do = k und d3 = n. Seien Py, P;, P, und P3; die zugehorigen orthogonalen
Projektionen. Dann gilt P3X = X und P, X = Me wie im Beweis von Satz 62 berechnet.
Um P, X gemafl Satz 60 zu berechnen, sei A die n x k—Matrix mit den Spalten vy, vo, ..., vg.
Dann ist A'A die k x k-Diagonalmatrix mit den Diagonaleintragungen n,na,...,n; und
(AtA)~1AtX ist der Spaltenvektor (M, Ms, ..., My). Multipliziert man diesen Vektor von
links mit A, so folgt P X = A(A*A)"LA*X = Myv; + Mavs + - - - + Myvy,. Somit ist

k
|PX — P X|? = > =1y (M — M)? =1L
k
X — PX|* = Zj:1 Zielj (X;i—M;)>=F
X - PX[? =" (Xi—M)?=T

Mit Hilfe dieser Darstellung der Quadratsummen lésst sich folgender Satz beweisen.
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Satz 65: Es seien (A) und (B) vorausgesetzt.
(a) Wenn py = ug = -+ = py, gilt, dann hat @Q die F'(k — 1,n — k)-Verteilung
(b) Esgilt F+L=T

Beweis: Wegen P,X € V; C Vo und P, X € V; folgt P, X — Py X € V5. Da P die orthogonale
Projektion auf V5 ist, erhalten wir (X — P, X, P, X — Py X) = 0 und daher auch | X — P, X||? =
| X — X + P,X — PLX|? = ||X — PX|?+ || X — P X||?>. Damit ist T'= F + L gezeigt.
Fiir den Vektor p aus Satz 61 gilt o = vy + pove +- - -+ prvg, da (B) vorausgesetzt wird. Es
gilt also p € V5 und somit P,po = 9. Wenn nun auch pu; = pg = -+ - = py vorausgesetzt wird,
dann gilt o € V4 und ¢ = Prp. Aus Satz 61(b) folgt, dass 2 L die C(k — 1)-Verteilung und
L F die C(n— k)-Verteilung hat. Wegen Satz 61 (a) sind 5L und 5 F' unabhéingig. Somit
hat Q = 25 & L/ 5 F nach Satz 33 die F(k—1,n— k)-Verteilung. O

Sei H die Verteilungsfunktion der F'(k —1,n — k)-Verteilung, eine bijektive streng monoton
wachsende Funktion von [0, o0) noch [0, 1). Wegen Satz 59 ist K = 1—H(Q) eine Teststatistik
mit Wertebereich (0, 1], wobei ein Wert von K nahe 0 gegen und ein Wert von K nahe 1 fiir die
Hypothese spricht. Bei Giiltigkeit der Hypothese hat @ die F(k—1,n — k)-Verteilung, sodass
K gleichverteilt auf (0, 1] ist. Somit ist K die Signifikanz des Tests. Der zur Teststatistik K
gehorige Verwerfungsbereich ist (0, «].

Beispiel 32: Fiir die in obiger Tabelle angegebenen Daten soll die Varianzanalyse durchge-
fithrt werden.

Wir haben k£ = 3 Stichproben mit Stichprobenumfangen ny = 5, no = 4 und n3 = 3, sodass
die Gesamtstichprobe Umfang n = 12 hat. Die Stichprobenmittel sind M; = 54, My = 45
und M3 = 58. Das Gesamtmittel ist dann M = %(nlMl + no My + ngMs) = 52. Daraus
berechnet man L = 5-2% 4+ 4-72 + 3. 6% = 324. Die Stichprobenvarianzen sind S; = 1 - 46,
Sy = % -38 und S3 = % - 24, woraus F' = 46 + 38 + 24 = 108 folgt. Somit ist ﬁL = 162,
ﬁF = 12 und @ = 13.5. Die Signifikanz ist 0.002, sodass man unterschiedliche Durch-
schnittsertrdge annehmen muss. An den Werten von M;, M und M3 kann man ablesen,
welche Sorten besser sind.

6. Lineare Regression

Die Lange x eines Stabes ist eine lineare Funktion der Temperatur u. Es gilt x = 8, + Bau
fiir gewisse Konstanten 1 und (,, die vom Material abhéngen, aus dem der Stab besteht.
Um 7 und (B2 zu bestimmen, bringt man den Stab auf Temperaturen wi,us,...,u, und
misst jeweils seine Lange. Man erhélt die Langen X1, X5, ..., X,,, die wir als Zufallsvariable
auffassen, da es moglicherweise noch andere zufallige Einfliisse auf die gemessenen Langen
des Stabes gibt (Messfehler). Wir haben also

Xj :51 +B2Uj+0'Nj fur 1 S] <n
wobei die Zufallsvariablen N; die zufalligen Storungen bei den einzelnen Messungen beschrei-

ben. Wir fassen die Zufallsvariablen X; zum Vektor X und die Zufallsvariablen N; zum

Vektor N zusammen und gehen tiber zur Vektorschreibweise
1 U1
X=AB+0oN mit (= (?) und A =
2

1 wu,

Die Zufallsvariablen N; werden als unabhéngig und N (0, 1)-verteilt angenommen.



Statistik 53

Wir konnen diese Fragestellung gleich verallgemeinern. Es ist nicht notwendig, dass x
eine lineare Funktion in u ist. Wir geben Funktionen r1,7s,...,r; vor und behandeln eine
Regressionsfunktion der Form

xr = ﬂlTl(U) + BQT’Q(U) + e+ 5krk(u)

wobei die Parameter (31, (s, ..., 8r zu bestimmen sind. Wie oben erhalten wir
B ri(ur) oo rR(ur)
X=AB+0oN mit =] : und A = :
Br ri(un) o0 r(un)

Wihlt man zum Beispiel r;j(u) = v/~!, dann wird die Linge das Stabes durch ein Polynom
der Temperatur dargestellt.

Auch kann x eine Funktion in mehreren Variablen sein, zum Beispiel
T = f1 + fau + B3v + Baw

wobei fiir vorgegebene (u1, vy, w1), (ug, V2, wa), ..., (Un, U, wy,) Werte X1, Xo, ..., X, gemes-
sen werden, die aufgrund sonstiger Einfliisse wieder Zufallsvariable sind. Dann ist
B I wp v w
X=A8+0cN mit g=| : und A =
B4 1 u, v, w,

In allen Fallen erhalten wir die Gleichung X = AfS + o N mit vorgegebener n x k—Matrix
A, wobei die Komponenten Ny, Na, ..., N, von N als unabhéngig und N (0, 1)-verteilt ange-
nommen werden und die unbekannten Parameter (1, s,...,0r und o aus den gemessenen
Werten X1, Xo,...,X,, zu bestimmen sind.

Um einen Schétzer fiir den Parametervektor g zu finden, ignorieren wir die zufélligen
Storungen, indem wir vorlaufig o = 0 setzen. Es werden mehr Messungen durchgefiihrt als
unbekannte Parameter (51, (32,..., 8, vorhanden sind. Deshalb ist A eine n x k—Matrix mit
k < n. Wir nehmen an, dass A linear unabhingige Spalten hat, sodass (A*A)~! existiert
(sieche Beweis von Satz 60). Das zu losende Gleichungssystem AfS = X ist iiberbestimmt.
Wir bestimmen daher 3 so, dass die Norm ||AS — X || minimal wird. Da Af in dem von
den Spalten von A aufgespannten Teilraum liegt, ist || A8 — X|| genau dann minimal, wenn
Ap die orthogonale Projektion von X auf diesen Teilraum ist. Nach Satz 60 ist das genau
dann der Fall, wenn A3 = A(A'A)"1A'X gilt. Indem man diese Gleichung von links mit
der Matrix (A*A)~1A? multipliziert, erhilt man 3 = (A*A)~1A’X als eindeutige Losung.
Also ist ||[AB — X|| genau dann minimal, wenn § = (A'A)"tA'X gilt. Der Zufallsvektor
B = (A'A)7tA'X sollte ein geeigneter Schitzer fiir den Vektor 3 sein.

Oben haben wir verschiedene Versionen von Regressionsfunktionen behandelt. Die Kom-
ponenten By, Bs, ..., B; von B sind Schatzer fiir die dort vorkommenden unbekannten Pa-
rameter 31, Ba,..., k. Setzen wir By, Bo, ..., By anstelle von (51, s, ..., 0k ein, so erhalten
wir eine geschitzte Regressionsfunktion.

Um Aussagen iiber die Giite dieser Schétzer machen zu konnen untersuchen wir die Ver-
teilung der Zufallsvariablen Bi, Bs, ..., By und Linearkombinationen davon.

Satz 66: Die Komponenten des Zufallsvektors N seien unabhédngig und N (0, 1)-verteilt.
Sei ¢ € R¥ \ {0}. Dann hat die Zufallsvariable 1(c, B — ) = %2521 c;(B; — B;) die
N(0,/ct(AtA)~1c)-Verteilung.

Beweis: Wir hatten B = (A*A)"'A'X. Setzt man X = AB + oN ein, so erhélt man
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B = B+ oLN mit L = (A*A)~1A?. Es folgt (¢, B) = {(c,3) + o(c, LN) und daraus wieder
L{c,B—p) = (c,LN) = (L'¢c,N). Sei v = L'c. Da N; die N(0,1)-Verteilung hat, hat v; N;
die N (0, |v;])-Verteilung, wenn v; # 0 ist. Weiters sind die Zufallsvariablen Ny, Na,..., N,
unabhéangig. Indem man die Summanden mit v; = 0 weglasst, folgt mit Hilfe von Satz 54,
dass (L'c, N) = >"" , v;N; die N(0, /> 1, v?)-Verteilung hat.

Weil A*A eine symmetrische Matrix ist und somit auch ihre Inverse (A*A)~! symmetrisch
ist, erhalten wir LL! = (A*A)"tAtA(A'A)~! = (A'A)~L. Somit ergibt sich

S vi=lv||* = (L'¢,Lic) = (¢, LL'c) = ¢! LL'c = ¢*(A*A)~te

und (c, LN) hat die N (0, \/ct(A*A)~1c)-Verteilung. Man beachte, dass ct(A*A)~1c # 0 gilt,
da mit A'A auch (A*A)~! eine positiv definite Matrix ist und ¢ € R¥ \ {0} vorausgesetzt
wurde. 0

Dieser Satz liefert noch nicht das, was wir wollen. Wir méchten die Verteilung von (¢, B—3)
berechnen, aber da steht % davor. Wir brauchen daher einen Schétzer fiir das unbekannte o.

Wie es schon bei der Varianzanalyse geschehen ist, fiihren wir Summen von Quadraten ein.
Dazu sei M = %Z?:l X; der Mittelwert der gemessenen Werte. Weiters sei X = AB. Die
Matrix A wurde gerade so gewahlt, dass die i-te Komponente X; des Zufallsvektors X der
Wert der geschétzten Regressionsfunktion im Punkt u; ist oder im Punkt (u;,v;,...), wenn
die Regressionsfunktion mehrere Variable hat. Das sieht man leicht, indem man AB fir die
zu Beginn dieses Kapitels angefiihrten Beispiele berechnet. Man nennt X1, X, ..., X, auch
die vorhergesagten Werte.

Die Summe der Quadrate der Abweichungen der gemessenen Werte X; von den vorherge-
sagten Werten X; wird definiert durch

=[|X - XHQ = Z?:1(Xi - X@)Q

Das ist die Summe der nicht durch die Regressionsfunktion erklarten Fehleranteile in den

Messwerten. Das Mittel ﬁF dieser Abweichungen ist ein Schitzer fiir die Fehlervarianz o2.

Die Summe der Quadrate der Abweichungen der vorhergesagten Werte X; vom Mittelwert
M der gemessenen Werte wird definiert durch

L= z:bzl(Xz - M)2
Man interpretiert L als die Summe der durch die Regressionsfunktion erklarten Anteile in

den Messwerten. Die Summe der Quadrate der Abweichungen der gemessenen Werte X; von
ihrem Mittelwert M wird definiert durch

T =3 (X — M)?
Diese Quadratsumme hat nichts mit der Regressionsfunktion zu tun und gibt die Gesamt-
summe der in den Messwerten enthaltenen Abweichungen von ihrem Mittelwert an.

Seien e € R™ der Vektor, dessen Eintragungen alle gleich 1 sind. Sei V; der von e
aufgespannte eindimensionale Teilraum des R™ und V5 der von den Spalten der Matrix A
aufgespannte k-dimensionale Teilraum des R™. Wir nehmen an, dass die Regressionsfunk-
tion die Konstante enthélt, sodass der Vektor e eine Spalte der Matrix A ist. Dann gilt
Vo =40} c Vi € V5 C V3 = R™. Seien Py, P;, P, und P; die zugehorigen orthogonalen
Projektionen. Dann gilt PsX = X und P, X = Me, wie wir bereits wissen. Aus Satz 60 folgt
Py = A(A*A)1A? also X = AB = A(A'A)"'A*X = P,X. Somit erhalten wir

F=|X - PX|?, L=|PX—-PX|*? und T=|X-PX|?
Wegen P, X — Py X € V5 sind die Vektoren X — P, X und P, X — P; X zueinander orthogonal.
Es folgt || X — P X||2 + || X — P X|]? = || X — P, X]||?, das heiit F + L =T. Die Summe T
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aller Abweichungen wird zerlegt in einen Anteil L, der durch die Regressionsfunktion erklart
wird, und einen Anteil F', der von sonstigen Einfliissen (Fehlern) herriihrt. Man kann auch
% + % = 1 schreiben und % als den relativen Anteil der durch Regressionsfunktion erklarten
Abweichungen auffassen. Er wird in Prozent angegeben, heifit Bestimmtheitsmaf}, wird mit
R? bezeichnet und ist ein Ma$ fiir die Approximationsgiite der gemessenen Werte durch die
Regressionsfunktion.

Satz 67: Die Komponenten des Zufallsvektors N seien unabhéngig und N (0, 1)-verteilt. Fiir
k . o (¢,B—p3) . A .

ce R\ {0} sei U = VoA eI F Dann hat U die T'(n — k)-Verteilung.

Beweis: Sei o = AS. Dann gilt X; = 0, + oN; fiir 1 < i < n. Da die Zufallsvariablen
Ny, N3, N3, ..., N, unabhingig und N (0, 1)-verteilt sind, sind auch X;, X5, X3,..., X,, un-
abhéngig und X; ist N(g;,0)-verteilt. Somit gelten die Voraussetzungen von Satz 61 mit
o = AB. Wegen AB € V5 gilt o = Po. Wegen Satz 61(b) hat 5 F = || X — PBX|?
die C(n — k)-Verteilung. Weiters erhalten wir B = (A'A)~1A'X (AtA) 1AtPgX wegen

_ tAV—1 At . : _ & o .
Py, = A(A*A)~" A", das heifit B und somit auch W = oA, ist eine Funktion von
P, X = P, X — PpX. Wegen Satz 61(a) ist W unabhéngig von Z = %F, das eine Funktion
von X —PQX P3 X — P, X ist. Aulerdem hat W nach Satz 66 die N (0, 1)-Verteilung. Somit

hat U = \/ﬁ die T'(n — k)-Verteilung nach Satz 32. 0

Mit Hilfe der Zufallsvariablen U und ihrer in Satz 67 berechneten Verteilung findet man
Konﬁdenzintervalle Ist s, wie frither definiert dann gilt P(—usn—r < U < usp_k) = 7

mit § = . Daraus berechnet man das folgende vy-Konfidenzintervall fiir {c, 3).
[<c,B> s i/ ATA)Te [T F L (e B) + s /e (ATA) Te 10 F |
Da die Regressionsfunktion linear in 51, (s, ..., Ok ist, erhalt man durch Einsetzen geeigneter

c € R* Konfidenzintervalle fiir die Funktionswerte der Regressionsfunktion. Ist zum Beispiel
x = [1 + Bou die Regressionsfunktion, so erhalt man mit ¢ = (i) ein Konfidenzintervall fiir

p1 + Bau.

Setzt man fiir ¢ den j-ten Einheitsvektor ein, dann ist d; = /ct(A*A)~'c die Wurzel der
j-ten Diagonaleintragung der Matrix (A*A)~! und (c, 8) = B;. Somit ist

[ Bj - ué,n—kdj ﬁF s Bj + u(;»n—kdj ﬁF ]

ein y-Konfidenzintervall fiir 3;.

Beispiel 33: Eine Regressionsgerade x = 1 + f2u kann man auch anders darstellen, indem
man den Nullpunkt auf der Skala der u—Werte in den Punkt a verlegt. Man erhalt dann
=B+ B (u — a) mit B1 = B1 + B2a und By = Bs. Wie wirkt sich so eine Transformation
auf die Genauigkeit der Schatzwerte, das heifit auf die Lange der Konfidenzintervalle fiir die
Parameter aus?

Sei e € R™ der Vektor, dessen Eintragungen alle 1 sind, und w der Vektor mit Komponenten
U1, Uz, ..., U,. Die Matrix A hat die Spalten e und w, die Matrix A fiir die transformierte
Regressionsgerade hat die Spalten e und w —ae. Da der von e und w aufgespannte Teilraum
derselbe ist wie der von e und w — ae aufgespannte, ist die orthogonale Projektion P, auf
diesen Teilraum fiir beide Fille gleich. Somit ist auch F = || X — P, X||? fiir beide Fille
gleich. Sollte es einen Unterschied in der Lange des Konfidenzintervalls geben, dann kann
das nur an der Wurzel d; der j-ten Diagonaleintragung der Matrix (A*A)~! liegen. Diese
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sollte moglichst klein sein. Da A die Spalten e und w hat, folgt
n nw P
A4 (e ) T = 3wy ol = w3
Man rechnet nach, dass s = det A'A =n "7 (w; — w)? gilt. Ersetzt man w durch w — ae,
so andert sich s nicht. Es gilt also auch det A4 = s. Die Diagonaleintragungen von
2 ~, ~ 2
(At A)~! sind daher @ und 2 und die von (A'A)~! sind M und 2. Die kiirzesten
Konfidenzintervalle fiir die Parameter erhilt man, wenn man a so wihlt, dass ||w — ae||?

minimal wird. Das ist der Fall, wenn a = w ist, das heifit wenn man den Nullpunkt in den
Schwerpunkt der Punktmenge uy,us, ..., u, legt.

Schliellich kann man Satz 67 auch noch dazu verwenden, um einen Test fiir die Hypothese
Hy : B; = 0 anzugeben. Als Teststatistik verwendet man U; = 5 . Bei Richtigkeit

dj \/F/(n—k)
der Hypothese hat sie wegen Satz 67 die T'(n — k)-Verteilung und U? hat die F(1,n — k)-
Verteilung. Der Wertebereich von U 3'2 ist R™, wobei ein groffer Wert gegen die Hypothese und
ein Wert nahe 0 fiir die Hypothese spricht. Bezeichnet man mit H die Verteilungsfunktion

der F(1,n—k)-Verteilung, dann ist 1 — H(U?) die Signifikanz des Tests nach Satz 59.
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