KAPITEL 3

Ringe, Algebren und Korper

Wir kommen nun zu Strukturen mit zwei vertréiglichen Operationen, wobei wir etwas
Hintergrund aus der linearen Algebra voraussetzen werden. Wir werden oft auf die
Analogie zu Gruppen verweisen und dadurch die grundlegenden Resultate relativ schnell
erhalten.

Grundlagen

3.1. Die grundlegenden Definition in diesem Bereich orientieren sich eng an den
bekannten Zahlbereichen:

Definition 3.1. (1) Ein Ring (R, +, ) ist eine Menge R zusammen mit zwei Operatio-
nen +,-: R X R — R sodass gilt

(1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(#7) Die Multiplikation - ist assoziativ.
(7ii) Fir alle a,b,c € Rgilt a-(b+¢) = (a-b)+(a-c¢) und (a+b)-c=(a-c)+(b-c)
(“Distributivitét”).

(2) Ein Ring (R, +, -) heiit kommutativ, wenn die Multiplikation - kommutativ ist.

(3) Existiert ein neutrales Element 1 fiir die Multiplikation, (das ungleich dem neu-
tralen Element 0 der Addition ist), dann sagt man “R ist ein Ring mit Eins(element)”.

(4) Ein Nullteiler in einem kommutativen Ring R ist ein Element z € R\ {0}
sodass es ein y € R\ {0} mit = -y = 0 gibt. Gibt es keine Nullteiler in R, dann heift
R nullteilerfrei. Ein Integritdtsbereich ist ein nullteilerfreier, kommutativer Ring mit
Einselement.

(5) Sei (R,+,-) ein Ring mit Einselement. Ein Element z € R heifit eine FEinheit,
wenn es ein Element y € R gibt, sodass z -y = y-x = 1 gilt. Ein Kodrper ist ein
kommutativer Ring mit Einselement, in dem jedes Element z € R\ {0} eine Einheit ist.

(6) Sind (R, +, -) und (S, ®, ®) Ringe, dann ist ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S
eine Funktion, die mit beiden Operationen vertraglich ist, d.h. o(x +y) = p(z) ® ¢(y)
und ¢(z - y) = p(z) © ¢(y) erfiillt. Bei Ringen mit Eins verlangt man zusétzlich, dass
¢ das Einselement von R auf das Einselement von .S abbildet.

(7) Ein Ringisomorphismus ist ein bijektiver Ringhomomorphismus. Zwei Ringe
heiflen isomorph wenn es einen Ringisomorphismus zwischen ihnen gibt. In diesem Fall
schreibt man R = S.

Bemerkung 3.1. (1) Ahnlich wie im Fall von Gruppen werden wir ab sofort die Addi-
tion auf jedem Ring mit + bezeichnen und die Multiplikation einfach nur durch hinter
einander schreiben der Elemente. Aulerdem werden wir die iibliche Konvention verwen-
den, dass die Multiplikation stérker bindet als die Addition (“Punktrechnung geht vor
Strichrechnung”) um Ausdriicke wie ab + ¢ zu interpretieren.

(2) Da (R,+) und (R,-) Halbgruppen sind, kénnen wir die Resultate aus Kapitel
anwenden. So ist etwa das neutrale Element fiir (R, +) eindeutig bestimmt und wir
werden dieses Element fiir jeden Ring mit 0 bezeichnen. Das additiv inverse Element
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32 3. RINGE, ALGEBREN UND KORPER

zur ¢ € R werden wir immer mit —x bezeichnen. Analog ist ein Einselement eindeutig
bestimmt (wenn es existiert) und wir schreiben 1 dafiir.

(3) Ein Ringhomomorphismus von (R, +,-) nach (S,+,-) ist nach Definition eine
Funktion, die zugleich ein Homomorphismus der additiven Gruppen und der multipli-
kativen Halbgruppen ist. Damit kénnen wir die Resultate iiber Homomorphismen aus
Kapitel [2| auf Ringhomomorphismen anwenden. Insbesondere hat jeder Ringhomomor-
phismus ¢ einen Kern Ker(p) = {x € R : ¢(z) = 0}, der eine Untergruppe von (R, +)
und eine Unterhalbgruppe von (R,-) (und damit ein Teilring — siehe spéter) ist. Au-
Berdem sehen wir aus den Resultaten aus [2.1] sofort, dass die Komposition von zwei
Ringhomomorphismen wieder ein Ringhomomorphismus ist und dass fiir einen Ringiso-
morphismus ¢ auch die inverse Funktion ¢! ein Ringhomomorphismus ist. Damit ist
Isomorphie von Ringen eine Aquivalenzrelation. Aus sehen wir, dass ¢ genau dann
injektiv ist, wenn Ker(y) = {0} gilt.

Beispiel 3.1. (1) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Einselement. Es gibt keine
Nullteiler in Z (und dieses Beispiel motiviert den Namen “Integritétsbereich”) aber die
einzigen Einheiten in Z sind 1 und —1.

Die anderen Zahlbereiche (Q, +, ), (R, +, -) und (C, +-) sind Kérper. Fiir jedes n > 2
bildet die Menge Z, der Restklassen modulo n einen kommutativen Ring mit Einsele-
ment mit den iiblichen Operationen. Ist n eine Primzahl, dann ist Z,, sogar ein Korper.

(2) Es gibt ganz natiirliche Beispiele von kommutativen Ringen mit Einselement,
die viele Nullteiler haben. Betrachten wir etwa die Menge F(R,R) aller Funktionen
von R nach R mit den punktweisen Operationen, also (f + ¢)(t) = f(t) + g(t) und
(fg)(t) = f(t)g(t). Man verifiziert sofort, dass diese Operationen F(R,R) zu einem
kommutativen Ring mit Eins machen, wobei das Nullelement und das Einselement die
konstanten Funktionen 0 und 1 sind. Damit gilt aber f # 0 genau dann, wenn es ein
Element ¢t € R gibt, sodass f(t) # 0 gilt. Gibt es zusétzlich auch ein s € R sodass
f(s) =0 gilt, dann ist f ein Nullteiler. Definiert man namlich g : R — R durch g(s) =1
und g(z) = 0 fiir  # s, dann gilt offensichtlich (fg)(z) = f(z)g(z) = 0 fiir alle
x € R. Damit sind die Nullteiler in F(R,R) genau die Funktionen, die mindestens eine
Nullstelle besitzen.

Ist andererseits f(x) # 0 fiir alle x € R, dann ist f eine Einheit in F(R,R), denn
dann kann man eine multiplikativ inverse Funktion durch g(z) := 1/(f(z)) definieren.

(3) Wie aus der linearen Algebra bekannt ist, ist ein Vektorraum {iber einem Kérper
K eine kommutative Gruppe (V, +) zusammen mit einer Skalarmultiplikation K x V' —
V', die gewisse Vertriglichkeitsbedingungen erfiillt. Betrachtet man nun eine Multi-
plikation - : V x V — V, dann ist die natiirliche Vertriglichkeitsbedingung mit der
Vektorraumstruktur, dass - bilinear ist. Das bedeutet, dass fiir jedes fixe vy € V, die
Abbildungen V' — V| die durch v — v - vg und v — v - v gegeben sind, linear sind. Das
bedeute insbesondere, dass die Distributivgesetze gelten, also (V, +,-) ein Ring ist. Man
sagt dann, (V, +,-) ist eine K -Algebra. AuBerdem gilt dann A(v-w) = (Av)-w = v- (Aw)
fir A € K und v,w € V. Ein Algebrahomomorphismus zwischen zwei K—Algebren ist
eine K-lineare Abbildung, die zugleich ein Ringhomomorphismus ist.

Da man auf F(R,R) auch eine Skalarmultiplikation punktweise definieren kann, die
dann F(R,R) zu einem R—-Vektorraum macht, liefert uns Beispiel (2) von oben sogar
ein Beispiel einer R-Algebra. Analog ist fiir X C R die Menge F(X,R) eine R-Algebra
unter den punktweisen Operationen. Fiir eine Funktion f : R — R kann man dann die
Einschrankung f|y : X — R betrachten. Man verifiziert sofort, dass ¢(f) := f|x einen
Algebrahomomorphismus ¢ : F(R,R) — F(X,R) definiert.
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(4) Die lineare Algebra liefert weitere wichtige Beispiele von, insbesondere auch
nicht-kommutativen, Algebren. Betrachten wir ndmlich fiir einen K—Vektorraum V' den
Raum L(V, V) aller linearen Abbildungen f : V' — V. Dann ist L(V, V) ein Vektorraum
unter punktweisen Operationen und die Komposition o macht L(V,V) zu einer K-
Algebra (siche Ubungen). Natiirlich ist diese Algebra nicht kommutativ, falls dim(V) >
1 gilt.

Spezialisiert man auf V' = K", dann kann man L(V, V) mit dem Raum M,,(K) aller
n x n—Matrizen iiber K identifizieren. Die (punktweise) Vektorraumstruktur auf L(V, V')
entspricht der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation auf M, (K). Die
Komposition linearer Abbildungen entspricht genau der iiblichen Matrizenmultiplikati-
on. Damit ist M, (K) eine (fiir n > 1 nicht-kommutative) K—Algebra unter der Matri-
zenmultiplikation.

Wir kénnen nun einige elementare Eigenschaften sofort abkléren:

Lemma 3.1. Sei (R,+,-) ein Ring.

(1) Fiir jedes Element x € R gilt 0-x =z -0 = 0.

(2) Fiir z,y € R gilt (—z)y = x(—y) = —(zy). Hat insbesondere R ein Einselement,
dann ist (—1)x = —zx fir alle z € R.

(3) Eine Einheit x in einem kommutativen Ring mit Einselement ist kein Nullteiler
und das multiplikativ inverse Element zu x ist eindeutig bestimmt. Insbesondere ist jeder
Kérper automatisch ein Integrititsbereich. Umgekehrt ist ein endlicher Integritdtsbereich
automatisch ein Korper.

BeEwers. (1) Esgilt 0-2 = (04+0) -2 =0-2 4 0-z, und das Resultat folgt, indem
man von beiden Seiten 0 - x subtrahiert. Die zweite Gleichung folgt analog.

(2) Wir rechnen (—xz)y +zy = ((—x) + ) -y = 0 - y, was nach Teil (1) gleich 0 ist.
Damit ist aber (—x)y das additiv inverse Element zu xy. Der Beweise fiir x(—y) geht
analog.

(3) Nach Voraussetzung gibt es ein Element y € R sodass yz = 1 gilt. Ist nun z € R
so, dass xz = 0 gilt, dann ist 0 = y(zz) = (yx)z = 1 - 2z = z. Damit ist « kein Nullteiler
und die Aussage, dass jeder Korper ein Integritéatsbereich ist, ist klar.

Fiir Elemente x,y,y in einem Ring R folgt aus xy = xy natiirlich 0 = zy — xy =
z(y — ¢) und falls x kein Nullteiler ist, dann ist das nur fir y — gy = 0, also y = ¥
moglich. Mit dem obigen Argument folgt daraus einerseits, dass das multiplikativ inverse
Element eindeutig bestimmt ist. Andererseits sehen wir, dass die Funktion ¢, : R — R,
die definiert ist durch ¢,(y) := xy injektiv ist. Ist R endlich, dann ist {,(R) C R eine
Teilmenge, die (wegen der Injektivitédt) gleich viele Elemente hat wie R selbst, also
(,(R) = R. Insbesondere gibt es ein Element y € R sodass zy = (,(y) = 1 gilt. O

3.2. Teilringe, Ideale und Quotienten. Das Konzept des Teilringes wirft kei-
nerlei Probleme auf. Man betrachtet einfach eine Untergruppe S von (R, +) sodass fiir
x,y € S auch xy € S gilt, also S zugleich eine Unterhalbgruppe von (R, -) ist. Ist S C R
ein Teilring, dann schreibt man S < R. Daraus folgt einerseits sofort, dass der Durch-
schnitt iiber eine beliebige Familie von Teilringen wieder ein Teilring ist. Insbesondere
gibt es zu jeder Teilmenge A C R einen kleinsten Teilring von R, der A enthélt, den
von A erzeugten Teilring. Damit macht auch der Begriff eines Erzeugendensystems fiir
einen Ring R Sinn.

Andererseits sehen wir aus den Resultaten fiir Gruppen aus sofort, dass Bilder
und Urbilder von Teilringen unter Ringhomomorphismen automatisch wieder Teilringe
sind. Insbesondere sind fiir einen Ringhomomorphismus ¢ : R — S der Kern Ker(y) C
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R und das Bild Im(¢) C S wieder Teilringe. AuBlerdem sieht man wieder leicht, dass
ein Ringhomomorphismus ¢ durch seine Einschriankung auf ein Erzeugendensystem F
eindeutig bestimmt ist und dass ¢(F) ein Erzeugendensystem fiir Im(y) ist.

Als néchstes wollen wir iiberlegen, was wir brauchen um Quotienten von Ringen
zu bilden. Wir betrachten also eine Aquivalenzrelation ~ auf einem Ring R. Um die
Operationen auf die Menge R/ ~ der Aquivalenzklassen iibertragen zu kénnen miissen
wir verlangen, dass aus  ~ T und y ~ ¢ immer x +y ~ ¥ + g und zy ~ Iy folgen. Aus
der Diskussion in [2.4] und wissen wir bereits, dass die erste Bedingung impliziert,
dass die Aquivalenzklasse [0] =: I C R eine Untergruppe von (R, +) sein muss und dass
x ~ y genau dann gilt, wenn die Nebenklassen x + I und y + I gleich sind. (Wegen
der Kommutativitidt der Addition ist I ja automatisch ein Normalteiler.) Ist nun aber
x ~ 0 und y € R beliebig, dann folgt wegen y ~ y auch zy ~ Oy = 0 und yx ~ y0 = 0.
Das motiviert die folgende Definition:

Definition 3.2. Sei (R, +, ) ein Ring. Ein Ideal in R ist eine Teilmenge I C R, sodass

(1) (I,+) ist eine Untergruppe von (R, +).
(77) Fiir beliebige Elemente x € [ und y € R gilt 2y € I und yz € I.

Ist I ein Ideal in R, dann schreibt man [ < R.

Wir werden hauptséchlich Ideale in kommutativen Ringen betrachten, wo die Rei-
henfolge im Produkt keine Rolle spielt. In nicht—kommutativen Ringen kann man de-
taillierter Linksideale, Rechtsideale und beidseitige Ideale betrachten, wir werden das
aber nicht tun.

Bevor wir uns der Frage der Quotientenbildung widmen, betrachten wir die struktu-
rellen Eigenschaften von Idealen. Hier zeigt sich, dass man mit Idealen sehr gut rechnen
kann. Daher kommt auch der Name, der sich von “ideale Zahlen” ableitet.

Proposition 3.2. Sei (R,+,-) ein Ring.

(1) Fiir eine beliebige Familie {1, : a € A} von Idealen in R ist auch der Durchschnitt
I :=Nyecal, ein Ideal in R.

(2) Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und I <S ein Ideal, dann ist o~ '(I)
ein Ideal in R.

(8) Sind 1,J < R Ideale in R, dann sind auch [ +J :={x+y:x € I,y € J} und
1J, die von {xy : xz € I,y € J} erzeugte Untergruppe von (R,+), Ideale in R.

BEWEIS. (1) Beweist man ganz analog wie fiir Untergruppen, Normalteiler und Teil-
ringe.

(2) Wir wissen bereits aus 2.2 dass ¢=(I) eine Untergruppe von (R,+) ist. Fiir
r € H(I)undy € Rist p(zy) = ¢(z)e(y) und p(yx) = p(y)e(x). Nach Voraussetzung
gilt p(x) € I und weil I ein Ideal ist, folgt ¢(zy), p(yx) € I, also zy,yz € o1 (I).

(3) Da I und J Untergruppen von (R, +) sind, ist 0 € J und 0 € J, also 0 =0+0 €
I+ J. Firz+yel+Jgiltnatirlich —(z +y) = (—2) + (—y) € [ + J, weil —z € [
und —y € J gilt. Fiir x1,29 € I und y1,yo € J ist schlieBlich (x; + y1) + (22 + y2) =
(x1+x2) + (y2 + y2) € I + J. Damit ist I + J eine Untergruppe von (R, +), was fir 1.J
nach Definition gilt.

Fir x € I, y € J und z € R gilt nach Voraussetzung zx,zz € I und zy,yz € J.
Damit liegen aber z(x +y) = zx + zy und (z +y)z =xz+yz in [ + J, also ist [ + J
ein Ideal. AuBerdem liegen z(zy) = (zz)y und (zy)z = x(yz) in IJ und daraus folgt
leicht, dass das auch fiir alle Elemente der von solchen Produkten erzeugten Untergruppe
gilt. 0J
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Nach Teil (1) gibt es wieder fiir jede Teilmenge A C R ein kleinstes Ideal I < R fiir
das A C I gilt. Man nennt dieses das von A erzeugte Ideal in R.

Beispiel 3.2. (1) Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist Ker(y) ein Ideal
in R. Wir habe oben schon bemerkt, dass Ker(p) eine Untergruppe von (R, +) ist. Fiir
x € Ker(p) und y € R gilt aber p(zy) = ¢(z)p(y) = 0- ¢(y) = 0 und analog ist

p(yz) = 0.
(2) Ist R ein kommutativer Ring und a € R ein beliebiges Element. Dann behaupten
wir, dass aR := {ax : * € R} ein Ideal ist. Wegen a -0 = 0, a - (—z) = —ax und

ar + ay = a(r + y) ist aR eine Untergruppe von (R,+). Fir z,y € R ist weiters
(ax)y = a(zry), und wegen der Kommutativitdt geniigt, dass um die Behauptung zu
beweisen. Das Ideal aR < R heifit das von a erzeugte Hauptideal von R.

(3) Ist R ein Ring mit Einselement und I < R ein Ideal, das eine Einheit enthilt,
dann ist / = R. Ist némlich = € I eine Einheit in R, dann ist zz=! = 1 € I und damit
fiir jedes Element y € R auch y =y - 1 € I. Damit folgt insbesondere, dass es in einem
Korper K nur die trivialen Ideale {0} und K gibt.

Wir wissen nun also, dass eine Aquivalenzrelation ~ auf einem Ring R genau dann
zwei wohldefinierte Operationen auf der Menge R/ ~ aller Aquivalenzklassen liefert,
wenn aus z ~ T und y ~ y sowohl z +y ~ 4y als auch xy ~ 2y folgt. Wir haben auch
schon iiberlegt, dass dann die Relation durch x ~ y < x+ I = y + I fiir ein Ideal I <R
sein muss. Wir schreiben wieder R/I fiir die Menge der Nebenklassen, die ja nach Satz
eine (offensichtlich kommutative) Gruppe ist und 7 : R — R/I fiir den kanonischen
Quotientenhomomorphismus (von Gruppen).

Satz 3.2. Sei R ein Ring und I < R ein Ideal. Dann gilt:

(1) Die Multiplikation auf R induziert eine wohldefinierte Multiplikation auf R/I,
die diese Menge zu einem Ring und w: R — R/I zu einem Ringhomomorphismus mit
Ker(m) = I macht.

(2) Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus mit I C Ker(p), dann gibt es einen
eindeutigen Ringhomomorphismus ¢ : R/I — S, sodass ¢ = @ o gilt. Insbesondere
induziert ¢ einen Isomorphismus R/ Ker(p) — Im(p) von Ringen.

BEWEIS. (1) Wir wissen bereits aus Kapitel (2), dass man auf R/I eine eindeutige
Addition erhilt, die R/I zu einer kommutativen Gruppe und 7 zu einem Gruppenho-
momorphismus macht. Diese ist explizit durch (z + 1)+ (y + 1) = (v + y) + I gegeben.
Natiirlich wollen wir (z+1)(y+ 1) := xy + I definieren, was ja gerade 7(z)m(y) = m(xy)
bedeutet. Um zu zeigen, dass das wohldefiniert ist, bedenken wir, dass ein Element &
mit x + [ = 2+ I von der Form & = z + z mit z € I sein muss. Ist analog y = y + w
mit w € I, dann ist

Ty = (r+2)(y + w) = 2y + 2w + 2y + yw,

und weil I ein Ideal ist, gilt zw + 2y + 2w € I, also 2y + I = zy + [. Damit ist
die Multiplikation auf R/I wohldefiniert. Die Assoziativitét der Multiplikation und die
Distributivitiat in R/ folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften fiir R. Damit
ist R/I ein Ring und nach Konstruktion ist 7 ein Ringhomomorphismus.

(2) Aus Satz [2.6| wissen wir, dass wir durch p(x + I) := ¢(x) einen wohldefinierten
Gruppenhomomorphismus (R, +) — (S, +) erhalten, der ¢ = ¢ o 7 erfiillt und durch
diese Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Nach Konstruktion ist weiters

o((x+ Dy +1)) =plry + 1) = p(ry) = p(x)p(y) = p(x + Ip(x + 1),
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also ist ¢ ein Ringhomomorphismus. Aus Korollar wissen wir weiters, dass der
induzierte Homomorphismus fiir I = Ker(y) eine Bijektion auf Im(y) definiert damit
einen Ringisomorphismus R/ Ker(¢) — Im(¢p) liefert. O

Polynome

3.3. Polynomringe. Neben den Zahlbereichen liefern Polynomringe ganz zentrale
Beispiele von kommutativen Ringen mit Einselement. Wie wir spéiter sehen werden,
kann man auch relativ einfach Korper als Quotienten von Polynomringen konstruieren.
Die Analogie zwischen dem Polynomring iiber einem Korper und den ganzen Zahlen
ist ein sehr schones Beispiel fiir die verbindenden Rolle von allgemeinen algebraischen
Ideen.

Die aus der Schule bekannte Idee, Polynome als spezielle Funktionen zu definieren
ist fiir die allgemeine Behandlung von Polynomringen nicht geeignet. Betrachten wir
zum Beispiel den endlichen Korper Zy; = {0, 1}. Dann macht natiirlich fiir jedes k € N,
t* = 1-t* als Polynom iiber Z, Sinn, also gibt es unendlich viele Polynome iiber
Zso. Zugleich gibt es aber nur 4 Funktionen von der zweielementigen Menge Z, auf
sich selbst. Man kann leicht sehen, dass das Polynom t*> + ¢t = (¢ + 1) als Funktion
Zy — 7o interpretiert die Nullfunktion liefert. Daher definieren wir Polynome als formale

Ausdriicke.

Definition 3.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

(1) Ein Polynom iiber R ist ein formaler Ausdruck p, den man entweder als ag +
ait + ast® + -+ + ant oder als Zi]io a;t* schreibt, wobei die Koeffizienten a; von p
Elemente von R sind und die Variable t bzw. ' nur als Symbol betrachtet wird. (Man
kann die Variable auch problemlos mit x oder y bezeichnen.) Die Menge aller Polynome
tiber R wird mit R[t] bezeichnet.

(2) Ist p # 0 (d.h. mindestens ein a; # 0), dann heifit der grofite Index n, fiir den
a, # 0 gilt, der Grad des Polynoms p. Man schreibt deg(p) € N dafiir. Wir folgen der
Konvention, dass die Koeffizienten a; von p immer fiir alle ¢ € N definiert sind, indem
wir a; = 0 fur alle ¢ > deg(p) setzen.

max(N,M)

(3) Fiir p =YY a;t’ und ¢ = ij‘io b;t? definiert man p+q := Y joy (ar+bi)tk
und pq = Z?ﬁ;N citt, wobei ¢ 1= > b;.

Bemerkung 3.3. Die Definition von Polynomen als “formale Ausdriicke” ist nicht die
mathematisch saubere Version. Fiir diese betrachtet man die Menge aller endlichen
Folgen in R d.h. aller jener Funktionen a : N — R sodass es ein N € N gibt, sodass
a(n) = 0 fiur alle n > N gilt. Dann schreibt man, wie bei Folgen iiblich, einfach a, € R
fir den Funktionswert a(n) und schreibt die Folge (a,) als ) a,t". In diesem Bild
entspricht die Summe von Polynomen genau der iiblichen (punktweisen) Summe von
Funktionen, aber das Produkt von Polynomen ist nicht als das punktweise Produkt
von Funktionen definiert, sondern als (a x b)(k) := >_,,;_; a(i)b(j). Diese Operation
findet auch in anderen Bereichen der Mathematik Verwendung und wird iiblicherweise
als Faltung bezeichnet.

Die Schreibweise ) | a,t™ hat einerseits den Vorteil, dass die Multiplikation in dieser
Schreibweise einfach aussieht: Es gilt einfach ¢t/ = '/ und Distributivitiit beziiglich
der Addition.

itj=k di

Die grundlegenden Eigenschaften von Polynomen sind:

Proposition 3.3. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, K ein Korper und seien R]t]
und K[t] die zugehdrige Menge von Polynomen. Dann gilt:
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(1) Die Operationen aus Teil (2) von Definition 3.5 machen R[t] zu einem kommu-
tativen Ring mit Einselement und K[t] zu einer K-Algebra.

(2) Fir p,q € R[t] mit p,q,p+q # 0 gilt deg(p + q) < max(deg(p),deg(q)).

(3) Ist R ein Integrititsbereich, dann ist auch R[t] ein Integrititsbereich und fiir
p,q € R[t] mit p,q # 0 gilt deg(pq) = deg(p) + deg(q). Die Einheiten im Ring K]t] sind
genau die konstanten Polynome ungleich Null, also jene p # 0, die deg(p) = 0 erfiillen.

BEWEIS. (1) Man muss die definierenden Eigenschaften einfach direkt verifizieren,
wobei man die Eigenschaften der Operationen in R benutzt. Die Tatsache, dass (R[t],+)
eine kommutative Gruppe ist, folgt sofort aus den entsprechenden Eigenschaften von
(R,+). Insbesondere ist das neutrale Element das Nullpolynom, dessen Koeffizienten
alle 0 sind und fiir p € R[t] mit Koeffizienten a; sind die Koeffizienten von —p gerade
—a; fiir alle ¢ € N. Die Kommutativitdt der Multiplikation ist aus der Definition und
der Kommutativitdat der Multiplikation auf R offensichtlich. Das Einselement 1 hat
Koeffizienten ay = 1 und a; = 0 fiir alle ¢ > 0. Um die Assoziativitat der Multiplikation
zu verifizieren zeigt man, dass fiir drei Polynome p, ¢,r € R[t] mit Koeffizienten a;, b;
und ¢, der ¢~te Koeffizient von (pg)r durch 3, ., (a;bj)cy gegeben ist, wihrend man
fiir p(gr) durch -, ..., ai(bjcx) erhilt. Die Distributivitit folgt einfach aus

Z Cli(bj +Cj) = Z (&ibj + aicj) = Z aibj + Z a;Cj.

i+j=k itj=k i+j=k i+j=k
Im Fall eines Korpers K verifiziert man leicht, dass die koeffizientenweise Skalarmulti-

plikation K[t] zu einem K-Vektorraum macht. Dass das Produkt mit der Skalarmulti-
plikation in jedem der beiden Faktoren vertréglich ist, ist offensichtlich.

(2) Haben p und ¢ die Koeflizienten a; bzw. b; und gilt k£ > deg(p) und & > deg(q),
dann ist a; = b, = 0, also auch a; + b, = 0.

(3) Seien p, g # 0 mit deg(p) = n und deg(¢) = m und Koeffizienten a; und b;. Be-
zeichnen wir die Koeffizienten von pg mit ¢, dann gilt nach Definition ¢, = ), ik a;b;.
Ist £ > n+m und i+j = k, dann muss entweder ¢ > n und damit a; = 0 oder 5 > m und
damit b; = 0 gelten, also ist jedenfalls a;b; = 0 und damit folgt ¢, = 0. Ist andererseits
k=n+mundi+j=k,dann ist ¢ < n und j < m nur fir i = n und 7 = m moglich.
Damit gilt aber ¢,,1,, = a,b,,. Nach Voraussetzung ist a,, # 0 und b,, # 0 und da R ein
Integritéatsbereich ist, folgt ¢,y # 0, also pg # 0 und deg(pq) = deg(p) + deg(q).

Ist p € K[t] ein Einheit, dann muss p # 0 gelten. Wegen deg(1) = 0 und deg(pp™!) =
deg(p) + deg(p™?!) sehen wir, dass deg(p) = 0 gelten muss. Sind a; die Koeffizienten von
p, dann gilt also ag # 0 und a; = 0 fiir alle ¢ > 0. Damit ist aber das konstante Polynom
(ap)~! multiplikativ invers zu p. O

3.4. Polynomfunktionen. Einer der Griinde fiir die Wichtigkeit von Polynomrin-
gen ist, dass man in einem Polynom fiir die Variable ¢ “einsetzen” und damit Polynome
“auswerten” kann. Damit kann man einerseits Polynome als Funktionen auf anderen
Mengen betrachten (was in dem Fall, wo man fiir einen Koérper K Polynome in K[t] als
Funktionen auf K interpretiert, zuriick zu der aus der Schule bekannten Sichtweise von
Polynomen fiihrt). Wichtiger ist aber, dass diese Konstruktion, dhnlich wie in fiir
Gruppen besprochen, zu einer Beschreibung des von einem Element erzeugten Teilringes
fiihrt.

Sei R ein Ring mit Einselement 1 und r € R ein Element. Dann definieren wir
r0 .= 1, r! := r und induktiv r**' = rFr fiir k& > 1. Aus und wissen wir
auch schon, dass wir Elemente der kommutativen Gruppe (R, +) mit Elementen von Z
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multiplizieren konnen, indem wir 0 - = 0, und fiir kK >0, k-r=r+7r+--- 4+ r mit k
Summanden und (—k) -7 := —(k - 1) setzen. Ist nun p := Zf’io a;t' € Z[t] ein Polynom
mit Koeffizienten in Z, dann definieren wir p(r) := > ja; - " € R, wobei wir die
Summe in R interpretieren. Anders gesagt, konnen wir p auch als Funktion p: R — R
interpretieren.

Ist R nicht nur ein Ring sondern eine Algebra iiber einem Korper K, dann kénnen
wir vollig analog p(r) fiir jedes p € K[t] und jedes r € R bilden, wobei wir jetzt a; - r*
als die Skalarmultiplikation interpretieren. (Es gilt ja a; € K und 7 € R.)

Ist R ein Ring, dann gilt natiirlich (a +b) - = a-r + b - r fir alle a,b € Z und
r € R. Wenden wir das auf Potenzen von r und die Koeffizienten von Polynomen und
benutzen die Kommutativitdt der Addition, dann folgt sofort, dass

(Z a; - ") + (Z b -1l = Z(ak + bg)r*
i j i
gilt. Das zeigt aber, dass (p+q)(r) = p(r) + q(r) gilt. Aus der Distributivitét in R folgt
auch, dass fiir « € Z und r,s € R die Gleichung (a - r)s = r(a-s) = a- (rs) gilt und
daraus folgt fiir b € Z auch (a-r)(b-s) = ab- (rs). Zusammen mit rir/ = 77 und der
Distributivitéit in R folgt daraus, dass

(Z a; - rl)(z b; - ri) = Z aibjriﬂ
i j irj
gilt. Fasst man in dieser Summe die Terme, in denen r mit der gleichen Potenz auftritt
zusammen, dann erhilt man Y7, (37, ., a:b;)r*, also folgt p(r)q(r) = (pg)(r) fiir alle
p,q € Z[t]. Ist R eine Algebra iiber einem Korper K, dann erhalten wir die analogen
Aussagen auch fiir p, ¢ € K[¢]. Damit erhalten wir:

Proposition 3.4. Sei R ein Ring mit Einselement. Dann definiert o(p) = p(r) fir
jedes Element r € R einen Ringhomomorphismus ¢ : Z[t] — R, dessen Bild genau der
von r erzeugte Teilring von R 1st.

Ist R eine Algebra tiiber einem Kérper K, dann erhdlt man analog einen Algebraho-
momorphismus ¢ : K[t] — R, dessen Bild die von r erzeugte Teilalgebra von R ist.

BEWEIS. Nach Definition ist ¢(p+q) = (p+¢)(r), und wir haben gerade verifiziert,
dass das gleich p(r) + ¢(r) = ¢(p) + v(q) ist. Analog sagt (pq)(r) = p(r)q(r) genau,
dass p(pq) = ¢(p)p(q) gilt, also ist ¢ ein Ring bzw. Algebrahomomorphismus. Damit
ist Im(p) C R ein Teilring. Das Polynom ¢ = 0 + 1¢ + 0¢? 4 ... wird unter ¢ auf r € R
abgebildet, also enthélt Im(p) den von r erzeugten Teilring von R. Andererseits muss
dieser natiirlich mit r auch r? = rr und damit induktiv 7 fiir ¢ € N und somit a;r* fiir
jedes a; € Z enthalten. Addiert man solche Elemente auf, dann sieht man, dass fiir jedes
p € Z[t] auch p(r) in dem von R erzeugten Teilring liegen muss. Im Fall einer Algebra
geht der Beweis ganz analog. [

In Anbetracht dieses Resultats bezeichnet man fiir einen Ring R und ein Element
r € R den von r erzeugten Teilring oft mit Z[r] C R, weil er ja genau aus den Elementen
von R besteht, die man als “Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten in r” schreiben
kann. Analog bezeichnet man fiir eine K—Algebra R und ein Element r € R die von r
erzeugte Teilalgebra von R mit K[r| C R.

Bemerkung 3.4. Man kann dieses Resultat auch so lesen, dass man fiir einen Ring R
jedem p € Z][t] eine Funktion R — R zuordnen kann, die wir der Einfachheit halber
ebenfalls mit p bezeichnen. Die Menge F(R, R) aller Funktionen R — R ist ein Ring
unter den punktweisen Operationen (vergleiche mit Beispiel (2) von [3.1). Unsere obigen
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Beobachtungen sagen auch, das diese Zuordnung ein Ringhomomorphismus ist. Analog
ist fiir eine K-Algebra R die Menge F(R, R) eine K-Algebra unter den punktweisen
Operationen, und wir erhalten einen Homomorphismus K[t] — F(R, R) von Algebren.
Wendet man das auf die K—Algebra K an, dann ist der resultierende Homomorphismus
fiir unendliche Kérper injektiv und man kommt (fiir K = R) zuriick zum aus der Schule
bekannten Begriff von Polynomen.

Euklidische Ringe, Hauptidealbereiche und eindeutige Primfaktorzerlegung

Wir werden nun einige spezielle Klassen von Integritidtsbereichen betrachten. In die-
sem Abschnitt sind also alle Ringe kommutativ und nullteilerfrei und haben ein Eins-
element. Nachdem allgemeine Elemente in so einem Ring keine multiplikativ Inversen
besitzen, macht der Begriff der Teilbarkeit Sinn. Dieser héngt eng mit Idealen zusam-
men. Fiir z,y € R bedeutet “z teilt y” ja gerade, dass es ein Element z € R gibt, sodass
y = xz gilt. Das ist aber genau dquivalent dazu, dass y im von x erzeugten Hauptideal
xR liegt. Im Beispiel von Z ist der Schliissel zur Analyse von Teilbarkeitsfragen die
Division mit Rest. Dieses Konzept lésst sich im Begriff des Euklidischen Ringes abstra-
hieren. Das fithrt zu einer sehr schénen Analogie zwischen Z und dem Polynomring K|[t]
iiber einem Korper K.

3.5. Euklidische Ringe. Wenn man eine Division mit Rest betrachten mochte,
dann braucht man einen Weg um auszudriicken, dass der Rest kleiner ist als der Divisor.
Im Fall von Z geht das einfach durch den iiblichen Absolutbetrag, im Allgemeinen muss
man verlangen, dass man eine geeignete Funktion zum Messen der Gréfle gegeben hat.

Definition 3.5. Ein Fuklidischer Ring ist ein Integritéitsbereich R zusammen mit einer
Funktion ¢ : R\ {0} — N sodass

(1) 6(ab) > d(a) fiir alle a,b € R\ {0}
(1) Zu beliebigen Elementen py,ps € R\ {0} gibt es immer Elemente ¢,r € R,
sodass p; = gpe +r und r = 0 oder 0(r) < d(p2) gilt.

Wie schon gesagt ist das motivierende Beispiel Z mit 6(m) = |m/|, dem iiblichen Ab-
solutbetrag. Dann gilt (¢) offensichtlich und fiir (#¢) verwendet man die iibliche Division
mit Rest. Das zweite Beispiel von entscheidender Bedeutung ist:

Lemma 3.5. Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring K[t| ein Fuklidischer Ring,
wobei man fir p# 0 0(p) := deg(p) setzt.

BewEIs. Eigenschaft (i) gilt wegen deg(pq) = deg(p) + deg(q) und deg(q) > 0. Fiir
(1) verwendet man die Polynomdivision, die ebenfalls bereits aus der Schule bekannt
ist: Ist deg(pz) = 0, dann ist py ein konstantes Polynom # 0, also ps = by. Dann kénnen
wir fiir beliebiges p; einfach ¢ = %pl und 7 = 0 setzen. Nehmen wir als deg(ps) =n > 0
an und bezeichnen die Koeffizienten von ps mit b;. Dann beweisen wir die Existenz
von ¢ und r durch Induktion nach deg(p;). Ist deg(p;) < n, dann kénnen wir ¢ = 0,
r = p; wihlten. Nehmen wir also an, dass deg(p;) = k > n gilt, und die Behauptung
fiir Polynome vom Grad < k bereits bewiesen ist. Sind a; die Koeffizienten von p,
dann konnen wir wegen b,, # 0 das Polynom p, := p; + (_b—iktkfn)pg bilden. Das zweite
Polynom in dieser Summe hat Grad (k —n) + n = k und der Koeffizient von t* ist
_b—i’“ - b, = —ay. Damit sehen wir aber, dass deg(p;) < k gilt und der Koeffizient von t*
in p; ist ar, — ax, = 0, also ist deg(p;) < k. Damit gibt es nach Induktionsvoraussetzung
Polynome ¢, 7 € K[t], sodass p; = gps + 7 sowie r = 0 oder deg(r) < n gilt. Setzen wir
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nun ¢ := ¢ + g5t~ und r := 7. Dann ist

qp2 + 7 = qpy + PNy + 7 = P+ E "y = py
und r = 0 oder deg(r) < n. O]

Das erste fundamentale Resultat iiber Euklidische Ringe ist der sogenannte Haupt-
1dealsatz.

Proposition 3.5. Sei (R,0) ein Euklidischer Ring und I<R ein Ideal. Dann gibt es ein
Element a € R, sodass [ = aR gilt. Das Element a ist eindeutig bis auf Multiplikation
mat einer Einheit, d.h. ist a € R so, dass I = aR qilt, dann gibt es eine Finheit e € R
mit a = eaq.

Bewers. Ist [ = {0}, dann ist I = 0 - R. Fiir I # {0} gibt es Elemente r € I mit
r # 0. Damit ist {d(r) : r € I} eine nichtleere Teilmenge von N, also findet man ein
Element a € I sodass §(a) minimal ist. Da a € I gilt, ist ar € I fiir alle r € R und
damit aR C I. Sei nun b € [ beliebig. Da R Fuklidisch ist, finden wir ¢, € R mit
b=ga+rund r = 0 oder §(r) < d(a). Wegen b € [ ist auch b — qa = r € I. Wire
r # 0, dann wére §(r) < d(a), ein Widerspruch zur Definition von a. Also muss r = 0
und damit b = aq € aR gelten.

Ist aR = aR, dann gibt es Elemente r,s € R, sodass @ = ar und a = as und
damit a = ars gilt, und wir miissen nur zeigen, dass r eine Einheit ist. Nun ist aber
0 = a—ars = a(l — rs). Nach Voraussetzung ist a # 0 und R nullteilerfrei, also
1—rs=0, also rs=1. O

Bemerkung 3.5. (1) Die “Eindeutigkeit bis auf Multiplikation mit Einheiten” wird uns
noch ofters unterkommen. Im Allgemeinen kann man sie nicht vermeiden, aber in den
beiden Hauptbeispielen von Euklidischen Ringen kann man ganz leicht damit umgehen.
In Z sind die beiden Einheiten gerade £1, also erhalten wir gerade Eindeutigkeit bis auf
das Vorzeichen. Die Elemente werden damit eindeutig, indem man zusétzlich verlangt,
dass sie positiv sind.

Im Fall von K[¢] sind die Einheiten genau die konstanten Polynome # 0. Hier kann
man benutzen, dass ein Polynom p # 0 einen Grad deg(p) =: n hat und nach Definition
der Koeffizient a,,, der sogenannte Leitkoeffizient ungleich Null ist. Durch Multiplikation
mit (a,)! kann man erreichen, dass der Leitkoeffizient 1 ist und damit die Freiheit der
Multiplikation mit einer Einheit eliminieren. Man nennt Polynome mit Leitkoeffizient 1
monisch.

(2) Mit diesem Satz haben wir das in angekiindigte konzeptuelle Verstéandnis der
Beschreibung der Untergruppen von (Z, +) erreicht. Aus wissen wir ja schon, dass
jede solche Untergruppe ein Ideal im Ring 7Z sein muss. Nach dem Hauptidealsatz und
(1) ist jedes solche Ideal von der Form nZ fiir eine Zahl n € N.

Wir kénnen sofort eine schone Anwendung der bisher entwickelten Ideen ableiten,
namlich die Existenz eines Minimalpolynoms fiir Elemente einer K—Algebra.

Korollar 3.5. Sei R eine K-Algebra und sei r € R ein Element. Ist R nicht endlich-
dimensional als K—-Vektorraum, dann nehmen wir zusdtzlich an, dass es ein Polynom
p € K[t] gibt, sodass p(r) =0 gilt.

Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes, monisches Polynom m € K[t] minimalen
Grades, sodass m(r) = 0 gilt und ein Polynom p € K[t] erfullt genau dann p(r) = 0,
wenn es von der Form mq fir q € K[t] ist.
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BEWEIS. Aus Proposition wissen wir, dass ¢(p) := p(r) einen Homomorphis-
mus ¢ : K[t] - R von K-Algebren definiert, und nach Proposition ist Ker(y) ein
Ideal in KJt]. Hat R als K-Vektorraum Dimension n, dann sind die n + 1 Elemente
1,772 ...,r" € R auf jeden Fall linear abhiingig, also gibt es aq,...,a, € K, sodass
0= apl+air+asr?+---+a,r" gilt. Das sagt aber gerade, dass das Polynom p = Y a;t
die Gleichung p(r) = 0 erfullt. Somit sehen wir, dass Ker(yp) # {0} ist. Nach dem
Hauptidealsatz und seinem Beweis ist Ker(yp) = ¢R, wobei g € Ker(p) ein Polynom mit
minimalem Grad ist. Insbesondere gibt es nach Bemerkung (1) von oben ein eindeutige
monisches Polynom m mit dieser Eigenschaft. Nachdem Ker(yp) = {p € K[t] : p(r) = 0}
folgen alle Behauptungen. OJ

Im Prinzip sollte dieses Resultat fiir den Spezialfall der Algebra L(V, V') der linearen
Abbildungen auf einem K—Vektorraum V' schon aus der linearen Algebra bekannt sein.
Dort weifl man zusétzliche, dass nach dem Satz von Cayley—Hamilton das charakteristi-
sche Polynom py von f die Gleichung ps(f) = 0 erfiillt und damit das Minimalpolynom
ein Teiler des charakteristischen Polynoms sein muss.

3.6. Eindeutige Primfaktorzerlegung. Der Hauptidealsatz ist so niitzlich, dass
er einen eigenen Begriff motiviert. Man nennt einen Integritétsbereich R einen Haupt-
idealbereich, wenn jedes Ideal in R ein Hauptideal ist. Es gibt Beispiele (aber keine
einfachen) von Hauptidealbereichen, die keine Euklidischen Ringe sind. Andererseits ist
zum Beispiel leicht einzusehen, dass Z[t] kein Hauptidealbereich ist.

In einem Hauptidealbereich R machen nun einige der grundlegenden Begriffe aus der
Zahlentheorie Sinn. Fiir a,b € R konnen wir die Hauptideale aR und bR betrachten.
Nach Proposition sind dann auch (aR) N (bR) und aR + bR Ideale in R. Nach
Definition besteht (aR) N (bR) aus allen Elementen, die sowohl als Vielfaches von a
als auch als Vielfaches von b geschrieben werden kann. Da R ein Hauptidealbereich
ist, gibt es ein Element p := kgV(a,b) € R, sodass pR = (aR) N (bR) und das ist
natiirlich tatsichlich das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b. Analog gibt es
q = ggT(a,b) € R sodass ¢R = (aR + bR) und man iiberlegt leicht, dass ¢ tatsichlich
der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist. Die Elemente kgV(a,b) und ggT(a,b)
sind jeweils bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmt und fiir Z und K[t]
macht man sie eindeutig indem man verlangt, dass sie positiv bzw. monisch sind.

Als néchsten Schritt in der Analogie zur Zahlentheorie definiert man Analoga von
Primzahlen. Dazu nennt man fiir einen Ring R ein Element p € R wrreduzibel, wenn p
keine Einheit ist und fiir a,b € R mit p = ab entweder a oder b eine Einheit in R sein
muss. Man zeigt dann, dass es fiir jedes Element r € R eine eindeutige Zahl k, (bis
auf die Reihenfolge und Multiplikation mit Einheiten) eindeutige irreduzible Elemente
P, ..., pr € R gibt, sodass r = py - - - pr. Man hat also in jedem Hauptidealbereich eine
eindeutige Primfaktorzerlegung. Wiederum ist dieses Resultat so wichtig, dass es einen
eigenen Begriff motiviert. Man nennt einen Integritiatsbereich einen EZ-Bereich, wenn es
in ihm eine eindeutige Primfaktorzerlegung gibt. Eine der schonen Eigenschaften dieses
Begriffs ist, dass fiir einen EZ-Bereich R auch der Polynomring R|[t] ein EZ-Bereich ist.
Insbesondere gibt es also in Z[x] eine eindeutige Primfaktorzerlegung, obwohl Z[z] kein
Hauptidealbereich ist.

Die eindeutige Primfaktorzerlegung in KJ¢] ist ein entscheidender Schritt zum Ver-
stéandnis der linearen Abbildungen auf einem endlichdimensionalen K—Vektorraum V.
Dazu betrachtet man fiir eine lineare Abbildung f : V' — V das Minimalpolynom m
und zerlegt es in Primfaktoren p{* - - - pi* (wobei man Primfaktoren, die 6fters auftreten,
zusammenfasst). Dann kann man fir ¢ = 1, ..., k natiirlich die lineare Abbildung p{*(f)
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auf V' betrachten. Die Kerne dieser Abbildungen liefern die sogenannte Primérzerlegung
von V. Fiir K = C fiihrt das dann zur Jordan’schen Normalform fiir lineare Abbildun-
gen.

Korpererweiterungen

In diesem letzten Abschnitt wollen wir kurz beschreiben, wie man Korper (insbe-
sondere Q) vergrofiern kann, indem man Nullstellen von Polynomen “dazu fiigt”. Damit
kann man dann einem Polynom eine Gruppe zuordnen, was uns einen Bezug zuriick zur
Gruppentheorie liefert.

3.7. Nullstellen von Polynomen. Wir wissen schon, dass wir einem Polynom
p € KJt] mit Koeflizienten in einem Korper K eine Funktion p : K — K zuordnen
konnen, indem wir fiir die Variable ¢ Elemente von K einsetzen. Eine Nullstelle von P
ist dann ein Element A € K, sodass p(A) = 0 gilt. Wir kénnen nun Nullstellen schon
mit der algebraischen Struktur auf K[¢] in Verbindung bringen:

Proposition 3.7. Sei K ein Kdorper und p € K[t] ein Polynom. Dann ist A € K genau
dann eine Nullstelle von p, wenn das Polynom t — X\ das Polynom p teilt, also wenn
p € (t— NK[t] gilt. Insbesondere hat ein Polynom vom Grad n héchsten n verschiedene
Nullstellen in K.

BEWEIS. Nach Lemma gibt es zu p und ¢ — A eindeutige Polynome ¢,r € K[t|
sodass p = (t — A\)g+r und r = 0 oder deg(r) < deg(t — A\) = 1 gilt. Somit ist aber r
ein konstantes Polynom. Setzen wir A ein, dann gilt nach Proposition

p(A) = (=X +r(A) =0+,

also 7 = p(\) und die erste Behauptung folgt.

Als néchsten Schritt behaupten wir, dass man fiir verschiedene Nullstellen A\q, ..., A\
von p, das Polynom p als (t — Ay) -+ (t — \g)q fiir ein ¢ € K]t] schreiben kann. Daraus
folgt natiirlich die zweite Behauptung, weil deg(p) = k + deg(q) und deg(q) > 0 gilt.
Aus dem ersten Schritt erhalten wir p = (¢ — A1)gq;. Setzen wir Ay ein, dann erhalten wir
0 =p(A2) = (A2 — A\1)q1(A2) und da der erste Faktor ungleich Null ist, muss ¢;(A2) = 0
gelten. Nach dem ersten Schritt ist g1 = (t — A2)qa, also p = (t — A\)(t — \2)ge und die
Behauptung folgt mit Induktion. O

Aus den Grundvorlesungen ist bereits eine Fiille von Resultaten {iber Polynome und
ihre Nullstellen bekannt. Die Tatsache, dass v/2 eine irrationale Zahl ist, kann man
etwa so interpretieren, dass das Polynom t* — 2 € Z[t] C Qt] keine Nullstellen im
Korper Q der rationalen Zahlen hat. Daraus folgt sofort, dass p = t* — 2 € Q[t] ein
irreduzibles Polynom ist. Kann man namlich p = ¢q fiir ¢,§ € Q[t] schreiben, dann
ist deg(q) + deg(q) = deg(p) = 2. Wire weder g noch ¢ eine Einheit, dann miisste
deg(q) = deg(q) = 1 gelten. Schreibt man dann ¢ = a1t + ag, dann ist a; # 0 und
a—llq =t—Afir A= =2 und p = (%q)(alcj) und damit wire A eine Nullstelle von p.
Analog sehen wir, dass ein Polynom p € K[¢] vom Grad 2 oder 3 genau dann irreduzibel
ist, wenn p kein Nullstelle in K hat. Fiir Polynome hoheren Grades ist die Situation
komplizierter, aber da die Nullstellen eines Produkts von Polynomen immer Nullstellen
eines Faktors sind, kann man sich bei der Betrachtung von Nullstellen meist auf den
Fall irreduzibler Polynome beschrénken.

Viele Polynome in Q[t] (oder sogar in Z[t]) haben keine Nullstellen in Q. In R ist
die Situation wesentlich besser, aber etwa das Polynom ¢* + 1 € Z[t] hat auch in R
keine Nullstelle. Méchte man auch fiir dieses Polynom eine Nullstelle haben, dann muss
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man zum Korper C der komplexen Zahlen iibergehen. Der Fundamentalsatz der Algebra
sagt dann, dass jedes Polynom in C[t] eine Nullstelle in C hat, woraus folgt, dass jedes
Polynom iiber C in ein Produkt von Polynomen vom Grad 1 zerfillt. Insbesondere sind
die irreduziblen Polynome in C[t] genau die Polynome vom Grad 1. Daraus kann man
dann leicht ableiten, dass die irreduziblen Polynome in R[t] genau die Polynome vom
Grad 1 sowie die Polynome vom Grad 2 ohne reelle Nullstellen sind.

Wie wir schon in bemerkt haben, ist der Ubergang von Q zu R nicht von al-
gebraischer Natur und man gibt dabei zu Q viel mehr dazu als nur Nullstellen von
Polynomen, nédmlich transzendente Zahlen wie 7 oder e. Es stellt sich damit die Fra-
ge, ob es auch algebraische Konstruktionen gibt, um zu einem Koérper Nullstellen von
Polynomen “hinzuzufiigen” (ohne etwa C als Hilfsmittel zu verwenden).

3.8. Korpererweiterungen. Um das “Vergroflern eines Korpers” formulieren zu
konnen betrachten wir fiir einen gegeben Korper K eine sogenannte Kdrpererweiterung
von K, also einen Korper L, der K als Teilkorper enthélt. (Allgemeiner kann man auch
verlangen, dass es einen Homomorphismus ¢ : K — L von Korpern mit ¢ # 0 gibt.
Dann ist ndmlich Ker(p) C K ein Ideal # K und aus Beispiel (3) von |3.2sehen wir, dass
daraus Ker(yp) = {0} folgt. Somit ist ¢ injektiv und man kann K mit dem Teilkorper
¢(K) = K identifizieren.)

Haben wir so eine Korpererweiterung K C L gegeben, dann kénnen wir die kom-
mutative Gruppe (L, +) betrachten und die Multiplikation auf L. zu einer Abbildung
K x L. — L einschranken. Aus den definierenden Eigenschaften eines Korpers folgt so-
fort, dass diese Operationen L zu einem K—Vektorraum machen. Man spricht von einer
endlichen Erweiterung wenn dieser Vektorraum endlichdimensional ist, dann heif3t diese
Dimension der Grad der Kéorpererweiterung.

Da K C L gilt, kann man jedes Polynom p € K[t] auch als Element des Polynomrings
L[t] auffassen. Damit macht es Sinn zu fragen, ob ein Polynom p in K[t] eine Nullstellen
in L besitzt.

Wir kénnen nun relativ leicht fiir gegebenes K und p € K[t] eine Korpererweiterung
konstruieren, in der p mindestens eine Nullstelle hat. Dazu brauchen wir zunéchst zwei
kleine, allgemeine Resultate:

Lemma 3.8. (1) Sei R ein Hauptidealbereich und r € R ein irreduzibles Element. Dann
st [ :=rR< R ein maximales Ideal, d.h. st J< R ein Ideal mit I C J, dann ist J =1
oder J = R.

(2) Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und I < R ein mazimales Ideal.
Dann ist der Quotientenring R/I ein Korper.

BEWEIS. (1) Sei J < R mit I C J gegeben. Da R ein Hauptidealbereich ist, gibt es
ein Element a € R mit J = aR und wegen r € I C J finden wir ein Element b € R
mit 7 = ab. Da r irreduzibel ist, muss entweder a oder b eine Einheit in R sein. Ist a
eine Einheit, dann ist 1 = aa™! € aR und damit s = sl € aR fiir alle s € R, also
J = aR = R. Ist b eine Einheit, dann ist a = 76~ € rR = I und damit J = aR C I,
also J = 1.

(2) Offensichtlich ist R/I ein kommutativer Ring mit Einselement 7(1), wobei 7 :
R — R/I der kanonische Quotientenhomomorphismus ist. Jedes Element # 0 in R/I
kann als 7(a) fiir eine @ € R\ I geschrieben werden. Ist nun a so ein Element, dann
betrachten wir das zugehorige Hauptideal aR. Nach Proposition ist J:=1+aR ein
Ideal in R. Offensichtlich gilt I C J und a € J aber a ¢ I, also folgt aus der Maximalitét
von [, dass J = R gilt. Das bedeutet aber, dass es Elemente x € [ und b € R gibt,
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sodass 1 = x + ab gilt. Damit ist aber
(1) = m(x + ab) = 7(z) + 7(ab) = 0 + 7(a)m(b),
also ist 7(b) ein multiplikativ inverses Element zu 7(a). O

Damit kénnen wir nun unsere Korpererweiterung konstruieren, wobei wir uns der
Einfachheit halber auf irreduzible Polynome beschréanken.

Satz 3.8. Sei K ein Korper und p € Klt] ein irreduzibles Polynom vom Grad n =
deg(p). Dann ist der Quotientenring IL = K[t]/pK[t] eine Korpererweiterung von K. Ist
7 : K[t] = L der kanonische Quotientenhomomorphismus, dann bilden die Elemente
{r(1),7(t),...,7(t"" 1)} eine Basis fiir L iber K, also ist der Grad der Kdirpererweite-
rung deg(p). Auflerdem ist w(t) € L eine Nullstelle von p in L.

BEWEIS. Aus dem Lemma wissen wir, dass IL ein Korper ist und natiirlich kénnen
wir K als Teilkorper auffassen, indem wir r» € K als konstantes Polynom auffassen und
dann 7(r) € L betrachten.

Ist g = Z;V:o b;t’ € K[t], dann kann man das auch als Gleichung in K[¢] auffassen, in-
dem man die b; als konstante Polynome und jedes #/ als Polynom betrachtet. Insbesonde-
re ist daher 7(q) = Zjv o ™ (b;)m(t7). Schreiben wir p = Z? o a;t', dann ist a, # 0. Dann

ist ip =t > att e I, also gilt 0 = 7(t") + >0 7T( “)m(t'). Das sagt aber gera-
de, dass man (") als Linearkombination der 7 (t') fiir i = O ..,n — 1 schreiben kann.
Dann kann man 7 (¢t"™') = 7(¢")x(¢) als Linearkombination von 7(¢)m(¢') = (") fiir
i =0,...,n—1schreiben. Setzt man fiir 7(¢") nochmals ein, dann sieht man, dass auch
7(t"*1) als Linearkombination der 7(¢') fiir ¢ = 0,...,n — 1 schreiben kann. Induktiv
folgt das analoge Resultat fiir m(tF) fiir alle & > n, also bildet die angegebene Menge

ein Erzeugendensystem fiir den K—Vektorraum L.

Sind rg,...,7,—1 € K so, dass 0 = Z?:_Ol rm(t') gilt, dann rechnen wir
n—1 n—1
0= ZTﬂT(ti) = Z (rit") = Zrltl
i=0 i=0

also liegt das Polynom 3 7" '7;t’, das hochstens Grad n — 1 hat, in Ker(r) = pK[t],
kann also als pq fiir ¢ € K[t] geschrieben werden. Wire ¢ # 0, dann wire deg(pq) =
deg(p) + deg(g) > n, ein Widerspruch. Damit gilt aber 0 = > 01 r;it* und damit r; = 0
fiir alle 4. Damit ist die Menge {7 (1), 7(¢),...,n(¢t""!)} linear unabhingig, also eine
Basis fiir den K-Vektorraum L.

Da 7 ein Ringhomomorphismus ist, gilt schlieflich 7(¢)" = 7 () fiir alle s € N. Bildet
man p(\) fiir A := 7(¢) € L, dann erhélt man damit

= i a N\ = Z a;T tZ Z altZ = 0.
i=0
O

Wendet man das auf R und das irreduzible Polynom ¢* + 1 an und setzt m(t)
dann ist das genau die iibliche Konstruktion von C aus R.

Mit Satz findet man also zu p € K[t] eine Korpererweiterung . O K, in der
p ein Nullstelle A € I hat. Nach Proposition gibt es ein Polynom ¢ € Llt] sodass
p = (t — A)g gilt. Hat ¢ Nullstellen in L, dann kann man weitere Polynome ersten
Grades abspalten. Geht das nicht mehr, dann kann man die Konstruktion von Satz
auf das resultierende Polynom (bzw. einen Primfaktor davon) anwenden. Dieses

i
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Polynom hat kleineren Grad als p. Damit muss man in endlich vielen Schritten zu einer
Korpererweiterung gelangen, iiber der das Polynom p in ein Produkt von Polynomen
ersten Grades zerfillt. Die minimale Kérpererweiterung mit dieser Eigenschaft heifit der
Zerfillungskorper L, des Polynoms p.

Anfang des 19. Jahrhunderts hatte der franzosische Mathematiker E. Galois die
Idee, einem Polynomen p € KJt| eine Gruppe zuzuordnen. Die Idee war, geeignete
Permutationen der Nullstellen von p (in einer Korpererweiterung) zu betrachten. Die
moderne Formulierung dieser Theorie benutzt Kérpererweiterungen. Zu so einer Erwei-
terung I O K betrachtet man die Gruppe G aller Ringisomorphismen ¢ : . — L, die
|k = idk erfiillen. Da Kompositionen und inverse von Ringhomomorphismen wieder
Ringhomomorphismen sind, bilden die Ringisomorphismen eine Untergruppe der Bijek-
tionsgruppe Bij(IL). Da auch die Bedingung ¢|x = idk stabil unter Komposition und
Inversion ist, erhalten wir so tatséchlich eine Untergruppe von Bij(L), die Galoisgrup-
pe der Korpererweiterung. Betrachtet man den Zerfallungskorper L, eines Polynoms
p € K[t], dann erhilt man die Galoisgruppe von p. Es zeigt sich, dass fiir deg(p) = n die
Galoisgruppe als Untergruppe von &,, realisiert werden kann (das entspricht der Idee
der Permutation der Nullstellen von oben) und insbesondere endlich ist.

Die aus der Schule bekannte Losungsformel fiir quadratische Gleichungen zeigt, dass
sich fiir Polynome zweiten Grades die Nullstellen immer durch Wurzeln ausdriicken
kann. Um eine Nullstelle von ¢? + at + b zu finden, braucht man nur eine Nullstelle

a2

von t* = (% —b) (dh. £/ ‘2—2 —b) zu finden. Uber die Galoisgruppen kann man nun

die Frage beantworten, ob das analog auch fiir Polynome héheren Grades funktioniert.
Dazu zeigt man zunéchst, dass Erweiterungen um Wurzeln immer kommutative Galois-
gruppen liefern. Dann zeigt man, dass beim schrittweisen Aufbau von Erweiterungen
(unter gewissen Bedingungen) die Galoisgruppe schrittweise mit aufgebaut wird. Da-
mit haben aber Koérpererweiterungen, die schrittweise durch Hinzufiigen von Wurzeln
aufgebaut werden, immer Galoisgruppen, die im Sinn von auflosbar sind. (Das ist
der Ursprung des Namens “auflésbar”.) Man kann sogar zeigen, dass die Auflosbarkeit
der Galoisgruppe eines Polynoms p dquivalent dazu ist, dass die Nullstellen von p durch
Wurzeln beschrieben werden kénnen.

Nun kénnen wir aber die Tatsachen {iber auflésbare Gruppen aus verwenden.
Dort haben wir gesehen, dass die Permutationsgruppe &, fiir n < 4 und damit auch jede
ihrer Untergruppen auflsbar ist. Insbesondere lassen sich die Nullstellen von Polynomen
bis zum Grad 4 immer in Termen von Wurzeln schreiben, und es gibt dafiir sogar
universelle Formeln (analog wie im quadratischen Fall). Ab n = 5 ist aber &,, nicht
auflosbar und 2, sogar einfach. Es zeigt sich nun, dass fiir ganz einfache Polynome,
etwa t° —t — 1 € Q[t], als Galoisgruppe die volle Permutationsgruppe &5 haben. Damit
kénnen schon fiir dieses einfach Polynom die Nullstellen nicht in Termen von Wurzeln
geschrieben werden.

Eine weitere sehr schénen Anwendung von Koérpererweiterungen betrifft die Frage
der Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal. Man kann offensichtlich mit Zirkel und
Lineal aus einer Einheitsstrecke eine Strecke mit Lénge v/2 konstruieren, etwa als Lénge
der Diagonale eines Einheitsquadrats. Betrachtet man von Q ausgehend, die Léngen
aller Strecken, die Schritt fiir Schritt mit Zirkel und Lineal konstruiert werden koénnen,
dann bilden diese ein Korpererweiterung von Q. Man kann nun zeigen, dass man diese
Korpererweiterung schrittweise durch hinzufiigen von Quadratwurzeln aufbauen kann.
Damit kann man nun die Unlosbarkeit der klassischen Probleme iiber Konstruktionen
mit Zirkel und Lineal (Quadratur des Kreises, Wiirfelverdopplung, Winkeldreiteilung
und Konstruktion des regelméfiigen n—Fcks) beweisen. Dazu muss man im wesentlichen
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nur zeigen, dass so eine Korpererweiterung keine irrationalen Zahlen (wie die Seitenlénge
/7 des zum Einheitskreis flichengleichen Quadrats) und keine dritten Wurzeln (wie die
Seitenléinge 2'/% des Wiirfels mit Volumen 2) enthalten kann. Fiir die Winkeldreiteilung
kann man leicht zeigen, dass die Zahl u = cos(20°) Nullstelle eines Polynoms dritten
Grades ist, das im Korper der konstruierbaren Zahlen keine Nullstelle haben kann. Das
zeigt dann etwa auch, dass das regelméflige 9—Fck nicht mit Zirkel und Lineal konstruiert
werden kann.



