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KAPITEL 0

Vorbemerkungen — Analysis, Geometrie und Topologie

Die Vorlesung “Analysis 3” im neuen Bachelorcurriculum soll sich primér topolo-
gischen und geometrischen Aspekten der Analysis widmen und einen ersten Einblick
in die Differentialgeometrie bieten. In den ersten beiden Teilen der Analysis-Vorlesung
beschéftigt man sich mit Funktionen auf Teilmengen von R und R". Dabei spielen drei
verschiedene Klassen von Funktionen die Hauptrolle, ndmlich

e differenzierbare Funktionen (auf offenen Teilmengen)
e stetige Funktionen
e integrierbare Funktionen.

Vom Standpunkt der Vorlesungen iiber Analysis sind das zunéchst einmal immer all-
gemeinere Klassen von Funktionen, weil differenzierbare Funktionen immer stetig und
stetige Funktionen (zumindest auf kompakten Teilmengen) immer integrierbar sind. In
den ersten Semestern wird aber auch schon deutlich, dass manche der Konzepte in
einem viel allgemeineren Rahmen Sinn manchen: Stetigkeit und verwandte Begriffe ver-
allgemeinern sich problemlos auf metrische Rdume und nach kleinen Umformulierung
auf topologische Rdume. Im ersten Fall betrachtet man Mengen mit einer Distanzfunk-
tion, die nur ganz wenige Eigenschaften erfiillen muss um zu einer sinnvollen Version
der Begriffe zu fithren. Im zweiten Fall gibt man sich abstrakt eine Familie von “offe-
nen Mengen” vor, die wieder nur ganz wenige Eigenschaften haben muss um sinnvolle
Begriffe zu liefern. Andererseits zeigt die Vorlesung “Integration und Stochastik”, wie
die Mafitheorie einen Begriff von integrierbaren Funktionen in einem sehr allgemeinen
Rahmen liefert.

Eines der Ziele dieser Vorlesung wird sein, ein allgemeineres Setting fiir die Diffe-
rentialrechnung zu entwickeln. Das wird allerdings kein abstraktes Setting wie in der
Topologie und der Mafitheorie sein, sonder sich auf “schéne” Teilmengen von R", soge-
nannte Teilmannigfaltigkeiten beschrinken. Die einfachsten Beispiele solcher Teilman-
nigfaltigkeiten sind Sphiiren und allgemeiner glatte Flichen in R3. Ist die Differential-
rechnung auf solchen Teilmengen einmal entwickelt, dann kann man sie verwenden, um
die “Geometrie” solcher Teilmengen zu studieren. Intuitiv sollte man hier vor allem an
verschiedene Konzepte von Kriitmmung denken. Neben der Differentialrechnung wird fiir
solche Teilmannigfaltigkeiten auch die Integrationstheorie eine wichtige Rolle spielen,
wobei andere Fragen im Mittelpunkt stehen werden als in der Mafitheorie. Einen ersten
Einblick in diese Fragen sollten Sie schon bei der Besprechung von Kurvenintegralen in
der Vorlesung “Analysis 2” bekommen haben. Sowohl die Differentialrechnung als auch
die Integration auf Teilmannigfaltigkeiten hat dann interessante Wechselwirkungen mit
der Topologie, die wir ausgiebig studieren werden.

0.1. Wiederholung: Einige Grundbegriffe der Topologie. Wir werden hier
den Standpunkt von allgemeinen topologischen Rdumen einnehmen. Wir arbeiten also
mit einer beliebigen Menge X, fiir die man eine Familie 7 von Teilmengen von X
gewihlt hat, die als offene Teilmengen bezeichnet werden. Man verlangt nur, dass die
leere Menge und die Menge X in 7T liegen und dass 7 abgeschlossen unter beliebigen
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2 0. VORBEMERKUNGEN — ANALYSIS, GEOMETRIE UND TOPOLOGIE

Vereinigungen und endlichen Durchschnitten ist. Also muss fiir beliebige Mengen O; € T
auch U;c;O; € T und fiir endlich viele Mengen Oq,...,0, € T auch O;N---NO, € T
gelten. Dann nennt man (X,7) einen topologischen Raum. Insbesondere kann man
auf jedem metrischen Raum (X, d) in natiirlicher Weise eine Topologie, die metrische
Topologie definieren. Dazu betrachtet man fiir ¢ € R mit € > 0 und einen Punkt x € X
die Kugel B.(x) :={y € X : d(z,y) < €} und nennt eine Teilmenge O C X offen genau
dann, wenn fiir jedes z € O ein € > 0 existiert, sodass B.(x) C O gilt.

Man nennt dann eine Teilmenge A in einem topologischen Raum abgeschlossen, wenn
das Komplement X \ A offen ist, also in 7 liegt. Ist z € X ein Punkt, dann nennt man
eine Teilmenge U C X eine Umgebung von x, wenn es eine offene Teilmenge O € T
gibt, sodass € O und O C U gelten. Die Menge U, aller Umgebungen von x heifft das
Umgebungssystem von x.

Mit diesen Begriffen lassen sich bereits die beiden fundamentalen Definitionen der
Topologie formulieren. Betrachten wir eine Folge (x,,),en in einem topologischen Raum
(X, T), also einfach eine Funktion N — X die mit n +— z,, bezeichnen. Fiir x € X sagt
man dann, dass die Folge z,, gegen x konvergiert, wenn es fiir jede Umgebung U € U,
einen Index N € N gibt, sodass fiir alle n > N immer z,, € U gilt. Betrachten wir
andererseits eine Funktion f : X — Y zwischen topologischen Rdumen und einen Punkt
x € X, dann ist f stetig in x, wenn fiir jede Umgebung U C Y von f(z), das Urbild
f~YU) C X eine Umgebung von x ist. Man nennt die Funktion f stetig, wenn f stetig
in jedem Punkt x € X ist und zeigt leicht, dass f genau dann stetig ist, wenn fiir jede
offene Teilmenge A C Y das Urbild f~!(A) C X offen ist. Fiir die metrische Topologie
auf einem metrischen Raum zeigt man leicht, dass diese Definitionen dquivalent zu den
itblichen “e—d—Definitionen” fiir Konvergenz und Stetigkeit sind.

Eine fundamentale Tatsache der Topologie ist, dass eine Topologie T auf einer Men-
ge X automatisch eine Topologie auf jeder Teilmenge Y C X induziert. Dazu kann
man einfach 7y als {ONY : O € T} definieren und man verifiziert sofort, dass die ge-
forderten Eigenschaften erfiillt sind. Wichtiger als diese explizite Beschreiben ist aber,
dass diese sogenannt Spurtopologie auf Y eine schone Eigenschaft hat. Betrachtet man
die Inklusion ¢z : Y < X, dann ist diese nach Definition stetig. Fiir einen topologi-
schen Raum Z kann man eine Funktion f : Z — Y natiirlich auch als Funktion nach
X betrachten, die man (formal korrekter) als i o f : Z — X schreiben kann. Aus der
Definition folgt leicht, dass eine Komposition stetiger Funktionen selbst stetig ist. Ist
also f : Z — Y stetig, dann ist auch 7 o f stetig, also “f stetig als Funktion nach X”.
Die schone Eigenschaft der Spurtopologie ist nun, dass auch die Umkehrung gilt. Ist
also f : Z — X eine stetige Funktion, sodass f(Z) C Y gilt, dann kann man f auch
als Funktion nach Y betrachten und als solche ist f stetig beziiglich der Topologie Ty-.
Insbesondere kénnen wir als jede Teilmenge eines metrischen Raumes und somit jede
Teilmenge von R"™ in natiirlicher Weise als topologischen Raum betrachten und haben
damit natiirliche Begriffe von Konvergenz und Stetigkeit verfiigbar.

0.2. Wiederholung: Kompaktheit. Vom Standpunkt der Anwendungen auf die
Analysis ist Kompaktheit eine der beiden wichtigsten topologischen Eigenschaften. Ist
(X,T) ein topologischer Raum, dann ist eine offene Uberdeckung von X eine Fami-
lie {O; : i € I} von offenen Mengen, sodass die Vereinigung U;c;O; die ganze Men-
ge X ist. Man nennt den Raum X kompakt, wenn es fiir jede offene Uberdeckung
{O; : i € I} eine endliche Teiliiberdeckung gibt, also endlich viele Indizes iy,..., iy
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sodass X = Uévleij gilt. Man nennt eine Teilmenge K C X kompakt wenn der topo-

logische Raum (K, T ) kompakt ist. Aquivalent kann man das durch offene Uberde-
ckungen und endliche Teilitberdeckungen formulieren (wobei man nun nur verlangt, das
K C U... gilt). Man zeigt leicht, dass eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten
topologischen Raumes selbst kompakt ist. Eine Umkehrung dieser Eigenschaft ist nur
unter einer schwachen zusétzlichen Bedingung verfiigbar. Man nennt einen topologi-
schen Raum (X, 7T) einen Hausdorffraum, wenn fiir zwei verschiedene Punkte x,y € X
(d.h. mit x # y) es immer eine Umgebung U von z und eine Umgebung V' von y gibt,
sodass UNV = () gilt. Insbesondere ist diese Bedingung fiir die metrische Topologie auf
einem metrischen Raum immer erfiillt. Sie ist auch insofern wichtig, als sie sicherstellt,
dass eine Folge hochstens gegen einen Punkt konvergieren kann. Die oben angefiihrte
Umkehrung sagt nun, dass eine kompakte Teilmenge eines Hausdorffraumes automatisch
abgeschlossen ist. Ein fundamentales Resultat, das aus den Vorlesungen {iber Analysis
bekannt ist, ist der Satz von Heine-Borel, der kompakte Teilmengen von R™ charakte-
risiert: Eine Teilmenge K C R" ist genau dann kompakt wenn sie abgeschlossen und
(beziiglich der {iblichen euklidischen Distanz) beschrénkt ist.

Kompaktheit ist in sehr schoner Weise mit stetigen Funktionen vertréglich. Sei K ein
kompakter topologischer Raum, X ein beliebiger topologischer Raum und f : K — X
eine stetige Funktion. Dann ist die Teilmenge f(K) C X kompakt. Das fithrt direkt zum
Satz vom Maximum, der viele Anwendungen in der Analysis hat, indem man X = R
setzt. Dann ist f(K) C R nach dem Satz von Heine-Borel beschriankt und besitzt daher
eine Supremum und eine Infimum und abgeschlossen, also liegen diese Elemente in
der Teilmenge. Also nimmt f auf dem Raum K ein Maximum und ein Minimum an.
Eine weitere fundamentale Anwendung von Kompaktheit formulieren wir hier nur fiir
metrische Topologien: Sei X ein metrischer Raum und K C X eine kompakte Teilmenge
(fiir die metrische Topologie). Dann besitzt jede Folge (,)nen, die Werte in K hat, eine
konvergente Teilfolge (deren Limes dann ebenfalls in K liegt).

0.3. Wiederholung: Zusammenhang. Fiir unsere Zwecke wird der Begriff des
Zusammenhanges noch wichtiger sein als die Kompaktheit, vor allem weil er interessante
Verallgemeinerungen zulésst. Eine Disjunktion eines topologischen Raumes X besteht
aus zwei nichtleeren offenen Teilmengen U,V C X, sodass UNV = ) und UUV = X gilt.
Man nennt den Raum X zusammenhdngend, wenn er keine Disjunktion besitzt. Wie zu-
vor nennt man eine Teilmenge A C X zusammenhéngend, wenn der topologische Raum
(A, Ta) zusammenhéngend ist, das kann auch iiber ein Analogon von Disjunktionen de-
finiert werden. Aus der Definition folgt leicht, dass auch Zusammenhang mit stetigen
Funktionen in sehr schoner Weise vertraglich ist: Ist X ein zusammenhéngender topolo-
gischer Raum und f : X — Y eine stetige Funktion, dann ist die Teilmenge f(X) C Y
zusammenhédngend. Grundlage fiir viele Anwendungen in der Analysis ist hier, dass die
zusammenhédngenden Teilmengen von R genau die Intervalle sind. Das fithrt dann di-
rekt zur allgemeinen Version des Zwischenwertsatzes: Sei X ein zusammenhéngender
topologischer Raum und f : X — R eine stetige Funktion und seien a < b € R sodass
a,b € f(X) gilt. Dann liegt auch jedes ¢ € R mit a < ¢ < bin f(X).

Einen guten Hinweis auf die Anwendbarkeit des Zusammenhangsbegriffs in der Ana-
lysis gibt der folgende in Dimension 1 einfache Satz, den wir spéater auf hohere Dimensio-
nen verallgemeinern werden. Vergleicht man dieses Resultat mit dem aus der Analysis
Vorlesung bekannten Banachschen Fixpunktsatz, dann sieht man, dass das Resultat
einen deutlich anderen Charakter hat. Insbesondere zeigt der Beweis nicht, wie man
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einen Fixpunkt finden kénnte, man sieht nur, dass eine Funktion ohne Fixpunkt zu
einem Widerspruch fithren wiirde.

PROPOSITION 0.3 (Brouwer’scher Fixpunktsatz in Dimension 1). Sei f: [-1,1] —
[—1,1] eine stetige Funktion. Dann gibt es einen Punkt xo € [—1,1] sodass f(xo) = zo
qgilt.

BEWEIS. Man kann den Beweis leicht fithren, indem man den Zwischenwertsatz auf
die Funktion g(z) := f(x) — z anwendet. In Hinblick auf spitere Verallgemeinerungen
geben wir einen anderen Beweis: Nehmen wir indirekt an, dass f : [-1,1] — [—1,1]
eine stetige Funktion ist, die f(z) # « fir alle z € [—1, 1] erfiillt. Dann ist x — f(x) # 0

fiir alle z, also kénnen wir eine stetige Funktion F : [—1,1] — R durch F(x) := é:;gg‘

definieren. Nach Konstruktion gilt F'(z) = £1 fiir alle z, also hat F Werte in {—1,1} C

R. Nun gilt aber f(—1) > —1 und f(1) < 1 gelten, was sofort F'(—1) = —1 und
F(1) = 1 impliziert. Das liefert aber einen Widerspruch, weil [—1, 1] zusammenh&ngend
ist, wihrend {—1, 1} nicht zusammenhingend ist. O

Natiirlich ist hier nicht relevant, dass wir das Intervall [—1, 1] betrachten, das Argu-
ment funktioniert analog fiir jedes abgeschlossene Intervall [a, b]. Es funktioniert aber
offensichtlich nicht fiir R (man nehme f(z) = = + 1) und daraus folgt leicht, dass der
Satz auch nicht fiir offene Intervalle (a,b) gilt (siehe Ubungen). Auch fiir halboffene
Intervalle liefern die Funktionen f(z) = § auf (0, 1] und [~1,0) Gegenbeispiele.

Wir werden diesen Satz spéter auf hohere Dimensionen verallgemeinern. Das we-
sentliche Argument im Beweis ist, dass es keine stetige Funktion F : [-1,1] — {—1,1}
geben kann, deren Einschriankung auf {—1,1} die Identitét ist. Nun ist aber [—1, 1] der
Einheitsball in R und {—1,1} die zugehorige Einheitssphére. Betrachten wir allgemein
den Einheitsball B® := {z € R™ : ||lz|| < 1} und die Einheitssphire S"! := {z €
R™ : ||z]| = 1}. Wenn man zeigen kann, dass es keine stetige Funktion F : B" — S™~!
gibt, sodass F'|gn-1 = id ist, dann kann man einen ganz analogen Widerspruchsbeweis
wie oben fithren: Fiir eine Funktion f : B"™ — B" sodass f(x) # z fir alle x € B”
gilt, definiert man F' : B® — S™ ! indem fiir + € B" den Strahl von f(z) in Rich-
tung z betrachtet und mit S"~! schneidet. Dann gilt nach Konstruktion F(z) = z fiir
alle x € S" ! und man kann fiir F eine explizite Formel angeben, die zeigt, dass F'
stetig ist. Der Schliissel zur Nicht-Existenz von F liegt darin, dass B™ und S™ ! als
topologische Rédume hinreichend verschieden sind. Fiir n = 1 folgt das einfach, weil
B! zusammenhingend ist und S° nicht, fiir n > 1 sind subtilere topologische Begriffe
notwendig.



KAPITEL 1

Kurven

Kurven bilden die einfachsten geometrischen Objekte, also beginnen wir mit ihrem
Studium. Auch hier treten aber schon einige Feinheiten auf, insbesondere im Unterschied
zwischen der Kurve als Funktion und dem Bild dieser Funktion als geometrisches Objekt.

Stetige Kurven

1.1. Stetige Kurven und Wegzusammenhang. Eine stetig parametrisierte Kur-
ve in einem topologischen Raum X ist einfach eine stetige Funktion von einem Intervall
I C R nach X. Ist I = [a,b], dann nennt man c(a) € X den Anfangspunkt der Kur-
ve und c(b) € X den Endpunkt der Kurve und spricht dann auch von einer Kurve
von c(a) nach ¢(b). Stetige Kurven fithren dann direkt zu einer einfacheren Version des
Zusammenhangsbegriffs.

DEFINITION 1.1. (1) Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhdngend oder
bogenzusammenhdngend, wenn es fiir je zwei Punkte x,y € X eine stetige Kurve in X
mit Anfangspunkt z und Endpunkt y gibt.

(2) Ein topologischer Raum X heifit lokal bogenzusammenhdngend, wenn es fiir je-
den Punkt x € X und jede Umgebung U von x in X eine bogenzusammenhéngende
Umgebung V' von x in X gibt, die V' C U erfiillt.

(3) Fiir einen Punkt z in einem topologischen Raum X sei die Bogenkomponente B,
von = die Menge aller Punkte y € X, sodass es eine stetige Kurve von x nach y gibt.

Offensichtlich sind R™ und jede konvexe Teilmenge C' C R™ wegzusammenhéngend.
Damit sind insbesondere beliebige Kugeln in R" wegzusammenhédngend und somit ist
R"™ und jede offene Teilmenge von R™ lokal bogenzusammenhéngend. Wir beobachten
auch, dass wir fiir stetige Kurven ¢; : [a,b] — X und ¢ : [b,d] — X mit ¢;(b) = c2(b)
ci(t) tea,b]
ca(t) te(bd]
Also kann man stetige Kurven problemlos “hintereinander héngen”.

Einige Grundresultate iiber dieses Konzept und die Beziehung zum Zusammenhang
sind leicht zu beweisen:

eine stetige Kurve ¢ : [a,d] — X durch ¢(t) := definieren konnen.

PROPOSITION 1.1. (1) Ist X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum, dann
1st X zusammenhdngend.

(2) Sei X lokal bogenzusammenhingend. Dann ist fir jeden Punkt x € X die Bo-
genkomponente B, C X offen und abgeschlossen in X . Ist X zusammenhdngend, dann
1st X wegzusammenhdngend.

BEWEIS. (1) Nehmen wir indirekt an, dass wir eine Disjunktion X = U UV von
X finden. Dann ist U,V # () also konnen wir Punkte z € U und y € V wihlen. Nach
Voraussetzung gibt es eine stetige Kurve ¢ : [a,b] — X mit ¢(a) = x und ¢(b) = y.
Dann ist aber [a,b] = ¢ }(U) U ¢! (V) eine Disjunktion von [a,b] und das liefert einen
Widerspruch, weil [a, b] zusammenhéngend ist.
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6 1. KURVEN

(2) Sei y € B, ein Punkt. Dann besitzt y eine wegzusammenhéngende Umgebung
V' C X. Durch Hintereinander-héngen von Kurven sieht man sofort, dass V' C B, gilt
und da y € B, beliebig war, ist B, C X offen. Das gleiche Argument zeigt aber auch,
dass fiir z € X aus B, N B, # () schon B, C B, und damit B, = B, folgt. Damit folgt
aber, dass X \ B, eine Vereinigung von Mengen der Form B, und damit ebenfalls offen
ist, also ist B, abgeschlossen. Ist X zusammenhéngend, dann folgt B, = X und somit
ist X wegzusammenhéngend. O

BEIsPIEL 1.1. Fiir offenen Teilmengen von R" sind Zusammenhang und Wegzusam-
menhang somit dquivalent. Fiir allgemeine Teilmengen von R"™ ist die Situation nicht
so einfach und schon fiir n = 2 gibt es ein Beispiel einer Teilmenge von R?, die zusam-
menhiingend aber nicht wegzusammenhingend ist (“the topologist’s sine curve”): In R?
betrachten wir die Teilmenge A := {(t,sin(1/t)) : t > 0} die offensichtlich wegzusam-
menhingend und damit nach Proposition zusammenhédngend ist. Dann setzen wir
B:=AuU {(O, s):se€ [—1, 1]}.

- Natiirlich finden wir fiir jeden Punkt (0, s)
\‘ M

| ‘ , ;‘ mit s € [—1,1] eine Folge in A, die gegen
\“\ {‘ | \ / (0,s) konvergiert, etwa ((tg,sin(1/tx)))ren
‘ | [ |  wobei sin(1/ty) = s und t;, := (3 + 2km)~!
‘ Also ist B im Abschluss A von A enthalten
‘H Iy . (und tatsichlich gilt B = A) und aus Re-
“h‘ - \ sultaten der Topologie folgt, dass B zusam-

' RN menhéngend ist: Sind ndmlich U,V C B
offen, sodass UNV = () und U UV = B gilt, dann definieren wir f : B — {0,1} durch
1 z€eU
J@) 0 zeV

Einschrankung f|4 : A — {0, 1} stetig und weil A zusammenhéngend ist, muss f kon-
stant auf A sein. Aus der Beobachtung iiber Folgen von oben folgt damit sofort, dass f
konstant auf B ist, also U = () oder V' = () gelten muss.

Nehmen wir indirekt an, dass B wegzusammenhéngend ist. Dann finden wir eine
stetige Kurve ¢ : [a,b] — B, die (1/2m,0) mit (0,0) verbindet und wir schreiben ¢(t) =
(c1(t), c2(t)). Betrachten wir nun die Menge S := {t € [a,b] : Vs € [a,t) : ¢1(s) > 0}.
Offensichtlich ist S # ) also existiert 7y := sup(S) und aus der Stetigkeit von ¢; folgt
sofort, dass ¢1(79) = 0 gelten muss. Aus der Stetigkeit von c¢ folgt weiters, dass ca(79) =
limy -, co(t) gilt. Sei nun v € [—1, 1] beliebig und (¢ )xen Wie oben eine monoton fallende
Folge mit ¢ty < 1/27, ty — 0 und sin(1/t;) = v fiir alle k. Wegen des Zwischenwertsatzes
finden wir sy € (a, 1), sodass ¢1(sg) = to gilt, dann s; € (sg, 79) sodass ¢(s1) = t; gilt.
Induktiv liefert das eine monoton wachsende Folge (si)ken in [a, 79| sodass ¢;1(sx) = tg
und damit ca(s;) = v gilt. Diese Folge muss gegen ihr Supremum konvergieren und
wegen tr — 0 muss limg_,o s = 7o gelten. Da co(s;) = v fur alle £ gilt und v in der
Konstruktion beliebig war, sehen wir, dass der Limes lim;_,, co() nicht existieren kann
was einen Widerspruch liefert. Somit kann B nicht wegzusammenhéngend sein.

und es folgt sofort, dass f stetig ist. Damit ist aber auch die

1.2. Rektifizierbarkeit und Bogenlédnge. Als néchstes wollen wir versuchen, fiir
stetige Kurven in R™ eine Bogenlénge zu definieren. Die Idee dazu ist relativ einfach:
Wenn eine stetige Kurve zwei Punkte z,y € R" verbindet, dann sollte ihre Bogenldnge
zumindest der Abstand der beiden Punkte sein. Wendet man das auf Stiicke der Kurve
an, dann fithrt das zu folgender Uberlegung fiir eine Kurve ¢ : I — R™: Betrachten
wir endlich viele Punkte tq,...,txy € I mit {5 < t1--- < ty_1 < ty, dann sollte die
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Bogenlinge von ¢ zumindest S r ' d(c(ty), c(tg+1)) sein. Das motiviert folgende Defini-
tion.

DEFINITION 1.2. (1) Sei I C R ein Intervall und ¢ : I — R" eine stetig parametri-
sierte Kurve. Dann nennt man ¢ rektifizierbar, wenn die Menge

N—-1
(11) {Z d(C(tk),C<tk+1)) N € N,ti eltg<ti << tN} CcR
k=0

nach oben beschrankt ist. Ist dass der Fall, dann nennt man das Supremum von (/1.1))
die Bogenlinge L(c) € R von c.

Betrachten wir eine Familie ;5 < t; < --- < ty_1 < ty wie in Definition und
nehmen wir an, dass wir einen zusétzlichen Punkt s einfiigen, wobei s < tg oder t; < s <
tiy1 fireine i =0,..., N — 1 oder ty < s gilt. Dann sehen wir aus der Nichtnegativitét
der Distanz und der Dreiecksungleichung, dass die Summe der “neuen” Distanzen durch
die urspriingliche Summe nach unten beschrénkt ist. Man kann also immer Punkte
einfiigen ohne die Summe zu verkleinern. Das hat einige unmittelbare Konsequenzen:
Ist ¢ : I — R” rektifizierbar und J C [ ein Teilintervall, dann ist ¢[; : J — R"
rektifizierbar. Insbesondere konnen wir fiir eine rektifizierbare Kurve ¢ : I — R™ und
a,b € I mit a < b die stetige Kurve c|jp : [a,b] — R™ betrachten und L%(c) als ihre
Bogenlinge definieren. Fiir a < b < d € I folgt dann leicht, dass L4 (c) = L2(c) + Lé(c)
gilt (siche Ubungen). SchlieBlich kann man sich fiir I = [a, ] in der Menge immer
auf den Fall ) = a und ¢ty = b einschrinken ohne den Begriff der Rektifizierbarkeit
oder die Bogenlénge der Kurve zu dndern.

Insbesondere ist fiir eine rektifizierbare Kurve ¢ : I — R und a,b € I mit a < b
natiirlich d(c(a), c(b)) < Lb(c) und man sieht leicht, dass fiir Kurven der Form c(t) =
x + tv mit x,v € R™ Gleichheit gilt. Der Begriff der Rektifizierbarkeit und der Bo-
genldnge macht natiirlich véllig analog in metrischen Rdumen Sinn und auch dort gilt
d(c(a),c(b)) < L%(c). Aber auch im Fall von wegzusammenhiingenden metrischen Rdum-
en ist unklar ob es Kurven gibt, fiir die Gleichheit gilt. Uberlegungen dieser Art fithren
zur Definition interessanter Klassen von speziellen metrischen Raumen.

BEISPIEL 1.2. Ist I C R offen oder halboffen, dann sieht man ganz leicht, dass es
Beispiele von stetigen (und sogar differenzierbaren) Kurven ¢ : I — R™ gibt, die nicht
rektifizierbar sind. Fiir unbeschréanktes I liefern Geraden ein Beispiel, fiir beschrianktes
I konnen wir etwa c(t) = (¢,sin(1/t)) als Kurve (0,1] — R? betrachten (siche Ubun-
gen). Schwieriger ist die Frage der Rektifizierbarkeit im Fall eines kompakten Intervalls
[a, b]. Wir werden in Kiirze sehen, dass jede stetig differenzierbare Kurve ¢ : [a, b] — R"
rektifizierbar ist. Fiir stetige Kurven gibt es aber ein Gegenbeispiel, dass (in leicht abge-
wandelter Form) als Schneeflockenkurve bekannt ist. In Beschreibungen dieses Beispiels

findet man tiblicherweise Skizzen wie die folgende, zusammen mit der Behauptung,
T dass eine unendliche Iteration dieser Kon-

f 7 X i struktion zu einer “unendlich langen” Kur-

ve fiihrt. Aus dieser Beschreibung ist nicht

m Aﬁf% klar, wie man tatséchlich zu einer stetig pa-
rametrisierten, nicht rektifizierbaren Kurve

kommen soll, aber die notigen Uberlegungen lassen sich leicht hinzufiigen: Wir konstru-
ieren eine Folge stetiger Funktionen ¢; : [0,1] — R? mit ¢ € N wie folgt: Wir setzten
co(t) = (t,0), was dem ersten Bild entspricht. Die Kurve ¢; soll auf [0,1/3] und [2/3, 1]
mit ¢ iibereinstimmen, auf [1/3,1/2] setzen wir ¢ () := (¢,2(t—1/3)) und auf [1/2,2/3]
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definieren wir ¢;(t) := (¢,1/3 —2(t — 1/2)). Das liefert eine (offensichtlich stetige) Para-
metrisierung des zweiten Bildes, sodass ¢;(t) immer vertikal iiber ¢o(t) liegt. Insbeson-
dere folgt |c1(t) — co(t)| < */7% fiir alle ¢ € [0, 1]. Im n&chsten Schritt konstruieren wir
co : [0,1] — R? indem wir jeweils auf dem mittleren Drittel jeder der 4 von ¢; durch-
laufenen Strecken einen Term addieren, der orthogonal auf die jeweilige Strecke steht.
Aus dieser Konstruktion folgt sofort, dass |co(t) — c1(t)| < \?% gilt. Induktiv erhalten

wir stetige Kurven ¢; fiir alle ¢ € N, sodass |¢;(t) — ¢;—1(t)| < ‘/75:,% fir alle ¢ € N gilt.
Fiir n < m € N folgt induktiv sofort, dass |¢,,(t) — ¢, (t)] < \/73 > it 37 gilt. Aus der
Konvergenz der geometrischen Reihe ), 3% folgt damit sofort, dass fiir jedes ¢t € [0, 1]
die Folge (c;(t))ien eine Cauchy-Folge in R? ist.

Damit kénnen wir eine Funktion ¢ : [0, 1] — R? durch ¢(t) := lim; ., ¢;(t) definieren
und natiirlich konvergiert die Funktionenfolge (¢;);eny punktweise gegen c. Aus der Kon-
struktion ist aber klar, dass die Folge (¢;) gleichméfBig gegen ¢ konvergiert, also definiert
c tatsichlich eine stetig parametrisierte Kurve in R2. Also bleibt noch zu zeigen, dass
die Kurve ¢ tatséchlich nicht rektifizierbar ist. Dazu iiberlegt man einfach, dass fiir die
“Eckpunkte” von ¢;, also die Punkte ¢ (t) mit t € A; :={0,1/3,1/2,2/3,1} nach Kon-
struktion ¢;(t) = ¢;(t) fiir alle ¢ > 1 gilt. Damit folgt aber auch ¢(t) = ¢;(t) fiir diese
Punkte und die Summe der Absténde der aufeinander folgenden Punkte ist natiirlich
4/3. Analog gilt liegen die Eckpunkte von ¢, auch auf allen weiteren ¢; und damit auf
¢ und die Summe der Abstinde der aufeinander folgenden Punkte ist (4/3)2. Tterativ
finden wir fiir jedes k € N Punkte auf ¢, fiir die die Summe der Abstédnde aufeinander
folgender Punkte (4/3)" ist. Damit folgt aber sofort, dass die Menge fiir die Kurve
¢ nicht nach oben beschriankt, also ¢ nicht rektifizierbar ist.

1.3. Stetige Reparametrisierungen. Als nichstes wollen wir uns mit der Fra-
ge beschéftigen, ob die Bogenldnge einer Kurve nur vom Bild der Kurve oder auch
von der gewéhlten Parametrisierung abhédngt. Man kann sofort sehen, dass die Para-
metrisierung durchaus eine Rolle spielt, indem man etwa mit einer Parametrisierung
mehrmals um den Einheitskreis herumlauft. Alle diese Parametrisierungen liefern das
gleiche Bild aber natiirlich erhélt man bei mehreren Umléufen ein Vielfaches der Bo-
genldnge. Interessanter wird die Frage, wenn wir uns zum Beispiel auf injektive stetige
Parametrisierungen einer Kurve einschrianken. Fiir ein abgeschlossenes Intervall [a, 0]
und eine injektive stetige Funktion ¢ : [a, b] — R™ ist dann aber ¢ eine stetige Bijektion
von [a, b] auf die Teilmenge ¢([a, b]) C R™. Wegen der Kompaktheit von [a, b] muss ¢ ein
Homdomorphismus sein, also ist auch die inverse Funktion ¢t : ¢([a, b]) — [a, b] stetig.
Ist ¢ : [a,0] — R™ eine weitere injektive stetige Funktion mit dem gleichen Bild, dann
kénnen wir ¢ : ¢! o & : [a,b] — [a,b] bilden, was ebenfalls ein Homéomorphismus ist
und natiirlich ist dann ¢ = ¢ o ¢. Das motiviert die folgende Definition.

DEFINITION 1.3. Seien ¢ : I — R” und ¢ : [ — R” stetig parametrisierte Kurven.
Man nennt ¢ eine Reparametrisierung von ¢, wenn es einen Homéomorphismus ¢ : [ — [
gibt, sodass ¢ = c o ¢ gilt.

Aus der Definition folgt sofort, das Reparametrisierung zu sein eine Aquivalenz-
relation auf der Menge aller stetig parametrisierten Kurven in R™ definiert. Weiters
verifiziert man leicht (siche Ubungen) dass jeder Homéomorphismus zwischen zwei In-
tervallen streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist. Die Vertréglichkeit
der Bogenldnge mit Reparametrisierungen ist nun leicht zu beweisen.
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PROPOSITION 1.3. Sei ¢ : I — R" eine stetig parametrisierte Kurve, ¢ : I — I ein
Homdéomorphismus und ¢ := c o ¢ die entsprechende Reparametrisierung von c. Ist ¢
rektifizierbar, dann ist auch ¢ rektifizierbar und L(c) = L(¢).

BEWEIS. Nehmen wir zunéchst an, das ¢ streng monoton wachsend ist. Betrachten
wir N € Nund to,...,ty € I mit to < --- < ty und setzen t; = go(ﬂ-). Dann gilt t; €
und ty < --- < ty und natiirlich ist c(t;) = ¢&(#;) fiir alle 4. Ist ¢ rektifizierbar, dann
erhalten wir sofort S°~  d(&(f;),é(fi-1)) < L(c), also ist & rektifizierbar und L(¢) <
L(c). Ist umgekehrt 0 < ¢ < L(c), dann finden wir N und Punkte t; sodass ¢ <
SV d(c(t;), eti1)) gilt und durch betrachten der Punkte #; := ¢~'(¢;) erhalten wir
sofort, dass L(¢) > ¢ gilt, was die Behauptung beweist. O

Differenzierbare Kurven

1.4. (Stetig) differenzierbare Parametrisierungen. Betrachten wir ein Inter-
vall I C R und eine stetige Kurve ¢ : I — R", die auf dem Inneren I° von [ diffe-
renzierbar ist. Natiirlich kénnen wir ¢ in Komponenten als ¢ = (¢, ..., ¢,) schreiben
und die Differenzierbarkeit komponentenweise definieren. Allerdings hat es Vorteile, die
Differenzierbarkeit direkt zu definieren, analog wie man das fiir reellwertige Funktio-
nen macht. Das liefert auch direkt eine intuitive Interpretation der Ableitung ¢/(t) in
jedem Punkt t € I°. Fiir hinreichend kleine Zahlen 0 # h € R konnen wir einfach
+(c(t + h) — ¢(t)) bilden, also den Skalar 1/h mit dem Vektor c(¢ + h) — ¢(t) multipli-
zieren. Dann verlangt man, dass der Limes dieses Ausdrucks fiir h — 0 existiert und
definiert die Ableitung als ¢/(¢) := limj, o +(c(t + h) — ¢(t)). Stellt man sich den Pa-
rameter t als Zeit vor und ¢ als die Bahn eines Teilchens, dann liefert das sofort die
Interpretation von ¢(t) als “Momentangeschwindigkeit” zum Zeitpunkt ¢. Natiirlich ist
diese Momentangeschwindigkeit ein Vektor in R".

In vielen Situation werden wir stiarkere Bedingungen als Differenzierbarkeit verlan-
gen miissen, die dann analoge Interpretationen erlauben. Verlangen wir etwa, dass c
eine C'-Funktion ist (also ¢ : I° — R" stetig ist), dann bedeutet das gerade, dass
wir zusétzlich Stetigkeit der Momentangeschwindigkeit verlangen. Das ist insbesonde-
re erfiillt, wenn ¢ zwei mal differenzierbar ist und in diesem Fall kann man die zweite
Ableitung ¢’(t) als Momentanbeschleunigung interpretieren. Die Bedingung, dass ¢ eine
C%-Kurve ist, bedeutet also gerade, dass man Stetigkeit der Momentanbeschleunigung
fordert und so weiter.

Fiir eine differenzierbare Kurve ¢ ist dann natiirlich der Betrag der Momentange-
schwindigkeit durch ||¢/(t)|| = +/{(c'(t),(t)) gegeben. Physikalisch ist plausibel, dass
man den in einem Zeitintervall zuriickgelegten Weg als Integral dieses Betrags iiber das
entsprechende Intervall berechnen kann, und zumindest im Fall einer C'*-Kurve ist dieses
Integral auf jeden Fall definiert. Es stellt sich heraus, dass das tatsidchlich funktioniert,
aber dazu miissen wir noch ein wenig an Technik bereitstellen.

Der Begriff eines (bestimmten) Integrals macht analog wie fiir reellwertige Funk-
tionen auch fiir Kurven in R™ Sinn. Wie oben konnte man das Integral einer Kurve
komponentenweise definieren, aber es ist auch hier giinstiger, eine direkte Definition
zu wahlen. Nachdem es fiir unsere Zwecke geniigt, stetige Kurven zu integrieren, kann
man das einfach iiber Riemann-Summen machen. Das hat den technischen Vorteil, dass
eine wichtige Zutat fiir unser néchstes Resultat offensichtlich wird. Betrachten wir eine
stetige Kurve ¢ : [a,b] — R™. Um eine Riemann-Summe zu bilden bendtigen wir eine
Unterteilung @ = tg < t; < --- < ty_; < ty = b und Zwischenpunkte t; € [t;, ;1] fiir
i =0,...,N — 1. Dann bildet man den Ausdruck SN (tis1 — t;)e(f:), der wieder ein
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Vektor in R™ ist und verlangt, dass diese Ausdriicke in geeigneter Weise konvergieren,
was fiir stetiges ¢ immer der Fall ist. Dann erhalten wir aber aber natiirlich

Z(ti—‘rl - tz)c(g) S Z(ti-H - tl)HC(i)H

Die rechte Seite ist aber eine Riemannsumme fiir die stetige reellwertige Funktion t

llc(t)|], also erhalten wir sofort
b b
c(t)dtH < / le(t) | dt.

Andererseits folgt aus der direkten Definition leicht, dass das Integral f t)dt auch
komponentenweise berechnet werden kann.

(1.2)

PROPOSITION 1.4. Sei ¢ : I — R" eine Cl Funktion. Dann ist fir a,b € I mit
a < b die Kurve c|jy rektifizierbar und L(c f | (t)||dt. Damit ist die Funktion
la,b] = R, die durch t — L(c) gegeben ist, dzjj”erenzzerbafr’ mit Ableitung t — || (t)]|,
also sogar Cl.

BEwEIS. Wahlen wir N e Nunda=t, <t < - <ity_1 < tN = b Dann liefert
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sofort ¢(t; 1) — ft H(
Mit Hilfe von erhalten wir daraus

dlei(t) e lt) = etn) =t < [ 1101

Summieren von ¢ = 0 bis IV —1 zeigt dann direkt, dass die Menge (|1.1]) aus Deﬁnition
durch f ||c/(t)]|dt nach oben beschrankt ist. Da ||¢’|| : [a,b] — R eine stetige Funktion

ist, ist dieses Integral endlich, also ist ¢|[, 5 rektifizierbar und L?(c) < f ||/ (t)]]dt.
Um die Gleichheit zu beweisen wiahlen wir ¢ > 0. Als stetlge Funktion auf dem
kompakten Intervall [a, b] ist ¢/ gleichméﬁig stetig, also finden wir ein ¢ > 0, sodass aus

|t —s| < ¢ immer ||d(t) — d(s)]] < 57— 7 folgt. Betrachten wir nun eine Unterteilung
a=1tg<t; < - <tn_ 1 <ty=0b Wle oben sodass |t;11 — t;| < 0 fir alle 7 gilt. Dann
folgt ||c/(t) — ( i)l < g5 fiir alle ¢ € [tl,tlﬂ] und wegen (L.2)) liefert Integrieren

/tl+1 c(t)dt — (t:) (i — 1) );
t; 2(b—a)
Insbesondere folgt daraus ||c(tiy1) — c(t;)]| > || E)|(tiv1r — ;) — (tiv1 — tl)Q(b;_a) und
aufsummieren liefert ) [|c(tir1) — c(t:)]| = Do, ||/ (8:)]|(t; — ti=1) — €/2. Aber der erste

Term ist eine Riemann Summe fiir f: I/ (t)]|dt und durch Verfeinern kann man errei-
chen, dass diese £/2-nahe am Integral liegt. Das fiihrt zu einer Unterteilung, fiir die die

< (tz—l—l

Summen der Absténde aufeinander folgender Punkt zumindest gleich [ ’ |/ (t)]|dt — e
ist. Das zeigt Lb(c f | (t)||dt und der Rest des Satzes folgt offensichtlich. U

Insbesondere zeigt dieses Resultat, dass man fiir die Schneeflockenkurve aus Beispiel
keine stetig differenzierbare Parametrisierung finden kann. Das klingt vielleicht nicht
iiberraschend, weil ja (fiir i > 1) schon die Kurven ¢; in der Konstruktion “Ecken” haben,
was nicht der intuitiven Vorstellung einer differenzierbaren Kurve entspricht. Wie wir
gleich sehen werden, ist diese intuitive Vorstellung nicht richtig und man muss weitere
Einschrankungen treffen um “geometrisch schone” Bilder zu erhalten. Insbesondere kann
jede der Kurven ¢; sehr wohl stetig differenzierbar parametrisiert werden.



DIFFERENZIERBARE KURVEN 11

1.5. Regulidre Parametrisierungen. Fiir jede endliche Differenzierbarkeitsklasse
C* kann man ganz leicht sehen, dass Kurven mit einer C*-Parametrisierung Ecken

haben kénnen. Betrachten wir fir N > 2 die Kurve cy : [~1,1] — R? die durch
(tN,0) t<0 o e
en(t) = 0.9 t>0 definiert ist. Dann lduft jedes cy auf der x-Achse zum

Nullpunkt und dann ldngs der positiven y-Achse vom Nullpunkt weg und hat damit
eine “Ecke” im Nullpunkt. Offensichtlich ist jedes ¢y und differenzierbar fiir ¢ # 0. Fiir
o ist die Ableitungen durch (¢,0) fir ¢ < 0 und durch (0,¢) fir ¢ > 0 gegeben, also
ist ¢p eine C'-Funktion auf [—1,1]. Daraus folgt sofort, dass die Ableitung von c3 eine
C'-Funktion und damit c3 eine C*-Funktion ist. Induktiv folgt dass cy fiir alle N > 2
eine CN~1-Funktion ist, deren Bild eine “Ecke” hat.

Mit etwas mehr Analysis kann man eine Ecke wie oben auch mit einer C*°-Funktion
parametrisieren. Was man dazu benétigt ist eine C'°-Funktion « : (0,00) — R, sodass
a(t) > 0 fiir alle ¢ € (0,00) gilt und sodass fiir alle k& € N gilt, dass lim,_,o a®(t) = 0
ist, wobei a® die kte Ableitung von o bezeichnet. (Spezielle C*=-Funktionen dieser
Art werden spéter noch eine wichtige Rolle spielen.) Man kann leicht zeigen (siche
Ubungen), dass die Funktion a(t) := e~'/* diese Eigenschaften besitzt. Daraus folgt
aber sofort, dass man « zu einer C'°-Funktion auf ganz R ausdehnen kann, indem
man «a(t) = 0 fiir £ < 0 definiert. Damit kann man dann analog wie oben eine Kurve
(a(—t),0) t<0
(0,a(t)) t>0
“Ecke” hat und nach Konstruktion ist ¢ eine C'"*°-Funktion. Natiirlich kann man mit
dhnlichen Konstruktionen C'*°-Parametrisierungen fiir endliche Polygonziige und damit
insbesondere fiir jede der Kurven ¢; aus Beispiel konstruieren.

Wenn man sich fiir parametrisierte Kurven interessiert, die der Intuition fiir diffe-
renzierbare Kurven néher kommt, muss man solche Ecken natiirlich vermeiden. Es gibt
eine einfache Moglichkeit, wie man die obigen Bespiele vermeiden kann, was die folgen-
den Definition motiviert. Wir werden spéter noch wesentlich besser verstehen, warum
das tatséchlich zu Kurven mit geometrisch schénen Eigenschaften fiihrt.

c:[-1,1] — R? durch ¢(t) = definieren, deren Bild wieder eine

DEFINITION 1.5. Sei I C R ein Intervall und ¢ : I — R" eine C''-Funktion.

(1) Man sagt, c ist eine regulir parametrisierte Kurve in R"™, wenn ¢(t) # 0 fiir alle
t eI gilt.

(2) Eine Reparametrisierung einer regulér parametrisierten Kurve ¢ : I — R™ ist
eine Kurve der Form ¢ = do ¢ : J — R", wobei ¢ : [ — J ein Diffeomorphismus ist,
also eine bijektive O''-Funktion, sodass auch =1 : J — I eine C'-Funktion ist.

Fiir Parametrisierungen mit hoherer Differenzierbarkeitsklasse fordert man natiirlich
fiir Reparametrisierungen einen Diffeomorphismus der gleichen Differenzierbarkeitsklas-
se. Nach dem inversen Funktionensatz ist fiir beliebiges k& > 1 eine bijektive C*-Funktion
¢ : J — I genau dann ein C*-Diffeomorphismus, wen ¢'(t) # 0 fiir alle ¢t € J gilt. Dann
muss natiirlich ¢/(¢) immer positiv oder immer negativ sein. Im ersten Fall nennt man
@ orientierungstreu im zweiten Fall orientierungsvertauschend.

Natiirlich hat jede Reparametrisierung einer parametrisierten Kurve ¢ das gleiche
Bild wie c¢. Analog wie in Abschnitt ist leicht zu sehen, dass auch fiir regulér parame-
trisierte Kurven die Umkehrung nicht gilt. Man kann ja etwa einen Kreis mit konstan-
ter Geschwindigkeit verschieden oft durchlaufen. Fiir regulére Kurven liegen die beiden
Konzepte aber schon ziemlich nahe beisammen. Auf dem Weg dazu beweisen wir ein
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Resultat, dass von unabhéngigem Interesse ist. Dazu betrachten wir eine spezielle Klas-
se von reguldr parametrisierten Kurven, namlich Graphen. Sei dazu I C R ein Intervall
und f = (f1,..., fa1) : I = R*"7! eine C*-Funktion. Dann kénnen wir den Graphen
von f in I x R"™! C R™ betrachten und durch ¢: I — R", ¢(t) := (¢, fi(t), ..., fu_1(t))
parametrisieren. Offensichtlich ist ¢/(t) = (1, f{(t),..., fl_,(t)) # 0, also ist diese Para-
metrisierung regulédr. Analog dazu kann man auch Parametrisierungen als Graph {iber
der iten Achse (statt iiber der ersten Achse) betrachten.

PROPOSITION 1.5. Seic: I — R" eine requlir parametrisierte Kurve

(1) Seity € I und i € {1,...,n} so, dass die ite Komponente von c(ty) ungleich
0 ist. Dann gibt es ein offenes Intervall I c I mitty el und eine Reparametrisierung
von c|; als Graph iber der iten Achse. Insbesondere ist dann c|; ein Homdéomorphismus

I — (D).

(2) Nehmen wir an, dass I offen und c : I — c(I) ein Homdomorphismus ist. Sei
¢: I — R™ eine weitere requlir parametrisiert Kurve mit ¢(I) = ¢(I) sodass auch
¢: I — &) ein Homdomorphismus ist. Dann ist die Funktion ¢ -=c¢ ' oé: 1 — I ein

Diffeomorphismus und damit ¢ eine Reparametrisierung von c.

Bewers. (1) Die Funktion ¢; : I — R erfiillt (¢;)'(to) # 0, also finden wir nach dem
inversen Funktionensatz offene Intervalle I € I und J C R mit #, € I und ci(ty) € J,
sodass ¢;|; : I — J ein Diffeomorphismus ist. Fiir ¢ := (¢;|;)™" : J — I gilt dann
natiirlich fir alle s € J, dass ¢(p(s)) als ite Komponente s hat, also ist ¢ o ¢ ein Graph
iiber der sten Achse.

Nach Konstruktion ist ¢; : I — J injektiv, also ist die stetige Funktion ¢ : I —»R"
injektiv und damit bijektiv auf das Bild ¢(I). Andererseits ist die Projektion auf die ite
Koordinate eine stetige Funktion p; : R” — R. Damit ist auch die Einschrinkung auf
¢(I) stetig und nach Konstruktion hat sie Werte in J. Damit ist aber ¢ o Pilosy eine
stetige Inverse zu c|;.

(2) Es gentigt zu zeigen, dass ¢ = o ¢ eine C''-Funktion ist, fiir die Inverse
! = ¢! oc folgt das analog. Zu ty € I sei xg = c(tg) und i ein Index, sodass
(ci)'(to) # O1ist. Nach Teil (1) finden wir ein Intervall J C R und einen Diffeomorphismus
Y J — I auf ein offenes Intervall I C I mit ¢, € I sodass ¢ o 1 als Graph iiber der
iten Achse parametrlslert ist. Nach Voraussetzung ist ¢(I) offen in ¢(I) und damit ist
auch J = ¢ '(¢(I)) C J offen. Fiir s € J ist &(s) € ¢(I) und es gibt in diesem
Bild nur einen Punkt mit iter Koordinate ¢;(s), ndmlich ¢(1(¢(s))). Damit ist aber

cloé=10¢:J— Iund das ist nach Konstruktion stetig differenzierbar. Also ist

¢ !oé auf einer offenen Umgebung von ¢, eine C'*'-Funktion und da ¢y beliebig war, folgt

die Behauptung. O

Cil

1.6. Bogenlidngenparametrisierungen.

DEFINITION 1.6. Sei ¢ : I — R" stetig differenzierbar. Dann sagt man die Kurve c
ist nach der Bogenlinge parametrisiert, wenn ||/ (t)|| = 1 fiir alle t € I gilt.

Natiirlich sind solche Kurven regulér parametrisiert. Die Motivation fiir die Termi-
nologie ist offensichtlich: Ist ¢ : I — R"™ nach der Bogenlange parametrisiert, dann ist
fiir beliebige Elemente a,b € I mit a < b natiirlich L% (c f 1dt = (b —a). Also kann
man (bis auf eine Verschlebung) den Parameter ¢ € I tatsachhch als Bogenlédnge eines
Teils der Kurve interpretieren.

PROPOSITION 1.6. Sei c: I — R™ eine requlir parametrisierte Kurve.
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(1) Jede Reparametrisierung von c ist ebenfalls requldr.

(2) Zu je zwei Punkten a,b € I mit a < b existiert eine Zahl L € R und ein
orientierungstreuer C'-Diffeomorphismus ¢ : [0, L] — [a,b], sodass die entsprechende
Reparametrisierung c o ¢ : [0, L] — R™ von c|4 nach der Bogenlinge parametrisiert
15t.

(3) Ist ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert und @ : J — I ein C'-Diffeomorphis-
mus, sodass c o ¢ ebenfalls nach der Bogenlinge parametrisiert ist, dann ist ¢ von der
Form ¢(t) = £t + C fiir eine Konstante C € R.

BEWEIS. (1) Aus ¢ = c o ¢ folgt nach der Kettenregel sofort & (t) = ¢'(t)c(o(t))
und damit das Resultat.

(2) Betrachten wir die Funktion v : [a,b] — R, die durch ¢(t) = L' (c) gegeben ist.
Nach Proposition ist 1 differenzierbar mit Ableitung ¢'(t) = ||¢'(¢)|| > 0 also ist ¢
C! und streng monoton wachsend. Setzt man L := 1(b) > 0 dann folgt, dass 1) eine
Bijektion und damit einen C*-Diffeomorphismus 1 : [a, b] — [0, L] definiert. Setzt man
0 =191 [0,L] = [a,b] dann ist ¢'(t) = 1/¢'(p(t)) = 1/||¢(¢(t))|| > 0 also ist auch ¢
ein orientierungstreuer C'- lefeomorphlsmus Fir ¢ := co ¢ : [0, L] — R"™ erhalten wir
d(t) = ¢ (t)d (p(t)) und damit folgt sofort ||&(¢)|| = 1 fiir alle ¢ € [0, L], also ist ¢ nach
der Bogenldnge parametrisiert.

(3) Nach der Kettenregel folgt sofort, dass |¢'(t)] = 1 fir alle t € J gelten musst,
also gilt entweder ¢'(t) = 1 fiir alle ¢t € J oder ¢'(t) = —1 fir alle t e J. Wé,hlen wir

eine beliebige Zahl ¢, € J, dann folgt fiir ¢ € J einfach ¢(t) ft t)dt. Ist

¢ =1, dann erhalten wir ¢(t) — o(tg) =t — tg, also p(t) =t + C fur C = go(to) — to.

Fiir ¢’ = —1 erhalten wir analog ¢(t) = —t 4+ C fiir C' = ¢(to) + to. O
Kurvenintegrale

1.7. Definition und Parametrisierungsinvarianz. Im Fall von stetig differen-
zierbar parametrisierten Kurven gibt es einen alternativen Beweis fiir die Invarianz der
Bogenldnge unter Reparametrisierungen aus Proposition [I.3] Aus Proposition wis-
sen wir ja, dass wir fiir eine stetig differenmerbar parametrisierte Kurve ¢: I — R” und
a,b € I mit a < b die Bogenlinge als L%(c f ||¢/(t)||dt berechnen kénnen. Sei nun
¢ : J — I ein orientierungstreuer C'- lefeomorphlsmus und ¢ = cop : J — R” die
entsprechende Reparametrisierung. Dann gilt nach der Kettenregel & (s) = ¢'(s)c(¢(s))
und damit [|&(s)|| = |¢'(s)] - || (¢(s))|| und nach Voraussetzung ist ¢'(s) > 0. Damit
folgt aber

w(b) . )
/ 1(s) lds = / el (s)ds = | @l =z
p(a

direkt aus der Substitutionsregel fiir eindimensionale Integrale.

Daraus ergeben sich verschiedene Verallgemeinerungen, die Sie zum Teil schon in
den ersten Vorlesungen iiber Analysis kennen gelernt haben. In der einfachsten Form
betrachten wir eine C'-Funktion ¢ : [a,b] — R™, eine offene Teilmenge U C R™ mit
c([a,b]) C U und eine stetige Funktion Z : U — R™. Dabei sollte man sich Z als
Funktion vorstellen, die jedem Punkt x € U einen Vektor zuordnet der “im Punkt z
angehéingt ist”. Dann konnen wir das Integral [ Z := fab(Z(c(t)), d(t))dt, das Kurven-

integral von Z iiber ¢ betrachten. Sei ¢ : [a,b] — [a,b] ein C'-Diffeomorphismus und
¢ := co ¢ die entsprechende Reparametrisierung von c. Dann gilt natiirlich wie oben
d(s) = ¢'(s)d(p(s)) und Z(¢(s)) = Z(c(p(s))). Damit erhalten wir wieder mit Hilfe der
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Substitutionsregel

b b
/ Z = / (Z(&(s)), 2 (s))ds = / (Z(c(p(s))), ¢ (0(5))) ¢ (s)ds
:/ <Z(c(t)),c’(t))dt:/Z.

Man kann sich daher dieses Kurvenintegral als ein Integral von Z iiber das Bild (1)
vorstellen, also als Integral iiber eine Kurve im geometrischen Sinn. Ein wichtiger Punkt
hier ist, dass solche Integrale in vielen Situationen eine direkte physikalische Interpreta-
tion erlauben. Interpretiert man zum Beispiel ¢ als die Bahn eines Teilchens und Z als
ein Kraftfeld, also Z(z) als die Kraft, die im Punkt x auf das Teilchen wirken wiirde,
dann ist [ Z gerade die Arbeit die notwendig ist, um das Teilchen durch das Kraftfeld
zu bewegen. Aus der Physik kommt auch die Bezeichnung Vektorfeld fiir solche Funk-
tionen Z. Auch elektrische Felder, Magnetfelder und Stromungsfelder werden in der
Physik in dieser Form beschrieben. Wir werden aber bald sehen, dass vom Standpunkt
des Integrals eine andere Interpretation der beteiligten Funktion giinstiger ist.

Eine einfache Variation dieser Idee ist, dass man Z ja eigentlich nur entlang der
Kurve “kennen” muss um ein Kurvenintegral zu definieren. Fiir ¢ : [a,b] — R™ kénnen
wir auch ein Vektorfeld lings ¢ betrachten, also eine stetige Funktion Z : [a,b] — R™.
Die Interpretation ist hier wieder, dass Z(t) einen Vektor beschreibt, der am Punkt

c(t) angehéngt ist. Dann kénnen wir das Kurvenintegral durch [ Z := fab(Z(t), d(t))dt
definieren. Fiir einen C'-Diffeomorphismus ¢ : [a, 13] erhalten wir dann die Reparame-
trisierung é = co ¢ : [a,b] — R™ und ein Vektorfeld Z o ¢ : J — R” lings & Wie oben
zeigt die Substitutionsregel sofort, dass [, Z o ¢ = [ Z gilt.

1.8. Diffeomorphismen. Der Begriff des Diffeomorphismus, den wir fiir Intervalle
schon in Abschnitt [1.5| kennen gelernt haben, macht auch in hoheren Dimensionen Sinn.
Sind U,V C R"™ offene Teilmengen und ist k& > 1 eine natiirliche Zahl, dann ist ein
Ck-Diffeomorphismus ® : U — V eine bijektive C*-Funktion, sodass auch die inverse
Funktion ®~! : V — U eine C*-Funktion ist. Differenziert man die Gleichungen ® o
& ! = idy und ® ! o ® = idy, dann folgt sofort, dass fiir jedes z € U die linearen
Abbildungen D®(z) und D®!(®(z)) invers zueinander sind, also gilt D(®~1)(P(z)) =
(D®(x))~L. Das zeigt auch sofort, dass es fiir m # n keinen Diffeomorphismus zwischen
einer offenen Teilmenge von R™ und einer offenen Teilmenge von R™ geben kann.

Etwas allgemeiner nennt man fiir U, V' C R” offen eine C*-Funktion ® : U — V einen
lokalen C’“—Diﬁeomorphi@nus wenn es fiir jeden Punkt = € U eine offene Umgebung U
von z in U gibt, sodass V := ®(U) offen in V und ®|; : U — V ein Diffeomorphismus
ist. Natiirlich ist auch fiir jeden lokalen Diffeomorphismus ® und jeden Punkt = € U
die lineare Abbildung D®(x) : R" — R™ invertierbar (und (D®(x))~! ist die Ableitung
in ®(z) von (®|5)~'). Der inverse Funktionensatz, der im weiteren eine zentrale Rolle
spielen wird, sagt aber genau, dass eine C*-Funktion ® : U — V genau dann ein
lokaler C*-Diffeomorphismus ist, wenn fiir jedes x € U die lineare Abbildung D®(z)
invertierbar ist.

BeispiEL 1.8. Ein typisches Beispiel fiir einen Diffeomorphismus liefern Polarko-
ordinaten. Betrachten wir die offenen Teilmengen von R?  die durch U := {(r,a) :
r>0-7<a<z}und V = R?\ {(z,0) : z < 0} gegeben ist und definieren wir
O(r,a) := (rcos(a), rsin(a)). Dann ist ® natiirlich beliebig oft differenzierbar und fiir
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cos(a) —rsin(a)
sin(a)  rcos(a)
Matrix ist offensichtlich durch 7(cos?(a) + sin®(a)) = r # 0 gegeben, also ist D®(r, a)
immer invertierbar. Um zu sehen, dass ® bijektiv ist beobachten wir zunéchst, dass fiir
®(r,a) = (x,y) natiirlich r? = 2% +y* und damit r = /22 + y? gelten muss. Dann folgt
die Bijektivitéit aus der bekannten Tatsache, dass man jeden Punkt a # —1 mit |ja|| =1
eindeutig als (cos(a),sin(a)) mit a € (—7, ) schreiben kann. Die Tatsache, dass ®~!
beliebig oft differenzierbar ist, kann man lokal verifizieren. So sieht man zum Beispiel
sofort, dass man fiir z # 0 die Funktion ®~(z,y) als (\/2? + y2, arctan(y/x)) schreiben
kann, was offensichtlich beliebig oft differenzierbar ist und dhnliches funktioniert auf der
Teilmenge {(z,y) € V : y # 0}. Damit ist ® ein C'*°-Diffeomorphismus.

Wir erhalten so aber auch leicht ein Beispiel fiir einen lokalen Diffeomorphismus,

der kein Diffeomorphismus ist. Dieses Beispiel wird auch unabhéngig davon im weiteren
eine wichtige Rolle spielen. Es ergibt sich in natiirlicher Weise dadurch, dass man ver-
sucht, die Abbildung ® von oben so auszudehnen, dass sie “surjektiver” wird. Fiir den
Nullpunkt gibt es da keine Hoffnung, aber fiir die Halbachse {(z,0) : < 0} kommen
die Probleme nur aus der Uneindeutigkeit der Darstellung in der Form (cos(«), sin(a)).
Verzichtet man auf die Eindeutigkeit, dann féllt dieses Problem vollkommen weg. Wir
kénnen némlich offene Teilmengen durch U := {(r,s) : 7 > 0} und V := R2\ {0}
definieren und dann ® : U — V durch ®(r,s) := (rcos(s),rsin(s)) definieren. Diese
Funktion ist natiirlich immer noch beliebig oft differenzierbar und surjektiv und wie
oben folgt det(D®(r, s)) = r > 0.
Also ist @ ein lokaler C>-Diffeomorphismus. Natiirlich liefert fiir jeden Punkt
(z,y) € U die Einschrinkung ® = ®|; einen Diffeomorphismus und analog
erhélt man passende Einschréankungen fiir Punkte auf der negativen z-Achse.
Um sich die Funktion ® zu veranschaulichen geniigt es die Einschrankung auf
die Punkte mit r = 1 zu betrachten, die Werte im Einheitskreis hat. Das liefert
das Bild einer Helix, die auf den Kreis projiziert wird:

die Ableitung erhalten wir D®(r, a) = ( > Die Determinante dieser

01000

Sei nun ¢ : I — R” eine parametrisierte Kurve, sei U C R" offen mit ¢(I) C U und
® : U — V ein Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge V' C R™. Dann ist natiirlich
auch ® oc: I — R” eine parametrisierte Kurve. Ist ¢ differenzierbar, dann ist natiirlich
auch ® o ¢ differenzierbar und nach der Kettenregel gilt (® o ¢)'(t) = D®(c(t))(c(t)).
Insbesondere folgt, dass fiir eine regulir parametrisierte Kurve ¢ auch ® o ¢ regular pa-
rametrisiert ist. Das Beispiel von oben zeigt, dass dieses Konzept insbesondere “Kurven
in Polarkoordinaten” umfasst: Wihlen wir fiir ein Intervall / Funktionen r : I — (0, c0)
und s : [ — R dann definiert natiirlich ¢(t) := (r(t), s(t)) eine parametrisierte Kurve in
R2, die Werte in der offenen Teilmenge U aus dem Beispiel oben hat und somit ist fiir
den lokalen Diffeomorphismus ® von oben auch doc ein Kurve die als Polarkoordinaten
(r(t), s(t)) hat.

Aus der Definition bzw. aus Proposition sieht man leicht, dass die Bogenldnge
nicht invariant unter Diffeomorphismen ist. An einfachen Beispielen sieht man, dass
das auch nicht zu erwarten ist: Betrachten wir etwa ®(x) = 2z als Diffeomorphis-
mus auf R? und ¢ : [0,27] — R? ¢(t) := (cos(t),sin(¢)). Dann ist ¢ natiirliche ein
Bogenlingenparametrisierung des Einheitskreises, also L™ (c) = 2m. Offensichtlich gilt
|(@oc) ()| =2||d(t)] =2, also L (P o ¢) = 47, was genau dem Umfang des Kreises
mit Radius 2 entspricht. Aber natiirlich konnen wir uns fragen, ob es nicht eine Version
von Kurvenintegralen gibt, die invariant unter Diffeomorphismen ist.
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1.9. Invarianz von Kurvenintegralen iiber Vektorfelder und Bewegungen.
Dazu muss man natiirlich iiberlegen, wie man die Objekte, die man integriert mit einem
Diffeomorphismus “mitbewegt”. Fiir offene Teilmengen U, V' C R", einen Diffeomorphis-
mus @ : U — V und ein Vektorfeld Z : U — R” sieht das wie folgt aus. Fiir y € V gibt
es einen eindeutigen Punkt z € U mit ®(z) = y, ndmlich z = ®'(y) und in diesem
Punkt haben wir den Vektor Z(z). Vergleicht man mit (®oc)'(t) = D®(c(t))(¢(t)) dann
sollte man diesen Vektor mit der linearen Abbildung D®(z) bewegen. Damit erhélt man
als natiirliche Definition ein Vektorfeld ®,7Z auf V', dass durch

(1.3) (2.2)(y) = D(2~ (y))(Z(2(y)))

gegeben ist. Schreiben wir Z; fiir die Komponenten von Z, ®; fiir die Komponenten von
¢ und (9.72); fir die Komponenten von ®*Z, dann gilt also

@.24(0) = 3 5@ )20 ()

Betrachten wir nun eine differenzierbare Kurve ¢ : [a,b] — U, dann erhalten wir fiir das
Kurvenintegral iiber das Bild den folgenden Ausdruck.

/p <I>*Z:/ (D o ) (1), B.Z((® o c) (1))t
:/ (D®(c(t))(c(t)), DP(c(t))(Z(c(t))))dL.

Vergleicht man das mit [, Z = f;(d(t), Z(c(t)))dt, dann sieht man, dass [, ®.Z = [ Z
fiir beliebiges ¢ und Z nur dann gelten kann, wenn fiir jedes x € U die lineare Abbildung
D®(x) orthogonal und damit mit dem inneren Produkt vertréglich ist. Das gilt aber
nur fiir eine sehr eingeschriinkte Klasse von Diffeomorphismen:

PrROPOSITION 1.9. Seien U,V C R"™ zusammenhdngende offene Teilmengen und
® : U — V ein C*-Diffeomorphismus mit k > 2, sodass fiir alle x € U die Ableitung
D®(x) orthogonal ist, also D®(x)'D®(x) = 1 fiir die Einheitsmatriz 1 gilt. Dann ist
® cine euklidische Bewegung, d.h. es gibt eine orthogonale Matriz A und einen Vektor
b € R", sodass ®(x) = Az + b fir alle x € U gilt.

BEWEIS. Wir behaupten zunichst, dass fiir die zweite Ableitung D?*® = 0 gilt.

Schreiben wir die Ableitung D®(x) als Matrix a}(x), also a}(x) = gi’? (x), wobei wir

® in Komponenten als (®4,...,®P,) schreiben. Die Tatsache, dass D® orthogonal ist,

bedeutet dann genau, dass ) _; al(z)al(z) = 0y und analog fiir > a’(z)ak(x). Bildet
man die partielle Ableitung der zweiten Gleichung nach x,, dann erhélt man

da’ - Oad
(1.4) Z <8£E2 (x)af(x) + aj (x)a—zi(x)) =0.

Multipliziert man diese Gleichung mit @’ (z) und a¥(z) und summiert dann iiber 7 und

k, dann ergibt sich
i3 00y ko) 00r _
D @) o) + 3 al@) 5o (e) =0

(]
Setzt man ¢,q(z) ==Y, ai(x)azéix(;)
Summationsindex gerade @, (1) = —@g(x). Nach Konstruktion ist aber andererseits

, dann sagt diese Gleichung nach Umbenennung des
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a?;(f) = aii?i[ Damit impliziert die Symmetrie der zweiten partiellen Ableitungen aber

sofort @,.s(x) = @res(x). Damit erhalten wir aber (wobei wir den Punkt x weglassen)

Orst = —Psrt = —Pstr = Plsr = Pbrs — —Pris = —Prse

und damit @, = 0 fiir alle r, s, £. Da die Matrix a’ invertierbar ist, ist das nur méglich
wenn alle zweiten partiellen Ableitungen von ® verschwinden, also gilt D?*® = 0.
Damit gibt es eine orthogonale Matrix A = (a) sodass D®(z) = A fiir alle z € U
gilt. Fixieren wir einen Punkt zy € U und betrachten wir eine differenzierbare Kurve
¢ [u,v] = U mit ¢(u) = xo. Dann folgt fiir die ite Komponente von (® o ¢)'(t) =
>, asci(t). Integriert man das, dann erhélt man ®;(c(v))—®;(xo) = 3, aj(c;(v)—(0);),
also ®(c(v)) — P(c(u)) = Ac(v) — Axg. Setzen wir b := ®(xy) — Axg, dann erhalten wir
O(c(v)) = Ac(v) + b. Betrachten wir die Menge {z € U : ®(z) = Az + b} dann ist diese
Menge nichtleer und abgeschlossen, weil beide Seiten der Gleichung stetig in x sind. Das
Argument mit den Kurven zeigt aber sofort, dass diese Menge auch offen ist, also mit
U iibereinstimmen muss. OJ

Man verifiziert auch sofort (siehe Ubungen), dass die Bogenldnge von stetigen und
differenzierbaren Kurven invariant unter Euklidischen Bewegungen ist. Ist also f : R" —
R"™ eine Euklidische Bewegung und ¢ : I — R" eine stetige Kurve, dann gilt fiir alle
a,b € I mit a < b, dass L2(foc) = L%(c) ist. Dazu zeigt man, dass fiir beliebige Punkte
z,y € R" die Gleichung ||f(z) — f(v)|| = ||z — y|| gilt und man kann auch zeigen, dass
jede Funktion von R™ auf sich selbst mit dieser Eigenschaft eine Euklidische Bewegung
ist.

1.10. 1-Formen und Invarianz von Kurvenintegralen. Uberraschenderweise
lasst sich das Problem mit der Invarianz von Kurvenintegralen durch eine einfache Um-
interpretation 16sen. Wir kénnen einfach bemerken, dass fiir jedes x € U die Vorschrift
v — (Z(z),v) eine lineare Abbildung R™ — R definiert. Dazu gibt es ein offensichtliches
allgemeines Konzept:

DEFINITION 1.10. (1) Sei U C R” eine offene Teilmenge. Eine stetige 1-Form auf
U ist eine stetige Funktion « : U x R"™ — R, die linear in der zweiten Variable ist. Wir
bezeichnen der Raum der stetigen 1-Formen auf U mit Q(U).

(2) Wir sagen, dass « differenzierbar, stetig differenzierbar, oder C* fiir & > 1
ist, wenn fiir jeden fixen Vektor v € R™ die Funktion = — «(x,v) die entsprechende
Eigenschaft hat.

(3) Fiir eine stetig differenzierbar parametrisierte Kurve ¢ : [a, ] — R™ mit ¢([a, b]) C
U und eine stetige 1-Form a auf U definieren wir das Kurvenintegral fc a durch

/ o= / )dt.

(4) Fiir 1-Formen «, 8 € Q'(U) und eine stetige Funktion f : U — R definieren
wir a + 8 € QYU) durch (a + 8)(z,v) := a(z,v) + B(x,v) und fa € QY(U) durch
(fa)(z,v) == f(z)al(z,v).

Aus der Definition folgt wieder, dass das Kurvenintegral invariant unter Repara-
metrisierungen ist. Sei ¢ : [a,b] — R" eine C'-Funktion und ¢ : J — I ein C'-
Diffeomorphismus und ¢ = ¢ o ¢ die entsprechende Reparametrisierung. Dann ist

a(E(t), (1) = alc(e(t), ¢'(t)d (0(t) = alc(p(t), ¢'(0(1))¢' ()
und damit folgt fé a = fc « genau wie in Abschnitt .
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Der Vorteil der “neuen” Interpretation ist, dass man in diesem Fall eine andere
natiirliche Wirkung von Diffeomorphismen erhélt, sich noch dazu auf beliebige glat-
te Funktionen ausdehnt. Fiir einen Diffeomorphismus ® : U — V zwischen offenen
Teilmengen von R” und eine 1-Form « auf U ist die natiirliche Idee hier (®.a)(y,v) :=
a(®~H(z), (DP(z)) " (v)) zu definieren. Die vielen Inversen in dieser Gleichung legen na-
he, dass man versuchen konnte, 1-Formen “in die andere Richtung” zu transportieren.
Das funktioniert dann aber sogar fiir beliebige C''-Funktionen.

DEFINITION 1.10. (5) Seien U C R™ und V' C R™ offene Teilmengen und sei
F : U — R™ eine C'-Funktion mit F(U) C V. Dann definieren wir fiir eine stetig
1-Form o € QY(V) den Pullback F*a € QY (U) durch
(F"a)(x,v) := a(F(z), DF(z)(v)).

(6) Fiir offene Teilmengen U, V' C R™, einen Diffeomorphismus ® : U — V und eine
1-Form a € Q'(U) definiert man den Push-forward ®.a € Q'(V) von « lings ® durch
P, = (P7)*a.

Wir bemerken, dass fiir eine C*-1-Form « und eine C**'-Funktion F, der Pullback
F*a eine C*-1-Form ist. Durch diese einfache Uminterpretation erhilt man nun einen
Begriff eines Kurvenintegrals mit ganz allgemeinen Invarianzeigenschaften:

SaTz 1.10. (1) Seic: [a,b] — R™ eine C'-parametrisierte Kurve, U C R" offen mit
c([a,b]) C U, F: U — R™ eine C'-Funktion und V. C R™ offen mit F(U) C V. Dann

gilt fiir jede stetige 1-Form a € QY(V)
/F*a :/ a.
c Foc

Insbesondere gilt fiir U wie oben, eine offene Teilmenge V- C R™, einen Diffeomorphis-
mus ® : U — v und eine stetige 1-Form 3 € QYU) immer [, ®.8= [ B.

(2) Seien U C R™, V. C R™ und W C RP offen und seien F' : U — R™ und
G :V — RP C'-Funktionen mit F(U) CV und G(V) C W. Dann gilt fiir jede stetige
1-Form ~ € QYW) die Gleichung (G o F)*y = F*(G*v).

BEWEIS. Durch die gut gewéhlten Begriffe sind die Beweise ganz einfach: Nach
Definition und mit Hilfe der Kettenregel erhalten wir

(Fra)(c(t), d(t)) = a(F(c(t)), DF(c(t))(¢ (1)) = al(F o c)(t), (F o ¢)'(1)),

also folgt die erste Behauptung in (1) sofort.
In der Situation von (2) erhalten wir nach Definition und mit der Kettenregel

FH G ) (@, 0) = (G)(F(x), DE(x)(v)) = 7(G(F(2)), DG(F(x))(DF(2)(v)))
=7((G o F)(x), D(G o F)(z)(v) = (G o F)™y(z,v).
In der Situation des zweiten Teils von (1) liefert das nach Definition von ®,/3
(. 5) = ©*((271)"B) = (idy)"p = 3
und damit folgt die Behauptung aus dem ersten Teil von (1). OJ

BEISPIEL 1.10. Sei U C R" offen und sei f : U — R eine C!'-Funktion. Dann
definiert die normale Ableitung von f eine stetige 1-Form df € Q' (U), also df (z,v) :=
Df(z)(v). Fiir eine parametrisierte C''-Kurve ¢ : [a, b] — R™ mit Werten in U gilt dann
nach Definition und der Kettenregel

b b
/df =/ df (c(t), ¢ (t))dt =/ (f o) (t)dt = f(c(b)) — f(c(a)).
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Hier hangt das Kurvenintegral also nur von den Endpunkten der Kurve ¢ ab und nicht
von der Kurve ¢ selbst. In der klassischen Analysis wird das oft in der Sprache von
Vektorfeldern formuliert. Man definiert den Gradienten von f als die Funktion Vf :
U — R", die als Komponenten die partiellen Ableitungen 3—92 von f hat und interpretiert
diese als Vektorfeld. Dieses Vektorfeld hat auch geometrisch eine schénen Interpretation,
weil es normal auf die Niveauflachen von f steht. Von Standpunkt der 1-Formen aus
besehen ist das nur eine “Riickiibersetzung”: V f ist gerade das Vektorfeld, das fiir
jeden Punkt x € U und jeden Vektor v € R" die Gleichung (Vf(z),v) = df(x)(v)
erfiillt. Wahrend aber das Verhalten von df unter Diffeomorphismen einfach durch die
Kettenregel bestimmt wird, ist zwar das Verhalten des Gradienten unter Euklidischen
Bewegungen einfach, fiir allgemeine Diffeomorphismen wird das aber sehr kompliziert.

Insbesondere konnen wir das auf die Koordinatenfunktionen R” — R anwenden, die
in diesem Kontext iiblicherweise mit z; bezeichnet werden. Das liefert also 1-Formen dz;,
die beliebig oft differenzierbar sind und als Koordinaten 1-Formen bezeichnet werden.
Nach Definition gilt dx;(z,v) = v;, wobei v = (vy,...,v,) ist. Mit Hilfe der Operationen
aus Teil (3) von Definition kénnen wir fiir stetige Funktionen fi,..., f, : U — R
eine stetige 1-Form auf U durch ), fidz; definieren. Nach Definition ist diese Form ex-
plizit gegeben durch (Y, fidz;)(z,v) := 3", fi(z)v;. Offensichtlich ist fiir C*-Funktionen
fi,--s fn auch > fidz; eine C*-1-Form.

Sei nun a € Q'(U) also eine stetige Funktion o : U x R — R. Setzen wir als
zweite Komponente den iten Standardbasisvektor e; ein, dann erhalten wir eine stetige
Funktion o; : U — R, also o;(x) := «a(z,e;). Wie oben definiert dann ), a;dz; eine
stetige 1-Form auf U. Fiir einen Vektor v € R” gilt aber natiirlich v = ), v;e; und da
« in der zweiten Variable linear ist erhalten wir

a(z,v) =a(z, Y vie) =Y via(z,e) = a;(x)dx;(x, v)

und damit o = ). oydx;. Somit kénnen wir jede 1-Form auf diese Art darstellen. Ist
a eine C*-1-Form, dann sind natiirlich auch alle o; C*-Funktionen. Ist insbesondere
f U — R eine C'-Funktion und « = df, dann ist natiirlich df (z,e;) genau die ite
partielle Ableitung %(m). Damit erhalten wir in diesem Spezialfall die Darstellung

N Of
(1.5) df = ; a—xid:):,-.

Setzen wir diese Zerlegung (fiir allgemeines «) in die Definition des Kurvenintegrals
ein und benutzen die Linearitét des Integrals, dann erhalten wir die explizite Darstellung

(1.6) / o= Z / ’ i (c(t))d,(t)dt,

wobei ¢, die Ableitung der iten Komponente ¢; von ¢ bezeichnet.
Mit Hilfe dieser Beispiele kénnen wir nun den Pullback explizit beschreiben:

ProposITION 1.10. Seien U C R™ und V- C R™ offene Teilmengen und sei F :
U — V eine C'-Funktion. Dann gilt

(1) Fiir f € CYV,R) ist F*(df) = d(f o F).

(2) Fiir f € C(V,R) und o € QY (V) ist F*(fa) = (f o F)F*a.

(8) Schreiben wir o = 37, cydw;, dann ist F*a = . B;dx;, wobei die Funktion

B; U —= R durch B;(x) =), aZ(F(x))g—fj(x) gegeben ist.



20 1. KURVEN

BeEweIS. (1) Nach der Kettenregel ist D(f o F)(z)(v) = Df(F(x))(DF(x)
Nach Definition ist die linke Seite d(f o F')(x,v) und die rechte df (F(z), DF(x)(v
F(df ), v).

(2) folgt direkt aus den Definitionen.

(3) Nach Definition gilt fiir die Koordinatenfunktion x; natiirlich z; o F' = F; wobei
F = (Fy,..., F,) ist. Damit gilt nach (1) aber F*(dz;) = >, gf;’da:k. Nach Teil (2)
miissen wir das nur noch mit a;(F(x)) multiplizieren und dann aufsummieren. Damit
ergibt sich aber fiir den Koeffizienten von dz; genau die behauptete Formel. Alternativ
kann man auch direkt 5;(z) = (F*«a)(x,e;) auswerten. O

Man bemerkt hier schon, dass die Notation etwas problematisch wird. Die Koordi-
naten 1-Formen auf U und V haben ja eigentlich nichts miteinander zu tun und werden
trotzdem mit dem gleichen Symbol bezeichnet. Wir werden spéter die Koordinaten (und
entsprechend auch die zugehorigen 1-Formen) auf verschiedenen Radumen mit verschie-
denen Symbolen bezeichnen.

Geschlossene Kurven und Topologie

Wir kommen nun zu weiteren topologischen Aspekten von Kurven. Grundlage die-
ser Begriffe ist die Frage, ob man gegebene Kurven “stetig ineinander deformieren”
kann. Man kann einerseits leicht sehen, dass diese Frage nur fiir geschlossene Kurven
interessant ist, andererseits muss man sich auch auf passende Teilmengen von R" ein-
schrinken. Wir werden uns priméir mit R? \ {0} und mit dem Einheitskreis S* C R?
beschéftigen.

1.11. Polarkoordinaten. Der Schliissel zu den topologischen Eigenschaften ge-
schlossener Kurven ist die allgemeine Version von Polarkoordinaten, die wir in Abschnitt
kennen gelernt haben. Wir betrachten also die Abbildung @ : (0, 00) x R — R?\ {0},
die durch ®(r, 0) := (r cos d, r sin 0) gegeben ist. In Abschnitt[1.§haben wir gesehen, dass
sich fiir jedes 6y € R Funktion ® zu einem Diffeomorphismus(0, co) x (6 — 7,00+ 7) —
R%\ {t(cosy,sin ) : t < 0} einschriinkt. Insbesondere ist ® ein lokaler Diffeomorphis-
mus. Im folgenden Beweis werden wir verwenden, dass sich @ fiir jedes 6, auch zu einem
Diffeomorphismus von (0,00) x (6y — 5,0 + 5) auf eine offene Halbebene einschrinkt.

Wir stellen uns nun die Frage, ob wir zu einer gegeben parametrisierten Kurve
c: I — R?\ {0} Funktionen r : I — (0,00) und € : I — R finden kénnen, sodass c(t) =
O(r(t),0(t)). In Anbetracht des geometrischen Bildes der Abbildung ® aus Abschnitt
nennt man die Kurve é(t) := (r(t), 8(t)) einen Lift von c. Tatséchlich gibt es so einen
Lift und er ist durch seinen Wert in einem Punkt eindeutig bestimmt:

SATZ 1.11. Sei ¢ : I := [a,b] — R*\ {0}, c(t) = (z(t),y(t)) eine stetige Kur-
ve, r(t) := x(t)2 + y(t)?, und 6y € R so, dass c(a) = (r(a)cosby,r(a)sinby) gilt.
Dann gibt es eine eindeutige stetige Funktion 6 : I — R, sodass 0(a) = 6y und
c(t) = (r(t) cos(6(t)), r(t) sin(0(t))) fir allet € I gilt.

BEWEIS. Indem wir ¢ durch t — ¢(t)/r(t) ersetzen, diirfen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dass ||c(t)|| = 1 fiir alle ¢ gilt, und wir miissen zeigen, dass
man so eine Kurve in der Form (cos(6(t)), sin(6(t))) fiir eine stetige Funktion 6 : [a, b] —
R schreiben kann. Als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist ¢ gleichméfig
stetig, also finden wir eine Unterteilung a = ty < t; < --- < ty_1 < ty = b sodass
fiir 5,5 € [t;, tiy1] immer |lc(s) — c(s")|| < v/2 gilt. Da ¢ Werte im Einheitskreis hat,
bedeutet das, dass fiir jedes i das Bild ¢([t;,#;41]) in einer offenen Halbebene H; C R?
liegt. Betrachten wir nun die Halbebene Hy. Dann ist das Urbild ®~!(H,) natiirlich
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eine Vereinigung von Teilmengen der Form (0, 00) X (u, px + ) fiir k € Z, wobei uy, =
po+2km. Wegen c(a) € Hp konnen wir pg so wihlen, dass 6y € (po, po+7) gilt. Von oben
wissen wir aber, dass ® : (0,00) X (o, po + 7) =: Ag = Hy ein Diffeomorphismus und
somit ein Homéomorphismus ist. Also kénnen wir 0 auf [to, t1] als die zweite Komponente
von (®|4,)"" o ¢ definieren.

Dann gilt natiirlich die geforderte Gleichung fiir ¢ € [to,¢1]. Nun betrachten wir
p~'(H,), erhalten analog eine Komponente A;, die den Punkt (1,6(¢;)) enthilt, und
definieren 6 auf [t, 5] durch (®]4,)! o c. Klarerweise ist 6 stetig auf [to, t5] und erfiillt
die geforderte Gleichung. So erhalten wir in endlich vielen Schritten eine stetige Funktion
¢ mit den gewiinschten Eigenschaften.

Zur Eindeutigkeit: Sind 6 und 6 zwei Funktionen mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten, dann betrachten wir die stetige Funktion 6§ — 6 : [a,b] — R. Nach Konstruktion
ist cos(d(t)) = cos(A(t)) und sin(f(t)) = sin(f(t)), also miissen sich (t) und O(t) im-
mer um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden. Da aber nach Voraussetzung
0(a) = 0y = 0(a) gilt, folgt O = 0 aus der Stetigkeit. O

Im Fall von stetig differenzierbar parametrisierten Kurven kann man die Funktion
6 aus dem Satz auch analytisch als Kurvenintegral berechnen. Wir wissen ja, dass die
Abbildung ® : (0,00) x R — R? \ {0} ein lokaler Diffeomorphismus ist. Betrachten
wir eine lokale Inverse W, dann ist DU (®(r,t)) = D®(r,t)~!, also kénnen wir diese
Ableitung einfach ausrechnen (und obwohl es verschiedene lokale Inverse um einen Punkt
gibt, haben sie alle die gleiche Ableitung). Explizit gilt natiirlich

(r,0) = (CQSH —7rsin 9)

sinf rcosf

und damit det(D®(r,0)) = r. Die inverse Matrix dazu ist einfach

1 rcos rsinf\ [ cosf sind
r \—sinf cosh )\ —sinl cost |-

T T

Bezeichnen wir die Koordinaten auf R? mit 2 und y, dann sind die Eintragungen in der
zweiten Zeile durch mgjryyz und — in gegeben. Nach Konstruktion sind das die partiellen
Ableitungen der zweiten Komponente jeder lokalen Inversen zu ®. Damit konnen wir

die Ableitung dieser zweiten Komponente als 1 := —=“5dr + 57— + sdy schreiben und das

2_;’_ 2
ist eine beliebig oft differenzierbare 1-Form auf R?\ {0}. Daraus folgt nun leicht die
alternative Beschreibung;:

PROPOSITION 1.11. Sei n = sde + 15dy und sei ¢ @ [a,0] — R?\ {0},
c(t) = (z(t),y(t)) eine stetig differenzierbar parametrisierte Kurve. Dann gilt fir den
eindeutigen Lift (r(t),0(t)) von ¢ mit Anfangswert 0y aus Satz[1.11) die Gleichung 0(t) =
0o + f;n(c(s), d(s))ds. Insbesondere ist fiir jedes k > 1 der Lift eine C*-Funktion falls
c eine C*-Funktion ist.

BEWEIS. Wie im Beweis von Proposition[l.11]kénnen wir uns auf den Fall ||c(¢)|| = 1
fiir alle ¢ einschranken und eine Unterteilung a = tog < t1 < -+ < t,.1 < t, = b
finden. Nach Konstruktion ist die Einschrénkung von 6 auf [¢;,¢;11] gegeben durch die
Komposition einer geeigneten lokalen Inversen von ® mit c. Aus Abschmtt [1.10] folgt
damit, dass fiir t € [t;, ¢;1] immer 0(t) — 0(t;) = [; d6(s)ds = [, n( (s))ds gilt. Ist
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nun ¢ € [a, b] beliebig, dann sei i so gewéahlt, dass t € [t;,t;41]. Dann ist aber
0(t) =(0(t) — 0(t:)) + (0(t:) — O(ti1) + -+ + (0(t1) — 0(to)) + (to) =

/t' n(c(s),d(s))ds + /t n(e(s),d(s))ds + -+ + / 1 n(c(s),d(s))ds + 6y =

to

/ n(c(s), ¢ (s))ds + o

Insbesondere ist 0 differenzierbar mit Ableitung 6'(t) = n(c(t), ' (¢)). Damit folgt die
letzte Behauptung sofort, weil n beliebig oft differenzierbar ist. OJ

1.12. Geschlossene Kurven und die Windungszahl. Wie schon angekiindigt
betrachten wir nun den Fall von geschlossenen Kurven. Wir nennen eine stetige Kurve
c¢: [a,b] = R™ geschlossen, wenn c(a) = ¢(b) gilt und einfach geschlossen, wenn dies die
einzigen Punkte t,s € [a,b] mit ¢t # s aber ¢(t) = ¢(s) sind. Dafiir gibt es eine schone
topologische Interpretation:

LEMMA 1.12. Sei S' = {x € R?: ||z| = 1} der Einheitskreis. Seien a,b € R mit
a < b und sein € N beliebig. Dann liefert jede stetige Funktion f : S* — R™ eine stetige
geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — R™ via

27w (t—a . 27(t—a
c(t) = f(cos (b(ia)),sm (b(ia)))

und man erhdlt so jede stetige geschlossene Kurve. Die Kurve c ist genau dann einfach
geschlossen, wenn f eine topologische Einbettung, also f : S — f(S') ein Homéomor-
phismus 1st.

BEWEIS. Natiirlich definiert ¢ 2&(:;1)

also konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass [a, b] = [0, 27]
gilt. In diesem Fall ist dann aber c(t) = f(cost,sint) und das ist offensichtlich eine
stetige Kurve mit ¢(0) = ¢(27).

Ist umgekehrt ¢ : [0,27] — R™ gegeben, dann kénnen wir ¢ periodisch zu einer
stetigen Funktion ¢ : R — R™ ausdehnen. Wir definieren einfach fiir jedes k € Z die
Funktion ¢ auf [2km, (2k+2)7| durch é(¢) := ¢(t — 2k7). Dann stimmen die Definitionen
auf den Schnittpunkten der Intervalle iiberein, also ist ¢ : R — R" stetig und natiirlich
gilt é(t42km) = ¢(t) fiir alle k € Z. Wegen dieser Periodizitit liefert aber f(cost,sint) :=
¢(t) eine wohldefinierte Funktion f : S' — R", fiir die natiirlich ¢(t) = f(cost,sint)
fiir alle ¢ € [0,27] gilt. Also miissen wir nur noch zeigen, dass f stetig ist. Fiir einen
Punkt (zg,y0) € S finden wir eine offene Teilmenge U C R? \ {0} und eine Funktion
U:U — (0,00) x R sodass o U = idy fiir die Funktion ®(r,0) = (r cosf,rsinf) gilt.
Bezeichnen wir mit 6 die zweite Komponente von ¥, dann gilt fiir (z,y) € U N.S! nach
Konstruktion (z,y) = (cos(f(z,y)),sin(6(z,y)) und damit f(z,y) = ¢(0(z,y)). Damit
ist aber f stetig auf U N St also stetig lokal um (g, yo).

Damit bleibt nur noch die Charakterisierung von einfach geschlossenen Kurven zu
zeigen. Nun ist aber offensichtlich ¢ : [0, 2] — R™ genau denn einfach geschlossen, wenn
die entsprechende Funktion f : S — R™ injektiv ist. Das ist aber dquivalent dazu, dass
f St — f(S') bijektiv ist. Als beschriinkte abgeschlossene Teilmenge von R? ist S!
aber kompakt und als Teilmenge von R ist f(S') ein Hausdorffraum. Damit muss aber
f:SY— f(S') ein Homdomorphismus sein. O

einen Homoomorphismus [a,b] — [0, 27]

Betrachten wir also nun eine geschlossene stetig parametrisierte Kurve ¢ : [a,b] —
R%\ {0}, definieren 7 : [a,b] — (0,00) durch 7(t) := ||c(t)|| und wihlen 6, € R so, dass
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c(a) = (r(a)cosby,r(a)sinby) gilt. Dann gibt es nach nach Satz eine eindeutige
stetige Funktion 6 : [a,b] — R, sodass 0(a) = 0y und ¢(t) = (r(t) cos(0(t)), r(t) sin(0(t)))
gilt. Aus ¢(b) = c(a) folgt nun sofort, dass es eine ganze Zahl k geben muss, sodass
6(b) = 0(a) + 2km gilt. Diese Zahl ist unabhéngig von der Wahl von 6y, weil jede andere
mogliche Wahl von der Form 0~0 = 0 + 2{7 fiir eine ganze Zahl ¢ € Z ist. Betrachten wir
O(t) := 6(t) + 20w, dann erfiillt das offensichtlich die Bedingungen von Satz , also
muss es die eindeutige Funktion zu diesem Anfangswert sein. Damit folgt aber sofort,
dass 6(b) — 0(a) = 0(b) — 0(a) = 27k gilt.

DEFINITION 1.12. Die ganze Zahl k = 5=(0(b) — 6(a)) € Z fiir eine Darstellung der
Form ¢(t) = (r(t)cos(6(t)),r(t)sin(f(t))) einer stetig parametrisierten geschlossenen
Kurve ¢ : [a,b] — R?\ {0} heiBt die Windungszahl von ¢ um 0 und wird mit wp(c)
bezeichnet.

BEISPIEL 1.12. Man findet fiir jedes k € Z problemlos eine stetig parametri-
sierte Kurve ¢; : [0,27] — R?\ {0} mit wy(c;) = k. Dazu muss man nur einfach
cp(t) = (coskt,sinkt) setzen, was als zugehorige Funktion einfach 0(t) = kt liefert.
Am handlichsten kann man das im Bild von Funktionen S' — R?\ {0} interpretieren,
wenn man R? mit C und damit S* mit {z € C : |z| = 1} identifiziert. Dann ist die
entsprechende Funktion f;, : ST — C\ {0} einfach durch f.(z) = 2* gegeben.

Ist ¢ : [a,b] — R?\ {0} eine stetig differenzierbar parametrisierte geschlossene Kurve,
dann konnen wir nach Definition und Proposition die Windungszahl auch analytisch
als wo(c) = 5= [ n fiir die 1-Form 7 aus Abschnit berechnen.

Natiirlich ist die Windungszahl invariant unter (orientierungstreuen) Reparametri-
sierungen. Sei ¢ : [a,b] — R?\ {0} eine stetig parametrisierte Kurve und r und 6
entsprechende Funktionen. Dann liefern fiir einen Homéomorphismus ¢ : [a/, 0] — [a, D]
mit ¢(a’) = a und (b)) = b die Funktionen 7 = r o ¢ und 6 = 6 o ¢ natiirlich eine
“passende” Darstellung der Reparametrisierung ¢ = ¢ o ¢ von ¢. Und natiirlich gilt
6(t') —6(a’) = 0(b) — 0(a) und damit wy(¢) = wy(c). Wir werden aber gleich sehen, dass
die Windungszahl noch viel stéirkere Invarianzeigenschaften besitzt.

1.13. Homotopie. Wir kommen nun zu einem der fundamentalen Begriffe der
(algebraischen) Topologie. Die Motivation fiir den Begriff ist die Frage, ob man stetige
Funktionen stetig ineinander “deformieren” kann. Der Begriff macht in einem ganz
allgemeinen Setting Sinn. Wir bezeichnen hier mit / das Einheitsintervall, also I :=
[0,1]. Wir betrachten Mengen X und Y und eine durch I parametrisierte Familie von
Funktionen, also sei f; : X — Y eine Funktion fiir jedes s € [0,1]. Dann koénnen
wir eine Funktion F' : X x I — Y durch F(z,s) := fs(x) definieren und umgekehrt
definiert natiirlich fiir gegebenes F' : X x I — Y die Vorschrift fi(z) := F(x,s) eine
Familie von Funktionen f, : X — Y. Sind nun X und Y topologische Rédume, dann
tragt auch auch X x I eine natiirliche Topologie und wir kénnen iiber Stetigkeit der
beteiligten Funktionen sprechen. Fiir eine stetige Funktion F': X x I — Y ist natiirlich
fiir jedes s € [0, 1] die Funktion f: X — Y, fi(z) := F(x, s) stetig. (Formal ist hier das
Argument, dass fiir fixes s die Abbildung X — X x I, x — (z, s) stetig ist.) Umgekehrt
ist aber fiir eine allgemeine Familie f, die resultierende Funktion F' im Allgemeinen
nicht stetig, die verschiedenen Funktionen f, miissen ja a priori gar nichts miteinander
zu tun haben. Man betrachtet aber einfach die Stetigkeit von F' als Definition fiir die
stetige Abhéngigkeit der Familie f, vom Parameter s. Damit ergibt sich ein natiirlicher
Begriff dafiir, dass sich zwei stetige Funktionen stetig ineinander deformieren lassen:
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DEFINITION 1.13. (1) Seien X und Y topologische Radume und seien f,g: X — Y
stetige Funktionen. Man sagt, dass f und g homotop sind, wenn es eine stetige Funktion
H : X x I — Y gibt, sodass fiir jedes x € X die Gleichungen H(x,0) = f(z) und
H(z,1) = g(z) gelten. In diesem Fall schreibt man f ~ g und nennt H eine Homotopie
von f nach g.

(2) Man nennt eine stetige Funktion f : X — Y nullhomotop, wenn sie homotop zur
konstanten Funktion g fiir ein Element 39 € Y ist.

Man verifiziert sofort, dass Homotopie eine Aquivalenzrelation ist: Fiir jede Funktion
f: X —=Yist H(z,s) :== f(x) eine Homotopie von f nach f.Ist H: X x I — Y eine
Homotopie von f nach g, dann definiert H(x,s) := H(z,1 — s) eine Homotopie von ¢
nach f. Sind schliellich Hy, Hy : X x I — Y Homotopien von f nach g beziehungsweise
von ¢ nach h, dann definieren wir H : X x I — Y durch

~ ) Hi(x,25) s<1/2
H(z,s) = {Hg(x,Qs 1) s> 1/2

Nachdem H(z,1) = g(x) = Ha(z,0) gilt, passen diese Funktionen auf X x {1/2}
zusammen und definieren damit eine stetige Funktion H, die natiirlich eine Homotopie
von f nach h ist.

BEispiEL 1.13. Homotopie ist ein ziemlich grobes Konzept und in vielen Féllen sind
je zwei gegebene Funktionen automatisch homotop.

(1) Fir jeden topologischen Raum X ist jede stetige Funktion f : X — R” via
H(z,s) := (1 — s)f(z) homotop zur konstanten Funktion 0 und damit nullhomotop.
Somit folgt fiir beliebige Funktionen f, g : X — R” immer f ~ g. Das funktioniert ganz
analog fiir konvexe Teilmengen von R"™ und allgemeiner fiir sogenannte sternformige
Teilmengen. Diese Bedingung bedeutet fiir eine Teilmenge A C R", dass es einen Punkt
ap € A gibt, sodass fiir jedes a € A die Verbindungsstrecke {(1 — s)ag + sa : s € I}
zwischen ag und a ganz in A liegt. Damit kann man néamlich fiir eine beliebige stetige
Funktion f: X — A eine Homotopie zur konstanten Funktion ay durch

H(z,s) :=(1—8)f(x)+ sag

definieren. Man lauft immer ldngs der Verbindungsstrecke von f(x) € A zum Punkt ay.

(2) Analog ist fiir eine Teilmenge A C R", die sternférmig um einen Punkt ay € A
ist und jeden topologischen Raum Y jede Funktion f : A — Y homotop zur konstanten
Funktion f(ag). Dazu definiert man eine Homotopie durch

H(a,s):= f((1—s)a+ s(ap)).

Man lauft also wieder langs der Verbindungsstrecke und bildet das mit f ab.

Im Allgemeinen sind zwei konstante Funktionen X — Y nicht homotop. Betrachten
wir ndmlich yo,71 € Y und eine Homotopie H : X x I — Y mit H(z,0) = yo und
H(z,1) = y; fiir alle z € X. Dann wéhlen wir einen beliebigen Punkt xzy € X und
erhalten durch ¢(s) := H(zo, s) eine stetige Kurve ¢ : I — Y mit ¢(0) = yo und ¢(1) = y;.
Umgekehrt liefert so eine Kurve via (z, s) + ¢(s) natiirlich eine Homotopie zwischen den
konstanten Funktionen. Also sind genau dann beliebige konstante Funktionen X — Y
homotop, wenn Y bogenzusammenhéngend ist. Das liefert einen ersten Hinweis auf eine
Verbindung zur Topologie.

Wir wollen diese Konzept nun auf Funktionen S* — R?\ {0} anwenden. Hier kénnen
wir natiirlich S* x I als Zylinder {(z,y,2) : 22 + y?> = 1,0 < z < 1} in R3 betrachten.
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Funktionen f,g : S* — Y kann man dann als Funktionen auf den beiden Kreisen be-
trachten, die den “Rand” des Zylinders bilden und f ~ g bedeutet genau, dass man eine
stetige Funktion auf dem Zylinder findet, die diese beiden Funktionen als “Randwerte”
hat. Das unterstiitzt das Bild der stetigen Deformation zwischen den beiden Funktionen.

Natiirlich kann man das auch im Bild der geschlossenen stetigen Kurven formulieren.
Analog zu Lemma zeigt man leicht, dass die Funktionen fi, fo : ST — R?\ {0} zu
zwei geschlossenen Kurven ¢y, ¢ : [a,b] — R?\ {0} genau dann homotop sind, wenn es
eine stetige Funktion H : [a,b] x I — R?*\ {0} gibt, sodass H(t,0) = ¢i(t), H(t,1) = ca(t)
fir alle ¢t € [a,b] sowie H(a,s) = H(b,s) fiir alle s € I gilt. Man muss also verlangen,
dass alle “Zwischenkurven” geschlossen sind. Damit kénnen wir nun ein fundamentales
Resultat beweisen:

SATZ 1.13. Seien f1, fo : ST — R*\{0} stetige Funktionen und seien ¢y, ¢y : [0, 27] —
R2\ {0} die entsprechenden geschlossenen Kurven. Dann gilt fi ~ fy genau dann, wenn
wo(c1) = wo(ca) gilt. Insbesondere ist die Inklusion S* — R?\ {0} nicht nullhomotop.

BEWEIS. (<) Nach Satz[1.12]finden wir fiir i = 1,2 stetige Funktionen r; : [0, 27] —
(0,00) und 0; : [0,27] — R, sodass ¢;(t) = (r;(t) cos(0;(t)), r:(t) sin(6;(t))) gilt. Dann
definieren wir R : [0,27] x I — (0,00) und © : [0,27] x I — R durch R(t,s) :=
(1 —s)ri(t) + sra(t) und O(t,s) := (1 — 5)01(t) + s6>(t). Dann sind diese Funktionen
offensichtlich stetig, also definiert

H(t,s) = (R(t,s)cos(O(t, s)), R(t, s)sin(O(t, s)))

eine stetige Funktion H : [0,27] x [ — R?\ {0}. Nach Konstruktion gilt offensichtlich
H(t,0) = ¢1(t) und H(t,1) = co(t), also stellt sich nur noch die Frage, ob auch die
“Zwischenkurven” t — H(t,s) fiir alle s € I geschlossen sind. Nach Konstruktion ist
ri(0) = r;(2m) fiir ¢ = 1,2 also folgt R(2m,s) = R(0,s) fur alle s € I sofort aus der
Definition. Andererseits berechnen wir einfach O(27, s) — ©(0, s) als

(1 —=5)(01(2m) — 01(0)) + s(02(27m) — 05(0)) = (1 — s)2mwp(c1) + s2mwp(ca).

Nach Voraussetzung ist aber wy(c;) = wo(c2) und damit ist © (27, s) = (0, s)+2mwo(c1)
und somit H (2w, s) = H(0, s) fiir alle s € 1.

(=): Nehmen wir umgekehrt an, dass H : [0,27] x I — R?\ {0} eine Homotopie
von ¢; nach ¢y ist, sodass H(2m,s) = H(0,s) fiir alle s € I gilt. Dann definieren wir
R :[0,27]x 1 — (0,00) durch R(t,s) = ||H(t, s)||. Das ist natiirlich eine stetige Funktion
und wir behaupten, dass wir eine stetige Funktion © : [0, 27] x I — R finden, sodass

H(t,s) = (R(t,s) cos(O(t, s)), R(t, s) sin(O(t, s)))

gilt. Wenn wir die Funktion © finden, vervollstandigt das den Beweis, denn dann ist s —
O(2m,s) — ©(0, s) eine stetige Funktion I — R, deren Werte wegen H (27, s) = H(0, s)
nur ganzzahlige Vielfache von 27 sein konnen. So eine Funktion muss aber natiirlich
konstant sein, also folgt insbesondere ©(27,0) — ©(0,0) = ©(27, 1) — ©(0,1). Wegen
H(t,0) = ¢1(t) und H(t,1) = co(t) sind diese Differenzen aber gleich 2mwy(c1) bzw.
2mwo(cy) und damit folgt wy(c1) = wo(c2). Die letzte Behauptung folgt dann natiirlich,
weil jede konstante Kurve Windungszahl 0 hat, wihrend die Inklusion S' < R?\ {0}
der Kurve t — (cost,sint) auf [0, 27| entspricht, die Windungszahl 1 hat.

Zum Beweis der Behauptung gehen wir analog wie im Beweis von Satz [1.11] vor.
Wir ersetzen wir H (t, s) durch H(t,s)/R(t, s) um ohne Beschriankung der Allgemeinheit
|H(t,s)|| =1 fiir alle ¢, s anzunehmen und miissen dann

H(t,s) = (cos(O(t, s)),sin(O(t, s)))
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fiir eine stetige Funktion © schreiben. Nun ist der Raum [0, 27| x I kompakt, also H
gleichméBig stetig. Daher gibt es Unterteilungen 0 = tg < t; < -+ < ty_1 <ty =1

und 0 = 59 < 51 < -+ < Sy—1 < sy = 1 sodass fir (¢,),(t',s) € [ti,tiv1] X [5}, Sj4+1]
immer ||H(t,s) — H(t',s")|| < v/2 gilt und damit alle diese Punkte in einer Halbebene
H; ; liegen.

Wir wihlen nun einen passenden Anfangswert ©(0,0) und damit eine der Kompo-
nenten des Urbildes ®~!(Hjp). Die entsprechende Inverse zu @ liefert uns eine stetige
Funktion © : [0,¢] x [0, s1] — R mit der gewiinschten Eigenschaft. Der Wert ©(0, s;)
liegt dann in einer Komponente von ®(Hy ;) und die entsprechende Inverse zu @ lie-
fert eine Funktion © : [0,#] X [s1,s2] — R, die ©(0,5;) = ©(0, s) erfiillt. Dann sind
aber ¢t — O(t,s;) und t — O(t, s;) stetige Lifts (im Sinne von Satz der Kurve
t+— H(t,sy) auf [0,%1]. Aus der Eindeutigkeit in Satzfolgt damit, dass © und © auf
0,¢1] x {s1} Uibereinstimmen. Damit definieren die beiden Funktionen aber eine stetige
Funktion [0, ;] x [0, s3] — R mit der gewiinschten Eigenschaft, die wir wieder mit ©
bezeichnen. Das kann man nun iterativ fortsetzen und damit erhélt man eine stetige
Funktion © : [0,¢;] x I — R mit der gewiinschten Eigenschaft.

Nun kénnen wir mit dem Anfangswert O(t1,0) beginnen, damit eine stetige Funktion
© auf [t;,t5] x [0, 51] definieren, diese dann auf [t1, ;] % [0, so] und iterativ auf [t;, to] x I
fortsetzen. Wir haben dann also © : [0,#,]xI — Rund © : [t1,t5]xI — Rund O(¢,0) =
O(t1,0). Dann sind aber s — O(t;,s) und s — O(ty, s) Lifts der Kurve s — H(ty, s)
mit dem gleichen Anfangswert, also folgt O(t1,s) = O(ty,s) fiir alle s € I aus Satz
[I.T1] Damit passen die beiden Funktionen wieder zusammen und definieren daher eine
stetige Funktion [0, ¢5] x I — R. Diesen Schritt konnen wir nun aber ebenfalls iterieren
und erhalten damit in endlich vielen Schritten eine stetige Funktion © : [0,27] x I — R
mit der gewiinschten Eigenschaft. 0

BEMERKUNG 1.13. Insbesondere zeigt der Beweis, dass man fiir die Aquivalenzre-
lation ~ auf der Menge C(S*,R?\ {0}) die Menge der Aquivalenzklassen mit Z iden-
tifizieren kann. Die resultierende algebraische Struktur auf der Menge der “Homotopie-
klassen” hat eine einfache anschauliche Interpretation, im wesentlichen indem man fiir
zwei geschlossene Kurven erst durch die eine und dann durch die andere Kurve lauft.
Algebraische Strukturen auf Mengen von Homotopieklassen und dhnlichen Objekten
sind ein wichtiges Thema in der algebraischen Topologie.

1.14. Anwendungen. Eine Interpretation der letzten Aussage in Satz ist,
dass der Einheitskreis S* nichttriviale Topologie hat. Wie in Abschnitt angekiindigt
konnen wir das nun benutzen um einen iiberraschenden Fixpunktsatz und andere un-
erwartete Tatsachen {iber stetige Funktionen zu bewiesen. Schliellich fithrt der Begriff
der Windungszahl iiberraschenderweise auch zu einem einfachen Beweis fiir den Funda-
mentalsatz der Algebra, also dafiir, dass jedes komplexe Polynom Nullstellen besitzt.

Sei B := {z € R?: ||z|| < 1} die abgeschlossene Einheitsscheibe in R?. Natiirlich
ist das eine kompakte Teilmenge von R? und S? sitzt als “Rand” in B?.

SATZ 1.14. (1) Es gibt keine stetige Funktion r : B> — S sodass r(x) = x fiir alle
x € St gilt. (“S' ist kein Retrakt von B?”).

(2) (Brouwerscher Fizpunktsatz) Sei f : B> — B? eine stetige Funktion. Dann hat
f einen Fizpunkt, also gibt es einen Punkt xq € B? sodass f(xg) = zo gilt.

(3) (Satz von Borsuk-Ulam) Sei S* := {z € R3 : ||z|| = 1} und sei f : S? — R?
eine stetige Funktion. Dann gibt es einen Punkt zg € S? sodass f(xo) = f(—mo) gilt.
Insbesondere gibt es keine injektive stetige Funktion f : S? — R2.
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(4) (Fundamentalsatz der Algebra) Sei p € C|z] ein komplezes Polynom vom Grad
n > 0. Dann hat p mindestens eine Nullstelle, also gibt es ein zy € C sodass p(zp) = 0
gilt.

BeEWwEIS. (1) Nehmen wir indirekt an, dass es so eine stetige Funktion r gibt. Dann
definieren wir H : S* x I — R?\ {0} als H(z,s) := r((1 — s)z). Dann ist H natiirlich
stetig (und hat sogar Werte in S') und natiirlich gilt H(z,0) = z und H(x,1) = r(0).
Damit zeigt aber H, dass die Inklusion S < R?\ {0} nullhomotop (als Funktion nach
R2\ {0}) ist, ein Widerspruch zu Satz [1.13]

(2) Nehmen wir indirekt an, dass f : B?> — B? eine stetige Funktion ist, sodass
f(x) # z fiir alle x € B? gilt. Dann definieren wir r : B> — S! indem wir den Strahl von
f(z) durch z bilden und mit S* schneiden. Explizit ist der Strahl durch f(z)+t(z— f(z))
fiir t > 0 parametrisiert. Nun liefert || f(z)+t(z—f(z))|| = 1 eine quadratische Gleichung
an t und wir suchen eine strikt positive Losung dieser Gleichung, die Eindeutigkeit dieser
Losung ist geometrisch offensichtlich. Setzen wir A(x) := (x— f(x), f(z)), dann definiert
das natiirlich eine stetige Funktion A : B> — R und die Losung unserer Gleichung ist

— 1 _ 2 _ Ny — 2)

ta) i= 1y (~A@) + VAP + A= TP~ FOTF)

Das sieht vielleicht etwas kompliziert aus, ist aber offensichtlich eine stetige Funktion in
z. Damit ist aber auch r(x) := f(z) + t(z)(z — f(x)) eine stetige Funktion auf B? und
nach Konstruktion ist r(z) € S! fiir alle z. Fiir x € S! ist geometrisch offensichtlich,
dass t(z) = 1 gelten muss und man kann das auch explizit iiberpriifen. Damit folgt aber
r(z) = x und das ist ein Widerspruch zu Teil (1).

(3) Nehmen wir indirekt an, dass f : S? — R? eine stetige Funktion ist, sodass
f(x) # f(—=) fiir alle x € S? gilt. Dann definiert fi(z) := f(x) — f(—x) eine stetige
Funktion f; : % — R?\ {0} und nach Konstruktion gilt fi(—x) = — fi(x). Schrinken
wir diese Funktion auf den Aquator S? N (R? x {0}) ein, dann erhalten wir eine stetige
Funktion g : S' — R?\ {0} sodass g(—z) = —g(z) gilt. Nun kénnen wir dhnlich wie
in Teil (1) aus der Einschriankung von f; auf die obere Hemisphére eine Homotopie

von ¢ zur konstanten Funktion f;(0,0,1) konstruieren. Explizit definiert man dazu H :
St x I — R?\ {0} durch

H((u,v),s) := fi((1 = s)u, (1 —8)v,/1— (1 —5)2(u2+v?))

fir (u,v) € S' C R%

Betrachten wir andererseits ¢ als geschlossene Kurve ¢ : [0,27] — R?\ {0} dann
konnen wir diese nach Satz als (r(t) cos(0(t)), r(t)sin(0(t))) fiir stetige Funktionen
r und 0 schreiben. Die Bedingung, dass g(—x) = —g(z) ist zeigt, dass fur ¢t € [0, 7]
immer r(t + 7) = r(t) gelten muss, wéhrend sich 6(¢t + 7) von 6(¢) um ein ungerades
Vielfaches von 7 unterscheiden muss. Da 6(t 4+ 7) — 0(t) eine stetige Funktion ist, muss
es eine Zahl k € Z geben, sodass 6(t + m) = 6(t) + (2k + 1)7 gilt. Wendet man das auf
6(0), 6(r) und 6(27) an, dann erhélt man (27) — 0(0) = (4k + 2)m # 0. Damit ist aber
wo(c) =2k + 1 # 0, also kann die Funktion g nicht nullhomotop sein, ein Widerspruch.

(4) Nachdem jedes Vielfache eines Polynoms die gleichen Nullstellen hat, geniigt es
Polynome mit fiihrendem Koeffizienten 1 zu betrachten. Nehmen wir also indirekt an,
dass fiir n > 0 das Polynom p(z) = ap + a1z + --- + a,_12"" 1 4+ 2" keine Nullstelle
hat. Sei A := |lag|| + - + ||an_1]] + 1 € R und betrachten wir die Funktion f : S' —
C\ {0} = R?\ {0}, die gegeben ist durch f(z) := p(\z) fiir z € S* C C. Dann zeigt
H(z,s) :==p((1 — s)Az), dass f homotop zur konstanten Funktion p(0) ist.




28 1. KURVEN

Andererseits gilt fiir z € St C C:
Ip(Az) = A"2"[| =llag + arAz + -+ + a1 A" 2" < lao|l + Mlar]| + -+ A" Hlaga|
<A Hllaoll + -+ + llan—al]) < A" = [[]A"2").

Also liegt p(Az) immer in der offenen Scheibe vom Radius ||[A\"2"|| um den Punkt A™z"
und diese Scheibe liegt ganz in C \ {0}. Damit definiert aber H(z,s) := (1 — s)p(\z) +
sA"z" eine stetige Funktion mit Werten in C \ {0} die offensichtlich eine Homotopie
zwischen f und der Funktion z +— A"z" ist. Aber nach Beispiel hat die letztere
Funktion den Abbildungsgrad n > 0, ein Widerspruch. OJ

1.15. 1-Formen mit Stammfunktion. Wir kénnen die topologischen Uberlegun-
gen der letzten Abschnitte auch benutzen, um die Analysis von 1-Formen besser zu
verstehen. Und zwar wollten wir uns mit der Frage beschéftigen, ob man fiir eine gege-
bene offene Teilmenge U C R™ eine gegebene 1-Form o € QY(U) in der Form o = df
fiir eine Funktion f schreiben kann. Die ersten Schritte dazu kénnen wir fiir stetige
1-Formen machen, spéter werden wir uns weiter einschrénken. Aus Beispiel wissen
wir ja schon, dass fiir eine stetig differenzierbar parametrisierte Kurve ¢ : [a,b] — R
immer [ df = f(c(b)) — f(c(a)) gilt, also das Kurvenintegral nur von den Endpunkten
der Kurve ¢ abhéngt. Um zu sehen, dass diese Bedingung auch hinreichend ist, ist es
technisch handlicher unsere Begriffe noch etwas zu erweitern.

DEFINITION 1.15. (1) Eine stickweise C'-parametrisierte Kurve ist eine stetige
Funktion ¢ : [a,b] — R" fiir a < b € R, sodass es eine Unterteilung a = ¢ty < t; <
<o <iIn-y <ty =0, sodass fiir jedes j = 1,..., N die Einschrénkung c(;, := c|[tj71,tj] :
[ti—1,t;] = R™ stetig differenzierbar ist.

(2) Fiir eine offene Teilmenge U C R", eine Kurve ¢ wie in (1) mit Werten in U und
eine stetige 1-Form o € Q'(U) definieren wir das Kurvenintegral [ o := Z;Vﬂ .

Aus der Additivitdt des Integrals folgt sofort, dass die Definition in (2) unabhéngig
von der Wahl der Zerlegung ist (also dass sich nichts &ndert, wenn man Zwischenpunkte
“einfligt”), siehe Ubungen. Natiirlich ist es jetzt auch kein Problem, von stiickweise C-
parametrisierten geschlossenen Kurven zu sprechen.

Der Grund fiir die Einfithrung dieser Verallgemeinerung ist, dass die Existenz von
stiickweise C''-parametrisierten Kurven oft leicht zu beweisen ist:

LEMMA 1.15. Sei U C R" eine zusammenhdngende offene Teilmenge. Dann gibt es
fiir je zwei Punkte x,y € U ein Intervall [a,b] und eine stickweise C'-parametrisierte
Kurve ¢ : [a,b] — U mit c(a) = x und c(b) = y.

BEWEIS. Aus Beispiel wissen wir, dass U wegzusammenhéngend ist, also finden
wir eine stetige Kurve ¢ : [0,1] — U, sodass ¢(0) = x und ¢&(1) = y gilt. Da U offen ist,
finden wir fiir jedes s € [0, 1] eine reelle Zahl e, > 0, so dass der Ball B, (c(s)) ganz
in U enthalten ist. Diese offenen Bille bilden eine offen Uberdeckung der kompakten
Teilmenge ¢([0,1]) C R™ also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Sei nun B; einer
dieser endlich vielen Bélle, der = ¢(0) enthélt. Dann sei s; := sup{s € [0, 1] : ¢([0, s]) C
B }. Weil Bj offen ist muss ¢(s1) ¢ By gelten und wir wihlen Bj als einen der endlich
vielen Bille, der ¢(s;) enthélt. Natiirlich muss dann By N By # () gelten. Dann setzen
wir so = sup{s € [0,1] : ¢([0,s]) C By U By}, finden einen Ball B; und so weiter.
Nach endlich vielen Schritten finden wir dann Bélle By, ..., By, die ¢([0, 1]) iiberdecken,
sodass jeweils B; N B, # () gilt. Wihlen wir einen Punkt z; in diesem Durchschnitt fiir
1=1,..., N —1und setzen x( := x und zy := y. Dann liegen z;_; und z; jeweils in B;
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also liegt auch die Verbindungsstrecke zwischen diesen beiden Punkten ganz in B; und
natiirlich kann man den resultierenden Streckenzug von x = xy nach xy = y stiickweise
stetig differenzierbar parametrisieren. O

Damit konnen wir nun unsere Charakterisierung beweisen:

SATZ 1.15. Sei U C R" offen und zusammenhdingend. Dann sind fir eine stetige
1-Form o € QY(U) folgende Bedingungen dquivalent:

(i) Es gibt eine C'-Funktion f : U — R, sodass o = df gilt.

(i1) Fiir jede stickweise C'-parametrisierte Kurve ¢ : [0,1] — U hingt [ a nur von
c(0) und c(1) ab.

(iii) Fir jede geschlossene, stiickweise C'-parametrisierte Kurve ¢ : [0,1] — U st
[.a=0.

BEWEIS. (i)=>(ii) wissen wir aus Beispiel [1.10]

Weil fiir eine konstante Kurve jedes Kurvenintegral verschwindet folgt (ii)=-(iii)
sofort.

(iii)=>(ii) ist ein einfacher Trick: Seien ¢y, ¢y : [0, 1] = U stiickweise C''-parametrisiert
mit ¢;(0) = ¢2(0) =: z und ¢;(1) = c2(1) =: y, dann definieren wir ¢ : [0,1] — U durch
c(t) == al2) t<1/2 . Man lauft also zuerst lings ¢; von z nach y und dann

(2-2t) t>1/2

“riickwiirts” lings ¢, von y nach x. Nach Konstruktion ist ¢ stiickweise C*-parametrisiert
und geschlossen, also gilt | o = 0 nach (iii). Zerlegt man [ « nach Definition in ein Inte-
gral iiber Teilintervalle, dann kann man insbesondere 1/2 als einen der Teilungspunkte
wéhlen. Die Stiicke von ¢ bis 1/2 sind dann aber Reparametrisierungen der entspre-
chenden Stiicke von ¢y, die Stiicke danach sind Reparametrisierungen der entsprechen-
den Stiicke von ¢y, die aber in umgekehrter Richtung durchlaufen werden. Damit folgt
OZfCO[:fclOé— CQQ'

Der wesentliche Schritt des Beweises ist (ii)=-(i): Wahlen wir einen fixen Punkt
o € U. Dann finden wir nach Lemma einen stiickweise C'-parametrisierte Kurve
¢ 1 [0,1] = U mit ¢,(0) = xp und ¢,(1) = 2 und wir definieren F(z) := [ o € R.
Das ist unabhéngig von der Wahl der Kurve nach Bedingung (ii), also erhalten wir eine
wohldefinierte Funktion F' : U — R. Wir miissen zeigen, dass F' eine C'-Funktion ist
und dF = « gilt. Das konnen wir lokal um einen Punkt x € U beweisen. Da U offen
ist, finden wir ¢ > 0 sodass B.(z) C U gilt. Fiir y € B.(x) wéhlen wir die Kurve ¢,
so, dass wir zunéchst langs c, nach x laufen und dann lings der Verbindungsstrecke
v von x nach y. Dann gilt nach Konstruktion F(y) = F(x) + fw a. Fir t < € und
¢t =1,...,n konnen wir das auf y = = + te; anwenden und die Verbindungsstrecke als
v : [0,t] = R”, v(s) := z + se; parametrisieren. Schreiben wir nun o = ), a;dx; und
benutzen 7.(s) = e;, dann zeigt Formel sofort

F(z +te;)) = F(x) + /t a;(x + se;)ds.

Da «; eine stetige Funktion ist, ist die rechte Seite differenzierbar in ¢ nach dem Funda-
mentalsatz der Differential- und Integralrechnung und die Ableitung in ¢t = 0 ist a;(z).
Damit existieren die partiellen Ableitungen von F' in jedem Punkt und g—; = ;. Damit

ist aber F eine C'-Funktion und o = dF. O

1.16. Geschlossene 1-Formen. Natiirlich sind die Bedingungen (ii) und (iii) in
Proposition [I.15] praktisch nicht leicht zu verifizieren. Unter etwas stérkeren Voraus-
setzungen an die Differenzierbarkeit gibt es aber eine einfache notwendige Bedingung
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fiir die Existenz einer Stammfunktion. Ist namlich f : U — R eine C%-Funktion, dann
ist natiirlich df = ), g—idxi stetig differenzierbar und die partiellen Ableitungen der
Komponentenfunktionen von df sind die zweiten partiellen Ableitungen von f, die nach
dem Satz von Schwarz symmetrisch sind. Das motiviert folgende Definition.

DEFINITION 1.16. Sei U C R" eine offene Teilmenge und a € Q'(U) eine stetig

differenzierbare 1-Form, die wir als o = ), a;dx; schreiben. Dann heifit o geschlossen,

80{1 _ aa]

wenn fiir je zwei Indizes 7, j € {1,...,n} die Gleichung 2~ gilt.

Das ist nun eine Bedingung, die problemlos iiberpriift werden kann (man muss ja
nur partielle Ableitungen berechnen) und nach den obigen Uberlegungen ist fiir jede
C?-Funktion f : U — R die 1-Form df geschlossen. Damit stellt sich die Frage, ob
diese Bedingung auch hinreichend fiir die Existenz einer Stammfunktion ist. Tatséchlich
kennen wir schon ein Beispiel, das zeigt, dass die Bedingung im Allgemeinen nicht
hinreichen sein kann: Betrachten wir U := R?\ {0} und die 1-Form 7 aus Abschnitt
also n = del + mdl‘g. Um zu {iberpriifen, dass diese Form geschlossen
ist, miissen wir nur a_ZZ = ﬁ verifizieren, was eine einfache Rechnung ist. Nach den
Uberlegungen aus dem Beweis von Proposition folgt das auch ganz ohne Rechnung.
Dort haben wir gesehen, dass es fiir jeden Punkt € U eine offene Teilmenge V' C U
mit z € V und eine C*°-Funktion f : V' — R (ndmlich die zweite Komponente einer
lokalen Inversen W von ®) gibt, sodass auf V' die Gleichung n = df gilt. Das geniigt
natiirlich um sicherzustellen, dass die Gleichung in z erfiillt ist.

Es zeigt sich aber, dass fiir sternférmige offene Mengen die Bedingung sehr wohl hin-
reichend ist. Damit kann man aber nun umgekehrt 1-Formen benutzen, um Eigenschaf-
ten offener Teilmengen von R" zu studieren, was die néchste Verbindung zur Topologie
liefert.

PROPOSITION 1.16. Sei U C R™ sternformig und o € QY(U) eine stetig differen-
zierbare, geschlossene 1-Form. Dann gibt es eine Funktion F' € C*(U,R) sodass a = dF
gilt.

BEWEIS. Wir benutzen die gleiche Idee wie im Beweis von (ii) = (i) im Beweis
von Satz [I.15] aber fiir die spezielle Familie von Kurven die wir in unserer Situation
zur Verfiigung haben. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass U
sternformig um xo = 0 ist, was die Formeln etwas vereinfacht. Dann definieren wir

fo atx)xdt. Zerlegen wir a@ = ). aydx;, dann schreibt sich der Integrand als
g(t x) =Dy (tx)x] und g ist eine stetig differenzierbare Funktion [0,1] x U — R.

Schreiben wir F'(x fo (t,z)dt dann ist das ein Parameterintegral und somit stetig
differenzierbar als Funktlon U — R mit partiellen Ableitungen 3TF(x) = 01 g 5 (L, m)dt,

siche Abschnitt 18.9 in [H6:Ana2]. Nun koénnen wir die partiellen Ableitungen von g
wie folgt berechnen:

gi- (t,2) = (; %(m)mj> + a(tr) = (Z ZZJ (tx)twg> + ay(tr) = %(mm)).

J

Hier haben wir im zweiten Schritt benutzt, dass a geschlossen ist und im letzten Schritt
die Kettenregel. Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung ist

01 4 (tay(tx)) = loy(1l- ) — 004(0 - 2) = () und dF = « folgt sofort. O

In der klassischen 3-dimensionalen Vektoranalysis kann man die Geschlossenheit
von 1-Formen in Termen der Rotation von Vektorfeldern formulieren. Fiir eine offene
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Teilmenge U C R? und ein stetig differenzierbares Vektorfeld Z : U — R? mit Kompo-

9Zy _ 973
"y | 5%
nenten Z; fiir i = 1,2, 3 definiert man ein Vektorfeld rot(Z) := | =37+ + 52* | . (Man
92y _ 9Zy
. . . . . . 8$2 8.r1
kann sich diese Definition leicht als Kreuzprodukt des Vektors mit den Komponenten
% mit dem Vektor Z merken). Man nennt dieses Vektorfeld die Rotation von Z und

Z wirbelfrei wenn rot(Z) = 0 gilt. Offensichtlich ist das genau dann der Fall, wenn
die 1-Form ), Z;dz; geschlossen ist. Nach Proposition kann man ein wirbelfreies
Vektorfeld auf einer sternférmigen offenen Teilmenge U als Gradientenfeld V F' fiir eine
C?-Funktion I : U — R schreiben.

Wir bemerken an dieser Stelle auch noch, dass es fiir Proposition [1.16[ auch konzep-
tuellere Beweise gibt, in denen der Bezug zur Topologie deutlicher wird.






KAPITEL 2

Teilmannigfaltigkeiten von R” und Differentialformen

Wir wenden uns nun héherdimensionalen Analoga von Kurven zu. Die Motivation,
die man im Auge behalten sollte, ist einerseits die Suche nach Analoga von Kurven-
integralen in hoheren Dimensionen, also z.B. Integrale iiber Flachen. Andererseits ist
das Ziel, die Differentialrechnung auf “schone Teilmengen” von R" (die nicht offen sind)
zu verallgemeinern. Tatséchlich wird in unserem Zugang der zweite Punkt anfanglich
wichtiger sein.

Man kann hier wie im Fall von Kurven mit Parametrisierungen beginnen, was in
der Literatur auch hiufig gemacht wird. Das Analogon von Reparametrisierungen wird
(fiir k-dimensionale Objekte) dann durch Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmen-
gen von R¥ beschrieben. Das Problem dabei ist, dass diese Reparametrisierungen viel
schwieriger zu verstehen sind, als im Fall von Kurven (wo man nur die Kurve “mit
anderer Geschwindigkeit durchlauft”). Das fithrt einerseits zu viel Rechenaufwand, weil
man immer wieder iiberpriifen muss, wie sich verschiedene Grofien unter Reparametri-
sierungen verhalten. Vor allem wird es in diesem Zugang aber schwierig zu identifizieren,
welche Groflen tatsdchlich in natiirlicher Weise vorhanden sind. Also werden wir einen
anderen Zugang wihlen, in dem die “natiirlich vorhandenen” Dinge im Zentrum ste-
hen. In diesem Zugang ist auch leichter zu verstehen, warum die Verallgemeinerung der
Differentialrechnung tatséchlich funktioniert.

2.1. Definition von Teilmannigfaltigkeiten. Die Grundidee im Studium von
Teilmannigfaltigkeiten ist, dass man die Dinge (auf verschiedene Art) auf den Fall von
offenen Teilmengen “zuriick spielt”. Wir werden zum Beispiel direkt definieren, was eine
C*-Funktion auf einer Teilmannigfaltigkeit ist und erst spiter iiberlegen, wie man solche
Funktionen auch tatséchlich differenzieren kann. Daher verwenden eine Definition, die
verlangt das die fragliche Menge nicht nur als Menge “schon” ist, sondern als Teilmenge
von R”. In jedem Fall erbt eine Teilmenge von R™ eine Topologie (siche Abschnitt .
Also ist von Anfang an klar, was mit stetigen Funktionen von einer Teilmenge von R"
in einen topologischen Raum bzw. von einem topologischen Raum in die Teilmenge
gemeint ist.

DEFINITION 2.1. Sei k < n und betrachten wir R¥ C R™ als die Menge jener Punkte,
fiir die die letzten n — k Koordinaten gleich 0 sind. Seien r,s € NU {oo} mit r,s > 1.

(1) Eine Teilmenge M C R™ heifit eine k-dimensionale C”-Teilmannigfaltigkeit, wenn
es fiir jeden Punkt x € M offene Teilmengen U,V C R™ mit x € U und einen C"-
Diffeomorphismus ® : U — V gibt, sodass ®(U N M) = V NR* gilt. Der Diffeomorphis-
mus ® heifit dann eine lokale Trivialisierung fiir M.

(2) Sei M C R™ eine C"-Teilmannigfaltigkeit, m € N beliebig und s < r. Eine
Funktion F': M — R™ heiit C°-Funktion wenn es fiir jeden Punkt x € M eine offene
Teilmenge U C R” mit 2 € U und ein Funktion F : U — R™ gibt, die (im Sinne der
Analysis) s mal stetig differenzierbar ist ist, sodass F lvon = Fluno gilt.

33
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(3) Seien M C R™ und N C R™ C"-Teilmannigfaltigkeiten und s < r. Dann nennt
man eine Funktion F' : M — N ein C°-Funktion wenn F' als Funktion nach R™ eine
C*-Funktion wie in (2) ist.

Offensichtlich ist R¥ C R” eine k-dimensionale C°-Teilmannigfaltigkeit. Wir kénnen
ja einfach fiir jeden Punkt x € R¥ C R” einfach U = V = R" und ® = id withlen. Und
man iiberlegt sofort, dass in diesem Fall Teil (2) der Definition genau die “iiblichen”
C*-Funktionen liefert.

Analog ist jede offene Teilmenge U C R"™ eine n-dimensionale C'*°-Teilmannigfalt-
igkeit, man wéhlt fiir jedes x € U einfach V = U und & = id. Auch in diesem Fall
liefert Teil (2) die iiblichen C*-Funktionen, weil stetige Differenzierbarkeit ein lokales
Konzept ist. Teil (3) der Definition sagt uns dann insbesondere, was C*-Funktionen
von offenen Teilmengen von R™ in eine k-dimensionale C"-Teilmannigfaltigkeit M von
R™ sind, némlich einfach C*-Funktionen (im Sinne der Analysis) nach R", die Werte
in M haben. Insbesondere konnen wir ohne Probleme iiber r mal stetig differenzierbar
parametrisierte Kurven in einer Teilmannigfaltigkeit M sprechen.

Wie schon bemerkt erbt jede Teilmannigfaltigkeit M C R™ eine Topologie. Nach
Definition ist eine Teilmenge W C M genau dann offen in M, wenn es eine offene
Teilmenge W C R" gibt, sodass W = WNM. Ist nun z € W und ®:U — V wie in
Definition [2.1] dann ist U := W NU offen in R” und nach dem inversen Funktionensatz
ist auch <I>(U ) =V C V offen in R” und ®|;; : U — V ein Diffeomorphismus. Nach
Konstruktion ist U N M = W N (U N M) und das Bild dieser Teilmenge ist genau
V N R . Damit sehen wir, dass offene Teilmengen von Teilmannigfaltigkeiten selbst
Teilmannigfaltigkeiten (der gleichen Dimension) sind.

Schliefflich erhalten wir ein Konzept, das invariant unter Diffeomorphismen ist: Sei
M C R" eine k-dimensionale C"-Teilmannigfaltigkeit, W C R" offen mit M C W und
F: W — W ein C"-Diffeomorphismus von W auf eine offene Teilmenge W C R"™. Wir
behaupten, dass F'(M) C R™ eine k-dimensionale C"-Teilmannigfaltigkeit ist. Fiir z €
F(M) betrachtet man F~1(x) € M, passende offene Mengen U und V mit F'~(z) € U
und einen passenden C"-Diffeomorphismus ® : U — V. Dann ist U N W offen in R"
und damit ist auch U := F(UNW) C W offen und F(z) € U. Nun ist aber auch
® o (Flyaw) ™! : U — V ein C"-Diffeomorphismus und wir bemerken, dass ein Punkt
y € U genau dann in U N F(M) liegt, wenn F~'(y) in U N M liegt. Das zeigt sofort,
dass @ o (Flynw )™ ! eine lokale Trivialisierung fiir F'(M) um F(z) ist, also folgt die
Behauptung.

BEispiEL 2.1. Teilmengen von R™ anhand der Definition als Teilmannigfaltigkeiten
zu erkennen ist meist miihsam, der Vollstdndigkeit halber besprechen wir aber wenigs-
tens ein Beispiel in dieser Form. Wir werden bald Resultate beweisen, die viel einfachere
Kriterien liefern.

Betrachten wir die Einheitssphire S"~! C R™. Betrachten wir zunéchst e; € S™~!
und schreiben Elemente von R™ als (¢,z) mit ¢t € R und x € R™!, also e; = (1,0).
Die Teilmenge U := {(t,z) : t > ||z||} C R™ ist offen und natiirlich ist e; = (1,0) € U.
Andererseits ist auch

Vi={(y,s) eR":yc R ||y < 1,s €R, s > —1}
eine offene Teilmenge von R™. Nun definieren wir ® : U — R" durch

Ot ) = (32t 2)] - 1)
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und ¥ : V. — R” durch U(y,s) = (A, A\y) mit A = A(y, s) = ﬁ Dann sind das
Y

offensichtlich C*°-Funktionen und wegen || 1z = 1||z|| hat ® Werte in V. Analog hat die
zweite Komponente von ¥(y, s) Norm A||y|| < A, also hat ¥ Werte in U. Nun hat aber
O(U(y,s)) = ®(\, \y) als erste Komponente offensichtlich y. Die zweite Komponente
ist \\/1+|ly?—1=(s+1)—1=s, also ist ® o ¥ = idy. Andererseits gilt fiir

t > 0 die Gleichung ||(t,2)| = /t* + [[z]|*> = t1/1+ |z|> und daraus folgt sofort,

dass A(3z,[|(t,z)|| — 1) = ¢ und somit ¥ o ® = idy gilt. Also sind ® : U — V und
U : V — U inverse C*°-Diffeomorphismen und offensichtlich liegt (¢,x) genau dann in
S™~1 wenn die letzte Koordinate von ®(t, z) gleich 0 ist.

Betrachten wir nun einen beliebigen Punkt z € S"~!, dann ist x ein Einheitsvektor
in R", also findet man eine orthogonale Matrix A, die e; auf x abbildet. Damit ist
aber U, := {Az : z € U} eine offene Teilmenge von R", die x enthdlt und wir kénnen
®, : U, — V durch ®,(z) := ®(A7'2) definieren. Analog definiert man ¥, : V — U,
als ¥, (y,s) = AU(y,s) und offensichtlich ist dies eine glatte Inverse zu ®,. Fiir die
orthogonale lineare Abbildung A~! gilt ||A~12|| = ||2|| also gilt z € U,NS™"! genau dann
wenn A~z € UNS™ ! also genau dann, wenn die letzte Komponente von ®,(z) gleich 0
ist. Damit erfiillt die Familie {(U,, ®,) : # € S*~'} alle Eigenschaften aus Definition
und wir haben verifiziert, dass S"! eine (n — 1)-dimensionale C*°-Teilmannigfaltigkeit
von R" ist.

2.2. Tangentialriume und Tangentialabbildungen. Wir kénnen die néchste
Entwicklung leicht am Beispiel der Sphiire S"~! C R"™ motivieren und der Schliissel liegt
in der Betrachtung von Kurven. Sei ¢ : I — R" eine stetig differenzierbar parametrisierte
Kurve, die Werte in S"~! hat. Ist U C R” offen mit S* ! C U und f : U — R™ eine C*-
Funktion, dann kénnen wir nach der Kettenregel D f(c(t))(c/(t)) als (foc)'(t) berechnen.
Da aber ¢ Werte in S"~! hat, hingt (f o ¢)(t) und damit (f o ¢)'(t) nur von f|gn-1 ab,
also konnen wir gewisse Richtungsableitungen aus dieser Einschriankung berechnen.

Um herauszufinden, welche Richtungen das betrifft, bemerken wir, dass ||c¢(t)]| = 1
fiir alle ¢ € I gilt. Wir konnen das dquivalent als 1 = {(c(¢),c(t)) = ., ci(t)? schreiben
und Differenzieren dieser Gleichung liefert 0 = >, 2¢;(t)c;(t) = 2(c(t), c/(t)). Damit gilt
also immer (t) L c(t). Ist umgekehrt x € S™ ! in Punkt und v € R™ ein Vektor
mit (z,v) = 0, dann koénnen wir fiir hinreichend kleines ¢ eine Kurve durch ¢(t) =
|z + tv|| 7 (x + tv) definieren. Weil v L x gilt ist ||z + tv|| = /1 + #2||v||? und damit
folgt leicht (sieche Ubungen), dass ¢/(0) = v gilt.

Damit sind die Ableitungen von Kurven durch x, die Werte in S"~! haben, genau
jene Vektoren in R" die orthogonal auf x stehen. Verschiebt man diesen Orthogonalraum
durch z, dann erhélt man genau das intuitive Bild einer “Tangentialebene” an die
Sphére.

Das funktioniert analog fiir allgemeine Teilmannigfaltigkeiten. Um Funktionen auf
einer Teilmannigfaltigkeit lokal um einen Punkt durch eine linear Abbildung approximie-
ren zu konnen, bendtigt man zunéchst einen Vektorraum der die Teilmannigfaltigkeit
approximiert. Man konnte diesen Teilraum in eher offensichtlicher Weise iiber lokale
Trivialisierungen wie in Definition definieren. Konzeptuell ist es aber besser, eine
Definition iiber Kurven zu benutzen, die keine Wahlen beinhaltet.

DEFINITION 2.2. Sei M C R” eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit und = € M
ein Punkt. Dann betrachten wir alle stetig differenzierbar parametrisierten Kurven c :
I — M, wobei I C R ein offenes Intervall ist, das 0 enthélt und fiir die ¢(0) = z gilt.
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Wir definieren den Tangentialraum T, M an M bei x als die Menge aller Vektoren in
R™ die man in der Form ¢/(0) fiir solche Kurven realisieren kann.

Das ist natiirlich eine Definition, die fiir beliebige Teilmengen von R™ Sinn macht,
im Allgemeinen erhilt man so aber keine Teilrdume von R™. Mit so einer Definition ist
aber auch klar, dass es eigentlich nur eine sinnvolle Definition fiir die Ableitung einer
C'-Funktion f : M — N zwischen zwei Teilmannigfaltigkeiten gibt. Wenn die Ket-
tenregel gelten soll, dann kann die Definition nur wie im obigen Beispiel funktionieren.
Wir kénnen nun beweisen, dass das im Fall von Teilmannigfaltigkeiten tatséchlich so
funktioniert.

SATZ 2.2. (1) Fiir eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit M C R™ und jeden
Punkt x € M st der Tangentialraum T, M ein k-dimensionaler Teilraum von R™.

(2) Fiir eine C*-Funktion f : M — N zwischen Teilmannigfaltigkeiten und jeden
Punkt x € M gibt es eine eindeutige lineare Abbildung T, f : T,M — Ty N die dadurch
charakterisiert ist, dass T, f(c'(0)) = (f o ¢)'(0) fiir jede glatte Kurve ¢ : I — M wie in
Definition qgilt.

(3) Sind f: M — N und g : N — P C"-Funktionen zwischen C”-Teilmannigfaltig-
keiten mait v > 1, dann ist auch die Komposition go f : M — P eine C"-Funktion und
fiir jeden Punkt x € M gilt die Kettenregel T,(go f) = Ti@ygo Tof : ToM — Ty(pa) P.

BeEwEIS. (1) Nach Definition finden wir offene Teilmengen U,V C R™ mit z € U
und einen Diffeomorphismus ® : U — V, sodass ®(U N M) = V NR* gilt. Dann ist
D®(z) : R" — R" ein linearer Isomorphismus und wir behaupten, dass T, M mit der
Teilmenge E := {X € R" : D®(z)(X) € R¥ C R"} iibereinstimmt, die offensichtlich
ein k-dimensionaler Teilraum von R" ist.

Sei zunéchst ¢ : I — M eine glatte Kurve wie in Definition Weil U C R” offen
ist und x € U gilt, gibt es ein offenes Teilintervall I C I mit 0 € I, sodass ¢(I) in U und
damit in U N M enthalten ist. Damit ist aber ® o ¢ : I — R” eine C*-Kurve in R, die
Werte in R* C R™ hat. Offensichtlich ist dann (® o ¢)'(0) = D®(c(0))(/(0)) € R, also
folgt T,M C E. Umgekehrt kénnen wir fiir einen Vektor X € R¥ C R"” und ¢ € R den
Punkt ®(z) 4+ tX € R" betrachten. Da V' = ®(U) offen in R" ist, finden wir ein offenes
Intervall 7 C R mit 0 € I, sodass ®(z) +tX € V fiir all ¢ € I gilt. Damit definiert aber
c(t) = & 1(®(z) + tX) eine C'-Kurve ¢ : I — R™, die nach Konstruktion Werte in
U N M hat. Damit ist aber ¢/(0) = DO~} (®(x))(X) € T, M, was sofort E C T, M und
damit (1) impliziert.

(2) Nach Definition finden wir eine offene Teilmenge U C R"™ mit # € U und eine
C'-Funktion f : U — R™ die auf UNM mit f iibereinstimmt. Fiir eine Kurve ¢ : I — M
wie in Definition konnen wir wieder annehmen, dass ¢(I) C U N M gilt. Dann ist
aber foc = f oc: I — R™ und aus der Analysis ist bekannt, dass dies eine C'-
Kurve ist und nach der Kettenregel gilt (f o ¢)'(0) = Df(z)(c(0)). Daraus folgt, dass
¢(0) — (f o ¢)'(0) wohldefiniert ist und als Abbildung mit Df(z)|z,a : ToM — R™
iibereinstimmt. Das vervollstindigt einerseits den Beweis von (2), anderseits bemerken
wir, dass Df(x)(T,M) C Tyu)N gilt.

(3) Fiir einen Punkt # € M finden wir eine offene Teilmenge U C R™ mit z € U
und eine C"-Funktion f U — R™ mit f|UnM = flunm- Analog finden wir zum Punkt
f(z) € N eine offene Teilmenge V' C R™ mit f(z) € V und eine C"-Funktion g : V —
R’, die auf V NN mit g iibereinstimmt. Indem wir U durch U N f~'(V') ersetzen diirfen
wir 0BdA annehmen, dass f(U) C V gilt. Dann ist aber jo f : U — R’ eine C"-Funktion
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und firy € UNM ist g(f(y)) = g(f(y)) und weil f(y) € N gilt, stimmt das mit g(f(y))
iiber ein. Da der Punkt = beliebig war, ist go f : M — P eine C"-Funktion.

Aus Teil (2) wissen wir dann aber, dass T,(g o f) mit der Einschrinkung von
D(jo f)(z) auf T,M C R" iibereinstimmt. Nach der Kettenregel der Analysis ist aber
D(§o f)(z) = Dg(f(x)) o Df(z) und aus Teil (2) wissen wir, dass auf dem Teilraum
T, M die Abbildung D f(x) mit T, f iibereinstimmt. Insbesondere liegen die Werte dann
in TN, und darauf stimmt Dg(f(x)) nach (2) mit Tjg iiberein, was den Beweis
vervollstandigt. O

Sei U C R™ eine offene Teilmenge, M C R" eine Teilmannigfaltigkeit und f : U —
M eine C"-Funktion. Dann ist f als Funktion nach R™ r mal stetig differenzierbar im
Sinne der Analysis und der Beweis zeigt, dass fiir x € U die Tangentialabbildung 7, f
mit der Ableitung D f(z) im Sinne der Analysis iibereinstimmt.

2.3. Einfachere Beschreibungen. Nachdem wir die Grundbegriffe beisammen
haben, kénnen wir jetzt einfachere Beschreibungen fiir Teilmannigfaltigkeiten herleiten.
Betrachten wir eine lokale C”-Trivialisierung ® : U — V wie in Definition 2.1} dann ist es
naheliegend, den Zielraum (in dem V enthalten ist) als R* x R"* zu betrachten. Zerlegt
man ¢ entsprechend in Komponenten (®;, ®;) dann sind ¢, : U — R* und @, : U —
R"~* natiirlich C"-Funktionen. Die Bedingung in Definition sagt dann gerade, dass
UNM = &;*({0}) gilt, also erhiilt man eine Realisierung von M als Nullstellenmenge
einer C"-Funktion. Zusétzlich folgt aus der Tatsache, dass ® ein Diffeomorphismus ist
natiirlich dass fiir jeden Punkt y € U die Ableitung D®5(y) : R® — R"* surjektiv ist.

Betrachten wir andererseits die Inverse ¥ := ®! : V — U, dann kénnen wir
W := V N R* betrachten, was offensichtlich eine offene Teilmenge von R* ist. Und
natiirlich ist ¥l : W — R™ ein C"-Funktion und schrénkt sich zu einer Bijektion
W — UNM ein. Da die Ableitung dieser Funktion in jedem Punkt von W offensichtlich
injektiv ist, erhalten wir das Analogon einer lokalen regularen Parametrisierung fiir M.
Zusatzlich ist aber die Einschriankung ®4|yny der Funktion ®; von oben natiirlich
stetig fiir die Teilraumtopologie auf U N M und nach Konstruktion ist sie invers zu ¥l .
Damit definiert aber ¥|y einen Homéomorphismus von W auf U N M und ist somit
eine Einbettung im Sinne der Topologie.

Jeder dieser beiden “Teile” einer lokalen Trivialisierung ist ausreichend um eine
Teilmenge von R™ als Teilmannigfaltigkeit zu identifizieren. Dazu erhélt man auch gleich
eine angepasste Beschreibung der Tangentialrdume.

SATZ 2.3. Set M C R"™ eine Teilmenge auf der wir die von R™ induzierte Topologie
betrachten. Dann sind fiir jedes r > 1 die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) M st eine k-dimensionale C”-Teilmannigfaltigkeit von R™.

(2) (“M st lokal eine requlire C"-Nullstellenmenge”) Fir jedes x € M gibt es eine
offene Teilmenge U C R™ mit v € U und eine C"-Funktion F : U — R sodass gilt

e MNU=F1({0})
o Fliir jedes y € M NU ist DF(y) : R® — R"* surjektiv.
Firye UNM ist dann T,M = Ker(DF(y)).

(8) (“M besitzt lokale regulire C"-Parametrisierungen”) Fir jedes x € M gibt es
offene Teilmengen V. C R* mitx € V := VN M und U C RF und eine C"-Funktion
w:U —V sodass gilt:

e wu ist ein Homoomorphismus von U auf die offene Teilmenge V' von M.
o Fliir jedes z € U ist Du(z) : R¥ — R™ ingektiv.
Firy =wu(z) € V ist dann T,M = Im(Du(z)).
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BewEIs. Die Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnitts zeigen, dass (1)=(2) und
(1)=(3) gelten.

(2)=(1): Sei * € M und seien U und F : U — R" gegeben. Dann ist £ :=
Ker(DF(z)) ein k-dimensionaler Teilraum von R™ und wir fixieren eine Identifikation
von E; mit R* und eine lineare Projektion p : R® — E; (d.h. eine lineare Abbildung, die
auf F; mit der Identitét iibereinstimmt). Dann definieren wir ® : U — E; X Rk >~ R
durch ®(y) = (p(y — z), F(y)). Dann koénnen wir D®(z) als lineare Abbildung mit
Werten in E; x R"* betrachten und weil p linear ist, gilt offensichtlich D®(x)(v) =
(p(v), DF(x)(v)). Damit ist D®(x)(v) = 0 dquivalent zu DF(z)(v) = 0 und p(v) = 0.
Die erste Bedingung impliziert aber v € E; und damit p(v) = v. Damit ist D®(x)
injektiv und daher ein linearer Isomorphismus. Also finden wir offene Teilmengen U C U
und V C E; x R"*, sodass sich ® zu einem Diffeomorphismus U — V einschriinkt.
Aber nach Konstruktion gilt y € U N M genau dann, wenn F'(y) = 0 und damit wenn
d(y) € Ey C Fy x R gilt. Damit definiert ® : U — V eine lokale Trivialisierung und
offensichtlich ist ® eine C"-Funktion.

Ist ¢ : I — M eine glatte Kurve durch y € M NU wie in Definition 2.2] dann kénnen
¢(I) € U annehmen und nach Konstruktion ist (F o ¢)(t) = 0 fiir alle t € I. Damit ist
(Foc)(0) =0, also ¢(0) € Ker(DF(y)). Damit sehen wir, dass T,M C Ker(DF(y))
gilt und da beides k-dimensionale Teilrdume von R” sind, miissen Sie iibereinstimmen.

(3)=-(1): Der Beweis ist #hnlich, nur konstruiert man die Inverse zu ® und der
topologische Teil macht etwas Miihe. Wir fixieren wieder z € M, nehmen U, V und u :
U — V wie in (3) und betrachten den eindeutigen Punkt z, € U, sodass u(z) = z gilt.
Dann ist Im(Du(z)) ein k-dimensionaler Teilraum von R"™ und wir wéhlen einen dazu
komplementiren Teilraum F C R”, den wir mit R"* identifizieren. Nun betrachten wir
U:UxE— R ¥(z,X):=u(z) + X und sehen sofort, dass DW¥(z,0) : R¥ x £ — R
ein linearer Isomorphismus ist. Damit finden wir eine offene Umgebung W von (zg, 0)
in R¥ x B, auf der sich ¥ zu einem C"-Diffeomorphismus einschrankt. Wir kénnen aber
noch nicht sagen, wie der Schnitt von M mit dem Bild dieser offenen Teilmenge aussieht
und hier kommt die topologische Bedingung in’s Spiel.

Natiirlich W NR* eine offene Umgebung von 2y in R¥, also ist u(WW NR*) eine offene
Umgebung von z in V = MNV. Damit finden wir eine offene Teilmenge W C R", sodass

u(WNRF) = MNW gilt. Betrachten wir nun die offenen Teilmengen U := Wﬂ\If(W) und
V := U4U) von R" und R* x E. Dann ist ¥ : V — U ein C"-Diffeomorphismus und
wenn W(z, X) e MN U liegt, dann gibt es nach Konstruktion einen Punkt Z € W NR¥,
sodass ¥ (z, X) = u(2) = ¥(z,0) gilt. Wegen der Bijektivitét von W muss daher z = 2
und X = 0 gelten, also ist ¥~' : U — V eine lokale C"-Trivialisierung fiir M um z.

Seien y € V und z € U mit u(z) = y. Fiir Y € R* hat die Kurve ¢ — z + tY auf
einem Intervall I, das Null enthélt Werte in U. Dann ist ¢(t) := u(z + tY') eine Kurve
wie in Definition 2.2/ und ¢/(0) = Du(2)(Y). Damit ist aber Im(Du(z)) C T,M und da
beides k-dimensionale Teilrdume von R™ sind, folgt die Gleichheit. OJ

KorOLLAR 2.3. Sei M C R" eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit. Dann ist
der topologische Raum M lokal bogenzusammenhdngend.

BEWEIS. Sei € M ein Punkt. Dann finden wir nach Bedingung (3) in Satz
Homoomorphismus u von einer offenen Teilmenge U C R¥ auf eine offene Umgebung
V von x in M. Ist W eine beliebige Umgebung von x in M, dann ist W NV eine
Umgebung von x in M, also u™'(W N V) eine Umgebung von «~!(x) in U. Damit gibt
es eine e-Kugel B.(u'(z)), die ganz in v~ (W NV) liegt. Das Urbild dieser Kugel unter
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der stetigen Funktion u™! ist gerade u(B.(u~*(z))) und das ist nach Konstruktion offen
und bogenzusammenhéngend, enthélt x und ist in W enthalten. [

2.4. Beispiele. Die Charakterisierungen von Teilmannigfaltigkeiten aus Satz
kénnen oft recht einfach verifiziert werden.

(1) Wahlen wir ay,...,a, € (0,00) und definieren wir F' : R” — R als F(x) =
> ai(z;)? — 1. Dann ist DF(x)(v) = Y, 2a;x;v; und damit insbesondere DF(z)(z) > 0
fiir z # 0. Also ist F~!({0}) eine Teilmannigfaltigkeit von R", die man als (htherdimen-
sionales) Ellipsoid interpretieren kann. Insbesondere erhalten wir fiir a; = --- =a, =1
so wieder die Sphire S™1.

(2) Auf dhnliche Weise kann man zeigen, dass die Menge SL(n,R) aller n x n-
Matrizen A € M, (R) fiir die det(A) = 1 gilt, eine C*°-Teilmannigfaltigkeit von M, (R) =
R" ist. Definiert man F(A) = det(A) — 1 dann ist offensichtlich SL(n,R) = F~*({0}),
also miissen wir nur noch DF(A) # 0 fiir alle A € SL(n,R) verifizieren. Dazu kénnen
wir aber einfach DF(A)(A) berechnen, was wir als 4|,_o(det(A + tA) — 1) berechnen
konnen. Nun ist aber det(A + tA) = det((1 +t)A) = (1 + ¢)" det(A) und differenziert
man das bei t = 0, dann erhélt man ndet(A) # 0.

(3) Ein substantielleres Beispiel fiir eine Beschreibung als regulédre Nullstellenmenge
liefern die sogenannten Stiefel-Mannigfaltigkeiten Vi (R™), eine Verallgemeinerung der
Sphére aus Beispiel (1). Wir fixieren n > 2 und k£ < n und definieren V;(R™) als die
Menge aller k-Tupel (vy,...,v;) von Vektoren in R", die orthonormal beziiglich des
Standard inneren Produktes auf R" sind, also (v;,v;) = 0;; fiir alle 4,5 = 1,...,k
erfiillen. Fasst man die Vektoren als Spalten einer Matrix auf, dann wird Vj(R™) eine
Teilmenge des Raumes M, (R"™) der n x k-Matrizen mit reellen Eintragungen, also
von R*". Fiir eine Matrix A € M, ; mit Spaltenvektoren ay,...,a; kénnen wir die
k x k-Matrix A'A betrachten, die nach Definition als i, jte Eintragung gerade (v;, v;)
hat. Bezeichnen wir mit I die £ x k-Einheitsmatrix, dann sehen wir, dass die Funktion
F(A) := A'A — 1, die offensichtlich beliebig oft differenzierbar ist, als Nullstellenmenge
genau Vi (R™) hat.

Die Frage der Regularitét ist hier aber etwas heikler. Insbesondere ist F' nicht regulér
als Funktion nach M (R). Das sieht man sofort, weil nach expliziten Formel von oben
F(A) immer eine symmetrische Matrix ist. Das liefert aber auch die Losung fiir unser
Problem: Die symmetrischen Matrizen bilden einen linearen Teilraum Si(R) C M (R)
der Dimension @ und wir kénnen F als Funktion M, (R) — Si(R) betrachten und

als solche differenzieren. Das geht wieder am leichtesten mit Richtungsableitungen via
DF(A)(B) = 4|,_yF(A+ sB) und

F(A+sB)=(A+sB)(A+sB) 1= (A'A-1) +s(B'"A+ A'B) + s*B'B.

Also erhalten wir DF(A)(B) = A'B + B'A. Fir A € Vi(R") ist A'A = I und wir
kénnen fiir eine beliebige symmetrische Matrix C' € Si(R) eine Matrix B € M,, ,(R")
als B := $AC definieren. Dann ist A'’B = 1A'AC' = 5C und nach den iiblichen Re-
geln der linearen Algebra ist B' = $C'A’ also B'A = ;C' = 1C. Damit erhalten
wir DF(A)(B) = C, also ist f reguldr und Vj(R"™) eine C'*°-Teilmannigfaltigkeit der
Dimension kn — $k(k+ 1) = 3k(2n — k — 1) von R*".

Fiir & = n erhalten wir so die Menge O(n) aller orthogonalen Matrizen in M, (R).
Aus bekannten Resultaten der linearen Algebra folgt sofort, das O(n) (wie auch die
Teilmenge SL(n,R) aus (3)) eine Untergruppen der Gruppe GL(n,R) aller invertier-
baren n x n-Matrizen ist. Hier erhalten wir also Teilmannigfaltigkeiten, die zusétzlich
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eine Gruppenstruktur tragen und man kann leicht sehen, dass die Gruppenoperationen
C*>°-Abbildungen sind. Damit sind SL(n,R) und O(n) Beispiele von Lie Gruppen.

(4) Sei I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — R" eine reguldr parametrisier-
te Kurve im Sinne von Abschnitt [I.5] Ist ¢ eine topologische Einbettung, also ¢ :
I — ¢(I) ein Homomorphismus, dann definiert ¢ natiirliche eine globale regulire C'
Parametrisierung von c¢(I) im Sinne von Satz [2.3] also ¢(I) eine 1-dimensionale C'-
Teilmannigfaltigkeit von R™. Analog funktioniert das fiir mehrmals differenzierbare Pa-
rametrisierungen. Fiir allgemeiner reguldr parametrisierte Kurven ist aber nicht klar,
ob die Bilder Teilmannigfaltigkeiten sind. Der Einheitskreis S C R? ist natiirlich eine

O*-Teilmannigfaltigkeit, die man als einfach geschlossene Kurve in R? betrachten kann.
Betrachten wir andererseits die Lemniskate von Bernoulli, die die

Form eine (liegenden) Acht hat. Man kann diese Kurve leicht

durch eine reguldre C'*°-Funktion auf einem passenden offenen In-

tervall bijektiv parametrisieren (sodass man das “Zentrum” im

Ursprung nur ein mal trifft). Das Bild der Kurve kann aber keine Teilmannigfaltigkeit
von R? sein. Betrachten wir nimlich eine beliebige kleine Umgebung U von 0, dann
zerfallt (UNe(1))\ {0} offensichtlich in vier Zusammenhangskomponenten. Damit kann
es keinen Homéomorphismus ® : U — V auf eine offene Teilmengen V' C R? geben,

sodass ®(U Ne(l)) =V NR ist, weil (VNR?)\ {®(0)} nur zwei Zusammenhangskom-
ponenten haben kann.

(5) Auch in hoheren Dimensionen finden sich leicht interessante Beispiele fiir lokale
Parametrisierungen: Sei U C R* eine offene Teilmenge und f : U — R"* eine C"-
Funktion. Dann betrachten wir die Teilmenge M := {(z, f(z)) :x € U} C U x R"* C
R", also den Graphen von f. Fiir diese Teilmenge definieren wir v : U — R"™ durch
u(z) := (z, f(x)) und fiir v € R* erhalten wir Du(z)(v) = (v, D f(z)(v)). Da die Projek-
tion auf die ersten k Koordinaten sich auf M zu einer stetigen Inversen zu u einschréankt,
ist u : U — M ein Homdomorphismus. Somit ist u eine globale C"-Parametrisierung fiir
M und damit M eine C"-Teilmannigfaltigkeit von R™.

(6) Als weiteres Beispiel fiir lokale Parametrisierungen betrachten wir einen Torus
in R3. Fiir R > r > 0 betrachten wir einen Kreis vom Radius r in der (z, z)-Ebene, den
wir um einen Kreis vom Radius R in der (z,y)-Ebene rotieren lassen. In Termen von 2
Koordinaten, die wir als Winkel interpretieren liefert das die C'*°-Funktion

u(t,s) == ((R+rcoss)cost,(R+rcoss)sint, rsins).

. . . —(R+rcos s)sint —rsinscost . .
Die Ableitung ist Du(t,s) = < (Rtrcoss)cost —rsinssint |. Wegen R > r ist die erste
0 T COS S
Spalte dieser Matrix immer ungleich 0 also kénnen die Spalten héchstens dann linear

abhéngig sein, wenn cos s = 0 gilt. In diesem Fall ist aber sins = £1 und dann ist die
Determinante des oberen 2 x 2-Blocks entweder R + r oder R — r also sind auch dann
die Spalten linear unabhéngig. Somit ist Du(t, s) injektiv fiir beliebiges ¢t,s € R und
natiirlich ist u injektiv auf jedem Produkt von offenen Intervallen mit Lange kleiner 27.
Es ist auch leicht einzusehen, dass ¢ auf solchen Produkten eine topologische Einbettung
ist, also erhalten wir so lokale C'* Parametrisierungen des Torus.

Analog erhilt man allgemeine Drehfliichen in R3 und viele #hnliche Beispiele.
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2.5. Diffeomorphismen und der inverse Funktionensatz. Lokale Parametri-
sierungen liefern uns auch eine schone Charakterisierung von C"-Funktionen. Diese er-
laubt uns insbesondere, iiber lokale Parametrisierungen lokal solche Funktionen auf ei-
ner Teilmannigfaltigkeit zu definieren. Auflerdem koénnen wir damit leicht den inversen
Funktionensatz auf Teilmannigfaltigkeiten verallgemeinern.

Der Begrift eines Diffeomorphismus verallgemeinert sich problemlos auf Teilman-
nigfaltigkeiten: Ein C"-Diffeomorphismus von M nach N ist einfach eine bijektive C"-
Funktion ® : M — N, sodass auch die inverse Funktion ®~! : N — M eine C"-Funktion
ist. Ist ® ein C"-Diffeomorphismus, dann folgt aus der Kettenregel in Satz sofort,
dass die linearen Abbildungen T, ® : T,M — Tg) N und Tcp(z)(b_l C To@N — Tp:M
invers zueinander sind. Da offene Teilmengen von Teilmannigfaltigkeiten selbst Teil-
mannigfaltigkeiten sind, macht es auch keine Probleme zu definieren, wann ® : M — N
lokal um einen Punkt x € M ein C"-Diffeomorphismus ist. Das bedeutet einfach, dass
es offene Teilmengen U von M und V von N mit z € U und ®(z) € V gibt, sodass
sich @ zu einem C"-Diffeomorphismus von U nach V' einschrénkt. Schlieflich nennt man
® : M — N einen lokalen Diffeomorphismus wenn ® lokal um jeden Punkt x € M ein
Diffeomorphismus ist.

PROPOSITION 2.5. Sei M C R"™ eine k-dimensionale C"-Teilmannigfaltigkeit. Dann
qilt fir jedes s mit 1 < s < r:

(1) Ist uw : U — V eine lokale C"-Parametrisierung fir eine Teilmannigfaltigkeit
M C R", dann ist u ein C"-Diffeomorphismus von U auf die offene Teilmenge VM von
M. Umgekehrt definiert jeder solche Diffeomorphismus eine lokale C"-Parametrisierung
fir M.

(2) Fiir eine Funktion f: M — R™ sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) f ist eine C*-Funktion.
(i) f ist stetig und fir jeden Punkt x € M gibt es eine lokale C"-Parametrisierung
w:U =V fir M mitz €V, sodass fou: U — R™ s mal stetig differenzierbar
(im Sinne der Analysis) ist.
(iii) f ist stetig und fir jede lokale Parametrisierung u : U — V fir M ist fou :
U — R™ eine C*-Funktion (im Sinne der Analysis).

BeEweIS. (1) Natiirlich ist eine lokale Parametrisierung u eine C"-Funktion U — M
und bijektiv als Funktion nach V := V N M. Also bleibt zu zeigen, dass u™' : V — U
ebenfalls eine C"-Funktion ist. Aber lokal um jeden Punkt in U finden wir wie im Beweis
von Satz[2.3]einen C"-Diffeomorphismus ¥ der u erweitert. Dann kénnen wir die Inverse
® := U1 wieder in Komponenten (®;, ®,) zerlegen. Aber dann ist ®; eine Erweiterung
von u~!, die auf einer offenen Teilmenge von R™ r mal stetig differenzierbar ist.

Seien umgekehrt U C R¥ und V € M offene Teilmengen und u : U — V ein
C"-Diffeomorphismus. Dann ist v ein Homdomorphismus und wir finden eine offene
Teilmenge V C R” mit V. = M NV, also erfiillt u : U — V alle Eigenschaften einer
lokalen C"-Parametrisierung.

(2) Offensichtlich folgt (iii) aus (i), weil die Komposition von C*-Funktionen eine
C*-Funktion ist und klarerweise folgt (ii) aus (iii), also bleibt zu zeigen, dass (i) aus (ii)
folgt. Aber aus Teil (1) wissen wir, dass fiir eine C"-Parametrisierung u : U — V, und
V := V N M die Abbildung v : V — U eine C"-Funktion ist. Ist f eine Funktion,
sodass fou eine C*-Funktion ist, dann kann man f|y als (fou)ou™! schreiben und das
ist C* als Komposition einer C*-Funktion und einer C"-Funktion. Fiir eine Funktion f,
die die Bedingung aus (ii) erfiillt, finden wir somit eine Uberdeckung von M mit offenen
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Teilmengen, sodass die Einschrankung von f auf jede dieser Teilmengen C* ist. Daraus
folgt aber sofort, dass f selbst C* ist. OJ

Daraus kénnen wir nun leicht die allgemeine Version des inversen Funktionensatzes
ableiten:

SATZ 2.5. Seiten M C R™ und N C R™ k-dimensionale C"-Teilmannigfaltigkeiten
mitr > 1 und sei ® : M — N eine C*-Funktion mit 1 < s <r. Ist x € M ein Punkt,
sodass die lineare Abbildung T, ® : T,M — Ty N invertierbar ist, dann ist ® lokal um
x ein C®-Diffeomorphismus.

BEWEIS. Nach Satz finden wir lokale C"-Parametrisierungen u : U — W fiir M
und v : V — Z fiir N mit € WN M und ®(z) € ZNN. Da ® und u stetig sind, sind
d1(Z)c M und U := u(®"'(Z)) C R* offen, und ® o u bildet U nach Z := ZN N
ab. Damit ist aber v ' o ® ou : U — R¥ eine C-Funktion (im Sinne der Analysis)
und nach Konstruktion ist ihre Ableitung in u~!(z) invertierbar. Nach dem inversen
Funktionensatz fiir offene Teilmengen gibt es eine offene Teilmenge U c U sodass
v~ o ® o u sich zu einem C*-Diffeomorphismus von U auf eine offene Teilmenge V C V
einschrinkt. Nun sind aber auch w(U) € WNM und v(V) € ZNN offen und man kann
P, als vo (v o®ou)o(uly)" schreiben. Das impliziert einerseits, dass o (u(l)) C

N

v(V) gilt und andererseits dass <I>|U(U) als Komposition von drei Diffeomorphismen der
Klassen C" und C* selbst ein C*-Diffeomorphismus ist. O

Alternierende Multilinearformen

Wir haben im Fall von Kurvenintegralen schon gesehen, dass die Frage, welche Ob-
jekte man integriert, von entscheidender Bedeutung fiir die Invarianzeigenschaften des
Integrals sind. Fiir Integrale iiber hoherdimensionale Teilmannigfaltigkeiten trifft das
noch in verstiarkten Mafle zu und die “richtigen” Objekte zum Integrieren sind kompli-
zierter. Daher miissen wir uns etwas Zeit nehmen, um Hintergrund aus der multilinearen
Algebra zu entwickeln. Damit werden wir dann relativ schnell und einfach einen inva-
rianten Integralbegriff finden und danach erst die klassischen Beispiele von Volumina,
Fldcheninhalten und dhnlichen Gréflen besprechen.

2.6. Grundlegende Definitionen. Die Motivation fiir diese Uberlegungen ist die
aus der linearen Algebra bekannte Interpretation der Determinante als signiertes Volu-
men. Man betrachtet hier die Determinante als Abbildung, die n Vektoren im R" (die
man als die Spaltenvektoren einer Matrix betrachten kann aber nicht muss) eine reelle
Zahl zuordnet. Dabei ist (vy,...,v,) — det(vy,...,v,) linear in jeder Eintragung und
alternierend, in dem Sinne dass die Determinante verschwindet, wenn zwei ihrer Eintra-
gungen gleich sind. Man zeigt dann, dass die letztere Eigenschaft dquivalent dazu ist,
dass eine Vertauschung von zwei Eintrégen ein Vorzeichenwechsel und eine Permutation
der Eintrige eine Multiplikation mit dem Signum der Permutation bewirkt. Funktionen
mit diesen beiden Eigenschaften nennt man Determinantenfunktionen und man zeigt
(siehe Satz 6.7 in [Linalg]) es bis auf konstante Vielfache nur eine Determinantenfunk-
tion auf R™ gibt. Die {ibliche Determinante ist dann dadurch bestimmt, dass fiir die
Standardbasis ey, ..., e, von R det(ey,...,e,) = 1 gilt. Die angesprochene Interpreta-
tion ist nun, dass | det(vy, ..., v,)| als das Volumen des von den Vektoren aufgespannten
Parallelepipeds interpretiert werden kann. Das motiviert die folgende Verallgemeinerung
auf “k-dimensionale signierte Volumina”.
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DEFINITION 2.6. Seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume iiber R und sei
kEeN, k>1.

(1) Eine W-wertige k-lineare Abbildung auf V ist eine Funktion a : V¥ — W, die
linear in jeder Variable ist. Explizit muss also fiir jedes ¢ = 1,...,k, fixe Vektoren
V1,...,0 €V, v,0€ V und t € R immer

a(vy, .. 01,0+ 0, Vg1, -, Un) = Vg, 0, ) F vy, D, )

gelten. Ist W = R, dann spricht man von einer k-Linearform auf V.

(2) Eine k-lineare Abbildung heifit alternierend wenn «(vy,...,vy) = 0 gilt, falls
v; = v; fiir Indizes 7 # j gilt.

(3) Die Menge aller k-Linearformen auf V wird mit ®*V*, die Menge der alter-
nierenden k-Linearformen mit A*V* bezeichnet. Als Konvention legen wir auBerdem

ROV* = AOV* = R fest.

Fiir £ = 1 erhalten wir lineare Abbildungen und 1-Linearformen sind einfach Ele-
mente des Dualraumes V* = L(V,R) von V. Damit gilt also @' V* = A'V* = V*. Die
Motivation fiir die Notationen ®*V* und A*V* wird spéter noch klarer werden. Wie fiir
Determinantenfunktionen folgt fiir jede k-lineare Abbildung « aus

a(vy,...,v,...,0,...05) =0

leicht, dass « das Vorzeichen wechselt, wenn man zwei Eintriage vertauscht. Daraus folgt
dann, dass fiir jede Permutation o der Menge {1, ..., k} die Gleichung

A(Vgyy oy Ug,) = sgn(o)a(vy, ..., vg)
gilt (siche Ubungen). Wir kénnen sofort einige einfache Eigenschaften abkliren:

LEMMA 2.6. Seien V und W endlichdimensionale Vektorriume und sei k > 1.

(1) Die k-linearen Abbildungen V¥ — W bilden einen Vektorraum beziiglich der
punktweisen Addition und Skalarmultiplikation. Die alternierenden k-linear Abbildungen
bilden darin einen linearen Teilraum.

(2) Ist {ay,...,ay} eine Basis fir V, dann ist eine k-lineare Abbildung o : VF — W

eindeutig durch die Elemente a(a;,, . .., a;. ) fir Indizes iy, ... ix € {1,..., N} bestimmt.
Ist o alternierend, dann sind schon die Werte mit 1 < i1 < 19 < - < 15 < N
ausreichend.

BeEwEIS. (1) Punktweise Operationen bedeuten, dass wir fiir k-lineare Abbildungen
a,B:VF = W und t € R, die Funktion o + ¢ durch

(U1, ..y 0k) = vy, .. vk) HEB(v1, .., Ug)

definiert. Das ist aber offensichtlich wieder eine k-lineare Abbildung, die zuséatzlich al-
ternierend ist, falls o und [ alternierend sind. Damit folgen aber beide Behauptungen
sofort aus bekannten Tatsachen der linearen Algebra.

(2) Sind vy,...,vp € V, dann kénnen wir diese Vektoren in der gegebenen Basis
entwickeln und wir schreiben das als v; = > i v a; mit v} € R. Damit ist aber wegen
der Linearitédt in der ersten Variable

(v, .., 0) =D vi'alag,, v, . .., VL)

Entwickeln wir dann in der zweiten Variable und so weiter, dann erhalten wir

a(vy, ..., v,) = Z ViR R alag, aiy, - ag,).
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Ist « alternierend, dann ist a(a,, . .., a;,) = 0 falls zwei der Indizes i; gleich sind. Wenn
aber die Indizes i; alle verschieden sind, dann gibt es eine eindeutige Permutation o
der Menge {1,...,k} sodass iy, < iy, < -+ < iy, gilt und dann ist a(a;,,...,a;) =
sgn(o)a(as,, . .- ,aiak).

Man kann aus Elementen des Dualraumes einfach k-Linearformen konstruieren. Fiir
AL, ..., Ap € V* konnen wir einfach die Abbildung (vq,...,vx) = A1(v1) ... A\e(vg) be-
trachten, die offensichtlich ein Element \; ® --- ® A\, € ®@*V* definiert. Eine kleine
Variation dieser Konstruktion liefert alternierende Multilinearformen und mit Hilfe die-
ser Konstruktion kann man den Raum A*V* gut verstehen.

SATZ 2.6. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum tber R und sei k > 1.
(1) Seien A1,..., \p € V*, also \; : V' — R eine lineare Abbildung fiir jedes i. Dann
definiert

(2.1) (AL A AN ) (v, vg) == Z sgn(o) A1 (Vo )« Ak (Vo)

O’EGn

ein Element \y A -+ A\, € AFV*.

(2) Die Abbildung (M1, ..., ) = A A+ AN definiert eine k-lineare, alternierende
Abbildung (V*)* — AFV*,

(3) Ist {1, ..., un} eine Basis fir V*, dann bilden die Elemente p;, A --- A p;, mit
1 <y <iy < -+ < i <n eine Basis fir N*V*. Insbesondere gilt A*V* = {0} fiir
k> n und dim(A*V*) = (1) fir k < n.

BEWEIS. (1) Fiir v € V definieren wir einen Vektor a(v) € R* durch a(v) :=
(A1(v), ..., Ak(v)). Dann gilt natiirlich a(v + tw) = a(v) +ta(w) und nach Definition ist
(AMA- - AXe)(vr, ..., vg) == det(A), wobei A die Matrix mit den Spalten a(vy),. .., a(vg)
ist. Fixieren wir die Vektoren v; fiir j # 7 und ersetzen v; durch v; + tw;, dann dndert
sich die ite Spalte von A zu a(v; + tw;) = a(v;) + ta(w;) wihrend die anderen Spalten
gleich bleiben. Wegen der Linearitédt der Determinante in den Spalten der Matrix sehen
wir, dass die Funktion A\; A --- A A, linear in der i¢ten Variable und damit k-linear ist.
Ist v; = v; fiir 7 # 7 dann hat die entsprechende Matrix zwei gleiche Spalten und damit
Determinante Null. Damit ist aber A\; A --- A A\, alternierend.

(2) Fixieren wir Vektoren vy, ...,v; € V und definieren wir fiir jedes A € V* einen
Vektor b(\) € R* durch b(\) = (A(v1),...,A(vg)). Dann kénnen wir genau wie oben
(AL A AXg) (v, ..., v,) = det(B) schreiben, wobei B als Spalten die Vektoren b(\;),
..., b(A) hat. Genau wie in Teil (1) folgt daraus nun, dass der Wert von

MA-ANFt) A A

auf (vq,...,v;) gerade die entsprechende Linearkombination der Werte von A A - -+ A
AN A AXpund von A\ A Ay A+ - ANy ist. Da das aber fiir alle k-Tupel von Vektoren
gilt, folgt fiir die entsprechenden Abbildungen

MAANAFWIA A=A A ANA AN F AL A AV A AN

Damit ist unsere Abbildung k-linear. Falls A\; = A; fiir ¢ # j gilt, dann hat die ent-
sprechende Matrix B zwei gleiche Spalten und damit Determinante Null. Das gilt aber
wieder fiir alle k-Tupel von Vektoren aus V und damit gilt in diesem Fall A\{A---AX, = 0.

(3) Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die Basis {y;} von V* eine Basis
{a;} fiir V bestimmt, die durch f;(a;) = d;; charakterisiert ist. Betrachten wir nun zwei
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“Gruppen von Indizes” i1,...,%, und jq,...,5p mit 1 < i3 < iy < -+- < 7 < n und
1 <j1 <jo2 <+ <jr <n. Dann behaupten wir, dass

Py N - A :uik(aju SR 7ajk) = Oiy 5 - "5ik,jk

gilt, wir also 1 erhalten, wenn die beiden Tupel von Indizes gleich sind und 0, wenn sie
verschieden sind. Betrachten wir zunéchst ¢; und 7;. Ist 71 < j;, dann folgt i1 < j, fiir alle
¢ und damit f;, (ar, ) = 0 fiir jede Permutation o, also folgt p;, A+ - -Api, (aj,, ..., a,) =0
nach Definition. Ist umgekehrt j; < 4y, dann ist j; < ¢, und damit p;,(a;,) = 0 fir
alle ¢. Damit folgt aber wieder j;, A --- A p;, (aj,,...,a;,) = 0, also konnen wir einen
Wert ungleich Null nur dann erreichen, wenn ¢; = 7; gilt. Wir sehen auch, dass in
der Definition in nur Permutationen ¢ mit o; = 1 einen Wert # 0 liefern kénnen.
Damit gilt aber auch 75 > j; und j, > ¢; und wir konnen analog wie oben argumentieren,
dass fiir io < jo und jo < 49 immer pi;; A -+ A i (@, ..., aj,) = 0 gelten muss. Damit
folgt wieder, dass nur im Fall i3 = j, ein Wert # 0 erreicht werden kann und in (2.1))
nur Permutationen beitragen kénnen, die auch oo = 2 erfiillen. Iteriert man dieses
Argument, dann folgt, dass ein Wert # 0 nur erreicht werden kann, wenn i, = j, fiir
alle ¢ gilt und dass in nur die identische Permutation beitrégt. Daraus folgt aber
dann natiirlich auch p;, A -+ A pg (@i, ... a5,) = 1.
Daraus folgt aber nun, dass fiir Koeffizienten «;, ;, und eine Linearkombination

= Z Qi g by I\ N i,

1<i1 <o < <1, <n

immer o, ;, = a(a;,,...,a; ) gilt. Daraus folgt einerseits sofort, dass die Menge {s;, A
oAy, 1 <ip <dg < --- < i < n} linear unabhéingig ist. Andererseits sieht man
aber auch, dass fiir gegebenes o € A*V* die Abbildungen o und

Z a(ail,...,aik),uil/\---/\uik

1< <t << <n

auf allen Tupeln (a;,,...,a; ) miti; < --- < i iibereinstimmen und damit nach Teil (2)
von Lemma[2.6]gleich sind. Also folgt die Behauptung iiber die Basis und die Indexmenge
fiir diese Element sind genau die k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}. O

Im Moment sollte man den Ausdruck A; A --- A A\p nur als Symbol interpretieren
und nicht als Resultat einer Operation. Wir werden aber gleich beweisen, dass auch
die Interpretation als Resultat einer Operation gerechtfertigt ist. Und es wird handlich
sein, diese Tatsache schon jetzt in der Terminologie vorwegzunehmen: Wir sagen, dass
ein Element o € A*V* ein Hackprodukt von Linearformen ist wenn es in der Form
A1 A -« A X geschrieben werden kann.

BEISPIEL 2.6. Betrachten wir den Fall V' = R3. Die nichttrivialen Riume, die in
diesem Fall auftreten sind A*V* fiir k = 0,1, 2,3 und sie haben die Dimensionen 1, 3,
3 und 1. Nach Definition ist A°V = R und aus der linearen Algebra ist bekannt, dass
jedes Element von A3V* ein Vielfaches der Determinante det : (R?)? — R ist. Verwendet
man die Determinante, dann kann man jedem Vektor w € R? ein Element o, € A2V*
zuordnen, das durch a,(vy,vs) := det(w, vy, ve) definiert ist, was offensichtlich bilinear
und alternierend ist. Wir kénnen dann die Funktion R?* — A?(IR?)* betrachten, die durch
w — ay, gegeben ist. Weil die Determinantenfunktion trilinear ist, folgt sofort, dass
oy 1wy, = O, + tay,, gilt, also ist unsere Funktion eine lineare Abbildung. Schliellich
ist fiir w # 0 offensichtlich «,, # 0, also erhalten wir einen linearen Isomorphismus
R3 = A?(R3)*.
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Wenn wir auch noch das innere Produkt (, ) auf R* benutzen kénnen wir dhnlich wie
in den Abschnitten [1.9 und[L.10]auch (R%)* = A'(R®)* mit R® identifizieren. Hier bilden
wir also w € R? auf die lineare Abbildung )\, : R® — R ab, die durch A\, (v) = (v, w)
gegeben ist. Insbesondere kénnen wir jetzt fiir wi, w, € R? das Element Ay, A Ay, €
A?(R3)* bilden und wissen von oben, dass es einen eindeutigen Vektor w gibt, sodass
Aw, ANy = Qy, gilt. Man kann leicht direkt verifizieren, dass die Abbildung (wq, ws) — w
genau das Kreuzprodukt auf R? liefert.

Diese Identifikationen werden uns spéter eine Verbindung zur klassischen Vektor-
analysis liefern. Mann kann sie zwar auf hohere Dimensionen ausdehnen, erhélt aber so
nur Beschreibungen von A'(R™)* und A"~'(R™)*. Aber schon in Dimension n = 4 ist
A?(R*)* ein Raum der Dimension 6, der keine einfache Beschreibung in Termen von R*
erlaubt.

2.7. Das Hackprodukt. Die Konstruktion aus Satz fithrt zu einer Idee, wie
man alternierende Multilinearformen “kombinieren” kann. Betrachtet man \;, 1, € V*
fire=1,...,k, 7 =1,...,¢, dann kann man versuchen, ein Produkt von Ay A--- A\, €
AVEund py Ao - Apg € AVFals My A~ AXg A A=+ A g € AFTV* zu definieren.
Das funktioniert tatsédchlich und man kann dann leicht eine Beschreibung fiir allgemeine
alternierende Multilinearformen ableiten, die wir hier als Definition verwenden.

DEFINITION 2.7. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und seinen k,¢ > 1
dann definieren wir fiir o« € A¥V* und 8 € A*V* eine Funktion oo A 8 : V¥4 — R durch
1
(22) (Oé A ﬁ)(vlv B avk’-i-f) = W Z Sgn(a)a(val, cee 7U0k)5(vak+1’ cee >U¢7k+e)‘

0€G L4y

Man nennt o A § das Hackprodukt oder Keilprodukt oder Wedgeprodukt von o und f.

Abgesehen von dem Faktor ﬁ ist diese Definition wohl nicht sehr iiberraschend. Die
Notwendigkeit fiir diesen Vorfaktor ergibt sich unmittelbar aus Teil (3) des folgenden

Resultats.

PROPOSITION 2.7. Sei a € A*V* und 8 € A°V*. Dann gilt:

(1) a A B ist (k+0)-linear und alternierend, also oA\ 3 € AFYV*. Auflerdem ist das
Hackprodukt bilinear, also es gilt (aq + tag) A B = ay A B+ tag A B fiir ay, ay € AFV*
und t € R und analog in der zweiten Variable.

(2) Das Hackprodukt ist graduiert kommutativ, also es gilt BN a = (—=1)Fa A .

(3) Das Hackprodukt ist assoziativ, also es gilt a A (B AY) = (a A B) A~ fir jedes
vye NV mitr > 1.

Bewers. (1) Fiir die Multilinearitit von a A [ sowie fiir die Bilinearitidt des Hack-
produkts geniigt es eine Funktion der Form

(U1, ooy Vo) = (Vg o 0k) B(Vkt1y - -+ Vktr)

zu betrachten und fiir diese sind beide Eigenschaften offensichtlich. Damit gelten sie
aber fiir jeden Summanden in der Definition in (2.2) und damit auch fiir die Summe.
Ist v; = v, fiir ¢ # j, dann kénnen wir fiir jede Permutation o € &1, die Kom-
position ¢ = o o (7, j) betrachten, wobei (i, j) die Transposition bezeichnet, die i und
j vertauscht. Nach Konstruktion ist dann v, = v fiir alle r = 1,...,k 4+ ¢ aber
sgn(o) = —sgn(o). Wenn o einmal durch &, lauft, dann liuft auch & genau ein-
mal durch alle Elemente von &, ,. Damit heben sich jeweils die beiden entsprechenden
Summanden in der Definition in weg und wir sehen, dass a A 3 alternierend ist.
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(2) Das ist nur eine Uberlegung zu Permutationen. Betrachten wir einen der Sum-

manden in der Definition von § A a, sagen wir 3(v,,, ..., vy )a(vr,,,, ..., Vs, ) fiir eine
Permutation 7, dann ist dieser Summand gleich a(vs,,...,05,)8(Voy s -1 Vo, ), fiir
. . .. . To+i 1<k
eine passende Permutation o. Explizit gilt o; = _ . Das bedeutet aber
Tick 1>

gerade, dass man o = 7 o p gilt, wobei p die Abbildung ist, die 1,2,...,k + ¢ auf
(+1,...,0+k,1,... ¢ abbildet. Damit ist aber sgn(c) = sgn(7) sgn(p) = sgn(7)(—1)*,
weil man fiir p jede der ersten ¢ Zahlen durch die letzten k Zahlen “durchtauschen”
muss. Durch Summieren iiber alle Permutationen folgt die Behauptung.

(3) Wir behaupten zuniichst, dass fiir a = M A---AXN € A¥V*und 8 = iy A---Aug €
AVE mit Ay, ..o, Ay o, - -+, pte € V* das Produkt a A 8 durch

MAAXN AL A A g

gegeben ist.

Dazu betrachten wir a(vyy,...,05,) = (A1 A -+ A Xg)(Voy, ..., Vs, ), Um das aus-
zuwerten miissen wir nochmals iiber alle Permutationen der k£ Eintragungen v,, sum-
mieren. Analog gilt das fiir §, wo wir ¢ Eintragungen permutieren miissen. Fiir fi-
xe Permutationen dieser k bzw. ¢ Vektoren erhalten wir aber einen Ausdruck der
Form Ai(vy,) ... A\e(vr ) i1 (vry,) - - - pe(vs,,,) filr eine Permutation 7, die von o und
den gewdhlten Permutationen von k& bzw. ¢ Elementen abhéngt. Wenn man iiber al-
le Moglichkeiten summiert, dann tritt dabei aber jede fixe Permutation 7 genau k!¢!
mal auf (entsprechend der Wahlen der Permutationen von k bzw. ¢ Elementen, die man
jeweils durch passende Wahl von ¢ “kompensieren” kann). Das ist aber genau der Faktor
durch den in der Definition in dividiert wird, und daraus folgt die Behauptung.

Damit folgt aber sofort, dass a A (B A7) = (a A B) A~ gilt, wenn «, 5 und y Hack-
produkte von Linearformen sind. Weil wir aber aus (1) wissen, dass das Hackprodukt
bilinear ist, erweitert sich dieses Resultat auf den Fall dass «, § und ~ Linearkom-
binationen von Hackprodukten von Linearformen sind. Nach Satz kann aber jede
alternierende Multilinearform als so eine Linearkombination geschrieben werden, also
ist der Beweis vollsténdig. OJ

BEMERKUNG 2.7. (1) Damit kénnen wir nun tatsidchlich Ay A --- A A, als Hackpro-
dukt der Elemente \; € V* = A'V* interpretieren und wegen der Assoziativitit des
Hackprodukts macht dieser Ausdruck ohne Klammern Sinn.

(2) Man erweitert das Hackprodukt auf Elemente von A°V*, indem man es einfach als
Skalarmultiplikation definiert, wenn mindestens einer der beiden Faktoren in A°V* = R
liegt. Man erhélt also die gewohnliche Multiplikation a A b := ab fiir a,b € A°V* =R
und a Ao = aa = a Aa fir a € A°V* und o € A*V* mit k& > 0. Dann bleiben alle
Eigenschaften aus Satz erhalten.

(3) Man kann die Riaume A*V* zu einem einzelnen Vektorraum A*V* zusammen-

fassen, den man iiblicherweise als A*V* := @23(‘/)/&’“‘/* definiert. Hier ist die direkte
Summe einfach das Produkt der Rdume mit komponentenweiser Addition und Ska-
larmultiplikation. Das ist aber mehr eine Schreibweise als tatséchlicher Inhalt. Man
betrachtet dann A*V* als graduierten Vektorraum, wobei der Teilraum AFV* gerade
den Elementen mit Grad k entspricht. Der Vorteil ist, dass man dann das Hackprodukt
als bilineare Operation A : A*V* x A*V* — A*V* auffassen kann. Die Eigenschaften
aus Satz sagen dann gerade, dass diese Operation A*V* zu einer graduiert kommu-
tativen, assoziativen Algebra macht. Aber auch das ist mehr effiziente Sprechweise als

tatsachlicher Inhalt.
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2.8. Exkurs: Bemerkungen zu Tensorprodukten und dufleren Potenzen.
Wir wollen hier nur kurz verschiedene Notationen erkldaren, die oben aufgetaucht sind
und die Uberlegungen iiber Multilinearformen in einen etwas allgemeineren Rahmen
stellen. Das sollte aber zum Versténdnis der weiteren Entwicklungen nicht notwendig
sein. Fiir Vektorrdume V', W und Z kann man bilineare Abbildungen ¢ : V x W — Z
betrachten und diese bilden einen Vektorraum unter den punktweisen Operationen. Wie
in Satz sind bilineare Abbildung immer durch ihre Werte auf Paaren von Basisele-
menten bestimmt, also ist die Dimension dieses Raumes dim(V') dim(W)dim(Z). Ist
©:V x W — Z bilinear und f : Z — Z linear, dann ist natiirlich auch die Abbildung
fop: VXW — Z bilinear. Damit kann man sich fragen, ob man auf diese Weise alle
bilinearen Abbildungen (in beliebige Vektorrdume) durch diese Konstruktion aus einer
einzigen (“universellen”) bilinearen Abbildung gewinnen kann. In unserem konkreten
Fall kann man relativ leicht direkte Losungen fiir dieses Problem finden.

Man kann zum Beispiel den Raum L(V* W) der linearen Abbildungen vom Dual-
raum von V mnach W betrachten. Wahlt man Vektoren v € V und w € W, dann
bestimmen diese eine lineare Abbildung f,., : V* — W via f,,(A) = A(v)w. Damit
definiert F(v,w) := f,, eine Funktion F' : V. x W — L(V* W) und man verifiziert
sofort, dass F' bilinear ist. Man verifiziert auch leicht, dass fiir Basen {vy,...,v,} fir
V und {wi, ..., wy} fir W die Funktionen f,, ,, fir 1 <i <nund 1 < j < m eine
Basis fiir L(V*, W) bilden. Ist nun Z ein beliebiger Vektorraum und ¢ : V x W — Z
eine beliebige bilineare Abbildung, dann ist aus der linearen Algebra bekannt, dass es
eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : L(V*, W) — Z gibt, die @(fu, w;) = ©(vi, w;) fiir
alle 7, 7 erfiillt. Damit stimmen aber die bilinearen Abbildungen ¢ o F' und ¢ auf allen
Paaren von Basiselementen iiberein und miissen damit gleich sein.

Alternativ kann man aber auch den Vektorraum B(V, W;R) aller bilinearen Abbil-
dungen V x W — R betrachten und den Dualraum B(V,W;R)* bilden. Fiir v € V' und
w € W finden wir ein offensichtliches Element g,,, € B(V, W;R)*, ndmlich g, ., (¢) :=
Y(v,w) € R fiir ¢ : V- x W — R bilinear. Also definiert G(v,w) := ¢, eine Funktion
G:V xW — B(V,W;R)* und aus der Konstruktion folgt leicht, dass diese Abbildung
bilinear ist. Fiir Basen {v;} und {w;} wie oben sieht man wieder leicht, dass die Ele-
mente \,, ., eine Basis fiir B(V,W;R)* bilden. Damit erhélt man aber wie oben fiir
jeden Vektorraum Z und eine bilineare Abbildung ¢ : V x W — Z eine eindeutige
lineare Abbildung @ : B(V,W;R)* — Z, die (A, w,) = ©(vi, w;) fiir alle 4, j und damit
muss wie oben oG = ¢ gelten. Insbesondere kann man das auf die bilineare Abbildung
F : VxW — L(V* W) und erhilt eine lineare Abbildung F' : B(V,W;R)* — L(V*, W).
Umgekehrt liefert die Konstruktion von oben angewandt auf G : V- x W — B(V,W;R)*
eine lineare Abbildung G : L(V*,W) — B(V,W;R)*. Mit Hilfe von Basen wie oben
verifiziert man sofort, dass F' und G invers zueinander und damit insbesondere lineare
[somorphismen sind.

Nun haben wir zwar “unterwegs” Basen verwendet, aber die Abbildungen F' und G
und die Zuordnungen ¢ +— ¢ und ¢ — ¢ wurden ohne jegliche Wahl von Basen defi-
niert. Damit sind auch die Isomorphismen Fund G natiirliche Isomorphismen, die nicht
von der Wahl einer Basis abhédngen. Damit hat man fiir das Problem der universellen
bilinearen Abbildung mehrere Losungen, die auf den ersten Blick recht verschieden aus-
sehen und es gibt keinen Grund, eine dieser (oder auch andere) Losungen zu bevorzugen.
Das 16st man, indem man abstrakt ein Tensorprodukt von V und W als einen Vektor-
raum V ® W zusammen mit einer bilinearen Abbildung V x W — V ® W definiert, die
man als (v, w) — v ® w schreibt, sodass es fiir jeden Vektorraum Z und jede bilineare
Abbildung ¢ : V x W — Z eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : V@ W — Z gibt,
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sodass ¢(v,w) = ¢(v @ w) fir alle v € V und w € W gilt. Analog wie oben zeigt man,
dass es fiir ein weiteres Tensorprodukt V&W einen eindeutigen linearen Isomorphismus
VoW — VW gibt, der fiir v € V und w € W das Element v ® w auf v®@w abbildet.
Damit braucht man sich nicht mehr darum zu kiimmern, wie die Losung konstruiert
wurde sondern kann einfach mit der “universellen Eigenschaft” (ndmlich, dass es zu
jedem ¢ ein eindeutiges ¢ gibt) arbeiten.

Man kann dann problemlos Tensorprodukte von mehreren Vektorrdumen bilden und
stellt fest, dass man V; ® (Vo ® V3) und (V3 ® V3) ® V3 in natiirlicher Weise identifizieren
kann und daher keine Klammern setzen muss. Insbesondere kann man fiir einen Vek-
torraum V die Tensorpotenzen V@V =: @*V, VeV @V =: ®*V und allgemein @V
fiir k£ € N bilden. Dabei legt man als Konvention ®°V = R und @'V =V fest.

Betrachten wir nun V' ® V. Dann kénnen wir die Abbildung V xV — V ® V
betrachten, die durch (vq,vs) — vy ® v1 gegeben ist. Nach der universellen Eigenschaft
finden wir eine lineare Abbildung 7: V@V = V @V, die 7(v; ® v3) = vy ® vy fiir alle
vy, vy € V erfiillt. Offensichtlich bildet 7 o 7 jedes Element der Form v; ® vy auf sich
selbst ab, also folgt aus der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft 7 o7 = id.
Wir nennen dann z € V ® V' symmetrisch, wenn 7(x) = z gilt und alternierend, wenn
7(r) = —z gilt. Diese symmetrischen Elemente bilden einen Teilraum S?V C @2V,
die alternierenden Elemente einen Teilraum A%V C ®2V. Man kann aber ein beliebiges
Element z € V@V als © = 3(z + 7(z)) + 3(2 — 7(x)) schreiben und die Summanden
liegen in S2V bzw. in A?2V. Damit ist ®?V = S?V @ A%V und durch projizieren auf die
beiden Summanden erhélt man Abbildungen

(v1,v9) > v V vy 1= %(vl R vy + vy @) € SV
(v1,v9) > v1 Avg = %(vl ® Vg — Vv ® V) € AV

Dann zeigt man leicht, dass S?V eine universelle Eigenschaft fiir symmetrische bilineare
Abbildungen hat: Sei Z ein Vektorraum und ¢ : V' x V — Z eine bilineare Abbildung
sodass ¢(v1,v2) = p(vg,vy) fiir alle vy, vy € V gilt. Dann gibt es eine eindeutige lineare
Abbildung ¢ : S?V — Z sodass @(v; V vg) = ¢(v1,v9) gilt. Analog hat AV eine uni-
verselle Eigenschaft fiir bilineare Abbildungen, die alternierend im Sinne von Definition

[2.6] sind.

Mit kleinen Anderungen erweitert sich das auf multilineare Abbildungen. Man be-
trachtet @*V fiir £ > 3 und beobachtet zunichst, dass es fiir jede Permutation o € &,
eine eindeutige lineare Abbildung 7, : @V — ®@*V gibt, sodass 7,(v; @ -+ @ v},) =
Vg, @+ @y, gilt. Man kann nun einen Teilraum S*V C ®@*V durch {z : Vo : 7,(z) = z}
und einen Teilraum A*V C ®*V durch {z : Vo : 7,(x) = sgn(o)z} definieren, diese bei-
den Teilriume spannen aber ®*V nicht mehr auf. Besser ist es hier die beiden Raume
als Quotienten von ®*V zu betrachten. Fiir A*V kann man hier einfach den Teilraum
S von ®*V betrachten, der von allen Tensoren der Form vy ® -+ ® v, mit v, € V
und v; = v; fiir ein ¢ # j aufgespannt wird und die kte dufere Potenz A*V von V als
(®*V)/S definieren. Dann definiert man eine Abbildung V* — A*V durch

(U1, . 0) P UL A Ay = (1 ® - - @ vg) mod S

und verifiziert leicht, dass diese Abbildung k-linear und alternierend ist. Aulerdem hat
A*V eine universelle Eigenschaft fiir k-lineare, alternierende Abbildungen: Ist Z ein
Vektorraum und ¢ : V¥ — Z ecine k-lineare, alternierende Abbildung, dann gibt es
genau eine lineare Abbildung @ : A¥V — Z, sodass ¢(vi A« - Avg) = p(vy, ..., v;) gilt.
Wendet man das auf Z = R an, dann sieht man, dass der Raum der alternierenden
k-Linearformen auf V genau durch L(A*V,R) = (A*V)* gegeben ist und man kann
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wieder leicht direkt zeigen, dass man diesen Raum auch mit A¥V* (also mit der kten
duBeren Potenz des Dualraumes V* von V') identifizieren kann und zwar genau iiber die
Konstruktion aus Satz . Ahnlich definiert man die kte symmetrische Potenz S¥V von
V als Quotient von ®*V und zeigt, dass sie eine universelle Eigenschaft fiir k-lineare
symmetrische Abbildungen hat.

Differentialformen

Nachdem wir jetzt den Hintergrund entwickelt haben, kénnen wir uns den Analoga
von 1-Formen widmen.

2.9. Definition und Hackprodukt. Wir definieren Differentialformen héheren
Grades parallel zur Definition von 1-Formen aus Abschnitt [I.10] Man kann die Definition
dort so interpretieren, dass wir jedem Punkt x in einer offenen Teilmenge von R™ eine
Linearform, also eine lineare Abbildung R" — R, zuordnen. Es ist hilfreich sich diese
lineare Abbildung als “im Punkt x angehédngt” vorzustellen. Hier machen wir das gleiche
mit alternierenden Multilinearformen statt mit Linearformen.

Ist U C R"™ eine offene Teilmenge, dann kénnen wir einfach Funktionen ¢ : U —
AF(R™)* betrachten, die jedem Punkt x € U eine k-lineare alternierende Abbildung
o(z) : (R")* — R zuordnen. Natiirlich kénnen wir so eine Funktion Aquivalent als
eine Funktion ¢ : U x R™ x ... x R® mit k£ Kopien von R" betrachten, die in den
letzten k Variablen k-linear und alternierend ist. Wir verlangen also, dass fiir jedes
x € U, jedes i und fixe Vektoren v; die Funktion v — @(z,v1,...,0;-1,v, Vg1, ..., V)
linear ist und dass ¢(x,vy,...,v;) = 0 gilt, wenn v; = v; fiir ¢ # j gilt. Aus der
letzten Bedingung folgt dann, dass fiir jedes z, alle v; und jede Permutation o € &, die
Gleichung p(z, vg,, . .., v, ) = sgn(o)p(x, vy, ..., vg) gilt.

DEFINITION 2.9. Sei U C R" offen.

(1) Eine stetige Differentialform vom Grad k oder eine stetige k-Form auf U ist eine
Funktion ¢ : U — (A*R™)* sodass fiir beliebige fixe Vektoren vy, . .., v; € R™ die Funkti-
on z — @(x,vy,...,v;) stetig ist. Fiir r > 1 sagen wir, dass ¢ Differenzierbarkeitsklasse
C" hat, wenn alle diese Funktionen C"-Funktionen sind.

(2) Der Raum der stetigen k-Formen auf U wird mit Q*(U) bezeichnet.

(3) Fiir ¢, € QF(U) und f € C(U,R) definieren wir ¢ + fi) : U — AFR™ durch

(2.3) (p+ f)(x, v, ... 08) = @(x,v1, ... 08) + fz)(x, 01, ... 0p).
(4) Fiir ¢ € QF(U) und v € QY(U) definieren wir ¢ Ay : U — AF(R")* durch
(2.4) (P AY)(z) == (p(x)) A (P(2)),

wobei wir auf der rechten Seite das Hackprodukt A : AF(R")* x AY(R")* — AFE(R)*
aus Abschnitt 2.7 benutzen.

Die grundlegenden Eigenschaften all dieser Operationen sind leicht abzukliren:

SATZ 2.9. Sei U C R™ offen, seien k.0 € {1,...,n}, sei f € C(U,R) und r > 1.

(1) Fiir ¢, € QF(U) ist ¢ + f1b € Q¥(U). Haben o, 1 und f alle Differenzierbar-
keitsklasse C", dann ist auch p + fi ein C"-Form.

(2) Fiir ¢ € QXU) und v € QYU) ist o A € QFFYU). Haben ¢ und 1 Differen-
zierbarkeitsklasse C”, dann gilt das auch fir o A\ .

(3) Das Hackprodukt von Differentialformen ist bilinear, assoziativ und graduiert

kommutativ, also gilt v A@ = (—1)* oA, Zusdtzich gilt (fo)AY = f(pAY) = @A (f1).
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BeEweis. (1) folgt direkt aus der Definition in (2.3) und bekannten Resultaten der
Analysis.

(2) Aus Formel (2.2) in Definition folgt sofort, dass Teil (3) von Definition
fiir fixe Vektoren vy, ..., v, € R

1
(P AY) (@, 01,0y Uppr) = T Z SgN(0) (T, Vs - - s Vo )T, Vo5 -+ 5 Vo yy)
ceGy
gilt. Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine Summe von Produkten stetiger Funktionen
(bzw. von C"-Funktionen) also selbst stetig (bzw. C).

(3) Bilinearitét, Assoziativitiat und graduierte Kommutativitét folgen sofort aus den
entsprechenden Eigenschaften in jedem Punkt x € U, die wir in Satz bewiesen
haben. Fiir die letzte Eigenschaft setzen wir einfach in die Definition ein: ((fp)Av)(x) =
(f(z)¢(x))A(x) und wegen der Bilinearitét aus Satz[2.7)ist das gleich f(z)(p(z)AY(x))
und gleich ¢(x) A (f(x)¥(z)) und die Behauptung folgt. O

Mit Hilfe des Hackprodukts erhalten wir Verallgemeinerungen der Koordinaten-1-
Formen dx; aus Abschnitt . Fiir Indizes i,...,i; € {1,...,n} erhalten wir dx;, A
o« Adx;, € QF(U) fiir eine beliebige offene Teilmenge U C R". Explizit bedeutet das
nach Definition

(2.5) dey, N+ Ndzg, (z,01,. .., 0) = Z sg(0) (Vg )iy - - - (Vo )i s

ceCk
wobei (v;); die jte Komponente von v; bezeichnet. Nach Teil (2) von Satz sind
alle dieser Koordinaten-k-Formen beliebig oft differenzierbar. Aulerdem erhalten wir

sofort, dass dx;, A\--- Adx;, = 0 gilt, falls zwei der Indizes gleich sind und dass fiir eine
Permutation ¢ € G, die Gleichung

dxiol A A dl’i”k = Sgn(o‘)dmil A--- A dl‘zk

gilt. Damit geniigt es wieder, die Ausdriicke aus mit 1 <93 <t <<, <n
zu betrachten. Analog zu den Entwicklungen in Abschnitt konnen wir beliebige k-
Formen in Termen dieser Koordinatenformen expandieren und so k-Formen durch Tupel
von R-wertigen Funktionen beschreiben.

PROPOSITION 2.9. Sei U C R" eine offene Teilmenge und @ € QF(U) eine stetige
k-Form mit 1 < k < n und ey,...,e, die Standardbasis fir R™. Dann definiert fiir
Indizes iy, ..., i, € {1,...,n} die Vorschrift

Piq...ip (I’) = ¢<x7 €ipyen- aeik)
eine stetige Funktion p;, ;U — R und es gilt
1<i1 <2< <1 <n
Insbesondere hat fir r > 1, die Form ¢ genau dann die Differenzierbarkeitsklasse C,
wenn fir alle Tupel iy, ... 1 € {1,...,n} mit iy < --- < ig immer ¢, ; € C"(U,R)
qgilt.

BEWEIS. Die Stetigkeit der Funktionen ¢;, ;, folgt sofort aus der Definition. Offen-
sichtlich bilden fiir jedes z € U die linearen Abbildungen dzy(z), ..., dz,(z) eine Basis
fir (R")* = L(R™,R) und es gilt dz;(e;) = §;;. Damit folgt aber aus dem Beweis von
Teil (3) von Satz 2.6 dass in einem fixen Punkt « die Gleichung

o) =D i (@)(dy A Ad)(2)

11 <t <---<ip
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gilt. Aber nach der Definition der Operationen mit Differentialformen bedeutet das
genau, dass gilt.

Ist ¢ eine C"-Form, dann folgt nach Definition, dass jede der Funktionen ¢,
eine C"-Funktion ist. Umgekehrt haben wir ja schon bemerkt, dass jede der Formen
dx;, A --- N dx;, Klasse C* hat. Damit folgt die Umkehrung aber direkt aus Teil (1)
von Satz 2.9 O

BEISPIEL 2.9. Auf jeder offenen Teilmenge U C R"™ erhalten wir einfach eine n-Form
vol € Q"(U). Wir definieren einfach vol(z)(vy,...,v,) = det(vy,...,v,), was sofort
impliziert, dass vol beliebig oft differenzierbar ist. Aus Proposition folgt sofort, dass
vol =dxy A\ -+ ANdz, gilt.

Mit den Ideen aus Beispiel kénnen wir nun jedem stetigen Vektorfeld Z auf U
eine n — 1-Form Z € Q" '(U) zuordnen. Dazu definieren wir einfach

Z(x,v1, ..., 0p1) :==det(Z(x),v1,. .., 00-1),

was offensichtlich stetig ist. Mit Hilfe von Proposition kénnen wir Z leicht explizit
beschreiben. Im Grad n — 1 miissen wir Indizes i1,...,7,—1 mit 1 < i1 < iy < --+ <
tn—1 < n betrachten, also kommt unter diesen Indizes genau eine der Zahlen 1,...n
nicht vor. Wir schreiben die entsprechende Komponente einer Form ¢ als ¢; also

o= @idui A Adriy Adzigy Ao A da,.

Nach Definition gilt Zz(x) =det(Z(x),€1,...,€i_1,€i11,--.,6€y). Schreiben wir die Kom-
ponenten von Z als Z;, dann gilt Z(x) = >, Z;(x)e; und setzen wir das in die Formel
ein, dann erhalten wir sofort Z;(z) = (—1)""'Z;(x). Damit sehen wir insbesondere, dass
Z die gleiche Differenzierbarkeitsklasse wie Z hat.

2.10. Pullback von Differentialformen. Der Pullback fiir 1-Formen aus Ab-
schnitt hat ein offensichtliches Analogon fiir k-Formen.

DEFINITION 2.10. Sei U C R"*, F : U — R™ eine C'-Funktion und V' C R™ eine
offene Teilmenge mit F(U) C V.

Fiir ¢ € QF(V) definieren wir den Pullback (F*p) : U — A*(R")* von ¢ lings F
durch

(2.7) (F*p)(z,v1,...,08) := @(F(x), DF(x)(v1), ..., DF(z)(vg)).

Wir bemerken, dass fiir f € Q°(U) = C(U,R), diese Definition einfach F*f = fo F
liefert. Die grundlegenden Eigenschaften dieser Operation sind wieder leicht abzuklaren:

PROPOSITION 2.10. Sei U C R™, F : U — R™ eine Ct-Funktion und V C R™ eine
offene Teilmenge mit F(U) C V.

(1) Fiir ¢ € Q) ist F*o € QF(U). Ist p eine C"-k-Form und F eine C"™1-
Funktion, dann ist F*¢ eine C"-k-Form.

(2) Fir ¢,¢ € Q" (V) und f € C(V,R) gilt F*(¢ + f1) = (F*¢) + (F*f)(F*¢).

(3) Fiir o € QX(V) und ¢ € QYV) gilt F*(o AN) = (F*p) A (F*).

(4) Sei G : V — RP eine weitere C*-Funktion und W C R? offen mit G(V) C W.
Dann gilt fiir jede Form w € QF(W) die Gleichung (G o F)*w = F*(G*w) € QY(U).

BEWEIS. (1) Schreiben wir F' in Komponenten als F' = (F7,. .., F,,) und betrachten
wir die Standardbasen von R™ und R™, deren Elemente wir mit e; bezeichnen. Dann
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gilt DF(z)(e;) = >0, g—gej. Damit folgt aber
. L OF;, OF;
(F Qp)(xaeiu'”?eik): Z 0$] (l‘) a$] ($)¢(F(x)vej1""vejk)'
11 ik

J1sedk=1

Weil F eine C'-Funktion ist, sind die partiellen Ableitungen alle stetig und nach Defini-
tion ist der letzte Term ¢;, ;, o F' und damit ebenfalls stetig. Somit ist aber (F™*y);, s,
eine Summe von Produkten stetiger Funktionen und damit selbst stetig. Ist F' eine
C™tLFunktion und ¢ eine C™-k-Form, dann sind alle beteiligten Funktionen C”. Damit
folgen beide Behauptungen aus Proposition [2.9

(2) und (3) folgen wieder direkt aus den (punktweisen) Definitionen der Operationen.
(4) folgt genau wie im Beweis von Satz aus der Kettenregel. O

Die duflere Ableitung

In Beispiel [1.10|haben wir gesehen, dass wir einerC'-Funktion f : U — R eine stetige
1-Form df € QY(U) zuordnen konnen, die im wesentlichen nur die Ableitung von f ist.
Diese Operation kann man auf Formen hoheren Grades verallgemeinern und sie liefert
eines der wichtigsten Werkzeuge der Analysis. Das liegt vor allem an den sehr starken
Invarianzeigenschaften, die aus der (relativ einfachen) Definition nicht offensichtlich
sind.

2.11. Idee und Definition. Die Idee zur Definition der dufleren Ableitung ist
relativ einfach. Fiir eine offene Teilmenge U C R" ist eine k-Form ¢ ja als Funktion
@ : U — AF(R")* definiert. Ist ¢ stetig differenzierbar, dann kann man diese Funktion
differenzieren und erhélt fiir € U eine lineare Abbildung Dy(z) : R® — A¥(R")*.
Damit ist fiir v € R", Dyp(x)(v) € AF(R™)*, also eine k-lineare Abbildung (R")* — R,
also kénnen wir Do (z)(v)(vy, ..., vg) fur vq,..., v, € R™ bilden. Betrachten wir nun v
und die v; gleichzeitig als Variable, dann ist

(0,01, ..., 0%) = Dp(x)(v)(ve, ..., 0k)

eine (k + 1)-lineare Abbildung. Man kann diese alternierend machen, indem man iiber
Permutationen der Eintragungen summiert, so wie wir das schon kennen gelernt haben.

Diese Idee kann man jetzt noch in zwei Punkten etwas vereinfachen. Einerseits
konnen wir beobachten, dass wir ¢ nicht als Funktion in den Vektorraum A*(R™)*
differenzieren miissen, sondern erst Vektoren einsetzen und dann differenzieren kénnen.
(Das funktioniert, weil die Auswertung in einem fixen Tupel von Vektoren eine lineare
Abbildung ist, spater werden wir da aber vorsichtiger sein miissen.) Andererseits, kann
man (wie wir in den Beweisen sehen werden) eine (k + 1)-lineare Abbildung, die schon
in k Variablen alternierend ist, auf einfachere Art alternierend machen. Das motiviert
dann folgende Definition.

DEFINITION 2.11. Sei U C R" offen, k € {0,...,n} und ¢ € Q¥(U) eine stetig
differenzierbare k-Form. Dann definieren wir die dufiere Ableitung de von ¢ als Funktion
von U in den Raum der Funktionen (R")**! — R durch

(2.8) dp(x) (v, ..., vk) := Zfzo(—l)iD(go(,, VOy -+ oy Vim 15 Vi1 - -+ Uk ) (@) (V7).

Man setzt also im iten Summanden alle Vektoren auer v; (in der “richtigen” Rei-
henfolge) in ¢ ein, betrachtet die Funktion y — ¢(y,vo, ..., vi—1,Vit1, ..., k), die nach
Voraussetzung stetig differenzierbar ist, und differenziert sie im Punkt x in Richtung v;.
Wir bemerken auch, dass fiir k = 0 die Funktion ¢ einfach reellwertig und dyp € Q'(U)
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genau die 1-Form ist, die wir in Beispiel konstruiert haben. Die grundlegendsten
Eigenschaften dieser Operation sind nun leicht zu verifizieren:

LEMMA 2.11. Sei U C R™ offen, k € {0,...,n} und o, € QF(U) stetig differen-
zierbare k-Formen t € R und f € CY(U,R). Dann gilt

(1) dp € QFL(U). Ist p eine C"-k-Form fiir v > 2, dann ist de eine C"~'-Form.

(2) d(¢ + tp) = dp + tdi, also ist d eine lineare Abbildung.

(3) d(fe) =df N+ fdo

BEWEIS. (1) Setzen wir in der Definition in in der jten Variable statt v; eine
Linearkombination v;+t?; ein. Dann erhalten wir in allen Summanden mit ¢ # j einfach

Oy v +105,. ) =0(L . 05,0 ) F (s, 04,.00)

und damit

D(p(-, ..., vj+t04, ... ) (x)(v;) = D(p(-, ..., v;,...)) (@) (v;)+tD(p(-, ..., 0j, ... ) (@) (v5).

Im Term mit ¢ = j erhalten wir

D(p(... () (v + t0;) = D((... ) () (v;) + D (. .. ) () (0)

Damit ist dp(z) eine (k + 1)-lineare Abbildung fiir jedes € U. Nehmen wir an, dass
v; = v, = v fur j < £ gilt. Dann ist ¢(-, vo, ..., vi—1,Vit1,...,0,) = 0 wenn ¢ # j und
1 # { gilt, weil dann zwei gleiche Vektoren in ¢ eingesetzt werden. In den Termen fiir
1 = 7 und 7 = { erhalten wir

(=1)7D(P( 00, -+« + 5 Vj15 Vjats - v s Vo1 Uy Vpst,y - - -, 0g)) () (V)

(_1)€D(SO(*) Voy o+ V=1, U5 U1y« oo 3 Vo1, U1y - - - 7Uk))($)(v>
Tauscht man aber im oberen Eintrag den Vektor v durch die £ —j —1 Eintrége v;41,.. .,
vp—1 durch, dann liefert das ein Vorzeichen (—1)é_j —1 also sechen wir, dass sich die beiden
Terme wegheben. Damit ist dp(x) alternierend. Weil ¢ eine C'-k-Form ist, ist jeder der
Summanden in der Definition von dp(v, . .., vx) in (2.8) eine stetige Funktion in z. Hat

¢ Differenzierbarkeitsklasse C”, dann liegen alle diese Funktionen in C"™~'(U,R), also
ist der Beweis von (1) vollstéandig.

(2) Nach Definition gilt fiir wy,...,w; € R” und y € U immer

(90 + tw)(vala S ,U)k) = So(y7w17 S ,U)k) + tw(lyuwh s ,'U}k)-

Wendet man das auf die Summanden in (2.8) an und benutzt dann D(g+th) = D(g) +
tD(h) fiir Funktionen g, h, dann folgt die Behauptung analog wie in (1).

(3) Fiir wy, ..., wx € R" und y € U erhalten wir
(f¢)<y7 Wy, .- - ,U)k) = f(y)go(yu Wy, .- - ,UJk)
und differenzieren liefert nach der Produktregel
D(fQO(f, Wy, .- 7wl€)<x)(v) = Df('r>(v)§0(xu Wy, - ,wk)—f—f(CC')D(QD(,7 Wi, .- 7wk:))(x)(v)

Wendet man das auf die einzelnen Summanden in (2.8)) an, dann addieren sich die Terme
zweiten Terme einfach zu (fdy)(z)(vo, ..., vx) auf. In den ersten Termen konnen wir
wir Df(x)(v) = df (z,v) einsetzen und damit bleibt zu zeigen, dass

(df No)(x,vg,...,05) = Zfzo(—l)idf(x, V) o(T, V0, oy Vi1, Vi1, - - - V)
gilt. Nach Definition ist die linke Seite gerade

% ZU€6k+1 Sgn(O’)df(:U, vUO)SO(‘/I;’ UO’l’ c 7v0k)'
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Aber fiir eine Permutation o € G, mit 0y = ¢ kann man, weil ¢ alternierend ist, die

Eintragungen von ¢ umordnen um ¢(z,vg, . .., V;_1, Vi1, - . - Ug) zu erhalten. Das liefert
ein Vorzeichen a = +1 sodass sgn(o) = a(—1)" gilt. Und natiirlich gibt es genau k!
Permutationen o von {0, ..., k}, sie oo = i erfiillen, was den Vorfaktor % eliminiert. [

2.12. Eigenschaften der dufleren Ableitung. Bevor wir die weiteren Eigen-
schaften abkldren, vereinfachen wir unsere Notation etwas vereinfachen. Wir bezeich-
nen mit [ eine Multi-Index (iy,...,4) mit 1 < 43 < -+ < i < n und setzen dann
|I| = k. Dann definieren wir dz; := dz;, A -+ A dx;, und fiir ¢ € QF(U) setzen wir
o1 = @i, ... SchlieBlich schreiben wir Zm:k fiir Zl§i1<~~-<ik§n‘ Damit wird die Dar-
stellung fiir k-Formen aus Formel aus Proposition einfach zu ¢ = Z‘ I=k ¥ rdxy.
Damit kénnen wir nun die wichtigsten Eigenschaften der dufleren Ableitung beweisen
und eine explizite Formel angeben.

SATZ 2.12. Sei U C R™ offen und seien o € QF(U), v € QYU) CT-Differentialfor-
men mit r > 1. Dann gilt

(1) d erfiillt die Produktregel d(p A1) = dp A+ (—=1)kp A dip.

(2) Ist r > 2 und damit d(dy) definiert, dann gilt d(dy) = 0.

(8) Fiir o = 35— prdzr gilt

)
d(PI Z((d(;p[)/\dl'[) = Z < a—gd:ﬂj/\dl’[> .
j=

T|=k I|=k \j=1

(4) Ist V.C R™ offen und F : V — R"™ eine C?-Funktion mit F(V) C U dann gilt
d(F*p) = F*(dp) € Q" (V).

BEWEIS. (3) Betrachten wir zundchst die Form dz; fiir einen Multi-Index I mit
|I| = k. Dann ist nach Definition die Funktion dx;(z, vy, ..., vy) fiir beliebige Vektoren
V1, ...,V konstant in . Damit folgt aber d(dxz;) = 0 sofort aus Definition [2.11] Nach
Teil (3) von Lemma folgt daraus aber d(p;dx;) = dpr A dx; und wegen Teil (2)
dieses Lemmas folgt daraus die erste Formel fiir dy. Die zweite Formel folgt dann direkt
indem man dy; mit Hilfe von Formel aus Abschnitt berechnet.

(1) Betrachten wir zunédchst den Fall, dass ¢ = fdz; und ¥ = gdx; fiir fixe Multi-
Indices I und J gilt. Dann ist einerseits ¢ A ¢ = fgdx; A dx;. Andererseits gilt nach
Teil (3) dp = df A dxy und dip = dg A dx;, also

deo AN =df Ndxyp N\ gdry = gdf Ndxr N\ dxy

und ¢ Adyp = fdxy Adg ANdxy = (—1)*fdg Adx; A dzy. Kommt ein Index i sowohl in T
als auch in J vor, dann ist dz; A dx; = 0 und damit sind alle Terme in der behaupteten
Formel gleich 0. Enthalten I und J keinen gemeinsamen Index, dann sei K der Multi-
Index, indem die Indizes von I und J in der richtigen Reihenfolge vorkommen. Natiirlich
ist dann |K| = k + ¢ und dz; A doy = £dxg. Damit folgt aber ¢ A ¢ = £ fgdxk und
somit d(p A1) = +d(fg) N deg nach Teil (3). Nach der Produktregel fiir reellwertige
Funktionen gilt d(fg) = gdf + fdg also erhalten wir

d(e N) = (gdf + fdg) Ndxp N day.

Damit gilt die behauptete Formel in diesem Fall. Wegen der Bilinearitdat des Hackpro-
dukts (Teil (3) von Satz und der Linearitét von d (Teil (2) von Lemma [2.11]) folgt
damit die Formel auch fiir ¢ = ), ¢rdey und ¢ = )~ ;1 dx;, also fiir beliebige Formen.

(2) Schreiben wir ¢ = ), ¢dx;, dann gilt nach Teil (3) dp = >, dp; Adx;. Wenden
wir darauf noch einmal d an, dass erhalten wir ), d(dy; Adz;) und wir konnen in jedem
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Summanden (1) anwenden. Nachdem wir schon wissen, dass d(dx;) = 0 ist, geniigt es
also zu zeigen dass d(df) = 0 fiir jedes f € C?*(U,R) gilt. Hier erhalten wir aber
af =32, 2 o 91 dz; und damit nach der zweiten Formel in Teil (3)

d(df) = Z?] 1 8x az dI] A dl’z

Fiiri = jist dejAdz; = 0, also fallen diese Terme weg, fiir ¢ # j ist dejAdz;, = —dz;Ndx;
also heben sich die entsprechenden Terme wegen der Symmetrie der zweiten partiellen
Ableitung weg und die Behauptung folgt.

(4) Fiir f € CY(U,R) sagt Teil (1) von Proposition [1.10] genau, dass F*df = d(F* f)
gilt. Betrachten wir die Koordinatenfunktionen z;, dann sehen wir, dass F*dx; =
d(F*z;) = d(z; o F') gilt, also erhalten wir insbesondere 0 = d(F*dx;) aus Teil (2).
Nach Teil (3) von Proposition ist fiir jeden Multi-Index I der Pullback F*dx; ein
Hackprodukt solcher Formen, also folgt d(F*dxz;) = 0 aus Teil (1). Fiir p = ), ¢dx;
erhalten wir dann F*¢ = >, (F*¢;)(F*dz;) und damit nach Teil (3) von Lemma

d(F* @) = 32 d(F o) N(Frday) =32 (F*doi) N Frdep = F* (32 dpr Adwy) = F*(dp),
wobei wir fiir die letzte Gleichheit wieder Proposition benutzt haben. O

BEeispIEL 2.12. (1) In dem Beweis hat sich schon ein Zusammenhang mit dem
Begriff von geschlossenen 1-Formen aus Abschnitt abgezeichnet. Fiir eine stetig
differenzierbare 1-Form a € Q'(U), die wir als Y. a;dz; schreiben, kénnen wir die
auBere Ableitung leicht explizit ausrechnen:

do = X, dos Ay = X, B2y A dis = 3, (2 — 224 s A .

Insbesondere sehen wir, dass o genau dann geschlossen im Sinne von Definition [1.16]ist,
wenn do = 0 gilt. Und natiirlich ist das wegen Teil (2) von Satz eine notwendige
Bedingung dafiir, dass o = df fiir eine C?-Funktion f gelten kann.

Im Spezialfall n = 3 kénnen wir sowohl Elemente von Q' (U) als auch Elemente von
O2(U) mit Vektorfeldern identifizieren. Fiir ein Vektorfeld Z mit Komponenten Z; ist
die zugehorige 1-Form einfach durch az(x,v) = (Z(z),v) definiert, siche Abschnitt
und Beispiel . Damit erhdlt man einfach ay = ), Z;dz;. Fiir die 2-Formen kann
man die Identifikation aus Beispiel benutzen. Damit erhdlt man aber sofort, dass

day = r;c?Z/) gilt, also entspricht die #ufiere Ableitung d : QY(U) — Q?(U) genau
der Rotation von Vektorfeldern. Die Gleichung d o d = 0 sagt in diesem Bild genau,
dass rot(grad(f)) = 0 fiir jede C*-Funktion f : U — R gilt, also dass Gradientenfelder

wirbelfrei sind.

(2) Fiir U C R" offen betrachten wir Q" (U). Ein Multi-Index I mit |I| =n — 1 ist
von der Form [ =4 :=(1,...,i—1,i+1,...n) fiir genau eine der Zahlen i € {1,...,n}.
Schreiben wir dementsprechend dz; fiir die Koordinaten (n — 1)-Formen, dann kénnen
wir ¢ = Y1 | psdx; schreiben. Fiir die &uBere Ableitung erhalten wir damit

dp = Z E)%d% A dx;.

i,7=1

Das Hackprodukt ist aber dann fiir i # j gleich Null und fiir ¢ = j gerade (—1)""'dz; A
-+ Adz,. Damit erhalten wir insgesamt

ip;
dp =3 (1) lai dzy A - A dz,.

%



DIE AUSSERE ABLEITUNG 57

Mit Hilfe von Beispiel erlaubt diese Operation eine Interpretation in Termen der
Vektoranalysis. Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld Z auf U betrachten wir die
Form Z € Q" '(U) aus Beispiel . Dann zeigt unsere Rechnung sofort, dass dZ =
div(Z) vol gilt, wobei div(Z) = Y, %2 5~ die Divergenz von Z ist, die klassisch einfach als
Funktion interpretiert wird.

Im Fall n = 3 erhalten wir so genau d : Q*(U) — Q3(U) und dod = 0 sagt in diesem
Fall, dass fiir jedes C*-Vektorfeld Z die Gleichung div(rot(Z)) = 0 gilt.

2.13. Das Lemma von Poincaré. Zum Abschluss unserer Diskussion der dufe-
ren Ableitung besprechen wir eine Verallgemeinerung von Proposition [1.16] was einen
der entscheidenden Schritte in Richtung auf die topologische Bedeutung der hier entwi-
ckelten Konzepte darstellt.

DEFINITION 2.13. Sei U C R" eine offene Teilmenge und ¢ € QF(U) eine C*-Form.
Dann heifit ¢ geschlossen, wenn dy = 0 gilt und ezakt wenn es eine Form ¢ € Q¥1(U)
der Klasse C! gibt, sodass ¢ = di gilt.

Teil (2) von Satz sagt somit gerade, dass viele exakte Formen geschlossen sind
und das Lemma von Poincaré studiert die Umkehrung, also ob geschlossene Formen
exakt sind. Wir beginnen mit einem technischen Hilfssatz der schon Erinnerungen an
Homotopie und dhnliche Konzepte wecken sollte.

LEMMA 2.13. Betrachten wir R™*! als R* x R. Seien U C R™ offen und V C R* xR
offen, sodass U x [0,1] C V' gilt und fir t € [0,1] sei i, : U — V definiert durch
is(z) = (z,t). Dann gibt es fiir jede geschlossene Ct-Form ¢ € QF(V) eine Ct-Form
Y€ QFY(U), sodass (i1)*p — (ig)* o = dip € Q¥ (U) gilt.

BewEIs. Offensichtlich spielt in unseren Uberlegungen die letzte Koordinate auf

R™*! eine besondere Rolle, also bezeichnen wir die Koordinaten mit x1, . . . , #,,, t. Dement-
sprechend werden wir in diesem Beweis nur Multi-Indizes verwenden, die Teilmengen
von {1,...,n} sind (und die t-Koordinate extra behandeln). In dieser Notation kénnen

wir die Koordinatenformen in Q%(V') als dz; mit |I| = k und als dzj Adt mit |J| = k—1
schreiben. Offensichtlich gilt fir die Ableitung Di.(z)(v) = (v,0) fiir alle x,v € R™ und
daraus folgt sofort, dass (i;)*dz; = dz; fiir i = 1,...,n und (i;)*dt = 0 gilt. Schrei-
ben wir unsere Form als ¢ = 7, frdzr + 32 ;1 gsdzy A dt, dann gilt folglich
(1) () = 32 =k f1(z, t)day filr alle ¢ € [0, 1].

Nun kénnen wir die Bedingung dy = 0 mit Hilfe von Teil (3) von Satz analy-
sieren, wobei die partiellen Ableitungen von f; und g; auftreten. Und natiirlich kénnen
wir wieder die Teile sammeln, die einen Faktor dt enthalten. Das liefert

0:Z<%dt/\d I+Za dm]/\dm>+ > Z%dxg/\dxj/\dt

||=k |J|=k—1 £=1

0
Z( k fl Trr + Z Z ﬂdm‘g Adzy | ANdt + Terme ohne dt.
|1|=k |J|=k—1 ¢=1

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung einer Differentialform in Termen von Koordina-
tenformen folgt damit, dass

(2.9) Z %dﬂc[ = (—=1)F! g—i‘;dw Adx
1 ¢=1
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gelten muss. Fiir die Terme dx,; A dx; gibt es zwei Moglichkeiten: Kommt ¢ in J vor,
dann ist dx, A dxy; = 0. Wenn nicht, dann definieren wir L := ¢ U J als den Multi-
Index, der alle Indizes aus J und ¢ in aufsteigender Reihenfolge enthilt. Dann muss
dz, A dry = £dxp gelten (je nachdem wo ¢ in J “hineinpasst”) und wir bezeichnen
das Vorzeichen mit ¢, ; € {1, —1}. Damit kann man nun die rechte Seite in auch
als Linearkombination der Koordinatenformen schreiben und die Eindeutigkeit dieser
Darstellung liefert fiir jedes I mit |I| = k die Gleichung

ofr k-1 99,
(2.10) 5 = (=1 > 2,
JAUT=1

Nun definieren wir ¢ € Q*~*(U) durch

hJ([L') = (—1)k_1/0 gJ(ZL‘,t)dt 'l/J: Z h]dl’J.

|J|=k—1

Nach Voraussetzung ist jedes g; eine C'-Funktion, also ist auch h als Parameterintegral
eine C'-Funktion mit partiellen Ableitung

Oh, k—1 ! g,
(2.11) o (—1) /0 a—xe(x,t)dt.
Schreiben wir nun dy) =) K 8]” d{L‘g Adzxy, dann kann man fiir die partiellen Ableitun-
gen einsetzen. Wle oben ist dann der Koeffizient von dx; in dieser Darstellung genau
ZJMUJ €05 a . Setzt man aus 1)) ein, dann kann man die Summe in das Integral
ziehen und erhalt dann fiir den Koefﬁzienten von dxy in di:

/ €, J_ xZ, t / fI = f](x, 1) — f[(I,O),
O Jeeug=1

wobei wir im vorletzten Schritt (2.10) benutzt haben. Das liefert aber genau die be-
hauptete Gleichung dip = (i1)*¢ — (i0)*p. O

Damit konnen wir nun das Lemma von Poincaré beweisen.

SAaTz 2.13 (Lemma von Poincaré). Sei U C R™ eine offene Teilmenge, die sternfor-
mig um einen Punkt xo € U ist und sei p € QF(U) eine geschlossene C*-Form. Dann
15t @ exakt.

BEWEIS. Sei F' : R" x R — R"™ gegeben durch F(z,t) := tx + (1 — t)zo. Dann
ist F offensichtlich eine C*°-Funktion und damit stetig, also ist V := F~1(U) offen in
R™™ = R" x R. Natiirlich ist dann auch F : V — U eine C*-Funktion. Fiir x € U
und ¢ € [0,1] liegt F(x,t) auf der Verbindungsstrecke zwischen zy und  und damit
in U, also ist U x [0,1] € V. Nach Definition gilt F(z,0) = zo und F(x,1) = x, also
erfiillen die Funktion ¢, : U — V aus Lemma [2.13| F' o i; = idy und F o iy = x,
die konstante Funktion. Betrachten wir nun F*¢ € QF(V) dann ist nach Satz
dF*p = F*dp = 0, also ist F™*¢ geschlossen. Nach Lemma gibt es somit eine
Cl-Form v € QF1(U), sodass (i1)*F*p — (ig)*F*p = di) gilt. Aber nach Proposition
2.10ist (i;)*F*¢p = (F oi4y)*p und damit (i;)*F*p = (idy)*¢ = ¢, wahrend (io)*F*p =
(F oip)*p = 0 gilt, weil die konstante Funktion F' o iy Ableitung 0 hat. Also erhalten
wir ¢ = di wie behauptet. 0



KAPITEL 3

Integration iiber Teilmannigfaltigkeiten und Satz von Stokes

Wir kommen nun zur Frage der Integration iiber k-dimensionale Teilmannigfaltig-
keiten von R"™. Es zeigt sich recht schnell, dass k-Formen schon fast die richtigen Objekte
fiir einen Integrationsbegriff sind, der invariant unter Diffeomorphismen ist. Man muss
allerdings noch ein technisches Problem 16sen, indem man einen Begriff von orientierten
Teilmannigfaltigkeiten einfiihrt. In diesem Setting erhélt man dann eine erste Version
des Satzes von Stokes, ndmlich dass Integrale iiber exakte Differentialformen automa-
tisch verschwinden. Zusammen mit dem Lemma von Poincaré aus Abschnitt fithrt
das zu ersten topologischen Anwendung der Integration.

Fiir eine bessere Version des Satzes von Stokes muss man den Begriffsapparat noch
etwas erweitern, namlich zu Teilmannigfaltigkeiten mit Rand. Das ist technisch nicht
sehr aufwéndig und konzeptuell eigentlich recht naheliegend. Insbesondere ist der Rand
einer Teilmannigfaltigkeit mit Rand selbst eine Teilmannigfaltigkeit (ohne Rand). Die
allgemeine Version das Satzes von Stokes sagt dann, dass man ein Integral einer exakten
Form auf einer Mannigfaltigkeit mit Rand als ein Integral iiber den Rand berechnen
kann. Diese Version des Satzes hat breite Anwendungen, sowohl in der Physik als auch
auf geometrische und topologische Fragen.

Integration von Differentialformen

3.1. Motivation. Wir bemerken zunichst, dass auf einer offenen Teilmenge U C
R™ nur eine Koordinaten n-Form gibt, ndmlich dz; A --- A dz,. Dementsprechend ist
eine stetige n-Form ¢ € Q"(U) durch eine einzelne stetige Funktion f = ¢y, : U — R
bestimmt, also ¢ = fdx; A---Adz,. Nach Konstruktion ist f(z) = ¢(z)(e1,...,e,) und
o(x)(vy,...,v,) = f(x)det(vy,...,v,), was es auch leicht macht, das Verhalten dieser
Funktion unter Diffeomorphismen zu bestimmen: Ist V' C R" offen und ® : V' — U ein
Diffeomorphismus dann gilt

(@) (y)(v1, - - vn) = @((Y)(DD(y)(v1), - .., DP(y)(vn)) =
f(@(y)) det(DO(y)(v1), . - -, DP(y)(vn)) = f(D(y)) det(DD(y)) det(vy, . .., vn),

wobei der letzte Schritt aus der linearen Algebra bekannt ist. Damit ist aber die Funktion
zu ®*p einfach (f o ®)det(DP) gegeben. Fiir eine kompakte Teilmenge K C V ist
auch ®(K) C U kompakt und nach dem Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale gilt
Joue) Fdy = [i(f © @) det(DP)|dz.

Da @ ein Diffeomorphismus ist, ist D®(y) invertierbar und damit det(D®(y)) # 0 fiir
alle y € V und natiirlich kann die stetige Funktion det(D®(y)) auf zusammenhéngenden
Teilmengen von V' das Vorzeichen nicht wechseln. Wenn wir also annehmen, dass U (und
damit auch V') zusammenhéngend ist, dann gilt | det(D®)| = + det(D®). Wenn wir also
in diesem Fall fiir eine kompakte Teilmenge K C U das Integral einer n-Form durch
ff(gp = ff( f(z)dz definieren, dann erhalten wir fK P*p = if@(K) . Wenn man also
das tibliche Integral fiir Funktionen als ein Integral {iber n-Formen interpretiert, dann
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ist es schon beinahe invariant unter Diffeomorphismen. Es bleibt nur das Problem mit
dem Vorzeichen, das man iiber den Begriff von Orientierungen in den Griff bekommt.

Teile dieser Ideen iibertragen sich leicht auf Teilmannigfaltigkeiten. Sei M C R" eine
k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, U C R™ eine offene Teilmengen mit M C U und
@ € QF(U) eine stetige k-Form auf U. Dann ist fiir jeden Punkt # € M der Tangential-
raum 71, M ein k-dimensionaler Teilraum von R™ und wir kénnen die k-lineare Abbildung
o(z) : (R")* — R zu einer Abbildung (T, M)* — R einschriinken, die natiirlich k-linear
und alternierend ist. Diese Abbildung ist somit durch ihre Werte auf einer Basis von T,, M
vollsténdig bestimmt und wir wissen schon, dass jede lokale Parametrisierung fiir M so
eine Basis liefert. Daraus folgt dann leicht, dass im Bereich so einer Parametrisierung
die Form ¢ durch eine einzelne Funktion beschrieben wird. Aus der linearen Algebra
ist bekannt, was bei einem Basiswechsel passiert und das kann man verwendet, um die
Funktionen zu verschiedenen Parametrisierungen miteinander zu vergleichen. Damit ist
man schon sehr nahe an einem wohldefinierten Integral {iber kompakte Teilmengen, die
im Bild einer solchen Parametrisierung liegen. Neben der Frage des Vorzeichens bleibt
dann noch die Frage, wie man iiber ganz M integrieren kann. Diese 16st man, indem
man die Form ¢ in “kleine Teile” zerlegt.

3.2. Orientierbarkeit und Orientierungen. Aus der linearen Algebra ist der
Begriff einer Orientierung auf einem reellen k-dimensionalen Vektorraum V' bekannt.
Man betrachtet dazu geordnete Basen von V. Sind vy, ..., v und 94, ..., 0 solche Ba-
sen, dann erhélt man eine k x k-Matrix A = (a;;), die durch 0; = ) ; aijvj charakterisiert
ist. Diese Matrix ist invertierbar, also ist det(A) # 0 und man nennt die Basen gleich ori-
entiert, wenn det(A) > 0 ist und entgegengesetzt orientiert, wenn det(A) < 0 gilt. Gleich
orientiert zu sein definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller geordneten Basen
von V mit zwei Aquivalenzklassen und eine Orientierung auf V ist durch die Wahl einer
dieser beiden Aquivalenzklassen gegeben. Die Basen in dieser Klasse heiBen dann positiv
orientiert, die in der anderen Klasse negativ orientiert. Die Standard-Orientierung auf
R* ist durch die Aquivalenzklasse der Standardbasis e1, . .., e gegeben.

Seien nun V und W zwei orientierte Vektorrdume der gleichen Dimension k£ und
sei f:V — W ein linearer Isomorphismus. Dann ist fiir jede Basis vy,...,v; fiir V,
f(v1),..., f(ug) eine Basis fiir W. Beginnt man mit gleich orientierten Basen fiir V,
dann erhélt man gleich orientierte Basen fiir W. Also sind fiir positiv orientierte Basen
von V' die Bilder unter f entweder alle positiv orientiert oder alle negativ orientiert. Im
ersten Fall nennen wir f orientierungstreu oder orientierungserhaltend, im zweiten Fall
orientierungsvertauschend.

Ist nun M C R" eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, dann wollen wir ver-
suchen, die Tangentialriume T,M von M so zu orientieren, das die Orientierungen
in “nahen” Punkten miteinander vertrédglich sind. Das lésst sich leicht mit lokalen
Parametrisierungen prézise machen. Aus Satz [2.3] wissen wir, dass es rund um jeden
Punkt x € M lokale Parametrisierungen gibt, also eine offene Teilmenge V C R™ mit
z €V :=VNM, eine offene Teilmenge U C R* und eine C"-Abbildung v : U — V,
sodass u einen Homoomorphlsmus U — V definiert und Du(z) : R* — R™ fiir alle
z € U injektiv ist. Wir wissen auch, dass das Bild Im(Du(z)) genau der Tangential-
raum 7T,y M C R™ ist. Damit bilden aber die Vektoren Du(z)(e;) fiir i = 1,...,k eine
Basis fiir den Tangentialraum 7),.)M. Diese Bilder sind aber genau die Werte der par-
tiellen Ableitungen von u, die wir mit ou,...,0ku : U — R™ bezeichnen. Wir sehen
also, dass fiir jeden Punkt z € U die Vektoren 0yu(z),...,0ku(z) € R™ eine Basis fiir
den Teilraum T',,)M C R" bilden.
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DEFINITION 3.2. Sei M eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R".

(1) Eine Orientierung von M ist durch eine Wahl einer Orientierung auf jedem der
Tangentialrdume T, M an M gegeben, die konsistent in folgendem Sinne ist: Fiir jeden
Punkt € M gibt es eine lokale Parametrisierung v : U — R™ fiir M mit = € u(U),
sodass die Basen 0yu(z),. .., 0gu(z) fiir alle z € U die gleiche Orientierung haben, also
entweder alle positiv orientiert oder alle negativ orientiert sind.

(2) Die Teilmannigfaltigkeit M heifit orientierbar, wenn Sie eine Orientierung besitzt
und orientiert, wenn man eine Orientierung gewéhlt hat.

(3) Ist M orientiert, dann nennt man eine lokale Parametrisierung u : U — R"
fir M positiv orientiert, wenn fiir jedes z € U die Basis 0yu(z), ..., Opu(z) von Ty, M
positiv orientiert ist.

(4) Sind M und N orientierte Teilmannigfaltigkeiten der gleichen Dimension &, dann
nennen wir einen Diffeomorphismus ® : M — N orientierungstreu genau dann, wenn
fir jedes x € M die lineare Abbildung T,,® : T, M — TN orientierungstreu ist und
orientierungsvertauschend, wenn alle diese Tangentialabbildungen orientierungsvertau-
schend sind.

Einige grundlegende Eigenschaften lassen sich nun leicht abkldren. Dazu erinnern
wir uns daran, dass eine offene Teilmenge einer Teilmannigfaltigkeit selbst eine Teilman-
nigfaltigkeit ist. Damit ist es kein Problem iiber Orientierbarkeit und Orientierungen
auf offenen Teilmengen einer Teilmannigfaltigkeit zu sprechen.

PrOPOSITION 3.2. Sei M C R" eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit.

(1) Ist x € M ein Punkt, dann gibt es eine offene Teilmenge V. C M mit x € V, die
orientierbar ist.

(2) Ist V. C M offen, zusammenhdngend und orientierbar, dann gibt es genau zwei
konsistente Orientierungen auf V.

(3) Sei M zusammenhingend und orientierbar und u : U — R™ eine lokale Para-
metrisierung fir M, sodass U zusammenhdngend ist. Dann ist u entweder positiv oder
negativ orientiert.

(4) Ein Diffeomorphismus ® : M — N zwischen zusammenhdngenden orientier-
ten Teilmannigfaltigkeiten ist entweder orientierungserhaltend oder orientierungsver-
tauschend.

BEWEIS. (1) Nach Satz finden wir eine lokale Parametrierung v : U — R™ fiir
M mit x € u(U) =: V C M. Nach Definition ist V offen in M und wir kénnen einen
konsistente Orientierung auf V' definieren, indem wir festlegen, dass fiir jedes z € U die
Basis 01u(2), ..., Oyu(z) fiir T;,.yM positiv orientiert ist.

(2) Betrachten wir zwei konsistente Orientierungen auf V' und sei x € V' ein Punkt.
Dann finden wir fiir ¢ = 1,2 lokale Parametrisierungen w; : U; — R™ fiir V', sodass
die Basen 0yu;(z;), ..., 0ku;(2;) beziiglich der iten Orientierung fiir alle z; € U; gleich
orientiert sind. Nach Konstruktion ist V' := wu;(U;) N us(Us) offen in M und =z € V),
also ist auch u; *(V) C U; offen fiir i = 1,2. Also gibt es einen e-Ball Wy um u;'(x),
der ganz in uy* (V) liegt und wir betrachten W := uy(Ws) und W, := u; *(W). Nach
Proposition sind u;|w, : W; — W Diffeomorphismen fiir ¢ = 1,2 also erhalten wir
einen Diffeomorphismus ® := (uy|w,)"" o us|lw, : Wo — Wj. Nach Konstruktion ist
us|lw, = uilw, © ® und det(D®(w)) # 0 fir alle w € W,. Weil Wy zusammenhéngend
ist, ist entweder det(D®(w)) > 0 fiir alle w € W5 oder det(D®(w)) < 0 fur alle w € W,

Nach Konstruktion ist aber d;us(w) = Dug(w)(e;) = Duq (P (w))(DP(w)(e;)). Dar-
aus folgt aber, dass die Basen Ojuz(w), ..., dgus(w) und Oyui(®(w)),. .., Oxu (P(w))
gleich orientiert sind, wenn det(D®(w)) > 0 gilt und entgegengesetzt orientiert sind,
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wenn det(D®(w)) < 0 gilt. Falls die beiden Orientierungen in x tibereinstimmen, im-
pliziert das sofort, dass sie auf ganz W iibereinstimmen. Analog folgt aber, dass die
Orientierungen auf ganz W verschieden sein miissen, wenn sie in = verschieden sind.
Damit ist die Menge, auf der zwei Orientierungen iibereinstimmen offen in V' und ihr
Komplement ist ebenfalls offen. Da V' zusammenhéngend ist, stimmen somit zwei Orien-
tierungen, die in einem Punkt iibereinstimmen, auf ganz V' iiberein. Stimmen die beiden
Orientierungen in keinem Punkt iiberein, dann kann man eine (in offensichtlichem Sinn)
umkehren und erhélt damit die andere Orientierung.

(3) Nach Voraussetzung ist V' := u(U) zusammenhéngend und erbt eine Orientie-
rung von M. Andererseits erhalten wir eine konsistente Orientierung auf V', indem wir
jeweils die Basis O1u(z),...,0ru(2) fiir T,y M fiir positiv oder fiir negativ orientiert
erkldren. Nach Teil (2) muss eine dieser beiden Orientierungen mit der von M indu-
zierten iibereinstimmen. Im ersten Fall ist u positiv orientiert, im zweiten Fall negativ
orientiert.

(4) Sei x € M und u : U — R" eine lokale positiv orientierte Parametrisierung fiir
M mit x € w(U) und U zusammenhéngend. Nach Satz[2.5]ist dann ®owu : U — ®(u(U))
eine lokale Parametrisierung fir N um ®(z). Nach Teil (3) ist ® o u entweder positive
oder negativ orientiert und dass ist genau dann der Fall, wenn 7, ® orientierungserhal-
tend bzw. orientierungsvertauschend ist. Daraus folgt, dass die Mengen auf denen 7, ®
orientierungstreu bzw. orientierungsvertauschend ist, beide offen sind. Nachdem M die
Vereinigung dieser beiden Mengen ist, muss eine davon leer sein. U

Aus dem Beweis ist klar, dass wir mit einer Orientierung eines Tangentialraumes
T,M von M beginnen und diese dann konsistent auf eine offene Umgebung von =z
ausdehnen kann. Das kann man iterieren und die Orientierung immer weiter ausdehnen.
Was aber passieren kann ist, dass man irgendwann zum Punkt = zuriickkehrt und dann
die andere Orientierung auf 7,M induziert. Dadurch
kann es passieren, dass Teilmannigfaltigkeiten nicht
orientierbar sind. Das klassische Beispiel einer nicht
orientierbaren Teilmannigfaltigkeit ist das Mobius-
band in R3. Man erhiilt es, indem man ein Ende ei-
nes Streifens an das andere Ende verklebt, ihn aber
davor “verdreht”. Wenn man iiberlegt, wie man eine
Orientierung eines Tangentialraumes zu einer Orien-
tierung des Streifens ausdehnt, dann sieht man, dass
die Verdrehung genau dazu fiihrt, dass man mit der
umgekehrten Orientierung “zuriick kommt”.

BEeIspIEL 3.2. (1) Wie wir schon im Beweis von Proposition festgestellt ha-
ben, erbt jede offen Teilmenge U C R™ eine Orientierung von R™ und ist somit eine
orientierbare Teilmannigfaltigkeit (der Dimension n).

(2) Betrachten wir S! C R?, dann wissen wir aus Beispiel 2.4 dass S! eine Teil-
mannigfaltigkeit ist und dass 7,,S' = 2t C R? gilt. Bezeichnen wir mit p : R? — R?
die Drehung um 90° dann kénnen wir eine Orientierung auf S definieren, indem wir
verlangen, dass fiir z € S* der Vektor 0 # p(z) € T,S* positiv orientiert ist. Betrach-
ten wir eine lokale C!'-Parametrisierung v : I — R? fiir S!, dann ist u eine regulér
parametrisierte Kurve im Sinne von Abschnitt [L.5] Differenziert man (u(t),u(t)) = 1,
dann erhélt man 0 = (u(t),u/(¢)), also ist «'(f) proportional zu p(u(t)). Damit ist die
Funktion ¢ +— (u/(t), p(u(t))) stetig und nirgends null, also immer positiv oder negativ.
Damit ist diese Orientierung konsistent.
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3.3. Der Fall von Hyperflichen. Eine Hyperfliche in R" ist eine Teilmannigfal-
tigkeit der Dimension n — 1. Fiir eine Hyperfliche M C R" und einen Punkt x € M
ist dann T, M C R"™ ein Teilraum der Dimension n — 1. Damit gibt es aber genau zwei
Einheitsnormalen auf T, M, also Vektoren v € R", fiir die ||[v|| = 1 und v L T, M gilt.
Man kann sich nun fragen, ob man solche Einheitsnormalvektoren stetig von 2 abhéngig
wéhlen kann. Das fassen wir im Begriff eines Einheitsnormalenfeldes.

DEFINITION 3.3. Sei M C R" eine Hyperfliache. Ein Einheitsnormalenfeld auf M ist
eine stetige Funktion n : M — R”, sodass ||n(z)|| = 1 und n(z) L T, M fiir alle x € M
gelten. Ein lokales Finheitsnormalenfeld ist eine Funktion mit diesen Eigenschaften, die
aber nur auf einer offenen Teilmenge V' C M definiert ist.

SaTz 3.3. Sei M C R™ eine C"-Hyperfiiche firr > 1.

(1) Fir jeden Punkt x € M gibt es ein lokales Einheitsnormalenfeld, das auf einer
offenen Umgebung V von x in M definiert und eine C"~1-Funktion ist.

(2) Es gibt ein stetiges FEinheitsnormalenfeld auf ganz M, genau dann wenn M
orientierbar ist und jedes solche Einheitsnormalenfeld ist eine C™1-Funktion. In diesem
Fall ist die Wahl eines Finheitsnormalenfeldes dquivalent zur Wahl einer Orientierung

auf M.

BEWEIS. (1) Nach Satz konnen wir M lokal um z als regulidre Nullstellenmenge
realisieren. Also finden wir eine offene Teilmenge U C R™ mit € U und eine C"-
Funktion F' : U — R, sodass V := M NU = F~'({0}) gilt und sodass DF(z) # 0
fir alle z € V gilt. Weil DF stetig ist, ist DF(z) # 0 auf einer offenen Umgebung
von V in R”, also kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
DF(z) # 0 fiir alle z € U gilt. Dann kénnen wir den Gradienten VF : U — R™ aus

Abschnitt [1.10 bilden und normieren, also n(z) = % fir z € U definieren. Da
VF(z) # 0 fiir alle z € U gilt, ist n : U — R" eine C""'-Funktion. Fiir y € V ist
T,M = Ker(DF(y)) = (VF(y))*, also ist n|y ein lokales Einheitsnormalenfeld auf V.

(2) Fiir zwei lokale Einheitsnormalenfelder ny,ny : V- — R” auf einer offenen Teil-
menge V' C M, muss natiirlich ny(z) = e(z)ny(x) fir jedes x € V gelten, wobei
e(z) = =£1 ist. Andererseits muss € aber stetig sein, also ist fiir zusammenhéngen-
des V nur ny, = £n; moglich. Sei nun n ein Einheitsnormalenfeld auf M. Fiir einen
Punkt € M konnen wir dann ein lokales Einheitsnormalenfeld n : V' — R"™ wie in
(1) konstruieren und wir kénnen annchmen, dass V' zusammenhéngend ist. Dann muss
aber n|yy = +n gelten, also ist n auf V eine C"~'-Funktion und da z beliebig war ist
n: M — R" eine C"~'-Funktion.

(=) Ist n : M — R" ein stetiges Einheitsnormalenfeld, dann definieren wir ei-
ne Orientierung auf T, M wie folgt: Wir nennen eine geordnete Basis vy,...,v,_1 von
T, M positiv orientiert, wenn die Basis n(x),vy,...,v,_; von R™ positiv orientiert ist.
Das ist offensichtlich wohldefiniert und wir miissen nur zeigen, dass diese Orientierung
konsistent ist. Sei dazu u : U — R" eine lokale Parametrisierung fiir M, sodass U zusam-
menhéngend ist. Dann ist z — det(n(u(2)), du(z),...,0,—1u(z)) eine stetige Funktion
U — R, die nach Voraussetzung keine Nullstellen hat. Damit muss diese Funktion ent-
weder immer positiv oder immer negativ sein, also sind die Basen 0ju(z),. .., 0p—1u(z2)
immer gleich orientiert.

(<) Ist M orientierbar dann wihlen wir eine Orientierung auf M. Fiir einen Punkt
x € M wihlen wir eine positiv orientierte Parametrisierung v : U — R"™ fiir M mit
x € uw(U). Fiir ein lokales Einheitsnormalenfeld n auf einer zusammenhéngenden Um-
gebung V' von z wie in (1) kénnen wir dann eines der beiden Einheitsnormalenfelder
auswéhlen, indem wir verlangen, dass det(n(u(z)), d1u(2),...,0,—1u(z)) > 0 fir alle
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z € u (V) gilt. Damit erhalten wir eine Uberdeckung von M durch offenen Teilmengen
auf denen wir jeweils ein stetiges Einheitsnormalenfeld definiert ist. Nach Konstruktion
miissen diese Einheitsnormalenfelder aber auf dem Durchschnitt zweier solcher Teilmen-
gen iibereinstimmen, also definieren sie gemeinsam ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf

M. 0J

BEISPIEL 3.3. Mit diesen Uberlegungen sehen wir sofort, dass die Sphére S"~! ¢ R”
fiir jedes n > 1 eine orientierbare Teilmannigfaltigkeit ist. Wir konnen nédmlich ein glo-
bales Einheitsnormalenfeld durch n(z) = z fiir alle x € S™! definieren. Der Beweis
von Satz zeigt uns auch, wie wir positiv orientierte lokale Parametrisierungen fiir
dies Orientierung erkennen kénnen. Betrachten wir etwa den Fall n = 3, also S? C R3.
Dann kénnen wir die Teilmenge {x € S? : 3 > 0} als Funktionsgraph parametrisieren.
Wir setzen U := {(z1,22) € R? : (21)? + (22)* < 1} und definieren u : U — R? durch
u(zy, v2) = (21,22, /1 — (21)> — (22)2). Dann sind die partiellen Ableitungen von u ge-

geben durch dyu(xy,z5) = (1,0, ——=—=) und dyu(xy,z3) = (0,1, —22——).
1—(21)2—(z2)? 1—(21)?—(z2)?
Mit n(zy, g, x3) = (21, 22, x3) erhalten wir fir det(n o u, dyu, dru) den Ausdruck
(1)* + (22)? 1

> 0,

1—1’12—1’22 -
V1= (21) (>+\/1—(x1)2—(x2)2 V1= (21)2 = (22)?

also ist diese lokale Parametrisierung positiv orientiert.

Alternativ erhalten wir eine lokale Parametrisierung durch die Einschréinkung von
Kugelkoordinaten (siehe Ubungen). Hier setzen wir V := (—m,7) x (=%, Z) und definie-
ren v : V — R3 durch v(yp, #) := (cos g cos b, sin p cos, sin §). Das liefert die partiellen
Ableitungen

O1v(p,0) = (—sinpcos b, cos p cos b, 0)
Ohv(p,0) = (—cos psinf, —sin psin b, cos ).
Eine kurze Rechnung liefert dann fiir det(n o v, djv, dyv) den Ausdruck
sin? @ cos § + cos® @ = cos§ > 0,

also ist auch diese lokale Parametrisierung positiv orientiert.

3.4. Integration von Differentialformen — Schritt 1. Sei M C R" eine k-
dimensionale Teilmannigfaltigkeit, W C R" eine offene Teilmenge mit M C W und w €
QF(W) eine stetige k-Form. Sei u : U — W eine lokale C'-Parametrisierung fiir M und
V :=u(U) C M. Dann wissen wir aus Abschnitt[3.2)schon, dass fiir jedes z € U die Vek-
toren O1u(z),...,0u(2) € Ty)M eine Basis bilden. Damit konnen wir aber der Form
w eine Funktion f : U — R zuordnen, die durch f(z) = w(u(z),01u(2),...,0ku(z))
definiert ist. Durch diese Funktion ist fiir alle x € V', die Einschrankung der k-linearen
Abbildung w(z) : (R")* — R auf (T, M)* vollstindig bestimmt. Man kann das auch
noch einfacher deuten, indem man den Pullback u*w € Q*(U) verwendet. Nach Defini-
tion gilt ndmlich u*w = fdz A---Adz;, wobei wir die Koordinaten auf R mit 21, ..., 2
bezeichnen um sie von den Koordinaten x; auf R™ zu unterscheiden.

In Anbetracht von Abschnitt liegt es nahe, ein Integral von w iiber V" als Integral
von f iiber U zu definieren, was aber im Allgemeinen keinen endlichen Wert liefern wird.
Um sicherzustellen, dass wir ein endliches Integral erhalten, schrinken wir uns auf eine
kompakte Teilmenge K C V ein. Wegen der Stetigkeit von «~! ist dann auch v=!(K) C
U C R* kompakt, also kénnen wir f tatsichlich iiber diese Teilmenge integrieren und
erhalten einen endlichen Wert. Das stellt den ersten Schritt fiir die Integration von
Differentialformen dar.
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DEFINITION 3.4. Sei M C R" eine orientierte k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit
und K C M eine kompakte Teilmenge, sodass es eine lokale Parametrisierung v : U —
R™ fiir M mit K C V :=u(U) gibt. Sei W C R™ eine offene Teilmenge, die M enthélt.
Dann definieren wir [, : Q¥(W) — R wie folgt:

Wir wéhlen eine positiv orientierte lokale Parametrisierung v : U — V wie oben
und definieren wa = fu,l(K) f wobei f: U — R durch

f(2) == w(u(z), hu(z),...,0ku(z))
gegeben ist.

Das fundamentale (aber mit unserer Vorbereitung einfache) Resultat ist nun, dass
dieses Integral unabhéingig von der Wahl der lokalen Parametrisierung ist.

PROPOSITION 3.4. Das Integral aus Definition 1st wohldefiniert, also unabhdngig
von der Wahl der lokalen Parametrisierung w: U — V' fiir M.

BEWEIS. Seien u: U — V und @ : U — V zwei positiv orientierte lokale Parametri-
sierungen fiir M, sodass K € V und K C V gilt. Dann ist VNV offen in M, also ist auch
u~'(V NV) C R¥ offen und die Einschriinkung von v auf diese Teilmenge ist eine lokale
Parametrisierung. Offensichtlich liefert diese Parametrisierung das gleiche Integral wie
u: U — V. Indem wir analog U durch otV n f/) ersetzen und @ darauf einschranken,
kénnen wir somit ohne Beschréinkung der Allgemeinheit V = V annehmen.

Nach Proposition sind w: U — V und @ : U — V Diffeomorphismen, also ist
auch ® := @' owu: U — U ein Diffeomorphismus. Natiirlich gilt ®(u~'(K)) = @~ (K)
und differenzieren der Gleichung u = wo® liefert Du(z) = Du(®(z)) o DP(z). Schreiben
wir al (2) := % fiir die partiellen Ableitungen von ®, dann bedeutet das gerade d;u(z) =

> al (2)0;0(®(2)). Damit ist aber (al(2)) gerade die Matrix zum Basiswechsel zwischen
den beiden Basen und da beiden Basen nach Voraussetzung gleich orientiert sind, ist
det(D®(z)) > 0 fur alle z € U. Andererseits liefert diese Gleichung fiir x = u(z) = a(Z2)
(also Z = ®(z)) auch direkt

w(u(2))(O1u(2), ..., Opu(2)) = det(al (2))w(@(2), 11(3), . . ., Opii(2)).
Fiir die Funktionen f und f aus Definition bedeutet das aber genau, dass f =

(f o @)det(D®) gilt. Damit folgt fa—l(K) f = f@(u—l(K)) f = fu—l(K) f direkt aus dem
Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale. O

In der oben begonnenen Interpretation iiber Pullbacks bedeutet Definition |3.4] gerade
Il W = fu,l (K) u*w, wobei wir auf der rechten Seite das Integral iiber k-Formen auf

offenen Teilmengen von R* aus Abschnitt verwenden. Die Abbildung ® aus dem
Beweis ist ein orientierungstreuer Diffeomorphismus @ : U — U. Aus u = o ® folgt nun
mit Proposition w'w = ¢*(t*w) und mit ¢(u(K)) = @~ (K) folgt [, 1 u'w =
fﬁ_l (K) u*w direkt aus der Invarianz dieses Integrals, die wir in Abschnitt ﬂ bewiesen
haben.

3.5. Partitionen der Eins. Um den Ubergang auf allgemeine kompakte Teilmen-
gen zu bewerkstelligen, benutzen wir spezielle glatte Funktionen. Fiir eine stetige Funk-
tion f : R™ — R definieren wir den Trdager (englisch “support”) supp(f) von f als den
Abschluss der Menge {z : f(x) # 0}. Das bedeutet, dass das Komplement R™ \ supp( f)
eine offene Teilmenge von R™ ist auf der f identisch Null ist. Insbesondere macht es
Sinn, von “Funktionen mit kompaktem Trager” zu sprechen, die also aulerhalb einer
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kompakten Teilmenge identisch verschwinden. Der Schliissel wird nun sein, dass man
solche Funktionen mit wiinschenswerten Eigenschaften konstruieren kann.

SATz 3.5. Seien Wi, ...,Wy C R"™ offen und K C R™ kompakt mit K C UN,W,.
Dann gibt es C*®-Funktionen x; € C*(R™,R) mit Werten in [0,1] firi=1,...,N und
eine offene Teilmenge W C R™ mit K C W sodass

e supp(x;) CW; firi=1,...N
o N xilx) =1 fiir allex € W

BEWEIS. Zunéchst zeigen wir, dass es eine C°-Funktion a : R — R mit Werten in
[0, oc] gibt, sodass a(t) # 0 genau fiir ¢ > 0 gilt. Dazu bemerken wir, dass a(t) := e~1/*
offensichtlich eine C'*°-Funktion (0,00) — R mit positiven Werten definiert. Definieren
wir a(t) = 0 fur ¢ <0, ist das natiirlich C* auf (—o0, 0) also bleibt nur noch zu zeigen,
dass die Ableitungen o®)(¢) von a auf (0,00) fiir t+ — 0 alle gegen 0 gehen. Fiir a(t)
selbst ist das klar, dann zeigt man Induktiv, dass a®)(¢) jeweils als p(1/t)e™"/* fiir ein
Polynom p schreiben kann, was die Behauptung impliziert (siche Ubungen).

Als néchste wéhlen wir 7,79 € R mit 0 < ry < 7. Dann ist a(rg —t) +a(t—71) > 0
fir alle ¢ € R und damit definiert h: R — R, h(t) := % eine C'*°-Funktion.
Nach Konstruktion gilt a(ry — ), a(t —ry) > 0, also hat h Werte in [0, 1]. Fiir ¢ < ry
ist a(t —r1) =0, also h(t) =1 und fiir ¢ > rq ist a(ry — t) = 0 also h(t) = 0.

Betrachten wir zunéchst den Fall N = 1 also K € Wj. Fiir x € K definiert y —
(y — z,y — x) eine C*°-Funktion R™ — R. Da W} offen ist, gibt es ein ¢ > 0, sodass der
Ball By.(z) mit Radius 2¢ ganz in W, liegt. Fiir eine Funktion h wie oben mit r; = &2
und ry = 2¢? setzen wir ¢,(y) := h({y — z,y — z)). Dann ist ¢, offensichtlich C*°,
¢s(z) = 1 und supp(yp,) C B s.(x) C Wi. Nun ist V, == {y : ¢,(y) > 1/2} offen in
R™ und z € V,. Damit bilden die Mengen V, eine offene Uberdeckung von K und wir
finden endlich viele Punkte x1,...,z, mit K C Ulevxi —=: W. Dann ist Q= Zle D
eine C*°-Funktion R® — R mit Werten in [0, 00). Fiir eine Funktion h wie oben mit
ry = 1/2 und ry = 3/4 setzen wir dann x;(y) := h(1 — ¢(y)). Das ist natiirlich C*° mit
Werten in [0, 1] und fiir z € W gibt es ein i mit & € V,,, also ist @(z) > @, (z) > 1/2
und damit x;(x) = 1. Andererseits kann xi(y) > 0 nur dann gelten, wenn ¢(y) > 1/4
gilt, also folgt sofort supp(x1) C Uf_; supp(p(z;)) C Wi.

Im allgemeinen Fall N > 1 finden wir fiir gegebenes i € {1,..., N} und x € W;N K
wie oben eine C*°-Funktion ¢, ; mit Werten in [0, 1] sodass ¢, ;(x) = 1 und supp(p,,;) C
W, gilt. Wir setzen wieder V,; = {y € R" : ¢,;(y) > %} und erhalten eine offene
Uberdeckung von K. Also finden wir endlich viele Paare (,,i,) sodass K C Uaf/x”a =:
W gilt. Fiir j = 1,..., N setzen wir ¢; := Za:ia:j Oraia- Als endliche Summe von C*°-
Funktionen ist das C*°, nach Konstruktion liegen die Werte in [0, 00) und nachdem alle
beteiligten Funktionen Tréger in W; haben gilt supp(v;) C W;. Nach dem Fall N =1
finden wir eine C°°-Funktion ¢ : R — R mit Werten in [0,1] und supp(¢)) € W,
sodass ¥(z) = 1 fiir alle z in einer offenen Teilmenge W mit K C W gilt. Dann ist
Y= (1—1)+ Zj\;l 1, eine C*°-Funktion R™ — R und nach Konstruktion ist ¢(z) > 0
fiir alle z € R™. Damit ist aber fiir jedes ¢ = 1,..., N auch y; := % eine C'"*°-Funktion
R™ — R mit Werten in [0, 00) und wegen 0 < ;(z) < ¢(x) liegen die Werte sogar in
0, 1]. Anderseits gilt nach Konstruktion supp(x;) = supp(¢;) C W;. Schlieflich ist

vazl Yi = ¢—(;—¢) -1 %L,

und nach Konstruktion ist 1 — 1; identisch 0 auf W. 0
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Der Name Partition der Eins stammt daher, dass man die konstante Funktion Eins in
eine (in diesem Fall endliche) Summe von Funktionen zerlegt hat, fiir deren Tréger man
passende Einschrénkungen vorgeben kann. Es gibt allgemeinere Resultate zu Partitionen
der Eins, bei denen abzahlbar viele Funktionen auftreten.

Damit erhalten wir sofort die fiir die Integrationstheorie notwendigen Funktionen.
Dazu beobachten wir zunéchst, dass wir fiir eine kompakte Teilmenge K einer Teilman-
nigfaltigkeit M endlich viele lokale Parametrisierungen u; : U; - R* fir M, ¢ =1,..., N
finden, sodass K C UY  u;(U;) gilt.

KOROLLAR 3.5. Set M C R" eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit und K C M
eine kompakte Teilmenge und w; : U; — R™ mut @ =1,..., N lokale Parametrisierungen
mit K C UY u;(U;). Dann finden gibt es C*®-Funktionen x; : R® = R firi=1,...N
mit Werten in [0, 1], sodass

(a) Fiir jedes i gilt supp(x;) "M C u;(U;).

(b) Firx € K gilt Y x;(x) = 1.

BEWEIS. Da u;(Uj;) offen in M ist, finden wir eine offene Teilmenge W; C R", sodass
W; N M = u;(U;) ist, und natiirlich gilt dann K C UY,W;. Wenden wir darauf Satz
an, dann erhalten wir natiirlich supp(x;) " M C W; N M = u;(U;). O

3.6. Integration von Differentialformen — Schritt 2. Mit Hilfe von Partitionen
der Eins kénnen wir nun das Integral einer stetige k-Form iiber eine beliebige kompakte
Teilmenge einer orientierten k-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit von R™ definieren.

DEFINITION 3.6. Sei M C R™ eine orientierte k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit
und K C M eine kompakte Teilmenge. Sei W C R" eine offene Teilmenge, die M
enthélt. Dann definieren wir [, : Q*(W) — R wie folgt:

Wir wéhlen endlich viele positiv orientierte lokale Parametrisierungen u; : U; — R",
sodass K C UY u;(U;) gilt und Funktionen y; : R® — R mit Werten in [0, 1] wie in
Korollar Dann setzen wir K; := supp(x;) N K und definieren [, w := SN K, XiW,
wobei wir in der rechten Seite das Integral aus Definition verwenden.

PROPOSITION 3.6. (1) Das Integral aus Definition 1st wohldefiniert, also un-
abhdangig von der Wahl der lokalen Parametrisierungen u; : U; — R™ fiir M und der
Partition {x;} der FEins. Insbesondere stimmt es mit dem Integral aus Definition
tiberein, wenn die Voraussetzungen dieser Definition erfillt sind.

(2) Fir eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit M C R™, kompakte Teilmengen
K,K C M, eine offene Teilmenge W C R mit M C W und w € Q¥(W) gilt

fKqu:wa+wa_mekw‘

BewEIs. (1) Betrachten wir eine zweite mogliche Wahl @; : U; — R™ von Parame-
trisierungen und eine passende Partition {Y;} der Eins und setzen K; := K Nsupp(X;)-
Fiir einen fixen Index 4o ist dann x;,w = >, X;jXiw, also sz’O XigW = D fKio X XigW-
Weil x;xi,w auflerhalb von K N K;, identisch Null ist, kann man den Integrationsbereich

durch K;, N K; ersetzen. (Falls der Durchschnitt leer ist, dann ist die Form identisch
Null, also macht das keine Probleme.) Setzen wir das ein, dann sehen wir, dass

> fKZ XiW = Zzg fKimf(j X Xiw
gilt. Formal miisste man hier das Integral jeweils mit der lokalen Parametrisierung

u; berechnen, wir wissen aber schon aus Proposition [3.4], dass sich das Integral nicht
dndert, wenn man stattdessen die lokale Parametrisierung @; benutzt. Damit kénnen
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wir aber natiirlich umgekehrt genau so vorgehen und sehen, dass die gleiche Summe mit
> &, Xjw iibereinstimmt.

Die letzte Behauptung in (1) folgt sofort, weil wir in der Situation von Definition
mit nur einer Parametrisierung v : U — R™ und einer einzelnen Funktion y : R® — R
arbeiten konnen, die natiirlich yw|x = w|k erfillt.

(2) Wihlen wir lokale Parametrisierungen u; : U; — R” fir M mit K U K C
UN ,4;(U;) und eine passende Partition der Eins x;, also S1 xi(z) = 1 fiir alle z €
K UK. Nach Teil (1) kénnen wir diese Daten benutzen um alle 4 Integrale als Summe
von Integralen iiber y;w zu berechnen. Dabei sind die relevanten Integrationsbereiche
L = supp(xi) N K, L := supp(x;) N K, supp(x;) N (K UK) = LU L und supp(x;) N
(KNK)=LNLund LUL C uy(U;). Aber fiir die entsprechende Funktion f : U; — R

gilt natiirlich
Sorwory f = Lo F+ Ly f = S oony f

Mit u (LU L) = v~*(L) Uu (L) und dem analogen Resultat fiir den Durchschnitt
folgt die Behauptung fiir x;w und durch Summieren erhalten wir das Resultat fiir w. O

Aus der Konstruktion folgt leicht, dass wir mit dieser Methode einen Integralbegriff
erhalten, der mit Diffeomorphismen vertriglich ist (sofern man die Orientierung richtig
behandelt).

SATZ 3.6. Sei M C R" eine orientierte k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, W C
R™ offen mit M C W und ® : W — W ein Diffeomorphismus auf eine offenen Teilmen-
ge W C R™. Dann ist O(M) C R™ eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, die man
kanonisch so orientieren kann, dass ® orientierungstreu ist. Mit dieser Orientierung gilt
fr jede kompakte Teilmenge K C M und jede stetige k-Form w € Qk(W) die Gleichung

J Pw = fcb(K) w.

BEWEIS. Aus Abschnitt [2.1| wissen wir, dass M := ®(M) C R” eine k-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit ist. Fiir x € M ist dann T, : T, M — T @(x)M ein linearer Isomor-
phismus und mit diesem kénnen wir die Orientierung von 7, M auf Tq;(x)M iibertragen.
Der Schliissel zum Beweis ist nun, dass fiir jede lokale Parametrisierung u : U — R™ fiir
M die Komposition ® o u : U — R” eine lokale Parametrisierung fiir M ist, siche Ab-
schnitt [2.5] Das impliziert sofort, dass die Orientierung, die wir auf M definiert haben,
konsistent ist, also ist M eine orientierte Teilmannigfaltigkeit.

Es zeigt aber auch, dass fiir lokale Parametrisierungen u; : U; — R” mit K C
UN 4 (U;) die Parametrisierungen ® o u; natiirlich ®(K) C UY (® o u;)(U;) erfiillt.
Wiihlen wir eine passende Partition der Eins {X;} auf M, dann bilden die Funktio-
nen y; := x; o ® eine passende Partition der Eins auf M. Und nach Konstrukti-
on gilt fiir K; := K Nsupp(x;), dass ®(K;) = ®(K) Nsupp(x;) ist. Damit ist aber
f@(K)W =>, f<I>(KZ-) Yw. Andererseits ist nach Proposition m O*(viw) = x;P*w also
nach Definition ), [ K, Xiw = [ ®*w. Aber nach Definition ist

/ Xi®'w = / ()" " xiw = / (P ou) Yiw = / Xiw
K () "L (K) (@ous) 1 (®(K;)) B(K;)

und damit folgt die Behauptung. O

Wir haben jetzt also ein diffeomorphismeninvariantes Integral iiber kompakte Teil-
mengen fiir Differentialformen gefunden. Insbesondere kénnen wir fiir eine kompakte
orientierte Teilmannigfaltigkeit M C R™ Differentialformen iiber M integrieren. Mochte
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man das Integral iiber ganz M auf nicht-kompakte Teilmannigfaltigkeiten erweitern,
dann kann man sich auf eine Teilklasse von Differentialformen einschrinken. Dazu be-
merken wir zunéchst, dass der Begriff des Trégers sich problemlos auf Vektorfelder und
Differentialformen erweitert, wir konnen einfach supp(w) als den Abschluss der Teilmen-
ge {x : w(x) # 0} definieren. Der natiirliche Begriff, der sich hier anbietet ist, dass w
auf M kompakten Triger hat, also supp(w) N M kompakt ist. Dann kénnen wir einfach
fM W= fsupp(w)me definieren.

Fiir die kommenden Beispiele miissen wir noch eine niitzliche Bemerkung machen:
Fiir den Integralbegriff, den wir hier entwickelt haben, ist es nicht wirklich wichtig, dass
die k-Form, die wir integrieren wollen, auf einer offenen Umgebung von M definiert ist.
Analog zu den Vektorfeldern ldngs Kurven aus Abschnitt geniigt es vollkommen,
wenn wir eine stetige Funktion w : M — AFR™ gegeben haben. Dabei kann man
Stetigkeit analog wie in Definition definieren.

3.7. Beispiele. Ein klassisches Beispiel fiir k-Formen liefern Volumsformen fiir
Teilmannigfaltigkeiten. Wir besprechen hauptséchlich den Fall einer orientierten Hyper-
fliche M, also einer orientierten k-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit von R¥*!. Nach
Satz erhalten wir ein stetiges Einheitsnormalenfeld n : M — R¥! dass sich lokal
um jeden Punkt z € M auf eine offene Teilmenge von R**! ausdehnen lisst. Wir de-
finieren die Volumsform vol auf M durch vol(x, vy, ..., v;) := det(n(x), vy, ..., vg). Fiir
fixe Vektoren vy, ..., v, ist das eine stetige Funktion M — R. Die Motivation fiir diese
Definition ist einsichtig: Interpretieren wir die Determinante als orientiertes Volumen,
dann sollte fiir Vektoren vy, ..., v € T,M = n(z)t der Betrag von vol(x,vy,...,v;)
genau das Volumen des von vy, ..., v, aufgespannten Parallelepipeds sein. Auflerdem
wissen wir aus Abschnitt , dass n so gewdhlt ist, dass det(n(x),vq,...,v;) > 0 gilt,
wenn vy, ...,V eine positiv orientierte Basis von T, M ist.

Diese Volumsform ist im Allgemeinen nicht invariant unter Diffeomorphismen, das
Verhalten unter allgemeinen Diffeomorphismen ist sehr kompliziert. Es ist allerdings
invariant unter Euklidischen Bewegungen (siche Ubungen).

Wie am Ende des letzten Abschnitts bemerkt, kénnen wir somit fiir eine kompakte
Teilmenge K C M problemlos [, vol bilden und das definiert das (k-dimensionale)
Volumen von K. Wenn K nichtleeres Inneres in M hat, dann ist diese Volumen > 0. (Wir
bemerken hier, dass K als Teilmenge von R*¥*! eine Nullmenge ist, also triviales Volumen
hat.) Insbesondere kénnen wir fiir eine kompakte orientierte Hyperfliche M C R**! das
Volumen von M definieren und dieses ist immer positiv. Legt man die Volumsform fest,
dann kann man natiirlich fiir stetige Funktionen f : M — R das Integral [ w fvol bzw.
fiir kompaktes M oder f mit kompaktem Tréiger auch das Integral | 1 f vol bilden.
Betrachten wir als konkretes Beispiel die Einheitssphire S* C
RE+1 Wir beginnen mit einer speziellen lokalen Parametrisierung N
mit groflem Bild, der stereographischen Projektion. Betrachten wir
RY = {(21,...,21,0) : z; € R} C R¥! und den “Nordpol” N = Km
(0,...,0,1) € S*. Dann definieren wir v : R* — S* indem wir P o
den Punkt y € R* auf den Schnittpunkt des Strahles von N durch
y mit S* abbilden. Aus dieser Beschreibung ist es leicht, sowohl P
fir u : R¥ — RFL als auch fiir eine Inverse v : S¥\ {N} — RF
eine explizite Formel anzugeben:

_ 2y =14yl _ T o
u(y)_ 1+|| 27 1 2 U(I)_ Yt .
ylI> 1+ |yl 1 — 2y 1 —2pp1

z
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Offensichtlich sind diese Funktionen C* auf R bzw. auf {x : ;1 < 1} und man
rechnet leicht nach, dass u Werte in S* \ {N} hat und v auf dieser Teilmenge invers
zu u ist. Also haben wir eine lokale Parametrisierung fiir S* gefunden, sodass u(U) =
Sk \ N gilt. Insbesondere kénnen wir in dieser Parametrisierung iiber die kompakte
Teilmenge K := {z € S" : 2341 < 0} also iiber die abgeschlossene untere Hemisphére
integrieren und wir sehen sofort, dass u™'(K) genau der abgeschlossene Einheitsball
B :={y: |yl <1} C RF ist.

Der néchste Schritt in der Rechnung ist etwas raffiniert: Man berechnet explizit die
partiellen Ableitungen von w:

—4y; 2 4y
Ou(y) = Y+ e; + €ril-
R (e e T e e
Daraus folgt aber leicht, dass fiir i # j, die Vektoren O;u(y) und 0;u(y) aufeinander
normal stehen und dass ||O;u(y)| = W fir alle i = 1,..., k gilt. Damit erhalten wir
aber sofort

vol(u(y), ru(y), - - ., Oxu(y)) = 21 + [|y||*) 7%,

und somit [, vol = 2% [(1+ ||ly||*) *dy und [, fvol = 2% [, f(u(y))(1+ ||yl|*) *dy fiir
jede stetige Funktion f : S¥ — R.

Damit kénnen wir aber auch Integrale {iber die ganze Sphére berechnen. Sei ndmlich
A : RFL — REFL die Antipodalabbildung A(x) = —z. Dann ist A(K) die abgeschlos-
sene obere Hemisphire und K N A(K) ist der Aquator, also ist u~'(K N A(K)) die
Einheitssphire in R*. Daraus folgt aber sofort, dass | KnA(K) W = 0 fiir jede Form w

gilt, also erhalten wir aus Teil (2) von Proposition Joow = [pw+ fA(K)w. Den
zweiten Summanden konnen wir mit Hilfe von Satz berechnen, wobei wir aber auf
die Orientierungen aufpassen miissen. Fiir € S* gilt n(z) = 2 und fiir v € T, S* ist
T,A(v) = —v. Damit ist

(3.1) det(n(A(z)), T, A(v1), ..., ToA(vr)) = (=1 det(x, vy, ..., vp).
Also ist die Orientierung auf A(S*) = S* im Sinne von Satz fiir ungerades k die

gleiche Orientierung wie die urspriingliche und fiir gerades k£ die umgekehrte Orientie-
rung, also fA(K) w = (—1)F*! [ A*w. Andererseits zeigt ([3.1]) aber auch, dass A*vol =

(—1)**1vol also folgt (wie erwartet), dass | A(x) VOl = [ vol gilt. Insgesamt erhalten wir
Jy vl = 2941 [ (1 {lylP)Fdy und [ fvol = 2€ [ (Fu())+F (—u())) (1+ |y]]2) *dy.

Damit kann man induktiv die Volumina Ay der k-dimensionalen Sphéren berech-
nen. Dazu berechnet man das Integral der Funktion (1 + [|y||?)~*, die nur von der
Norm des Punktes y abhéingt, als fol(l +72)"*ay_1(r)dr berechnet. Hier ist aj_;(r) das
Volumen der k& — 1-Sphiéire vom Radius 7, also r*7'A;_;. Damit erhilt man iterativ
A =28V A [ edr

In der klassischen Vektoranalysis werden die Volumsformen fiir Flichen in R? in
Termen von Vektorfeldern interpretiert. Wir betrachten hier also eine orientierte 2-
dimensionale Teilmannigfaltigkeit M C R3, eine offene Teilmenge U C R? und ein ste-
tiges Vektorfeld Z : U — R? auf U. Aus Beispiel kennen wir die 2-Form Z € Q*(U),
die durch Z(.T,’Ul,’Ug) = det(Z(x),v1,v9) gegeben ist. Auf M und fiir vy,v, € T, M
konnen wir das direkt mit der Volumsform in Beziehung setzen. Ist n das Einheitsnor-
malenfeld auf M, dann kénnen wir Z(z) = (Z(x),n(x))n(z) + w fir w € n(z)* = T,M
schreiben. Damit miissen aber die drei Vektoren w, vy, v, linear abhiingig sein und wir
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erhalten

Z(z,v1,v9) = (Z(z),n(z)) det(n(z), v1,v9) = (Z(x),n(x)) vol(z, vy, ve),
also gilt auf M die Gleichung Z = (Z,n)vol und wir erhalten [, Z = [,.(Z,n)vol.
Physikalisch ist das sehr ansprechend, weil man das innere Produkt (Z(z),n(x)) als den
“Infinitesimalen Fluss von Z durch die Flache M im Punkt «” interpretieren kann. (Hier
denkt man am besten an ein Stromunsgsfeld, das zum Beispiel die Geschwindigkeits-
verteilung einer Fliissigkeitsstromung beschreibt.) Damit kann man das Integral als den
“Fluss” des Vektorfelds durch die kompakte Teilmenge K C M betrachten.

Oft geht man noch einen Schritt weiter und betrachtet direkt die resultierende Funk-
tion unter einer positiven lokalen Parametrisierung v : U — M. Betrachten wir fiir
y € U die partiellen Ableitungen 0yu(y) und dyu(y) dann kénnen wir das Kreuzprodukt
v(y) := Ou(y) x au(y) bilden und natiirlich definiert das eine stetige Funktion v : U —
R3. Nun steht v(y) normal auf 9yu(y) und dyu(y), also ist v(y) = A(y)n(u(y)) fiir einen
reellen Faktor A(y) # 0. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass ||01u(y) x dau(y)l|
die Flédche des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms ist und wegen
der positiven Orientierung stimmt das mit det(n(u(y)), d1u(y), d2u(y)) tiberein. Damit
sehen wir, dass

(Z(u(y)), v(y)) = (Z(u(y)), n(u(y))) det(n(u(y)), Oruly), druly),

also sind die Funktionen, die man im Bereich einer lokalen Parametrisierung integrieren
muss, gerade die Funktionen (Z(u(y)),v(y)). Daher interpretiert man v : U — R? als
“Oberflachenelement im Bereich der Parametrisierung”.

Es gibt auch eine Version der Volumsform fiir allgemeine orientierte k-dimensionale
Teilmannigfaltigkeiten M C R™. Diese hat dhnliche Eigenschaften wie im Fall von Hy-
perflichen, insbesondere ist sie nicht invariant unter Diffeomorphismen, aber invariant
unter Fuklidischen Bewegungen. Fiir eine kompakte Teilmenge K C M kann man dann
wieder das (k-dimensionale) Volumen von K als [, vol definieren. Die Idee fiir diese
Form ist einfach, dass man verlangt, dass fiir eine positiv orientierte Orthonormalba-
sis vy, ..., v fiir T, M immer vol(x,vy,...,v;) = 1 gelten soll. Man zeigt leicht (siehe
Ubungen), dass das wohldefiniert ist. Man kann auch in diesem Fall im Bereich einer
positiv orientierten lokalen Parametrisierung v : U — R" fiir M leicht die Funktion
f U — R angeben, fiir die u*vol = fdz; A --- A dz gilt. Fiir z € U betrachtet man
die k x k-Matrix G(z) = (g;;(2)), die durch g;;(2) := (0;u(z), 0;u(z)) gegeben ist. Dann

gilt (siehe Ubungen) f(2) = /det(G(2)).

3.8. Der Satz von Stokes ohne Rand. Betrachten wir eine offene Teilmenge
U C R™ und eine stetige differenzierbare k& — 1-Form 7 € Q¥ 1(U) und die duflere
Ableitung dr € QF(M). Fiir einen Punkt x € U \ supp(7) gibt es eine offene Umgebung
W von z auf der 7 identisch Null ist, also folgt aus der expliziten Formel aus Teil (4) von
Satz sofort, dass dr(x) = 0 gilt. Damit ist aber dr identisch Null auf U \ supp(7)
und damit folgt supp(dr) C supp(7). Ist also M C U eine orientierte k-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit, sodass 7 kompakten Tréager auf M hat, dann gilt das auch fiir
dr, also kénnen wir | 4 @7 bilden. In seiner einfachsten Form sagt der Satz von Stokes
dass solcher Integrale immer gleich Null sind und wir werden sehen, dass das direkt zu
topologischen Anwendungen fithrt. Insbesondere konnen wir das auf beliebige exakte
k-Formen anwenden, wenn M kompakt ist.

Das klingt vielleicht iiberraschend, ist es aber nicht unbedingt. Betrachten wir den
einfachen Fall M = R und £ = 1. Dann miissen wir mit einer Funktion f : R — R
mit kompaktem Trager beginnen und dann die 1-Form df = f’dx betrachten. Nun ist
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aber [, f'(z)dx = ff f'(x)dx, wobei wir a < b so wihlen konnen, dass supp(f) C (a,b)
gilt. Aber nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist dieses Integral
durch f(b) — f(a) = 0 — 0 = 0 gegeben. Tatséchlich ist das auch schon der wesentliche
Input fiir den Beweis dieser Version des Satzes von Stokes.

SATZ 3.8. Sei W C R"™ offen, M C U eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit und
T € QF Y (W) eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form, die kompakten Triger auf M
hat. Dann ist [,, dr = 0.

BEWEIS. Wir finden endlich viele lokale Parametrisierungen u; : U; — R™ fiir M,
sodass supp(7)NM C UY,u;(U;) und eine untergeordnete Partition der Eins {y;}. Dann
ist 7 = Zf\il XiT, supp(x;7) C u;(U;) und weil d linear ist, gilt dr = ZZJ\L d(x;7). Wegen
der Linearitét des Integrals folgt [,, dr = SV v A(xi7), also geniigt es, den Satz fiir
jede der Formen y;7 zu beweisen. Also diirfen wir oBdA annehmen, dass es eine lokale
Parametrisierung u : U — R” gibt, sodass supp(7) C u(U) und damit supp(dr) C u(U)
gilt.

Wie wir in Abschnittbemerkt haben, gilt dann [, dr = [,; u*d7 mit dem Integral
iiber k-Formen auf R* auf der rechten Seite. Nach Satz muist w*dr = du*t und
u*T und du*t haben kompakten Trager, der in U enthalten ist. Damit kann man den
Integrationsbereich auf R* ausdehnen, ohne das Integral zu éndern. Also geniigt es zu
zeigen, dass fiir eine C*-Form o € Q" *(R*) mit kompaktem Trager immer [, do =

0 gilt. Wie in Beispiel benutzen wir die Multi-Indizes 7 = (1,2,...,0— 1,0 +

1,...,k) fir 1 < ¢ < k und schreiben o = ). 0;dz; und von dort wissen wir, dass
do = Ele(—l)ig:j dzy A -+ A dxy, gilt. Wegen der Linearitat des Integrals geniigt es

wieder, einen der Summanden zu integrieren. Nach dem Satz von Fubini kénnen wir das
Integral iiber R* als iterierte Integrale iiber die einzelnen Variablen berechnen, wobei

wir die Reihenfolge der Integrale beliebig wéhlen diirfen. Damit konnen wir aber in dem
Jdo

Summanden der 5= enthélt, als erstes iiber die Variable z; integrieren, also

ox;
* Jo;
! [ S N d i
/_oo axl (‘rh y L xk) T
bilden. Da o kompakten Tréger hat, hat fiir fixe x1,...,2;-1, %41, ..., 2, € R auch die
Funktion x; — o;(x1,. .., x;) kompakten Tréger also verschwindet dieses Integral nach
dem 1-dimensionalen Spezialfall, den wir oben besprochen haben. 0

3.9. Eine topologische Anwendung. Wir beweisen hier den sogenannten “Satz
vom Igel” (englisch: “hairy ball theorem”), der besagt dass es fiir gerades k jedes Vek-
torfeld auf S* mindestens eine Nullstelle hat. Wir beweisen das fiir C''-Funktionen,
die Erweiterung auf stetige Funktionen benotigt etwas mehr Topologie. Das ist iiber-
raschend, weil es auf Sphéren ungerader Dimension problemlos ist, Vektorfelder ohne
Nullstellen zu konstruieren (sieche Ubungen). Der Beweis baut Lemma auf, dass zu-
sammen mit Satz einen Zusammenhang zwischen Homotopie und Integration liefert.
Zunichst bendtigen wir ein Lemma iiber die Volumsform auf S*:

LEMMA 3.9. Sei W := R\ {0} und A: W — W die Antipodalabbildung A(z) =
—x. Dann gibt es eine C®-Form w € QF(W), sodass w auf S* die Volumsform aus

Abschm’tt induziert und die dw = 0 und A*w = (=1)*"1w erfillt.

BEWEIS. Natiirlich ist @(z, vy, ..., vg) = det(x, v, ..., v;) eine C®-Form in QF(WW),

die auf S* mit der Volumsform iibereinstimmt und A*@ = (—1)*+1 erfiillt. Andererseits

definiert p(z) := le eine C>®-Funktion p : W — W mit Werten in S*, sodass p|gr =

[l
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idge gilt. Damit ist w := p*@ € Q¥(W) ebenfalls eine C*-Form. Nach Konstruktion
ist po A = Aopund damit A*w = A*p*@w = p*A*® = (1) w. Wegen p|gr = idg
erhalten wir fiir # € S* nicht nur p(z) = z sondern auch Dp(z)(v) = v fiir alle v € T,.S*.
Damit erhalten wir aber fir € S* und vy,...,v, € T,S* sofort w(x,vi,...,v) =
&(z, vy, ...,v;) und das stimmt mit der Volumsform iiberein. Schlieflich ist nach Satz

dw = p*d®, also
dOJ(ZL‘,’Ul, s avk—i-l) = d(;)(p(l’), Dp($)(U1>, s 7Dp(x)(vk+l))‘

Nun ist aber offensichtlich Dp(x)(z) = 0, also ist Dp(z) nicht injektiv und kann damit
auch nicht surjektiv sein. Also sind die Vektoren Dp(x)(vy), ..., Dp(z)(vk41) immer
linear abhéngig und damit folgt dw = 0. O

Damit konnen wir nun unser Resultat beweisen:

SATz 3.9. Sei k gerade. Dann gibt es keine C'-Funktion Z : S* — RM1 sodass
Z(x) #0 und Z(z) L x fiir alle x € S* gilt.

BeEWEIS. Wir nehmen indirekt an, dass so eine C'-Funktion existiert. Wie im Lem-
ma setzen wir W := R¥1\ {0}, definieren p(z) := ﬁx und definieren ¢ : W — W
durch ¢(z) := 2 + Z(p(z)) # 0. Sei nun h : R — R eine C*°-Funktion mit h(t) = 1
fiir alle t < 1/3 und h(t) = 0 fiir alle ¢ > 2/3, siche den Beweis von Satz [3.5] Dann
ist H : W xR — W, Hi(z,t) := x + h(t)Z(p(x)) offensichtlich eine C'-Funktion
mit H(X,0) = ¢(x) und Hi(z,1) = z. In der Sprache von Lemma bedeu-
tet das Hy oig = ¢ und H; o ¢; = idy. Fiir die Form w aus Lemma betrach-
ten wir (H;)*w € QF(W x R) was nach Konstruktion eine C'-Form ist und erhalten
d(Hy)*w = (Hy)*dw = 0. Damit kénnen wir Lemma anwenden und erhalten eine
Cl-Form 7 € Q*Y(W), sodass

(i1)"(H1)*w — (i0)"(H1)'w = p"w —w =dr
gilt. Nach Satz ist fsk dr =0, also [ gk PTW = | gx w und das liefert das Volumen von

S* und ist daher > 0.
Andererseits betrachten wir Hy : W x R — RFFL

Hy(x,t) := h(t)e(x) + (1 — h(t))A(z).
Auch diese Funktion ist offensichtlich C! und explizit ist
Hy(z,t) = (2h(t) — 1)z + h(t)Z(p()).

Nach Voraussetzung sind « und Z(p(x)) ungleich Null und orthogonal zueinander, also
hat Hy Werte in W. Natiirlich ist Hy(x,0) = ¢(x) und Hy(x, 1) = A(x). Damit schliefien
wir aber genau wie zuvor, dass [, ¢*w = [o A*w = (1) [, w und da k gerade ist,
ist (—1)%™! = —1, was einen Widerspruch liefert. O

Teilmannigfaltigkeiten mit Rand

Ahnlich wie im Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung wird in der
allgemeinen Version des Satzes von Stokes ein Integral iiber eine d&uflere Ableitung durch
einen Randterm beschrieben. Dazu miissen wir eine Theorie von Mannigfaltigkeiten mit
Rand entwickeln, was aber relativ einfach geht. Analog zu Teilmannigfaltigkeiten, die
lokal um jeden Punkt aussehen, wie eine offene Teilmenge in R¥, sehen Teilmannigfal-
tigkeiten mit Rand lokal so aus wie eine offen Teilmenge in einem Halbraum. Damit
miissen wir zunéchst wieder einiges an Begriffen zu Halbrdumen einfiihren.
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3.10. Halbridume. Die folgenden Begriffe sollten an dieser Stelle grundsétzlich
nicht iiberraschend sein. Die Konventionen sind so gewéhlt, dass sich spéter schone
Formeln ergeben.

DEFINITION 3.10. (1) Fiir & € N, k > 1 definieren wir den Halbraum HF := {x =
(z1,...,75) € RF : 2y < 0} den Rand OH* := {x € HF : x; = 0} und das Innere
von HF als H¥ \ OH*. Analog definieren wir fiir eine Teilmenge U C H* den Rand als
OU = U N OH* und das Innere als U \ 9U.

(2) Sei k wie oben, U eine offene Teilmenge von H*, m € N und 7 > 1. Dann nennen
wir Funktion F' : U — R™ eine C"-Funktion, wenn es fiir jeden Punkt x € U eine
offene Teilmenge W C R* mit # € W und eine C"-Funktion (im Sinne der Analysis)
F:.W = R™ gibt, sodass F|wny = Flmmy gilt.

Mit diesen Definitionen ist auch klar, was wir mit einem C"-Diffeomorphismus zwi-
schen offenen Teilmengen U und V von H* meinen. Das ist eine injektive C"-Funktion
® : U — R¥, sodass ®(U) = V gilt und sodass auch die inverse Funktion ®~!:V — U
eine C"-Funktion (nach R¥) ist.

LEMMA 3.10. Sei U C HF eine offene Teilmenge mit Rand OU und F : U — R™
eine C"-Funktion.

(1) U\ 0U st offen in R* und OU ist eine offene Teilmenge von OH* = RF-L,

(2) Die Ez’nschrc‘inkung Flinou ist C™ im Sinne der Analysis. Fiir v € OH* und eine
C"-Erweiterung F von F auf eine offene Umgebung W von z in R* wie in Definition
- (| hingt DF(z) : R¥ — R™ nur von F ab.

(3) Ist K C U kompakt, dann gibt es eine offene Teilmenge W C RF mit K ¢ WNU
und eine C"-Funktion F : W — R™, sodass F|lway = F|yv fiir eine (in H*) offene
Teilmenge V. C H* mit K C V gilt.

(4) Sei V.C H* offen und ® : U — V ein Diffeomorphismus. Dann schrinkt sich ®
zu Diffeomorphismen OU — OV und (U \ OU) — (V '\ 9V) ein.

BEWEIS. (1) Nach Definition gibt es eine offene Teilmenge U C R*, sodass U =
U NH* gilt. Offensichtlich ist #* \ 9H* offen in R* und nach Definition ist U \ U =
U N (H*\ 01*) und damit offen in R*. Andererseits finden wir fiir € U = U N OH*
einen e-Ball um z, der ganz in U liegt. Der Schnitt dieses Balles mit OH* ist ein e-Ball
in R¥!, der ganz in QU liegt und damit folgt die zweite Behauptung.

(2) Die erste Behauptung folgt sofort, weil C" im Sinne der Analysis zu sein eine
lokale Eigenschaft ist. Fiir die zweite Behauptung sei x € U und v = (vy,...,v;,) € R
Dann kénnen wir DF(z)(v) als (F o ¢)'(0) fiir ¢(t) = x 4 tv berechnen. Ist v; < 0, dann
liegt ¢(t) fiir t € [0,€) in U, fiir v; > 0 gilt das fiir t € (—¢,0]. Auf U stimmt aber F
mit F iiberein man kann in beiden Fillen (F o ¢)(0) aus den Werten von F o ¢ auf dem
angegebenen Intervall berechnen.

(3) Zu jedem z € K NOH k¥ finden wir eine offene Teilmenge W, C R" und eine
C"-Funktion F, : W, — R™, sodass F) lw.rv = Fluaw, gilt. Das liefert eine offene
Uberdeckung der kompakten Teilmenge K NOHF also finden wir 1, ..., z, sodass K N
OHE C UN, W, fiilr W, := W, gilt. Setzen wir Wy := U\OU, dann ist K CW :=UN W,
Satznhefert C*_Funktionen xi : R¥ — R mit Werten in [0, 1] mit supp(y;) € W; und
eine offene Teilmenge W C R* mit K € W, sodass " xi(z) = 1 fiir alle z € W gilt.
Nach Teil (2) ist xoF : Wy — R™ eine C"- Funktlon und man kann fiir alle i = 0,..., N
die Funktion XzF durch 0 zu einer C"-Funktion auf ganz W fortsetzen. Damit hat aber
F = xoF + ZZ 1 XZF alle behaupteten Eigenschaften, wobei wir V := W N U setzen.
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(4) Nehmen wir indirekt an, dass # € U ein Punkt ist, sodass ®(z) € V' \ 9V gilt.
Sei W C RF offen mit « € W, sodass es eine C'-Erweiterung ® : W — R* von & auf
W gibt. Weil ! : V — U stetig und W N U offen in U ist, finden wir einen offenen
Ball B um ®(z) in R*, sodass B C V und ®1(B) c UNW gilt. Auf B gilt dann aber
Pod' =Pod ! =idg, also sind die linearen Abbildungen D®~!(®(z)) und DO ()
invers zu einander und damit ist D®~!(®(x)) ein linearer Isomorphismus. Nach dem
inversen Funktionensatz fiir offene Teilmengen gibt es eine offen Teilmenge O C RF¥
sodass ®~1(0) offen in R* ist. Dann ist aber ®~1(O N B) eine offene Teilmenge in R,
mit z € ®1(O N B) C U, ein Widerspruch zu x € OU. Angewandt auf ®~! zeigt dieses
Argument auch, dass € U \ 9U und ®(z) € 9V zu einem Widerspruch fiihrt.

Damit sehen wir, dass sich ® und ®~! zu inversen Bijektionen zwischen U und oV
sowie zwischen U \ OU und V' \ 0V einschrénken. Aus der Definition folgt aber sofort,
dass es sich bei diesen Einschrinkungen um C!-Funktionen zwischen offenen Teilmengen
von R*~! bzw. von R* handelt und damit folgt die Behauptung. O

Der zweite Teil des Lemmas zeigt insbesondere, dass man fiir eine C'-Funktion
F : U — R™ auf einer offenen Teilmenge U C H* und einen Punkt x € U sinnvoll eine
Ableitung DF(x) : R¥ — R™ definieren kann. Man setzt einfach DF(z) := DF(x) fiir
eine beliebige lokale Ausdehnung F' von F um z. Wir werden das im weiteren verwenden,
ohne speziell darauf hinzuweisen.

3.11. Grundlegende Definitionen. So wie wir R* als Teilraum von R" betrachtet
haben, kénnen wir natiirlich auch H* als Teilmenge von R” fiir n > k betrachten. Damit
kénnen wir nun die grundlegenden Definitionen ganz analog wie im Fall gewohnlicher
Teilmannigfaltigkeiten formulieren.

DEFINITION 3.11. Sei & < n und betrachten wir H* als die Teilmenge {z =
(21, ..., 2k,0,...,0) : 21 <0} von R™. Seien r, s € NU {oo} mit r, s > 1.

(1) Eine Teilmenge M C R™ heift eine k-dimensionale C”-Teilmannigfaltigkeit mit
Rand, wenn es fiir jeden Punkt x € M offene Teilmengen U,V C R™ mit z € U und
einen C"-Diffeomorphismus ® : U — V gibt, sodass ®(U N M) = V N HF gilt. Der
Diffeomorphismus ® heifit dann eine lokale Trivialisierung fiir M.

(2) Ein Punkt x € M heiit Randpunkt von M, wenn es einen Diffeomorphismus &
wie in (1) gibt, sodass ®(z) € V N OH* gilt. Die Menge der Randpunkte wird mit M
bezeichnet. Punkte in M \ OM bezeichnet man als innere Punkte von M.

(3) Fiir eine C"-Teilmannigfaltigkeit M C R™ mit Rand, m € N und s < r definieren
wir C*-Funktionen von M nach R™ analog wie in Teil (2) von Definition [2.1] iber lokale
Ausdehnungen. C*-Funktionen zwischen Teilmannigfaltigkeiten mit Rand definieren wir
dann analog wie in Teil (3) von Definition

Natiirlich ist #*¥ C R™ fiir jedes n > k eine C*°-Teilmannigfaltigkeit mit Rand. Aus
der Definition folgt wieder sofort, dass offene Teilmengen von Teilmannigfaltigkeiten mit
Rand selbst Teilmannigfaltigkeiten mit Rand sind. Auflerdem kénnen wir die Abbildung
E(x1,...,x,) = (—€",x9,...,x,) benutzen um R” mit {(z1,...,2,) : z1 < 0} zu iden-
tifizieren. Damit kénnen wir aber fiir eine gewohnliche Teilmannigfaltigkeit M C R"
und einen Diffeomorphismus ® : U — V wie in Definition die Komposition = o ®
betrachten, die UNM auf Z(V)N(H*\OH") abbildet. Das macht M zu einer Teilmannig-
faltigkeit mit Rand, fiir die aber OM = () gilt. Also erhalten wir eine Verallgemeinerung
des Konzepts von Teilmannigfaltigkeiten und klarerweise fithrt der “neue” Begriff zu
den gleichen C*-Funktionen. Analog wie in Abschnitt sieht man auch leicht, dass
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das Bild einer Teilmannigfaltigkeit mit Rand unter einem Diffeomorphismus ebenfalls
eine Teilmannigfaltigkeit mit Rand ist.

BEISPIEL 3.11. Sei M = B"™ := {x : ||z|| < 1} der abgeschlossene Einheitsball in
R™. Dann ist M eine n-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Rand. Dazu verwenden
wir einerseits Uy := {z : ||z < 1} und & = idy, als lokale Trivialisierung auf dem
offenen Einheitsball. Fiir z € S"! also ||z|] = 1 haben wir in Beispiel lokale
Trivialisierungen ® : U — V fiir S"! konstruiert, wobei V = (—1,00) x R""! war
Aus der Formel dort sieht man aber sofort, dass fiir y € U die erste Komponente von
®(y) durch ||y|| — 1 gegeben ist. Damit ist aber ®(U N B") = V N H". Damit folgt die
Behauptung, sowie S"~! = 9B".

In diesem Beispiel ist der Rand 0B™ = S"! eine Teilmannigfaltigkeit, wihrend die
inneren Punkte eine offene Teilmenge von R™ und damit eine n-dimensionale Teilman-
nigfaltigkeit bilden. Diese beiden Tatsachen gelten ganz allgemein:

PROPOSITION 3.11. Sein > k und M C R" eine k-dimensionale C*-Teilmannig-
faltigkeit. Dann gilt:

(1) Ist x € OM, dann gilt fiir jede lokale Trivialisierung ® : U — V' fiir M mit
x €U, dass ®(x) in V NOHF liegt.

(2) M\ OM ist eine offene Teilmenge von M und eine k-dimensionale Teilmannig-
faltigkeit (ohne Rand) von R™. Damit ist OM abgeschlossen in M, also ist fiir kompaktes
M auch OM kompakt.

(3) Ist OM # 0, dann ist OM eine (k — 1)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit (ohne
Rand) von R™.

BEWwEIS. (1) Nehmen wir an, dass ® : U — V eine lokale Trivialisierung mit ®(z) €
V NOH" ist und sei ® : U — V eine weitere lokale Trivialisierung mit = € U. Indem
wir U und U durch UNU, V durch ®(U NU) und V durch (U N U) ersetzen kénnen
wir o0BdA annehmen, dass U = U gilt. Zerlegen wir den Zielraum (in dem V' und 1%
sitzen) als R¥ x R** und entsprechend ® = (®;, ;). AuBerdem kénnen wir ¥ := o~
auf V' N H* einschrinken und dann ist @, o (Uynyx) eine bijektive stetige Funktion
V NHY — V NHF zwischen offenen Teilmengen von H¥. AuBerdem ist die Ausdehnung
®10(Wyge) eine C'-Funktion im Sinne der Analysis, also erhalten wir eine C'-Funktion
zwischen offenen Teilmenge von H¥. Fiir die inverse Funktion kénnen wir aber genauso
argumentieren, also ist

élo(\IJVmHk):Vﬂer%f/ﬂer

ein C*-Diffeomorphismus. Nach Teil (3) von Lemma 2.9 bildet dieser Diffeomorphismus
V N OH* nach V NIHF ab, also liegt ®(z) in V N IHE.

(2) Ist 2 € M\ OM und ® : U — V eine lokale Trivialisierung mit x € U, dann ist
d(x) e V=V (H\ OH"). Nun ist V C R offen, also ist auch U := &~ (f/) offen
in R™ und nach Teil (1) ist U N M C M \ M. Damit definiert aber Dy - U — V eine
lokale Trivialisierung im Sinne von Definition ﬂ fiir M\ OM mit z € U.

(3) Fiir z € OM finden wir eine lokale Trivialisierung ® : U — V mit ®(x) € R*! =

{z 121 =24y = -+ =z, = 0} C R". Natiirlich ist V N R*"! offen in R*~! und nach
Teil (1) ist ®(UNOM) =V NIR*1 also erhalten wir eine lokale Trivialisierung fiir 9M
um . O

Im Beweis von Proposition [3.11] ist klar erkennbar, wie das Konzept von lokalen
Parametrisierungen fiir Teilmannigfaltigkeiten mit Rand aussieht: Man betrachtet eine
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offene Teilmenge U C H* und eine C"-Funktion u : U — R". Man verlangt, dass
u(U) =: V eine offene Teilmenge von M und u : U — V ein Homéomorphismus ist und
dass fiir alle z € U die Ableitung Du(z) : R¥ — R" injektiv ist. (Siche Abschnitt
fiir die Definition von Du(z) fiir z € OU.) Aus dem Beweis von Teil (1) von Proposition
folgt leicht, dass fiir eine lokale Trivialisierung ® : U — V fiir M um x mit Inverser
U : V — U die Einschrinkung V|~ eine lokale Parametrisierung in diesem Sinn (und
auch gleich ihre glatte Ausdehnung auf V N R¥) liefert. Insbesondere sehen wir, dass
Teilmannigfaltigkeiten mit Rand immer lokale Parametrisierungen besitzen.

Umgekehrt zeigt man analog zu Satz [2.3] dass solche lokale Parametrisierungen
eine dquivalenten Definition von Teilmannigfaltigkeiten mit Rand liefern. Man kann
néamlich so eine Parametrisierung rund um einen Punkt z € U zur einer Inversen einer
lokalen Trivialisierung ausdehnen. In diesem Bild liegt ein Punkt z € M genau dann
in OM, wenn fiir eine (oder dquivalent jede) lokale Parametrisierung v : U — R" mit
z € u(U) sogar x € u(dU) gilt. Der Bewies von Proposition [3.11] zeigt auch direkt, dass
fiir eine lokale Parametrisierung v : U — R™ fiir M die Einschrankung von u auf die
Menge U, die wir als offene Teilmenge von 0H* = R¥~! betrachten kénnen eine lokale
Parametrisierung fiir OM liefert.

Die Aquivalenz der Beschreibungen impliziert dann auch die Verallgemeinerung von
Proposition [2.5| auf Teilmannigfaltigkeiten mit Rand: Die lokalen Parametrisierung einer
Teilmannigfaltigkeit M mit Rand sind genau die Diffeomorphismen von offenen Teil-
mengen von H* auf offenen Teilmengen von M. Insbesondere kénnen wir dann lokale
Parametrisierungen u : U — V und @ : U — V mit VNV # ) betrachten. Fiir diese sind
uw I (VNV) cUund a1 (VNV) C U offen und @ tou : u 1 (VNV) — 4~ H(VNV) ist ein
Diffeomorphismus. Fiir C"-Teilmannigfaltigkeiten M und N mit Rand und 1 < s <r
ist eine stetige Funktion F' : M — N genau dann eine C*-Funktion, wenn es fiir je-
den Punkt x € M lokale Parametrisierungen u : U — R” fiir M mit z € w(U) und
i : U — R™ fiir N mit F(z) € @(U) gibt, sodass die Funktion @' o Fou auf der offenen
Teilmenge v~ (F~(a(U)) C H* eine C*-Funktion im Sinn von Definition ist.

3.12. Tangentialrdume und Orientierungen. Sei M C R" eine k-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit mit Rand und x € M ein Punkt. Dann definiert man 7, M auch
analog zu Abschnitt iitber Ableitungen von Kurven definieren, muss dazu aber dann
(zumindest in Randpunkten) allgemeinere Kurven zulassen. Fiir ein offenes Intervall
I CRmit 0 € [ setzen wir [, :=={te€l:t>0}und [_:={tel:t <0} und
betrachten C'-Kurven ¢ : I — R", sodass ¢(I,) C M oder ¢(I_) C M gilt. Wir werden
in der folgenden Proposition beweisen, dass 7, M immer ein k-dimensionaler Teilraum
von R™ ist und dass fiir eine lokale Parametrisierung u : U — R™ mit z € u(U) immer
T, M = Im(Du(z)) gilt, wobei z € U der eindeutige Punkt mit u(z) = z ist.

Damit kann man die Definitionen von Orientierungen und Orientierbarkeit aus Defi-
nition [3.2) wortwortlich auf den Fall von Teilmannigfaltigkeiten mit Rand erweitern. Eine
Orientierung von M ist durch eine Wahl einer Orientierung auf jedem Tangentialraum
T, M gegeben und Konsistenz dieser Orientierungen ist iiber lokale Parametrisierungen
definiert. Falls M orientierbar ist, also eine Orientierung besitzt, dann gibt es lokal
um jeden Punkt x € M positiv orientierte lokale Parametrisierungen v : U — R"
fir M, bei denen fiir jeden Punkt z € U die Basis diu(z),...,0pu(z) fir T,)M po-
sitiv orientiert ist. Das bedeutet wieder, dass v : U — u(U) ein orientierungstreuer
Diffeomorphismus ist. Im Fall von Hyperflichen mit Rand, also von k-dimensionalen
Teilmannigfaltigkeiten von R¥*! mit Rand kann man Orientierungen wie in Abschnitt
[3.3] durch Einheitsnormalenfelder beschreiben.
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Fiir innere Punkte © € M \ OM erhélt mein den gleichen Tangentialraum wie in Ab-
schnitt [2.2{ und hier geniigt es, Kurven mit ¢(I) C M zu betrachten. Fiir Randpunkte ist
die Situation interessanter, was den ersten Teil der folgenden Proposition darstellt. Der
zweite Teil ist ein entscheidendes Resultat fiir die Integrationstheorie, ndmlich dass eine
Orientierung einer Mannigfaltigkeit mit Rand eine natiirliche Orientierung des Randes
liefert.

SATZ 3.12. Sei M C R"™ eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Rand.

(1) Fir x € M ist T,M ein k-dimensionaler Teilraum von R". Fir x € OM ist
T.0M ein Teilraum von T, M der Dimension k—1 und fiir Tangentialvektoren in T, M\
T,0M kann man in natirlicher Weise zwischen nach innen weisenden Vektoren und
nach auflen weisenden Vektoren unterscheiden.

(2) Ist u : U — R™ eine lokale Parametrisierung fir M und x = u(z), dann ist
T,.M = Du(z)(R¥). Fiir z € OU (und somit x € M ) ist T,0M = Du(z)({0} x RF-1)
und nach auflen (innen) weisende Tangentialvektoren haben die Form Du(z)(v) mit
v >0 (Ul < 0)

(3) Eine Orientierung von M induziert eine natiirliche Orientierung der Teilman-
nigfaltigkeit OM . Diese hat die Figenschaft, dass fiir eine positiv orientierte lokale Pa-
rametrisierung u : U — R"™ fiir M die Finschrinkung u|gy : OU — R™ eine positiv
orientierte lokale Parametrisierung fiir OM ist.

BEWEIS. (1) Sei @ : U — V eine lokale Trivialisierung fiir A mit € U. Dann
betrachten wir wie in Satz den linearen Isomorphismus D®(x) : R* — R". Fiir eine
Kurve ¢ : I — M mit ¢(0) = x wie in der Definition von 7, M bildet ® o ¢ entweder I
oder I_ nach H* C R* C R™ ab. Damit folgt jedenfalls D®(z)(c/(0)) = (P oc)'(0) € R*.
Damit schliefen wir dann wie in Satz dass sich D®(z) zu einer Bijektion zwischen
T, M und R* C R" einschrinkt, also folgt die erste Behauptung.

Fiir x € OM ist nach Definition ist klar, dass T,0M C T, M gilt und nach Satz
ist T,,0M ein k — 1-dimensionaler Teilraum. Natiirlich identifiziert D®(x) den Teilraum
T,OM mit {v € R* : v; = 0}. Fiir eine Kurve ¢ wie oben ist (®oc)(0) € 9H* und hat da-
mit erste Komponente gleich 0. Setzen wir v := (®oc)’(0) € R*, dann kann offensichtlich
c(I+) € M nur dann gelten, wenn v; < 0 ist und analog erfordert ¢(/_) C M natiirlich
vy > 0. Ist ¢(0) ¢ T,0M, dann muss v; # 0 gelten, also folgt die letzte Behauptung,
wobei ¢(I;) C M bzw. v; < 0 den nach innen weisenden Vektoren entspricht.

(2) Fiir lokale Parametrisierungen, die man als Einschrénkungen der Inversen von
lokalen Trivialisierungen erhilt, folgen die Behauptungen direkt aus Teil (1). Wie in
Abschnitt bemerkt kann man aber jede lokale Parametrisierung (eventuell auf einer
kleineren Menge) zu so einer Inversen ausdehnen, also erhalten wir das Resultat fiir
beliebige lokale Parametrisierungen.

(3) Sei v € R* mit positiver erster Komponente und © € R* ein Vektor, dessen erste
Komponente # 0 ist. Dann gibt es einen Vektor w € dH*, sodass © = av + w gilt
und a hat das gleiche Vorzeichen die erste Komponente von v. Wéhlen wir eine Basis
Vo, ..., v fiir OHF, dann sind die Basen v, v, ..., v, und 9, vy, . .., v, genau dann gleich
orientiert, wenn a > 0 gilt. Fiir € M iibertrégt sich das mittels D®(z) fiir eine lokale
Trivialisierung ® um x auf T, M: Wahlen wir eine Basis ws, ..., w, fir T,0M, dann ist
fiir einen Vektor w € T, M, w, ws, . .., wy genau dann eine Basis fiir T, M, wenn die erste
Komponente von D®(x)(w) ungleich 0 ist, also w € T, M \ T,,0M gilt. Sind w und @
zwei solche Vektoren, dann sind die Basen w, ws, ..., w; und w, w,, ..., w, genau dann
gleich orientiert, wenn die ersten Komponenten von D®(x)(w) und D®(z)(w) gleiches
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Vorzeichen haben, also die Vektoren v und © entweder beide nach auflen oder beiden
nach innen weisen.

Damit kénnen wir eine Orientierung auf T,0M definieren, indem wir eine Basis
Wa, . .., wy als positiv orientiert erkldren, wenn fiir jeden nach auflen weisenden Vektor
wy € T,M \ T,OM die Basis wy, ..., wy fir T, M in der gegebenen Orientierung fiir M
positiv orientiert ist.

Sei nun u : U — R” eine positiv orientierte lokale Parametrisierung fiir M mit
x € uw(U). Dann ist ulgy : OU — R™ eine lokale Parametrisierung fiir M, die fiir
z € QU die Basis Oyu(2),. .., Ogu(z) fiir Tp,-yOM liefert. Aber nach Konstruktion bildet
die Kurve ¢ : I — R"™, ¢(t) := u(z + te;), die auf einem passenden Intervall I definiert
ist I_ nach M ab. Damit weist 01u(z) € Ty:)M \ TyyOM nach aufen, also ist nach
Definition die Basis dyu(z2),. .., Ogu(z) immer positiv orientiert. Das beweist, dass wir
eine konsistente Orientierung auf OM definiert haben und die Behauptung iiber positiv
orientierte lokale Parametrisierungen. O

3.13. Integration und der allgemeine Satz von Stokes. Die Integration von
k-Formen iiber kompakte Teilmengen erweitert sich vollkommen problemlos auf orien-
tierte Teilmannigfaltigkeiten mit Rand. Sei M C R" eine orientierte Teilmannigfaltigkeit
mit Rand, K C M kompakt und W C R" offen mit M C W. Falls es eine lokale Pa-
rametrisierung v : U — R™ gibt, sodass K C w(U) gilt, dann wéhlt man eine positiv
orientierte Parametrisierung mit dieser Eigenschaft und definiert [, : Q*(W) — R
einfach durch

(3.2) /K W= / . wu(z), u(2), . .., Ou(z))dz.

Wie in Abschnitt folgt aus dem Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale mit den
Beobachtungen aus Abschnitt sofort, dass diese Definition unabhéngig von der
Wahl der Parametrisierung u ist. Klarerweise ist «~'(K) C U kompakt, also finden wir
nach Teil (3) von Lemma [3.10] eine offene Teilmenge W C R* mit «~'(K) C W und
eine C''-Funktion @ : W — R", die auf einer offenen Umgebung von v~ !(K) in U mit u
iibereinstimmt. Damit erhalten wir offensichtlich [ W= fu,l( u*w mit dem Integral
aus Abschnitt [3.1] auf der rechten Seite.

Fiir allgemeines K finden wir endlich viele positiv orientierte lokale Parametrisie-
rungen u; : U; — R™ fiir M, i =1,..., N sodass K C U;V; gilt wobei V; := u;(U;) C M
ist. Der Beweis von Korollar gilt ohne Anderungen auch in dem Fall, dass M eine
Mannigfaltigkeit mit Rand ist, also finden wir C*°-Funktion x; : R” — R mit Werten in
[0, 1] sodass supp(x;) "M C V; und SV, xi(z) = 1 fiir alle z € K gilt. Dann setzen wir
K; := supp(x;) N K und definieren [, : Q*(W) — R durch [, w = SV i, Xiw, mit
Integralen aus Formel auf der rechten Seite. Genau wie in Proposition zeigt
man, dass diese Definition unabhéngig von allen Wahlen ist und auch Satz gilt fiir
Teilmannigfaltigkeiten mit Rand.

Falls M C R"™ eine kompakte orientierte Teilmannigfaltigkeit mit Rand ist, erhalten
wir damit ein Integral [,, : QF(W) — R fiir beliebige stetige k-Formen auf W. Ist M
nicht kompakt, dass koénnen wir wir in Abschnitt ein Integral iiber M fiir k-Formen
mit kompaktem Triger auf M definieren, also fiir w € QF(M), sodass supp(w) N M
kompakt ist, indem wir [ yw = w definieren. Das ist auch das Setting, das

K)

fsupp(w)ﬂM
wir fiir den allgemeinen Satz von Stokes bendétigen, fiir den wir nun alle Zutaten bei der

Hand haben: Sei M C R" eine orientierte k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Rand,
W C R" offen mit M C W und w € QF}(W) eine k — 1-Form mit kompaktem Triger
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auf M. Nach Proposition ist OM eine (k — 1)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit
von R™ und nach Proposition [3.12] erhalten wir eine Orientierung auf 0M. Natiirlich ist
supp(w)NOM eine abgeschlossene Teilmenge von supp(w)NM und damit kompakt, also
hat w kompakten Tréger auf M und wir kénnen | oy @ bilden. Unter der Annahme, dass
w stetig differenzierbar ist, kénnen wir andererseits die dufilere Ableitung dw € QF(W)
bilden. Nun ist W \ supp(w) eine offene Teilmenge von W auf der w = 0 gilt und
damit folgt nach Definition dw(y) = 0 fiir alle y € W \ supp(w). Damit folgt aber
supp(dw) C supp(w), also hat auch dw kompakten Triger auf M und damit kénnen wir
auch [, dw bilden.

SATZ 3.13 (Satz von Stokes). Sei M C R" eine orientierte C*-Teilmannigfaltigkeit
mit Rand OM und sei W C R™ offen mit M C W. Dann gilt fiir jede stetig differenzier-
bare (k — 1)-Form 7 € QFY (W) mit kompaktem Triger auf M und fiir die induzierte
Orientierung auf OM die Gleichung

/dT:/ T.
M oM

BEwEIS. Wie im Beweis von Satz konnen wir uns auf den Fall einschranken, dass
es eine positive orientierte Parametrisierung v : U — R fiir M mit K := supp(7)NM C
u(U) einschrénken. Wie wir oben gesehen haben, gilt dann auch supp(dr) "M C K C
w(U) und wir kénnen eine offene Teilmenge W C R* mit u=*(K) C W und eine C'-
Erweiterung @ : W — R" von u finden. Damit erhalten wir aber

fK dr = fu—l(K) wrdr = fu—l(K) du*t = fHk du*T.

Andererseits ist fiir U := UNAJH* die Einschrinkung u := u|y : U — R™ nach Satz
eine positiv orientierte Parametrisierung fiir OM mit supp(7) N M C w(U). Natiirlich
ist u} (K NOM) =u ' (K)NAH* und damit erhalten wir

(33) 7= e T 22(3) B2,

und wir kénnen den Integrationsbereich durch OH* ersetzen. Wie im Beweis von Satz
schreiben wir @*7 = ), 0,dz; mit

oi(z) = T(u(z), u(z),...,0i1u(2), 0iu(z), . .., Opu(2)).

Fir z € OU und i = 2, ...,k gilt nach Konstruktion u(z) = u(z) und dju(z) = d;u(z),
also kann man (3.3)) als [ oar O1]opr schreiben. Andererseits erhalten wir sofort da*r =
Zi(—l)i%dzl A~ A dzg.

Nach dem Satz von Fubini kénnen wir Integrale iiber H* in iterierte Integrale iiber
die einzelnen Variablen zerlegen, wobei die Reihenfolge der Integrationen keine Rolle
spielt. Damit konnen wir fiir den den ¢ten Summanden in der Formel fiir du*r wie-
der zuerst {iber die Variable z; integrieren. Fiir 7 > 1 erhalten wir wie in Satz
| > 9%y =0, also spielen diese Summanden im Integral keine Rolle. Aber fiir i = 1

—oo 0z; )
erhalten wir

0
do
/ 8—211(21,22,...,Zk)d21 201(0,22,...,Zk),
)

und nach dem Satz von Fubini und den obigen Uberlegungen liefert das Integral davon
tiber die restlichen Variablen genau |, om T OJ
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3.14. Anwendungen. Betrachten wir den abgeschlossenen Einheitsball M := B™ C
R™*! mit Rand OM = S™ ! aus Beispiel . Aus Beispiel wissen wir, dass sich
die (n — 1)-Form w € Q" YR"), w(z,vy,...,v,) = det(x,vq,...,v,_1) auf S* zur
Volumsform einschrinkt. Setzen wir fiir vq,...,v,_1 alle Einheitsvektoren aufler e; in
aufsteigender Reihenfolge ein, dann liefert die Determinante (—1)""'z;, also gilt w =
> (=1)"ta;da;. Damit folgt aber sofort dw = ndxy A -+ A dx, also zeigt der Satz von
Stokes sofort, dass fiir die Volumina von B™ und S™' immer vol(B") = L vol(S"™!)
gilt. Betrachtet man statt des Einheitsballes und der Einheitssphéire den Ball B)' und
die Sphére S”~! mit Radius r, dann muss man die Volumina mit 7 bzw. r"~! skalieren
und erhélt vol(B}") = Zvol(Sr~1). (Fiir n = 2 vergleicht das gerade die Kreisfliche 7
mit dem Kreisumfang 2r7.) Bezeichnen wir mit V,, das (n-dimensionale) Volumen von
B™ und mit A,_; das ((n — 1)-dimensionale) Volumen von S™~! dann bedeutet das
A= lV Fiir die Volumina V,, kann man durch eine einfache Integrationsformel die
Rekursmn Vv, =2 % V-2 herleiten, die zusammen mit den offensichtlichen Anfangswerten
Vi=2und V5 = 7T leicht die Werte fiir V,, und damit fiir A,,_; liefern.

Als néchstes kénnen wir die hoherdimensionalen Versionen des Brouwerschen Fix-
punktsatzes aus Satz beweisen, zumindest im Fall von C*-Funktionen. Man kann
den Satz auf stetige Funktionen zu erweitern, indem man Resultate der Differentialto-
pologie (Approximation stetiger Funktionen durch C'-Funktionen) benutzt. Alternativ
liefert die algebraische Topologie Invarianten (singulire Homologiegruppen) auf denen
auch stetige Funktionen wirken, die ebenfalls zu einer Erweiterung des Resultats auf
den stetigen Fall fithren.

PROPOSITION 3.14. (1) (“S™~! ist kein Retrakt von B"”) Es gibt keine C'-Funktion
F:B"— S™ ! mit FlS—l = idsn—l.

(2) (“Brouwerscher Fizpunktsatz”) Sei F : B® — B™ eine C'-Funktion. Dann gibt
es einen Punkt xo € B" mit F(zg) = xo.

BeEWwEIS. (1) Betrachten wir F' als Funktion mit Werten in R™, dann liefert Teil (3)
von Lemma eine offene Teilmenge W C R" mit B” cw und eine C'-Funktion
F:W —R" mlt F|g» = F. Wir kénnen W durch F—'(R™\ {0}) ersetzen und damit
annehmen, dass F' Werte in R”\ {0} hat. Aus Lemma 3.9 wissen wir, dass es eine Form
we Q- 1(]R" \ {0}) gibt, die auf S"~! die Volumsform induziert und dw — 0 erfiillt. Da
F |gn-1 = F|gn-1 = idgn-1 gilt, induziert auch F*w die Volumsform auf S™!, also ist
| g1 F *w das Volumen von S"~! und damit insbesondere # 0. Aber nach Satz ist

Jonr Frw =[5, dF*w = Jin F*dw = 0, ein Widerspruch.
(2) Der Beweis von Satz iibertréigt sich ohne Anderungen auf C'-Funktionen
und auf hohere Dimensionen. O

Klassische Integralséitze der Vektoranalysis. Die Integralsidtze der Vektorana-
lysis sind Versionen des allgemeinen Satzes von Stokes in den Dimensionen 2 und 3 und
fiir orientierte Teilmannigfaltigkeiten mit Rand der Dimension 2 und 3. Sie werden iibli-
cherweise nicht in Termen von Differentialformen sondern in Termen von Vektorfeldern
und Funktionen formuliert und wir werden hier die nétigen Ubersetzungen vornehmen.

Die einfacheren dieser klassischen Sétze sind der Satz von Green und der Satz von
Gauf}, die fiir kompakte n-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten mit Rand in R"™ mit
n = 2 bzw. mit n = 3 gelten. Ist M C R" eine kompakte n-dimensionale Teilmannig-
faltigkeit mit Rand, dann ist M abgeschlossen in R™. Fiir jeden Punkt z € M \ OM
gibt es eine offene Umgebung von z in R", die ganz in M liegt, also ist M \ OM offen
in R™. Schliellich ist nach Proposition der Rand OM eine (n — 1)-dimensionale
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Teilmannigfaltigkeit von R"™. Man stellt sich also so eine Teilmannigfaltigkeit am besten
als eine abgeschlossene Teilmenge mit nichtleerem Inneren und mit C*-Rand vor. In
diesem Fall stimmen alle Tangentialrdume 7, M mit R™ {iberein, also liefert die iibliche
Orientierung von R” eine Orientierung auf M und damit auch auf OM und wir kénnen
Satz [3.13 anwenden.

Dazu betrachten wir eine stetige differenzierbare (n — 1)-Form auf einer offenen
Menge W C R™ mit M C W. Fiir n = 2 konnen wir einfach wie in Abschnitt
einem Vektorfeld Z eine 1-Form « zuzuordnen, indem wir «o(z,v) = (Z(x),v) setzen.
Hier hat OM Dimension 1, also ist faMO‘ gerade das Kurvenintegral aus Abschnitt
und diese stimmt mit dem Kurvenintegral iiber Z aus Abschnitt iiberein. Fiir
Z(x) = (Z1(x), Zy(x)) liefert das o« = Z1dxy + Zodxs und damit

0Zy 074
dao = | — — — | dzy A dxs.
@ (8x1 E)@) e 2
In Analogie zu Beispiel (1) wird die Funktion g—ff - g—f; oft als rot(Z) bezeich-

net. Satz liefert dann sofort den klassischen Satz von Green, némlich [, 7 =
3 rot(Z) vol.

Fiir n = 3 ordnen wir dem Vektorfeld Z(z) = (Zi(x), Za(x), Z3(x)) wie in Bei-

spiel die 2-Form Z € Q*(U) zu, die wieder durch Z(x,v1,15) = det(Z(z), vy, v5)

gegeben ist. Das liefert sofort 27 = —Zidxy A des + Zodxy N\ des — Zzdxy N dxy. Mit
div(2) = 337, gf folgt daraus direkt dZ = div(Z)dx; A dxo A dzs. Die Interpretation
des Oberflichenintegrals | Y Z in Termen von Z haben wir in Abschnitt bespro-
chen: Mit Hilfe eines nach aulen weisenden Einheitsnormalenfeldes n auf M kann man
Z = (Z,n) vol schreiben, wobei vol die (2-dimensionale) Volumsform fiir die orientier-
te Teilmannigfaltigkeit M C R* bezeichnet. Das liefert die Interpretation von |, oM Z
als den Fluss des Vektorfeldes Z durch die (geschlossene) Flache OM. In diesem Fall
liefert Satz sofort den Satz von Gauf, der besagt, dass man diesen Fluss als das
Integral der Funktion div(Z) iiber M (beziiglich der 3-dimensionalen Volumsform auf
M) berechnen kann.

Das fiihrt zu einer physikalischen Interpretation der Divergenz div(Z) als “infini-
tesimale Quellenstédrke” des Vektorfeldes Z. Das Integral iiber M entspricht dann die
Quellenstirke des Feldes innerhalb von M, die dem Fluss durch den Rand OM ent-
sprechen muss. Insbesondere nennt man ein Vektorfeld Z mit div(Z) = 0 quellenfrei.
Ein wichtiger Spezialfall ist, dass Z ein Gradientenfeld ist, also Z = VF fiir eine C?-
Funktion F': U — R gilt, siche Abschnitt In diesem Fall erhélt man sofort

: —~ O°F
div(VF) = A(F) := Z @n)E

der Laplace Operator angewandt auf F.

Man kann auch in Dimension 2 eine analoge Version von Satz finden. Dazu
betrachten wir zu einem Vektorfeld Z = (Z;, Z;) auf U das um 7 rotierte Vektorfeld
7+ = (=7, Z1). Mit der Definition von oben folgt dann sofort, dass rot(Z+) = div(Z2)
gilt, also liefert der Satz von Green sofort, dass [, z+ = [,,div(Z)vol gilt. Und
natiirlich erhélt man (Z+(x),v) = (Z,v") also kann man das Kurvenintegral [, Z*
wieder als Fluss von Z durch die Randkurve OM interpretieren. Damit ist die Interpre-
tation der Divergenz als infinitesimale Quellenstéarke auch in Dimension zwei passend.

Eine einfache Moglichkeit, n-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten mit Rand in R”
zu erhalten, liefern passende C'-Funktionen F : U — R auf offenen Teilmengen U C
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R"™. Wir nehmen an, dass DF(z) # 0 fiir alle x € U mit F(z) = 0 gilt und setzen
M :={zxeU: F(zx) <0}. Sei x € M ein Punkt mit mit F'(z) = 0. Dann erfiillt F'
die Voraussetzungen von Satz also finden wir nach dem Beweis dieses Satzes eine
offene Umgebung U von z in U und einen Diffeomorphismus ® von U auf eine offene
Teilmenge V C R” die F als erste Komponente hat. Nach Definition bedeutet das aber
genau, dass (ID(U NM)= V NH" gilt, also erhalten wir eine lokale Trivialisierung fiir
M um z im Sinne von Definition sodass = in Randpunkt wird. Andererseits ist
{z € U: F(x) < 0} eine offene Teilmenge von R", die wir problemlos mit einer offenen
Teilmenge von H" identifizieren kénnen. Damit sehen wir aber, dass M C R" eine C'-
Teilmannigfaltigkeit mit Rand OM = {x € U : F(z) = 0}. Wie in Abschnitt [3.3| konnen
wir den Gradienten von F' normieren und damit ein (nach aufien weisendes) stetiges
Einheitsnormalenfeld n fiir M zu erhalten, das auf einer offenen Umgebung von oM
in U definiert ist.

Der dritte klassische Integralsatz der Vektoranalysis behandelt kompakte orientierte
2-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten mit Rand in R? und wird klassisch als Satz von
Stokes bezeichnet. Sei also M C R? eine 2-dimensionale orientierte Teilmannigfaltigkeit
mit Rand die man sich einfach als “Flache mit Rand” vorstellen kann. Dann betrachten
wir eine offene Teilmenge U C R?® mit M C U und eine 1-Form a € QY(U). In der
klassischen Version wird a wieder durch ein C'-Vektorfeld Z : U — R3 beschrieben, also
a(z,v) = (Z(x),v), was wieder o = ), Z;dx; liefert. Der Rand 0M ist 1-dimensional
also eine Kurve in R? und damit ist [, o wieder das Kurvenintegral aus Abschnitt
dass mit dem Kurvenintegral iiber das Vektorfeld Z aus Abschnitt ibereinstimmt.
Die Interpretation der dufleren Ableitung da kennen wir schon aus Beispiel [2.12] ndmlich
da(z,vy,v9) = det(rot(Z), vy, vs). In Beispiel haben wir gesehen, dass wir wir in
Termen des Einheitsnormalenfeldes n zur gewihlten Orientierung von V' und der (2-
dimensionalen) Volumsform vol fiir M da = (rot(Z), n) vol erhalten. Damit liefert Satz
den klassischen Satz von Stokes, f o L = f v (Z,n) vol und wir kénnen die rechte
Seite als Fluss von rot(Z) durch die Flache M interpretieren.

In diesem Fall ergeben sich interessante zusétzliche Interpretationen des Resultats.
Man kann ja mit einer offenen Teilmenge U C R3 und einer geschlossenen Kurve
¢ : [a,b] — U beginnen und versuchen diese Kurve mit einer Fldche zu “fillen”, al-
so kompakte orientierte zweidimensionale Teilmannigfaltigkeiten M in U zu finden, die
das Bild von c als Rand haben. Wenn es eine solche Fléche gibt, dann gibt es natiirlich
viele. (Man denke etwa an das Beispiel eines Kreises.) Der Satz von Stokes sagt uns
dann, dass fiir jedes C'-Vektorfeld Z auf U die Integrale von rot(Z) iiber alle diese
Flichen den gleichen Wert haben (némlich [ Z).
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