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KAPITEL 1

Hintergrund und Ziele

Etwas klassische Geometrie

1.1. Der Euklidische Raum. Geometrie findet nicht wirklich im Vektorraum R"
statt, vor allem die ausgezeichnete Rolle des Nullpunkts passt nicht zu geometrischen
Uberlegungen. Formal kann man durch einen Ubergang auf affine Réiume beheben,
wobei man fiir einen Vektorraum V iiber einem Korper K einen affinen Raum A mit
modellierendem Vektorraum V definiert. Das funktioniert auf Basis von 2 Operationen.

e Zu zwei Punkten in A bildet man den Verbindungsvektor, der in V liegt.

e Man “héngt einen Vektor in V' an einen Punkt in A an” und erhélt einen neuen
Punkt in A.

Fiir einen affinen Raum A mit modellierendem Vektorraum V erhélt man leicht:

e Die Wahl eines Punktes O € A liefert eine Identifikation von A mit V. Je zwei
solche unterscheiden sich um eine Translation.

e Affine Teilrdume (hénge alle Elemente eines Teilraumes von V' an einen Punkt
von A an) insbesondere affine Geraden.

e Parallelitéit von affinen Geraden und Verallgemeinerungen.

Zu den affinen Rdumen gibt es einen Begriff von affiner Geometrie, der iiber all-
gemeinen Korpern funktioniert. Um Euklidische Geometrie zu betreiben, in der man
itber Langen und Winkel sprechen will, benotigt man zusétzliche Strukturen und wir
schréanken uns dafiir auf K = R ein. Was man braucht ist ein inneres Produkt auf dem
modellierenden Vektorraum V eines affinen Raumes, was dann den abstrakten Begriff ei-
nes Euklidischen Raumes liefert. Mit dem inneren Produkt und der dadurch definierten
Norm erhélt man

e Den Abstand zweier Punkte als die Lange des Verbindungsvektors und Verall-
gemeinerungen davon.

e Den Winkel zwischen zwei schneidenden Geraden als den Winkel zwischen den
modellierenden Teilrdumen in V' und Verallgemeinerungen davon.

1.2. Euklidische Bewegungen. Wir werden den abstrakten Zugang nur im Hin-
terkopf behalten und den n-dimensionalen Euklidischen Raum E™ einfach als die Menge
R™ betrachten, diesen aber mit einer speziellen Menge von Morphismen ausstatten,
die als Fuklidische Bewegungen oder als Kongruenzabbildungen bezeichnet werden. Das
Grundprinzip der Euklidischen Geometrie ist dann, dass alle Konzepte und Resultate
in geeigneter Form mit Euklidischen Bewegungen vertriglich sein miissen.

DEFINITION 1.2. Eine Fuklidische Bewegung ist eine Funktion f : R™ — R", die
Distanzen zwischen Punkten bewahrt, also|f(z) — f(y)| = |z — y| fur alle z,y € R"
erfiillt. Dabei bezeichnet | | die iibliche (Euklidische) Norm auf R™.

Das sieht sehr allgemein aus, tatsdchlich gibt es aber nicht so viele Bewegungen und
man kann Sie ganz explizit beschreiben:
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SAaTz 1.2. Sei f: R™ — R" eine Fuklidische Bewegung.

(1) Es gibt eine orthogonale Matriz A und einen Vektor b € R™, sodass f(x) =
Ax + b fir alle x € R™ gilt. Umgekehrt ist jede Abbildung dieser Form eine Euklidische
Bewegung.

(2) Ist W C R™ ein affiner Teilraum mit modellierendem Teilraum V C R™, dann
ist f(W) eine affiner Teilraum von R™ mit modellierendem Teilraum A(V') C R".

(8) Die Funktion f ist glatt (also beliebig oft differenzierbar) und fir die Ableitung
gilt Df(x) = A fiir alle x € R™. Insbesondere folgt D*f = 0.

BEWEIS. Die erste Aussage in (1) wird in Satz 9.5 von [LA] bewiesen.

Der Verbindungsvektor zwischen Az +b und Ay+b ist natiirlich Ay — Ax = A(y—z).
Damit folgt sofort die zweite Aussage in (1) und Teil (2).

In Koordinaten sagt (1) gerade, dass f;(x) = > a;;x; + b; gilt, woraus die Aussage
sofort folgt. Alternativ kann man mit der Kettenregel wie folgt rechnen:

Df(2)(v) = &l mof(a + tv) = 2] _o(f(2) + Atv) = Av.
O

Aus diesem Satz kann man sofort die Vertréglichkeit verschiedener geometrischer
Groflen mit Bewegungen ablesen. Er fiithrt auch direkt zu Anwendungen von linearer
Algebra auf Euklidische Geometrie. So kann man etwa leicht beweisen, dass es fiir
Punkte z,y, 2,y € E” mit |y — 2| = |y — x| eine Bewegung f gibt, sodass f(z) = 2’
und f(y) = 3 gilt (sieche Ubungen). Die aus der Schule bekannten Kongruenzsitze der
Euklidischen Geometrie liefern fiir n = 2 dquivalente Bedingungen dafiir, dass es fiir
Tripel (z,y,2) und (2',y,2’) von Punkten in E? eine Bewegung f gibt, die f(z) = a2/,
f(y) =9 und f(z) = 2 erfiillt.

Teil (2) des Satzes sagt insbesondere, dass Euklidische Bewegungen affine Gerade auf
affine Geraden abbilden und dass Parallelitdt unter Euklidischen Bewegungen erhalten
bleibt. Damit ist auch Kollinearitdt von Punkten (also die Tatsache, dass die Punkte
auf einer affinen Gerade liegen) eine geometrische Eigenschaft.

BEMERKUNG 1.2. Zu andern Begriffen von Geometrie, die analog betrachtet werden
konnen, affine, orientiert, dqui-affin. Affine Bewegungen und der Fundamentalsatz der
affinen Geometrie.

Was studiert man in der klassischen Differentialgeometrie?

Wir betrachten “schone” Teilmengen von R™ (eigentlich von E™), primér Kurven
in R? und Flichen in R3. Dabei verwenden wir Werkzeuge der Analysis um diese
Teilmengen geometrisch zu verstehen. Zentraler Punkt sind verschiedene Begriffe von
“Krimmung”.

1.3. Kurven. Anschaulich ist plausibel, was mit einer “glatten” Kurve gemeint ist,
die keine “Ecken” oder “Liicken” hat. Das formalisiert man iiber die Bilder von hin-
reichend oft differenzierbaren Abbildungen. Wir werden mit dem notwendigen Grad an
Differenzierbarkeit meist nicht vorsichtig sein und “glatt” als C'**°, also beliebig oft dif-
ferenzierbar, interpretieren. In den meisten Féllen wiirde C? oder C? als Voraussetzung
ausreichen. Einfache Beispiele zeigen, dass man zu viel Information verliert, wenn man
nur das Bild so einer Abbildung betrachtet. Daher ist es giinstiger, eine etwas feinere
Aquivalenzrelation zu betrachten.

DEFINITION 1.3. (1) Eine glatt parametrisierte Kurve in R™ ist eine glatte Funktion
c: I — R", wobei [ ein Intervall in R ist.
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(2) Seien I und J Intervalle in R. Dann ist ein Diffeomorphismus von J nach I eine
bijektive, glatte Funktion ¢ : J — I, sodass auch die inverse Funktion o=t : I — J
glatt ist.

(3) Seien ¢; : I — R™ ¢5 : J — R"™ glatt parametrisierte Kurven. Man sagt, dass
co eine Reparametrisierung von ¢ ist, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : J — [ gibt,
sodass ¢y = c1 0 p gilt.

Fiir einen Diffeomorphismus ¢ : J — I gilt natiirlich ¢'(¢) # 0 fiir alle t € J. Da J
zusammenhéngend ist, gilt entweder ¢'(t) > 0 oder ¢'(t) < 0 fiir alle ¢. Entsprechend
nennt man ¢ und Reparametrisierungen durch ¢ orientierungserhaltend bzw. orientie-
rungsvertauschend. Sei umgekehrt J ein Intervalle und ¢ : J — R eine glatte Funktion,
sodass ¢'(t) # 0 fiir alle ¢t € J gilt. Dann ist ¢ streng monoton und damit injektiv,
definiert also eine Bijektion J — ¢(J). Nach dem inversen Funktionensatz ist auch ¢!
glatt also ¢ : J — ¢(J) ein Diffeomorphismus.

Aus der Definition folgt leicht, dass (orientierungserhaltende) Reparametrisierung
zu sein eine Aquivalenzrelation definiert. Die beste Definition einer (orientierten) geo-
metrischen Kurve ist als eine Aquivalenzklasse dieser Relation. Zum Studium solcher
Kurven benutzt man Parametrisierungen, studiert aber nur Grélen und Eigenschaften,
die mit Reparametrisierungen vertréiglich sind.

1.4. Regulare Kurven. Leider sehen die Bilder von glatt parametrisierten Kur-
ven im Allgemeinen nicht so schon aus, wie man hoffen wiirde. Ein Beispiel liefert die
(tN,0) t<0
0,tY) t>0
ist, aber eine “Ecke” bei 0 hat. Analoge Beispiele fiir C'"*° erhélt man leicht mit etwas

mehr Analysis. Das Problem ist, dass ¢ im Nullpunkt “stehen bleibt”, was wir also nicht
erlauben diirfen. Das motiviert folgende Definition.

Funktion ¢ : R — R2?, die durch c(t) := fir ein N > 2, die CV~!

DEFINITION 1.4. Eine reguldr parametrisierte Kurve in R™ ist eine glatte Funktion
c: I — R" fiir ein Intervall I in R, sodass ¢/(t) # 0 fiir alle ¢ € T gilt.

Eine Reparametrisierung einer reguldren Kurve ist selbst reguléir, also ist Regularitét
eine Eigenschaft geometrischer Kurven und es zeigt sich, dass man fiir regulére Kurven
die Freiheit der Reparametrisierung leicht in den Griff bekommen kann. Fiir n = 2
geniigt diese Regularitdtsbedingung fiir die Zwecke der Geometrie. Fiir n > 2 verlangt
man zusitzliche Bedingungen, sieche Definition [2.10]

1.5. Flichen. Intuitiv ist wieder recht einsichtig, was eine glatte Fliche in R3
(oder eigentlich in E?) sein soll. Ein Beispiel wiire der Graph einer glatten Funktion
[ :R? = R, also die Teilmenge {(z,y, f(z,v)) : (z,y) € R*} C R3. Andere Beispiele, wie
eine Sphiire oder ein Torus in R?® zeigen, dass man glatte Flichen im Allgemeinen nicht
durch offene Teilmengen von R? parametrisieren kann. Es macht aber keine Probleme,
sie lokal durch solche Teilmengen zu parametrisieren. Zum Beispiel gibt es offensichtliche
Parametrisierungen einer offenen Hemisphiire durch eine offene Scheibe in R2.

Das Konzept von Diffeomorphismen aus Definition macht ohne Probleme fiir
offene Teilmengen von R™ Sinn und die Ableitung eines Diffeomorphismus in jedem
Punkt ist invertierbar. Nehmen wir umgekehrt an, dass U C R” eine offene Teilmenge
und ¢ : U — R” eine injektive glatte Funktion ist, sodass Dp(z) fiir jeden Punkt x € U
invertierbar ist. Dann gibt es nach dem Inversen Funktionensatz offenen Umgebungen V'
von z und W von ¢(z), sodass sich ¢ zu einem Diffeomorphismus V' — W einschrankt.
Insbesondere ist ¢(U) offen in R™, weil W C (U) gilt und natiirlich definiert ¢ eine
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glatte Bijektion ¢ : U — ¢(U). Dann sagt aber der inverse Funktionensatz auch, dass
die inverse Funktion ¢! : ¢(U) — U lokal um jeden Punkt glatt sein muss. Damit ist
o1 glatt, also ¢ : U — ¢(U) ein Diffeomorphismus.

Auch die Regularitatsbedingung fiir Parametrisierungen lésst sich leicht in héhere
Dimensionen iibertragen. Fiir eine offene Teilmenge U C R™ und eine injektive glatte
Funktion ¢ : U — R™ (mit m > n) verlangt man einfach, dass fiir jeden Punkt
x € U die Ableitung Dp(z) : R" — R™ injektiv ist. Damit sind die grundlegenden
Zutaten vorhanden um analog zu Kurven vorzugehen, man sieht aber gleich, dass sich
einige neue Komplikationen ergeben. Da nur lokale Parametrisierungen vorhanden sind,
geniigt es nicht, verschiedene Parametrisierungen mit dem gleichen Bild zu vergleichen,
man muss auch mit dem Fall umgehen kénnen, dass sich die Bilder nur schneiden.
Andererseits bedeutet bei einer Kurve eine Reparametrisierung nur, “die gleiche Kurve
mit anderer Geschwindigkeit zu durchlaufen” was man sich leicht vorstellen kann. In
hoheren Dimensionen sind Diffeomorphismen viel flexibler und es ist viel schwieriger
den Zusammenhang zwischen verschiedenen Parametrisierungen intuitiv zu verstehen.

Daher wird es wichtig werden, eine Sprache zu entwickeln in der man von Funk-
tionen und allgemeineren geometrischen Objekten und Operationen auf einer Fldche
sprechen kann. Dann kann man die Parametrisierungen zum Rechnen benutzen, aber
die Ergebnisse immer auf der Fléche interpretieren. Dazu werden wir einige an Analysis
auf passenden Teilmengen von R", sogenannten Teilmannigfaltigkeiten entwickeln. Es
ist hilfreich sich klar zu machen, dass die analytischen Konzepte nicht davon abhéngen
sollen, wie die Fldache in R™ eingebettet ist, etwa als Sphére oder als Ellipsoid. Daher
ist der Fokus in diesen Aspekten ein anderer als im Studium der Geometrie von Teil-
mannigfaltigkeiten. Es wird niitzlich sein, diesen Unterschied im Auge zu behalten um
Verwirrung zu vermeiden.



KAPITEL 2

Lokale Theorie von Kurven

2.1. Beispiele. siehe 2.1.2 bis 2.1.6 von [Béar].

2.2. Tangente und Tangentialraum. Definiert man die Ableitung einer Kurve
c als limj_,g c(tL});C(t), dann sieht man dass hier der Verbindungsvektor von ¢(t) nach
c(t + h) gebildet und mit dem Skalar 1/h multipliziert wird. Wenn man c¢ als Kurve
in E™ betrachtet, dann definiert das einen Vektor in R” Sinn, wo man auch den Limes
bilden kann. Damit kann man die Ableitung von ¢ immer als Kurve in R™ betrachten.
Das passt auch zur natiirlichen Interpretation von () als (vektorielle) “Momentange-
schwindigkeit” der Kurve ¢ im Punkt ¢(t). Fiir regular parametrisierte Kurven motiviert

das die Definition der Tangente als affiner Teilraum von E™.

DEFINITION 2.2. Sei I C R ein Intervall und ¢ : I — E” eine regulér parametrisierte
Kurve. Fiir ¢ € I definieren wir die Tangente an ¢ im Punkt c(t) als die affine Gerade
Ty = 1c(t) +sc(t) : s € R} in E". Der modellierende Teilraum R - ¢/(t) C R™ heifit
der Tangentialraum von ¢ im Punkt c(t).

PROPOSITION 2.2. Die Tangente ist ein geometrisches Konzept: Ist ¢ = co ¢ eine
Reparametrisierung von ¢, dann ist Tau) = Tepr)) und ist f: E* — E" eine Bewegung,
dann ist T(foe)(t) = f(TC(t)).

BewEIS. Nach der Kettenregel folgt sofort &(t) = ¢ (p(t))¢'(t) und damit folgt die
erste Behauptung. Nach Satz gibt es eine orthogonale Matrix A und b € R", sodass
f(xz) = Az +0 fiir alle 2 € R™ gilt. Ebenfalls nach Satz(1.2]ist f(7.) eine affine Gerade
mit Richtungsvektor Ac/(t) und natiirlich geht diese Gerade durch den Punkt f(c(¢)).
Wiederum nach der Kettenregel ist (f o ¢)'(t) = Df(c(t))(c(t)) = Ad(t) und damit
folgt die zweite Behauptung. O

Der Beweis zeigt auch, dass fiir eine orientierte Kurve die Tangente als orientierte
affine Gerade (mit der Richtung, die durch ¢/(¢) vorgegeben wird) ein geometrisches
Konzept ist.

Der Tangentialraum erlaubt noch eine andere Interpretation, in der er unter einer viel
grofleren Klasse von Abbildungen invariant ist. Solche Interpretationen werden spéter
fiir die Verallgemeinerung der Analysis wichtig sein.

e Interpretiere R als Tangentialraum an E™ bei z.

e Interpretiere die Ableitungen einer glatten Funktionen ¢ in x als lineare Ab-
bildung vom Tangentialraum bei = in den Tangentialraum bei p(z).

e Das macht auch Sinn, wenn ¢ nur lokal um x definiert ist.

Betrachten wir nun eine glatt parametrisierte Kurve ¢ : I — E™ und einen Diffeo-
morphismus @ : E" — E", dann ist auch ® oc: I — E” eine glatte Kurve. Nach der
Kettenregel ist (P o ¢)'(t) = DP(c(t))((t)). Damit bildet aber D®(c(t)) den Tangen-
tialraum an ¢ in ¢(f) auf den Tangentialraum an ® o ¢ in ®(c(t)) ab. Das funktioniert
auch, wenn ® nur lokal um ¢(t) definiert ist. In diesem Sinn ist der Tangentialraum also
mit beliebigen (lokalen) Diffeomorphismen vertréglich.

5
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2.3. Rektifizierbarkeit und Bogenléinge. Sei [ = [a,b] C R und ¢ : [a,b] — E"
stetig. Dann betrachtet man eine Unterteilung Z von [a, b], also eine Familie a = t5 <
ty < - <tp_1 <t = breeller Zahlen. Dann lauft ¢ “der Reihe nach” durch die Punkte
c(t;) € E* und betrachten die Summe der Abstinde £z(c) := S2°_, |e(t;) — c(ti1)| € R
dieser Punkte. W&hlt man einen weiteren Punkt s mit ¢,_; < s < t;, dann ist nach
der Dreiecksungleichung |c(t;) — c(ti—1)| < |c(t;) — c(s)| + |c(s) — ¢(t;i—1)|. Induktiv folgt
daraus sofort, dass fiir eine Verfeinerung Z’ von Z (also einer Unterteilung, die aus Z
durch Einfligen weiterer Zwischenpunkte entsteht), immer (z/(c) > lz(c) gilt.

DEFINITION 2.3. Eine stetige Kurve ¢ : [a,b] — E™ heiit rektifizierbar wenn die
Menge {¢z(c)} fir beliebige Unterteilungen Z von [a, b] nach oben beschriankt ist. Ist
das der Fall, dann nennt man das Supremum dieser Menge die Bogenlinge von ¢ und
bezeichnet diese mit L (c).

Die intuitive Rechtfertigung dieser Definition ist die Interpretation von ¢z(c) als
Lénge eines Polygonzugs mit den Ecken c(tp),. .., c(tx). Im Allgemeinen sind stetige
Kurven nicht rektifizierbar und haben damit keine endliche Bogenléinge. Ein Beispiel
liefert die bekannte Schneeflockenkurve. Stetig differenzierbare Kurven sind aber immer
rektifizierbar und man kann die Bogenlénge als Integral berechnen.

SATZ 2.3. Sei [a,b] C I ein kompaktes Intervall und ¢ : [a,b] — E™ eine stetig
diﬁerenzierbare Kurve mit Ableitung ¢ : [a,b] — R™. Dann ist ¢ rektifizierbar und

= J, 1 ()ldt.

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass f |c/(t)|dt als Integral einer stetigen Funkti-
on iiber ein kompaktes Intervall endhch ist. Sei nun Z = {to,...,t;} eine Zerlegung
von [a b]. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt c(t;) =

c(ti—1) + fttl t)dt und daraus folgt

elts) — elti s |—|/ dt|<L“l|cf<t>|dt.

Durch Summieren folgt ¢z (c) < f | (t)|dt, also ist ¢ rektifizierbar und die Bogenlénge
kleiner gleich dem Integral

Um die Gleichheit zu beweisen wéahlen wir € > 0. Als stetige Funktion auf dem
kompakten Intervall [a, b] ist ¢’ gleichméBig stetig, also finden wir ein § > 0, sodass aus
|t —s| < 0 immer |¢/(t) — ¢ (s)| < €/2 folgt. Betrachten wir nun eine Unterteilung Z wie
oben, sodass |t; — t;_1| < ¢ fiir alle z’ gilt. Dann folgt |'(t) — ¢ (t;)| < €/2 fiir alle t €
[ti—1,t;] und Integrieren liefert | ft '(t)dt—c (t;)(ti—ti—1)| < (ti—ti—1)€/2. Insbesondere
folgt daraus |c(t;) — c(t;—1)| > |/ (t )\(tZ ti1) — (t; — t;_1)€e/2 und aufsummieren liefert
2( ) > > ()|t — tic1) — €/2. Aber der erste Term ist eine Riemannsumme fiir
f |c/(t)|dt und durch Verfeinern kann man erreichen, dass diese e/ 2-nahe am Integral

liegt. Bezeichnet man diese Unterteilung wieder mit Z, dann folgt £z(c) > f |c/(t)|dt—e
und das vervollstandigt den Beweis. O

2.4. Bogenlidngenparametrisierung. Aus Satz[2.3|folgt sofort, dass man fiir eine
glatt parametrisierte Kurve die (signierte) Bogenlidnge als Funktion mit guten analyti-
schen Eigenschaften definieren kann. Das fithrt sofort zu einer ausgezeichneten Klasse
von Parametrisierungen, die fiir den Fall von Kurven das Problem der Unabhéngigkeit
von der Parametrisierung weitgehend eliminieren.
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DEFINITION 2.4. Sei ¢ : [ — R" eine glatt parametrisierte Kurve. Man sagt, “c ist
nach der Bogenlénge parametrisiert” wenn |¢/(t)| = 1 fiir alle t € I gilt.

Nach Definition ist eine Kurve, die nach der Bogenldnge parametrisiert ist, auto-
matisch regulir parametrisiert. Fiir a,b € I mit a < b kann man die Einschrankung
c|fa : [a,b] — R™ betrachten und nach Satz[2.3| hat diese Kurve Bogenlénge b — a, was
die Terminologie motiviert.

SATZ 2.4. Jede requlir parametrisierte Kurve besitzt eine orientierungserhaltende
Reparametrisierung, die nach der Bogenlinge parametrisiert ist.

Ist andererseits ¢ : I — R" eine glatte Kurve und ¢ : J — I ein Diffeomorphismus,
sodass sowohl ¢ als auch co ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert sind, dann ist @ von
der Form p(t) =ty £ t.

BEWEIS. Ist ¢ : I — R"” eine reguldr parametrisierte Kurve, dann wéhlen wir einen
Punkt ¢y € I und betrachten die Funktion ¢ : I — R, die durch ¢(t) := ftz | (s)|ds
definiert ist. Da |¢/(t)| stetig ist, ist ¢ differenzierbar mit Ableitung ¢'(¢) = |¢/(t)| > 0
ist. Damit ist ¢ glatt und streng monoton wachsend, also wissen wir aus Abschnitt
dass ¢(I) ein Intervall J C R und ¢ : I — J ein orientierungstreuer Diffeomorphismus
ist. Nun betrachten wir die orientierungstreue Reparametrisierung é := co o=t : J —
R™ von c. Nach der Kettenregel gilt &(t) = ¢(¢'(¢)) - (¢7')(¢) und natiirlich gilt
(V' (t) = 1/¢'(p71(t)). Damit folgt sofort |&(t)| = 1 fiir alle .

Sind andererseits sowohl ¢ als auch ¢ o ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert, dann
folgt aus der Kettenregel sofort |¢'(¢)| = 1 fiir alle ¢t € J. Da J zusammenhéngend ist,
folgt entweder ¢'(t) = 1 fiir alle t oder ¢/'(t) = —1 fur alle £. Wihlen wir sy € J und
setzen im ersten Fall ¢y = ¢(sg) — so und im zweiten Fall tg = ¢(sq) + so, dann folgt die
Behauptung sofort aus ¢(t) = ¢(so) + f:o ¢ (s)ds. O

Vom theoretischen Standpunkt kénnen wir also immer mit Bogenléingenparame-
trisierungen arbeiten. Schon fiir einfache Kurven (etwa fiir Ellipsen) kann man aber
Bogenldngenparametrisierungen nicht mehr durch elementare Funktionen beschreiben.
Die Inverse der Bogenldngenfunktion zu finden bedeutet ja im wesentlichen die Diffe-
rentialgleichung ¢'(t) = 1/|c'(¢(t))] zu l6sen und das ist oft nicht elementar moglich.
Daher ist es hilfreich, mit allgemeinen Parametrisierungen zu rechnen.

Bogenldngenparametrisierungen haben auch physikalisch eine einsichtige Interpreta-
tion, wenn man |¢/(¢)| als (Betrag der) Momentangeschwindigkeit zur Zeit ¢ interpretiert.
Man durchldauft die Kurve also mit (dem Betrag nach) “konstanter” Geschwindigkeit
(konstante Geschwindigkeit als Vektor wére nur fiir eine Gerade maoglich). Das hat Aus-
wirkungen auf die Beschleunigung, also die zweite Ableitung:

PROPOSITION 2.4. Seic: I — R™ eine nach der Bogenlinge parametrisierte glatte
Kurve mit Ableitung c'(t). Dann steht fiir jedes t € I die zweite Ableitung ¢’(t) normal
auf ¢ (t), es gilt also (c(t),"(t)) = 0.

BewEIs. Natiirlich ist |¢/(t)] = 1 dquivalent zu (c/(t),c/(t)) = 1. In Termen der
Komponenten ¢; von ¢ bedeutet das y_,;(c}(t)?) = 1. Differenziert man das, dann erhlt
man 0 = 2) . c(t)c/(t) und damit die Behauptung. Alternativ konnen wir auch die
Funktion f : R® — R, f(v) := (v,v) differenzieren. Nach der Kettenregel konnen wir
Df(v)(w) als 4|, f(v + tw) berechnen. Nun ist aber f(v + tw) = (v,v) + 2t(v, w) +
t2{(w,w), also D f(v)(w) = 2{v,w). Nach Voraussetzung ist (f o c’)(t) = 1 fiir alle ¢ und
differenzieren liefert 0 = D f(/(t))(c"(t)) = 2(c/(t), " (t)). O

—
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In der physikalischen Interpretation von oben kann die Orthogonalitit von ¢’ und
¢’ so deuten, dass die Beschleunigungen nur nétig sind um auf der Kurve zu bleiben.
Damit kann man aber hoffen, dass ¢’(¢) Informationen iiber die Form von ¢ liefert.

Kriimmung ebener Kurven

2.5. Ebene Kurven. Betrachten wir den Fall n = 2, dann wird die Situation
relativ einfach. Fiir eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — E? und
t € I ist d(t) ein Einheitsvektor in R?. Damit bilden die zu ¢/(¢) normalen Vektoren
einen eindimensionalen Teilraum von R?, also ist ¢’(¢) im wesentlichen durch eine reelle
Zahl bestimmt. Definieren wir i : R> — R? als Rotation um 7 /2, also 2(’;) = (7¥), dann
ist ndmlich ¢’ (t) = X\id/(t) fiir ein eindeutiges A € R.

Das entscheidende Beispiel fiir die Definition der Kriimmung ebener Kurven liefern
die Kreise. Eine Bogenldngenparametrisierung eines in positiver Richtung durchlaufe-
nen Kreise mit Radius r ist durch ¢ : R — R?, ¢(t) = (rcos(t/r),rsin(t/r)) gegeben.
Dafiir erhélt man namlich ¢/(t) = (—sin(¢/r),cos(t/r)), also |¢/(t)] = 1 fiir alle t. Au-
Berdem ist ¢'(t) = (—1 cos(t/r), —+sin(t/r)) = Lic/(¢). Durchliuft man den Kreis in die
Gegenrichtung, dann erhélt man analog ¢’(t) = =tic/(t). Im Fall eines Kreises liefert
also der Proportionalitatsfaktor genau den Reziprokwert des Radius, den man als Maf3
fiir die Kriitmmung betrachtet.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass fiir einen Einheitsvektor v und A € R
A = (v, \iv) = det(v, Aiv) gilt. Damit kénnen wir die Kriitmmung fiir eine nach der
Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — E? als die Funktion x = k. : I — R
definieren, die durch k.(t) = det(c/(t), " (t)) gegeben ist.

Sei ¢ : I — R? glatt nach der Bogenlinge parametrisiert und ¢, € I. Von oben folgern
wir leicht, dass es fiir k(ty9) # 0 einen eindeutigen bogenldngenparametrisierten Kreis
durch den Punkt ¢(tg) gibt dessen erste und zweite Ableitung in diesem Punkt mit der
ersten und zweiten Ableitung von ¢ iibereinstimmen. Dieser heifit der Krimmungskreis
an ¢ in ¢(tp) und nach Konstruktion ist sein Radius gerade 1/|x(to)|. Ist x(t) # 0 fiir alle
t € I, dann kann man die Evolute e von ¢ dadurch definieren, dass e(t) der Mittelpunkt
des Kriimmungskreises an ¢ in ¢(t) ist. Das liefert eine glatte aber im allgemeinen nicht
reguldr parametrisierte Kurve. Ist x(tg) = 0, dann hat die Tangente 7., (parametrisiert
als s +— c(ty) + sc/(to) die gleiche erste und zweite Ableitung in diesem Punkt wie c.

Eine kurze Rechnung zeigt, wie man die Kriimmung bei allgemeiner Parametrisie-
rung definieren muss. Sei ¢ : I — R? eine regulire glatt parametrisierte Kurve und

¢ : J — I ein Diffeomorphismus und betrachte co . Dann ist (co @) (t) = (¢(t))¢'(t)
ind (co9)"(t) = " (p(t))¢! (12 + ¢ (9(1))"(t) und somit

(2.1) det((co@)'(t), (co9)"(t) = ¢(t) det(c(¢(t)), " (¢(1)))-

Wenn ¢ so gewéhlt ist, dass ¢ o ¢ nach der Bogenldnge parametrisiert ist, dann ist
O'(t) = 1/ (p(t))| und die linke Seite liefert die Kriimmung der Reparametrisierung.
Damit gibt es nur eine Moglichkeit, die Kriimmung so zu definieren, dass sie mit Repa-
rametrisierungen vertréglich sein kann:

DEFINITION 2.5. Fiir eine regulir parametrisierte Kurve ¢ : I — R? ist die Kriim-
mung k. von ¢ die glatte Funktion «. : I — R, die durch
det(c'(t), ¢"(t))
Ke(t) == NG
| (t)]

gegeben ist.
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Wir kénnen nun leicht verifizieren, dass die Kriitmmung eine geometrische Grofle fiir
orientierte Kurven ist:

SATZ 2.5. Sei c : I — E? eine requlir parametrisierte Kurve und ¢ : J — I ein
Diffeomorphismus. Dann gilt k.o, = k0@ falls ¢ orientierungstreu ist und Keop = —KeO
¢ falls ¢ orientierungsvertauschend ist. Fiir eine Euklidische Bewegung f : E? — K2
der Form f(x) = A(z) + b gilt Ko = det(A)k, = £k.. Also ist die Krimmung eine
geometrische Grifie fiir orientierte Kurven.

BEWEIS. Betrachten wir eine Reparametrisierung co ¢ von ¢, dann ist |(cop)'(t)| =
O ()| (@(t))| falls ¢ orientierungstreu ist und gleich —¢'(t)|c'(¢(t))| falls ¢ orientie-
rungsvertauschend ist. Damit folgt der erste Teil sofort aus Formel (2.1). Andererseits
ist (f oc)(t) = Ad(t) und da A linear ist, folgt (f o ¢)”(t) = Ac’(t). Damit ist aber
det((foc)(t),(foc)"(t)) = det(A)det((t),"(t)) und natiirlich ist |(foc)'(t)| = | (t)].
Damit folgt der zweite Teil aus der Definition der Kriimmung. 0

Aus der Kriimmung lassen sich nun verschiedene spezielle Punkte auf einer Kur-
ve definieren. Nullstellen der Kriimmung liefern Flachpunkte, wechselt die Kriimmung
tatsdchlich das Vorzeichen, dann spricht man von Wendepunkt. Lokale Extrema der
Kriimmung liefern Scheitel der Kurve. Natiirlich sind die Anzahlen der jeweiligen Punk-
te und auch die Werte der Kriimmung in Scheiteln unabhéngig von der Parametrisierung
und damit (orientierte) geometrische Grofen.

BEISPIEL 2.5. Betrachten wir eine Ellipse mit Hauptachsenldngen a und b, dann
konnen wir diese durch ¢ : [0,27] — R?, ¢(t) := (acost,bsint) definieren. (Man sicht
sofort, dass diese Punkte die Gleichung z%/a® + y?/b* = 1 erfiillen.) Eine direkte Rech-
nung zeigt, das det(c/(t),¢’(t)) = ab und damit x(t) = ab/(a?sin®t + b? cos? t)3/2. Wie
erwartet hat die Ellipse also keine Flachpunkte. Um die Scheitel zu bestimmen, differen-
zieren wir die Kriimmung und erhalten im Z&hler —3ab(a? —?) sin(2t). Fiir eine “echte”
Ellipse ist a # b also finden sich die Scheitel genau bei den Nullstellen von sin(2t), also
bei 0, /2, m und 37/2 was genau den “iiblichen” Scheiteln der Ellipse entspricht. Die
Werte der Kriimmung in diesen Scheiteln sind a/b* und b/a?.

2.6. Polarkoordinaten. Polarkoordinaten auf R? \ {0} sind aus der Grundvorle-
sung iiber Analysis bekannt. Es gibt aber eine alternative Version, die in vielen Bereichen
der Geometrie und Topologie niitzlich ist. Der wesentliche Punkt hier ist, dass man zwar
die offensichtlichen Probleme von Polarkoordinaten im Nullpunkt nicht vermeiden kann,
aber die Uneindeutigkeit des Winkels als Vorteil nutzen kann.

SATZ 2.6. Sei I := [a,b] C R ein Intervall und c : I — R? eine stetig parametrisierte
Kurve, sodass c(t) # 0 fir alle t € I gilt. Schreibe c(t) = (x(t),y(t)) und setze r(t) :=
lc(t)|. Dann ist r: I — (0,00) stetig und es gibt eine stetige Funktion 6 : I — R, sodass
z(t) = r(t)cos(0(t)) und y(t) = r(t)sin(0(t)) gilt. Jede andere Funktion 0 mit dieser
Eigenschaft hat die Form 0(t) = O(t) + 2km fir eine Zahl k € Z. Ist ¢ glatt, dann sind
auch r und 0 glatt und umgekehrt.

BEWwEIS. Nach bekannten Resultaten aus der Analysis ist (x,y) — /x2 + y? glatt
und hat positive Werte auf R? \ {0}. Damit ist die Funktion r stetig bzw. glatt und
hat positive Werte, also ist auch t — r(¢)~! eine stetige bzw. glatte Funktion. Indem
wir ¢ durch ¢ — 7(t)"'c(t) ersetzen sehen wir, dass es geniigt den Satz fiir den Fall zu
beweisen, dass |c(t)| = 1 fiir alle ¢ gilt.

Die Funktion ® : (0,00) x R — R?\ {0}, die durch ®(r,0) := (rcosf,rsin)
definiert ist, ist offensichtlich glatt. Die Ableitung von ® ist gegeben durch D®(r,0) =
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. und die Determinante dieser Matrix ist » > 0, also kann man auf
sinf  rcosf

® den inversen Funktionensatz anwenden. Aus der Analysis ist auch bekannt, dass die
Einschrankung von ® auf Teilmengen U der Form (0, 00) X («, 3) injektiv ist, soferne
B — a < 27 gilt. Dann definiert ® eine glatte Bijektion U — ®(U) und besitzt lokal
glatte inverse, also ist & : U — ®(U) ein Diffeomorphismus und damit insbesondere ein
Homoomorphismus.

Sei nun ¢ : [a,b] — R? stetig mit |c(t)] = 1 fiir alle ¢. Dann ist ¢ gleichméfig
stetig, also finden wir eine Unterteilung a = tqg < t; < -+ < t,_1 < t,, = b von [a, D]
sodass fiir jedes i und t,s € [t;, ;1] immer |c(t) — ¢(s)] < 2 und damit c(t) # —c(s)
gilt. Wéhlen wir nun 6y sodass c(tg) = (cos 6y, sin ) gilt. Dann liegt ¢([to,?1]) ganz in
®((0,00) % (Bg—7,0p+)) und @~ (c(t)) = (1, 6(t)) fiir eine stetige Funktion 6 : [ty, 1] —
R, die Werte in (0y — 7, 6y + m) hat. Setzen wir 6, := 0(t;), dann hat c([t1, t5]) Werte
in ®((0,00) x (6, — 7,6, + 7)) und wir erhalten eine stetige Funktion 6 : [t;,t2] — R.
Gemeinsam mit der obigen Funktion definiert das eine stetige Funktion 6 : [to, t2] — R.
Setzt man das fort, dann erreicht man in endlich vielen Schritten eine stetige Funktion
0 : [a,b] — R mit den gewiinschten Eigenschaften. Fiir zwei solche Funktionen ist die
Differenz stetig und hat Werte in {2k7 : k € Z} und muss daher konstant sein, also
folgt die Behauptung iiber die Eindeutigkeit von 6.

Ist ¢ glatt und c(t) = (r(t) cos(6(t)), r(t) sin(A(t))) dann gilt natiirlich ¢ = ® o (r, §).
Lokal um jeden Punkt ¢ € I folgt (r,0) = W o ¢ fiir eine lokale glatte Inverse ¥ zu &
und damit sind 7 und € lokal um jeden Punkt glatt. Umgekehrt folgt aus Glattheit von
r und 6 offensichtlich Glattheit von c. O]

(cos § —rsinf

Nun ldsst sich die Kriimmung (bei Bogenldngenparametrisierung) sehr einfach in-
terpretieren, indem man die Ableitung von ¢ in Polarkoordinaten schreibt.

PROPOSITION 2.6. Sei c : I — R? eine glatt nach der Bogenlinge parametrisierte
Kurve und 0 : I — R eine glatte Funktion, sodass ¢ (t) = (cos(6(t)),sin(6(t))) gilt. Dann
ist die Krimmung k von ¢ durch k(t) = 0'(t) gegeben.

BEwEIS. Wir rechnen einfach
A'(t) = (sin(0(¢))0'(¢), cos(0(¢))0' (t)) = 0'(t)ic ()

fiir die Abbildung ¢ aus Abschnitt 2.5l Damit folgt die Behauptung aus der Definition
der Kriimmung. O

2.7. 1-Formen und Kurvenintegrale. Es gibt eine alternative Methode, die
Funktion 6 zu erhalten, die wir iiber Polarkoordinaten definiert haben. Dies bietet einen
ersten Einblick in das Konzept von Differentialformen, dass eine wichtige Rolle in der
Differentialgeometrie und der Analysis spielt.

DEFINITION 2.7. Sei U C R” eine offene Teilmenge. Eine 1-Form auf U ist eine
Funktion o : U — L(R™, R), die glatt ist in dem Sinne, dass fiir jeden Vektor v € R™ die
Vorschrift  — a(x)(v) eine glatte Funktion U — R definiert. Die Menge der 1-Formen
auf U wird mit Q'(U) bezeichnet.

Offensichtlich kann man 1-Formen punktweise addieren, also o + § durch (a +
B)(x)(v) = a(z)(v) + B(x)(v) definieren. Man kann 1-Formen auch mit Skalaren multi-
plizieren, die aber zusétzlich noch vom betrachteten Punkt abhéngen kénnen. Also kann
man fiir a € Q'(U) und f € C*(U, R) eine 1-Form fa durch (fa)(u)(v) := f(u)a(u)(v)
definieren. Damit ist Q! (U) ein Vektorraum und und ein Modul iiber dem kommutativen
Ring C*°(U,R) mit Einselement.
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Fiir eine glatte Funktion f : U — R kann man die Ableitung als 1-Form df € Q'(U)
betrachten. Insbesondere kann man das auf die ite Koordinatenfunktion anwenden, die
wir als 2’ schreiben. Die Ableitung dieser Funktion ordnet natiirlich jedem Vektor v =
(vl ..., v") die ite Komponente v* zu. Bezeichnen wir die Elemente der Standardbasis
von R" mit e; fiiri = 1,...,n, dannist v = >, v'e;. Fiir eine beliebige 1-Form o € Q' (U)
definiert nach Voraussetzung «;(z) := a(x)(e;) eine glatte Funktion «; : U — R. Damit
erhalten wir

a(z)(v) = alr) (3 v'e) = X2 alx)(e)v’ = 32, ai(x)da’(x)(v) = (32; aida’)(x)(v),
und somit & = >, ayda’. Wendet man das auf die 1-Form df zu einer glatten Funktion
f U — R an, dann ist natiirlich df (x)(e;) gerade die ite partielle Ableitung %(x) und
somit df =), g{l dz’.

Fiir unsere Zwecke ist wichtig, dass 1-Formen iiber geometrische Kurven integriert
werden konnen. Sei ¢ : [a,b] — R" eine glatt parametrisierte Kurve mit Werten in einer
offenen Teilmenge U und sei a € Q'(U) eine 1-Form. Dann definiert man das Kurven-
integral [ o von « iiber ¢ als die reelle Zahl f; alc(t))(d(t))dt. Sei ¢ : [/, V] — [a, ]
ein Diffeomorphismus und ¢ = co gp [a',b'] — U die entsprechende Reparametrisierung
von ¢. Dann ist &(t) = ¢ (¢(t))¢'(t), also

/a B /b/ (' ()¢ (),

und aus der Substitutionsregel folgt sofort fé o= fc «. Damit dndert sich das Kurvenin-
tegral bei Reparametrisierung nicht und man kann fc « als das Integral iiber die durch
¢ definierte geometrische Kurve interpretieren.

2.8. Polarkoordinaten als Kurvenintegral. Betrachten wir nun den Spezialfall
der offenen Teilmenge U := R?\ {0} von R? und bezeichnen wir die Koordinaten
mit x und y und die entsprechenden 1—F0rmen mit dz und dy. Dann ist die Funktion
1/(z* +y?) glatt auf U, also definiert 7 := — Lsdr + 55 dy eine glatte 1-Form auf U.
Insbesondere kénnen wir fiir eine glatt parametrisierte Kurve ¢: I — U und ty € I die
Funktion t — ftl; n(c(s))(c'(s))ds betrachten.

PROPOSITION 2.8. Sei ¢ : [ — U = R?\ {0} eine glatt parametrisierte Kurve
und v+ I — (0,00) die glatte Funktion r(t) := |c(t)|. Fir einen Punkt ty € I sei
0o € R so gewdhlt, dass c(ty) = (r(to) cosbo,r(to)sin(by)) gilt und definiere 0(t) =
o + ftz n(c(s))(d(s))ds. Dann gilt c(t) = (r(t) cos(0(t)), r(t)sin(0(t))) fir alle t € I.

BEWEIS. Schreiben wir ¢(s) = r(s)é(s) fir s € I, sodass |é(t)] = 1 gilt. Schreibt
man dann ¢(s) = (x(s),y(s)), dann folgt c(s) = (r(s)x(s),r(s)y(s)) und

c(s) = (r'(s)z(s) + r(s)z'(s), " (s)y(s) + r(s)y'(s)).

Die Nenner in der Definition von 7 sind dann gerade r(s)? also liefert Einsetzen direkt

y(s) z(s) N
n(c(s)(c(s)) = —@(T’(S)MSHT(S)JI’(S)H@(T/(S)y(S)H”(S)y’(S)) = 1(2())(&(s))-
Damit kénnen wir uns wieder auf den Fall einschrianken, dass |c(s)| = 1 fiir alle s €
I gilt. Fiir ¢y < t konnen wir dann Satz auf die Einschrénkung von c¢ auf [to, ]
anwenden und c¢(s) = (cos(0(s)),sin(6(s))) fiir eine glatte Funktion 6 : [ty,t] — R
schreiben, wobei wir noch annehmen diirfen, dass 0(tg) = 6, gilt. Dann ist aber /(s) =

(—sin(0(s))é'(s),cos(6(s))0' (s)) und Einsetzen liefert
n(c(s))(c'(s)) = sin®(0(s))0 (s) + cos™(6(s))0(s) = 0'(s)
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und damit Li n(c(s))(d(s))ds = 0(t) — O(t). Den Fall t < ty behandelt man analog mit
Hilfe der Einschrinkung von ¢ auf das Intervall [t, ¢o]. O

BEMERKUNG 2.8. (1) Damit kann die Darstellung regulér parametrisierter Kurven
in Polarkoordinaten auf nicht abgeschlossene Intervalle erweitern.

(2) Man findet die Form 7 wie folgt. Betrachten wir wie in Abschnitt die Funk-

tion ®(r,0) := (rcosf,rsinf) und ihre Ableitung D®(r,0) = C989 —re 9). Nach
sinf  rcosf

bekannten Resultaten der linearen Algebra ist die inverse Matrix dazu gegeben als

1 (rcosf rsinf

r\—sinf cosf

tung der zweiten Komponente jeder lokalen Inversen zu ® und man kann diese zweite

: —rsinf rcos@\ __ —y T :
Zeile als (=53, =57) = (x2+y2, I2+y2) schreiben.

. Die zweite Zeile dieser Matrix beschreibt dann gerade die Ablei-

2.9. Der Fundamentalsatz der lokalen Kurventheorie in R?. Wenn man zu
einer gegebenen Kriimmung eine passende Kurve finden mochte, dann ist aus der De-
finition klar, dass man eine gewohnliche Differentialgleichung 16sen muss. Durch die
Beschreibung mit Polarkoordinaten haben wir das Problem so weit reduziert, dass man
die Losung einfach als Integral darstellen kann. Zusétzlich erhédlt man noch ein schones
Eindeutigkeitsresultat. Insgesamt zeigt das, dass die Kriimmung die Geometrie von
Kurven in R? vollstindig beschreibt.

SATZ 2.9. Sei I C R ein Intervall und k : I — R eine glatte Funktion. Dann gibt
es eine nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — R? mit Kriimmung k. Ist
¢: I — R? eine weitere Kurve mit Kriimmung k, dann gibt es eine orientierungstreue
Bewegung f : R? — R?, sodass ¢ = f o c gilt.

BEWEIS. Wir fixieren ¢y € I und konstruieren eine Kurve ¢ mit ¢(ty) = 0 und ¢ (to)
( ) Dazu definieren wir zunéchst eine glatte Funktion 6 : I — R durch 6(¢ ft
und bemerken, dass Q(to) =0 gﬂt Dann definieren wir eine glatt parametrlslerte Kurve
c: I — R? durch c(t ft cos(0(s))ds, ft'; sin(0(s))ds). Dann gilt offensichtlich ¢/(t) =
(cos(@(t)),sm(@(t))), also |[d(t)] = 1 fur alle t und (t) = ((1)) AuBerdem folgt nach
Proposition sofort, dass die Kritmmung von ¢ durch k.(t) = 0'(t) = k(t) gegeben
ist, also ist die Existenz bewiesen.

Ist ¢ eine weitere bogenldngenparametrisierte Kurve mit Kriimmung «, dann setze
1o := ¢(tg) und vy := (ty). Dann ist vy ein Einheitsvektor in R? und damit ist die
Matrix B mit den Spalten vy und ivy orthogonal mit det(B) = 1. Dann gilt Blvy = (é)
und wir betrachten wir die Euklidische Bewegung ¢g(z) := Bz — Bz, die g(xg) = 0
erfiillt. Dann ist go¢ eine nach der Bogenlidnge parametrisierte Kurve, die (go¢)(tg) =0
und (g o ¢)'(0) = (1) erfiillt und Kriimmung  : I — R hat. Nach Satz |2 . 6| finden wir

eine glatte Funktion # : I — R mit 9(150) = 0, sodass (g oc) (t) = (cos(@(t)) sin(0(t)))

gilt. Nach Proposition [2.6|ist #(t) = ¢(¢) und damit 6(t ft ds = 6(t), also folgt
(goe)(t)={(t) fur alle t. Wegen (g o ¢)(tg) = c(to) 1mphzlert das g o ¢ = c und damit
¢ = focfir f(x) = Bz + x. O

Insbesondere sehen wir aus diesem Resultat, dass die Kurven mit verschwinden-
der Kriimmung genau die (Teile von) affinen Gerade und die Kurven mit konstanter
Kriimmung genau die (Teile von) Kreisen sind.
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Exkurs: Kriimmung in héheren Dimensionen

2.10. Das Begleitbein. Um die notwendige zusétzliche Bedingung und die Defi-
nition der Kriimmung in héheren Dimensionen zu motivieren, betrachten wir nochmals
den Fall ebener Kurven in etwas anderer Interpretation. Ist ¢ : I — R? eine reguliir
parametrisierte Kurve. Dann kann man fiir jedes ¢ € I eine “an ¢ angepasste” Ortho-
normalbasis fiir R? konstruieren. Dazu normieren wir zunichst die Momentangeschwin-
digkeit und definieren das (offensichtlich glatte) Einheitstangentialfeld T : I — R? durch
T(t) == mc’(t). Fiir jedes ¢ ist dann v(t) := i7(t) € R? der eindeutige Vektor, der 7(t)
zu einer positiv orientierten Orthonormalbasis ergdnzt und das definiert das Einheit-
normalenfeld v : I — R2. Fiir eine orientierungstreue Reparametrisierung co ¢ von c ist
(cop)/(t) ein positives Vielfaches von ¢(¢(t)) also erhélt man als Einheitstangentialfeld
Top und als Einheitsnormalenfeld vop. Also ist das Begleitbein {7(t), v(t)} mit orientie-
rungserhaltenden Reparametrisierungen vertriglich. Fiir eine Bewegung f(z) = Az +b
und die Kurve f o ¢ erhélt man als Begleitbein natiirlich {A7(t), Av(t)}, also ist das
Begleitbein auch mit orientierungserhaltenden Bewegungen vertréaglich.

Ist ¢ nach der Bogenlénge parametrisiert, dann ist natiirlich 7(¢) = ¢/(¢) und v(t) =
i (t). Das liefert sofort die Frenet’schen Ableitungsgleichungen 7'(t) = ¢’ (t) = k(t)v(t)
und v/(t) = i’ (t) = k(t)iv(t) = —k(t)7(t), wobei k : I — R die Kriimmung von c ist.

Um die Idee des Begleitbeins in hohere Dimensionen zu verallgemeinern kann man
das Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahren verwenden, benttigt dazu aber eine
zusétzliche Bedingung;:

DEFINITION 2.10. Eine regulér parametrisierte Kurve ¢ : I — E" heifit Frenet-
Kurve, wenn fiir jedes ¢t € I die Ableitungen c(t),c"(t),...,c" D (t) linear unabhingig
in R” sind.

Mit Hilfe der Kettenregel verifiziert man leicht, dass jede Reparametrisierung einer
Frenet-Kurve selbst eine Frenet-Kurve ist. Auch die Vertriglichkeit des Begriffs mit
Bewegungen ist leicht einzusehen, also ist Frenet-Kurve zu sein eine Eigenschaft von
geometrischen Kurven.

Fiir n = 2 ist jede reguldr parametrisierte Kurve eine Frenet-Kurve. Fiir n > 2
muss aber auch eine glatt nach der Bogenléinge parametrisierte Kurve im Allgemeinen
keine Frenet-Kurve sein. Betrachtet man etwa eine bogenldngenparametrisierte Kurve
in R? als Kurve in R, dann bilden ¢/(t) und ¢”(t) fiir jedes t eine Basis von R?. Aber
" (t) liegt ebenfalls in R?* C R?*, also kénnen die ersten drei Ableitungen nicht linear
unabhingig sein.

Fiir eine Frenet-Kurve ¢ : I — E™ und ¢ € [ kann man nun Gram-Schmidt auf die
Vektoren ¢/(t),...,c™ Y (t) anwenden. Man setzt also 7, () := mc’ (t), was offensicht-

lich eine glatte Funktion 7; : I — R"™ definiert. Dann setzt man

To(t) == "(t) — ("(t), 7 (t)) T (t).

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass 75(t) # 0 gilt und offensichtlich ist 7 glatt als
1

Funktion / — R™. Damit definiert auch m»(t) := m%g(t) eine glatte Funktion 7 : I —
R™. Nach Konstruktion bilden 7(¢) und 7»(¢) ein Orthonormalsystem und setzt man
die Konstruktion iterativ fort, dann erhélt man glatte Funktionen 7; : I — R" fiir i =
1,...,n — 1 sodass die Vektoren {7 (¢),...,7,—1(¢)} fiir jedes t ein Orthonormalsystem
bilden. Dann gibt es zu jedem ¢ einen eindeutigen Einheitsvektor 7,(t), der dieses zu
einer positiv orientierten Orthonormalbasis erweitert und auch 7, : I — R™ definiert

eine glatte Funktion. (Fiir n = 3 ist 73(¢) einfach das Kreuzprodukt von 7;(¢) und
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To(t), fiir n > 3 braucht das etwas mehr lineare Algebra.) Das definiert das Begleitbein
{m,...,m} zuc

PROPOSITION 2.10. Seic: I — E" eine Frenet-Kurve mit Begleitbein {ry,...,7,}.
Dann st fiir eine orientierungstreue Reparametrisierung c o ¢ das Begleitbein durch
{riop,...,Tnop} gegeben. Fir eine orientierungstreue Bewegung f(x) = Az +b erhdlt
man als Begleitbein von f o c gerade {Am, ..., A, }.

BEWEISsSK1ZZE. Das Gram-Schmidt Verfahren beinhaltet eine Eindeutigkeitsaussa-
ge, siehe Satz 8.8 von [LA]. Das Orthonormalsystem {7 (¢),...,7,-1(t)} ist eindeutig
dadurch bestimmt, dass jedes 7;(t) eine Linearkombination von ¢ (t),...,c®(t) ist, wo-
bei der Koeffizient von ¢ (t) positiv ist. Aus der Kettenregel folgt induktiv leicht, dass
fiir jedes k, (co)®(t) die Summe von ¢® (p(t))¢'(t) und einer Linearkombination der
c9)(t) mit j < k ist. Damit sicht man aber, dass das Begleitbein zu co im Punkt ¢ alle
definierenden Eigenschaften fiir die Orthonormalisierung von ¢ (¢(t)), ..., e D (p(t))
erfiillt und daraus folgt die erste Aussage.

Fiir die zweite Aussage bemerken wir, dass (f o ¢)®(t) = Ac®¥)(t) fiir alle k gilt.
Damit hat wieder {A7(t),..., AT,(t)} alle definierenden Eigenschaften der Orthonor-
malisierung von (f o ¢)'(t),...,(f o)™ V(2. O

2.11. Kriimmung in héheren Dimensionen. Sie c: [ — E" eine Frenet-Kurve
mit Begleitbein {7,...,7,}. Dann kénnen wir die Ableitungen 7/ : I — R" betrach-
ten und in der Basis {r;} entwickeln. Man erhélt also 7/(t) = >_; a;;(¢)7;(t) und weil
a;;(t) = (7/(t), 7;(t)) gilt, ist jedes a;; : I — R eine glatte Funktion. Nun kénnen wir die
héherdimensionale Version der Frenet’schen Ableitungsgleichungen herleiten:

SATZ 2.11. Sie ¢ : I — E" eine Frenet-Kurve, die glatt nach der Bogenlinge para-
metrisiert ist mit Begleitbein {Ty,...,7,}. Dann gibt es glatte Funktionen k; : I — R
firi=1,...,n—1, die fiiri < n—1 positive Werte haben, sodass fiir allet € I folgende
Gleichungen gelten:

(1) = ma(t)7a(t),
T;(t) = —Hifl(t)Tz;l(t) + /fi(t>7'i+1(t> fUT’l = 2, e, = 1
To(t) = —Kn_1(t)Tn-1(2)

BEwWEISSKIZZE. Wir kénnen n > 3 annehmen. Nach Konstruktion ist fiir beliebiges
i,j €{l,...,n} (7, 7;) konstant. Differenziert man das, dann erhélt man 0 = (77, 7;) +
(7i, 7;). In Termen der Matrix (a;;(t)) von oben sagt das a;;(t) = —ay;(t) fiir alle ¢, also
ist die Matrix fiir jedes ¢ schiefsymmetrisch.

Fiir i < n wissen wir auch, dass 7;(t) eine Linearkombination von ¢(t), ..., ¢ (t) ist,
in der der Koeffizient von ¢ (t) positiv ist und dass (), ..., 7;(t) den gleichen Teilraum
aufspannen wie ¢ (t), ..., c®(t). Insbesondere ist 7 (¢) ein positives Vielfaches von ¢(t).
Also ist 7{(t) eine Linearkombination von ¢/(¢) und ¢’(t), in der der Koeffizient von ¢ (t)
positiv ist. Damit liegt 7{(¢) in der linearen Hiille von 7(¢) und 75(¢), und wir erhalten
ay; = 0 fiir alle ¢ > 2 und a12(¢) > 0 und nach der Schiefsymmetrie ist a;;(t) = 0. Also
ist 71 (t) = k1 (t)m2(t) mit k1 (t) > 0.

Als néchstes setzen wir ko(t) := ags(t). Fiir n = 3 ist der Beweis damit vollstandig:
Wegen der Schiefsymmetrie folgt nédmlich ag(t) = —k1(f), k32(t) = —k2(t) und wir
haben a;;(t) = 0 und a13(t) = as1(t) = 0 bereits bewiesen. Fiir n > 3 sehen wir wie oben,
dass 75(t) in der linearen Hiille von 7 (t), 7o(t) und 73(¢) liegt, also ist ag; = 0 fiir alle ¢ >
3. Wegen der Schiefsymmetrie ist agy(t) = 0, also erhélt man die geforderte Darstellung
von 75(t) und die Positivitdt von ks(t) folgt wieder indem man die Koeffizienten von
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"(t) in der Entwicklung von 75(t) und 73(t) betrachtet. Fiir n = 4 miissen wir nur noch
r3(t) := ag4(t) setzen und sind fertigt. Sonst macht man einfach induktiv weiter, bis die
positive Funktion k,_o : I — R definiert ist und setzt dann k,_1(t) ‘= a,—1,(t). O

Mit Hilfe von Proposition folgt nun leicht, dass fiir eine orientierungstreue Be-
wegung f die Kurve f o ¢ die gleichen Kriimmungen hat wie ¢ selbst. Auflerdem kann
damit leicht die richtige Definition fiir die Kriimmungen bei allgemeiner Parametrisie-
rung ableiten, sodass die Kriimmungen wieder orientierte geometrische Groflen werden.

2.12. Kurven im Raum. Im Fall von Kurven in R? ergeben sich einige Vereinfa-
chungen. Fiir eine bogenlingenparametrisierte Kurve ¢ : I — R? wissen wir aus Propo-
sition [2.4] dass ¢”(¢) fiir alle ¢ € I orthogonal auf ¢/(¢) steht. Damit ist ¢ genau dann
eine Frenet-Kurve, wenn ¢”(t) # 0 fiir alle ¢ € I gilt. Wegen |¢/(t)| = 1 fiir alle ¢ erhalten
wir 71(t) = (t) und damit 7»(t) = mc” (t) und wie in Abschnitt bemerkt ist
73(t) = 71(t) x To(t) (Kreuzprodukt in R3). Damit ist aber 7{(t) = ¢"(t) = |¢"(t)|m(t),
also r1(t) = |’(t)]. Klassisch wird k; als Krimmung von ¢ und ks als Torsion von c¢
bezeichnet.

Die Torsion von c¢ lidsst sich auch relativ einfach interpretieren. Nach Definition ist
ka(t) = (15(t), 73(t)). Schreiben wir 7o = c”, dann ist 75(t) = ¢'(t)"(t) + o(t)"(t)
und der erste Summand tragt zum inneren Produkt nicht bei. Benutzt man den Zu-
sammenhang zwischen Kreuzprodukt und Determinante, dann erhdlt man ks(t) =
W det(d(t),"(t), " (t)). Insbesondere bedeutet verschwindende Torsion genau, dass
"(t) immer in der von ¢(t) und ¢”(t) erzeugten Ebene liegt. Liegt die Kurve ¢ selbst in
einer affinen Ebene, dann liegen natiirlich alle Ableitungen von ¢ in der modellierenden
Ebene, also verschwindet die Torsion. Es gilt aber auch die Umkehrung: Wenn r4(t) = 0
fiir alle ¢ gilt, dann ist nach Satz[2.11] 74(¢) = 0 fiir alle ¢, also 73(t) ein konstanter Vektor
v in R3. Differenziert man nun (c(t), v), dann erhilt man (c'(t),v) = (11(t), 73(t)) = 0.
Damit ist (c(t),v) konstant, also liegt ¢ in einer affinen Ebene mit Normalvektor v.

Analog kann man Kurven charakterisieren, fiir die x; und ks konstant sind und
Zusammenhinge mit Kugeln in E? herstellen, sieche Abschnitt 2C von [Kiihnel] und

die Ubungen.

2.13. Begleitbein und Bewegungsgruppe. Aus der Beschreibung von oben ist
nicht klar, wie man auf die Idee kommen konnte ein Begleitbein fiir eine Kurve zu
konstruieren. Das lisst sich aber gut motivieren und liefert eine Verbindung zur Grup-
pentheorie, genauer gesagt zu Matrixgruppen. Zunéchst stellen wir fest, dass man Eu-
klidische Bewegungen schon als Wirkung von Matrizen schreiben kann. Dazu realisiert
man E" als die affine Hyperebene jener Punkte in R"*!, deren letzte Koordinate gleich 1
ist und schreibt Elemente darin als () mit 2 € R". Betrachten wir nun (n+1) x (n+1)-
Matrizen der Blockform (4 %) mit Blocken der Grofie n und 1, also b € R™ und A eine
n x n-Matrix, dann ist (4 %) () = (42*?). Verlangt man also, dass A orthogonal ist,
dann erhalt man so genau die Wirkung der Euklidischen Bewegungen auf E". Schreiben
wir die Gruppe der Bewegungen als FEuc(n), dann erhalten wir eine surjektive Abbildung
p : Buc(n) — E", indem wir auf den “Basispunkt” (7) wirken. Explizit ist p (4 %) = (}).
Aus der Konstruktion folgt sofort, dass fiir g, h € Euc(n) immer p(gh) = g(p(h)) gilt.

Nachdem die Matrizen einen Vektorraum bilden, macht es keine Probleme, von glat-
ten Kurven mit Werten in Euc(n) zu sprechen. Man betrachtet einfach Matrizen der
Form g(t) := (4V V) sodass A(t) fiir alle ¢ orthogonal ist und alle Koeffizienten der
Matrix glatt von ¢ abhéngen. Das funktioniert genauso fiir orientierungstreue Bewegun-
gen, man muss nur zusétzlich det(A(t)) = 1 fiir alle ¢ verlangen. So eine Kurve kann
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man auch problemlos differenzieren und erhélt fiir jedes ¢ eine (n+ 1) x (n + 1)-Matrix
g(t) = (A/O(t) b/(()t) ). Die Tatsache, dass A(t) immer orthogonal ist hat Konsequenzen fiir
die Ableitung A’(t), die man analog wie im Beweis von Satz analysieren kann. Die
handlichste Formulierung erhilt man indem man nicht einfach die Ableitung ¢'(¢) be-
trachtet, sondern diese noch zum neutralen Element der Gruppe “zuriick transportiert”,
also die Matrix g(t)~'¢/(t) betrachtet. Hier kann man niimlich zeigen, dass diese von
der Form (¥ 3) ist, wobei die Matrix X schiefsymmetrisch ist, also X* = —X erfiillt.

Fiir eine reguliare Kurve ¢ : I — [E", die glatt nach der Bogenldnge parame-
trisiert ist, kann man nun die Elemente des Begleitbeins als Spalten einer Matrix
A(t) = (ni(t),...,7(t)) betrachten und dann die Kurve g(t) := (4® ") bilden,
die natiirlich p o g = ¢ erfiillt. Man nennt so eine Kurve einen Lift von ¢ in die
Gruppe Euc(n). Nun ist g(t)~! = (A(tg_l _A(t)l_lc(t)) und daraus folgt sofort, dass
g(t) g (t) = (AW AO AW LD ) gilt. Benutzt man, dass A(t)~" einfach die transpo-
nierte Matrix zu A(t) ist, wihrend A’(¢) als Spalten einfach die Vektoren 7/(¢) hat, dann
kann man Satz als Beschreibung von ¢(t)~'¢/(t) interpretieren. Es ist A(t)~'c/(¢)
konstant der erste Einheitsvektor, wihrend A(t)~'A’(¢) die schiefsymmetrische Matrix
ist, die direkt iiber der Hauptdiagonale die Eintragungen x1(),. .., k,—1(t), direkt un-
terhalb der Hauptdiagonale —k;(¢), ..., —k,—1(t) und alle anderen Eintragungen 0 hat.

Man kann die Konstruktion des Begleitbeins auch von Anfang an in dieser Sprache
formulieren und durchfiihren: Fiir gegebenes ¢ sucht man eine Kurve A(t) orthogona-
ler Matrizen mit det(A(t)) = 1, sodass fiir den resultierenden Lift g(¢) moglichst viele
Komponenten der Ableitung ¢(t) '¢/(t) fixiert werden. Man kann dann direkt verifi-
zieren, dass man die Kurve so wéahlen kann, dass die obigen Bedingungen erfiillt sind
und dass dann die Kurve A(t) eindeutig festgelegt ist. Die verbleibenden Komponenten
von ¢(t)~'¢/(t) bilden dann Invarianten der Kurve ¢ und der Vorteil des Zuganges ist,
dass aus der Konstruktion die Vertraglichkeit mit orientierungserhaltenden Bewegungen
sofort folgt: Ist g(t) eine Kurve mit p(g(t)) = c(t) und f eine fixe orientierungstreue
Bewegung, dann gilt p(fg(t)) = f(p(g(t))) = f(c(t)), also ist das Produkt fg(t) ein Lift
der Kurve (f oc)(t). Nun ist aber (fg(t)) = f(g'(t)) und (fg(t))™! = g(t)~1f~1, also
(fg®) 1 (fg()) = g(t)"'¢'(t). Damit erhilt man aus dem “richtigen” Lift von ¢ sofort
den richtigen Lift fiir f o ¢ und die gleichen Invarianten.

In diesem Bild kann man den Fundamentalsatz in hohere Dimensionen verall-
gemeinern. Man benutzt dazu eine Version des Existenz und Eindeutigekeitssatzes fiir
Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen, die dem gruppentheoretischen Bild an-
gepasst ist. Fiir unsere Situation sagt dieser Satz, dass es zu einer glatten Kurve der
Form (Xét) ”g)) und einer gegebenen “Anfangsbedingung” immer lokal eine eindeutige
glatte Kurve g(t) in Euc(n) gibt, die g(ty) = id erfiillt, sodass g(t)~'¢'(t) genau die
gegebene Kurve liefert. Diesen Satz wendet man dann in dem Fall an, dass v(t) = e;
ist und X (¢) die “passende” schiefsymmetrische Matrix zu gegebenen Funktionen x; fiir
i=1,...,n—1, die fiir i < n — 1 positiv sind an. Das liefert dann eine Kurve g(t)
die gerade aus ¢(t) := p(¢(t)) und dem Begleitbein dieser Kurve besteht, also sind die
Kriimmungen von ¢ gerade die Funktionen k;. Die wesentlichen Argumente dafiir finden
sich im Beweis von Satz 2.15 von [Kiihnel].

Dieser Zugang lasst sich auf Kurven in allgemeinere Geometrien und auch auf héher-
dimensionale Objekte Verallgemeinern und bildet (unter anderem) einen allgemeinen
Rahmen fiir die klassische Differentialgeometrie, siche etwa das Buch [Ivey-Landsberg].



KAPITEL 3

Globale Theorie von Kurven

Wir wenden uns nun Konzepten fiir Kurven zu, die von der Kurve “als Ganzes”
abhéngen und nicht jeweils nur von einem kleinen Teil der Kurve. Insbesondere liefert
das einen Einblick in den Zusammenhang von Geometrie und Topologie, wobei sich
“Topologie” hier auf Groflen bezieht, die viel “robuster” sind, als etwa die Kriimmung.
Unter gewissen Bedingungen kénnen némlich die Integrale geometrischer Groflen nur
diskrete Werte annehmen und sich damit bei stetigen Deformationen nicht dndern.

3.1. Die Totalkriimmung. Wir betrachten die einfachste Situation in der wir
ein Integral einer geometrischen Gréfle bilden kénnen, ndmlich den Fall einer regulér
parametrisierten Kurve ¢ : [a,b] — RZ? Hier kénnen wir versuchen, ein Integral der
Kriimmung zu bilden, aber das ist nicht mit Reparametrisierungen vertréglich. Deshalb
verwendet man den folgenden Begriff:

DEFINITION 3.1. Sei ¢ : [a,b] — R? eine reguliir parametrisierte Kurve mit Kriim-
mung k : [a,b] — R. Dann ist die Totalkrimmung von ¢ definiert durch

K(c) = / k()| (t)]dt € R.

Fiir eine Reparametrisierung c o ¢ von ¢ gilt (c o ¢)'(t) = (¢(t))¢'(t) und nach
Satz gilt Keop = ke 0o p fiir orientierungstreues ¢. Damit folgt sofort, dass die
Totalkriimmung invariant unter orientierungstreuen Reparametrisierungen ist und bei
orientierungsvertauschenden Reparametrisierungen nur das Vorzeichen wechselt. Fiir
theoretische Zwecke konnen wir uns also wieder auf Bogenldngenparametrisierungen
einschranken.

Fiir allgemeine Kurven kann die Totalkriimmung offensichtlich beliebige Werte an-
nehmen. Wir bekommen aber sofort eine interessante Interpretation aus Proposition [2.6]
Nehmen wir an, dass ¢ : [a, b] — R? glatt nach der Bogenlinge parametrisiert ist, dann
konnen wir ¢(t) = (cos(6(t)),sin(f(t))) fiir eine glatte Funktion 6 : [a,b] — R schrei-
ben und die Kriimmung ist durch k = ' gegeben. Damit ist aber K(c) = fab o' (t)dt =
0(b) — 0(a). (Man beachte, dass € nur bis auf Addition eines konstanten Vielfachen
von 27 bestimmt ist, dieses hebt sich aber in der Differenz natiirlich weg.) Damit sehen
wir einerseits sofort, dass sich eine interessante Einschrankung ergibt, wenn /(b)) = ¢/(a)
gilt, denn dann muss natiirlich #(b) —6(a) ein ganzzahliges Vielfaches von 27 sein. Daher
liegt es nahe, geschlossene Kurven zu betrachten.

3.2. Geschlossene Kurven, Windungszahl und Umlaufzahl. Man nennt ei-
ne stetige Kurve ¢ : [a,b] — R™ geschlossen, wenn ¢(b) = c(a) gilt. Fiir glatte Kurven
muss man auch die Ableitungen in den Endpunkten des Intervalls beriicksichtigen. Das
macht man am Einfachsten, indem man eine glatte Kurve ¢ : [a,b] — R"™ genau dann
geschlossen nennt, wenn es eine glatte Funktion ¢ : R — R™ gibt, die auf [a, b] mit ¢
tibereinstimmt und periodisch mit Periode (b — a) ist, also é(t) = é(t + (b — a)) fiir
alle t € R erfiillt. (Natiirlich ist dann ¢ durch ¢ eindeutig festgelegt.) Ist zusdtzlich die

17



18 3. GLOBALE THEORIE VON KURVEN

Einschrankung von ¢ auf [a, b) injektiv, dann nennt man c¢ einfach geschlossen. Klarer-
weise ist eine Reparametrisierung einer (einfach) geschlossenen Kurve selbst (einfach)
geschlossen und auch die Begriffen von reguldren Parametrisierungen und Bogenldngen-
parametrisierungen machen in diesem Kontext keine Probleme.

Die Definition stellt nun sicher, dass fiir eine reguldr parametrisierte geschlossene
Kurve ¢ : [a,b] — E? auch die Ableitung ¢ : [a,b] — R?\ {0} eine glatte geschlossene
Kurve ist, also sind wir in der richtigen Situation fiir die Uberlegungen am Ende von
Abschnitt Andererseits lassen sich diese Uberlegungen natiirlich auf geschlossenen
stetige Kurven in R? \ {0} erweitern. Ist ¢ : [a,b] — R?\ {0} so eine Kurve, dann
erhalten wir nach Satz stetige Funktionen r : [a,b] — (0,00) und 6 : [a,b] — R,
sodass ¢(t) = (r(t)cos(6(t)), r(t)sin(6(t))) gilt. Da 0 eindeutig bis auf Addition eines
konstanten, ganzzahligen Vielfachen von 27 ist, ist die Differenz 6(b) — 6(a) unabhéngig
von der Wahl von 6. Weil ¢(b) = ¢(a) gilt, muss 6(b) — §(a) ein ganzzahliges Vielfaches
von 27 sein.

DEFINITION 3.2. (1) Sei ¢ : [a,b] — R?\ {0} eine geschlossenen stetige Kurve und
seienr : [a,b] — (0,00) und 4 : [a, b] — R stetige Funktionen wie in Satz[2.6] Dann ist die
Windungszahl wo(c) von ¢ um 0 die eindeutige ganze Zahl, sodass 8(b) —0(a) = 2wy (c)m
gilt.

(2) Fiir eine glatte, reguliir parametrisierte Kurve c : [a,b] — R? ist die Umlaufzahl
U(c) € Z definiert durch U(c) := wy(¢).

Aus der Definition folgt sofort, dass die Umlaufzahl invariant unter orientierungs-
treuen Reparametrisierungen ist und bei orientierungsvertauschenden Reparametrisie-
rungen das Vorzeichen wechselt. Man beachte auch, dass man fiir geschlossene Kurven
c: [a,b] — R?*\ {0}, die zumindest C! also stetig differenzierbar sind, nach Proposition
die Windungszahl als Kurvenintegral berechnen kann: Es gilt wy(c) = 5= [, n fiir die
1-Form n € Q'(R?\ {0}) aus Abschnitt 2.8

Die Uberlegungen am Ende von Abschnitt zeigen nun sofort:

PROPOSITION 3.2. Fiir eine glatte, requlir parametrisierte Kurve c : [a,b] — E? gilt
K(c) =2nU(c), also ist die Totalkrimmung durch die Umlaufzahl bestimmd.

3.3. Homotopie. Wir wollen nun die Idee der “stetigen Deformation” von Kurven
prézise machen. Das ist eigentlich recht einfach, man muss nur darauf achten, dass man
die relevante Klasse von Kurven nicht verlésst.

DEFINITION 3.3. Seien cg, ¢ : [a,b] — R?\ {0} geschlossene stetige Kurven. Dann
sagt man ¢y und ¢; sind homotop und schreibt ¢y ~ ¢;, wenn es eine stetige Funktion
H :[a,b] x [0,1] — R?\ {0} gibt, sodass H(t,0) = co(t), H(t,1) = ¢1(t) fiir alle ¢ € [a, b]
und H(a, s) = H(b, s) fiir alle s € [0,1] gilt. Man nennt dann H eine Homotopie von cg
nach c;.

Zunichst ist leicht einzusehen, dass Homotopie eine Aquivalenzrelation ist (siehe
Ubungen). Die Interpretation von Homotopie ist, dass man H : [a,b] x [0, 1] als “stetige
Familie” {¢; : s € [0,1]} von Kurven betrachtet, wobei ¢s(t) = H(t, s). Die Definition
stellt nur sicher, dass jedes cs eine geschlossene stetige Kurve ist.

Wir kénnen nun Homotopie geschlossener Kurven durch die Windungszahl charak-
terisieren:

SATZ 3.3. Zwei stetige geschlossene Kurven cg,c; : [a,b] — R?\ {0} sind genau
dann homotop, wenn sie die gleiche Windungszahl um Null haben, also wo(co) = wo(cq)
gilt.
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BEWwEIS. Ist H : [a,b] x [0,1] — R?\ {0} eine Homotopie von ¢y nach ¢;, dann
konstruieren wir analog zum Beweis von Satz stetige Funktion r : [a,b] x [0,1] —
(0,00) und 6 : [a,b] x [0,1] — R, sodass H(t,s) = (r(t,s) cos(0(t, s)),r(t,s) sin(&(t,s)))
fir alle t € [a,b] und s € [0, 1] gilt. Wie dort kénnen wir H durch (¢, s) — ‘H( )|H(t, s)
ersetzen um oBdA anzunehmen, dass |H (¢, s)| = 1 fiir alle ¢ und s gilt und miissen dann
nur 0 konstruieren.

Wegen der Kompaktheit von [a,b] x [0,1] ist H wiederum gleichméfig stetig und
wir finden Unterteilungen a =tg <t; < ---<t,=bund 0=s57< 81 < --- < 8, = 1
der Intervalle, sodass |H(t,s) — H(t',s')| < 2 und damit H(t,s) # —H(t',s') fir t,t' €
[ti,tiv1] und s, 8" € [s;, s;41] gilt. Wahlen wir nun 6y passend fiir H(a,0) = ¢o(a), dann
erhalten wir wie im Beweis von Satz eine stetige Funktion

0 : [to,tl] X [80,81] — (90 —7T,60 +7T)

mit der passenden Eigenschaft. Nun setz man 6; = 6(¢1,0) und benutzt das, um analog
cine stetige Funktion 6 : [t1, 5] X [so, s1] — (01 — 7,61 + 7) mit der gewiinschten Ei-
genschaft zu konstruieren. Auf {t,} x [so, s1] haben sowohl 6 als auch 8 die gewiinschte
Eigenschaft und in (1, s9) stimmen die beiden Funktionen iiberein. Damit definieren
sie gemeinsam eine stetige Funktion [to, t2] X [sg, $1] mit der gewiinschten Eigenschaft,
die wir wieder mit # bezeichnen. In endlich vielen Schritten erreicht man so eine stetige
Funktion 6 : [a, b] X [so, s1] — R.

Nun verwendet man 6(tg, s1) als Anfangswert um die Funktion auf [tg, t1] X [s1, $2]
zu konstruieren und verifiziert wie zuvor, dass das Resultat auf [t,?1] X {s1} mit 0
iibereinstimmt. In endlich vielen Schritten erreicht man eine stetige Funktion [a, b] x
[s1,82] = R, die auf [a,b] X {s;} mit § zusammenpasst, sodass gemeinsam eine stetige
Funktion 6 : [a,b] X [sg, s2] — R mit der gewiinschten Eigenschaft definiert wird. In
endlich vielen Schritten findet man dann eine passende stetige Funktion 6 : [a,b] x
0,1] — R.

Wegen H (t,0) = co(t) folgt, dass 2mwy(co) = 0(b,0) — 6(a,0) gilt und analog folgt
2mwo(c1) = 6(b,1) = 6(a,1). Nun ist aber s — 6(b,s) — 6(a, s) eine stetige Funktion
[0,1] — R und weil H(a,s) = H(b,s) nach Definition gilt, miissen alle Werte die-
ser Funktion ganzzahlige Vielfache von 27 sein. Damit ist die Funktion konstant und
insbesondere wy(cg) = wo(cy).

Seien umgekehrt co,c; : [a,b] — R? \ {0} stetige Kurven mit gleicher Windungs-
zahl, dann benutzen wir Satz um stetige Funktionen rg, 7 : [a,b] — (0,00) und
0o, 01 : [a,b] — R zu erhalten, sodass ¢;(t) = (r;(t) cos(0;(t)), r;(t) sin(6;(t))) fiir i = 0,1
gilt. Dann definieren wir fiir ¢t € [a,b] und s € [0,1] r(t,s) := (1 — s)ro(t) + sri(t),
0(t,s) == (1—s)0p(t)+s0.(t) und H(t,s) := (r(t,s) cos( (t,s)),r(t,s)sin(0(t,s))). Nach
Konstruktion sind diese Funktionen stetig und r( s) > 0 fiir alle ¢ und s, also hat H
Werte in R? \ {0}. Nach Konstruktion gilt auch H(t 0) = co(t) und H(t,1) = c1(t).
SchlieBlich ist

0(b,s)—6(a,s) = (1—5)(0o(b) —bOy(a))+s(01(b) —b1(a)) = (1 —s)2mwo(co) + s2mwp(cy).
Wegen wy(c) = wo(cp) ist das konstant gleich 2mwy(c). Damit ist aber H(a, s) = H(b, s)

fiir alle s und damit H eine Homotopie von ¢y nach c¢;. O

BEMERKUNG 3.3. (1) Betrachtet man zwei glatte Kurven cp,¢; @ [a,b] — R?\
{0} mit gleicher Windungszahl, dann erhdlt man im zweiten Teil des Beweises glatte
Funktionen r; und 6; und damit auch eine glatte Homotopie H. Insbesondere sind zwei
glatte Kurven, die stetig homotop sind auch glatt homotop.
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(2) Im Beweis haben wir gesehen, dass man nicht nur stetige Funktionen auf Inter-
vallen sondern auch auf Rechtecken in der Form (r cos 6, rsin ) fiir stetige Funktionen r
und 6 schreiben kann. Tatséchlich gilt das fiir stetige Funktionen Y — R?\ {0} fiir eine
sehr allgemeine Klasse von topologischen Riumen Y. Im Rahmen der Uberlagerungs-
theorie zeigt man in der algebraischen Topologie, dass als Voraussetzungen nur bogenzu-
sammenhéangend, lokal bogenzusammenhéngend und “einfach zusammenhéngend” not-
wendig sind. Die letzte Bedingung bedeutet, dass jede geschlossene stetige Kurve in Y
homotop zu einer konstanten Kurve ist.

(3) Aus Satz erhilt man auch direkt Konsequenzen fiir die Umlaufzahl. Be-
trachten wir dazu zwei reguldr und glatt parametrisierte geschlossene Kurven cq, ¢y :
la,b] — R?. Dann gibt es einen natiirlichen Begriff von regulirer Homotopie von cq nach
c1: Man betrachtet dafiir eine Homotopie H : [a,b] x [0,1] — R? von ¢y nach ¢; und
verlangt zusétzlich, dass die erste partielle Ableitung %—If in jedem Punkt existiert und
eine stetige Funktion [a,b] x [0,1] — R? definiert, sodass %L (¢, s) # 0 fiir alle ¢, s und
9 (a,s) = 9L(b, s) fiir alle s erfiillt. Man verlangt also, dass alle Zwischenkurven ¢, ge-
schlossene, reguliir parametrisierte C'-Kurven sind. Wenn es so eine reguliire Homotopie
gibt, dann nennt man cq und ¢; requldr homotop.

Klarerweise definiert in diesem Fall %—If eine Homotopie von ¢ nach ¢}, also folgt
U(cy) = wo(cy) = wo(c)) = Uley), also haben reguldar homotope Kurven die gleiche
Umlaufzahl. Nach dem sogenannten Satz von Whitney-Graustein (siche [Whitney])
gilt auch die Umkehrung, also haben zwei Kurven genau dann die gleiche Umlaufzahl,

wenn sie reguldr homotop sind.

3.4. Der Umlaufsatz. Ein gutes Beispiel dafiir, wie “starr” die Integrale geome-
trischer Groflen sind, liefert der sogenannte Umlaufsatz von H. Hopf (1935). Da eine
orientierungsvertauschende Reparametrisierung das Vorzeichen der Umlaufzahl &ndert,
sagt der Satz im wesentlichen, dass alle einfach geschlossenen Kurven die gleiche Um-
laufzahl haben.

SATZ 3.4. Sei ¢ : [a,b] — R? eine einfach geschlossene reguliir parametrisierte
Kurve. Dann ist U(c) = £1, also hat ¢ Totalkrimmung £27.

BEWEISSK1ZZE. Wir wissen, dass die Totalkriimmung bis auf das Vorzeichen inva-
riant unter Reparametrisierungen ist, also kénnen wir annehmen, dass ¢ : [a,b] — R?
nach der Bogenlénge parametrisiert ist. Schreiben wir ¢(t) = (x(t), y(t)), dann muss die
Funktion y(t) auf [a,b] ein Minimum annehmen. In diesem Punkt muss y/'(¢) = 0 und
damit ¢ (t) = :i:((l)) gelten. Indem wir eine geeignete Translation anwenden, kénnen wir
annehmen, dass das Minimum von y(t) gleich 0 ist und dass der Nullpunkt im Bild von
¢ liegt. Da sich ¢ periodisch zu einer glatten Kurve ¢ auf R ausdehnen lésst, liefert die
Einschrankung auf ¢ auf jedes Intervall [to, o + (b — a)] eine Bogenldngenparametrisie-
rung unserer Kurve. Schliellich kénnen wir den Parameter noch problemlos um eine
Konstante verschieben.

Insgesamt sehen wir, dass wir oBdA folgendes annehmen kénnen: ¢ : [0, L] — R?
ist glatt nach der Bogenldnge parametrisiert mit ¢(0) = 0 und schreibt man c(t) =
(z(t),y(t)), dann ist y(¢) > 0 fiir alle ¢ € [0, L]. Nun betrachtet man die Teilmenge

E:={(st):0<s<t<L}yCR?

und definiert f : £ — R? durch f(s,t) := |C(Tlc(s)\(c(t> —¢(s)) fir s < t und (s,t) #
(0,L), f(t,t) := (t) und f(0,L) := —/(0). Das macht Sinn, weil wir vorausgesetzt
haben, dass ¢ einfach geschlossen ist und daher ¢(t) — ¢(s) # 0 fir s < t mit (s,t) #
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(0, L) gilt. Weil ¢ stetig differenzierbar ist, ist der Limes von c(tfji(s)‘ = (c(t) — c(s)) fiir
s,t — ty gerade Wlto)‘c'(to) = (ty). Analog ist fiir (s,t) — (0, L) (in F) der Limes von
f(t,s) gleich —¢'(L) = —/(0), also ist f stetig.

Analog zum Beweis von Satz zeigt man, dass es eine stetige Funktion # : £ — R
gibt, sodass f(t,s) = (cos(6(t,s)),sin(0(t, s))) gilt. (Siehe Bemerkung [3.3] ein direkter
Beweis findet sich in Lemma 2.27 von [Kiihnel| oder Lemma 2.2.12 von [Bér].) Nach
Definition ist aber f(t,t) = ¢/(t) fiir alle ¢, also 27U (c) = 6(L, L) — 0(0,0). Andererseits
ist £(0,0) = ¢(0), f(0,¢) hat immer positive y-Koordinate und f(0, L) = —c/(0). Damit
ist 0(0, L) — 6(0,0) gleich 7 falls ¢/(0) = (}) und gleich —r falls ¢/(0) = (7'). Analog
betrachtet man f(s, L) fir s € [0, L] und sieht, dass (L, L) — 6(0, L) gleich 7 ist, falls
(0) = (}) und gleich — ist, falls ¢(0) = (7'). Damit folgt 6(L, L) —6(0,0) = £27 wie
behauptet. O

3.5. Konvexitit. Aus Satz wissen wir, dass fiir eine reguldr parametrisierte
Kurve ¢ : I — R? und ¢t € I, die Tangente 7. an ¢ im Punkt ¢(t) als affine Gerade
in R? Sinn macht. Diese Gerade teilt R? in zwei Halbebenen, also liefert die folgende
Definition ein geometrisches Konzept:

DEFINITION 3.5. Eine regulir parametrisierte Kurve ¢ : I — R? heifit konvez,
wenn fiir jeden Punkt ¢ € I, das Bild ¢(I) ganz in einer der beiden (abgeschlossenen)
Halbebenen liegt, die durch 7.;) bestimmt werden.

Man kann diese Bedingung leicht explizit machen. Der Normalvektor von 7., ist
ja gerade ic'(ty) und die Lage von c(t) beziiglich 7.4, wird bestimmt durch (c(t) —
c(tp), i (to)). Die Kurve ist also genau dann konvex, wenn dieser Ausdruck entweder fiir
alle t,ty nichtnegativ oder fiir alle t,ty nicht-positiv ist. Nun konnen wir zeigen, dass
Konvexitit eine Einschriankung an die Kriimmung liefert, die fiir einfach geschlossene
Kurven eine dquivalente Charakterisierung der Konvexitét darstellt.

PROPOSITION 3.5. Sei ¢ : I — R? eine regulir und glatt parametrisierte konveze
Kurve mit Krimmung k. Dann gilt entweder k(t) > 0 fir allet € I oder x(t) <0 fir
allet € 1.

Ist ¢ : [a,b] — R? zusitzlich einfach geschlossen, dann gilt auch die Umkehrung,
d.h. wenn die Krimmung von ¢ das Vorzeichen nicht wechselt, dann ist ¢ konvex.

BEwEIS. Wir konnen annehmen, dass ¢ nach der Bogenlédnge parametrisiert ist.
Nehmen wir an, dass (c(t) — c(to),ic (tp)) > 0 fiir alle ¢ty € I gilt (der Fall mit < 0 ist
analog). Entwickeln wir ¢ in ¢ bis zur dritten Ordnung in eine Taylorreihe

c(t) = c(to) + ¢ (to)(t — to) + 1" (to)(t — to)* + O(|t — to|*)
und setzen das ins innere Produkt ein, dann erhalten wir
0 < (c(t) = clto), ic (to)) = (" (to), ic (o)) (t — to)* + O([t — to*).
Fiir ¢t # ty konnen wir durch den positiven Faktor (¢ — ty)? dividieren und erhalten
0 < 1k(to) + O(|t — to]) und fiir ¢ — ¢, liefert das 0 < x(ty).

Fiir die Umkehrung sei I = [a,b] und ¢ einfach geschlossen und glatt nach der
Bogenlénge parametrisiert mit x(¢) > 0 fiir alle t € I. Wir nehmen indirekt an, dass
es einen Punkt ty € I gibt, sodass f(t) := (c(t) — c(to), i (tg)) sowohl positive als
auch negative Werte annimmt. Natiirlich muss die Funktion f auf [a,b] ein Minimum
und ein Maximum annehmen und wir nennen die entsprechenden Punkte t1, 5, sodass

gilt f(t1) < 0 = f(to) < f(t2). Nach Voraussetzung lisst sich ¢ zu einer periodischen
glatten Funktion auf R fortsetzen, also gilt das auch fiir f, also muss f'(¢;) = 0 fiir
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i = 1,2 gelten. Das liefert aber sofort, dass (c/(t;),ic (to)) fiir ¢ = 1,2 gilt, also folgt
Cl(ti) = :EC,(to) fiir i = 1, 2.

Damit hat ¢ in mindestens 2 der 3 Punkte {t,t,t2} den gleichen Wert also konnen
wir sy, s2 € {to, t1,t2} wihlen, sodass s; < sy und ¢/(s1) = (s2) gilt. Indem wir von [a, b]
auf das Intervall [s;, s;+b—a| wechseln, diirfen wir annehmen, dass s; = a gilt und wegen
f(s2) # f(s1) muss dann sy < b gelten. Nun kénnen wir ¢(t) = (cos(6(t)),sin(6(¢)))
fiir eine glatte Funktion 6 : [a,b] — R schreiben und es gilt 0'(t) = x(t) > 0, also ist ¢
monoton wachsend. Insbesondere gilt 6(b) > 6(sy) > 6(s;) und nach Konstruktion ist
d(b) = d(s1) = (s2), also folgt O(s2) = 0(s1)+2km und 6(b) = O(s2) + 20w mit k, ¢ > 0.
Nach dem Umlaufsatz ist aber k + ¢ = 1, also muss & = 0 oder ¢ = 0 gelten.

Ist £ =0, dann ist # und damit ¢’ konstant auf [s1, ss] = [a, 5], also ist ¢ auf diesem
Intervall eine affine Gerade. Damit gilt ¢(s) = ¢(s1) + (s — s1) (1) fiir s € [s1, 2] Setzt
man das ein, dann folgt wegen ¢/(s1) = £/(t) sofort, dass f konstant auf [s;, so] ist, ein
Widerspruch, weil dieses Intervall 2 der Punkte tg,t;, s enthélt. Analog schlieft man
fiir £ = 0, dass f konstant auf [sy, b] ist, was in analoger Weise zu einem Widerspruch
fithrt. O

Einfache Beispiele zeigen, dass die Voraussetzung der einfachen Geschlossenheit
wirklich notwendig ist, also die Umkehrung fiir allgemeine geschlossene Kurven nicht
gilt.

Nach dem Jordan’schen Kurvensatz zerlegt das Bild einer einfach geschlossenen Kur-
ve ¢ : [a,b] — R? die Ebene in zwei Teile. Das bedeutet, dass R? \ ¢([a,b]) aus genau
zwel Zusammenhangskomponenten besteht, wobei ¢([a, b]) der (topologische) Rand bei-
der Komponenten ist. Eine dieser Komponenten muss beschrankt sein, die andere un-
beschriankt und man nennt die beschrankte Komponente das “Innere der Kurve”. Die
Vereinigung des Inneren mit dem Bild der Kurve ist dann eine kompakte Teilmenge
C' C R?. Es zeigt sich, dass ¢ genau dann konvex ist, wenn diese Teilmenge C' konvex ist
in dem Sinne, dass fiir zwei Punkte z,y € C die ganze Verbindungsstrecke von x nach
y in C enthalten ist, siehe Satz 2.31 von |[Kiihnel|.

Fiir eine reguliir parametrisierte geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — R? muss die Kriim-
mung x auf dem kompakten Intervall [a, b] ein Maximum und ein Minimum annehmen.
Diese Punkte sind natiirlich Scheitel von c. Es zeigt sich, dass eine einfach geschlossene
Kurve in R? aber nicht nur 2 Scheitel haben kann, sondern mindestens 4 Scheitel besitzen
muss. Ein Beweise dieses als “Vierscheitelsatz” bekannten Resultats fiir konvexe Kurven
findet sich in Satz 2.2.17 von [Bé&r| oder Satz 2.33 von [Kiihnel], ein allgemeiner Beweis
in [Vietoris].

3.6. Bemerkung zu Knoten. Die topologischen Konzepte wie Windungs- und
Umlaufzahlen lassen sich (fiir Kurven) nicht unmittelbar in héhere Dimensionen ver-
allgemeinern. Fiir einfach geschlossene Kurven im Raum R? gibt es aber ein sehr in-
teressantes Phédnomen, dass in der Ebene nicht auftritt, ndmlich dass solche Kurven
“verknotet” sein konnen. Formal bedeutet dass, dass sich eine Kurve nicht zu einem
Kreis deformieren léasst. Als Deformationen betrachtet man hier einerseits Homotopien,
fiir die alle Zwischenkurven glatt, einfach geschlossen und regulér sind. Anderseits kann
man auch Isotopien des umgebenden Raumes R3 betrachten, also Homotopien, die bei
der Identitdt beginnen, sodass alle Zwischenabbildungen Diffeomorphismen sind und
verlangen, dass der Endwert das Bild der ersten Kurve auf das Bild der zweiten Kurve
abbildet. Das Studium von Invarianten solcher Knoten ist ein sehr aktives Forschungs-
gebiet, in dem aber geometrische Methoden keine so grofie Rolle spielen.
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Extrinsische Geometrie von Flachen

Wir wenden uns nun héherdimensionalen geometrischen Objekten zu. Hauptséchlich
werden wir uns mit Flichen in R3 beschéftigen, einiges funktioniert aber fiir beliebige
Dimensionen. Wie schon in Abschnitt bemerkt, macht es die grofe Freiheit bei
Reparametrisierungen handlicher, geometrische Objekte direkt auf den betrachteten
Teilmengen zu definieren und die Parametrisierungen nur zum Rechnen zu benutzen.
Daher entwickeln wir zunédchst die Grundbegriffe fiir Teilmannigfaltigkeiten von R™.

4.1. Motivation, erste Fundamentalform. Man kann viele Elemente der Geo-
metrie von Flachen entwickeln oder beobachten indem man mit Parametrisierungen zu
rechnen beginnt. Ein Analogon von reguldren Parametrisierungen fiir Kurven sind soge-
nannte Immersionen also glatte Funktionen u : U — R", die auf einer offenen Teilmenge
U C RF definiert sind, sodass fiir jedes z € U die Ableitung Du(z) : R* — R" injektiv
ist. Wir werden spéter noch einschrinkende Annahmen machen, fiir’s Erste ist das aber
nicht notwendig.

Das Analogon des Tangentialraumes und der Tangente aus in einem Punkt u(x)
ist gerade der k-dimensionale Teilraum im(Du(z)) C R™ beziehungsweise der davon
erzeugte affine Teilraum durch w(z) in E". Natiirlich kann man das innere Produkt
von R” auf den Teilraum im(Du(z)) einschrianken und dann “in der Parametrisierung”
durch eine (symmetrische) Matrix beschreiben. Um das explizit auszudriicken schreiben
wir die ite partielle Ableitung der glatten Funktion u : U — R™ als 0;u. Damit erhélt
man fiir 7, j = 1,..., k glatte Funktionen g’ : U — R, die durch

gij () := (Giu(x), Dju(x))

definiert sind. Man nennt diese Funktionen die Koeffizienten der ersten Fundamental-
form. Nach Konstruktion gilt g () = g¥;(r) und man kann (g;;) entweder als sym-
metrische Matrix glatter Funktionen auf U oder als glatte Funktion von U in den
Raum der symmetrischen k x k-Matrizen betrachten. Schreibt man u in Komponen-
ten als (u',...,u") dann ist die Jacobi-Matrix (Du) von u gerade die Matrix (9;u’) mit
i=1,...,kund j=1,...,n (n Zeilen, k Spalten) und man erhélt (gj;) = (Du)"(Du).

Es ist auch klar, was das Analogon von Reparametrisierungen in diesem Bild ist.
Man betrachtet einen Diffeomorphismus ¢ : V' — U, wobei V' C R* noch eine offene
Teilmenge ist und die glatte Funktion v := uwo ¢ : V — R", die nach der Kettenregel
ebenfalls eine Immersion ist. Explizit besagt die Kettenregel gerade, dass (Dv) das
Produkt der n x k-Matrix (Du) und der k x k-Matrix (Dg) ist. Damit erhélt man

(9i;) = (Dv)'(Dv) = (Dy)"(Du)'(Du)(De) = (D) (g55) (D).

In Komponenten ausgeschrieben bedeutet das g;; = Zf,s:l 0" g 0;0°. Um sich die
Summenzeichen zu ersparen benutzt man in der Differentialgeometrie oft die Finstein
Summenkonvention, die besagt, dass in einer Formel in der ein oberer und ein unte-
rer Index gleichen Namens vorkommen, automatisch iiber diese Indizes summiert wird
(wobei der Bereich iiber den der Index summiert wird implizit klar sein muss). Unter
Benutzung der Konvention schreibt man die Gleichung einfach als gj; = 9" g,,0;°.

23
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Wiirden wir parallel zum Fall der Kurven vorgehen, dann wiirden wir versuchen,
“geometrische Objekte” in dieser Form durch ihre Bilder in Parametrisierungen zu de-
finieren und dann zu iiberpriifen, ob/wie das mit Reparametrisierungen vertréglich ist.
Dagegen ist prinzipiell nichts einzuwenden, das (relativ einfache) Beispiel der ersten
Fundamentalform zeigt aber auch, dass die Dinge in diesem Bild recht schnell kompli-
ziert werden. (Vor allem, wenn man sich vorstellt im néchsten Schritt Ableitungen der
ersten Fundamentalform oder Ahnliches zu bilden.)

Wir werden einen anderen Zugang wéhlen, wobei die Unterschiede aber nicht fun-
damental sind, sondern eher in der Interpretation liegen. Wir werden nédmlich zunéchst
die Sprache der Teilmannigfaltigkeiten von R™ entwickeln, fiir die man wohldefinierte
Begriffe von glatten Funktionen und allgemeineren geometrischen Objekten sowie fiir
Ableitungen und allgemeinere Operationen auf der Teilmannigfaltigkeit erhélt. Wie wir
sehen werden, kann man Teilmannigfaltigkeiten durch lokale Parametrisierungen be-
schreiben und dann in Objekte in dieser Beschreibung interpretieren und mit ihnen
rechnen. Dann kann man auch berechnen, wie sich Reparametrisierungen auf diese Ob-
jekte auswirken.

Teilmannigfaltigkeiten von R"

4.2. Definition von Teilmannigfaltigkeiten. Wir wollen versuchen, Analysis
und insbesondere Differentialrechnung auf Teilmengen von R™ zu betreiben, die nicht
offen sind. Die Grundidee dafiir ist einerseits, dass das fiir R¥ C R” natiirlich problemlos
funktioniert. Andererseits ist Differenzieren eine lokale Operation und man kann sich
vorstellen, dass die Bilder “schéner” Teilmengen unter Diffeomorphismen ebenfalls schon
sind. Dann kann man die Definition von glatten Funktionen auf solchen Teilmengen
einfach auf die {ibliche Analysis zuriickfithren.

DEFINITION 4.2. (1) Eine Teilmenge M C R™ heiit eine k-dimensionale Teilman-
nigfaltigkeit wenn es fiir jeden Punkt z € M offene Teilmengen U,V C R™ mit x € U
und einen Diffeomorphismus ® : U — V gibt, sodass ®(U N M) = V N RF gilt. Hierbei
betrachten wir R* als die Teilmenge jener Punkte von R”, deren letzte n—k Koordinaten
Null sind. Der Diffeomorphismus ® heif$t eine lokale Trivialisierung fiiv M.

(2) Sei M C R"™ eine Teilmannigfaltigkeit und m € N beliebig. Eine Funktion f :
M — R™ heifit glatt wenn es fiir jeden Punkt x € M eine offene Teilmenge U C R™ mit
r € U und eine Funktion f: U — R™ gibt, die glatt im Sinne der Analysis ist, sodass
floom = flo gilt.

(3) Seien M C R™ und N C R™ Teilmannigfaltigkeiten. Dann nennt man eine
Funktion f: M — N glatt wenn f glatt als Funktion nach R™ ist.

Wir bemerken zunichst, dass man fiir die Teilmenge R* C R”" fiir jeden Punkt
x € RF einfach U = V = R" und ® = id withlen kann um R* zu einer k¥ dimensionalen
Teilmannigfaltigkeit von R™ zu machen. Aus bekannten Resultaten der Analysis folgt
leicht, dass Teil (2) der Definition genau die iiblichen glatten Funktionen auf R* liefert
(die man ja problemlos auf R™ ausdehnen kann). Ahnlich kann man fiir eine offene
Teilmenge U C R™ und jeden Punkt z € U einfach V = U und ® = id wéhlen und
sieht, dass U eine n-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R" ist. Wiederum liefert Teil
(2) die tiblichen glatten Funktionen, weil Glattheit ein lokales Konzept ist. Teil (3) der
Definition sagt uns dann insbesondere was glatte Funktionen von offenen Teilmengen
von R™ in ein k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit M von R™ sind, ndmlich einfach glatte
Funktionen (im Sinne der Analysis) nach R”, die Werte in M haben. Insbesondere ist
damit klar, was glatte Kurven in M sind.
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Als Teilmenge von R"™ erbt jede Teilmannigfaltigkeit M eine Topologie. Nach Defini-
tion ist eine Teilmenge W C M genau dann offen in M, wenn es eine offene Teilmenge
W C R" gibt, sodass W = W N M. Ist nun z € W und ® : U — V wie in Definition
2, dann ist U := W N U offen in R™ und nach dem inversen Funktionensatz ist auch
CID(U ) :=V C V offen in R* und Q| U — V ein Diffeomorphismus. Nach Konstrukti-
onist UNM =W n (U N M) und das Bild dieser Teilmenge ist genau V NR*. Damit
sehen wir, dass offene Teilmengen von Teilmannigfaltigkeiten selbst Teilmannigfaltig-
keiten (der gleichen Dimension) sind.

Schliefflich liefert das offensichtlich ein Konzept, das invariant unter Diffeomorphis-
men ist: Sei F' : R" — R" ein Diffeomorphismus und M C R" eine k-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit, dann ist auch F(M) C R" eine k-dimensionale Teilmannigfal-
tigkeit: Fiir # € F(M) betrachtet man F~'(z) € M, passende offene Mengen U
und V' mit F~!'(z) € U und einen passenden Diffeomorphismus ® : U — V. Dann
setzt man U = F (U), was eine offene Teilmenge ist, die x enthélt und betrachtet
®o (Fly)™ : U — V und bemerkt, dass ein Punkt y € U genau dann in U N F(M)
liegt, wenn F~!(y) in UNM liegt. Das zeigt sofort, dass ®o (F|y)~" die in der Definition
geforderte Eigenschaft hat.

BEISPIEL 4.2. Teilmengen von R™ anhand der Definition als Teilmannigfaltigkeiten
zu erkennen ist meist eher miihsam, der Vollstdndigkeit halber besprechen wir aber
wenigstens ein Beispiel in dieser Form. Wir werden in Kiirze Resultate beweisen, die
viel einfachere Kriterien liefern.

Betrachten wir die Einheitssphire S?~! C R". Betrachten wir zunichst e; € S*!
und schreiben Elemente von R™ als (¢,x) mit ¢ € R und z € R" !, also e¢; = (1,0).
Die Teilmenge U := {(¢t,z) : t > |z|} C R" ist offen und natiirlich ist e; = (1,0) € U.
Andererseits ist auch

Vi={(y,s) ER":y e R" |y <1,s €R,s > —1}
eine offene Teilmenge von R™. Nun definieren wir ® : U — R" durch
D(t,7) = (-, |(t,2)] — 1)

und ¥ : V. — R™ durch U(y,s) = (A, Ay) mit A = A(y,s) = \/% Dann sind das
y

offensichtlich glatte Funktionen und wegen |;z| = 1|z| hat ® Werte in V. Analog hat
die zweite Komponente von ¥(y, s) Norm A|y| < A, also hat ¥ Werte in U. Nun hat aber
O(U(y,s)) = ®(A, A\y) als erste Komponente offensichtlich y. Die zweite Komponente
ist AW/1+y2—1=(s+1)—1 = s, also ist ® o ¥ = idy. Andererseits gilt fiir

¢t > 0 die Gleichung |(t,z)| = \/t? + [z|> = t1/1 4+ %|z|? und daraus folgt sofort, dass

A3z, |(t,z)| — 1) = ¢ und somit ¥ o ® =idy gilt. Alsosind ®: U -V und U : V — U
inverse Diffeomorphismen und offensichtlich liegt (¢, ) genau dann in S™~! wenn die
letzte Koordinate von ®(¢,z) gleich 0 ist.

Betrachten wir nun einen beliebigen Punkt z € S"™!, dann ist x ein Einheitsvektor
in R”, also findet man eine orthogonale Matrix A, die e; auf x abbildet. Damit ist
aber U, := {Az : z € U} eine offene Teilmenge von R", die = enthdlt und wir kénnen
®, : U, — V durch ®,(z) := ®(A12) definieren. Analog definiert man ¥, : V — U,
als W,(y,s) = AU(y,s) und offensichtlich ist dies eine glatte Inverse zu ®,. Fiir die
orthogonale lineare Abbildung A~! gilt |A~12| = |z| also gilt z € U, N S"! genau dann
wenn A™'z € UNS™ !, also genau dann, wenn die letzte Komponente von ®,(z) gleich
0 ist. Damit erfiillt die Familie {(U,, ®,) : # € S"~'} alle Eigenschaften aus Definition
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und wir haben verifiziert, dass S"~! eine (n — 1)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit
von R” ist.

4.3. Tangentialraum und Tangentialabbildung. Die Grundidee der Differen-
tialrechnung ist, dass die Ableitung einer Funktion in einem Punkt die bestmdgliche
lineare Approximation der Funktion in diesem Punkt sein soll. Dazu bendétigt man
zunéchst einen Vektorraum der die Teilmannigfaltigkeit approximiert, den man im Fall
von Teilmannigfaltigkeiten einfach als Teilraum von R™ auffassen kann. Man koénnte
diesen Teilraum in eher offensichtlicher Weise {iber lokale Trivialisierungen wie in De-
finition definieren. Konzeptuell ist es aber handlicher, eine Definition zu benutzen,
die keine Wahlen beinhaltet.

DEFINITION 4.3. Sei M C R" eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit und = € M
ein Punkt. Dann betrachten wir alle glatten Kurven ¢ : I — M, wobei I C R ein offenes
Intervall ist, das 0 enthélt und die ¢(0) = x erfiillen und definieren Tangentialraum T, M
an M bei x aller Vektoren in R™ die man in der Form ¢/(0) fiir solche Kurven realisieren
kann.

Das ist natiirlich eine Definition, die fiir beliebige Teilmengen von R™ Sinn macht, im
Allgemeinen erhélt man so aber keine Teilrdume von R™. Mit so einer Definition ist aber
auch klar, dass es eigentlich nur eine sinnvolle Definition fiir die Ableitung einer glatten
Funktion f : M — N zwischen zwei Teilmannigfaltigkeiten gibt. Einerseits sollte fiir
eine glatte Kurve ¢ : I — M und eine glatte Funktion f : M — N auch foc: I —- N
eine glatte Kurve sein. Wenn zusétzlich die Kettenregel gelten soll, dann muss man
aber dann die Ableitung (f o ¢)’(0) berechnen kénnen, indem man die Ableitung von
f im Punkt ¢(0) auf ¢(0) anwendet. Wir kénnen nun beweisen, dass das im Fall von
Teilmannigfaltigkeiten tatsdchlich so funktioniert.

SATz 4.3. (1) Fir eine k—-dimensionale Teilmannigfaltigkeit M C R™ und jeden
Punkt x € M st der Tangentialraum T, M ein k—-dimensionaler Teilraum von R™.

(2) Fiir eine glatte Funktion f: M — N zwischen Teilmannigfaltigkeiten und jeden
Punkt x € M gibt es eine eindeutige lineare Abbildung T, f : T,M — Ty N die dadurch
charakterisiert ist, dass T, f(c'(0)) = (f o ¢)/(0) fiir jede glatte Kurve ¢ : I — M wie in
Definition [{.3 gilt.

(8) Sind f : M — N und g : N — P glatte Funktionen zwischen Teilmannigfaltig-
keiten, dann ist auch die Komposition go f : M — P glatt und fiir jeden Punkt x € M
gilt die Kettenregel Tp(go ) = Tramyg o Tof : ToM — Typa)) P

BEWEIS. (1) Nach Definition finden wir offene Teilmengen U,V C R"™ mit x € U
und einen Diffeomorphismus ® : U — V, sodass ®(U N M) = V N R* gilt. Dann ist
D®(z) : R" — R" ein linearer Isomorphismus und wir behaupten, dass T, M mit der
Teilmenge E := {X € R" : D®(z)(X) € R*¥ C R"} iibereinstimmt, die offensichtlich
ein k-dimensionaler Teilraum von R" ist.

Sei zunéchst ¢ : I — M eine glatte Kurve wie in Definition Weil U C R" offen
ist und x € U gilt, gibt es ein offenes Teilintervall I € I mit 0 € I, sodass ¢(I) in U und
damit in U N M enthalten ist. Damit ist aber ®oc : I — R” eine glatte Kurve in R”, die
Werte in R* C R hat. Offensichtlich ist dann (® o ¢)'(0) = D®(c(0))(/(0)) € R, also
folgt T,M C E. Umgekehrt kénnen wir fiir einen Vektor X € R¥ C R"” und ¢t € R den
Punkt ®(z) 4+ tX € R” betrachten. Da V = ®(U) offen in R" ist, finden wir ein offenes
Intervall I C R mit 0 € I, sodass ®(x) +tX € V fiir all ¢ € I gilt. Damit definiert aber
c(t) .= & 1(®(z) + tX) eine glatte Kurve ¢ : I — R™, die nach Konstruktion Werte in
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U N M hat. Damit ist aber ¢/(0) = DO~} (®(x))(X) € T, M, was sofort £ C T, M und
damit (1) impliziert.

(2) Nach Definition der Glattheit finden wir eine offene Teilmenge U C R” mit x € U
und eine Funktion f : U — R™ die glatt ist und auf UNM mit f iibereinstimmt. Fiir eine
Kurve ¢ : I — M wie in Definition [4.3|koénnen wir wieder annehmen, dass ¢(I) C UNM
gilt. Dann ist aber foc = foc: I — R™ und aus der Analysis ist bekannt, dass dies
eine glatte Kurve ist. Damit existiert (f o ¢)’(0) und stimmt nach der Kettenregel der
Analysis mit D f(z)(c(0)) iiberein. Daraus folgt, dass ¢ (0) — (f o ¢)'(0) wohldefiniert
ist und als Abbildung mit Df(z)|z,ar : ToM — R™ iibereinstimmt. Das vervollsténdigt
einerseits den Beweis von (2), anderseits bemerken wir, dass Df(z)(T,M) C TjuN
gilt.

(3) Fiir einen Punkt x € M finden wir eine offene Teilmenge U C R™ mit x € U
und eine glatte Funktion f : U — R™, die auf U N M mit f iibereinstimmt. Analog
finden wir zum Punkt f(z) € N eine offene Teilmenge V' C R™ mit f(x) € V und eine
glatte Funktion ¢ : V — R, die auf V N N mit g iibereinstimmt. Indem wir U durch
U N f~Y(V) ersetzen diirfen wir oBdA annehmen, dass f(U) € V gilt. Dann ist aber
Gof:U — R’ eine glatte Funktion und fiir y € U N M ist g(f(y)) = ¢(f(y)) und
weil f(y) € N gilt, stimmt das mit g(f(y)) tiber ein. Da der Punkt z beliebig war, ist
go f: M — P eine glatte Funktion.

Aus Teil (2) wissen wir dann aber, dass T,(g o f) mit der Einschrankung von
D(§o f)(x) auf T,M C R” iibereinstimmt. Nach der Kettenregel der Analysis ist aber
D(jo f)(x) = Dg(f(z)) o Df(z) und aus Teil (2) wissen wir, dass auf dem Teilraum
T, M die Abbildung D f (x) mit T}, f iibereinstimmt. Insbesondere liegen die Werte dann
in Ty N, und darauf stimmt Dg(f(x)) nach (2) mit Tj,)g iiberein, was den Beweis

vervollstandigt. O

Sei U C R™ eine offene Teilmenge, M C R" eine Teilmannigfaltigkeit und f : U —
M eine glatte Funktion. Dann ist f glatt im Sinne der Analysis als Funktion nach R"
und der Beweis zeigt, dass fiir z € U die Tangentialabbildung 7} f mit der Ableitung
Df(x) im Sinne der Analysis iibereinstimmt.

4.4. Einfachere Beschreibungen. Nachdem wir die Grundbegriffe beisammen
haben, konnen wir jetzt die einfacheren Beschreibungen von Teilmannigfaltigkeiten her-
leiten. Betrachten wir eine lokale Trivialisierung ® : U — V wie in Definition 4.2 dann
ist es naheliegend, den Zielraum (in dem V enthalten ist) als R¥ x R"™* zu betrach-
ten. Zerlegt man ® entsprechend in Komponenten (¢, ®,) dann sind ¢, : U — RF
und ®, : U — R"* natiirlich glatte Funktionen. Die Bedingung in Definition
sagt dann gerade, dass U N M = ®,'({0}) gilt, also erhiilt man eine Realisierung
von M als Nullstellenmenge einer glatten Funktion. Zusétzlich folgt aus der Tatsache,
dass ® ein Diffeomorphismus ist natiirlich dass fiir jeden Punkt y € U die Ableitung
D®y(y) : R* — R™* surjektiv ist.

Betrachten wir andererseits die Inverse ®~! : V — U, dann konnen wir W :=
V N RF betrachten, was offensichtlich eine offene Teilmenge von R* ist. Und natiirlich
ist @7y : W — R" glatt und schriinkt sich zu einer Bijektion W — U N M ein.
Da die Ableitung dieser Funktion in jedem Punkt von W offensichtlich injektiv ist,
erhalten wir das Analogon einer lokalen reguldren Parametrisierung fiir M. Zusétzlich
ist aber die Einschrankung ®; |y der Funktion ®; von oben natiirlich stetig fiir die
Teilraumtopologie auf U N M und nach Konstruktion ist sie invers zu ®~!|y. Damit
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definiert aber ®~!|;; einen Homdomorphismus von W auf U N M und ist somit eine
Einbettung im Sinne der Topologie.

Jeder dieser beiden “Teile” einer lokalen Trivialisierung ist ausreichend um eine
Teilmenge von R™ als Teilmannigfaltigkeit zu identifizieren. Dazu erhélt man auch gleich
eine angepasste Beschreibung der Tangentialrdume.

SATZ 4.4. Sei M C R™ eine Teilmenge auf der wir die von R"™ induzierte Topologie
betrachten. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) M ist eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™.

(2) (“M ist lokal regulire Nullstellenmenge”) Fiir jedes x € M gibt es eine offene
Teilmenge U C R™ mit x € U und eine glatte Funktion F : U — R sodass gilt

e MNU = F1({0})
o Fliir jedes y € M NU ist DF(y) : R® — R"* surjektiv.

Firy e UNM ist dann T,M = Ker(DF(y)).

(3) (“M besitzt lokale regulire Parametrisierungen”) Fiir jedes x € M gibt es offene
Teilmengen V.C R* mit x € V := VN M und U C R¥ und eine glatte Funktion
w:U —V sodass gilt:

e u ist ein Homoomorphismus von U auf die offene Teilmenge V' von M.
o Fliir jedes z € U ist Du(z) : R¥ — R™ ingektiv.

Fir y =u(z) € V ist dann T,M = im(Du(z)).

BewEis. Die Uberlegungen zu Beginn dieses Abschnitts zeigen, dass (1)=(2) und
(1)=(3) gelten.

(2)=(1): Sei * € M und seien U und F : U — R"* gegeben. Dann ist E; :=
ker(DF(x)) ein k-dimensionaler Teilraum von R™ und wir fixieren eine Identifikation
von E; mit R* und eine lineare Projektion p : R® — E; (d.h. eine lineare Abbildung, die
auf F; mit der Identitét iibereinstimmt). Dann definieren wir ® : U — E; X Rk ~ R
durch ®(y) = (p(y — =), F(y)). Dann kénnen wir D®(x) als lineare Abbildung mit
Werten in E; x R betrachten und weil p linear ist, gilt offensichtlich D®(x)(X) =
(p(X), DF(x)(X)). Damit ist D®(x)(X) = 0 dquivalent zu DF(x)(X) = 0 und p(X) =
0. Die erste Bedingung impliziert aber X € E; und damit p(X) = X. Damit ist D®(z)
injektiv und daher ein linearer Isomorphismus. Also finden wir offene Teilmengen UcU
und V C E; x R"* sodass sich ® zu einem Diffeomorphismus U — V einschrinkt.
Aber nach Konstruktion gilt y € U N M genau dann, wenn F'(y) = 0 und damit wenn
®(y) € By, C By x R"* also definiert ® : U — V eine lokale Trivialisierung.

Ist c: I — M eine glatte Kurve durch y € M NU wie in Definition 4.3] dann kénnen
¢(I) C U annehmen und nach Konstruktion ist (F o ¢)(t) = 0 fiir alle ¢ € I. Damit ist
(Foc)'(0) =0, also ¢(t) € ker(DF(y)). Damit sehen wir, dass T,M C Ker(DF(y)) gilt
und da beides k-dimensionale Teilrdume von R" sind, miissen Sie iibereinstimmen.

(3)=(1): Der Beweis ist dhnlich, nur konstruiert man die Inverse zu ®. Wir fixieren
wieder z € M und nehmen U, V und u : U — V wie in (3) und betrachten den eindeu-
tigen Punkt 2y € U, sodass u(zo) = z gilt. Dann ist im(Du(z)) ein k-dimensionaler Teil-
raum von R"™ und wir wéahlen einen dazu komplementaren Teilraum £ C R”, den wir mit
R"~* identifizieren konnen. Nun betrachten wir ¥ : U x E — R, U(z, X) := u(z) + X
und sehen sofort, dass D¥(zy,0) : R¥ x E — R™ ein linearer Isomorphismus ist. Damit
finden wir eine offene Umgebung W von (zp,0) in R* x E, auf der sich ¥ zu einem
Diffeomorphismus einschriankt. Nun ist aber W NR¥ eine offene Umgebung von 2, also
u(W NR¥) eine offene Umgebung von # in V = M N V. Damit finden wir eine offene
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Teilmenge W C R”, sodass u(WNRF) = M N W gilt. Betrachten wir nun die offe-
nen Teilmengen U := W N ¥(W) und V := U1(U) von R" und R* x E. Dann ist
¥ : V — U ein Diffeomorphismus und wenn U(z,X)e Mn U liegt, dann gibt es nach
Konstruktion einen Punkt Z € W N R*, sodass ¥(z, X) = u(z) = ¥(z,0) gilt. Wegen
der Bijektivitit von ¥ muss daher z = Z und X = 0 gelten, also ist 7! : U — V eine
lokale Trivialisierung fiir M um z.

Seien y € V und z € U mit u(z) = y. Fiir Y € R* hat die Kurve t — z + tY auf
einem Intervall I, das Null enthélt Werte in U. Dann ist ¢(t) := u(z + tY') eine Kurve
wie in Definition 4.3/ und ¢/(0) = Du(z)(Y"). Damit ist aber im(Du(z)) C T,M und da
beides k-dimensionale Teilrdume von R™ sind, folgt die Gleichheit. OJ

Dieses Resultat fithrt unmittelbar zu vielen Beispielen fiir Teilmannigfaltigkeiten.
Um die Sphére S™"~1 als Teilmannigfaltigkeit von R zu erkennen, kann man etwa einfach
die Funktion f : R™ — R betrachten, die durch f(z) := (z,x) gegeben ist. Wir wissen
schon, dass Df(z)(X) = 2(z, X) und die Regularititsbedinung vereinfacht sich hier zu
Df(z) # 0, was offensichtlich fiir alle z # 0 erfiillt ist.

Analog kann man fiir eine offene Teilmenge U C R* und eine glatte Funktion f :
U — R"* die Teilmenge M := {(x, f(x)) : x € U} C R", also den Graphen von f
betrachten. Fiir diese Teilmenge definieren wir u(x) := (x, f(x)) und fiir Y € R* erhalten
wir Du(z)(Y) = (Y, Df(z)(Y)). Da die Projektion auf die ersten k Koordinaten sich
auf M zu einer stetigen Inversen zu u einschrankt, ist u eine globale Parametrisierung
fiir M und somit M eine glatte Teilmannigfaltigkeit von R™.

Als weiteres Beispiel betrachten wir einen Torus. Fiir R > r > 0 betrachten wir
einen Kreis vom Radius r in der (z, z)-Ebene, den wir um einen Kreis vom Radius R
in der (z,y)-Ebene rotieren lassen. In Termen von 2 Koordinaten, die wir als Winkel
interpretieren liefert das die glatte Funktion

u(t,s) == ((R+rcoss)cost,(R+rcoss)sint,rsins).

. . . —(R+rcoss)sint —rsinscost . .
Die Ableltung 1st DU(t, S) = (R+rcoss)cost —rsinssint | . Wegen R > r ist die erste
0

Spalte dieser Matrix immer ungleich 0 also kénnen die Spalten héchstens dann linear

abhéngig sein, wenn cos s = 0 gilt. In diesem Fall ist aber sins = £1 und dann ist die
Determinante des oberen 2 x 2-Blocks entweder R + r oder R — r also sind auch dann
die Spalten linear unabhéngig. Somit ist Du(t, s) injektiv fiir beliebiges ¢t,s € R und
natiirlich ist u injektiv auf jedem Produkt von offenen Intervallen mit Lange kleiner 27.
Es ist auch leicht einzusehen, dass ¢ auf solchen Produkten eine topologische Einbettung
ist, also erhalten wir so lokale Parametrisierungen des Torus.

4.5. Diffeomorphismen und der inverse Funktionensatz. Lokale Parametri-
sierungen liefern uns auch eine schone Charakterisierung glatter Funktionen. Diese er-
laubt uns insbesondere, iiber lokale Parametrisierungen lokal glatte Funktionen auf ei-
ner Teilmannigfaltigkeit zu definieren. Auflerdem koénnen wir damit leicht den inversen
Funktionensatz auf Teilmannigfaltigkeiten verallgemeinern.

Der Begrift eines Diffeomorphismus verallgemeinert sich problemlos auf Teilman-
nigfaltigkeiten: Ein Diffeomorphismus von M nach N ist einfach eine bijektive glatte
Funktion f : M — N, sodass auch die inverse Funktion f=!: N — M glatt ist. Ist f ein
Diffeomorphismus, dann folgt aus der Kettenregel in Satz sofort, dass die linearen
Abbildungen T, f : T,M — TN und Tj, i TyyN — T, M invers zueinan-
der sind. Da offene Teilmengen von Teilmannigfaltigkeiten selbst Teilmannigfaltigkeiten
sind, macht es auch keine Probleme zu definieren, wann f : M — N lokal um einen
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Punkt x € M ein Diffeomorphismus ist. Das bedeutet einfach, dass es offene Teilmen-
gen U von M und V von N mit z € U und f(x) € V gibt, sodass sich f zu einem
Diffeomorphismus von U nach V' einschréankt. Schlielich nennt man f : M — N einen
lokalen Diffeomorphismus wenn f lokal um jeden Punkt x € M ein Diffeomorphismus
ist.

PROPOSITION 4.5. Sei M C R"™ eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit. Dann
qilt:

(1) Ist u : U — V eine lokale Parametrisierung fir eine Teilmannigfaltigkeit M C
R", dann ist u ein Diffeomorphismus von U auf die offene Teilmenge V 0 M von M.
Umgekehrt definiert jeder solche Diffeomorphismus eine lokale Parametrisierung fiir M.

(2) Fiir eine Funktion f: M — R™ sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) f ist glatt.

(i) f ist stetig und fir jeden Punkt x € M gibt es eine lokale Parametrisierung
w:U =V fir M mit z € V, sodass f ou : U — R™ glatt im Sinne der
Analysis ist.

(iii) f st stetig und fir jede lokale Parametrisierung u : U — V fiir M ist fou:
U — R™ glatt im Sinne der Analysis.

BeEweis. (1) Natiirlich ist eine lokale Parametrisierung u glatt als Funktion U — M
und bijektiv als Funktion nach V := V N M. Also bleibt zu zeigen, dass u™' : V — U
glatt ist. Aber lokal um jeden Punkt in U finden wir wie im Beweis von Satz einen
Diffeomorphismus ¥ der u erweitert. Dann kénnen wir die Inverse ® := ¥~! wieder in
Komponenten (®;, ®,) zerlegen. Aber dann ist ®; eine Erweiterung von u™!, die glatt
auf einer offenen Teilmenge von R" ist.

Seien umgekehrt U C R¥ und V' C M offene Teilmengen und u : U — V ein Diffeo-
morphismus. Dann ist « ein Hom6omorphismus und wir finden eine offene Teilmenge
V Cc R*mit U = MNU, also erfiillt v : U — V alle Eigenschaften einer lokalen
Parametrisierung.

(2) Offensichtlich folgt (iii) aus (i), weil die Komposition glatter Funktionen glatt
ist und klarerweise folgt (ii) aus (iii), also bleibt zu zeigen, dass (i) aus (ii) folgt. Aber
aus Teil (1) wissen wir, dass fiir eine Parametrisierung v : U — V, und V := VN M die
Abbildung u~! : V — U glatt ist. Ist f eine Funktion, sodass f ou glatt ist, dann kann
man f|y als (f ou)owu™! schreiben und das ist glatt als Komposition von zwei glatten
Funktionen. Fiir eine Funktion f, die die Bedingung aus (ii) erfiillt, finden wir somit
eine Uberdeckung von M mit offenen Teilmengen, sodass die Einschrankung von f auf
jede dieser Teilmengen glatt ist. Daraus folgt aber sofort, dass f selbst glatt ist. [

Daraus kénnen wir nun leicht die allgemeine Version des inversen Funktionensatzes
ableiten:

SATZ 4.5. Seien M C R™ und N C R™ glatte k-dimensionale Teilmannigfaltigkei-
ten und sei f : M — N eine glatte Funktion. Ist x € M ein Punkt, sodass die lineare
Abbildung T, f : T, M — Ty N invertierbar ist, dann ist f lokal um x ein Diffeomor-
phismus.

BEWEIS. Nach Satz finden wir lokale Parametrisierungen v : U — W fiir M und
v:V — Z fir Nmitz € WNM und f(z) € ZNN. Da f und u stetig sind, sind
fUZ)c M und U :=u'(f~ (Z)) C R* offen, und f o u bildet U nach Z := ZNN
ab. Damit ist aber v™' o fou : U — R eine glatte Funktion (im Sinne der Analysis)
und nach Konstruktion ist ihre Ableitung in u~!(z) invertierbar. Nach dem inversen
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Funktionensatz fiir offene Teilmengen gibt es eine offene Teilmenge U c U sodass
v=to fou sich zu einem Diffeomorphismus von U auf eine offene Teilmenge Vcv
einschrinkt. Nun sind aber auch w(U) € WNM und v(V) € ZNN offen und man kann
flu@ als vo(v™to fou)o(ul;) ™" schreiben. Das impliziert einerseits, dass Fu(U)) c (V)
gilt und andererseits dass f |u(U) als Komposition von 3 Diffeomorphismen selbst ein
Diffeomorphismus ist. O

Fundamentalformen und Kriimmungen

4.6. Tangentialflichen und Einheitsnormalenfeld. Nachdem wir den analyti-
schen Hintergrund entwickelt haben, konnen wir nun beginnen, geometrische Aspekte zu
studieren. Fiir eine k-dimensionale glatte Teilmannigfaltigkeit M C R™ und einen Punkt
x € M koénnen wir parallel zum Fall von Kurven in eine geometrische Version des

Tangentialraumes betrachten. Dazu definieren wir 7™ als den k-dimensionalen affinen

Teilraum durch x mit modellierendem Teilraum T, M C R". Offensichtlich ist das mit
Bewegungen vertraglich. Fiir eine Euklidische Bewegung f mit zugehoriger orthogonaler
Matrix A wissen wir aus dass f(M) eine glatte Teilmannigfaltigkeit von R™ ist und
natiirlich ist T4 f(M) = A(T,M). Nach Satz ist aber f(7M) ein affiner Teilraum
von R™ mit modellierendem Teilraum A(7,M). Da f(z) nach Konstruktion in diesem
affinen Teilraum liegt, sehen wir, dass f(7M) = Tf((g) gilt. Dieser affine Tangentialraum
spielt aber keine wichtige Rolle in der Theorie.

Wie schon in besprochen kénnen wir das innere Produkt von R fiir jeden Punkt
x € M auf den Tangentialraum T,M einschranken. Man erhélt also eine Familie von
positiv definiten inneren Produkten auf den Tangentialrdumen von M, die man als die
erste Fundamentalform von M bezeichnet. Betrachten wir nun eine lokale Parametri-
sierung u fiir M, die auf einer offenen Teilmenge U C R* definiert ist. Dann ist fiir
jeden Punkt y € U die Ableitung Du(y) ein linearer Isomorphismus R* — T,,,) M, mit
dem man das innere Produkt auf R zuriickziehen kann. Die Matrixdarstellung dieses
inneren Produkts (beziiglich der Standardbasis {e;}) ist gerade die Matrix (g4 (y)) aus
4.1l

Die Grundidee der Kriimmung von ebenen Kurven ist, dass die Kriimmung misst, wie
schnell sich die Tangente der Kurve dreht, siehe insbesondere Proposition [2.6] Versucht
man das in hohere Dimensionen zu verallgemeinern, dann wird der Fall von Teilmannig-
faltigkeiten der Codimension 1 besonders einfach. Betrachten wir eine n-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit M von R™*!, dann ist fiir jeden Punkt € M der Tangentialraum
T,M eine Hyperebene in R"*! also hat (7,M)* Dimension 1. Also kann man versu-
chen, die Tangentialrdume durch einen Normalvektor zu beschreiben. Das motiviert die
folgenden Definitionen.

DEFINITION 4.6. (1) Eine Hyperfliche in R"™! ist eine Teilmannigfaltigkeit M der
Dimension n. Im Fall n = 2 spricht man von Fldchen.

(2) Sei M C R™*! eine Hyperfliiche. Ein lokales Einheitsnormalenfeld n fiir M ist
eine glatte Funktion n von einer offenen Teilmenge U C M nach R"*! sodass fiir jeden
Punkt z € U der Vektor n(z) € R"™! die Bedingungen |n(z)| = 1 und n(z) L T, M
erfiillt.

(3) Eine Hyperfliche M C R™"! heiBit orientierbar, wenn sie ein globales (also auf
ganz M definiertes) glattes Einheitsnormalenfeld besitzt.

PROPOSITION 4.6. Jede Hyperfiiche M C R™*! besitzt lokal um jeden Punkt x € M
glatte Einheitsnormalenfelder. Ist U C M eine zusammenhdngende offene Teilmenge,
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sodass ein auf U definiertes glattes Einheitsnormalenfeld w fiir M existiert, dann gibt
es genau zwet solche, ndamlich n und —n.

BEWEIS. Nach Satz E 4f finden wir eine offene Teilmenge U c R mit z € U
und eine glatte Funktion F : U — R, sodass U := M NU = F~*({0}) gilt und fiir
alle y € U DF(y) # 0 gilt. Fiir jeden Punkt y € U ist dann T,M = Ker(DF(y)).
Aus der Analysis ist bekannt, dass dann der Gradient grad(F') eine glatte Funktion
U — R™! definiert, die durch (grad(F)(z),X) = DF(z)(X) fiir z € U und X € R"+!
charakterisiert ist. Insbesondere ist |grad(F)(y)| > 0 fiir alle y € U und indem wir
eventuell U verkleinern kénnen wir annehmen, dass |grad(F)(z)| > 0 fiir alle z € U
gilt. Damit definiert aber n(z) := Wgrad(}? )(2) eine glatte Funktion U — R"+1,
deren Einschrénkung auf U natiirlich ebenfalls glatt ist. Nach Definition gilt aber T}, M =
Ker(DF(y)) = grad(F)(y)* = n(y)* fiir alle y € U, also haben wir ein lokales glattes
Einheitsnormalenfeld gefunden.

Sind n und n zwei auf U definierte Einheitsnormalenfelder, dann gilt offensichtlich
n(y) = £n(y) fiir alle y € U. Insbesondere kann die glatte Funktion (n, n) nur die Werte
1 und —1 annehmen und muss daher fiir zusammenhéngendes U konstant sein. 0J

BEISPIEL 4.6. (1) Fiir die Sphire S™ C R™™ ist 7,S™ = z* fiir alle x € S™, also
liefert n(z) = x globales Einheitsnormalenfeld fiir S™. (Natiirlich ist das gerade der
normierte Gradient der Funktion F(z) = (z,2) — 1.)

(2) Fiir beliebiges M betrachten wir offene Teilmengen U,V C M, sodass U NV
zusammenhingend ist. Hat man dann lokale Einheitsnormalenfelder n¥ auf U und n"
auf V' gefunden, dann muss nU\UmV = inV|UmV gelten. Indem man falls notig n¥ durch
—n" ersetzt, kann man nY|yny = 0|y und damit definieren die beiden Funktionen
gemeinsam ein glattes Einheitsnormalenfeld auf U U V. So kann man lokale Einheits-
normalenfelder weiter ausdehnen.

Im Fall des Torus wie in Abschnitt beschrieben sieht man leicht, dass man
so ein globales Einheitsnormalenfeld erhélt, indem man etwa immer das “nach auflen
weisende” lokale Einheitsnormalenfeld benutzt. Also ist auch der Torus orientierbar.
Das funktioniert aber nicht immer, wie das Beispiel eines Mobiusbands zeigt, das nicht
orientierbar ist.

(3) Fiir Fliachen kann man lokale Einheitsnormalenfelder auch leicht aus lokalen
Parametrisierungen konstruieren. Ist M eine Fliche in R® und u : U — M eine lokale
Parametrisierung, dann sind die partiellen Ableitungen d;u : U — R? fiir i = 1,2
natiirlich glatte Funktionen, deren Werte in jedem Punkt y € U linear unabhingig
sind. Damit definiert aber auch dju x dyu (Kreuzprodukt in R?) eine glatte Funktion
U — R? die nirgends Null ist. Somit ist auch m(ﬁlu x Oyu) eine glatte Funktion

U — R3. Nach Proposition kénnen wir eine glatte Funktion n : u(U) — R? durch
n(u(y)) = m(ﬁlu(y) X Osu(y)) definieren und nach Konstruktion liefert das
ein lokales Einheitsnormalenfeld.

4.7. Gauflabbildung, Weingartenabbildung und zweite Fundamentalform.
Um zu sehen, wie sich die Tangentialrdume einer Hyperfliche “drehen” liegt es nun
nahe, lokale Einheitsnormalenfelder zu differenzieren. Dazu beobachten wir noch, dass
man eine lokales Einheitsnormalenfeld auf einer offenen Teilmenge V' C M als glatte
Funktion n : V — S® C R™! betrachten kénnen. In dieser Form nennt man n eine
lokale Gaufabbildung fiir M. Fiir x € V kann man nun die Ableitung T,n : T, M —
Ta(z)S™ betrachten. Nun ist aber Ty ,)S™ = n(z)t = T, M, also kann man die Ableitung
als lineare Abbildung L, : T,M — T,M betrachten. In dieser Form nennt man die
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Ableitung die Weingartenabbildung von M in x. Da man auf T, M ein inneres Produkt
hat, kann man L, dquivalent als Bilinearform 71, auf T, betrachten, wobei I1,(X,Y) :=
(X, L,(Y)) ist. Diese Bilinearform nennt man die zweite Fundamentalform von M bei
x. Analog zur ersten Fundamentalform konnen wir diese Bilinearform in einer lokalen
Parametrisierung wieder als Matrix schreiben. W&hlt man lokal das andere mogliche
Einheitsnormalenfeld, dann wechseln offensichtlich sowohl die Gauflabbildung, als auch
die Weingartenabbildung und die zweite Fundamentalform das Vorzeichen.

Betrachten wir also eine lokale Parametrisierung v : U — M und eine lokales
Einheitsnormalenfeld n, das auf u(U) definiert ist. Dann ist now : U — R™! eine
glatte Funktion und nach der Kettenregel erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen
dj(now)(z) = Tyn(0ju(z)). Damit sind aber die Eintragungen der Matrix der zweiten
Fundamentalform gerade (0;u, dj(now)) und definieren damit glatte Funktionen auf U.
Wir erhalten also wieder eine Matrix I solcher Funktionen. Damit kénnen wir nun
eine wichtige Eigenschaft der zweiten Fundamentalform beweisen:

Sarz 4.7. Die Matriz (I11}) ist symmetrisch, d.h. 11} = IT}. Daher ist in jedem
Punkt x € M die Weingartenabbildung L, : T,M — T, M symmetrisch in dem Sinne,
dass (L,(X),Y) = (X, L,(Y)) fiir alle X, Y € T,M gilt.

BEWEIS. Da Qju(z) € Ty)M fiir alle z € U gilt, ist die Funktion (;u, nou) : U — R
identisch Null. Bildet man davon die jte partielle Ableitung, dann erhélt man

0= 0;((Qiu,nou)) = (9;0;u,n o u) + (O;u, dj(n o u)).

Damit ist aber I1j; = —(0;0;u,n o u) und die Symmetrie von (II}) folgt aus der Sym-
metrie der zweiten partiellen Ableitungen. Die Symmetrie von L, folgt dann direkt aus
der Definition. OJ

Die zweite Fundamentalform besitzt eine schone geometrische Interpretation mittels
Kurven. Dazu betrachten wir eine Hyperfliche M C R™*!, einen Punkt x € M und ein
lokal um z definiertes Einheitsnormalenfeld n. Auflerdem wollen wir eine Richtung in
x festlegen, die wir durch einen Einheitsvektor X € T, M beschreiben. Dann spannen
X und n(z) eine Ebene in R™™ auf, fiir die sie eine Orthonormalbasis bilden. Diese
bestimmt eine affine Ebene durch den Punkt z, die man mit M schneiden kann. An-
schaulich ist es plausibel, dass der Schnitt eine Kurve ist und natiirlich kann man die
affine Ebene mit E? identifizieren. Wir kénnen nun beweisen, dass man tatsichlich eine
reguldre Kurve erhélt, deren Kriimmung (als ebene Kurve) durch die zweite Fundamen-
talform berechnet werden kann.

PROPOSITION 4.7. Sei M C R™"! eine Hyperfliche, v € M ein Punkt, n ein lokal
um x definiertes Finheitsnormalenfeld und X € T, M ein Vektor mit (X, X) = 1. Sei
E :={x+tX +sn(zx):t,s € R} die affine Ebene durch x, die von X und n(x) erzeugt
wird. Dann gibt es eine offene Umgebung von x in E deren Schnitt mit M eine requldre
Kurve ¢ in E ist. Wihlen wir auf E die Orientierung, die durch {n(x), X} bestimmt
ist, dann ist die Krimmung von ¢ im Punkt x durch 11(X,X) gegeben.

BEWEIS. Realisieren wir M lokal um z als reguliire Nullstellenmenge durch F : U —
R mit = € U, wobei wir annehmen kénnen, dass n auf U N M definiert ist. Dann ist
V .= U N FE eine offene Umgebung von z in £ und wir kénnen F zu einer glatten
Funktion F|y : V — R einschrinken. Offensichtlich ist die Nullstellenmenge von F|y
gerade V' N M und nach Konstruktion ist D(F|y)(z)(n(z)) # 0. Indem wir V' wenn
notig verkleinern, kénnen wir erreichen, dass D(F|y)(y) # 0 fir alle y € V N M gilt.
Damit ist aber F'|, reguldr also V' N M eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von E
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und eine lokale Parametrisierung fiir diese Teilmannigfaltigkeit um z liefert eine regulér
parametrisierte Kurve.

Wiéhlen wir eine Bogenldngenparametrisierung ¢ : (—e, ¢) — V dieser Kurve mit
c(0) = z, sodass /(0) = X gilt. Dann ist ic/(0) = —n(z), also ist die Kriitmmung von ¢
in z gerade —(c”(0),n(x)). Da aber ¢ Werte in M hat, erhalten wir 0 = (¢/(¢),n(c(t)))
fiir alle . Differenzieren wir das nach ¢, dann erhalten wir

0= (c"(t),n(c(t)) + ('(t), (noc)'(t)).
Aber fiir t = 0 ist (no¢)'(0) = Teyn(c/(0)) = Ly(X) und die Behauptung folgt. O

In Anbetracht dieses Resultats liegt es nahe, die Funktion X ~— I7,(X, X) auf der
Einheitssphire S"~! C T, M zu betrachten. Offensichtlich ist das eine glatte Funktion,
die man die Normalkrimmung von M bei x nennt. Da II, eine symmetrische Biline-
arform ist, ist X — I1,(X, X) eine quadratische Form auf 7, M und daher durch ihre
Einschrénkung auf die Sphére eindeutig bestimmt. Durch Polarisierung kann man 7,
aus dieser quadratischen Form zuriickgewinnen, etwa durch

[L(X,Y) = YIL(X + Y, X +Y) = [L,(X, X) — [L(Y,Y)).

4.8. Extrinsische Kriimmungen fiir Hyperflichen. Fiir eine Hyperfliche M C
R und einen Punkt 2 € M mit einem lokal um z definierten Einheitsnormalenfeld
n liefert die Weingartenabbildung L, eine lineare Abbildung auf dem Tangentialraum
T, M, die zusdtzlich symmetrisch beziiglich der Einschrankung des inneren Produkts ist.
Die einzige Wahl, die wir dazu getroffen haben, war die des Einheitsnormalenfeldes und
lokal um z gibt es nur zwei mogliche Einheitsnormalenfelder. Die zweite Wahl —n lie-
fert einfach nur —L, als Bilinearform, also kann man mit dieser Uneindeutigkeit leicht
umgehen. (Es ist nicht schwierig einen Begriff von orientierten Hyperflichen zu ent-
wickeln, der dann eines der beiden Einheitsnormalenfelder auswéahlt und so die Freiheit
im Vorzeichen eliminiert.)

Fiir symmetrische Abbildungen (und daher fiir symmetrische Bilinearformen) lie-
fert aber die lineare Algebra numerische Invarianten die uns hier geometrische Grofien
liefern: Eine symmetrische lineare Abbildung ist immer (orthogonal) diagonalisierbar
mit reellen Eigenwerte, also hat man (mit Vielfachheit gezéhlt) n solche Eigenwerte. Zu
jedem dieser Eigenwerte gibt es einen Eigenraum und verschiedene Eigenrdume stehen
orthogonal aufeinander. Wenn man glatte Funktionen mit Werten in den symmetrischen
linearen Abbildungen betrachtet, dann kénnen sich die Vielfachheiten der Eigenwerte
andern, was die Situation analytisch heikel macht. Es ist aber kein Problem, die Koeffi-
zienten des charakteristischen Polynoms einer Familie A(x) von Matrizen zu betrachten,
die ja ebenfalls unabhéngig von der Wahl einer Basis sind. Diese Koeffizienten sind nach
Konstruktion durch polynomiale Ausdriicke in den Eintragungen der Matrix gegeben.
Wenn also die Familie A(x) glatt von x abhéngt, dann gilt das auch fiir die Koeffizienten
des charakteristischen Polynoms, also insbesondere fiir die Determinante det(A(x)) und
die Spur tr(A(z)). Das motiviert die folgende Definition.

DEFINITION 4.8. Sei M C R™"! eine Hyperfliche, € M ein Punkt, n ein lokal um
x definiertes Einheitsnormalenfeld und L, die Weingartenabbildung bei z.

(1) Die Eigenwerte r;(x) von L, heiBen die Hauptkrimmungen von M in x, die
zugehorigen Eigenrdume die Hauptkrimmungsrichtungen.

(2) Der Punkt x heiit ein Nabelpunkt (“umbilic point”) von M, wenn alle Haupt-
kriitmmungen in x gleich sind, also L, ein Vielfaches der Identitdt ist. Sind alle ;(x)
gleich Null, dann heifit = ein Flachpunkt.
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(3) Eine glatte Kurve ¢ : I — M heifit Krimmungslinie wenn fiir jedes t € I die
Ableitung ¢'(t) € T, M ein Eigenvektor fiir L ist.

(4) Die Gaupkrimmung von M ist durch K (z) := det(L,) = [, xi(x) gegeben.

(5) Die mattlere Krimmung von M ist durch H(z) := + tr(L,) = = ", k;(x) gegeben.

Aus den Bemerkungen von oben folgt sofort, die GauBkriimmung und die mittlere
Kriimmung lokal um z glatte Funktionen auf M sind. Auch sind alle diese Gréfien nicht
von der Wahl von Parametrisierungen abhéngig sondern nur von n, und diese Wahl
beeinflusst hochstens ihr Vorzeichen. Wir kénnen auch sofort sehen, dass alle dieser
Konzepte vertriglich mit (orientierungstreuen) Bewegungen sind. Ist namlich f(y) =
Ay +b eine Bewegung f : R"™ — R™"*1 dann ist f ein Diffeomorphismus, also f(M) C
R™ eine glatte Hyperfliiche, siche [1.2] Fiir 2 € M ist dann Ty, f(M) = A(T, M) und
somit ist fiir ein lokal um 2 definiertes Einheitsnormalenfeld n natiirlich Aono f~! ein
lokal um f(z) definiertes Einheitsnormalenfeld fiir f(M). Daraus folgt sofort, dass die
Weingartenabbildung lokal um f(z) durch L,y = AoL,0A™" gegeben ist. Entsprechend
haben Ly, und L, die gleichen Eigenwerte und das gleiche charakteristische Polynom.

BEISPIEL 4.8. (1) Fiir eine affine Hyperebene E C R™™! mit Normalvektor X €
R"™! definiert natiirlich n(z) = X ein globales Einheitsnormalenfeld. Damit ist die
Gauflabbildung konstant, also L, = 0 fiir alle x € E also sind alle Kriimmungen konstant
gleich 0.

(2) Fiir R > 0 sei S} := {x € R"™ : |z| = R} die Sphire vom Radius R. Dann
ist natiirlich n(z) = 1z ein globales Einheitsnormalenfeld, also ist die GauBabbildung
durch Multiplikation mit % gegeben. Damit ist aber L, = %id fir alle x € S}. Also
ist jeder Punkt ein Nabelpunkt, alle Hauptkriimmungen sind gleich R, K(z) = R™ und
H(z) = R fiir alle x.

(3) Betrachten wir einen Zylinder in R3, etwa M = {(x,y, 2) : 22 + 3*> = R?}. Dann
erhalten wir lokale Parametrisierungen durch (0,2) — (Rcosf, Rsinf,z) fir z € R
und 6 € (a,b) mit b — a < 27. Eine Einheitsnormale in (Rcos#, Rsiné, z) erhalt man
natiirlich durch (cos#,sin,0), also ist n(z,y,2) = %(x,y,0) fiir alle (z,y,2) € M.
Insbesondere ist 0.n = 0, also erhélt man hier einen Eigenvektor mit Eigenwert 0 und die
senkrechten Geraden t — (x,y,t) in M sind Kriimmungslinien. Auf horizontale Ebenen
eingeschrénkt ist aber n wieder 1 Rid und damit erhidlt man hier einen Eigenvektor zum
Eigenwert % und die horizontalen Kreise sind ebenfalls Kriimmungslinien. Insbesondere
sind alle Kriimmungen konstant, k; = 0, kg = %, K=0und H = ﬁ.

Wir kénnen die Hauptkriimmungen auch leicht in Termen der Normalkriimmung
aus interpretieren. Ist X € T,M ein FEigenvektor von L, zum Eigenwert A mit
| X| =1, dann ist [7,(X, X) = (X, L,(X)) = A, also sind die Hauptkriitmmungen Werte
der Normalkriimmung. Betrachten wir I, als quadratische Form ¢ auf S"~! c T, M,
dann ist fiir X € S"~! natiirlich TxS" ! = X*. Aus der Definition von ¢ folgt aber
sofort, dass Txq(Y) = 211,(X,Y) = 2(L,(X),Y) gilt. Aber natiirlich ist X genau
dann ein Eigenvektor von L, wenn (L,(X),Y) = 0 fiir alle Y € X* gilt. Damit sind
aber die Hauptkriimmungen genau die kritischen Werte der Normalkriimmung. Da S™~!
kompakt ist muss ¢ sowohl ein Maximum als auch ein Minimum annehmen, die natiirlich
kritische Werte sind. Im Fall n = 2 von Flachen, gibt es nur 2 Hauptkriimmungen, diese
miissen also das Minimum und das Maximum der Normalkriimmung sein, vergleiche
mit Beispiel (3) von oben.

Als einfaches Beispiel eines Klassifikationssatzes konnen wir zeigen, dass die Beispiele
(1) und (2) von oben im wesentlichen die einzigen Hyperflichen sind, in denen jeder
Punkt ein Nabelpunkt ist.
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PROPOSITION 4.8. Sei M C R™! eine zusammenhdngende, orientierbare Hyper-
fliche, sodass jedes x € M ein Nabelpunkt ist. Dann ist M Teil einer affinen Hyperebene
oder einer Sphdre.

BEWEIS. Nach Voraussetzung finden wir ein globales Einheitsnormalenfeld n : M —
R"™! und fir z € M und X € T, M ist T,n(X) = a(x)X fiir eine Zahl a(z) € R. Im
Bereich einer lokalen Parametrisierung v : U — M mit x € u(U) erhalten wir fiir die
glatte Funktion now : U — R™™ und jedes i = 1,...,n die Gleichung 9;(n o u)(y) =
a(u(y))d;u(y). Daraus folgt einerseits, dass y — a(u(y)) glatt ist, also definiert a lokal
um z (und damit global auf M) eine glatte Funktion. Andererseits kénnen wir die jte
partielle Ableitung der Gleichung 0;(n o u) = (a o u)d;u bilden und erhalten

0;0;(nou) = (0j(aou))diu+ (aou)d;ou.

Bilden wir analog die ite partielle Ableitung der entsprechenden Gleichung fiir den Index
j, dann erhalten wir wegen der Symmetrie der zweiten partiellen Ableitungen sofort
(0i(aow))0ju = (0j(aou))du. Aber fiir i # j und jedes y € U sind 0;u(y) und d;u(y)
linear unabhéngige Vektoren in R™*! also ist das nur fiir 9;(aou)(y) = 9;(aou)(y) =0
moglich. Damit ist a o u auf w(U) konstant und weil M zusammenhéngend ist, ist a
global eine Konstante.

Ist a = 0, dann ist n(z) = X fiir einen fixen Vektor X € S® C R"*'. Da X normal
auf jeden Tangentialraum von M steht folgt sofort, dass die Funktion z +— (z, X') auf
M konstant ist, also ist M in einer affinen Hyperebene enthalten. Ist a # 0, dann
betrachtet man die Funktion f : M — R"*!, die durch f(z) = z — In(x) gegeben ist.
Nach Konstruktion gilt T, f = 0 fiir alle € M, also ist ist f(z) = zq fiir einen fixen
Punkt zo € R™!. Damit gilt aber z = z + in(z), also insbesondere |z — x| = 1/a,
also liegt M in der Sphéire mit Radius 1/a um x. [

4.9. Formeln fiir Flichen in R3. In und haben wir die erste und zweite
Fundamentalform fiir eine Hyperfliche M C R""! in lokalen Parametrisierungen explizit
verstanden. Fiir Flichen in R3 ist die traditionelle Notation, die erste Fundamentalform

als Matrix <? g) zu schreiben. Man betrachtet also eine lokale Parametrisierung

u:U — M und setzt E = (01u, 01u) und so weiter. Analog bezeichnet man die zweite

! g), also ist e = I1(0yu,diu) = (Oyu,d(no

u)) = —(0101u,n o u) und so weiter. Um die Kriimmungen ausrechnen zu koénnen,
bendtigen wir die Matrix der Weingartenabbildung, die ja durch 17(X,Y) = (L.(X),Y)
charakterisiert ist. In der Parametrisierung w ist sie durch Lyy)(0;u) = Y=, Li0;u geben,
was (mit Einstein Summenkonvention) sofort I} = Lfg}jj impliziert. Nun wissen wir
ja, dass die erste Fundamentalform einfach das innere Produkt beschreibt, das nicht
degeneriert ist. Damit gibt es zu (gj;(y)) immer eine inverse Matrix, die wir als (¢”(y))
schreiben. Nach der Kramerschen Regel kann man die Eintragungen dieser Matrix als
Quotient der Determinante einer Teilmatrix von (gii(y)) und der Determinante der
ganzen Matrix (die nirgends verschwindet) schreiben. Daraus sehen wir sofort, dass
auch die Matrix (¢ (y)) glatt von y abhingt. Aus der Definition folgt dann sofort, dass
L) = 1T g" gilt.

Nach bekannten Resultaten iiber Determinanten ist daher det(L) = det(17) det(g) ™.

eg—f?
EG-F?

Fundamentalform mit der Matrix (e

Fiir n = 2 liefert das den expliziten Ausdruck K ou = fiir die GauBlkriimmung.

—1
Fir n = 2 gilt (? g) = ﬁ (_GF _EF) und man erhélt die Matrix zu L
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1 6G — fF —GF + fE
50T \ [G— gF —[F+gE
eG+gE—-2fF

2(EG-F?) -

men kénnen wir benutzen, dass K = kjky und H = %2 gelten. Damit ist aber

H? — K = (85%2)? also k1, = H £V H? — K. (Das entspricht auch der Tatsache, dass
das charakteristische Polynom von L durch ¢* — tr(L)t 4+ det(L) gegeben ist.) Um Ei-
genvektoren von L und damit die Hauptkriimmungsrichtungen zu bestimmen, kénnen
wir benutzen, dass X € T, M genau dann ein Eigenvektor fiir L, ist, wenn die Vektoren
X und L,(X) linear abhingig sind. Aquivalent muss die Determinante der Matrix mit
den Spalten X und L,(X) verschwinden. Damit ist fir o, € R adju + f0u genau
dann ein Eigenvektor wenn der folgende Ausdruck verschwindet.

explizit als . Insbesondere erhalten wir fiir die mittlere

Kriimmung den Ausdruck H ou = Um die Hauptkriimmungen zu bestim-

a a(eG— fF)+B(—eF + fE)\ _ 2 0~ B o
det (5 o(fG — gF) + B(—fF + gE)) =© (fG—gF)+aB(gE —eG) + 3*(eF — fF)

BEISPIEL 4.9. (1) Wir betrachten den Torus in R3. Aus Abschnitt kennen wir
schon lokale Parametrisierungen und die ersten Ableitungen mit R > r > 0:

u(t,s) = ((R+rcoss)cost, (R+rcoss)sint,rsins)
Oyu(t,s) = (—(R+rcoss)sint, (R + rcoss)cost,0)

Oau(t,s) = (—rsinscost, —rsinssint, rcoss).

Damit erhalten wir sofort F = (R+7coss)?, F' = 0 und G = r%. Man sieht auch sofort,
dass n(t,s) = (costcoss,sint cos s, sin s) immer ein Einheitsvektor ist, der sowohl auf
Oru als auch auf dyu normal steht. Damit haben wir ein Einheitsnormalenfeld gefunden.
Damit folgt

on(t,s) = (—sintcos s, costcoss,0)
Oon(t,s) = (—costsin s, —sintsin s, cos s)

und das liefert e = (R + rcoss)coss, f = 0, g = r. Einsetzen in die Formeln liefert
K = %. Nach Voraussetzung ist R > r > 0, also ist der Nenner immer positiv
und somit stimmt das Vorzeichen von K mit dem Vorzeichen von coss iiberein. Die
Gauflkriimmung ist also auf dem &ufleren Teil des Torus positiv, auf dem inneren Teil
negativ. Differenzieren von K zeigt sofort, dass die Extrema von K bei § = 0und 6 = =
liegen, dort ist K = 1/r(R+7r) bzw. K = —1/r(R —r).

Fiir die mittlere Kriimmung ergibt sich H = %. Wiederum ist der Nenner

immer positiv, aber das Verhalten des Zéahlers hangt vom Verhéltnis zwischen R und r
ab. Ist R > 2r, dann ist H {iberall positiv, fiir R = 2r gibt es auch Nullstellen von H
und fiir R < 2r werden auch negative Werte angenommen.

Da f = F = 0 gilt, vereinfacht sich die Gleichung fiir die Hauptkriimmungsrichtun-
gen zu 0 = af(gF — eG) und man sieht leicht, dass gE — eG nirgends verschwindet.
Die Losungen dafiir sind offensichtlich (o, 8) = (1,0) und (0,1). Also beschreiben 0yu
und dou in jedem Punkt Hauptkriimmungsrichtungen und die Kurven ¢ — u(t, sg) und
s+ u(ty, s) sind fiir fixes sy bzw. o immer Kriimmungslinien. Fiir die Hauptkriimmun-

gen erhélt man dann & = =2 1

9 1
E = Rircoss und G r

In klassischer Terminologie nennt man Punkte z einer Flidche mit K (z) > 0 elliptisch,
Punkte mit K (z) < 0 hyperbolisch und Punkte mit K (z) = 0 aber H(x) # 0 parabolisch.
Eine schénen Interpretation dieser Bedingungen erhélt man durch das folgende Beispiel,
dass auf den ersten Blick recht speziell aussieht. Betrachten wir eine offene Umgebung U
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von 0 in R? und den Graphen M := {(z,y, h(z,y)) : (z,y) € U} einer glatten Funktion
h:U — R, die h(0,0) = 0 und Dh(0,0) = 0 erfiillt. Dann definiert natiirlichu : U — M,
u(z,y) = (z,y, h(x,y)) eine globale Parametrisierung von M. Nach unseren Annahmen
an h ist 01u(0,0) = (1,0,0) und deu(0,0) = (0,1,0). Damit ist 7o M die z-y-Ebene und
0;0;u(0,0) = (0,0,0;0;h(0,0)). Damit folgt sofort, dass im Nullpunkt £ = G = 1 und
F = 0 gilt und wenn man das Einheitsnormalenfeld n mit n(0,0) = (0,0, —1) wéhlt,
dann ist (113) = (9;0;h(0,0)), die Hesse Matrix von h in 0 und diese stimmt mit der
Matrix von L iiberein.

Die Bedingung K (0) > 0 sagt gerade, dass beide Eigenwerte Ly ungleich Null sind
und das gleiche Vorzeichen haben, also ist die Hesse Matrix von A in diesem Fall positiv
definit bzw. negativ definit. Das bedeutet aber dass 0 ein lokales Minimum bzw. ein
lokales Maximum von h ist. Damit liegt aber M lokal um 0 auf einer Seite der z-y-
Ebene. Ist K(0) < 0, dann sind beide Eigenwerte von Ly ungleich Null, haben aber
verschiedenes Vorzeichen. Dann ist aber 0 ein Sattelpunkt von h, also finden sich in
jeder Umgebung von 0 Punkte auf beiden Seiten der Tangentialebene. Die Bedingung,
dass K(0) = 0 aber H(0) # 0 ist, besagt genau, dass die Hesse-Matrix Rang 1 hat, also
héngt das lokale Verhalten um den Punkt von Termen héherer Ordnung ab.

Tatséchlich kann man jede Fléche lokal um jeden Punkt in dieser Form darstellen:
Sei M C R? eine Fliche, x € M ein Punkt und T, M C R3 der Tangentialraum bei x
und 7,M = x + T, M die affine Tangentialebene in x. Fiir jeden Punkt y € R? kann
man y — x eindeutig als Summe eines Vektors in T, M und eines Vektors, der normal
auf T, M steht schreiben. Ist n ein lokal um x definiertes Einheitsnormalenfeld, dann
kann man diese Zerlegung als y = x + (y — x — a(y)n(x)) + a(y)n(x) schrieben, wobei
a(y) = (y — z,n(x)) gilt. Daraus folgt sofort, dass die ersten beiden Komponenten eine
glatte Funktion R® — 7, M definiert. Schrinken wir diese zu p : M — 7,(M) ein, dann
erhalten wir 7T,p = id als schrankt sich p zu einem Diffeomorphismus von einer offenen
Umgebung V' von z in M auf eine offene Umgebung U von x in 7, M ein. Die Inverse
dieses Diffeomorphismus muss nach Konstruktion z € U auf z + f(z)n(z) fiir eine glatte
Funktion f : U — R abbilden. Nach Konstruktion gilt f(z) = 0 und weil wir mit der
Tangentialebene arbeiten folgt Df(x) = 0. Damit ist man (bis auf eine Euklidische
Bewegung) genau in der Situation von oben.

Somit schlieSen wir dass eine beliebige Fléche lokal um einen elliptischen Punkt ganz
auf einer Seite der affinen Tangentialebene liegt. (Aus dem gemeinsamen Vorzeichen der
beiden Hauptkriimmungen sieht man, ob das die Seite ist, in die n(x) zeigt, oder die
andere Seite.) Lokal um einen hyperbolischen Punkt finden sich hingegen auf beiden
Seiten der affinen Tangentialebene Punkte von M. In parabolischen Punkten muss es
mindesten eine affine Gerade geben, die die Fliche zu zweiter Ordnung beriihrt. Das
zeigt sich schon im Bild des Torus aus Beispiel .9) wo der duBlere Teil des Torus aus
elliptischen Punkten und der innere Teil des Torus als hyperbolischen Punkten besteht.
Die parabolischen Punkte bilden die beiden Kreise der héchsten und niedrigsten Punkte
des Torus. Die héchsten und niedrigsten Punkte haben eine gemeinsame affine Tangen-
tialebene, die den Torus in dem entsprechenden Kreis schneidet. Langs dieses Kreises
ist offensichtlich das Einheitsnormalenfeld konstant, was eine Richtung im Kern der
Weingartenabbildung liefert.



KAPITEL 5

Intrinsische Geometrie von Flachen

In unserem bisherigen Studium der Geometrie von Hyperflichen haben wir die
Fldachen “von auflen” betrachtet. Die Begriffen von Kriimmung waren im wesentlichen
davon abgeleitet, wie sich die Tangentialraume der Hyperfliche im umgebende Vektor-
raum bewegen. Eine fundamentale Einsicht von C.F. Gaufl war, dass fiir Flichen im R3
Teile der Kriimmung (in diesem Fall die GauBlkriimmung) auch “von innen” sichtbar
sind. Dieses Resultat war fiir ihn selbst so iiberraschend, dass er es als “Theorema egre-
gium” bezeichnet hat. Man kann das durch direkte Rechnung beweisen, wir werden aber
einen anderen Zugang wéhlen. Dieser hat den Vorteil, dass er sich in ein allgemeineres
Setting iibertragen ldsst und damit die Grundlagen der Riemann Geometrie bildet, die
einen zentraler Teil der Differentialgeometrie darstellt.

5.1. Intrinsische und extrinsische Grofien. Wir miissen zunéchst abklaren,
was mit “von innen sichtbar” gemeint ist. Die geometrische Betrachtung von Teilman-
nigfaltigkeiten von R” beginnt mit der ersten Fundamentalform, siehe [4.1] und also
der Einschrankung des inneren Produkts von R™ auf die Tangentialrdume von M. Diese
erlaubt uns, die Momentangeschwindigkeit einer Kurve in M oder den Schnittwinkel
zwischen zwei Kurven im Schnittpunkt zu bestimmen und es ist anschaulich klar, dass
man das von innerhalb der Teilmannigfaltigkeit kann. Man bezeichnet geometrische
Groflen, die nur von der ersten Fundamentalform abhéngen, als intrinsisch, alle ande-
ren geometrischen Gréfien werden als extrinsisch bezeichnet. Wir kénnen nun durch ein
einfaches Beispiel zeigen, dass die meisten Groflen, die wir in Kapitel 4] kennen gelernt
haben, nicht intrinsisch sind.

BEISPIEL 5.1. Betrachten wir U := (—m,7) X R und die Funktion u : U — R3, die
durch u(60,t) := (cos#,sinf,t) gegeben ist. Dann ist dyu(f,t) = (—sin, cosd,0) und
Oru(6,t) = (0,0, 1). Insbesondere ist Du(0,t) immer injektiv und man sieht leicht, dass
u einen Homoomorphismus U — u(U) := M definiert und dass M ein offener Teil eines
Zylinders in R? ist. Somit kénnen wir u aber als globale Parametrisierung fiir M be-
trachten. Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform sind in dieser Parametrisierung
durch (g) = (§9) gegeben. Damit sieht aber die erste Fundamentalform von M genau
so aus, wie die von U als offener Teil einer affinen Ebene in R?. Wir bemerken aber, dass
|u(0,0) — u(7/2,0)| = \/Li # m/2 ist, also kann u nicht Einschriankung einer Bewegung
sein.

Ein Einheitsnormalenfeld auf M ist natiirlich durch n(u(6,t)) = (cos#,sin 6, 0) gege-
ben und dafiir ist 0;(nowu) = (—sin#, cosd,0) und dx(nowu) = (0,0,0). Damit erhalten
wir fiir die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform e = 1, f = ¢ = 0 und damit ist
die Weingartenabbildung durch L, = ({§) gegeben. Also sind alle Kriimmungen kon-
stant mit kK1 =1, ko =0, H = % und K = 0. Da auf U die zweite Fundamentalform 0 ist
und daher alle Kriimmungen verschwinden, sind die zweite Fundamentalform, die Wein-
gartenabbildung, die mittlere Kriimmung, die Hauptkriimmungen, Hauptkrimmungs-
richtungen, Kriimmungslinien und &hnliches sicher nicht intrinsisch. Es bleibt also fiir
Flichen im R? héchstens die GauBkriimmung als mogliche intrinsische Grofe iibrig.

39
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Man kann das auch etwas abstrakter formulieren, was die Grundbegriffe der Riemann
Geometrie liefert. Haben wir eine glatte Teilmannigfaltigkeit M C R™ gegeben, dann
kénnen wir allgemeine Familien von inneren Produkten auf den Tangentialriumen von
M betrachten (die nichts mit dem umgebenden Raum R"™ zu tun haben miissen). Wir
betrachten einfach fiir jeden Punkt x € M ein inneres Produkt h, : T, M x T, M — R,
also eine positiv definite, symmetrische Bilinearform. Fiir eine lokale Parametrisierung
u : U — M koénnen wir dann analog zu vorgehen und fir i,7 € {1,...,k} die
Funktion hj; : U — R betrachten, die durch hj;(2) = hy(.)(9iu(2), 0ju(z)) betrachten.
Wir nennen h eine Riemann Metrik auf M, wenn es fiir jeden Punkt z € M eine lokale
Parametrisierung u : U — M mit x € u(U) gibt, sodass die Funktionen h; : U — R
alle glatt sind. Eine Mannigfaltigkeit, die mit einer Riemann Metrik ausgestattet ist,
nennt man dann eine Riemann Mannigfaltigkeit. Wir bemerken, dass man eine Riemann
Metrik problemlos auf eine offene Teilmenge einer Mannigfaltigkeit einschranken kann,
die dadurch selbst zu einer Riemann Mannigfaltigkeit wird.

Dazu gibt es natiirlich einen passenden Begriff von Abbildungen, die mit Riemann
Metriken vertréiglich sind. Fiir unsere Zwecke geniigt der einfachste Begriff, fiir den
man annimmt, dass (M, h) und (M, h) Riemann Mannigfaltigkeiten der gleichen Di-
mension k sind. Eine Isometrie ist dann eine glatte Funktion f : M — M sodass alle
Tangentialabbildungen T, f : T, M — Tf(x)]\;[ mit den inneren Produkten vertréglich
sind, also Bf(x)(Txf(X), T.f(Y)) = h(X,Y) fiir alle z € M und X,Y € T, M erfiillen.
Falls T, f(X) = 0 gilt, dann folgt daraus sofort, dass h,(X, X) = 0 und damit X =0
ist. Somit sind die Tangentialabbildungen von f injektiv und damit lineare Isomorphis-
men, also ist eine Isometrie automatisch ein lokaler Diffeomorphismus. Ist eine Isometrie
zusétzlich injektiv, dann spricht man von einer isometrischen Einbettung, ist sie bijektiv
von einem isometrischen Diffeomorphismus.

Fiir den Euklidischen Raum R"™ kann man alle Tangentialraume mit R" identifizie-
ren, also definiert das Standard innere Produkt auf R” eine Riemann Metrik auf R™. Fiir
eine Euklidische Bewegung f : R” — R" mit f(z) = Az + b ist D f(z) die orthogonale
Abbildung A fiir alle z, also ist f eine Isometrie. Umgekehrt kann man zeigen, dass fiir
beliebige zusammenhéngende offene Teilmengen U,V C R” jede Isometrie f : U — V
Einschréankung einer Euklidischen Bewegung ist. Betrachten wir nun eine k-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit M C R”, dann wissen wir aus [£.2] dass auch f(M) C R™ eine
k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit ist und natiirlich ist f : M — f(M) ein Diffeomor-
phismus. Betrachten wir nun auf M und f(M) die induzierten Riemann Metriken g wie
in Kapitel {4f (also die Einschrinkungen des inneren Produkts auf die Tangentialrdume)
dann macht das natiirlich f : (M, g) — (f(M), g) zu einem isometrischen Diffeomorphis-
mus. Die Abbildung u aus Beispiel ist natiirlich ein isometrischer Diffeomorphismus
U — u(U) = M wir haben aber schon bemerkt, dass w nicht Einschriankung einer
Bewegung sein kann. Man kann intrinsische Groflen formal als Groflen definieren, die
mit allen isometrischen Diffeomorphismen und nicht nur mit (Einschrinkungen von)
Euklidischen Bewegungen vertréglich sind.

5.2. Kovariante Ableitung lings Kurven. Betrachten wir eine glatte Teilman-
nigfaltigkeit M C R™ und eine glatte Kurve ¢ : I — M, wobei I C R offen ist. Dann
kénnen wir die Ableitung ¢ : I — R” betrachten und nach Definition ist ¢/(t) € Ty M.
Als Kurve in R” kann man ¢ problemlos nochmals differenzieren und erhéalt ¢’ : I — R™,
es gibt aber keinen Grund, warum die Werte von ¢’ tangential zu M sein sollten. Fiir
jeden Punkt x € M konnen wir nun den Tangentialraum 7, M C R" und sein orthogo-
nales Komplement (7, M)+ betrachten. Natiirlich gilt dann R™ = T, M & (T, M)* und
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die Uberlegungen aus Kapitel legen es nahe, ¢”(t) entsprechend in eine tangentiale und
eine normale Komponente zu zerlegen. Das funktioniert natiirlich auch fiir allgemeinere
Funktionen als ¢'.

DEFINITION 5.2. Sei M C R" eine Teilmannigfaltigkeit, I C R ein offenes Intervall
und ¢ : I — M eine glatte Kurve.

(1) Ein Vektorfeld lings c ist eine glatte Funktion X : I — R™, sodass X(t) €
Tc(t)M C R" fiir alle ¢t € T gilt.

(2) Fiir ein Vektorfeld X lings ¢ sei VX (t) € Ty M die tangentiale Komponente
von X'(t) € R". Die dadurch definierte Funktion VX : I — R" heifit die kovariante
Ableitung von X. Ist VX = 0, dann sagt man “X ist parallel lings ¢”.

(3) Die Kurve ¢ heifit eine Geoddte in M, wenn die V' = 0 gilt, also ¢ parallel langs
c ist.

Ist M ein Hyperfliche, dann folgt sofort, dass fiir eine Vektorfeld X ldngs ¢ die
Funktion VX : I — R" glatt und damit ebenfalls ein Vektorfeld langs c ist. Fiir tq € 1
und ein lokales glattes Einheitsnormalenfeld n, das auf einer offenen Umgebung von ¢(t¢)
definiert ist, kann man VX (¢) lokal um ¢y als X'(t) — (X’(¢),n(c(t)))n(c(t)) schreiben
und das ist offensichtlich glatt. Das gilt auch fiir allgemeine Teilmannigfaltigkeiten,
siehe den Beweis von Proposition [5.4] Eine alternative lokale Formel fiir VX erhélt
man, indem man die Gleichung 0 = (X (¢),n(c(¢))) differenziert und beachtet, dass
nach Definition (no¢)'(t) = Lew(c/(t)) gilt. Damit erhélt man sofort, dass VX(t) =
X'(t)+ TI(X(t),d(t)n(c(t)) gilt.

Ist X : I — R™ ein glattes Vektorfeld langs einer Kurve ¢ : I — M, dann kénnen wir
die glatte Funktion I — R betrachten, die durch (X (), X (¢)) gegeben ist. Ihre Ableitung
ist natiirlich durch 2(X’(t), X(t)) gegeben. Da aber nach Voraussetzung X (t) € Toy M
gilt, kann man X'(t) orthogonal nach T, M projizieren, ohne das innere Produkt mit
X (t) zu verdndern. Damit konnen wir die Ableitung auch als 2(V X (¢), X (t)) schreiben
und sehen insbesondere, dass Vektorfelder, die parallel ldngs ¢ sind, konstante Lange
haben miissen.

Die Interpretation von Geoditen ist ganz analog wie im Fall von Bogenldngenpara-
metrisierungen von Kurven. Die Tatsache, dass ¢’(t) immer orthogonal auf T;) M steht
bedeutet im Bild der Bewegung einen Teilchens gerade, dass die Beschleunigungen nur
dazu dienen, dass das Teilchen die Teilmannigfaltigkeit nicht verldsst. Daher werden
Geodéten als die Bahnen von Teilchen interpretiert, die sich in der Teilmannigfaltigkeit
“frei bewegen”. Das legt nahe, dass es sich hierbei um ein intrinsisches Konzept handeln
konnte, was aber aus der Konstruktion, die ja den umgebenden Raum benutzt, absolut
nicht offensichtlich ist. Aus der Konstruktion folgt jedenfalls sofort, dass Stiicke von af-
finen Gerade, die in M enthalten sind, mit ihrer natiirlichen Parametrisierung Geodéaten
in M sind. Sie erfiillen ja ¢’(t) = 0 und damit insbesondere auch V¢/(t) = 0. Schlieflich
sehen wir von oben, dass |¢/(t)| fiir jede Geodéte ¢ konstant ist.

5.3. Vektorfelder. Die kovariante Ableitung lings Kurven ist intuitiv leicht in-
terpretierbar, aber um ihre Eigenschaften zu studieren und zu beweisen, dass sie ein
intrinsisches Konzept ist, wird ein anderer Zugang bendtigt. Dazu betrachten wir Vek-
torfelder auf Teilmannigfaltigkeiten, also Funktionen die jedem Punkt x € M in glatter
Weise einen Tangentialvektor bei x zuordnen:

DEFINITION 5.3. Sei M C R eine Teilmannigfaltigkeit.
(1) Ein Vektorfeld auf M ist eine glatte Funktion £ : M — R", sodass fiir jeden
Punkt z € M der Wert {(z) im Tangentialraum T, M liegt.
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(2) Ein lokales Vektorfeld auf M ist ein Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge
UcC M.
(3) Die Menge aller Vektorfelder auf M wird mit X(M) bezeichnet.

Offensichtlich kann man Vektorfelder punktweise addieren und punktweise mit glat-
ten Funktionen multiplizieren. Damit ist X(M) ein Vektorraum und ein Modul {iber
dem kommutativen Ring C*°(M,R) mit Einselement.

Vektorfelder erlauben uns nun ein Analogon von Richtungsableitungen fiir Funktio-
nen auf Teilmannigfaltigkeiten zu definieren. Da man auf so einer Teilmannigfaltigkeit
keine “konstanten” Richtungen hat, erlaubt man einfach, dass die Richtung glatt vom
Punkt abhéngt, also durch ein Vektorfeld beschrieben wird. Sei also M C R"™ eine Teil-
mannigfaltigkeit, F' : M — R™ eine glatte Funktion und & € X(M) ein Vektorfeld.
Dann definieren wir eine Funktion - F' : M — R™ durch (£ F)(z) := T, F(£(x)). Lokal
um jeden Punkt zy € M kann man F als Einschrinkung einer glatten Funktion F' auf
einer offenen Teilmenge von R™ schreiben und dann ist T, F die Einschrankung von
DF(z) auf den Tangentialraum 7, M. Damit kann man aber & - F als @ — DF(x)(£(z))
schreiben und das ist offensichtlich glatt, also ist £ - F' eine glatte Funktion auf M.

Hat F Werte in einer Teilmannigfaltigkeit N C R™, dann gilt (- F)(x) € TN fiir
jedes x € M. Schlieflich impliziert die Produktregel sofort, dass fiir glatte Funktionen
f:M—Rund F: M — R™, das (punktweise) Produkt fF : M — R™ und £ € X(M)
die Gleichung & - fF = (- f)F + f(& - F) gilt. Damit kénnen wir Vektorfelder und ihre
Wirkung auf Funktionen in lokalen Parametrisierungen beschreiben, wobei wir von nun
an durchgehend die Summenkonvention benutzen.

PROPOSITION 5.3. Sei M C R" eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, U C R¥
eine offene Teilmenge und u : U — M eine lokale Parametrisierung fiir M.

(1) Zu & € X(M) gibt es eindeutige glatte Funktionen & : U — R firi=1,...,k,
sodass & ou = & Oyu gilt. Umgekehrt ist Oju o u™' fiir jedes i ein lokales Vektorfeld auf
u(U) C M.

(2) Stellen wir & o u wie in (1) dar, dann gilt fir eine glatte Funktion F: M — R
die Gleichung (£ - F) ou = £.0;(F ou).

BEWEIS. (1) Betrachten wir die erste Fundamentalform (g3;), dann habe wir in
bemerkt, dass wir fir z € U die inverse Matrix (g”(2)) zu (gj5(2)) bilden konnen,
deren Eintragungen ebenfalls glatte Funktionen sind. Damit definieren wir nun glatte
Funktionen &, durch & (z) := ({(u(z)), d;u(z))g’*(z), und betrachten &!d;u. Einsetzen
liefert dann

(&0, Opu) = &,95 = (€ o u, Oju)g”" git. = (€ 0 u, Opu).
Da die Oyu(z) immer einen Basis fiir T;,(,)M bilden folgt daraus § ou = &/, 0;u. Die letzte
Behauptung ist klar, da d;u(z) € Ty, M fiir alle z € U gilt.

(2) Nach Definition gilt &(u(z)) = &/ (z)Du(z)(e;). Damit ist aber Ty, F(§(u(2))) =

£ (2)Ty)F(Du(z)(e;)) und nach der Kettenregel ist
Ty F(Du(:)(e)) = D(F o u)(2)(es) = (F o u)(2).
O

Wir kénnen nun Vektorfelder selbst als R™-wertige Funktionen betrachten und damit
so differenzieren. Damit erhalten wir fiir ;7 € X(M) eine Funktion £ -n : M — R™.
Wir werden spéten diese Funktion in einen Tangential- und einen Normalteil zerlegen.

Zuerst beobachten wir aber eine interessante Eigenschaft, die eine der fundamentalen
Operationen der Analysis auf Mannigfaltigkeiten liefert:
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SATZ 5.3. Sei M C R"™ eine glatte Teilmannigfaltigkeit und seien &,n € X(M)
Vektorfelder auf M.

(1) Fiir jeden Punkt x € M gilt (§-n)(x) — (n-&)(x) € T, M, also definiert [{,n] :=
&-n—mn-& ein Vektorfeld auf M.

(2) Fiir jede glatte Funktion F: M — R™ gilt [§,n]- F=&-(n-F)—n-(£-F).

(3) Ist ¢ € X(M) ein weiteres Vektorfeld, dann gilt die Jacobi Identitit

[$, [n, 1] = [[&:ml, €1 + [, 1€, €11

BEWEIS. (1) Sei u : U — M eine lokale Parametrisierung. Dann koénnen wir nach
Teil (1) von Proposition nowu als n0u fiir glatte Funktionen n’, : U — R mit
i=1,...,k schreiben. Nach Teil (2) dieser Proposition erhalten wir

(5.1) (€ - n) o u=&,0;(m,0u) = (&,0m,,)0u + &m,0;0:u.

Berechnen wir analog (7 - &) o u dann liefert das wegen der Symmetrie der zweiten
partiellen Ableitungen den gleichen zweiten Term. Damit erhalten wir aber fiir (£-n—n-§)
den Ausdruck

(5.2) (& om, — n.0;€.)0mu € T, M.

(2) Aus Proposition [5.3| erhalten wir (- F') ou = n’,0;(F o u) und differenzieren mit
¢ liefert

& (0 F)ou=&0;(m,0i(F ou)) = (£L0;m,)0:(F o u) + &n,0;0:(F o w).

Driickt man 7 - (£ - F') analog aus, dann erhilt man wieder die gleichen Terme mit
zweiten partiellen Ableitungen und die Behauptung folgt sofort aus und Teil (2)
von Proposition [5.3|

(3) Natiirlich ist £ - [n,{] = &-(n-¢) — & - (C-n). Nach Teil (2) gilt aber auch
n,¢]-E=n-(C-&)—C-(n-&). Schreibt man die andere Seite der Identitét analog, dann
liefert eine einfache Rechnung das Resultat. OJ

Das Vektorfeld [£, 7] heifit die Lie Klammer von £ und .

5.4. Kovariante Ableitung von Vektorfeldern. Nun kénnen wir analog zum
Fall von Kurven aus die Ableitung eines Vektorfelds in Richtung eines anderen
Vektorfelds bilden und orthogonal in den Tangentialraum projizieren.

DEFINITION 5.4. Sei M C R" eine Teilmannigfaltigkeit. Fiir Vektorfelder £, €
X (M) definieren wir die kovariante Ableitung Ven von 1 in Richtung £ indem wir Ven(x)

als die T, M-Komponente von (£ - n)(x) beziiglich der orthogonalen Zerlegung R™
T.M & (T,M)* definieren.

PROPOSITION 5.4. Sei M C R" eine Teilmannigfaltigkeit.
(1) Fir &,n e X(M) ist Ven ein glattes Vektorfeld auf M.
(2) Ist M eine Hyperfliche, x € M ein Punkt und n lokal um z definiertes Finheits-
normalenfeld fiir M, dann gilt die Gaufl Gleichung
Ven(z) = (- n)(x) + I(&(x), n(z))n(z).
(8) Fiir £,&1,&,m,m1,1m2 € X(M) und f € C°(M,R) gelten die Rechenregeln
Veren = Vean + Ve Ve(m +n2) = Vem + Ve
Vien = fVen Vefn=(-fin+fVen
& (mme) = (Ven,m2) + (m, Veng) Ven — V€ = [€ ).
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BEWEIS. (1) Analog zum Beweis von Proposition betrachten wir eine lokale
Parametrisierung v : U — M und definieren offensichtlich glatte Funktionen ¢; : U — R
durch

'(2) = (€ - n)(u(2)), O5u(2))g" (2)
und rechnen nach, dass (£ - 7) o u — ¢'0;u immer orthogonal zu allen dyu ist. Da die
Oru(z) eine Basis von T, bilden folgt, dass (V¢n) o u = ¢'d;u gelten muss und die
Behauptung folgt.

(2) Im Fall einer Hyperfldche erhalten wir auf dem Definitionsbereich eines Einheits-
normalenfeldes natiirlich

Ven(y) = (€-n)(y) — (£ n)(y), n(y))n(y).

Da n ein Vektorfeld ist, ist (n,n) = 0 und differenziert man das in Richtung £(z), dann
erhilt man 0 = ((£-n)(x),n(z)) + (n(z), Tyn-&(x)) und nach Definition liefert der zweite
Summand I1(n(x),&(z)).

(3) Da T,n fir jedes © € M linear ist, folgt ({1 + &) -n = & - n+ & - n und weil
Differenzieren eine lineare Operation ist, erhalten wir - (7 +12) = &-m1 + & - 12. Da die
Summen punktweise sind und die Orthogonalprojektion auf den Tangentialraum eine
lineare Abbildung ist, folgen die ersten beiden Regeln.

Analog ist (££)(x) = f(2)€(z) und daher T,((f€)(x)) = f(x)Tn(€(x)), also folat
auch die dritte Rechenregel aus der Linearitdt der Orthogonalprojektion. Andererseits

wissen wir aus [5.3} dass - (fn) = (£ f)n + f(€ - n) gilt, was sofort die vierte Regel
liefert. Wie im Beweis von (2) erhalten wir

E-(m,me) = (€-m,me) + (m, & ma).

Im ersten Summanden auf der rechten Seite liegt in jedem Punkt ny(x) € T, M, also
kann man (£ -n;)(z) durch den Wert der Orthogonalprojektion auf T, M ersetzen, ohne
das innere Produkt zu verdndern. Schreibt man den zweiten Summanden analog um,
dann folgt behauptete Vertréaglichkeit mit dem inneren Produkt. Nach Definition erhélt
man Ven(z) — V,£(z) indem man (€ -n)(x) — (- £)(z) orthogonal nach T, M projiziert.
Aber nach Teil (1) von Satz liegt diese Differenz schon in 7, M und stimmt mit
(€, n](x) iiberein. O

Nachdem wir die Eigenschaften der kovarianten Ableitung abgeklért haben, konnen
wir das fundamentale Resultat fiir die intrinsische Geometrie von Teilmannigfaltigkeiten
beweisen. Trotz der Konstruktion, die natiirlich den umgebenden Raum benutzt, ist
namlich die kovariante Ableitung eine intrinsische Operation. Tatséchlich kann man
auf jeder Riemann Mannigfaltigkeit eine analoge Operation, die Levi-Civita Ableitung
konstruieren, die die Eigenschaften aus Teil (3) von Proposition 5.4/ hat und durch diese
eindeutig charakterisiert ist.

SATZ 5.4. Sei M C R" eine Teilmannigfaltigkeit. Dann ist die kovariante Ablei-

tung intrinsisch. Explizit erhdlt man fiir eine lokale Parametrisierung w : U — M und
Vektorfelder &,m € X(M) mit £ ou = &d;ju, nou=n.du die Gleichung

(Ven) 0w = &,(0;1,)0 + &L Ou,
wobei T}y == 59(Digly + 9,98 — Ougls).

BEWEIS. Im Beweis von Satz haben wir bereits (£ - 1) o u berechnet und nach
Formel (5.1) aus diesem Beweis miissen wir nur noch zeigen, dass fir z € U und
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x = u(z) € M die Orthogonalprojektion von 9;9;u(z) auf T, M durch I'};9;(u(z)) ge-
geben ist. Wie im Beweis von Proposition kénnen wir die Orthogonalprojektion als
g™ (0;0;u, Opu)Oru berechnen.

Setzen wir in die Definition von g%, ein, dann erhalten wir

0igjy = 0{05u, Opu) = (0;0;u, Opu) + (Oju, 0;0pu,).

Setzt man das ein und benutzt die Symmetrie des inneren Produkts und der zweiten
partiellen Ableitungen, dann folgt sofort, dass der Klammerausdruck in der Definition
von Ffj gerade 2(0;0;ju, Opu) ergibt und damit die Behauptung. O

Man nennt die Groéfien Ffj aus dem Satz die Christoffel Symbole (zweiter Art) in
der Parametrisierung u. Aus dem Satz erhalten wir sofort eine einfache Interpretation
fiir diese GroBen. Beschriankt man sich nédmlich auf das Bild w(U) einer lokalen Para-
metrisierung u : U — M fiir M, dann definieren die partiellen Ableitung 0;u natiirlich
Vektorfelder auf u(U), die explizit als d;uou~" gegeben sind. Fiir jeden Punkt z € u(U)
bilden die Werte dieser Vektorfelder in z eine Basis fiir T, M. Aus dem Satz folgt nun
sofort, dass fiir die kovarianten Ableitungen dieser Vektorfelder die Gleichungen

(5.3) Vouou-1(Qjuou™) =3, TF(Ouou™)

gelten. Die Christoffel Symbole beschreiben also die kovarianten Ableitungen dieser
“Basisvektorfelder”. Die allgemeine Formel fiir kovariante Ableitungen aus dem Satz
folgt daraus sofort mittels der Eigenschaften auf Teil (3) von Proposition [5.4]

5.5. Paralleltransport und Geoditen. Mit Hilfe der lokalen Darstellung der
kovarianten Ableitung aus Satz kénnen wir nun auch strukturelle Eigenschaften der
kovarianten Ableitung ldngs Kurven herleiten. Einerseits erlaubt uns die kovariante Ab-
leitung, Tangentialvektoren in natiirlicher Wiese ldngs Kurven parallel zu verschieben:

PROPOSITION 5.5. Sei M C R" eine Teilmannigfaltigkeit I C R ein offenes In-
tervall, tgo € I ein Punkt und ¢ : I — M eine glatte Kurve. Dann ¢ibt es zu jedem
Tangentialvektor Xo € Tou)\M ein eindeutiges Vektorfeld X : I — R" lings c, das
parallel lings c ist, sodass X (to) = Xo gilt.

BEWEIS. Nehmen wir zunéichst an, dass es eine lokale Parametrisierung u : U — M
gibt, sodass ¢(I) C u(U) gilt. Dann erhalten wir eine glatte Kurve v :=utoc: I — U,
deren Komponenten wir mit 4/ fiir j = 1,...,k bezeichnen. Analog zum Beweis von
Proposition [5.3] kann man jedes Vektorfeld lings ¢ als X (t) = X*(¢)d;u(y(t)) fiir glatte
Funktionen X*: I — R mit ¢ = 1, ..., k schreiben. Nun rechnen wir

X'(t) = (X1 ()0u(y(t) + X' (£)9;0:u(y() (') (2),

wobei wir die Produktregel und die Kettenregel benutzt haben. Die Forderung, dass X
parallel langs c ist, bedeutet genau, dass fiir jedes t € I die Orthogonalprojektion von
X'(t) auf T,y M verschwindet. Aber der erste Summand liegt schon in 77 M und fiir
den zweiten Summanden ist die Projektion auf T M nach dem Beweis von Satz
durch X*(t)(77)'(t)T'};00u(y(t)) gegeben. Somit ist X genau dann parallel lings ¢, wenn
fir ¢ =1,...,k die Gleichung

0= (X9)'(t) + X'(t)(+") ()T5;(7(1))
erfiillt ist. Das ist aber ein System von linearen gewohnlichen Differentialgleichungen

erster Ordnung an die Funktionen X ©: I — R¥, also gibt es zu gegebenen Anfangswerten
X"(tp) eindeutige globale Losungen.
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Im allgemeinen Fall finden wir fiir jedes s € I eine lokale Parametrisierung fiir M
in deren Bild ¢(s) liegt. Fiir ¢ € I mit t > ¢, ist ¢([to, t]) kompakt, also finden wir eine
Unterteilung ¢y < t; < -+ < ty_1 < ty = t von [to, t] und lokale Parametrisierungen
Uy 2 Uy = M mit a = 0,...,N — 1, sodass ¢([ta,tar1]) C ua(Us). Wir bezeichnen
die offene Teilmenge ¢ *(ua(Us)) C I mit I,. Wie oben erhalten wir zu X € T M
ein Vektorfeld X : Iy — R"™ langs ¢|;, : Iy — M, das parallel langs c|;, ist. Setzen
wir X, := X(t,) € T,,)M, dann finden wir analog ein Vektorfeld X : I, — R" liangs
clr, + Iy — M, das parallel langs c|;, ist. Wegen der Eindeutigkeit muss dies aber auf
dem offenen Intervall Iy N I; mit dem vorher konstruierten X iibereinstimmen, also
definieren die beiden gemeinsam ein glattes Vektorfeld X : Iy U I; — R™ und in endlich
vielen Schritten erhdlt man ein Vektorfeld, das auf einer offenen Obermenge von [to, ]
definiert ist. Fiir ¢ < ¢y argumentiert man analog mit der Kompaktheit des Intervalls
[t, to]. OJ

Sei nun ¢ : I — M eine glatte Kurve in einer Teilmannigfaltigkeit und seien a,b €
Punkte mit a < b. Dann finden wir fiir jeden Tangentialvektor Xy € T M ein glat-
tes Vektorfeld X : I — R™ ldngs ¢ mit X (a) = X, und damit einen Tangentialvektor
X(b) € TeyM . Das definiert eine Abbildung T M — Tep) M und aus der Konstruk-
tion folgt sofort, dass diese Abbildung linear ist. Man nennt sie den Paralleltransport
langs c. Durchlaufen wir die Kurve in umgekehrter Richtung, dann erhalten wir analog
eine Inverse, also ist der Paralleltransport ein linearer Isomorphismus. Auflerdem wis-
sen wir aus [0.2] dass parallele Vektorfelder lings Kurven konstante Lénge haben, also
ist | X (b)| = | Xo|, also ist der Paralleltransport ldngs ¢ sogar eine orthogonale lineare
Abbildung.

Analog konnen wir nun die lokale Existenz von Geodéten beweisen, die aus der
Interpretation als Bahnen von “freien Teilchen” in Abschnitt intuitiv einsichtig ist.

SATZ 5.5. Sei M C R™ eine Teilmannigfaltigkeit, x € M ein Punkt und X € T,M
ein Tangentialvektor bei x. Dann gibt es ein offenes Intervall I C R mit 0 € I und eine
glatte Geodite ¢ : I — M mit ¢(0) = 2 und ¢(0) = X. Ist I C R ein weiteres Intervall
und & : I — M eine weitere Geodite mit diesen Eigenschaften, dann stimmen ¢ und ¢
auf I NI iberein.

BEWEIS. Wahlen wir eine lokale Parametrisierung v : U — M mit z € u(U). Sei
z:=wu Yz) und fir i = 1,...,k sei X’ € R die eindeutige Zahl sodass X = X'0;u(z).
Ist I C R ein Intervall mit 0 € [ und v : I — U eine glatte Kurve, dann setzen wir ¢ :=
wo~y : I — M. Natirlich ist ¢(0) = z dquivalent zu (0) = z und ¢(0) = X &quivalent
zu (v7)(0) = X7 fiir j = 1,..., k. Weiters sehen wir, dass c(t) = ()" (t)0;u(y(t)) gilt.
Damit kénnen wir aber aus dem Beweis von Proposition ablesen, dass ¢ genau dann
eine Geodéte ist, wenn

0=(7")"(t) + (") () () (O (4(1))
fir alle £ = 1,...,k gilt. Das ist ein System von (nichtlinearen) gewthnlichen Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung an die Funktionen +7(t), das fiir die gegebenen
Anfangsbedingungen lokal eindeutige Losungen besitzt.

Fiir die Eindeutigkeitsaussage bemerken wir, dass /N[ ein Intervall ist, das 0 enthélt
und wir betrachten die Teilmenge A := {t € I NI : ¢(t) = ¢&(t),d(t) = &(t)}. Offen-
sichtlich ist A abgeschlossen und nicht leer, weil x € A gilt. Fiir t; € A kénnen wir wie
oben eine lokale Parametrisierung v : U — M mit ¢(ty) € u(U) wihlen und die Kurven
lokal um ¢4 als v o~ und u o7 schreiben. Wie oben folgt aber, dass v und 7 das gleiche
System von Differentialgleichungen mit gleichen Anfangsbedingungen l6sen. Damit gibt
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es aber eine offene Umgebung von ¢, auf der v und 4 und damit ¢ und ¢ und somit
auch ¢’ und ¢ iibereinstimmen. Damit ist aber A offen in I N/ und da das Intervall
zusammenhéangend ist, folgt A =1nN1. 0

Mit der Eindeutigkeitsaussage aus dem Satz kann man fiir gegebenes x und X €
T, M ein maximales offenes Intervall um 0 in R finden, auf dem eine Geodéte ¢ mit
¢(0) = 2 und ¢/(0) = X definiert ist.

5.6. Riemannkriimmung und Theorema Egregium. Sind &,7,( € X(M) Vek-
torfelder auf einer Teilmannigfaltigkeit M, dann ist nach Satz auch V,( € X(M)
also konnen wir auch die “zweite kovariante Ableitung” V¢V, ( € X(M) bilden. Dariiber
erhalten wir aber sofort Informationen. Nach Teil (2) von Satz [5.3| gilt namlich
(5.4) 0=&-(m-Q—n-(-Q)—I[&n-¢C
Man kann nun diese Gleichung in einen tangentialen und einen normalen Teil zerlegen,
die natiirlich beide verschwinden miissen. Wir analysieren das nur im Fall von Hyper-
flachen, wo wir mit einem lokalen Einheitsnormalenfeld n und der Gaufigleichung aus
Proposition [5.4]arbeiten konnen. Um die Notation zu vereinfachen, machen wir zunéchst
noch eine Beobachtung iiber die zweite Fundamentalform und die Weingartenabbildung.
Betrachten wir zwei Vektorfelder £, € X(M), dann konnen wir fiir jedes x € M die
Zahl I1,(&(z),n(x)) € R betrachten, also erhalten wir eine Funktion auf M, die wir
mit I1(£,n) bezeichnen. Analog erhalten wir fiir jedes x € M den Tangentialvektor
L,(&(x)) € T,M und wir betrachten das als Funktion L(§) : M — R™*!. Fiir eine lokale
Parametrisierung u : U — M betrachten wir die Darstellungen &(u(z)) = &\ (2)d;u(z)
und 7(u(z)) = 12 (2)9;u(z). Dann folgt nach Definition

T1(&,m)(u(2)) = Tue (&,(2)0ul2), 1, (2)05u(2)) = &,(2)m () I5(2).

Also ist TI1(§,m) : M — R eine glatte Funktion und I1(&,n) o u = &nl 11 (wobei
natiirlich  nicht als Index zu betrachten ist). Analog sieht man, dass L(§) ein Vektorfeld
auf M definiert.

In dieser Notation liefert die Gauigleichung n - ¢ = V,,¢ — I1(n, {)n. Benutzen wir
das, um & - (1 - () zu expandieren, dann erhalten wir zunéchst einen Term & - V,(
den man wieder mittels der GauBgleichung als V V,( + II1(£, V,{)n schreiben kann.
Andererseits miissen wir —I1(n,()n in Richtung ¢ differenzieren, was nach der Pro-
duktregel —(¢ - I1(n,¢))n — I1(n,)L(&) liefert. Der zweite Summand in (5.4)) zerlegt
sich analog wéhrend wir fiir den dritten Summanden direkt nach der Gaufgleichung
Viem¢ + 1], 1], )n erhalten.

Damit ist das Verschwinden des Tangentialteils von dquivalent zu

(5.5) VeVy( = VyVe€ = Vign ¢ = 11(n, Q) L(E) — 11(€,¢) L(n).

Diese Gleichung ist in mehrfacher Hinsicht bemerkenswert. Der Wert von V.V, ( in
einem Punkt x € M hingt nach Satz von den ersten und zweiten Ableitungen
der Komponentenfunktionen von ¢ und von den ersten Ableitungen der Komponenten-
funktionen von 7 in z ab. Die Gleichung zeigt aber, dass der Wert der speziel-
len Kombination von kovarianten Ableitung in der linken Seite der Gleichung in x als
I1.(n(x), () Ly (&(x)) —I1.(&(x),((x)) Ly (n(x)) berechnet werden kann und damit nur
von den Werten der drei Vektorfelder in x abhéngt.

Andererseits benotigt man zur Berechnung der linken Seite nur die kovariante Ab-
leitung, also schlieflen wir, dass der Ausdruck in der rechten Seite der Gleichung eine
intrinsische GroBe darstellt. Man nennt die durch definierte GroBe, die man fiir
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jeden Punkt x € M als trilineare Abbildung T, M x T, M x T,M — T,M interpretie-
ren kann, die Riemannkrimmung R der Riemann Mannigfaltigkeit (M, g). Man kann
diese Kriimmung allgemein fiir Riemann Mannigfaltigkeiten definieren und sie stellt die
grundlegende Invariante in der Riemann Geometrie dar.

Der Normalteil von ist durch eine Funktion mal n gegeben und sein Verschwin-
den ist natiirlich dquivalent zum Verschwinden dieser Funktion. Einsetzen liefert direkt

(5.6) 0= =115, VyC) = & I1(n,¢) + 11(n, V() + 1 - T1(§, C) + TI([€, 0], €).

Schreiben wir 11(n, () = (L(n),¢) und analog fiir 11(n, V¢(), dann sehen wir, dass der
zweite und dritte Summand gemeinsam (V¢L(n), () liefern. Analog liefern der erste
und vierte Summand gemeinsam (V, L(§), (). Schreibt man den letzten Summanden
als (L([¢,n]), (), dann erhalten wir fiir die ganze Summe ein inneres Produkt mit ¢,
dessen Verschwinden fiir beliebiges ¢ natiirlich dquivalent zum Verschwinden des ande-
ren Eintrages ist. Somit muss fiir beliebige Vektorfelder £ und n die Codazzi-Mainard:
Gleichung

(5.7) 0= VeL(n) =V, L(€) = L([€; )
gelten.

Durch die Analyse der Riemannkriimmung konnen wir nun einige Gréflen als intrin-
sisch identifizieren und insbesondere das Theorema Egregium von Gaufl beweisen.

SATZ 5.6. (1) (Theorema Egregium) Fiir eine Fliche M C R? bestimmen die Rie-
mannkrimmung und die GaufSkrimmung einander. Insbesondere ist die Gaufkrimmung
fuir Flachen intrinsisch und die Riemannkrimmung verschwindet genau dann, wenn die
Gaufkrimmung verschwindet.

(2) Fiir eine Hyperfliche M C R"™ mit Hauptkrimmungen Ki, ..., k, ist x
> icj Ki(z)kj(x) eine intrinsische Kriimmungsgrdfe, die glatt von x abhdngt.

BEwEIs. Wir beobachten zunichst einige Eigenschaften der Riemannkriimmung.
Wir formulieren das iiber den Ausdruck

(5.8) (R(£,0)(¢), C) = II(n,O)II(E,C) — 11(¢,¢)I1(n, (),

der vier Vektorfeldern &,1,¢, ¢ € X(M) eine glatte Funktion M — R zuordnet und
linear in allen vier Variablen ist. Offensichtlich wechselt die rechte Seite von (/5.8 ihr
Vorzeichen wenn man entweder & und 7 oder ¢ und §~ vertauscht, also verschwindet sie
insbesondere, wenn & = 7 oder ¢ = ¢ gilt. AuBerdem haben wir bereits beobachtet,
dass der Wert der rechten Seite in einem Punkt x € M nur von den Werten der vier
Vektorfelder in = abhéngt. Damit geniigt es, Elemente einer Basis von T, M einzusetzen.

(1) Im Fall einer Flidche wird die Riemannkriimmung damit ein ziemlich einfaches
Objekt. Betrachten wir fiir z € M eine Orthonormalbasis {X,Y} von T, M, dann ist
R(X,X)=R(Y,Y)=0und R(Y, X) = —R(X,Y), also ist die Riemannkriimmung in x
durch die Abbildung R(X,Y") bestimmt. Nun wissen wir aber, dass R(X,Y)(X) normal
auf X steht, also ein Vielfaches von Y ist, das man als (R(X,Y)(X),Y) berechnen
kann. Wir wissen auch schon, dass dieser Ausdruck gleich —(R(X,Y)(Y), X) ist und
damit auch R(X,Y)(Y) bestimmt. Damit ist die Riemannkriimmung in  durch den
Wert von (R(X,Y)(X),Y) in x bestimmt. Setzt man in (5.8) ein, dann erhélt man
IL(X,Y) —11(X,X)II(Y,Y) also gerade das negative der Determinante der Matrix
von 11, beziiglich der Basis. Fiir eine Eigenbasis stimmt das aber mit —k;(z)ka(z) =
— K (x) iiberein.

(2) In hoheren Dimensionen ist die Riemannkriimmung ein viel komplizierteres Ob-
jekt und es ist schwieriger, Information zu extrahieren. Eine relativ einfache M6glichkeit
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gibt es aber: Fiir eine Orthonormalbasis { X7, ..., X, } von T, M betrachten wir die Aus-
driicke

bij = <R(XZ,X])<X,L),X]> = [[1<XZ,X])2 - I]x(Xz,XZ)[I<X],XJ)

Dann ist b” = 0 fur alle 7 und bji = bija also Zi,j bij = 22i<j le Wir behaupten
nun, dass dieser Ausdruck unabhéngig von der Wahl der Orthonormalbasis {X;} ist.
Haben wir das gezeigt, dann folgt die Behauptung, denn einerseits ist dann Z bij
offensichtlich durch die Riemannkriimmung bestimmt, die intrinsisch ist. Andererselts
ist fiir eine Eigenbasis mit L,(X;) = r;(2z)X; naturhch Doicibijg = =i ki@)k;(2).

Um die Unabhéngigkeit von der Basis einzusehen bemerken wir, dass 11,(X;, X;) =
(Ly(X;), X;) gerade der Koeffizient aj; = a;; der Matrixdarstellung von L bezﬁglieh
der Orthonormalbasw {Xi} ist. Also erhdlt man )5, _ by = >7,_.(af; — aia ;) und wir
behaupten, dass das bis auf ein Vorzeichen der Koefﬁment von t"~2 im charakteristischen
Polynom von L, ist, der natiirlich nicht von der Basis abhéngt. Um das zu sehen,
schreiben wir das charakteristische Polynom als

ZO’EGn Sgn(0> (a101 - t5101> s (amfn - téncrn)

wobei d;; gleich 1 fiir ¢ = j und 0 fiir 7 # j. Ein Beitrag zum Koeffizienten von "~ kann
nur aus Termen kommen, bei denen o; # ¢ fiir hochstens 2 Indizes ¢ gilt. Damit kommen
nur die Summanden in Betracht, in denen o die Identitét oder eine Transposition (ij)
mit ¢ < j ist. Aus dem Summanden mit ¢ = id erhalten wir offensichtlich den Beitrag
> <j Wiij;. Andererseits erhalten wir fiir die Transposition (ij) gerade den Beitrag a;;a;;
und durch Summieren iiber alle i < j folgt die Behauptung. OJ

5.7. Mehr iiber Riemannkriimmung und Codazzi-Gleichung. In[5.6haben
wir schon festgestellt, dass der Wert der Riemannkriimmung R(&,n)(() fiir Vektorfelder
&,n,¢ € X(M) in einem Punkt € M nur von der Werten der Vektorfelder in z abhéngt.
Im Bereich einer lokalen Parametrisierung u : U — M fiir M ist die Riemannkriimmung
daher durch die glatten Funktionen Rz‘jk ¢ : U — R bestimmt, die durch

R(9;u(z), 05u(2)) (Opu(z)) = Ry;"o(2)Oku(z)

definiert sind. Aus der Definition der Riemannkriimmung {iber kovariante Ableitun-
gen ergibt sich leicht eine explizite Formel fiir diese Funktionen. Dazu beobachten wir
zunéchst, dass die Vektorfelder zu d;u und d;u nach Gleichung immer verschwin-
dende Lie Klammer haben. Damit k(’jnnen wir einfach die zweiten Kovarianten Ablei-
tungen mit Hilfe von Satz aus ) bestimmen und erhalten

Mit Hilfe der expliziten Formel fl'jr die Christoffel Symbole aus Satz kann man die
Funktionen auch direkt in Termen der ersten Fundamentalform (gj}) ausdriicken, was
aber schon recht kompliziert wird. Natiirlich kann man auch den Bezug zur zweiten
Fundamentalform in Termen entsprechender Funktionen ausdriicken. Dazu ist es einfa-
cher die Funktionen R;ji, : U — R zu betrachten, die durch R;jie = Ri;"¢g,r,;. definiert
sind. Fiir diese liefert Gleichung divekt Rjjpp = 115115 — T1;115.

In Teil (1) von Satz haben wir gesehen, dass in Dimension 2 die Riemann-
kriimmung dquivalent durch eine einzige glatte Funktion beschrieben werden kann, die
fiir Fldchen in R3 gerade die GauBikriimmung ist. In Teil (2) dieses Satzes haben wir
gezeigt, dass wir fiir Hyperflachen in hoheren Dimensionen durch zweifache Spurbildung
aus der Riemannkriimmung eine glatte Funktion erhalten, die eine Invariante darstellt.
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Das funktioniert auch auf allgemeinen Riemann Mannigfaltigkeiten und liefert die so-
genannte Skalarkrimmung. Es zeigt sich, dass man auch durch einfach Spurbildung
ein geometrisches Objekt erhilt, die sogenannte Ricci Krimmung, die jedem Punkt
x € M eine symmetrische Bilinearform auf T, M zuordnet. Mit etwas Aufwand kann
man zeigen, dass in Dimension 3 die Riemannkriimmung #quivalent durch diese Ricci
Kriimmung beschrieben wird. In hoheren Dimensionen ist die Riemannkriimmung ein
deutlich komplizierteres Objekt als die Ricci Kriimmung.

Verwendet man auf dem Euklidischen Raum E” die durch Wahl eine Nullpunktes
induzierte Identifikation mit R™ als Karte und betrachtet die Riemann Metrik, die durch
das innere Produkt gegeben ist, dann ist die erste Fundamentalform natiirlich konstant.
Daraus ergibt sich sofort, dass die Christoffel Symbole alle identisch Null sind und
damit verschwindet auch die Riemannkriimmung. Man kann in beliebigen Dimensionen
beweisen, dass die Riemannkriimmung einer n-dimensionalen Riemann Mannigfaltigkeit
genau dann identisch Null ist, wenn sie lokal isometrisch diffeomorph zu E™ ist. Im
Fall von Dimension 2 kann man dieses Resultat erweitern und zeigen, dass je zwei
Flachen mit gleicher konstanter Gaufl Kriimmung lokal isometrisch diffeomorph sind,
siche Abschnitt 4E von [Kiihnel].

Zur Interpretation der Codazzi-Mainardi Gleichung, bemerken wir zunéchst, dass wir
die Gleichung in der Form im Bereich einer lokalen Parametrisierung u : U — M
fiir M leicht fiir die Vektorfelder d;u o ™! explizit machen kénnen. Hier verschwindet
der Term mit der Lie Klammer wie oben und man erhilt die Gleichung

(5.10) 0= —0,I1} + 0,11} + T4 114 — T4 115,

Aus].6]sehen wir, dass diese Gleichung dquivalent zur Codazzi-Mainardi Gleichung
fiir die Vektorfelder d;u o ="' ist. Mit Hilfe der expliziten Formeln fiir die kovariante
Ableitung aus Satz und fiir die Lie Klammer aus verifiziert man aber leicht
dass daraus schon fiir beliebige Vektorfelder £ und n folgt. Somit liefert eine
aquivalente Form der Codazzi-Mainardi Gleichung im Bereich der Parametrisierung u.
Setzt man darin die Formel fiir die Christoffel Symbole aus Satz[5.4]ein, dann erhélt man
ein System partieller Differentialgleichungen an die Koeffizienten der ersten und zweiten
Fundamentalform im Bereich der Parametrisierung u. Analog kann man die Formel fiir
die Riemannkriimmung aus mit der Formel iiber die zweite Fundamentalform
kombinieren und erhélt ein weiteres System von partiellen Differentialgleichungen an
die Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamentalform, das oft als Gaufl Gleichung
bezeichnet wird.

Es stellt sich heraus, dass diese beiden Systeme gemeinsam die vollstéindigen Inte-
grabilitdtsbedingungen an die Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamentalform
darstellen: Gibt man sich auf einer offenen Teilmenge U C R" glatte Funktionen g;;
und [1;; vor, sodass gj; = ¢;; und I1;; = I1;; gelten, die Matrix (g;;) in jedem Punkt
positiv definit ist und sodass die Gauf- und Codazzi-Mainardi Gleichungen erfiillt sind,
dann findet man lokal eine glatte Funktion u nach R"™!, sodass ¢;; = giyund Il;; = I1;;
gilt. Zusétzlich ist diese Funktion eindeutig bis auf Komposition mit einer Euklidischen
Bewegung bestimmt. Beweise dieser Tatsachen finden sich in Satz 4.24 von |[Kiihnel|.



KAPITEL 6

Exkurs: Verschiedenes iiber Fliachen

Nachdem wir nun sowohl die extrinsische als auch die intrinsische Geometrie von
Hyperflichen besprochen haben, beschéftigen wir uns in diesem Kapitel zunéchst mit
einigen speziellen Klassen von Fliichen in R?. Am Ende des Kapitels beschiftigen wir uns
mit dem Satz von GauB-Bonnet, der ausgehend von lokalen Uberlegungen eine Briicke
zur globalen Theorie von Flachen schlagt.

Drehflachen

6.1. Allgemeines iiber Drehflichen. Die Grundidee zur Definition einer Dreh-
fliche ist, dass man eine Kurve in der Ebene um eine Achse rotieren ldsst, um eine
Fléche im Raum zu erhalten. Besonders interessant ist der Fall in dem man die Kurve
als Graph einer Funktion iiber der Rotationsachse betrachten kann. Aber auch in diesem
Fall ist es handlich, mit allgemeineren Parametrisierungen zu arbeiten. Wir betrachten
also eine regulédr parametrisierte Kurve in der x-z-Ebene, deren Parametrisierung wir
als t — (r(t), h(t)) fiir ¢ in einem offenen Intervall I C R schreiben. Offensichtlich ist es
sinnvoll anzunehmen, dass r(t) > 0 ist (also die Kurve die Rotationsachse nicht schnei-
det). Den Fall eines Graphen iiber der z-Achse erhélt man, wenn h/(t) # 0 fiir alle t € 1
ist. In diesem Fall ist A monoton und definiert daher einen Diffeomorphismus von I auf
ein offenes Intervall J C R. Reparametrisiert man die Kurve mit A~~!, dann erhilt man
s (r(h7'(s)), s) also genau den Graphen der Funktion r o h=! : J — (0, 00).

Die Idee der Drehflache fiihrt sofort zu lokalen Parametrisierungen der Form

u(t, ) == (r(t) cosp,r(t) sin g, h(t))
fir t € I und ¢ € (o, B) mit B — a < 2. Das liefert sofort
Oru(t, ) = (r'(t) cosp,r'(t)sinp, h'(t))  Dau(t, ) = (=r(t)sinp,r(t) cosp,0)
und damit ergibt sich fiir die Koeffizienten der ersten Fundamentalform
E=71'(t)> + 1(t)? F=0 G =r(t).
Nach Voraussetzung sind F und G immer positiv, also sind die orthogonalen Vektoren
O1u(t, v) und dyu(t, p) immer linear unabhéngig, also ist Du(t, ¢) immer injektiv. Man
kann auch leicht zeigen, dass man die resultierende Teilmenge von R? lokal als reguliire
Nullstellenmenge beschreiben kann und somit eine Teilmannigfaltigkeit erhélt.
Als lokales Einheitsnormalenfeld benutzen wir das negative es normierten Kreuzpro-
dukts der partiellen Ableitungen und erhalten
I S e N / : !
(u(t, ) = s (1) cos 0, (1) sin o, —1'(1)
Auflerdem ist
a181u(t> (10) = (T/,(t) CoS @, T//<t) sin 2 h”(t))
0102ult, p) = (—r'(t) sinp, 1'(t) cos p, 0)
O20ou(t, ) = (—r(t) cosp, —r(t) sin p, 0).

51
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Daraus erhélt man die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform als
—r" ()R &)+ (DR () f=0 g= r(t)h'(t)
VR (0247 ()2 B (6)247 (6)2
Da sowohl die erste als auch die zweite Fundamentalform diagonal sind, ist auch die
Weingartenabbildung durch eine Diagonalmatrix gegeben, deren Eintragungen gerade

D R @ (R (1) _ 0 ind. Diese bei 5Ben i
e/E = OETIOEEE und g/G = REW IO sind. Diese beiden Grofien liefern

also die Hauptkriimmungen und damit kann man natiirlich die Gaukriimmung und die
mittlere Kriimmung explizit berechnen.

Man sieht sofort, dass sich die Formeln deutlich vereinfachen, wenn man 7/(¢)? +
h/(t)> = 1 annimmt, was genau bedeutet, dass die urspriingliche Kurve nach der Bo-
genldnge parametrisiert ist. In diesem Fall erhélt man

malult, @) = =" (OH() + ' (OR'(1)  malult, ) = 0.

Damit ist x; gerade durch die Kriimmung der urspriinglichen Kurve gegeben. Die
Formeln fiir die GauBkriimmung und die mittlere Kriimmung kann man nochmals
vereinfachen, indem man die Gleichung 7/(¢)? + h/(t)*> = 1 differenziert. Das liefert
()" (t)+K (t)h"(t) = 0 (vergleiche mit Proposition [2.4) und wir kénnen wie K (u(t, ¢))
wie folgt berechnen

s (= (W (0 (R (B (6) = = (O (1) + /(1)) = =

Fiir die mittlere Kriitmmung ergibt sich einer einfachere Formel unter der Annahme,

dass 7(t) # 0 gilt. In diesem Fall kann man —r”(t) als “W"1) schreiben und erhilt

r'(t)
damit leicht ki (u(t, ¢)) = ’;,((tt)). Damit kénnen wir nun H (u(t, ¢)) wie folgt berechnen:

e =

PANHO) r@t) ) ()
Damit sehen wir, dass wir Bedingungen an K und H als Differentialgleichungen an r
formulieren koénnen, indem wir wenn notwendig noch h'(t) = ++/1 — r/(t)? einsetzen.

Wir wenden uns nun intrinsischen Aspekten von Drehflichen zu. Die Tatsache, dass
die erste Fundamentalform diagonal ist sagt natiirlich gerade, dass in jedem Punkt
von w(U) € M die Vektorfelder dyu o u™' und Gyu o u™t eine Orthogonalbasis des
Tangentialraumes bilden. Dadurch vereinfacht sich auch die Berechnung der Christoffel
Symbole, weil fiir die inverse Matrix ¢g* natiirlich g"' = 1/E, ¢'* = 0 und ¢*> = 1/G
gilt. Durch Berechnen der inneren Produkte (9;0;u, dyu) erhilt man dann leicht '}, =
I'l, =13, =0, sowie

Mhlt9) = "y Thte) =57 Talhe) = ot

Die wesentliche Eigenschaft von Drehflachen ist natiirlich die Rotationssymmetrie, die
in den Uberlegungen oben schon dadurch sichtbar war, dass alle Kriimmungsgrofien in
unserer Parametrisierung unabhéngig von ¢ sind. Die Richtung der Rotationssymme-
trie wird durch das Vektorfeld d,u o u=! bestimmt, das daher auch vom intrinsischen
Standpunkt besondere Eigenschaften haben sollte. Dieses beschreibt die Tangentialvek-
toren an die “Breitenkreise”, die man durch c(p) := u(to, @) fiir fixes ¢ty € I beschreiben
kann, was gerade '(¢) = Oqu(to, ) liefert. Insbesondere ist V¢ = 0 dquivalent zu
—r(to)r’(ty) = 0, also ist ein Breitenkreis genau dann eine Geodéte, wenn /(ty) = 0
gilt, also r bei ty einen kritischen Punkt hat. Allgemeiner kénnen wir eine Eigenschaft
von Geodaten auf einer Drehfléche beweisen, die eine gute qualitative Vorstellung ihres
Verlaufes liefert.

1 (h”(t) h'(t)) _ (rh)'(®)
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PROPOSITION 6.1. Betrachten wir eine Drehfliche M C R® mit Parametrisierung
u(t, o) = (r(t) cos,r(t)sinp, h(t)). Sei c: J — M eine Geoddite in M, die wir in der
Parametrisierung als c(s) = u(y1(s),v2(s)) schreiben.

Fiir s € J sei 0(s) der Winkel zwischen ¢ (s) und dem Breitenkreis ¢ — u(y1(s), ¢).
Dann ist r(v1(s)) cos(0(s)) konstant.

BEWEIS. Setzen wir £ := djuou~! und 7 := Guou~!, dann wissen wir von oben, dass
(¢,m) = 0 gilt. Differenzieren wir das in Richtung ¢, dann erhalten wir aus Satz[5.4] dass
0 = (Ve&,n) + (€, Ven) gilt. Andererseits wissen wir von oben, dass I'1, = I's, = 0 gilt,
was uns (Ven, §) = 0 und (V,n,n) = 0 liefert. Schreiben wir ein allgemeines Vektorfeld
¢ = fi§ + fom, dann folgt aus diesen Gleichungen leicht, dass 0 = (V¢n, () gelten muss.

Damit kénnen wir aber nun (¢(s),n(c(s))) als glatte Funktion J — R betrachten.
Differenzieren wir diese, dann erhalten wir nach Satz [5.4] gerade

(Ved(s),n(c(s))) + (' (s), Ven(e(s))).

Der erste Summand verschwindet, weil ¢ eine Geodéte ist, der zweite nach unseren Uber-
legungen von oben, also ist (c/(s),n(c(s))) konstant. Da n(c(s)) tangential zum “Brei-
tenkreis” durch ¢(s) ist, kann man dieses innere Produkt als |/(¢)||n(c(s))| cos(6(s)) ex-
pandieren. Aber aus 5.2 wissen wir, dass |/(s)| konstant ist und natiirlich ist |n(c(s))| =

VG =r(n(s)). m

Bewegt sich eine Geodéte in Richtung von abnehmendem Radius, dann muss also
der Cosinus des Winkels zum Breitenkreis wachsen, der Winkel selbst also abnehmen.
Damit wird also eine Geodéte auf einer Drehfliche bei abnehmendem Radius “flacher”
und bei zunehmendem Radius “steiler”.

6.2. Beispiele von Drehflachen. Fiir r(t) = ry > 0 und h(t) = ¢ erhalten wir
einen Zylinder und damit nochmals die Resultate fiir die konstanten Kriimmungen
k1 = 0 und ks = 1/ry. Vom intrinsischen Standpunkt zeigen unsere Formel sofort,
dass alle Christoffel Symbole verschwinden. Damit haben aber die Vektorfelder 0;u fiir
1 = 1,2 verschwindende kovariante Ableitungen. Damit sehen wir sofort, dass fiir belie-
bige Konstanten a,b € R mit (a,b) # (0,0) die Kurve ¢(s) := (r¢ cos(as), ro sin(as), bs)
eine Geodate auf dem Zylinder ist.

Fir I = (0,00), 7(t) = cosat und h(t) = sinat fiir a € (0,7/2) erhalten wir einen
Kegel (ohne Spitze) und die Kriimmungen x; = 0 und ks = ta?o‘, also verschwindet auch
hier die GauBkriimmung. Fiir die (moglicherweise nicht-trivialen) Christoffel Symbole
erhalten wir I'}; = 0, '3, = 1/t und '}, = — cos? at. Geodiiten auf einem Kegel explizit
zu beschreiben ist schon relativ aufwéndig.

Wie in[6.I]beschrieben kann man Bedingungen an die Kriimmungen einer Drehfldche
als Differentialgleichungen an die Funktion r(¢) formulieren, wenn man die Parametri-
sierung der urspriinglichen Kurve als (r(t), h(t)) mit r'(t)* + #'(¢t)> = 1 schreibt. Ins-
besondere erhélt man fiir konstante GauBlkriimmung K die Gleichung r”(t) = —Kr(t).
Fir K = 0 liefert das r(t) = at + 7o mit @ < 1, was uns die Beispiele von Zylinder (fiir
a = 0) und Kegel (fiir @ # 0) von oben liefert.

Fiir K = 1 erhédlt man als grundlegende Lésungen a cost + bsint, wobei man einer-
seits natiirlich die stehende Forderung r(t) > 0 in Betracht ziehen muss. Andererseits
kann man durch eine Verschiebung des Parameters b = 0 erreicht und sich damit auf
r(t) = acost fiir t € (—7/2,7/2) einschriinken. Damit ist 7'(¢)2 = a?sin*t und damit
wir eine Losung von r/(¢)? + 1/(t)* = 1 finden koénnen, muss das < 1 sein (was fiir a > 1
eine weitere Einschrénkung an den Definitionsbereich von r liefert). Fiir a = 1 erhalten
wir einfach h(t) = sint und damit die Sphére (ohne Pol) die durch Rotation eines offenen
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Halbkreises um eine Achse entsteht. Fiir a # 1 kann man h(t fo V1 — a?sin®(s)ds
definieren. Dies ist ein elliptisches Integral und kann daher mcht durch elementare Funk—
tionen ausgedriickt werden. Bilder den resultierenden Flichen finden sich in Bild 3.11
von [Kiihnel|.

Fir K = —1 erhdlt man als einfachste Losungen r(t) ae”' und nach Ein-
schriankung auf den passenden Definitionsbereich h(t fo V1 —a?e=23ds. Das liefert
eine Bogenldngenparametrisierung der Schleppkurve oder Traktrix, die dadurch gekenn-
zeichnet ist, dass die ¢(t) + ¢/(¢) immer auf der Rotationsachse liegt. Die entsprechende
Drehfldche hat also konstante GauBkriimmung —1. Die allgemeine Losungen fiir K = —1
kann man durch die Hyperbelfunktionen als r(¢) = a cosht + bsinh ¢ angeben.

Ein weiteres interessantes Beispiel einer Drehfléche liefert das sogenannte Katenoid,
fiir das wir () = cosh(¢) und h(t) = t setzen. Nach den bekannten Identitéten fir diese
Funktionen ist 7/(t) = sinh ¢ und damit 7/(t)? 4 h/(t)?> = cosh® t. Damit liefern aber die
allgemeinen Formeln fiir die Hauptkriimmungen der entsprechenden Drehflédche leicht
K1 = =77 und Ky = ﬁ und damit H = 0. Also ist das Katenoid eine Fliache mit
verschwindender mittlerer Kriimmung, eine sogenannte Minimalfiiche. Wir werden uns
mit diesen Fldchen noch ausgiebiger beschéftigen.

Regelflichen

6.3. Regelflichen und Torsen. Man kann die Definition einer Drehfléche so in-
terpretieren, dass sie aus einer glatten Familie von Kreisen um die z-Achse besteht.
Analog dazu kann man Regelflichen als glatt parametrisierte Familien von Geraden
auffassen.

DEFINITION 6.3. Eine Fliche M C R3 heifit Regelfiiche wenn sie lokal um jeden
Punkt eine glatte lokale Parametrisierung der Form w(t,s) := c(t) + sX(t) besitzen,
wobei ¢ : I — R? eine glatte Kurve und X : I — R3\ {0} ein glattes Vektorfeld lings ¢
ohne Nullstellen ist.

Offensichtlich erhdlt man fiir eine Parametrisierung wie in der Definition dju(t, s) =
d(t)+sX'(t) und dyu(t, s) = X (t), also beinhaltet die Definition die implizite Forderung,
dass diese beiden Vektoren fiir alle (¢, s) im Definitionsbereich von u linear unabhéngig
sind. Natiirlich wissen wir, dass lokal um (¢, o) im Definitionsbereich wu(to, s) = c(to) +
sX (ty) ein Stiick einer affinen Geraden ist, das in M liegt und daher eine Geodéte in
M ist (vergleiche mit Abschnitt [5.2). Nachdem X (¢) # 0 fiir alle ¢ gilt, konnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass | X (t)| = 1 fiir alle ¢ € T gilt, was
natiirlich (X (¢), X'(¢)) = 0 impliziert.

Zylinder und Kegel sind offensichtlich nicht nur Drehflichen sondern auch Regelfla-
chen. Man erhélt fiir sie etwa die Parametrisierungen ¢(t) = (r cost,rsint,0), X(t) =
(0,0,1) fiir den Zylinder und fiir den Kegel ¢(t) = (r cost,rsint,0) und das Vektorfeld
X(t) = (—sinacost, —sinasint, cos «) fiir a € (0,7/2) lings c. Analog kann man “Zy-
linder” oder “Kegel” iiber allgemeineren ebenen Kurven definieren, wobei man jeweils
die Parameterbereiche fiir s passend einschréanken muss, um Selbstdurchdringungen zu
vermeiden. Ein interessantes Beispiel einer Flache, die zugleich Drehfliche und Regel-
fliche ist, erhdlt man, wenn man wieder ¢(t) = (cost,sint,0) betrachtet und das Vek-
torfeld langs ¢ durch X (t) = (—sinasint,sinacost, cosa) fiir a € (0,7/2) definiert.
Hier ldsst man also eine “schrige” Gerade um den Einheitskreis rotieren. Es ist nicht
offensichtlich, dass dies eine Drehflache liefert, man rechnet aber sofort nach, dass alle
Punkte der Fliche die Gleichung 2% + y? — tan? az? = 1 erfiillen. Das beschreibt ein
einschaliges Hyperboloid, dass man offensichtlich auch als Drehfléche beschreiben kann.
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Eine einfache Eigenschaft von Regelflichen ist folgende:

PROPOSITION 6.3. Fiir jede Regelfiiche M erfillt die Gaufkrimmung K von M
die Gleichung K(z) <0 fir alle x € M.

BEWEIS. Aus Abschnitt wissen wir, dass wir im Bereich einer lokalen Parame-
trisierung  fiir M die GauBkriimmung als K ou = det(I1}})/ det(gj;) schreiben kénnen.
Nun ist aber die Matrix (g;}) immer positiv definit und hat daher positive Determinan-
te, also geniigt es zu zeigen, dass det(I1}5) = [T}, 113, — (I1}5)* < 0 ist. Nun ist aber
fiir eine Parametrisierung der Form wu(t, s) = ¢(t) + sX (t) offensichtlich 020su(t, s) = 0
fiir alle ¢ und s, und damit ist auch I713,(¢,s) = 0 fur alle ¢t und s und die Behauptung
folgt. O

Fiir eine Parametrisierung der Form u(t,s) = ¢(t) + sX(¢) erhalten wir natiirlich
010ou(t, s) = X'(t). Damit sehen wir aus dem Beweis von Proposition sofort, dass
K(u(t,s)) = 0 genau dann gilt, wenn (X'(¢),n(u(t, s))) = 0 gilt.

Lokal um Punkte ¢y, in denen X'(ty) # 0 gilt, kann man die Parametrisierung einer
Regelfliche noch mehr spezialisieren, was einen interessanten Bezug zur Theorie der
Raumkurven liefert. Auf einer Umgebung von t; kann man dann nédmlich X als regulér
parametrisierte Kurve in S* C R?® betrachten und diese dann nach der Bogenlinge
parametrisieren. Das liefert dann | X'(¢)| = 1 fiir alle ¢, also bilden X (¢) und X'(¢) immer
ein Orthonormalsystem. Betrachten wir eine Parametrisierung u(t,s) = c(t) + sX(t)
mit dieser Form, dann konnen wir natiirlich noch die Kurve ¢ variieren, indem wir den
Ansatz ¢(t) = ¢(t) + s(t) X (t) machen. Dann ist aber ¢/(t) = /() + s'(t) X (t) + s(t) X' (¢)
und damit liefert s(t) = —(c/(¢), X'(¢)) eine eindeutige Wahl fiir ¢, die als zusétzliche
Bedingung (¢/(t), X'(t)) = 0 erfiillt.

Betrachten wir also eine Parametrisierung u(t, s) = ¢(t) + sX(t), die alle diese Be-
dingungen erfiillt, dann erhalten wir drei Funktionen in einer Variablen, die die Fléche
beschreiben. Einerseits erhalten wir fiir den Koeffizienten F' der ersten Fundamental-
form gerade (c/(t), X(t)), also hingt dieser nur von ¢ ab. Andererseits erhalten wir fiir
jedes t eine Orthonormalbasis {X (), X'(¢), X (t) x X'(t)}. Wegen (c'(t), X'(t)) = 0 ist
d(t) durch F(t) und A(t) := (d(t), X(t) x X'(t)) = det((t), X(t), X'(t)) vollstéindig
bestimmt. Andererseits wissen wir auch, dass (X”(t), X'(¢)) = 0 gilt, wéihrend diffe-
renzieren der Gleichung 0 = (X (), X'(t)) zeigt, dass (X(t), X"(t)) = —1 gilt. Somit
ist X" (t) vollstandig durch J(t) := (X" (¢t), X(t) x X'(t)) = det(X (¢), X'(t), X" (t)) be-
stimmt.

Damit haben wir (unter der Bedingung X'(¢) # 0 fur alle ¢) spezielle Parametrisie-
rungen gefunden, die uns dann drei Funktionen von ¢ liefern. Es stellt sich heraus, dass
man umgekehrt zu drei solchen Funktionen eine Regelfliche findet, die bis auf Bewegun-
gen eindeutig bestimmt ist, siche Satz 3.22 in [Kiihnel|. Der wesentliche Schritt dazu
ist, dass die Funktion .J (die nur von X abhéngt) zusammen mit | X (¢)| = 1 eine bis
auf Bewegungen eindeutige bogenlédngenparametrisierte Kurve X bestimmt. Hat man
diese, dann muss ¢'(t) = F(t) X (t) + A(¢)(X(t) x X'(¢)) gelten und durch Losen dieser
Gleichung erhélt man eine Parametrisierung wie gewiinscht.

Eine spezielle Klasse von Regelflichen sind die sogenannten Torsen. Man kann Tor-
sen als jene Regelflichen definieren, bei denen fiir eine Parametrisierung wie in der Defi-
nition das Einheitsnormalenfeld parallel lings der Geradenstiicke s — ¢(to) + sX (to) fiir
alle ¢, ist. Das impliziert natiirlich, dass T, n(X (to)) = 0 ist, also ist 0 ein Eigenwert
der Weingartenabbildung und damit hat jede Torse verschwindende Gauflkriimmung.
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Man kann relativ leicht zeigen, dass die Torsen genau die Regelflichen mit verschwin-
dender Gaulkriimmung sind und alle solchen Fléachen lokal beschreiben. Aus dieser Be-
schreibung schlieft man dann, dass man jede Torse isometrisch in die Ebene abbilden
kann, wobei die Geradenstiicke wieder auf Geradenstiicke abgebildet werden, siehe Satz
3.24 von |Kiihnel|. Deshalb nennt man Torsen auch abwickelbare Regelflichen. (Die
Tatsache, dass jede Torse lokal isometrisch zur Ebene folgt nach den allgemeinen Resul-
taten, die wir in erwahnt haben, schon aus dem Verschwinden der Gauflkriimmung.)

Minimalflichen

Dreh- und Regelflichen waren durch die Existenz spezieller Parametrisierungen de-
finiert. Als néchstes wenden wir uns einer Klasse von Flachen zu, die von ganz anderen
Natur ist, weil sie durch eine geometrische Bedingung an die Flachen definiert wird.
Diese erlaubt einerseits eine schonen Charakterisierung in Termen des Flacheninhaltes
andererseits ergeben sich interessante Beziige zu verschiedenen Teilen der Analysis.

6.4. Minimalflichen und Flidcheninhalt. Wir nennen eine glatte Hyperfliche
M in R eine Minimalfliche, wenn ihre mittlere Kritmmung identisch verschwindet.
Neben dem offensichtlichen Beispiel von affinen Hyperebenen haben wir auch schon
in Abschnitt das Katenoid als Beispiel einer Drehfliche kennen gelernt, die eine
Minimalflache ist. Der Schliissel zum Verstdndnis der geometrischen Bedeutung der
Begriffs der Minimalfléiche ergibt sich aus Uberlegungen zum “Volumen” von M (also
fiir n = 2 zum Flécheninhalt), das wir hier nur kurz besprechen.

Betrachten wir also eine Hyperfliche M C R™*!. Da wir das innere Produkt auf
R™* zur Verfiigung haben, haben wir automatische auch einen Volumsbegriff auf je-
dem Teilraum. Dazu verlangt man einfach, dass jede Orthonormalbasis ein Einheits-
volumen aufspannt. Fiir uns geniigt es, das Verhalten der Flachenelemente unter loka-
len Parametrisierungen zu studieren. Betrachten wir also eine lokale Parametrisierung
uw: U — M, wobei U C R" eine offene Teilmenge ist. Fiir jedes z € U sind dann
die Vektoren O;u(z) eine Basis fiir TyzyM und wir konnen das Volumen berechnen,
dass diese Basis aufspannt. Wihlen wir eine Orthonormalbasis { X} fiir T, u(zM und
entwickeln d;u(z) = >, a¥ X}, dann ist dieses Volumen durch | det(a¥)| gegeben. Ande-
rerseits kénnen wir die Koeffizienten der ersten Fundamentalform als gj5(z) = >, afa?

berechnen, also ist (g}5(2)) gerade das Produkt der Matrix (a;) und ihrer Transponier-

ten, konnen wir das Volumen auch als 4 /det(gj;(z)) berechnen. Soferne diese Volumen

endlich ist, ist also das Volumen von u(U) C M gerade durch [, \/det(gf4(2))dz gege-

ben.

Nun stellen wir uns die Frage, wie sich dieses Volumselement unter kleinen Varia-
tionen der Flidche verdndert. Die Idee hier ist, dass man kleine Variationen der Flache
beschreiben kann, indem man jeden Punkt x € M normal zur Fldche bewegt, wo-
bei die Distanz durch eine Funktion f : M — R beschrieben wird. Diese Anderung
der Fldche kann man nun mit einem Parameter skalieren. Im Definitionsbereich ei-
nes Einheitsnormalenfeldes kann man dann die entstehende Familie von Fléchen als
M. .= {z+e€f(x)n(x) : © € M} schreiben. Fiir eine lokale Parametrisierung u : U — M,
sodass u(U) im Definitionsbereich von n enthalten ist, erhélt man dann eine Funktion
ue : U — R™ die durch u(2) = u(z) + ef (u(2))n(u(z)) definiert ist. Fiir die partiellen
Ableitungen erhilt man

Oiue = Oju ~+ €0;(f ou)nou + e(f ou)d;(nowu).
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Benutzen wir nun (0;(n o w), d;u) = I1}, dann erhalten wir sofort

150
(Orue, Ojue) = g + 2¢(f o w115 + O(€?).

Wir werden an dieser Stelle formal weiter rechnen und uns nicht darum kiitmmern unter
welchen Voraussetzungen an f man sicherstellen kann, dass fiir hinreichend kleines €
die Funktion u. tatsdchlich eine reguldre Hyperfliche parametrisieren. Wenn das der
Fall ist, dann haben wir gerade deren erste Fundamentalform (bis auf O(€®) berechnet)
und das geniigt um die infinitesimale Anderung (also die Ableitung der Volumsform als
Funktion von €) bei e = 0 zu berechnen.

Dazu geniigt es zu beobachten, dass

4o det(g)s + 2e 11} + O(e?)) = tr(gik2ffl,?j) =2fH

gilt. Damit erhélt man fiir die infinitesimale Anderung des Volumselements gerade den
Ausdruck \/%g%) und der (automatisch positive) Nenner spielt kein grofie Rolle. Damit

sehen wir, dass diese infinitesimale Anderung genau dann fiir beliebiges f verschwindet,
wenn M eine Minimalfliche ist. In diesem Sinn sind also Minimalflichen kritisch fiir
das Volumselement.

Man kann aus dieser Rechnung zum “Volumselement” Aussagen iiber Volumina
ableiten, indem man den Integralbegriff fiir Funktionen verwendet, wie wir sie in
entwickeln werden. Dann kann man das Volumen einer kompakten Teilmannigfaltigkeit
als das Integral iiber die konstante Funktion 1 definieren. Fiir eine Variation M, wie
oben, die durch eine glatte Funktion f : M — R beschrieben wird, kann man dann
sehen, dass das Volumen fiir hinreichend kleine e (sodass M, immer noch eine glatte
Teilmannigfaltigkeit ist) glatt von e abhéngt. Dann kann man die Ableitung bei € =
0 berechnen und erhélt das Integral {iber das Produkt von fH mit einer positiven
Funktion. Ist M keine Minimalfliche, dann kann man durch die Wahl von f = —H
(auch lokal) die Flache immer so deformieren dass das Volumen kleiner wird. Besonders
interessant werden diese Uberlegungen fiir Flichen mit Rand, wobei man den Rand
festhélt. Betrachtet man etwa das Katenoid aus Abschnitt und schneidet es mit
der Teilmenge R? X [a,b] fiir @ < b € R, dann erhélt man eine Fliche, deren Rand
zwel Kreise (im Allgemeinen mit verschiedenen Radien) sind. Das Verschwinden der
mittleren Kriimmung impliziert dann, dass bei vorgegebenem Rand, das Katenoid die
Fldche mit minimalem Fldcheninhalt ist, die man in diese Rand “einspannen” kann.
Ahnliche Uberlegungen kann man dann fiir allgemeinere Rinder anstellen, insbesondere
beschreibt das dann die Flachen, die von Seifenhéduten aufgespannt werden.

6.5. Konforme Parametrisierungen. Man nennt eine lokale Parametrisierung
u: U — M einer Teilmannigfaltigkeit M C R" konform, wenn die Koeffizienten der er-
sten Fundamentalform in jedem Punkt z € U ein Vielfaches der Einheitsmatrix bilden,
also gi%(2) = A(2)d;; fiir eine glatte Funktion A : U — R gilt (die wegen der positiven
Definitheit positive Werte haben muss). Allgemeiner nennt man fiir Riemann Mannig-
faltigkeiten (M,h) und (M, h) einen lokalen Diffeomorphismus f : M — M konform,
wenn hyoy (To f(X), To f(Y)) = A(2)h,(X,Y) fiir alle Punkt 2 € M und Tangentialvek-
toren X,Y € T, M gilt. Man erhélt in dieser Situation ebenfalls eine glatte Funktion
A M — R mit positiven Werten.

Betrachten wir nun eine Minimalfliche M der Dimension n = 2 ohne Flachpunkte.
Dann gilt fiir die Hauptkriimmungen in jedem Punkt x € M natiirlich 0 # ky(z) =
—ka(x), also ist die Weingartenabbildung L, immer invertierbar. Betrachtet man eine
lokales Einheitsnormalenfeld n als GauBabbildung nach S? dann sagt das gerade, dass
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n ein lokaler Diffeomorphismus ist. In einer Eigenbasis fiir L, folgt sofort, dass L? =
—K(x)id gilt und mit Hilfe der Symmetrie der Weingartenabbildung (Proposition
erhélt man
(Ton(X), Ten(Y)) = (Lo (X), Lo (V) = (X, L3(Y)).

Damit ist aber die Gauffabbildung konform. Man kann leicht zeigen, dass fiir jedes n
die Sphéire S™ konforme Parametrisierungen besitzt (“stereographische Projektion”).
Explizit ist so eine Parametrisierung fiir S™ \ {—e,;1} durch die Funktion u(z) :=
(W%z, tlz—:) gegeben (siche Ubungen). Komponiert man diese Parametrisierung (fiir
n = 2) mit einer lokalen Inversen der GauBlabbildung dann sieht man, dass jede Mini-
malfliche ohne Flachpunkte konforme Parametrisierungen besitzt.

Damit ergibt sich die Frage, wann eine konforme Parametrisierung eine Minimal-

flache liefert, was sich aber recht leicht berechnen lasst:

PROPOSITION 6.5. Sie u : U — M eine konforme Parametrisierung einer Fliche
mit erster Fundamentalform gg(z) = A(2)0;; und sei Au = 0101u + 00hu : U —
R3. Dann gilt fiir ein lokales Einheitsnormalenfeld n, dass auf w(U) definiert ist die
Gleichung Au = —2XH (no u). Insbesondere ist w(U) genau dann eine Minimalfliche
wenn die Komponentenfunktionen von u harmonisch sind.

BewEIS. Nach Definition gilt (0u, 01u) = A = (Oyu, dou) und (04 u, dyu) = 0. Durch
partielles Ableiten erhalten wir

<(9181U, (31u> = <8162U, 82u> = —<31u, 8202u>.

Also gilt (Au, d1u) = 0 und analog erhélt man (Au, dyu) = 0. Also muss Au(z) propor-
tional zu n(u(z)) fir alle z € U sein. Andererseits wissen wir aber, dass (9;0;u,nowu) =
— 11} fur i = 1,2 gilt. Damit ist aber (Au,nou) = —2AH und die Behauptung folgt. [

Damit ergibt sich eine schone Verbindung zur komplexen Analysis. Aus der Vorle-
sung iiber komplexe Analysis ist bekannt dass der Real- und der Imaginérteil einer ho-
lomorphen Funktion automatisch harmonisch sind. Damit kann man holomorphe Funk-
tionen benutzen um lokale Beispiele von Minimalflichen zu konstruieren, siehe Kapitel
3D von [Kiihnel].

Der Satz von Gaul3-Bonnet

Unser letztes Thema in der Vorlesung ist ein Satz, der die intrinsische Natur der
Gauflkriimmung besonders deutlich macht, weil er sie in Zusammenhang mit der Win-
kelsumme in geodétischen Dreiecken bringt. Andererseits liefert der Satz ein funda-
mentales Resultat zur globalen Theorie der Fldachen. Um technische Schwierigkeiten zu
vermeiden, werden wir uns auf einen Uberblick beschrinken und nicht alle Beweise im
Detail ausfiihren.

6.6. Lokale orthonormale Rahmen. Die Kriimmungen, die wir fiir Hyperflichen
gefunden haben, sind lokale Invarianten. Die Existenz dieser Invarianten impliziert, dass
Hyperflichen auch lokal nicht alle gleich “aussehen” und intrinsische Invarianten impli-
zieren, dass das nicht nur die Lage im R™™! betrifft sondern auch “von innen” sichtbar
ist. Die Formeln fiir die Christoffel Symbole in Satz und Formel fiir die Rie-
mannkriimmung zeigen, dass schon die zweiten Ableitungen der ersten Fundamental-
form in einem Punkt Informationen iiber die Kriimmung enthalten. Das schriankt die
Moglichkeiten, lokale Parametrisierungen an eine Riemann Metrik anzupassen, ziemlich
ein. Viel weniger problematisch ist es, lokale Vektorfelder zu finden, die an eine Riemann
Metrik angepasst sind.
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DEFINITION 6.6. Sei M C R™ eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit und h eine
Riemann Metrik auf M. Ein lokaler orthonormaler Rahmen fiir M auf einer offenen Teil-
menge V' C M ist eine Familie von auf V' definierten lokalen Vektorfeldern Xi, ..., X
auf M, sodass fiir jeden Punkt = € V' die Werte X (z),..., Xx(z) € T, M orthonormal
beziiglich h, sind.

Man kann allgemein zeigen, dass es im Bereich einer lokalen Parametrisierung u :
U — M fiir M immer lokale orthonormale Rahmen gibt. Fiir Flichen in R?® (mit der
induzierten Metrik) wird der Beweis besonders einfach, weil wir da wissen, dass es ein
auf u(U) C M definiertes lokales Einheitsnormalenfeld n gibt. Dann kénnen wir einfach
Xi(u(z)) == \&Tl(zﬂ und Xo(u(z)) := n(u(z)) x X;(u(z)) definieren. (Wir haben die Wahl
von Xy so getroffen, dass in jedem Punkt {X;(x), Xo(z),n(x)} eine positiv orientierte
Orthonormalbasis fiir R? ist.) In hoheren Dimensionen beweist man das mit Hilfe des
Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens.

In so eine orthonormalen Rahmen lésst sich dann handlich rechnen: Man kann jedes
auf V definierte lokale Vektorfeld £ als € = (£, X1) X1+ (£, X2) X5 schreiben. Differenziert
man die Gleichungen, dass (X;, X;) fiir alle 7, j konstant ist, in Richtung £, dann erhélt
man 0 = (V¢ X;, X;) und (Ve Xq, Xo) = —(X1, VeXs). In Dimension 2 kann man damit
die kovariante Ableitung schon durch eine einzige Grole beschreiben: Fiir einen Punkt
x € V kann man X — (VX (z), Xa(x)) fir ein lokales Vektorfeld £ mit (z) = X als
lineare Abbildung T, M — R betrachten. Bezeichnet man diese mit w(x), dann haben
wir eine Funktion definiert, die jedem Punkt z € V ein lineares Funktional auf dem
Tangentialraum 7, M zuordnet. Dieses héngt glatt von x ab in dem Sinne, dass fiir
jedes Vektorfeld £ € X(V) die Funktion w(§) : V — R, w(é)(z) := w(x)({(x)) glatt ist.
Analog zu Abschnitt nennt man so ein Objekt eine glatte 1-Form auf V.

Aus den obigen Uberlegungen kénnen wir sofort ablesen, dass VeXi = w(€) X, und
VeXo = —w(§)X; gilt. Schreibt man dann wie oben n = f1.X; + foXs und benutzt die
Regeln aus Proposition dann erhélt man

Ven = Ve(f1X1) + Ve(foXa) = (§- fr —w(&) f2) X1+ (£ - fo +w(§)f1)Xo.

Daraus lasst sich auch die Kriimmung schén beschreiben. Wenden wir ein lokales Vektor-
feld £ auf w(n) = (V, X1, X2) an, dann erhalten wir wiederum nach Proposition [5.4{ den
Ausdruck (VeV, X1, Xo) + (V, X1, VeXo). Wir wissen aber bereits, dass V, X; propor-
tional zu X, und V¢ X, proportional zu X ist, also verschwindet der zweite Summand.
Damit ergibt sich

§-w(n) —n-w(&) —w(l&n]) = (R(E n)(X1), Xa).

Nun kénnen wir noch £ und 7 als Linearkombinationen von X; und X5 schreiben und den
Beweis von Satz[5.6]benutzen. Dort haben wir gesehen habe, dass (R(X7, X»)(X1), Xo) =
— K gilt, wobei K die Gaulkriimmung bezeichnet. Damit erhalten wir

§-w(n) —n-w€) —w&nl) = (=& X)(n, Xa) + (n, X1)(€, X2)) K.

6.7. Geoditische Kriimmung. In seiner einfachsten Form studiert der Satz von
Gauf-Bonnet ein Analogon der totalen Kriimmung fiir regulér parametrisierte geschlos-
sene Kurven ¢ : I — M in einer Fliche M. Dabei nehmen wir zusétzlich an, dass wir
ein Einheitsnormalenfeld n auf M gegeben haben, dass lokal um ¢(/) definiert ist. Fiir
eine glatte Kurve ¢ : I — M haben wir die Ableitung ¢’ : I — M, die ¢/(t) € TeyM
erfiillt und wir verlangen, dass ¢/(t) # 0 fiir alle ¢ € I gilt. In Analogie zu den Uber-
legungen iiber Frenet Kurven in Kapitel [2] konnen wir nun ein Begleitbein betrachten,
das an M angepasst ist. Definieren wir 71(¢) := ¢(¢t)/|c/(t)| und 73(t) = n(c(t)) und
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To(t) = 7m3(t) x 71(t), dann ist {7 (t), 72(t), 73(t)} fir jedes t eine positiv orientierte
Orthonormalbasis fiir R3.

Nun definieren wir die geoddtische Krimmung kg von c als (r{(t), 72(t)). Natiirlich
dndert sich das innere Produkt nicht, wenn man 7{(t) zuerst orthogonal in den Tan-
gentialraum T,y M projiziert, also gilt auch k,(t) = (V7i(t), 72(t)). Ist ¢ = c o ¢ eine
orientierungstreue Reparametrisierung, dann folgt leicht 7;(s) = 7;(¢(s)) und damit
Rg(s) = ky(@(s))¢'(s). Daraus sehen wir einerseits, dass die Eigenschaft, dass k, = 0
ist, unabhéngig von Reparametrisierungen ist. Parametrisieren wir die Kurve aber so,
dass (c/(t),c(t)) konstant ist, dann ist 7;(¢) ein konstantes Vielfaches von ¢(t), also
71(t) ein konstantes Vielfaches von ¢’(t). Andererseits folgt 0 = (¢’(t),d(t)), also ist
kg = 0 dquivalent dazu, dass ¢’(t) proportional zu n(t) und damit ¢ ein Geodéte ist.
Andererseits sehen wir, dass fc kg parametrisierungsunabhéngig definiert ist.

Die einfachste Version des Satzes von Gaufl-Bonnet kann man dann mit dem Satz
von Green in der Ebene beweisen:

SATZ 6.7. Sei M C R? eine Fliche mit Gaufkrimmung K : M — R, U := B,(0) C
R? der Ball um 0 mit Radiusr > 1, B := B1(0) C U der abgeschlossene Einheitsball. Sei
u: U — M eine lokale Parametrisierung und c : (0,27 — M die requldr parametrisierte
glatte Kurve c(t) := u(cost,sint). Sei n : u(U) — R3 das Einheitsnormalenfeld, das
durch Normieren von Oiu X Oyu erhalten wird. Dann gilt

/Cmg + /B(K o u)y/det(g%) = 2.

BeweIsskizzE. Unsere Wahl von n ist so getroffen, dass fiir jedes z = u(z) €
uw(U) die Basis {01u(z), dru(z),n(x)} positiv orientiert ist. Aus wissen wir, dass
wir im Bereich der lokalen Parametrisierung v : U — M einen lokalen orthonormalen
Rahmen {X;, X5} finden kénnen, sodass {X;(x), Xo(z),n(x)} eine positiv orientierte
Orthonormalbasis fiirr R?® ist. Analog zu den Uberlegungen iiber Polarkoordinaten in
kénnen wir nun eine glatte “Winkelfunktion” 6 : [0,27] — R definieren, sodass
71(t) = cos(0(t)) X1 (c(t)) + sin(0(t)) Xa(c(t)). Lokal um jedes ¢ ist diese Funktion durch
eine der beiden Gleichungen

(6.1) cos(0(t)) = (n(t), Xa(e(t)))  sin(0(2)) = (ma(t), Xao(c(t)))
eindeutig bis auf Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27 bestimmt. Das impli-
ziert aber leicht, dass man lokale Wahlen fiir solche Funktionen glatt zusammensetzen
kann. Weil {7 (t), 72(t),n(c(t))} positiv orientiert ist, folgt

7o(t) = —sin(6(2)) X1(c(t)) + cos(0(t)) Xa(c(t)).
Nach Konstruktion kann man ¢ periodisch glatt fortsetzen, also gilt ¢ (27) = ¢/(0). Damit
ist 0(27) — 0(0) ein ganzzahliges Vielfaches von 27, das man als fo% ' (t)dt berechnen
kann.

Der Beweis besteht aus zwei Schritten, die ganz unabhéngig voneinander sind. Ei-
nerseits kann man 6'(t) analysieren und damit das Integral durch ein Integral iiber die
geoditische Kriimmung von ¢ und (mit Hilfe des Satzes von Green) ein Integral iiber den
abgeschlossenen Einheitsball ausdriicken. Andererseits miissen wir zeigen, dass analog
zum Hopfschen Umlaufsatz 6(27) — 6(0) = 27 gilt.

Fiir den ersten Schritt differenzieren wir die erste Gleichung aus (6.1)) und erhalten

—sin(6(2))6'(t) = (V71 (t), Xa(c(8)) + (1a(t), Ve Xa(c(t)))

Fiir den ersten Summanden verifiziert man sofort, dass X;(c(t)) = cos(0(t))m(t) —
sin(0(t))m(t) gilt, setzt das ein und benutzt (V1,7) = 0. Im zweiten Summanden
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kann man direkt die Zerlegung von 7 (t) einsetzen und benutzen, dass (X;,VX;) =0
gilt. Insgesamt erhalten wir

—sin(0(2))6'(t) = sin(0(1))(—(V7i(t), 72(1)) + (Xa(c(t)), Ve Xi(c(h))))-

Ist sin(f(t)) # 0, dann kénnen wir dividieren und erhalten 6'(t) = x4 (t) —w(c(t))(c (%)),
wobei w die 1-Form aus ist. Fiir Punkte mit sin(f(¢)) = 0 erhédlt man den gleichen
Ausdruck fiir #'(¢), indem man analog die zweite Gleichung aus (6.1]) differenziert.

Damit kénnen wir dass 6(27) —0(0) — 027T Kkg(t) als ein Integral einer 1-Form iiber den

Einheitskreis in U schreiben. Explizit konnen wir diese 1-Form als fdz + gdy schreiben,
wobei f(z) = —w(u(2))(01u(2)) und g(z) = —w(u(z2))(du(z)). Nach dem Satz von

Green gilt [, (fdz + gdy) = ffh(O) <_g_£ + %) dzrdy. Nun ist aber leicht einzusehen,

dass g—?’; = —0Oyu(z) - w(u(2))(d1u(z)) und analog fiir %. Da [Qjuout,0uou™? =0

gilt, folgt aus[6.6] sofort, dass
—g—g + % = K(<81U,, X1><82'U,, X2> — <81U,X2><82U,X1>).

Der Klammerausdruck in der rechten Seite ist (in jedem Punkt) die Determinante
der Matrix der Koordinatenvektoren von dyu und dxu beziiglich der Orthonormalbasis
{X1, X5}. Nach Konstruktion sind diese Basen gleich orientiert, also ist diese Deter-

minante positiv. Damit wissen wir aus , dass man die rechte Seite als K /det(g};)

schreiben kann.

Fiir den zweiten Beweisschritt ist es besser, nicht mehr auf «w(U) C M zu rechnen,
sondern nur noch auf U. Man kann die Funktion 6 auch auf U berechnen. Die Koeffizien-
ten der ersten Fundamentalform (gj;(z)) beschreiben ja gerade das innere Produkt auf
R?, das man durch zuriickziehen von ( , )|z, ar lings des linearen Isomorphismus Du(z)
erhalt. Zusétzlich konnen wir beobachten, dass 6(27) — 6(0) unabhéngig von der Wahl
der (richtig orientierten) Basis { X, X5} ist. Damit kénnen wir die Funktion 6 auch auf
U berechnen, indem wir etwa die Standardbasis {ej, es} fiir den Tangentialraum in je-
dem Punkt 2 € U beziiglich des inneren Produkts (gi;(2)) zu eine Basis {X;(z), Xa(2)}
orthonormalisieren. Fiir ¢ € [0, 2] konnen wir dann im Punkt z(¢) = (cost,sint) den
Vektor (—sint, cost) beziiglich (gi5(2(t))) zu 71(t) € R* normieren und dann die Win-
kelfunktion iiber die analogen Gleichung zu mit dem inneren Produkt (gj5(2(t)))
konstruieren.

Fiir s € [0, 1] definieren wir nun Af;(z) := sd;; + (1 — s)gj5(2) und betrachten die
symmetrische Matrix (hj;(2)). Man sieht leicht, dass diese Matrix fiir jedes s € [0, 1] po-
sitiv definit ist und damit ein inneres Produkt auf R? beschreibt. Damit kann man aber
jetzt den obigen Prozess fiir alle s durchfithren. Man orthonormalisiert also zunéchst
{e1, e2} zu einer Basis {X7(z), X3(2)}, die orthonormal fiir (hj;(2)) ist. Aus der Form
des Gram-Schmidt Verfahrens folgt sofort, dass (s, z) — X7?(z) fiir i = 1,2 eine glatte
Funktion [0,1] x U — R? definiert und natiirlich ist X} (z) = e; fiir i = 1,2 und je-
des z € U. Analog zu den Uberlegungen zur Homotopie im Beweis von Satz kann
man dann auch die Winkelfunktion 6 zu einer glatten Familie 6°(¢) ausdehnen. Da-
bei muss man natiirlich den Vektor (—sint,cost) beziiglich (hj;(2(¢))) normieren und
erhélt 0°(t) zundchst lokal in beiden Variablen, globalisiert dann in s und danach in ¢.
Jedenfalls ist aber 6°(27) —6°(0) immer ein ganzzahliges Vielfaches von 27 und weil das

stetig von s abhiingt muss es konstant sein. Nach Konstruktion ist aber 6'(t) = ¢, also
6°(2m) — 6°(0) = 27 fiir alle s. O
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6.8. Integrale und der Satz von Stokes. Der erste Schritt zur Verallgemeine-
rung ist, iiber den Bereich einer lokalen Parametrisierung hinauszugehen. Das Integral
der geodétischen Kriimmung bereitet hier kaum Probleme, sofern man annimmt, dass
man ein lokal um ¢(/) definiertes Einheitsnormalenfeld zur Verfiigung hat. Jedenfalls
funktioniert das auf orientierten Fldchen, bei denen man eine globales Einheitsnorma-
lenfeld gewihlt hat (was natiirlich nur auf orientierbaren Flichen moglich ist). Fiir das
zweite Integral in Satz und eine bessere Version des Satzes von Green ist grofierer
technischer Aufwand notig.

Beim Thema Integration gibt es zwei Zugéngen, die beiden auf die Frage aufbau-
en, wie man wohldefiniert {iber den Bereich einer lokalen Parametrisierung integrieren
kann, die mit Hilfe des Transformationssatzes fiir Mehrfachintegrale beantwortet wird.
Zum einen stellt sich heraus, dass man auf Riemann Mannigfaltigkeiten (und damit auf
Teilmannigfaltigkeiten von R™ mit der induzierten Riemann Metrik) einen wohldefinier-
ten Integralbegriff fiir Funktionen entwickeln kann (der keine Orientierung bendotigt).
Den Schliissel dazu liefert das Volumselement ,/det(g;;). Andererseits kann man auf
orientierten Mannigfaltigkeiten Differentialformen integrieren, was gemeinsam mit dem
Begriff einer Mannigfaltigkeit mit Rand auch zu einer allgemeinen Version des Satzes
von Green fiihrt.

Erinnern wir uns zunéchst an die Definition des Trdgers supp(f) einer glatten
Funktion f als den Abschluss der Menge {z : f(x) # 0}. Das macht natiirlich auch
fiir Vektorfelder und dhnliche geometrische Objekte Sinn. Betrachten wir nun eine k-
dimensionale Teilmannigfaltigkeit M C R", eine lokale Parametrisierung u : U — M
und eine Funktion f: M — R mit kompaktem Tréger, der in u(U) enthalten ist. Dann

definiert (f owu),/det(gy) eine glatte Funktion U — R und weil v~ : u(U) — U ein
Homdomorphismus ist, ist der Triiger dieser Funktion gerade u~!(supp(f)) und damit
kompakt. Also kann man problemlos das Integral [, f(u(z))4/det(g}(2))dz € R bilden.

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass dieses Integral invariant unter Reparame-
trisierungen ist.

Betrachten wir dazu eine lokale Parametrisierung v : V' — M mit v(V) = u(U),
dann ist ¢ := v low: U — V ein Diffeomorphismus, sodass v o ¢ = u gilt. Wir haben
schon in gezeigt, dass daraus (gi5(y)) = (De(y))"(95;(2(y))(De(y)) folgt. Damit
erhalten wir aber

det(g3;(y)) = [ det(De(y))[4/det(g5; (0 (y)))

und nach dem Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale folgt

/W (f 0 0)(2)ydet (gl (2))dz = / £ 0w 0 @) (y)y/det(gly(0(1)))] det(D(y)) | dy
/ flu det(gw(y))dy

Fiir den zweiten moglichen Integralbegriff definiert man eine k-Form auf einer k-
dimensionalen Teilmannigfaltigkeit M als eine Funktion 7, die jedem Punkt z € M in
glatter Weise eine k-lineare, alternierende Abbildung 7(z) : (T, M)* — R zuordnet. Die
Glattheit ist wieder so definiert, dass fiir Vektorfelder & € X(M) mit ¢ = 1,...,k die
Funktion

(&0 &) w e T(@)(G(@), - G(T))
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immer glatt ist. Insbesondere bilden die k-linearen alternierenden Abbildungen (R™)* —
R einen endlichdimensionalen Vektorraum und man erhélt aus einer glatte Funktion von
einer offenen Umgebung von M in R" eine k-Form auf M, indem man einfach auf die
Tangentialrdume einschrankt. Man kann problemlos vom Trager supp(r) einer k-Form
7 sprechen. Ist supp(7) kompakt und im Bild einer lokalen Parametrisierung v : U —
M enthalten, dann definiert z — 7(u(2))(01u(2),...,0ku(2)) eine glatte Funktion mit
kompaktem Tréager auf U, die man problemlos iiber U integrieren kann.

Das Verhalten dieser Funktion unter Reparametrisierungen kann man leicht berech-
nen, wenn man sich daran erinnert, dass sich k-lineare alternierende lineare Abbildun-
gen auf k-dimensionalen Rdumen mit der Determinante transformieren. Damit sieht
man dann, dass das Integral [, 7(u(2))(d1u(z), ..., 0yu(z)) bis auf sein Vorzeichen un-
abhéngig von Reparametrisierungen ist. Das Problem mit dem Vorzeichen kann man
l6sen, indem man den Begriff der orientierten Mannigfaltigkeit entwickelt. Das erlaubt
es, lokale Parametrisierungen in zwei Klassen zu teilen, ndmlich orientierungstreue und
orientierungsvertauschende. Schrinkt man sich dann auf orientierungstreue lokale Para-
metrisierungen ein, dann erhélt man ein Integral, das invariant unter orientierungstreuen
Reparametrisierungen ist.

Mit Hilfe von Partitionen der Eins kann man dann sowohl das Integral fiir Funktio-
nen auf Riemann Mannigfaltigkeiten als auch das Integral iiber Differentialformen auf
allgemeine Funktionen bzw. Formen mit kompaktem Trager erweitern. Ist f : M — R so
eine Funktion, dann findet man endlich viele lokale Parametrisierungen u, : U, — M,
sodass supp(f) C Uata(U,) gilt. Dazu findet man glatte Funktionen ¢, : M — R mit
Werten in [0, 1] sodass supp(¢a) C uq(U,) gilt und sodass ) ¢, auf supp(f) identisch
1 ist. Dann definiert man

(6.2) /M =S Sy (Paf) 0 11a) yfdet(gl)

und verifiziert durch eine direkte Rechnung unter Benutzung der Transformationsfor-
meln von oben, dass das Resultat unabhéngig von der Wahl der Parametrisierungen u,,
und der Funktionen ¢, ist. Analog funktioniert das fiir Formen und orientierungstreue
Parametrisierungen.

Im Setting der Differentialformen gibt es dann auch eine allgemeine Version des
Satzes von Green. Dazu benotigt man einerseits den Begriff einer Mannigfaltigkeit mit
Rand. Im Bild von lokalen Parametrisierungen bedeutet das, dass man einerseits wie
bisher lokale Parametrisierungen hat, die auf offenen Teilmengen U C R¥ definiert sind.
Andererseits erlaubt man auch lokale Parametrisierungen, die auf offenen Teilmengen
U des Halbraumes H* := {x € R* : ' > 0} definiert sind. Das liefert Randpunkte in
M, die Bilder von Punkten mit 2! = 0 sind. Man bezeichnet die Menge dieser Punkte
mit OM und zeigt, dass M \ OM eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™ ist.
Andererseits kann man die lokalen Parametrisierungen auf die offenen Teilmengen U N
{x : 2! = 0} von R*"! einschrinken und zeigt dann, dass OM eine Teilmannigfaltigkeit
der Dimension k — 1 ist. Schliellich kann man noch zeigen, dass eine Orientierung von
M \ OM kanonisch eine Orientierung von dM induziert.

Damit kann man dann fiir eine orientierte Mannigfaltigkeit M mit Rand OM, k-
Formen iiber M und k — 1-Formen iiber OM integrieren. Schliefilich konstruiert man
eine geometrische Operation, die dufere Ableitung die aus einer (k — 1)-Form 7 auf M
eine k-Form dr auf M macht. Fiir den allgemeinen Satz von Gaufl-Bonnet benotigt man
nur den Fall £ = 1. Hier gilt fiir Vektorfelder £ und 7n die Gleichung

dr(§&,n) =& -7(n) —n-7(&) — 7([&,n])
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(vergleiche mit . Der allgemeine Satz von Stokes sagt dann, dass fiir eine (k—1)-Form
7 auf M mit kompaktem Tréger die Gleichung [, 7= [}, dr gilt.

6.9. Allgemeinere Versionen des Satzes von Gauf3-Bonnet. Die Bemerkun-
gen zur Integration fithren nun recht schnell zu einer allgemeineren Version des Satzes
von Gauf3-Bonnet. Betrachtet man eine kompakte orientierte Flache M mit Rand, dann
ist der Rand OM =: ¢ eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit, die selbst keinen Rand hat
und damit als geschlossene glatte Kurve ¢ parametrisiert werden kann. Diese Kurve
hat eine geodétische Kriimmung x, in M wie in definiert und es ist kein Problem
i) ons g zu bilden. Andererseits kénnen wir die glatte Funktion K wie in m beschrieben
mit Hilfe des Volumselements iiber M integrieren, das Resultat wird in diesem Fall oft
mit [,, KdA (Flichenelement) bezeichnet. Ein analoger Beweise wie fiir Satz unter
Benutzung des Satzes von Stokes zeigt dann, dass fc kg + |, o KdA =27 gilt.

Insbesondere kann man den Satz dann auf einfach geschlossene, glatte Kurven in
einer kompakten orientierten Fliche anwenden, wobei man die Vereinigung der Kurve
mit ihrem “Inneren” zu einer Flache mit Rand macht. Der néchste Schritt der Verall-
gemeinerung ist, von glatten geschlossenen Kurven auf Stiickweise glatte geschlossene
Kurven iiberzugehen, was auf den ersten Blick nicht besonders interessant klingt. Man
betrachtet also eine geschlossene stetige Kurve ¢ : [a,b] — M, sodass es eine Untertei-
lung a =ty <ty < --- <ty = b gibt, sodass ¢ auf jedem der Teilintervalle [t;, ;1] eine
glatte Kurve ¢; definiert. Aus den Uberlegungen zu Satz ist ziemlich klar, wie die
“richtige” Verallgemeinerung des Satzes von GauB-Bonnet in dieser Situation aussieht:
Zum offensichtlichen Term [, KdA+3", fci kg muss man noch » . «; addieren um das
Resultat 27 zu erhalten. Dabei ist «; die “Winkeldnderung in den Sprungstellen von
d(t)”, also der Winkel zwischen ¢;_,(¢;) und ¢(¢;).

Das Interesse an diesem Fall liegt nun darin, dass man nachdem man auf die Glatt-
heit verzichtet hat, Einschrankungen an die Teilkurven ¢; machen kann. Insbesondere
kann man geoddtische Polygone betrachten, also stiickweise glatte Kurven, in denen je-
des ¢; eine Geodite ist. Nehmen wir etwa an, dass wir drei Punkte x,y, 2 € M wéhlen
und jeweils eine Geodéte finden, die zwei der Punkte verbindet, dann erhalten wir ein
geoddtisches Dreieck. In diesem Fall verschwinden natiirlich die Terme fci kg und es blei-

ben nur die Winkeldnderungen «a;. Man sieht sofort, dass man Zf’zl o; =31 — Z§:1 Bi
erhélt, wobei 3; der Winkel in der iten Ecke des geodétischen Dreiecks ist. Der Satz von
GauB-Bonnet liefert dann Y27 | 8 — 7 = Ji KdA, wobei M das Innere des Dreiecks be-
zeichnet. Im Fall konstanter Gaulkriimmung sagt das also, dass ) . 5; — 7 proportional
zur Fliche eines geodétischen Dreiecks ist. Das zeigt natiirlich die intrinsische Natur
der Gaulkriimmung besonders deutlich.

Das fiithrt dann schliellich zur Verbindung zwischen Geometrie und Topologie, indem
man fiir kompakte Flichen das Integral [ o KdA studiert. Man kann dieses Integral
studieren, indem man M “trianguliert”, also in Teile zerlegt, die stiickweise glatten Rand
haben und dann das Integral {iber jeden dieser Teile mit Hilfe des Satzes von Gauf-
Bonnet analysiert. In dieser Zerlegung gibt es jeweils endlich viele Ecken, Kanten und
Flichen. Jedes Randstiick trifft auf zwei Flachen (mit entgegengesetzter Orientierung),
also heben sich die entsprechenden Terme fci kg beim Aufsummieren der Integrale weg.

Ahnlich kommen AuBenwinkel bei Ecken zusammen und addieren sich auf 27 auf. Es
zeigt sich (siehe Satz 4.43 von [Kiihnel]) dass man fiir [,, KdA ein Vielfaches von
27 erhélt, wobei der Faktor gerade durch Anzahl der Ecken minus Anzahl der Kanten
plus Anzahl der Fliachen in der Triangulierung gegeben ist. Diese Zahl ist aber eine
topologische Invariante von M, die sogenannte Euler-Charakteristik.
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Insbesondere ist damit | 1 KdA nur vom topologischen Typ der Fliche M abhéngig
und nicht von der Riemann Metrik auf M, die wir betrachten. Insbesondere erhélt
man fiir jede Metrik auf S* immer [, KdA = 47 und fiir jede Metrik auf dem Torus
[, KdA = 0.
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