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Vorwort

Das vorliegende Skriptum stellt eine Ergénzung zu dem dreisemestrigen Vorlesungs-
zyklus iiber Lineare Algebra und Geometrie dar, den ich ab Wintersemester 2014/15
gehalten habe. Es baut auf mehrere Vorversionen fiir zweisemestrige Zyklen auf, deren
letzter bereits aufbauend auf eine “Einfiihrung in das mathematische Arbeiten” kon-
zipiert war. Nachdem ich inzwischen die “Einfiihrung in das mathematische Arbeiten”
auch selbst gehalten habe, hoffe ich, dass die Ankniipfung an diese Vorlesung und das
zugehorige Buch von Schichl und Steinbauer, das im weiteren als [EMA] zitiert wird,
weiter verbessert wurde.

Die wesentlichen Inhalte fiir einen Vorlesungszyklus iiber lineare Algebra und Geo-
metrie sind natiirlich weitgehend vorgegeben, in der Wahl von Aufteilung und Reihen-
folge gibt es doch einiges an Spielraum. Fiir den ersten Teil der Vorlesung (“Einfiihrung
in die lineare Algebra und Geometrie”) liegt die Herausforderung in der Gestaltung am
Anfang wohl zum Grofiteil in der Verarbeitung des Abstraktionsschocks. Danach habe
ich mich bemiiht die Inhalte in einem breiten Rahmen zu behandeln, um der Rolle der
linearen Algebra als grundlegendes Werkzeug fiir grofie Teile der Mathematik gerecht
zu werden. In den spéteren Teilen wird auch versucht an weiterfithrende Themen heran-
zufithren. So enthélt die Diskussion von Normen und inneren Produkten einige Ausblicke
auf die Funktionalanalysis, und im Abschnitt {iber Tensorprodukte werden durchwegs
Konstruktionen und Argumentationsweisen verwendet, die sich breit verallgemeinern
lassen. Ich habe mich auch bemiiht explizit auf geometrische Themen einzugehen, auch
wenn das aus Zeitmangel oft nicht in dem von mir gewiinschten Ausmafl moglich war.

Im ersten Teil der Zyklus (“Einfithrung in die lineare Algebra und Geometrie”)
wurden die Kapitel 1 bis 4 sowie die Anwendungen dieses Materials auf linear Codes
und affine Geometrie in der ersten Hélfte von Kapitel 5 behandelt. Das zweite Semes-
ter (“Lineare Algebra und Geometrie 17) umfasste das Material iiber Quotienten und
Dualrdume aus Kapitel 5, sowie die Kapitel 6 bis 9. In der zweistiindigen Vorlesung
“Lineare Algebra und Geometrie 2”7, die den letzten Teil des Zyklus bildet, wurden die
Kapitel 10 und 11 besprochen. Dazu ist zu sagen, dass in den Teilen am Ende der jewei-
ligen Semester (affine Geometrie in Kapitel 5, Hamilton’sche Quaternionen in Kapitel 9
und die zweite Hélfte von Kapitel 11) die Inhalte des Skriptum nur in verkiirzter Form
oder nur teilweise in der Vorlesung besprochen wurden. Es handelt sich hier jeweils um
Material, das weiterfithrenden Charakter hat und in spéteren Teilen jeweils nicht direkt
benétigt wird.

Zum Inhalt des Skriptums: Durch die vorhergehende “Einfiihrung in das mathemati-
sche Arbeiten” ist es nicht notwendig, Hintergrund iiber Mengen und &hnliche Themen
zu behandeln, sondern man kann direkt in die Hauptinhalte der linearen Algebra ein-
steigen.

Um den Einstieg halbwegs sanft zu gestalten, habe ich ein Kapitel iiber lineare
Gleichungssystem in zwei und drei Variablen {iber R an den Anfang der Vorlesung
gestellt. Es geht dabei hauptséchlich darum, einige typische Phdnomene der linearen
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vi VORWORT

Algebra zu “entdecken” bzw. zu beobachten, deren Erklarung erst im Lauf der Vorlesung
gelingen wird. Daneben wird auch die geometrisch—anschauliche Interpretation solcher
Gleichungssysteme besprochen.

Im zweiten Kapitel werden die Grundkonzepte der linearen Algebra, Vektorrdume
und lineare Abbildungen, eingefithrt und mit vielen Beispielen illustriert, und Kern
und Bild einer linearen Abbildung besprochen. Kapitel 3 unterbricht die Entwicklung
der abstrakten Theorie und wendet sich der konkreten Beschreibung von linearen Ab-
bildungen zwischen Vektorrdumen der Form K" durch Matrizen zu. Das liefert auch
eine Verbindung zu linearen Gleichungssystemen, deren allgemeine Losung mit Hilfe
des Gauf’schen Eliminationsverfahrens besprochen wird. Damit kénnen Bild und Kern
von linearen Abbildungen zwischen Réumen der Form K" explizit und algorithmisch
bestimmt werden. Den Abschluss des Kapitels bildet der Algorithmus zur Feststellung
von Invertierbarkeit und zur Bestimmung der inversen Matrix.

In Kapitel 4 wird die Entwicklung der allgemeinen Theorie wieder aufgenommen und
die zentralen Begriffe der linearen Algebra (Erzeugnis, lineare (un)abhéngigkeit, Basen)
werden entwickelt. Der Austauschsatz von Steinitz fiihrt schnell zum Dimensionsbegriff
und zu den fundamentalen Resultaten iiber Basen, die in den meisten Beweisen verwen-
det werden. Als nédchstes werden die Dimensionssétze fiir Teilrdume, Summen und fiir
lineare Abbildungen und das Konzept des Ranges von linearen Abbildungen und Ma-
trizen besprochen. Zum Abschluss des Kapitels wird der Matrizenkalkiil auf allgemeine
(endlichdimensionale) Vektorrdume ausgedehnt, so das auch in diesem allgemeinen Set-
ting alle Konzepte explizit gemacht werden konnen. Die grundlegenden Resultate {iber
Ahnlichkeit von Matrizen bilden den Abschluss des Kapitels.

In Kapitel 5 wird zunéchst eine Anwendungen der linearen Algebra in der Codie-
rungstheorie besprochen, die auch die Niitzlichkeit endlicher Korper illustriert. Dann
wenden wir uns der Anwendung der linearen Algebra auf geometrische Probleme zu.
Die Art von linearer Algebra, die wir im Verlauf der Vorlesung besprochen haben, fiihrt
nicht zur (zum Teil schon aus der Schule bekannten) Euklidischen Geometrie, sondern
zur “schwicheren” sogenannten affinen Geometrie. Fiir die Euklidische Geometrie wer-
den innere Produkte benttigt, die wir, wie auch einiges aus der Euklidischen Geometrie,
erst im zweiten Semester der Vorlesung besprechen werden. Das Ende von Kapitel 5
bilden zwei wichtige allgemeine Konstruktionen der linearen Algebra, ndmlich Quotien-
tenrdume und ihre universelle Eigenschaft einerseits und Dualrdume, duale Abbildungen
und Annihilatoren andererseits.

In Kapitel 6 wird die allgemeine Theorie der Determinanten besprochen. Um spéter
das charakteristische Polynom einer Matrix tatséchlich als Polynom (und nicht nur
als Polynomfunktion auf K) definieren zu koénnen, wird die Theorie iiber kommutati-
ven Ringen mit Einselement entwickelt, was kein zusétzlichen Schwierigkeiten mit sich
bringt.

Kapitel 7 ist dem Begriff der Diagonalisierbarkeit gewidmet. Konzeptuell gesehen
wird in diesem Kapitel vor allem der Zusammenhang zwischen Polynomen und linearen
Abbildungen hergestellt, der im Studium von Normalformen eine fundamentale Rolle
spielt. Aus didaktischen Griinden schliefit wird dieses Thema aber erst in Kapitel 10 im
letzten Semester des Zyklus behandelt.

In Kapitel 8 und 9 werden Normen und innere Produkte behandelt, somit kommen
als Grundkorper in diesen Kapiteln nur R und C in Frage. Wie schon gesagt finden sich
hier einerseits mehrere Beziige zur Analysis (etwa in der Besprechung des Matrizenex-
ponentials) und zur Funktionalanalysis. Ich habe mich bemiiht jeweils die Beziige zu
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den allgemeinen Konzepten herauszustreichen, etwa in der Analogie zwischen orthogo-
nalem Komplement und Annihilator im Dualraum. Nach einer Besprechung spezieller
Abbildungen und der Singuldrwertzerlegung endet das Kapitel mit Resultaten {iber
Quaternionen und ihre Rolle in der Beschreibung der speziellen orthogonalen Gruppe
in Dimension 3 und 4.

In Kapitel 10 kehren wir zur Situation allgemeiner Kérper zuriick und besprechen
Normalformen. Im ersten Teil des Kapitels steht die Rolle der Polynome im Mittelpunkt
des Interesses. Insbesondere wird die allgemeine Primérzerlegung parallel zur Primfak-
torzerlegung des Minimalpolynoms (oder des charakteristischen Polynoms) bewiesen.
Im zweiten Teil des Kapitels wird angenommen, dass das charakteristische Polynom in
ein Produkt von Polynomen ersten Grades zerfillt, also alle Eigenwerte im betrachte-
ten Grundkorper liegen. Fiir solche Abbildungen wird die Existenz der Jordan’schen
Normalform vollstéindig bewiesen. Die allgemeine Normalform fiir lineare Abbildungen
iiber R wird kurz diskutiert.

Den Abschluss der Vorlesung bildet eine Diskussion der Grundlagen der multili-
nearen Algebra in Kapitel 11. Hier gilt es wieder die konzeptuelle Hiirde einer neuen
Denkweise zu iiberwinden. Ich habe mich bemiiht, das durch eine detaillierte Diskussion
der Konzepts von Natiirlichkeit zu erleichtern. Die zweite Hélfte des Kapitels geht wie-
der iiber den Inhalt der Vorlesung hinaus und bietet Einblicke in den Bezug zu Algebren
bis hin zu einer Konstruktion von Clifford—Algebren.

Zum Abschluss noch eine Bemerkung zur Literatur. An sich ist alles, was an Fakten
fiir die Vorlesungen benotigt wird, in diesem Skriptum enthalten. Trotzdem wird es fiir
viele Studierende hilfreich sein, manche der Inhalte auch in Lehrbiichern anzusehen. Es
gibt eine Unmenge solcher Lehrbiicher mit verschiedenen Anspriichen und verschiedener
Gewichtung des Materials. Nachdem ich bis jetzt noch kein Lehrbuch gefunden habe,
dass mir wirklich geféllt, mochte ich an dieser Stelle keine konkrete Literaturempfehlung
abgeben. Die Wahl des “passenden” Lehrbuches scheint mir weitgehend Geschmackssa-
che zu sein. Inhaltlich sollte das meiste Material in fast jedem Lehrbuch, das abstrakte
Vektorrdume nicht ganz weglésst, zu finden sein.

Schliellich mochte ich mich noch bei vielen Studierenden bedanken, die in Verschie-
denen Versionen der Vorlesungen durch Fragen oder Korrekturen zur Verbesserung der
Inhalte beigetragen haben, besonders bei Herrn Lukas Prader.






KAPITEL 1

Einleitung

Der Einstieg in die Vorlesung baut unmittelbar auf den Schulstoff und die Inhalte
der Vorlesung “Einfiihrung in das mathematische Arbeiten” (im folgenden kurz EMA
genannt) auf. Zu der EMA gibt es das Buch von Schichl und Steinbauer (Springer-
Verlag) das im weiteren als [EMA] zitiert wird. Wir werden uns kurz mit mit linearen
Gleichungssystemen in bis zu drei Variablen beschéftigen, die ja schon aus der Schu-
le bekannt sind. Dabei werden wir aber einerseits strukturell Aspekte in den Vorder-
grund stellen (was direkt auf die algebraischen Kapitel der EMA aufbaut). Andererseits
kénnen wir die Systeme auch geometrisch interpretieren, was an die Vektorrechnung
aus der Schule anschlieft (und wir werden dabei keinen Anspruch auf vollstandige Ex-
aktheit stellen). Dabei werden wir einige typische Phdnomene bemerken, deren genaue
Formulierung und allgemeine Erkldrung zu den Hauptzielen der Vorlesung gehort. Ich
hoffe, dass diese Beispiele, in denen man sich vieles anschaulich vorstellen kann, auch
einen erste Illustration fiir den Zusammenhang zwischen algebraischen und geometri-
schen Konzepten liefern. Schliellich sollen auch noch die Rolle und die Vorteile von
Abstraktion illustriert werden.

Zum Verstéandnis des Kapitels wird es hilfreich sein, sich die grundlegenden Fakten
iitber Vektorrechnung aus Schule und EMA in Erinnerung zu rufen.

Einfache lineare Gleichungssysteme

1.1. Gleichungen in einer Variablen. Das erste Beispiel, das wir behandeln,
sieht auf den ersten Blick véllig trivial aus, es liasst sich aber eine ganze Menge daraus
lernen. Gegeben zwei reelle Zahlen a,b € R suchen wir die reellen Losungen = der
Gleichung

(1.1) ar =b

Die offensichtliche Idee “durch a dividieren” zur Losung dieser Gleichung wird nach
erfolgreicher Absolvierung der EMA hoffentlich durch “erst dberlegen ob a # 0 ist”
eingebremst.

Wir miissen also die Fille a # 0 und a = 0 unterscheiden. Fiir a # 0 konnen wir
tatsdchlich beide Seiten der Gleichung durch a dividieren bzw. (wie unter Mathemati-
kern populérer) mit ¢! multiplizieren, um x = a~'b als eindeutige Lésung zu erhalten.

Im Fall @ = 0 ist Ox = 0, also bekommt die Gleichung die Form 0 = b und die
Variable z “kommt eigentlich gar nicht mehr vor”. Damit gibt es fiir b # 0 keine Lésung
der Gleichung, wihrend fiir b = 0 jedes x € R eine Losung ist.

Soweit so simpel, was gibt es also zu lernen? Erstens konnen wir das Ergebnis genauer
betrachten: Wir haben einerseits den “reguléren” Fall a # 0, in dem es fiir jedes b € R
eine eindeutige Losung gibt. Andererseits gibt es den “bosen” Fall a = 0 in dem entweder
zu viele (nédmlich unendlich viele fiir b = 0) oder zu wenige (nédmlich keine fiir b # 0)
Losungen existieren. Wir sehen auch warum das passiert, ndmlich weil fir a = 0 “in
Wirklichkeit” eine Gleichung in Null Variablen vorliegt.

1
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Zweitens konnen wir uns iiberlegen, was wir im Fall a # 0 tatséchlich getan haben,
und was wir dafiir gebraucht haben um das zu tun. Zunéchst haben wir benutzt, dass
es zu jedem a € R\ {0} ein multiplikativ inverses Element a™! gibt, und dass a™!(az) =
(a7ta)r = 1a = z gilt. Eigentlich haben wir auch nur gezeigt, wie eine Losung aussehen
muss, wenn es eine gibt und die Verifikation, dass a(a™'b) = (aa )b = 1b = b gilt
stillschweigend weggelassen.

Mehr als die Assoziativitdt der Multiplikation und die Existenz von multiplikativ
inversen Elementen haben wir aber sicher nicht benutzt. Die Rechnung funktioniert
also in jedem Korper K, siehe Kapitel 4 von [EMA]. (Im Fall a # 0 rechnet man genau
wie oben, Ox = 0 folgt in jedem Korper aus 0z = (0 + 0)z = 0z + 0z.) Auch wenn
man momentan vielleicht nur an R interessiert ist, ist die Tatsache, dass man nicht
mehr als die Korperstruktur braucht sehr niitzlich. Fiir groe Teile der linearen Algebra
benehmen sich etwa (ganz im Gegensatz zur Analysis) die rationalen Zahlen Q genau
so gut wie die reellen.

Die Gleichung ax = b macht natiirlich viel allgemeiner Sinn als nur iiber Kérpern,
dann wird aber das Losungsverhalten wesentlich komplizierter. Das sieht man schon,
wenn man die Gleichung {iber Z betrachtet (immerhin ein kommutativer Ring mit Eins-
element, in dem es keine Nullteiler gibt), also a,b € Z annimmt und eine Losung = € Z
sucht. So hat die Gleichung 2z = b fiir jedes gerade b eine eindeutige Losung in Z aber
fiir ungerades b gibt es keine ganzzahlige Losung.

Betrachten wir nun den Fall von zwei Gleichungen in einer Variablen. Wir suchen
also eine gemeinsame Losung des Systems

(1.2) {alx =b

Aol = b2

von Gleichungen. Falls a; = 0 und b; # 0 oder a; = 0 und by # 0 ist, dann hat schon
eine der beiden Gleichungen keine Losung, also gibt es auch keine Losung des Systems
(1.2]). Anderseits kann man eine Gleichung, in der sowohl a als auch b gleich Null ist,
einfach weglassen. Damit konnen wir uns auf den Fall beschridnken, dass a; und as beide
ungleich Null sind. Dann hat aber die erste Gleichung die eindeutige Losung = = a; ‘b
und die zweite Gleichung die eindeutige Losung o = a; 'by. Also hat das System ([1.2))
genau dann eine Losung, wenn diese beiden Werte iibereinstimmen.

Nun bedeutet aber 2—1 = 2—2 natiirlich b, = 22 b1 und offensichtlich gilt a; = 2 ay.
Damit bedeutet die Bedingung fiir die Losbarkelt genau dass man die zweite Glelchung
durch Multiplikation der ersten Gleichung mit Zf erhélt. Etwas grofiziigig gesagt, hat
das System also genau dann eine Losung, wenn es “in Wirklichkeit” nur aus einer
Gleichung besteht.

1.2. Gleichungen in zwei Variablen. Betrachten wir zunéchst eine Gleichung
in zwei Variablen. Fiir a;, as,b € R suchen wir alle Losungen (z1, x2) der Gleichung

(13) 121 + Aoy = b

Ist a; = ay = 0, dann gibt es analog wie in entweder keine Losung (wenn b # 0)
oder jedes Paar (z1,xz9) ist eine Losung (wenn b = 0). Ist mindestens eines der a’s
ungleich Null, dann 148t sich die Gleichung algebraisch ganz leicht 16sen. Ist a; # 0,
dann subtrahieren wir von beiden Seiten von ([1.3) aszs und erhalten ayzy = b — agxs.
Wie im Fall einer Variablen kénnen wir jetzt durch a; dividieren, um z; = a;*(b— ass)
zu erhalten. Wéhlen wir nun fiir x5 ein beliebiges Element ¢ € R, dann erhalten wir
r1 = a; ' (b—ast), also muss jede Losung der Gleichung von der Form (a; ' (b—ayt), t) fiir
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eine Zahl t € R sein. Umgekehrt sieht man sofort, dass jedes solche Paar die Gleichung
16st, also haben wir alle Losungen gefunden. Auch diese Rechnung funktioniert ohne
Anderungen iiber einem beliebigen Korper.

Es gibt also wieder zwei Féalle. Im “bésen” Fall a; = ay = 0 ist “in Wirklichkeit”
wieder eine Gleichung in Null Variablen geben, die entweder zu wenige oder zu viele
Losungen hat. Im “reguldren” Fall tritt in der Beschreibung der Losungsmenge einer
Gleichung in zwei Variablen ein freier Parameter auf.

Dieses Verhalten ist aus der geometrischen Deutung so einer Gleichung, die schon aus
der Schule bekannt ist, vollkommen einsichtig. Betrachtet man (x;, z2) als die Koordi-
naten eines Punktes in der Ebene R?, dann ist fiir a; # 0 oder ay # 0 die Losungsmenge
von (|1.3)) eine Gerade. Dabei kann man (ay, az) als den Normalvektor der Geraden deu-
ten, wihrend b (grob gesagt) angibt, wie weit die Gerade vom Nullpunkt weg verschoben
ist. Die oben beschriebene Losungsmethode findet dann genau die Parameterdarstellung
der Geraden. Ist namlich a; # 0, dann ist offensichtlich (a;'b,0) ein Punkt der auf der
Geraden liegt, wihrend man als Richtungsvektor zum Beispiel (—a; 'as, 1) verwenden
kann und daraus ergibt sich sofort die Losung von oben als (ay'b,0) + t(—a; tas, 1).

Betrachten wir nun ein System von zwei Gleichungen in zwei Variablen. Fiir gegebene
ai1, a12, Go1, Gz, by und by € R suchen wir alle Losungen (x1,x2) des Systems

1121 + a1909 = b

(1.4) { 121 + a1222 = 0y

2171 + Q22%2 = by

Wie zuvor kénnen wir annehmen, dass in jeder Zeile mindesten ein a ungleich Null
ist (sonst gibt es entweder keine Losung dieser einen Gleichung, oder man kann die
Gleichung einfach weglassen). Man kann dieses System algebraisch 16sen, indem man es
auf ein System von einer Gleichung in einer Variablen reduziert. Ist etwa ay; # 0, dann
kann man die erste Gleichung benutzen um wie oben x; = a;}'(b; — a1225) zu erhalten.
Setzt man das in die zweite Gleichung ein, dann erh&lt man nach kurzer Umformung

(15) (a22 — ailagla,lg)xz = b2 — aﬁlaglbl.

Damit haben wir eine Gleichung erhalten, in der nur noch x5 vorkommt, und die wir
nach [T.1] vollstindig verstehen:

(i) Ist agy — ajfasiaiz # 0, dann liefert (1.5) eine eindeutige Losung fiir as.
(ii) Ist agy — ajiagiarz = 0 aber by — ajj anb; # 0, dann hat (1.5 keine Losung,
also hat auch (1.4) keine Losung.
(iii) Ist ag — ajj'asaiz = 0 und by — aj'agiby = 0, dann 16st jedes x5 (1.5)).

Setzt man das in z; = aj; (b — a1272) ein, dann sieht man, dass das System (T.4) im
Fall (i) eine eindeutige Losung und im Fall (ii) keine Losung besitzt, wihrend im Fall
(iii) die Losungsmenge wieder durch einen freien Parameter beschrieben wird.

Diese Losungsverhalten 148t sich wieder am besten mit der geometrischen Deutung
von oben verstehen. Jede der beiden Gleichungen in beschreibt eine Gerade in der
Ebene R?. Die wesentliche Unterscheidung ist nun, ob die beiden Geraden parallel (also
ihre Normalvektoren vielfache von einander) sind oder nicht. Im Fall a;; # 0 reduziert
sich das aber gerade auf die Bedingung, die wir oben gefunden haben. Ist ndmlich
(@91, a2) = A(ay1, aq2) ist, dann folgt aus der Betrachtung der ersten Koordinaten sofot
A= Z—'ﬂ, also sind die beiden Vektoren genau dann Vielfache von einander, wenn agy =

“2ayy gilt, was genau die Bedingung fiir die Félle (ii) und (iii) von oben liefert.
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Der Fall (i) von oben tritt also genau dann ein, wenn die beiden Geraden nicht
parallel sind, und dann gibt es einen eindeutigen Schnittpunkt, dessen Kooridnaten die
eindeutige Losung von oben bilden.

Sind die beiden Normalvektoren Vielfache voneinander, dann koénnen die beiden
Geraden entweder zusammenfallen (und dann ist die Losungsmenge genau diese Gerade)
oder verschiedene parallele Gerade sein, die natiirlich keinen Schnittpunkt haben. Die
Bedingung fiir das Zusammenfallen ist (im Fall a;; # 0) natiirlich gerade, dass auch
noch by = A\b; gilt, und das unterscheidet die Félle (ii) und (iii) von oben. Im Fall (iii) (in
dem die Geraden zusammenfallen) ist die zweite Gleichung in einfach das A—fache
der ersten Gleichung, also hat man “in Wirklichkeit” nur eine Gleichung gegeben.

Fiir diejenigen, die das in der Schule gehort haben, lohnt es sich zu bemerken, dass
man die Bedingung asy — afllaglaIQ # 0 von oben umformen kann. Weil a;; # 0 gilt,
ist sie dquivalent zu ajjage — asia;s # 0. Man erhélt also genau die Determinante der
Koeffizientenmatrix.

Der Fall mehr als zwei Gleichungen in zwei Variablen kénnen wir auch gut verstehen.
Betrachten wir etwa drei Gleichungen in zwei Variablen, dann kénnen wir die erste
Gleichung benutzen, um eine der Variablen auszudriicken. Setzt man in die anderen
beiden Gleichungen ein, dann erhélt man zwei Gleichungen in einer Variablen und damit
einen Fall, den wir bereits in untersucht haben. Es gibt also nur dann eine Losung,
wenn die beiden verbleibenden Gleichungen Vielfache voneinander sind. Mann kann sich
direkt davon ueberzeugen, dass das genau dann der Fall ist, wenn man eine der drei
urspriinglichen Gleichung als Summe von Vielfachen der beiden anderen Gleichungen
schreiben kann.

1.3. Eine alternative Interpretation. Es gibt noch eine ganz andere Interpre-
tation eines Systems von zwei Gleichungen in zwei Variablen. Betrachten wir nochmals
das System

[

In haben wir die Variablen z; und - als Koordinaten eines Vektors in der Ebene
R? interpretiert. Jede der beiden Gleichungen haben wir dann als Beschreibung einer
Gerade in R? interpretiert, wobei jeweils (a;1,a;2) ein Normalvektor der Geraden war
und b; die Lage bestimmt. Man kann das ganze System aber auch direkt in Vektorform
lesen, namlich als

08 () e (22) = (1)

Man fasst also die Koeffizienten a;; in anderer Art als zuvor als Vektoren auf (in Ma-
trixsprache betrachten wir die Spalten statt der Zeilen) und auch die b; werden in
offensichtlicher Weise als Vektor betrachtet. Das System kann man dann so lesen, dass
man den Vektor der b’s als Summe eines Vielfachen des ersten Spaltenvektors und ei-
nes Vielfachen des zweiten Spaltenevektors schreiben mochte wobei die beiden Faktoren
gesucht sind.

Auch hier kann man das Losungsverhalten gut geometrisch verstehen. Die entschei-
dende Frage ist wieder ob die beiden Vektoren v = (““) und w = (‘”2) Vielfache

a1 a2
voneinander sind oder nicht. Die Vielfachen eines Vektors (ungleich dem Nullvektor)

bilden eine Gerade durch den Ursprung und die Frage ist gerade, ob v und w die gleiche
Gerade liefern oder nicht. Sind die Geraden verschieden, dann kann man jeden Vektor

a1171 + 1272 = by
2171 + G22%2 = by
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(Z;) eindeutig als Summe eines Vielfachen von v und eines Vielfachen von w schrieben.
(Dazu verschiebt man einfach eine der Geraden durch den Punkt (Z;) und schneidet sie
mit der anderen Geraden.) Das entspricht also genau dem “reguléiren” Fall (i) aus[1.2]
Nehmen wir andererseits an, dass w = Av gilt. Dann ist natiirlich xyv 4+ xow =
(x1 + Azg)v und das liegt immer auf der Geraden durch den Nullpunkt, die v erzeugt.
Liegt (Z;) nicht auf dieser Geraden, dann ist das System nicht losbar (Fall (ii) aus .

Liegt (Z;) aber auf der Geraden, dann kann man diesen Vektor als pv fiir eine fixe
Zahl p € R schreiben. Dann wird unser System aber gerade zu z; + Az = p und das
liefert fiir beliebig gewéhltes x5 eine eindeutige Losung fiir x;. Man erhélt also eine
Losungsmenge, die von einem freien Parameter abhéngt, wie es dem Fall (iii) von
entspricht.

Wie nach den Ergebnissen von zu erwarten ist, kann man direkt verifizieren,
dass die Vektoren (Z;i) und (Z;i) genau dann Vielfache von einander sind, wenn a1;as9 —
aipaz1 = 0 gilt. Man sieht also, dass man aus den Zeilen und aus den Spalten der Matrix
jeweils auf die gleiche Bedingung fiir die Regularitdt des Geleichungssystems kommt.
Phénomene wie dieses konzeptuell und allgemein zu verstehen ist ein wichtiges Ziel

dieser Vorlesung.

1.4. Verallgemeinerungen. Die Losungsmethode und die “zeilenweise” Interpre-
tation eines Gleichungssystems aus und auch die “spaltenweise” Interpretation aus
lassen sich auf Falle mit mehreren Gleichungen bzw. mehreren Unbekannten verall-
gemeinern. Betrachten wir eine Gleichung mit drei Variablen, also

a1 + a1p®s + a13rs = by.
Nehmen wir wieder a;; # 0 an, und kénnen dann die Gleichung zu
—1
T1 = Qqq (b1 — Q1202 — CL13$3)

umformen. Ist das die einzige Gleichung, dann kénnen wir fiir zo und x3 beliebige Werte
s,t € R einsetzen, und erhalten dann einen eindeutigen Wert fiir ;. Die allgemeine
Losung hiangt dann also von zwei Parametern ab. Kommen weitere Gleichungen dazu,
dann kann man in diesen fiir x; einsetzen und dann wie zuvor weiter vorgehen.

Geometrisch beschreibt eine Gleichung in 3 Variable eine Ebene im Raum R?, was
die beiden freien Parameter in der Losung erklart. Man kann (a1, aja, a13) wieder als
den Normalvektor der Ebene interpretieren und b; als Beschriebung der Lage der Ebene.
Kommen weitere Gleichungen hinzu, dann kann man das Losungsverhalten wieder durch
das Schnittverhalten von Ebenen im R? verstehen. Insbesondere erhélt man fiir zwei
Gleichugen in 3 Variablen im “regulédren Fall” (nicht parallele Ebenen) eine Gerade als
Losungsmenge, also eine Beschriebung der Losungsmenge mit einem freien Parameter.
Fiir parallele Ebenen erhéilt man wieder entweder gar keine Losung oder eine “zu grofie”
Losungsmenge (mit zwei freien Parametern in der Beschriebung). Bei drei Gleichungen
in drei Variablen erhélt man im reguliren Fall eine eindeutige Losung.

Fiir ein System von zwei Gleichungen in drei Variablen

a1171 + a12%2 + 133 = by
a21T1 + G99T9 + G23T3 = by

funktioniert auch wieder die “spaltenweise” Interpretation aus [I.3] Man versucht hier

den Vektor (Z;) in der Ebene R? als Summe von Vielfachen von drei gegebenen Vektoren
(ndmlich v; = (Z’;) fir i = 1,2,3) zu schreiben, wobei der Losungen der Gleichung

gerade die benétiéten Faktoren sind. Der regulédre Fall ist hier, dass die Vektoren nicht
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alle drei parallel sind. Nehmen wir etwa an, dass v; und v, nicht parallel sind, dann
wissen wir aus dass man vs eindeutig als A\jv;+Ayv5 und (Z;) eindeutig als p1v1+p2vs
schreiben kann. Setzt man den ersten Teil ein, dann erhilt man

X1V9 + LoV + T3V3 = ($1 + )\1$3)Ul -+ (iL‘Q + )\2333)1)2
und damit ist unser System &dquivalent zu
T+ Mxg = [ Ty + ATz = [lo.

Hier kann man offensichtlich x3 beliebig wéhlen und erhélt dann eindeutige Losungen
fir 1 und zs.

Analog kann man ein System von drei Gleichungen in drei Unbekannten so inter-
pretieren, dass man einen Vektor im Raum R? als Summe von Vielfachen von drei
gegebenen Vektoren schreiben kann, wobie die notwendigen Faktoren gesucht sind. Lie-
gen die drei Vektoren nicht in einer Ebene durch den Nullpunkt, dann geht das immer
eindeutig, ansonsten gibt es wieder entweder zu viele oder zu wenige Losungen.

Natiirlich gibt es keinen Grund, die Zahl der Gleichungen und/oder der Variablen
auf zwei oder drei zu beschrinken. Tatsdchlich spielen lineare Gleichungssytems mit
hunderten oder tausenden Gleichungen und Variablen eine zentrale Rolle in einer Fiille
von Anwendungen der Mathematik. Man hat in diesem Fall zwar keine anschauliche
Interpretation mehr, kann aber so wie in R? und R? auch in R1%% oder (dann eigentlich
schon wieder leichter) in R™ mit beliebigem n rechnen. Auch die rellen Zahlen spielen
hier keine besondere Rolle, es funktioniert vieles genau so gut iiber beliebigen Korpern.
Im Endeffekt kann man dann die geometrische Anschauung (bis zu einem gewissen
Grad) auf allgemeine Dimensionen und allgemeine Korper iibertragen.



KAPITEL 2

Vektorrdume und Lineare Abbildungen

Nachdem wir nun mit etwas anschaulicher Intuition gewappnet sind, werden wir in
diesem Kapitel die zentralen Konzepte der linearen Algebra in allgemeiner (abstrakter)
Form einfithren, wobei die grundlagende Art des Zuganges schon aus der EMA bekannt
ist. Ich mochte gleich vorweg bemerken, dass Vektorrdume in der Hierarchie der alge-
braischen Strukturen eher am komplizierten Ende stehen. Trotzdem ist die Theorie der
Vektorraume einer der einfachsten Teile der Algebra. Neben ihrer breiten Anwendbar-
keit ist das einer der Griinde, warum die lineare Algebra in so einer frithen Phase des
Studiums behandelt wird.

Vektorraume

2.1. Korper. Am Anfang der Vektorrechnung stehen zwei ganz verschiedene Ope-
rationen, die auch in unsere Besprechung von Gleichungssystemen in Kapitel [1f die
Hauptrolle gespielt haven. Wir haben n&mlich einerseits Gleichungen bzw. Vektoren
zueinander addiert und andererseits Vielfache von Gleichungen bzw. Vektoren gebildet,
d.h. sie mit Skalaren (rellen Zahlen) multipliziert. (Kurz ist iiber den Begriff des Nor-
malvektors auch noch das innere Produkt aufgetaucht, das wir aber erst viel spaeter
allgemein besprechen werden.) Jedenfalls miissen wir aber zwei verschiedene Arten von
Objekten, ndmlich Skalare und Vektoren, gemeinsam behandeln.

Wir werden uns hauptséchlich fiir den Fall interessieren, dass die Skalare reelle oder
komplexe Zahlen und die Vektoren Elemente von R™ bzw. von C" sind und man sollte
diese Beispiele immer vor Augen haben. Wie in vielen Teilgebieten der Mathematik
iiblich und schon aus den passenden Teilen der EMA bekannt, werden wir die Theorie
aber in einem allgemeineren Rahmen entwickeln. Neben dem offensichtlich Vorteil, dass
die allgemeineren Resultate spéter niitzlich sein werden, ist diese Vorgehensweise auch
aus anderen Griinden vorzuziehen. Erstens ist es oft sehr hilfreich, klar zu sehen, welche
Eigenschaften wirklich benotigt werden um Resultate zu beweisen. Zweitens zwingt der
allgemeinere Rahmen automatisch zu einer konzeptuelleren Vorgangsweise, was oft zu
Vereinfachungen fiihrt, sogar fiir einfache Beispiele. SchliefSlich sind die anschaulichen
Beispiele manchmal auch irrefithrend, weil es schwer ist, in diesen Situationen vorhan-
dene zusétzliche Strukturen (etwa das innere Produkt) zu “vergessen”.

Schliefflich sei noch bemerkt, dass das Finden der “richtigen” Begriffe und des richti-
gen Abstraktionsniveaus ein langwieriger Prozess war. Eine gute Wahl von Begriffen ist
oft schon ein grofler Schritt zu einer guten mathematischen Theorie. Daher sollte man
sich als AnfangerIn nicht dariiber wundern, dass die genaue Wahl der Begriffe oft nicht
unmittelbar einsichtig ist. Die Frage “Kénnte man das nicht auch ein bisschen anders
machen?” ist natiirlich berechtigt, aber iiblicherweise wurde das schon versucht und hat
sich als weniger niitzlich erwiesen.

Im Fall der linearen Algebra ist es giinstig, als Skalare die Elemente eines beliebigen
Korpers K zuzulassen. Dann definiert man den Begriff eines “Vektorraumes iiber einem
Korper”, und fiir gegebenes K sind dann die Vektorrdume iiber K der richtige Rahmen

7
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um lineare Algebra betreiben zu kénnen. Kommen wir zunéchst zur Definition eines
Korpers, die schon aus der EMA bekannt ist (siehe Abschnitt 5.4.1 in [EMA]):

DEFINITION 2.1. Ein Kdrper ist eine Menge K zusammen mit zwei Operationen
+:KxK—=Kund - : K x K — K mit folgenden Eigenschaften:

(K1) (r+s)+t=r+(s+t) Vrstek

(K2) r+s=s+r Vrsek

(K3) Es gibt ein Element 0 € K, sodass r +0=r Vr e K.

(K4) Fiir jedes r € K gibt es ein Element (—r) € K, sodass r + (—r) = 0 gilt.
(Kb) (r-s)-t=r-(s-t) ¥rys,teK

(K6) r-s=s-r Vr,seK

(K7) Es gibt ein Element 1 € K\ {0}, sodass 1-r=r Vr e K.

(K8) Fiir jedes r € K\ {0} gibt es ein Element ! € K, sodass r -7~ =1 gilt.
(K9) r-(s+t)=(r-s)+(r-t) Vrstek

Auf einem Korper hat man also zwei Operationen, die wir wie gewohnt als Addition
und Multiplikation bezeichnen werden. Fiir diese Operationen verlangen wir Assoziati-
vitat, Kommutativitéit, Distributivitdt und die Existenz von neutralen Elementen (die
wir wie gewohnt mit 0 bzw. 1 bezeichnen) und von inversen Elementen, wie man sie von
den Zahlbereichen Q, R und C kennt. Der wesentliche Punkt hier ist, dass man keine
weiteren Eigenschaften verlangt.

Wir werden ab sofort auch die Multiplikation meist nicht mit einem eigenen Symbol
bezeichnen, sondern fiir r - s einfach rs schreiben. Die Bedingung 1 # 0, die in (K7)
versteckt ist, dient nur dazu, zu vermeiden, dass die einelementige Menge {0} mit den
Operationen 0 + 0 = 0 und 0-0 = 0 ein Korper ist. (Sonst miissten wir in Zukunft
tiberall “Sei K ein Korper mit mindestens zwei Elementen” schreiben.)

Aus der EMA ist auch schon bekannt, dass (K1)—(K4) genau sagen, dass (K, +) eine
kommutative Gruppe ist wéhrend nach (K5)—(K8) auch (K \ {0},-) eine kommutati-
ve Gruppe ist. Die Bedingungen (K1)-(K6) und (K9) sagen genau, dass (K,+,-) ein
kommutativer Ring ist, und so weiter. Solange man sich aber mit diesen Begriffen nicht
vertraut fithlt und man keine Resultate {iber Gruppen oder Ringe verwenden will, sind
das aber nur (relativ leere) Worte.

Aus der EMA ist ebenfalls bekannt, dass neutrale und inverse Elemente in einer
Gruppe eindeutig bestimmt sind. Dieses Resultat kann man natiirlich auf die beiden
Operationen in einem Korper anwenden und erhélt die folgenden Resultate, die fiir Q,
R und C natiirlich schon aus der Schule bekannt sind. Einer Wiederholung der Beweise
aus der EMA ist an dieser Stelle eine gute Ubung.

LEmMMA 2.1. Sei (K, +,-) ein Kérper. Dann gilt:

(1) Ist s € K so, dass s+ 1 =r fir ein Element r € K gilt, dann ist s = 0.

(2) Ist s € K\ {0} so, dass s-r = r fir ein Element r € K\ {0} gilt, dann ist s = 1.
(3) Gilt fir r,7 € K, dass r+7 =0 ist, dann ist 7 = —r.

(4) Gilt fir r,7 € K\ {0}, dass r -7 =1 ist, dann ist 7 = r~'.

BEISPIELE 2.1. (1) Aus der EMA ist bekannt, dass die iblichen Operationen auf Q,
R und C die in (K1)-(K9) verlangten Eigenschaften haben, also sind diese Zahlbereiche
Korper.

(2) Die iiblichen Operationen auf Z erfiillen alle Bedingungen aus Definition
auBer (K8). Da etwa 2 € Z auch tatsdchlich kein multiplikativ inverses Element besitzt
ist (Z,+,-) kein Korper.
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(3) Betrachte die Menge Zs := {0,1} mit den Operationen + und -, die bestimmt
sind durch O +r =r+0=r,0-r=7r-0=0,1-r=r-1=7rund 14+1 = 0.
Dann verifiziert man leicht direkt, dass (Zs, +, -) ein Korper ist, siehe Abschnitt 5.4.4 in
[EMA]. Analog lernt man fiir eine Primzahl p in der EMA auch den Kérper Z, kennen,
der p Elemente hat.

Es gibt noch viele andere (teilweise sehr viel exotischere) Beispiele von Korpern,
aber fiir unsere Zwecke werden die obigen fiir’s erste ausreichen.

2.2. Vektorrdume. Die Definitions eines Vektorraumes iiber einem Koérper folgt
im wesentlichen dem aus der EMA bekannten Schema. Man betrachtet eine Menge mit
Operationen, von denen bestimmte Grundeigenschaften gefordert werden. Wie bereits
gesagt, wollen wir Vektoren addieren und mit Skalaren multiplizieren konnen, also wer-
den wir vorgegebene Skalare und zwei Operationen bendtigen.

DEFINITION 2.2. Sei K ein Korper. Ein Vektorraum diber K (oder ein K—Vektorraum)
ist eine Menge V' zusammen mit zwei Operationen @ : V xV — V und @ : KxV =V
mit folgenden Eigenschaften:

V1) (udv)dw=ud (vdw) Yu,v,welV.

V2) uGv=v®du Yu,veV.

V3) Es gibt ein Element Oy € V', sodass v &0y =v Yo e V.

V4) Zu jedem v € V gibt es ein Element ov € V, sodass v @ (6v) = 0y gilt.
V5) (T+s)®v—( Ov)B(sOv) Vrse K,VveV.

Vo) ro(vew)=rov)®(row) VreK Vo,welV.

V7) (rs)ov=ro(s©v) VrseKVYveV.

V8) 1lov=v YveV.

Die Bedingungen (V1)—(V4) sagen, dass (V, @) eine kommutative Gruppe ist. (Hof-
fentlich wird langsam sichtbar, dass es niitzlich ist, die Konzepte autbauend zu entwi-
ckeln.) Genau wie in Lemma 2.1]folgt, dass das neutrale Element von & durch (V3) und
die inversen Elemente durch (V4) eindeutig bestimmt sind, was die Bezeichnungen 0y
und ©v rechtfertigt.

Die Bedingungen (V5)—(V8) beschreiben den Zusammenhang zwischen den Rechen-
operationen auf K und der Multiplikation von Elementen von V' mit Elementen von
K. Wenn man (wie wir das in Kiirze tun werden) die Addition auf V' ebenfalls mit +
statt mit @ und die Skalarmultiplikation mit - (oder ganz ohne Symbol) statt mit ©
bezeichnet, dann sehen (V5)-(V7) wie Assoziativ- bzw. Distributivgesetze aus, sie be-
treffen aber jeweils zwei verschiedene Operationen. Die Bedingung (V8) ist eine intuitiv
vollig einsichtige Forderung, interessant ist am ehesten, dass sie nicht aus den anderen
Bedingungen folgt, sondern gefordert werden muss.

BEeISpIEL 2.2. (0) Fir einen beliebigen Korper K ist V' = {0} mit den offensicht-
lichen Operationen 0 @0 = 0, r ® 0 = 0 fiir r € K ein K-Vektorraum, der triviale
K-Vektorraum.

(1) Sei wiederum K beliebig, und setze V' := K und definiere r & s := r + s und
r®s = rs. Dann sind (V1)—(V4) und (V7) genau die Bedingungen (K1)—(K4) und (K5)
aus Definition 2.1 (V5) und (V6) folgen direkt aus dem Distributivgesetz (K9) fiir K
und (V8) gilt nach Definition des Einselements. Also ist der Korper K selbst auch ein
K-Vektorraum.

(2) Der Korper C der komplexen Zahlen enthélt die reellen Zahlen R als Teilkorper.
Insbesondere konnen wir die Multiplikation von C zu einer Abbildung ® : R x C — C
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einschrinken. Wie in Beispiel (1) definieren wir @ : C x C — C durch z ® w := z + w,
und wie dort folgt, dass diese Definitionen C zu einem R—Vektorraum machen.

Ganz analog enthalten die reellen Zahlen R den Korper Q der rationalen Zahlen als
Teilkorper. Verwenden wir die iibliche Addition auf R als @ und die Einschréinkung der
iiblichen Multiplikation als ® : Q x R — R, dann macht das R zu einem Q—Vektorraum.

(3) Fiir einen beliebigen Korper K und n € N betrachte K" := {(vy,...,v,) : v; €
K}, die Menge aller geordneten n—Tupel von Elementen von K. Wir werden solche
n—Tupel im weiteren oft als Spaltenvektoren schreiben, und definieren

V1 w1 v1+wq V1 TU1
(o) =) ()=

Un W, Vn+wn Un TUn
Das sind die offensichtlichen Verallgemeinerungen der fiir R?, R® und R™ aus Schule
und EMA bekannten Operationen. Nun folgen (V1) und (V2) direkt indem man (K1)
und (K2) auf jede Koordinate anwendet. Aus (K3) folgt, dass (V3) fur Oy = (0,...,0)
gilt und aus (K4) folgt (V4) fir ©(vy,...,v,) = (—v1,...,—vy,). Fir v = (vq,...,v,),
w = (wy,...,w,) und r € K gilt dann

r(vi+wr) (rv1)+(rws)
re(vdw)= : (rov)®(row)= :

r(vnjr’wn) (Tvn)+‘(7"wn)

und diese Elemente stimmen nach dem Distributivgesetz (K9) fiir K iiberein, also gilt
(V6). Analog verifiziert man (V5) und (V7), wihren (V8) offensichtlich gilt. Damit ist
K" ein K—Vektorraum, und das wir fiir uns das wichtigste Beispiel eines Vektorraumes
sein.

(4) Sei wiederum K ein beliebiger Korper, und X eine beliebige Menge. Sein F (X, K)
die Menge aller Funktionen f : X — K. Darauf definieren wir nun Operationen durch

(f@g)(x) = flx) +g(x)  (rOf)z):=r(flz))

fir f,g: X - K, x € X und r € K. Man nennt diese Operationen die punktweisen
Operationen auf F(X,K), weil man Funktionen einfach addiert bzw. mit einem Ska-
lar multipliziert indem man ihre Werte in jedem Punkt addiert bzw. mit dem Skalar
multipliziert. Um zu verifizieren, dass diese Operationen F(X,K) zu einem K-Vektor-
raum machen, muss man sich nur in Erinnerung rufen, dass zwei Funktionen X — K
genau dann iibereinstimmen, wenn ihre Werte in allen Punkten von X iibereinstimmen.
Um etwa (V1) zu verifizieren geniigt es also zu zeigen, dass fiir beliebige Funktionen
frg,h : X — K und jedes z € X die Gleichung ((f & g) ® h)(z) = (f & (g & h))(z).
Nach Definition ist aber die linke Seite dieser Gleichung gegeben durch

(f @ g)(x) + hz) = (f(z) + g(x)) + h(z),

und ganz analog sieht man, dass die rechte Seite gleich f(x) + (g(z) + h(x)) ist. Diese
beiden Ausdriicke sind aber nach (K1) gleich. Voéllig analog folgt (V2) aus (K2), (V3)
fiir die Nullfunktion Oz, die definiert ist durch Ox(x) = 0 fiir alle z € X aus (K3)
und (V4) aus (K4), wobei &f definiert ist durch ©f(z) = —f(x) fur alle x € X.
(V8) ist aus der Definition offensichtlich, und die restlichen Eigenschaften (V5)-(V7)
werden analog zu (V1)-(V4) verifiziert (siehe Ubungen). Damit ist F(X,K) mit den
punktweisen Operationen ein K—Vektorraum.

Dieses Beispiel mag hier exotisch aussehen, tatsédchlich spielen Funktionenrdume in
weiten Bereichen der Mathematik und der Physik eine zentrale Rolle.

(5) Analog zu Beispiel (4) kann man fiir einen beliebigen Korper K, eine Menge
X und einen K—Vektorraum V' die Menge F(X,V) aller Funktionen f : X — V zu
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einem Vektorraum machen. Die Operationen werden wieder punktweise definiert, also
(f ® g)(z) := f(x) @ g(x) (wobei aber jetzt das erste @ die Addition auf F(X,V)
bezeichnet, das zweite aber die Addition in V') und (r ® f)(x) = r® (f(x)) (wobei auch
® zwei Bedeutungen hat). Die Eigenschaften (V1)—(V8) fiir F(X, V') folgen hier analog
wie in (3) aus den entsprechenden Eigenschaften von V.

2.3. Als néichstes wollen wir einige allgemeine Rechenregeln fiir Vektorrdume be-
weisen, die in allen oben angefiihrten Beispielen vollig offensichtlich sind. Der wesentliche
Punkt hier ist aber, dass man nicht mehr als die Eigenschaften (K1)-(K9) von Kérpern
und (V1)—(V8) von Vektorraumen braucht, um diese Regeln zu beweisen. Wenn man
sich ndmlich bewusst macht, was die Aussagen eigentlich bedeuten (etwa “Wenn man
ein beliebiges Element von V' mit dem additiv neutralen Element von K multipliziert,
dann erhélt man das additiv neutrale Element von V.”) dann sind sie gar nicht mehr
offensichtlich.

ProrosiTION 2.3. Sein K ein Korper und V' ein Vektorraum tiber K. Dann gilt:

(1) 0©v =0y firaleveV.

(2) (—1) ®v = 6w fir alleveV.

(3) r © 0y = 0y fir alle r € K.

(4) Fiir gegebenes a € K\{0} undw € V hat die Gleichung a®v = w eine eindeutige
Lésung in 'V, ndmlich v =a"! ®w.

BEWEIS. (1) Nach (V5) ist (00 v) & (00 v) =(0+0) ®v =0® v, und wir haben
bereits in bemerkt, dass dies 0 ® v = 0y impliziert. (Man addiert einfach zu beiden
Seiten der Gleichung (0 ® v).)

(2) Nach (V8), (V5) und Teil (1) gilt
(-Dev)dv=(-)ove(lev)=((-1)+1)ev=00v=0y.

Wir haben wiederum in 2.2 bemerkt, dass das (—1) ® v = Sv impliziert. (Man addiert
einfach zu beiden Seiten der Gleichung Sv.)

(3) Nach (V6) gilt (r©0y) @ (r©0y) =r© (0y &0y) =r 0y und wie in (1) folgt
die Behauptung.

(4) Nach (V7) und (V8) gilt a ® (e ®w) = (aa™) ©Ow =1 ®w = w, also
ist a™! ® w eine Losung der Gleichung. Umgekehrt folgt aus @ ® v = w natiirlich
a ' ®(a®v)=a"'®w, und wie oben folgt a™' ® (a ®v) = v. O

An dieser Stelle wird es Zeit fiir eine Vereinfachung der Notation: Wir werden ab
sofort die Addition in jedem Vektorraum mit + und die Skalarmultiplikation immer mit
- oder durch einfaches Hintereinanderschreiben der Elemente bezeichnen. Auflerdem
werden wir den Nullvektor (also das neutrale Element fiir die Addition in V') immer
einfach mit 0 (statt mit 0y ) und das additiv inverse Element zu v € V' einfach mit —v
bezeichnen.

Die Definition eines Vektorraumes ist so gewahlt, dass diese Vereinfachung ohne
Gefahr von Widerspriichen moglich ist, und auch die Aussagen in Proposition 2.3]zeigen,
dass die “neue” Notation Sinn macht. Sie birgt aber auch gewisse Gefahren in sich, weil
sie vom Leser mehr Aufmerksamkeit bzw. Mitdenken verlangt. Es muss ndmlich aus dem
Zusammenhang geschlossen werden, was die verwendeten Symbole genau bedeuten.

Teil (1) der Proposition liest sich etwa in der neuen Notation als 0 -v = 0. Um
das richtig zu interpretieren muss beobachten, dass weil v € V ist, der Punkt nur die
Skalarmultiplikation bezeichnen kann. Damit muss aber die Null auf der linken Seite
der Gleichung in K und die Null auf der rechten Seite der Gleichung in V' liegen. Analog
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kann fiir Teil (2), ndmlich (—1)v = —v wegen v € V links mit —1 nur das additiv inverse
Element zu 1 in K gemeint sein, wéhrend rechts nur das additiv inverse Element zu v
in V stehen kann.

Diese Probleme ziehen sich durch fast alles, was wir bisher gemacht haben. Die
Vektorraumeigenschaft (V7) schreibt sich etwa in der neuen Notation als (rs)v = r(sv)
fir r;,s € Kund v € V, und es ist dem/der LeserIn iiberlassen, zu bedenken, dass hier
einmal die Multiplikation in K und dreimal die Skalarmultiplikation vorkommt. Fiir
die Funktionenrdume aus den Beispielen (3) und (4) von oben bekommt die Definition
der Addition die Form (f + g)(z) := f(x) + g(x) (und zwar in beiden Fillen) und
man muss bei der Interpretation aufpassen. Ich kann nur allen Studierenden dringend
empfehlen, in der néchsten Zeit diesen Aspekt sorgfiltig im Auge zu behalten und
nicht “driiberzulesen”. Mit der Zeit stellt sich eine gewisse Automatik ein und es ist
weniger bewusste Aufmerksamkeit notig. Es lohnt sich aber, immer wieder einmal zu
hinterfragen, ob wirklich klar ist, “was da eigentlich steht”.

2.4. Teilraume. Der Begriff des Teilraums ist analog zu den Begriffen “Unter-
gruppe”, “Teilring” und “Teilkorper”, die in der EMA kurz angesprochen wurden (und
vermutlich eher schwierig zu verdauen waren). Algebraisch sauberer wére es, einen Teil-
raum eines Vektorraumes V' als eine Teilmenge W C V' zu definieren, sodass sich die
Vektorraumoperationen auf V' zu Vektorraumoperationen auf W einschrianken lassen.
Fiir AnféingerIlnnen vermutlich leichter versténdlich, ist die folgende operative Definiti-
on:

DEFINITION 2.4. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine nichtleere Teil-
menge W C V heifdt ein Teilraum oder ein Unterraum von V| wenn fiir alle wy, wy € W
auch wy; + we € W und fiir alle w € W und r € K auch rw € W gilt.

Teil (1) der folgenden Proposition ist eine alternative Beschreibung der Teilraumei-
genschaft, die oft handlich ist, Teil (2) beweist die angestrebte Einschréinkbarkeit der
Operationen.

PROPOSITION 2.4. Sei V' ein Vektorraum tiber K. Dann gilt:

(1) Eine Teilmenge W C V st genau dann ein Teilraum, wenn 0 € W und fir alle
wy,wy € W und r € K auch rwy +wy € W gilt.

(2) Ist W C V ein Teilraum, dann kann man die Addition und die Skalarmultipli-
kation zu Abbildungen + : W x W — W und - : K x W — W einschrinken, die W zu
einem K—Vektorraum machen.

BEWEIs. (1) Ist W C V ein Teilraum, dann ist W # (), also gibt es ein Element
w € W. Dann liegt aber auch (—1)-w in W, was nach Teil (2) von Proposition 2.3 mit
—w ibereinstimmt. Damit gilt aber w + (—w) = 0 € W. Sind nun w;,ws € W und
r € K beliebig, dann gilt nach Definition rw; € W und daher auch rw; + wy € W, also
sind die Bedingungen in (1) erfiillt.

Sind umgekehrt die Bedingungen in (1) erfiillt, dann ist 0 € W, also W C V
nichtleer. Fiir wy,wy € W ist dann 1 - w; + wy = wy; + wy € W. Andererseits ist fiir
weWundreKauchr-w+0=r-we W, alsoist W C V ein Teilraum.

(2) Die Definition des Teilraumes bedeutet ja gerade, dass man die Operationen zu
+:WXxW — Wund - : Kx W — W einschranken kann. Die Eigenschaften (V1), (V2)
und (V5)—(V8) sind dann fiir die eingeschrénkten Operationen offensichtlich erfiillt. Aus
dem Beweis von Teil (1) wissen wir, dass 0 € W gilt und nach Teil (2) von Proposition
ist —w = (—1) - w, also liegt fiir w € W auch —w € W. Somit sind auch (V3) und
(V4) fiir die Einschrankung der Addition erfiillt. O
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KOROLLAR 2.4. Sei {W; : i € I} eine beliebige Menge von Teilrdumen eines K-

Vektorraumes V. Dann ist auch der Durchschnitt W := (,c; W; C V' ein Teilraum.

BEWEIS. Wir benutzen die Charakterisierung aus Teil (1) der Proposition. Da jedes
W; C V ein Teilraum ist, gilt 0 € W; fiir alle ¢ € I, also 0 € W. Sind wy,wy € W und
r € K, dann gilt nach Definition wy,ws € W, fiir alle ¢ € I. Da jedes W; ein Teilraum
ist, gilt auch rw; + wy € W; fir alle ¢ € I, also rw; + wy € W. Nach Teil (1) der
Proposition ist damit W C V ein Teilraum. O

BEISPIEL 2.4. (1) Fir jeden K-Vektorraum V sind die Teilmengen {0} C V und
V' C V offensichtlich Teilrdume. Im K—-Vektorraum K sind das die einzigen Teilrdume.
Ist ndmlich W C K ein Teilraum, der ein Element r # 0 enthélt, dann ist auch 1 =
r~tr € W und damit s = s1 € W fiir alle s € K.

(2) Betrachte den K—Vektorraum K" und eine Zahl k£ mit 1 < k < n und definiere
Wo=A{(r1,...,76,0,...,0) :r,...,7 € K}, also die Teilmenge aller jener Punkte, fiir
die alle Koordinaten nach der k—ten gleich Null sind. Dann erfiillt W offensichtlich die
Bedingungen von Definition 2.4] und ist damit ein Teilraum von K". Offensichtlich kann
man W mit K* identifizieren (formal werden wir uns das noch genauer ansehen).

Analog konnen wir fiir eine Menge X, eine Teilmenge Y C X und einen Korper K
den Vektorraum F(X,K) aller K-wertigen Funktionen auf X aus Beispiel (4) von
und die Teilmenge W :={f : X - K: f(y) =0 Vy € Y}. Verschwindet eine Funktion
in y, dann natiirlich auch jedes Vielfache dieser Funktion und fiir zwei Funktionen, die in
y verschwinden, verschwindet auch ihre Summe in y. Damit erfiillt W die Bedingungen
von Definition und ist somit ein Teilraum von F(X, K).

(3) Betrachten wir den K—Vektorraum K" und die Teilmenge
Wo={(ri,...,rn) i1+ +1r, =0}

Dann verifiziert man wieder sofort, dass die Eigenschaften aus Definition [2.4] erfiillt sind,
also W C K" ein Teilraum ist.

Seien allgemeiner ay, ..., a, € K beliebige Elemente und definiere
W=A{(r1,...,rn) s ayr1 + -+ + apr, = 0}.
Dann ist offensichtlich 0 € W und fiir Elemente v = (vq,...,v,) und w = (wy, ..., w,)

von W und r € K gilt rv +w = (rvy +wy, ..., 10, + w,) und
ar(rvg +wy) + -+ -+ ap(rv, + wy) = r(agvy) + awy + -+ + r(apvy) + awy,
=r(avy + -+ + ayv,) + (qwy + -+ - + awy,) =0,
also ist W nach Proposition [2.4] ein Teilraum. Ist K = R, n = 3 und sind die a; nicht

alle gleich Null, dann ist W geometrisch gesehen eine Ebene durch den Nullpunkt in
R3, nimlich die Normalebene auf den Vektor (ay, as, as).

(4) Betrachte wieder den K—Vektorraum K" und die Teilmenge
Wo={(r1,...,mn) 1 =1}
Dann ist W kein Teilraum. Die einfachste Begriindung dafiir ist, der Nullvektor nicht
in W liegt (siehe Proposition , es gibt aber auch viele andere Argumente.
Betrachten wir R? und die Teilmenge W := {(z,y) : y = 2}, dann ist das ebenfalls
kein Teilraum, weil etwa (1,1) in W liegt, 2- (1,1) = (2,2) aber nicht.
(5) Wir wollen alle Teilriume von R? bestimmen. Ist W C R? ein Teilraum und

W # {0}, dann wéhlen wir einen Vektor w € W\ {0}. Nach Definition muss dann auch
r-w € W fiir alle r € R gelten, also enthélt W die Gerade, die durch 0 und w geht. Nun
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bildet die Teilmenge {rw : r € R} C R? einen Teilraum, weil rw + sw = (r + s)w und
s(rw) = (sr)w fir alle r; s € R gilt. Wenn W nicht mit diesem Teilraum iibereinstimmt,
dann finden wir einen Vektor w € W, der kein Vielfaches von w ist. Schreiben wir
w = (wy,wy) und W = (w1, Wy). Dann muss entweder w; # 0 oder w; # 0 gelten, weil

sonst @ = 32w wire. (Wegen w,w # 0 macht die Division keine Probleme.) Nehmen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit w; # 0 an, dann wissen wir, dass W — %w =
(0,wy — g—iﬁ@) € W gilt. Die zweite Komponente dieses Vektors muss ungleich Null
sein, weil sonst w = %w wére. Multipliziert man mit dem Inversen dieser Komponente,
dann erhélt man (0,1) € W. Damit ist aber dann auch (wy,0) = w—wy-(0,1) € W und
wegen wy # 0 folgt (1,0) € W. Damit ist aber (r1,72) =71 - (1,0) +ro - (0,1) € W fiir
alle r, 79 € R, also W = R% Damit sehen wir, dass neben {0} und R? nur die Geraden
durch Null Teilriume von R? bilden.

Analog zeigt man (siche Ubungen), dass die Teilrdume von R? genau {0}, die Gera-
den durch Null, die Ebenen durch Null, und R? selbst sind.

Lineare Abbildungen

Es ist ein wichtiges Prinzip der Mathematik, dass zu einer gewissen Struktur (d.h. zu
Objekten) immer auch die Abbildungen zwischen diesen Objekten betrachtet werden,
die mit dieser Struktur vertréglich sind. Das hilft auch dabei bei Objekten die in vielen
verschiedenen Rollen auftreten (zum Beispiel die reellen Zahlen R) die Ubersicht zu be-
wahren, welche der vielen vorhandenen Strukturen im Moment die relevante ist. (Auf R
kann man natiirlich Kérperhomomorphismen, lineare Abbildungen, stetige, differenzier-
bare oder integrierbare Funktionen betrachten, und jede dieser Klassen von Funktionen
spiegelt eine natiirliche Struktur wieder, die die Menge R tragt.)

2.5. Grundlegende Definitionen. Im Fall der Vektorrdume sind die strukturer-
haltenden Abbildungen die linearen Abbildungen. Dabei ist wichtige, dass es im Allge-
meinen keinen Sinn macht, Vektorrdume iiber verschiedenen Korpern zu “vergleichen”.
Der Begriff der linearen Abbildung ist nur fiir Vektorrdume iiber dem gleichen Kérper
definiert. Ab sofort werden wir daher fast immer mit Vektorrdumen {iber einem fixen
(aber beliebigen) Korper K arbeiten.

DEFINITION 2.5. Seien V und W Vektorrdume iiber K.

(1) Eine lineare Abbildung von V nach W ist eine Funktion f : V' — W, sodass
flor +v9) = f(v1) + f(ve) und f(rv) = rf(v) fir alle v,v;,v, € V und alle r € K gilt.

(2) Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W wird mit L(V, W) oder
(wenn der Korper K aus dem Zusammenhang nicht klar ist oder betont werden soll)
mit Lg(V, W) bezeichnet.

(3) Ein linearer Isomorphismus von V nach W ist eine bijektive lineare Abbildung
f:vV-w.

(4) Man sagt, V und W sind isomorph und schreibt V' = W, wenn es einen linearen
[somorphismus von V' nach W gibt.

BEMERKUNG 2.5. (1) Die Definition einer linearen Abbildung ist eigentlich sehr
einsichtig. Man hat auf einem Vektorraum zwei Operationen und eine lineare Abbildung
ist einfach eine Funktion, die mit beiden Operationen vertréglich ist. Weil in der Defi-
nition die Vektorraumoperationen auf V' und W mit den selben Symbolen bezeichnet
werden, muss man wieder aufpassen, was die Dinge genau bedeuten.

(2) Isomorphe Vektorrdume sind vom Standpunkt der linearen Algebra aus gesehen
als “gleich” (oder vielleicht besser als “ununterscheidbar”) zu betrachten. Ein linearer
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Isomorphismus f : V' — W kann benutzt werden, um Punkte von V' mit entsprechenden
Punkten von W zu identifizieren. Da f linear ist, sehen die Vektorraumoperationen
in beiden Bildern gleich aus. Beim Ubergang zu einem isomorphen Vektorraum gibt
man sozusagen nur den Elementen des Raumes “andere Namen”, ldsst aber sonst alles
unverandert.

Wir kénnen nun leicht einige fundamentale Eigenschaften von linearen Abbildungen
beweisen. Dazu erinnern wir uns an Abschnitt 4.3 der EMA: Eine Funktion f: V — W
ist injektiv, wenn f(v1) = f(vy) nur fiir v; = vy gilt und surjektiv, wenn es zu jedem
w € W ein Element v € V' gibt, fiir das f(v) = w gilt. SchlieBlich heifit f bijektiv, wenn
f injektiv und surjektiv ist. Das ist dquivalent dazu, dass es eine Funktion g : W — V
gibt, sodass go f = idy und fog = idy gilt. Die Funktion g ist dann eindeutig bestimmt
und wird als die inverse Funktion f~! zu f bezeichnet.

SATzZ 2.5. Seien U, V und W Vektorriume 1iber K.
(1) Eine Funktion f:V — W ist genau dann eine lineare Abbildung, wenn

fror +vg) =7 f(v1) + f(v2)

fiir alle vi,v9 € V und alle r € K gilt.

(2) Ist f : V. — W eine lineare Abbildung, dann gilt fir vq,...,v, € V und
1, ... €K, dass f(O 2 miv) =D, i f ().

(3) Die Komposition linearer Abbildungen ist linear, d.h. sind f : U — V und
g:V — W linear, dann ist go f : U — W linear.

(4) Fir einen linearen Isomorphismus f : V. — W ist auch die inverse Funktion
f~ LW =V ein linearer Isomorphismus.

(5) Betrachtet man die Menge F(V, W) als K-Vektorraum mit den Operationen aus
Beispiel (5) von[2.4, dann bildet L(V,W) C F(V,W) einen Teilraum. Insbesondere ist
also L(V, W) ein Vektorraum unter den punktweisen Operationen.

BEWEIS. (1) Ist f linear, dann ist f(rvy +ve) = f(rvi) + f(ve) = rf(v1) + f(v2).

Erfiillt umgekehrt f diese Bedingung, dann ist
flor+wv) = f(L-vr+v) =1 f(v) + flv2) = fv1) + f(va).

Damit ist aber f(0) = f(040) = f(0) + f(0), also f(0) = 0. Benutzt man das, dann
erhalt man f(rv) = f(rv+0) =rf(v) +0=rf(v), also ist f linear.

(2) Nach Teil (1) gilt

J((rivg + -+ r1Un—1) +1pvn) = f(rivr 4+ -+ ma1vno1) Fraf(vn)

und damit folgt das allgemeine Resultat sofort durch Induktion nach n.

(3) Nach Definition gilt (g o f)(u) = g(f(w)) fir w € U. Unter Benutzung von Teil
(1) folgt (g0 £)(0) = 9(0) = 0 und

(g0 f)(rur +uz) = g(f(rus +u2)) = g(rf(w) + f(u2)) = rg(f(u1)) + g(f (u2))

=r(go f)(u1) + (g o f)(uz),

also ist g o f wieder linear.

(4) Sei f ein linearer Isomorphismus und f~! : W — V die inverse Funktion zu f.
Da f(0) = 0 gilt, folgt natiirlich sofort f~!(0) = 0. Andererseits ist fiir wy, wy € W und
rek

FOf= wy) + f7H (w2)) = rf(f7H(w)) + f(f 7 (w2)) = 1wy + wo.
Das bedeutet aber gerade, dass f~(rw; + ws) = rf ' (wy) + [~ (w2) gilt, also ist f~*
linear nach Teil (1).
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(5) Das ist eine einfache Rechnung, bei der aber die Interpretation schwierig ist, weil
nun schon drei verschiedene Operationen mit + bzw. mit - bezeichnet werden.

Um zu zeigen, dass L(V, W) C F(V, W) ein Teilraum ist, miissen wir nach Definition
zeigen, dass fir f,g e L(V,W)und r e Kauchrf : V- Wund f4+¢:V — W in
L(V,W) liegen, also linear sind. Nach Definition der Vektorraumstruktur auf F(V, W)

in Beispiel (5) von [2.3]ist (rf)(v) = r(f(v)) und (f 4+ ¢)(v) = f(v) 4+ g(v). Da f(0) =0
und ¢(0) = 0 gilt, erhalten wir sofort (rf)(0) = 0 und (f + ¢)(0) = 0. Fiir vy,v € V
und s € K gilt weiters
(rf)(sv1 4 v2) = r(f(sv1 4 v2)) = r(sf(v1) + flv2)) = s((rf)(v1)) + (rf)(v2)
(f +9)(sv1 +v2) = f(sv1 4 v2) + g(sv1 4 v2) = 5 (v1) + f(v2) + s9(v1) + g(v2)
= s(f +9)(v1) + (f + 9)(v2).
0

Ein Ausdruck der Form ), rv; wie in Teil (2) der Proposition heifit eine Linear-
kombination der Vektoren vy, ..., v,.

BEeispIEL 2.5. (0) Fiir beliebige Vektorrdume V und W ist die Nullabbildung 0 :
V — W, 0(v) = 0 fiir alle v € V klarerweise linear. (Auch hier tritt das Symbol “0” in
zwel Bedeutungen auf, ndmlich als Nullelement in den Vektorrdumen V und L(V,W).)

(1) Wir konnen relative einfach alle linearen Abbildungen f : K™ — K beschreiben:
Fiir Elemente a4, ..., a, € K betrachte die Abbildung

fri, o ) =D aim = arry + - -+ + apry.

Zunichst konnen wir sofort nachrechnen, dass f linear ist. Offensichtlich gilt f(0) = 0

und fir v = (vy,...,v,) und w = (wy,...,w,) in K* und r € K ist rv + w gegeben
durch (rvy +wy, ..., 70, + w,) und damit

flro+w) =3 ai(rv +w;) =1 av + >, aw; = rf(v) + fw).
Umgekehrt ist aber auch jede lineare Abbildung von dieser Form: Fiir ¢ = 1,...,n

definieren wir e; € K" als den Vektor, dessen i—te Komponente gleich 1 ist, wihrend
alle anderen Komponenten Null sind.

Ist nun f : K" — K eine beliebige lineare Abbildung dann setzen wir a; := f(e;) € K
fir i = 1,...,n. Dann gilt aber (ry,...,7,) =rie; + -+ + rpe,, also

flry,.m) = f(ZZ rie;) = Z, rif(e) = ZZ riQ;.

(2) Sei V ein beliebiger K-Vektorraum und betrachte eine Funktion f : V' — K"
fiir beliebiges n. Dann ist fiir jedes v € V das Bild f(v) ein n—Tupel von Elementen
von K und wir bezeichnen mit f;(v) € K die i-te Komponente dieses Tupels. Dann
definiert das Funktionen f; : V — K fir i« = 1,...,n, und f(v) = (fi(v),..., fu(v)).
Nun ist fir v, vy € V' die i—te Komponente von f(v; + v3) natiirlich gerade f;(v1 + v),
wihrend die i-te Komponente von f(v;) + f(v2) gleich fi(vi) + fi(ve) ist. Daher gilt
fvr +v2) = f(v1) + f(ve) genau dann, wenn f;(vy + vo) = fi(v1) + fi(ve) fiir alle
1 =1,...,n gilt. Analog sieht man sofort, dass fiir v € V und r € K die Gleichung
f(rv) = rf(v) dquivalent zu f;(rv) = rf;(v) fur alle i = 1,...,n ist. Somit sehen wir,
dass eine Funktion f : V' — K" genau dann linear ist, wenn alle Koeffizientenfunktionen
fi © V. — K linear sind.

Zusammen mit Beispiel (1) liefert das natiirlich eine vollstdndige Beschreibung aller
linearen Abbildungen f : K" — K™ fiir beliebige m,n € N. Diese Beschreibung ist der
Ausgangspunkt fiir den Matrizenkalkiil, den wir in Kiirze entwickeln werden.
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(3) Fiir k < n betrachte die Funktion f : K* — K", die gegeben ist durch

flry,...,rk) == (r1,...,7%,0,...,0).

(Man héngt also einfach an einen Vektor der Lange k noch n — k Nullen an.) Dann
ist f nach Definition linear und offensichtlich ist f injektiv. Natiirlich hat f Werte in
dem Teilraum W aus Beispiel (2) von , und als Abbildung K¥ — W ist f natiirlich
bijektiv, also ein linearer Isomorphismus.Das ist die prézise Version der Aussage aus
dass man W mit K* identifizieren, also K* als Teilraum von K" betrachten kann.

(4) Betrachte die Menge X := {1,...,n} und den Vektorraum F (X, K) aller Funk-
tionen f : X — K. Definiere eine Funktion ¢ : F(X,K) — K" durch

p(f) = (f(1),.... f(n)).

Fir f,g € F(X,K),r € Kund i = 1,...,n gilt (rf)(@) = 7(f()) und (f + g)(i) =
f(i) + g(i), also folgt sofort, dass p(rf) = re(f) und o(f + g) = p(f) + »(g) gilt.
Somit ist ¢ linear. Da man aus ¢(f) die Werte von f in allen Punkten ablesen kann,
ist ¢ injektiv. Ist v = (vy,...,v,) € K" beliebig, dann definiert f(¢) := v; natiirlich eine
Funktion f: X — K, sodass ¢(f) = v gilt. Damit ist ¢ auch surjektiv, also ein linearer
[somorphismus.

2.6. Polynome. Polynome spielen eine wichtige Rolle in der linearen Algebra.
Fiir’s erste lernen wir sie als ein weiteres Beispiel fiir einen Vektorraum kennen.

DEFINITION 2.6. Sei K ein beliebiger Korper, und £ € N.

(1) Ein Polynom vom Grad < k iiber K in der Variablen z ist ein Ausdruck der
Form p = Z?:o a;x' = ag + a1z + - - - + apx” fiir Koeffizienten a; € K.

(2) Die Menge aller Polynome vom Grad < k iiber K in der Variablen z wird mit
Ki[x] bezeichnet, die Menge aller solchen Polynome (fiir beliebiges k) mit K[z].

BEMERKUNG 2.6. (1) Fiir n > k kann man ein Polynom p € K[z auch als Element
von K, [z] auffassen, indem man die Koeffizienten a; fiir i > k& Null setzt. Das muss man
tun, um die Menge K]z] aller Polynome bilden zu kénnen.

(2) Wie haben Polynome hier eigentlich nur als formalen Ausdruck, also durch ih-
re Koeffizienten definiert. Insbesondere bedeutet das, dass zwei Polynome genau dann
gleich sind, wenn ihre Koeffizienten gleich sind, wobei man bei Polynomen verschiede-
nen Grades auch noch (1) benutzt. Die z* spielen spielen noch keine wirkliche Rolle,
sie werden spiéter fiir die Multiplikation von Polynomen niitzlich sein. Dieser formale
Zugang mag ungewohnt sein, wenn man aus der Schule reelle Polynome als spezielle
Funktionen auf R kennt, er ist aber aus mehreren Griinden niitzlich. Wie wir gleich
sehen werden, definiert zwar jedes Polynom iiber K eine Funktion K — K, aber fiir
endliche Korper ist ein Polynom durch diese Funktion nicht eindeutig bestimmt. Au-
Berdem wird es spéter wichtig sein, dass man in ein Polynom iiber K auch allgemeinere
Objekte einsetzen kann, als Elemente von K.

PROPOSITION 2.6. (1) Fiir p,q € K,[z] mit p = > a;x" und ¢ = > bx", sowie
r € K definiere p + q := >_(a; + b;)x' und rp := > ra;x’. Das macht K,[z] zu einem
Vektorraum diber K, der isomorph zu K"t ist.

(2) Firp =Y ax' € K[z| definiere eine Funktion ¢, : K — K durch p,(s) =
S a;s' fiir s € K. Dann definiert p — ¢, eine lineare Abbildung K[z] — F(K,K). Diese
Abbildung ist aber nicht notwendigerweise injektiv oder surjektiv.
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BEWEIS. (1) Definiere f : K,[z] — K" durch f(p) := (aq,...,a,), wobei p =
S a;z' und g : K — K, [x] durch g(rg, ..., r,) := > 7', Dann sind nach Konstruk-
tion sowohl f als auch g mit der Addition und der Skalarmultiplikation auf den beiden
Réumen vertraglich, d.h. es gilt f(p+q) = f(p) + f(¢) und g(v+w) = g(v) + g(w) und
so weiter. Damit folgen die definierenden Eigenschaften eines Vektorraumes fiir K, [z]
sofort aus den analogen Eigenschaften fiir K**!. Hat man diese Eigenschaften verifiziert,
dann ist natiirlich f ein linearer Isomorphismus zwischen den beiden Raumen.

(2) Fiir p = Y a;a" und ¢ = > b’ folgt aus den Definitionen, dass p,i4(s) =
S (ai+b;)s' = (a;s'+b;s') gilt. Da die Summen endlich ist, kénnen wir sie problemlos
umordnen und als (> a;s') + (3. b;s7) = ,(s) + ¢4(s) schreiben. Daraus folgt aber
Optq = Pp + ¢ und analog zeigt man @,, = ry,.

Natiirlich gibt es viele Funktionen R — R, die nicht als Polynome geschrieben werden
kénnen, also ist p — ¢, als Funktion R[z] — F(R,R) nicht surjektiv. Betrachten wir
andererseits K := Zy, dann hat F(Zy, Zs) nur vier Elemente. (Jede Funktion f : Zy —
Zso ist durch Thre Werte auf 0 und 1 festgelegt, fiir die es jeweils zwei Moglichkeiten
gibt.) Andererseits sind aber nach Teil (1) schon die Polynome vom Grad < 2 iiber Z,
isomorph zu (Z)3, also gibt es acht solche Polynome. Tatsiichlich verifiziert man sofort,
dass das Polynom p = z + 22 = 0 + 1z + 12 € Z,[x] die Nullfunktion auf Z, definiert,
also ¢, = 0 erfiillt. Somit ist p — ¢, in diesem Fall nicht injektiv. OJ

2.7. Kern und Bild. Um den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und
Teilrdumen zu studieren, erinnern wir uns kurz an die Begriff von Bild und Urbild unter
Funktionen aus der EMA: Sei f : X — Y eine Funktion zwischen zwei Mengen. Dann
kann man fiir jede Teilmenge A C X das Bild f(A) :=={y €Y :3Ja € A: f(a) = y}
und fiir jede Teilmenge B C Y das Urbild f~!(B) := {z € X : f(x) € B} bilden. (Das
Symbol f~! fiir das Urbild ist von der inversen Funktion zu unterscheiden, die ja im
Allgemeinen nicht existiert.)

DEFINITION 2.7. Seien V und W Vektorrdume iiber K und sein f : V — W eine
lineare Abbildung.

(1) Der Kern von f ist die Teilmenge Ker(f) := f~1({0}) ={v e V: f(v) =0} C V.

(2) Das Bild von f ist Im(f) := f(V)={weW :JveV: flv)=w}CW.

PRrROPOSITION 2.7. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K—Vektor-
raumen. Dann gilt:

(1) Ist V_.C V ein Teilraum, dann ist auch f(V) C W ein Teilraum. Insbesondere
ist Im(f) C W ein Teilraum.

(2) Ist W C W ein Teilraum, dann ist auch f~(W) C V ein Teilraum. Insbesondere
ist Ker(f) C V ein Teilraum.

(3) f ist genau dann surjektiv, wenn Im(f) =W gilt.

(4) f ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0} gilt.

BEwWEIS. (1) Da V C V ein Teilraum ist, gilt 0 € V, also 0 = f(0) € f(N)
Sind wy, wy € f(M) und ist r € K, dann finden wir nach Definition vy, vy € V' mit
f(vi) =w; firi=1,2.DaV cCcV ein Teilraum ist, gilt rvy + v, € V, also f(rvy +uvg) =
rf(v)) + f(vy) = rwy +wy € f(V). Damit ist f(V) ein Teilraum. Die Aussage iiber
Im(f) folgt natiirlich, weil V' < V ein Teilraum ist.

(2) Natiirlich gilt 0 € f~'(W), und fiir vy, v, € f~1(W) und r € Kist f(v1), f(v2) €

W.Da W C W ein Teilraum ist, gilt 7f(v)) + f(v2) = f(rvy +vy) € W, also rv; + vy €
fH(W). Die Aussage iiber Ker(f) folgt, weil {0} C W ein Teilraum ist.
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(3) Das ist die Definition von Surjektivitét.

(4) Ist f injektiv und v € Ker(f), dann gilt f(v) = 0 = f(0), also v = 0 wegen
der Injektivitdt von f. Umgekehrt folgt aus f(v1) = f(vy) fiir vy,vo € V natiirlich
0= f(v1) — f(va) = f(v1 — va), also vy — vy € Ker(f). Ist ) = {0} dann impliziert
das v; = vs. O

~

@)

=
—~
~






KAPITEL 3

Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Nachdem wir die fundamentalsten Begriffe der linearen Algebra entwickelt haben,
verlassen wir voriibergehen die abstrakten Konzepte und wenden uns ihrer konkreten
Realisierung zu. Wir werden zeigen, wie man lineare Abbildungen zwischen den Vek-
torrdumen K" (fiir verschiedene m) explizit beschrieben und ihre Kerne und Bilder
bestimmen kann, indem man lineare Gleichungssysteme 16st. Wir werden spéter sehen,
dass sich diese Methoden auf allgemeinere Vektorrdume iibertragen lassen. Wir fixieren
weiterhin einen beliebigen Kérper K.

Matrizen

Als ersten Schritt beschreiben wir lineare Abbildungen zwischen Rdumen der Form
K™ durch Matrizen. Die Vektorraumoperationen auf Rdumen linearer Abbildungen und
die Komposition von linearen Abbildungen iibersetzen sich in einfache Rechenoperatio-
nen mit Matrizen. Es zeigt sich aber, dass es oft einfacher ist, die Eigenschaften dieser
Operationen aus den allgemeinen Konzepten abzuleiten als sie nachzurechnen.

3.1. Grundlegende Definitionen. Die Definition einer Matrix ist (zumindest in
Spezialfallen) schon aus der Schule und aus der EMA bekannt:

DEFINITION 3.1. Sei K ein Korper.
(1) Eine m x n—Matriz iiber K ist ein rechteckiges Schema von Elementen von K mit

m Zeilen und n Spalten. Wir schrieben so eine Matrix als A = (a;;) mit i = 1,...,m
ai; ... Qi
und j =1,...,n oder als A = : |, wobei a;; € K fiir alle ¢, j.
A1 - Gmn
(2) Fiir i = 1,...m ist der i~te Zeilenvektor von A die 1 x n-Matrix (a;, ..., a:p)
ai;

und fiir j = 1,...,n ist der j—te Spaltenvektor von A die m x 1-Matrix
Q5

(3) Die Menge aller m x n-Matrizen iiber K wird mit M,,,(K) bezeichnet. Fir
m = n schreibt man M, (K) statt M, ,(K).

(4) Die n x n-Einheitsmatrix I,, € M, (K) ist definiert als I, = (J;;) wobei §;; = 1
fir ¢« = j und 6;; = 0 fiir ¢ # 7.

BEMERKUNG 3.1. (1) Wir kénnen die Zeilenvektoren einer m x n—-Matrix itber K
natiirlich als Elemente von K" betrachten. Im Rahmen des Matrizenkalkiils ist es aber
wesentlich giinstiger, die Elemente des Vektorraumes K" als Spaltenvektoren zu betrach-
ten. (Natiirlich macht es logisch gesehen keinen Unterschied, ob man die Elemente eines
n—Tupels mit Beistrichen getrennt nebeneinander oder ohne Trennung untereinander
schreibt.) In diesem Bild kann man sich die Formeln, die wir im weiteren entwickeln
werden, viel leichter merken. Dementsprechend werden die Spaltenvektoren einer Ma-
trix fiir uns (zumindest anfénglich) wichtiger sein als die Zeilenvektoren. Wir werden
spater aber auch eine gute Interpretation fiir die Zeilenvektoren finden.

21
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(2) Nach Definition ist eine m x n—Matrix einfach eine geordnete Ansammlung von
mn Elementen eines Korpers. Wir konnen sie aber auch als Familie der Spaltenvektoren,
d.h. als (geordnete) Kollektion von n Elementen von K™, oder als Familie der Zeilenvek-
toren betrachten. Im weiteren wird es oft niitzlich sein, zwischen diesen verschiedenen
Bildern hin— und herzuschalten

Wie wir bereits bemerkt haben, ist eine Matrix A € M,, ,,(K) nur eine Ansammlung
von m - n vielen Elementen von K (diesmal nur rechteckig statt nebeneinander oder
untereinander angeordnet). Damit konnen wir die Mengen M,, ,,(K) der m x n—Matrizen
iiber K auf offensichtliche Weise zu einem K-Vektorraum machen: Man addiert Matrizen
einfach komponentenweise und multipliziert sie auch komponentenweise mit Skalaren.
Fiir Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) in M,, ,,(K) haben wir also A+ B = (¢;;), wobei
cij = aij + by und fir r € Kist rA = (d;;) mit d;; = ra;; fiir alle ¢ = 1,...,m und
j=1,...,n. Wir werden dafiir auch kurz A+ B = (a;; +b;;) und rA = (ra;;) schreiben.
Beachte, dass die Addition nur fiir Matrizen gleicher Grofle definiert ist.

3.2. Zusammenhang mit linearen Abbildungen. Wir haben die wesentliche
Grundlage fiir den Matrizenkalkiil schon in Beispiel kennen gelernt. Betrachten wir
fiir beliebige n,m € N eine lineare Abbildung f : K" — K™. Wie in Beispiel (3)
von betrachten wir die Koeffizientenfunktionen f; : K* — K fiir ¢ = 1,...,m,

fi1(v)
d.h. f(v) = (

fm.(v)
genau dann linear ist, wenn jede der Abbildungen f; : K" — K linear ist. Aus Beispiel
(2) von wissen wir dann aber, dass es Elemente a;1,...,a;, € K gibt, sodass f; den
Vektor (vy,...,v,) € K" auf Zj a;jv; = anv1 + - - + Qi vy, abbildet.

Fassen wir nun die Koeffizienten a;; zu einer m x n-Matrix A = (a;;) zusammen,
dann konnen wir diese Abbildungsvorschrift als f(v) = A - v schreiben, wobei

> fiir v € K", Aus diesem Beispiel wissen wir, dass die Abbildung f

aiy .- Qip U1 a11v1 + -+ A1,

am1 - Omn (%% Am1U1 + -+ QmnUn

Man ordnet also der Matrix A € M,, ,(K) und dem Vektor v € K" ein Element A -v €
K™ zu. Man erhélt die i—te Komponente von A - v indem man die Elemente der i—
ten Zeile von A mit den Komponenten von v multipliziert und dann aufsummiert. Wir
werden im weiteren statt A - v einfach Av schreiben.

Wir wissen also aus Beispiel bereits, dass f(v) := Av eine lineare Abbildung
f K" — K™ definiert. Wir kénnen aus Beispiel auch direkt ablesen, wie die Matrix
A mit der linearen Abbildung f zusammenhéngt. Aus diesem Beispiel kennen wir die
Vektoren e; € K" fiir j = 1,...,n, wobei ¢; als j-te Komponente 1 und alle anderen
Komponenten gleich 0 hat. Der Vektor e; heifit der j-te Finheitsvektor in K". In Beispiel
haben wir gesehen, dass fiir f;(v) = >_; a;;v; der Koeffizient a;; das Bild von e; unter
fi ist, d.h. a;; = fi(e;). Damit gilt aber fiir den j—ten Spaltenvektor der Matrix A

ay; fi(e5)
= = fle)
Umyj fm(e;)
Damit sehen wir, dass die n Spaltenvektoren der Matrix A zu einer linearen Abbildung
f K" — K™ genau die Bilder der n Finheitsvektoren eq,...,e, von K" unter f
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sind. Betrachtet man die Matrix A als ein n—Tupel von Spaltenvektoren, dann gilt also
A= (f(e1),..., f(en)). Das beweist den Anfang von

PROPOSITION 3.2. Jede lineare Abbildung f : K* — K™ kann eindeutig als f(v) =
Av fir eine Matriv A € M, ,(K) geschrieben werden. Dabei sind die Spaltenvektoren
von A genau die Bilder der Einheitsvektoren e; € K™ unter f.

Stattet man die Menge L(K",K™) mit der Vektorraumstruktur aus Teil (5) von
Satz und M, ,(K) mit der Vektorraumstruktur aus aus, dann definiert diese
Konstruktion einen linearen Isomorphismus L(K", K™) = M,, ,(K).

BEWEIS. Da wir bereits festgestellt haben, dass die Abbildung f — (fi(e;)) €
M, ,(K) bijektiv ist (die inverse Abbildung bildet A auf die Funktion v — Av ab),
bleibt nach Teil (4) von Satz [2.5{nur noch zu zeigen, dass diese Abbildung linear ist. Sei
also g € L(K",K™) eine weitere Funktion. Dann ist nach Definition f + g € L(K", K™)
gegeben durch (f 4+ g)(v) = f(v) + g(v) und weil die Addition in K™ komponenten-
weise definiert ist, ist die i—te Komponente von f + g gegeben durch (f + g);(v) =
fi(v) + gi(v). Fiir v = e; zeigt das, dass die Matrix zu f 4 g gerade die komponen-
tenweise Summe der Matrizen zu f und zu g ist. Genauso verifiziert man sofort, dass
(rf)i(e;) = r(fi(e;)) fiir r € K gilt, und vervollstéindigt den Beweis der Linearitét der
Abbildung f — (fi(e;)). O

BEISPIEL 3.2. (1) Betrachten wir die Identitétsabbildung id : K* — K", dann ist
natiirlich id(e;) = e; fiir alle j = 1,...,n. Daher entspricht die Identitétsabbildung auf
K™ der n x n—Einheitsmatrix I, aus Teil (4) von Definition (3.1}

(2) Betrachten wir die Abbildung f : R*> — R? die gegeben ist durch f (Z;) =
(7@1;11112”2) Dann gilt natiirliche f(e;) = (33) und f(es) = (7'), also ist die Matrix zu f
gegeben durch A = (_23 2 )

3.3. Die Matrizenmultiplikation. Nachdem wir nun lineare Abbildungen zwi-
schen K—Vektorrdumen der Form K" durch Matrizen beschreiben kénnen und aus Satz
wissen, dass die Komposition von zwei linearen Abbildungen wieder linear ist, liegt
es nahe zu iiberlegen, wie die Komposition im Bild der Matrizen aussieht. Natiirlich
konnen wir fiir zwei lineare Abbildungen f und ¢ die Komposition g o f nur dann bil-
den, wenn die Funktion g auf jenem Raum definiert ist, in dem f Werte hat. Beginnen
wir also mit einer Funktion f : K" — K™, dann muss ¢ eine Abbildung K™ — KP? fiir
ein p € N sein, und dann ist g o f eine Abbildung K® — KP. Dann entspricht f eine
m X n—-Matrix, g eine p x m—Matrix, und der Komposition g o f eine p x n—Matrix.

Bezeichnen wir die Matrizen zu f mit B = (b;;) und zu g mit A = (ag,). Wollen
wir die Matrix zu g o f bestimmen, dann miissen wir die Bilder der Einheitsvektoren
e1,...,e, € K" unter der Abbildung g o f bestimmen. Nun ist aber nach Definition
(go f)(ej) = g(f(ej)), und f(e;) ist ja gerade der j—te Spaltenvektor von B. Das Bild
dieses Vektors unter g erhélt man aber gerade, indem man die Matrix A auf diesen
Spaltenvektor anwendet. Das motiviert

DEFINITION 3.3. Seien A = (a;;) € M,,,»(K) und B = (b;;) € M,,,(K) Matrizen
tiber einem Korper K. Dann definiert man das Matrixprodukt A- B = AB = (¢;;) €
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M, (K) durch ¢;; := ;" | axby; bzw. durch
air ... Qim bll e bln
Qp1 ... Qpm bml Ce bmn
apnbu + -+ aimbma oo a11bi + o+ b
aplbll + -+ apmbml e aplbln + -+ a'pmbmn

Das Element c¢;; erhélt man also, indem man die Elemente der i~ten Zeile von A mit
den jeweiligen Elementen der j—ten Spalte von B multipliziert und dann aufsummiert.

BEMERKUNG 3.3. (1) Achtung: Das Produkt AB ist nur dann definiert, wenn die
Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist. (Ansonsten macht
auch die obige Regel keinen Sinn.) Versuche, Matrizen zu multiplizieren, deren Grofien
nicht (in diesem Sinn) zusammen passen, zeugen von schlimmem Unversténdnis.

(2) Man kann einen Spaltenvektor v € K™ natiirlich als eine n x 1-Matrix auffassen.
Damit ist fiir eine m x n—-Matrix A das Matrizenprodukt Av definiert und stimmt nach
Definition mit der Vorschrift aus [3.2] iiberein.

Wir kénnen nun relativ einfach die wesentlichsten Eigenschaften der Matrizenmul-
tiplikation abkléren.

SATZ 3.3. (1) Die Multiplikation von Matrizen entspricht der Komposition von li-
nearen Abbildungen.

(2) Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ. Genauer: Kann man fir drei Matrizen
A, B,C eines der Produkte (AB)C und A(BC) bilden, dann auch das andere und es
gilt (AB)C' = A(BC).

(3) Die Matrizenmultiplikation ist auf beiden Seiten distributiv beziglich der Addi-
tion, d.h. fir A, Ay, Ay € M, ,,(K) und B, By, By € M,,,,(K) gilt

(A1 + A2)B=AB+ AyB A(By + By) = ABy + ABs.
(4) Fiir A € My, ,(K) und die Einheitsmatrizen I, € My(K) gilt 1,,A = Al, = A.

BEWEIS. (1) In der Definition der Matrizenmultiplikation haben wir bemerkt, dass
man die Spalten von AB erhélt, indem man die Matrix A auf die Spalten von B anwen-
det. Das bedeutet aber gerade, dass (AB)e; = A(Be;) fiir alle j gilt, und die Behauptung
folgt.

(2) Diese und die weiteren Eigenschaften kann man direkt nachrechnen, es ist aber
einfacher, sie aus den Eigenschaften der Komposition linearer Abbildungen herzuleiten.

Sei A € My, n(K), B € My (K) und C € M, (K). Dann existiert das Produkt AB
genau dann, wenn n = k ist, und dann ist AB € M,, ((K). Damit existiert das Produkt
(AB)C genau dann, wenn n = k und ¢ = r. Analog existiert BC' genau dann wenn ¢ = r
gilt, und A(BC) existiert genau dann, wenn zusétzlich n = k gilt. Somit ist die Existenz
beider Produkte dquivalent. Wenn die beiden Produkte existieren, dann repréisentieren
sie aber die linearen Abbildungen (fog)oh bzw. fo(goh), wobei f(u) = Au, g(v) = Bv
und A(w) = Cw. Nun ist aber

((fog)oh)(u) = (fog)(h(u) = flg(h(u))) = f((goh)(u)) = (f (g0 h))(u),

also sind diese beiden Kompositionen gleich.
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(3) Analog zu (2) geniigt es hier (fi+ fa)og = (fiog)+ (f209) und fo (g1 +¢g2) =
(fog1)+ (f o ga) zu beweisen. Nun ist aber

((fr + f2) 0 9)(v) =(fr + f2)(9(v)) = fi(g(v)) + fa(g(v))
=(frog)(v) + (f209)(v) = ((fro9) + (f209))(v),

also folgt die erste Gleichung. Die zweite Gleichung verifiziert man analog.
(4) Das folgt direkt aus foid =idof = f. O

Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ. Die Frage der Kommutativitét
macht nur fiir quadratische Matrizen, also A, B € M,,(K) Sinn, fiir die man beide Pro-
dukte AB und BA bilden kann. Als Beispiel fiir die Nichtkommutativitiat betrachten wir
(99)Y(38)=(039)und (§3)(98) =(§3), was tiber jedem Korper K Sinn macht. Es ist
sehr empfehlenswert, dieses Beispiel im Bild der linearen Abbildungen durchzudenken.

BEISPIEL 3.3. Betrachten wir die Matrix A = (2% ') aus Beispiel (2) von
Dann koénnen wir A? = AA berechnen, niimlich

(5 )G ) - w)

und man verifiziert leicht, dass dies tatsichlich die Matrix zu f? = f o f : R? — R? fiir
die Abbildung f Beispiel (2) von reprasentiert.

3.4. Invertierbare Matrizen. Zum Abschluss kénnen wir noch lineare Isomor-
phismen im Bild der Matrizen beschreiben. Im néchsten Kapitel werden wir sehen, dass
es einen linearen Isomorphismus K" — K™ nur fiir m = n geben kann. Da wir schon
wissen, dass die Identitdtsabbildung auf K™ durch die Einheitsmatrix I,, représentiert
wird, ist die folgende Definition nahe liegend.

DEFINITION 3.4. Eine quadratische Matrix A € M, (K) heifit invertierbar, wenn
es eine Matrix B € M, (K) gibt, sodass AB = BA = 1, gilt, wobei I, € M, (K) die
n X n—Einheitsmatrix bezeichnet.

SATZ 3.4. (1) Eine n x n—Matriz A € M, (K) ist genau dann invertierbar, wenn die
Abbildung f(v) := Av ein linearer Isomorphismus K" — K" ist

(2) Ist A invertierbar, dann ist die Matriz B in Definition eindeutig bestimmt.
Sie heifit die inverse Matriz zu A und wird mit A~ bezeichnet.

(3) Sind A, B € M, (K) beide invertierbar, dann ist auch das Produkt AB invertier-
bar und (AB)™' = B71A™!,

BEWEIS. (1) Ist A invertierbar, dann bedeutet AB = BA = [, genau dass die
Funktion v — Bwv invers zu f ist, also ist f ein linearer Isomorphismus.

Ist umgekehrt f : K" — K" ein linearer Isomorphismus, dann gibt es eine lineare
Abbildung ¢g : K* — K", sodass go f = f o g = idg». Sind A und B die Matrizen zu f
und g, dann bedeutet das aber genau AB = BA =1,,.

(2) Gilt AC = I, dann erhalt man durch multiplizieren mit B von links sofort
B(AC) = B und B(AC) = (BA)C =1,C = C. Analog folgt aus CA =1, dass C = B
gelten muss.

(3) Wir nehmen an, das A und B invertierbar sind und rechnen

(AB)(B'A™) = A(BB DA = AI,A™' = AA™' =1,
Analog folgt (B~*A™1)(AB) = I,, und damit die Behauptung nach (2). ]
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BEMERKUNG 3.4. (1) Wir werden in Kiirze kldren, wie man tatséchlich feststellen
kann, ob eine Matrix invertierbar ist und wie man die inverse Matrix ausrechnen kann.

(2) Betrachten wir die Menge GL(n,K) aller invertierbaren n x n—Matrizen {iber
K. Dann folgt aus Teil (3) von Satz 3.4 dass fir A, B € GL(n,K) auch das Pro-
dukt AB € GL(n,K) liegt. Also kénnen wir die Matrizenmultiplikation als Abbildung
GL(n,K) x GL(n,K) — GL(n,K) betrachten, sie definiert also eine assoziative Ver-
kniipfung auf GL(n,K). AuBerdem ist fiir eine invertierbare Matrix A auch die inverse
Matrix A~! invertierbar (und (A~')~! = A). SchlieBlich ist die Einheitsmatrix I,, auch
invertierbar (mit I;! = T,). Damit folgt aber, dass GL(n,KK) eine Gruppe unter der
Matrizenmultiplikation mit neutralem Element I,, bildet, siche Kapitel 5.2 von [EMA].
Diese Gruppe ist (fir n > 1) nicht kommutativ. Sie stellt eines der wichtigsten Beispiele
fiir eine nicht kommutative Gruppe dar.

BEISPIEL 3.4. (1) Fiir eine reelle Zahl a € R betrachten wir die lineare Abbildung
f : R? — R2 die gegeben ist durch f (z) = (xt/ay). Dann sieht man sofort, dass f
invertierbar ist und die Inverse Funktion g : R* — R? gegeben ist durch ¢(¥) = (***). In
Termen der zugehorigen Matrizen bedeutet das, dass die Matrix A = ({ ¢) invertierbar
ist und die inverse Matrix durch A™' = (} 1) gegeben ist, was man sofort durch
nachrechnen iiberpriift.

(2) Betrachte eine allgemeine 2 x 2-Matrix A = (g3l a3z ) € M>(R). Dann rechnet

man sofort nach, dass

ajp a2 Q22  —0712 Q22  —0A712 a1; a2 10
= = (a11a922 — Q120
(azl a22) (—Clzl ai ) <—a21 aii ) <a21 CL22> (@102 12021) <0 1>
Ist ajiase — ajpas; # 0 (vergleiche mit !), dann folgt sofort, dass A invertierbar ist

und A7 = (ay1a99 — a10a91) ! (_ajjl s ) gilt. Das liefert natiirlich auch Beispiel (1) als
Spezialfall.

Lineare Gleichungssysteme

Wir wenden uns nun der Losung von linearen Gleichungssystemen zu. Das wird uns
auch eine explizite Methode liefern um fiir Abbildungen f : K® — K™ Kern und Bild
zu berechnen. Weiters werden wir entschieden kénnen, ob eine gegebene quadratische
Matrix invertierbar ist und in diesem Fall die Inverse explizit berechnen konnen.

3.5. Grundlegende Begriffe und Eigenschaften. Wir haben Spezialfille von
linearen Gleichungssystemen schon in Kapitel [1f oberflachlich kennen gelernt. Jetzt wer-
den wir die notigen Begriff formal sauber definieren.

DEFINITION 3.5. Sei K ein Korper

(1) Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Unbekannten tiber K
ist gegeben durch Angabe einer m x n-Matrix A = (a;;) € M, (K), der Koeffizi-
entenmatriz des Systems, sowie von m Elementen by,... b, € K. Eine Ldisung des
Gleichungssystems ist gegeben durch n Elemente 1, ..., z, € K, sodass

1121+ + ATy = b1

Am1T1 + * F Qn Ty = bm

(2) Fiir das System Ax = b aus (1) ist die erweiterte Koeffizientenmatriz die m X
(n 4+ 1)-Matrix (A|b), die man erhélt indem man den Vektor b = (by,...,b,) zu A als
zusédtzliche Spalte hinzufiigt.
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(3) Das Gleichungssystem heifit homogen, wenn by = - -- = b, = 0 gilt. Sonst heifit
das System inhomogen.

(4) Fiir ein inhomogenes lineares Gleichungssystem ist das zugehdrige homogene
System das System, das man erhélt wen man die Matrix A unverédndert lédsst, aber alle
b; durch 0 ersetzt.

Unsere wesentliche Aufgabe hier wird sein, eine Methode zu finden, wie man explizit
alle Losungen eines gegebenen linearen Gleichungssystems beschreiben kann. Zunéchst
konnen wir die Frage nach Losungen mit den Begriffen aus dem letzten Kapitel in
Verbindung bringen, indem wir das Problem ein wenig uminterpretieren: Betrachten
wir b = (by, ..., by,) als Element von K™ dann kénnen wir das lineare Gleichungssystem
einfach als Az = b fiir * = (21,...,2,) € K" schreiben. Das ist aber nun gerade die
Gleichung f(z) = b, wobei f : K* — K™ die lineare Abbildung z +— Az ist. Damit
erhalten wir aber leicht:

PROPOSITION 3.5. Sei K ein Korper, A € My, ,(K), b € K™ und f: K" — K™ die
lineare Abbildung x — Ax. Dann gilt:

(1) Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann eine Lisung, wenn b im Teilraum
Im(f) C K™ liegt.

(2) Die Menge aller Lisungen des entsprechenden homogenen Systems Ax = 0 ist
genau der Teilraum Ker(f) C K".

(3) Falls das System Ax = b eine Lisung o besitzt, dann ist die Menge aller Losun-
gen genau die Menge xo + Ker(f) := {xq+ 2 : Ax = 0}. Man erhdilt also alle Losungen
des inhomogenen Systems indem man zu einer Lésung des inhomogenen Systems alle
Losungen des zugehdrigen homogenen Systems addiert.

(4) Ist m = n und A invertierbar, dann hat das inhomogene Gleichungssystem Ax =
b fiir jedes b € K" die eindeutige Lisung v = A™1b.

Bewers. Nach Definition ist Im(f) = {f(z) : z € K"} und f(x) = Az, also folgt
(1). Genauso folgt (2) sofort aus der Definition von Ker(f).

(3) Ist f(xo) = b und f(z) = 0, dann ist f(zo + x) = f(xo) + f(x) = b, also ist
xo + Ker(f) in der Menge aller Losungen enthalten. Gilt umgekehrt f(y) = b, dann ist
fly—m0) = f(y) — f(z0) =0, also v :=y — xp € Ker(f) und y = 20 + =.

(4) Offensichtlich ist AA™'b = b, also z = A™'b eine Losung. Umgekehrt folgt aus
Az = b fiir invertierbares A natiirlich A~'(Ax) = A7'b und A7'(Az) = (A *A)z =
Lx=x. O

BEMERKUNG 3.5. Natiirlich hilft uns dieses Resultat nicht dabei, lineare Glei-
chungssysteme tatséchlich zu losen. Die Bedeutung liegt darin, dass wir sehen, dass
wir durch Losen linearer Gleichungssysteme auch die Kerne und Bilder von linearen

Abbildungen f : K® — K™ beschreiben konnen.

3.6. Aquivalenz von linearen Gleichungssystemen. Der erste Schritt zur Lo-
sung linearer Gleichungssysteme ist, dass man solche Systeme &quivalent umformen
kann, und bei solchen Umformungen bleibt die Losungsmenge unverdndert. Der be-
nutzte Begriff von Aquivalenz lésst sich mit Hilfe des Matrizenkalkiils sehr elegant for-
mulieren. Dann spezifizieren wir eine spezielle Klasse von dquivalenten Umformungen,
die sogenannten elementaren Zeilenoperationen.

DEFINITION 3.6. (1) Zwei Systeme Az = b und A’z = ' von m linearen Gleichungen
in n Unbekannten iiber K heiflen dquivalent wenn es eine invertierbare m x m—Matrix
T € M,,(K) gibt, sodass A’ =T A und v/ = Tb.
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(2) Fiir eine beliebige Matrix C ist eine elementare Zeilenoperation eine der folgenden
drei Typen von Operationen:

(i) Vertausche zwei Zeilen von C.
(ii) Multipliziere eine der Zeilen von C' mit einem Skalar A € K mit A # 0.
(iii) Addiere zu einer der Zeilen von C' ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile.

BEMERKUNG 3.6. (1) Nach Definition der Matrizenmultiplikation sind zwei linea-
re Gleichungssysteme genau dann dquivalent, wenn die erweiterte Koeffizientenmatrix
(A'|V') des zweiten Systems aus der erweiterten Koeffizientenmatrix (A[b) des ersten
Systems durch Multiplikation von links mit einer invertierbaren Matrix hervorgeht.

(2) Wir konnen die Zeilenoperationen in Teil (2) der Definition noch expliziter be-
schreiben. Betrachten wir C' und schreiben ¢; = (¢, ..., ¢i) fiir die i—te Zeile von C.
Bezeichnen wir das Ergebnis der Zeilenoperation mit C’ und die Spalten dieser Matrix
mit ¢,. Fir Typ (i), angewandt auf die i~te und die j-te Zeile verwenden wir die No-
tation (¢ <» j). Die Operation vom Typ (ii), angewandt auf die i-te Zeile mit Faktor
A € K\ {0} bezeichnen wir mit (i — X -), und bei Typ (iii) verwenden wir die Be-
zeichnung (i — i+ A - j), wenn wir zur i—ten Zeile das A—fache der j—ten Zeile addieren
(fiir beliebiges A aber nur fiir j # ). Dann sehen die elementaren Zeilenoperationen
tabellarisch wie folgt aus:

(14> 7): &=c;, di=c, d=cfirl#ij

i J
(i X-1): =X, ¢y =cofirl#i
(imit+X-j):  =c+A, =cflirl#i

Fiir den Beweis des folgenden Satzes benotigen wir noch eine Beobachtung iiber die
Matrizenmultiplikation. Betrachten wir eine m x n-Matrix C' = (¢;;) € M;,,(K), dann
kénnen wir insbesondere C' von links mit jeder m x m-Matrix T' = (t;;) € M,,(K) mul-
tiplizieren. Nach Definition ist das Produkt TC =: C" = (¢};) € My, »(K) gegeben durch
Cii = D tinCrj- Bezeichnen wir wieder die Zeilenvektoren von C' mit ¢; := (ci, - - -, Cin)
und die von C" mit ¢, fir ¢ = 1,...,m, dann bedeutet das genau, dass ¢, = Zj tijc;
(das ist jetzt eine Gleichung von Vektoren!) gilt. Man kann also das Matrizenprodukt
so interpretieren, dass die Zeilen von T'C' Linearkombinationen der Zeilen von C' sind,
wobei die Koeffizienten in diesen Linearkombinationen gerade durch die Eintragungen
t;; von T" gegeben sind.

SaTz 3.6. (1) Aquivalenz von linearen Gleichungssystemen ist eine Aquivalenzrela-
tion, also reflexiv, symmetrisch und transitiv (siehe Kapitel 4.2 von [EMA]).

(2) Aquivalente lineare Gleichungssysteme haben die gleichen Lisungsmenge.

(8) Wendet man auf die erweiterte Koeffizientenmatriz eines linearen Gleichungssys-
tems eine Folge von elementaren Zeilenoperationen an, dann erhdlt man die erweiterte
Koeffizientenmatriz eines dquivalenten linearen Gleichungssystems.

BeEweis. (1) Nach Teil (1) von Bemerkung 3.6 geniigt es zu zeigen, dass C' ~ C’
genau dann, wenn es eine invertierbare Matrix T € M,,(K) mit C" = T'C gibt, eine
Aquivalenzrelation auf M, »(K) definiert. Nun ist aber I, invertierbar und C' = I,,C
(sieche Bemerkung|[3.4] (2) und Teil (4) von Satz[3.3), also C' ~ C. Fiir eine invertierbare
Matrix T ist natiirlich auch 77! invertierbar und aus ¢’ = TC folgt T-'C" = C,
also folgt aus C' ~ C" schon C’ ~ C'. Schlieflich ist fiir invertierbare Matrizen T3, T, €
M,,(K) auch das Produkt 7775 € M,,(K) invertierbar, und aus ¢’ = T;C' und C" = T5,C’
folgt C" = T5(TC) = (T1T,)C. Damit folgt aber aus C' ~ C’ und C’ ~ C" auch C' ~ C”|
was den Beweis vervollstandigt.
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(2) Beschreiben (A, b) und (A’, ') dquivalente Systeme, dann gibt es eine invertier-
bare Matrix T' € M,,(K), sodass A’ = T'A und ¥/ = Tb gilt. Ist x € K" eine Losung des
ersten Systems, dann gilt Az = b und daraus folgt A’z = (TA)x = T(Ax) =Tb =1V
Nun gilt aber auch A = T7'A’ und b = T~V also zeigt man ganz analog, dass jede
Losung des zweiten Systems auch eine Losung des ersten Systems ist und wir erhalten
die gleichen Loésungsmengen.

(3) Wegen Teil (1) geniigt es zu zeigen, dass eine einzelne elementare Zeilenoperation
von der erweiterten Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems zur erweiter-
ten Koeffizientenmatrix eines dquivalenten Systems fiihrt, d.h. dass man die elementaren
Zeilenoperationen durch Multiplikation von links mit einer invertierbaren Matrix dar-
stellen kann. Das miissen wir jetzt nur einfach fiir die drei Typen von Operationen
iiberpriifen.

Betrachten wir zunéchst eine Operation (i <+ j) vom Typ (i) und definieren wir
T = (tye) durch t;; = t;; = 1, tg = 1 fiir k # 4,5 und alle anderen Eintragungen gleich
Null. Fiir eine Matrix C' € M,, ,,(K) mit Zeilen ¢; sind die Zeilen ¢, von C' = T'C
gegeben durch ¢, = Y, tyece. Fiir k # 4, j ist tg, = 1 und ty, = 0 fiir £ # k, also ¢}, = ¢.
Fiir k = i ist ty; = 1 und ty, = 0 fiir £ # j, also ¢ = ¢; und analog ist ¢; = ¢;. Um zu
sehen, dass T invertierbar ist, kann man entweder einfach 72 = TT = I,,, nachrechnen.

Fiir die Operation (i — A -4) vom Typ (ii) definiert man 7" = (tg¢) durch ¢; = A,
tge = 1 fir £ # 7 und alle anderen Eintragungen gleich Null. Wie oben rechnet man
sofort nach, dass T'C' aus C' durch Anwenden der elementaren Zeilenoperation (i — A7)
hervorgeht. Um zu sehen, dass T" invertierbar ist, verifiziert man einfach, dass die Matrix
S = (s;;), die alle Eintragungen gleich Null hat, auBler s;; = 1/ und sy, = 1 fiir k # ¢
invers zu 7' ist.

Fiir die Operation (7 — i+ A+ j) vom Typ (iii) definiert man T = (tg,) durch ¢z, = 1
fir alle k, t;; = X und alle anderen Eintragungen gleich Null. Man verifiziert wieder
sofort, dass T die Zeilenoperation (i — i + X - j) reprisentiert. Die lineare Abbildung
g : K™ — K™ zu T bildet e; auf e; + Ae; und alle ¢, fiir k # ¢ auf sich selbst ab. Damit
folgt aber sofort, dass die analoge Abbildung mit —\ statt A\ invers ist (vergleiche mit

Beispiel (1)). O

Natiirlich spielt es im Allgemeinen eine Rolle, in welcher Reihenfolge elementare Zei-
lenoperationen durchgefithrt werden. Zum Beispiel erhélt man offensichtlich ein anderes
Ergebnis, wenn man erst (¢ <> j7) und dann (i — X - i) anwendet, als wenn man erst
(1 = A-4) und dann (i <> j) anwendet. Bei Zeilenoperationen, die keine gemeinsamen
Zeilen betreffen spielt die Reihenfolge aber keine Rolle, und wir werden diese Opera-
tionen oft in einem Schritt durchfithren um nicht allzu viel aufschreiben zu miissen. So
kann man etwa fiir fixes j und verschiedene i1, ..., 1%, die auch alle ungleich j sind, die
Operationen iy — i1 + Ay - J bis i — 1 + Mg - 7 gleichzeitig durchfiihren.

3.7. Zeilenstufenform und reduzierte Zeilenstufenform. Der zweite Schritt
zur Losung linearer Gleichungssysteme ist die Beobachtung, dass es eine Form von erwei-
terten Matrizen gibt, fiir die man die allgemeine Losung des Systems leicht bestimmen
kann. Im letzten Schritt werden wir dann eine Methode (den “Gaufl’schen Algorith-
mus”) finden, wie man jede Matrix durch eine Folge elementarer Zeilenoperationen in
diese Form bringen kann. Das dies durch eine explizite Prozedur geschieht, erhalten wir
ein Rezept zur Losung linearer Gleichungssysteme.

DEFINITION 3.7. Sei C' = (¢;5) € My, n(K) eine Matrix. Man sagt, C' hat Zeilen-
stufenform, falls es eine natiirliche Zahl r < m und natiirliche Zahlen ji,...,j, mit
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1 <1 <jo<--- < jr <ngibt, sodass einerseits ¢;;, # 0 fiir alle ¢ = 1, ..., 7 gilt, und
andererseits ¢;; = 0 ist, falls ¢ > r oder j < j; gilt.

Gilt sogar ¢;;, = 1 fiir ¢ = 1,...,r und zusétzlich ¢;;, = 0 fiir £ <4, dann sagt man,
die Matrix A hat reduzierte Zeilenstufenform.

Die technische Definition der Zeilenstufenform ist etwas kompliziert, anschaulich
ist aber leicht zu interpretieren, was sie bedeutet. Zunéchst sind fiir eine Matrix C' in
Zeilenstufenform nach Definition ab der (r+1)—ten Zeile alle Zeilen Null. Fiiri = 1,...,r
beginnt die i—te Zeile mit Nullen, bis zum j;,—ten Eintrag, der # 0 ist, ab dann kommen
beliebige Eintridge. Die j; wandern mit steigendem ¢ immer weiter nach rechts, daher
der Name Zeilenstufenform.

Fiir lineare Gleichungssysteme, deren erweiterte Koeffizientenmatrix reduzierte Zei-
lenstufenform hat, kann man die Menge aller Lésungen leicht bestimmen:

PROPOSITION 3.7. Sei Ax = b ein lineares Gleichungssystem iiber einem Korper K
mit m—Gleichungen in n Unbekannten, sodass die erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b)
reduzierte Zeilenstufenform mit Indizes r, jq, ..., J, hat. Dann gilt:

(1) Das System besitzt genau dann eine Lisung, wenn j. < n gilt.

(2) Ist das der Fall, dann erhdlt man die allgemeine Losung wie folgt: Sei J :=
{1,...n}\ {j1,..-,Jr}, und fir jedes j € J wdihle ein beliebiges Element x; € K. Dann
setzte

Tj, = bj = D e psj, GikTh

firi=1,...,r, um die Losung (x1,...,x,) zu erhalten. Die allgemeine Lisung hingt
also von n —r freien Parametern ab.

BEWEIS. (1) Die Zeilen von A haben die Form (a;1, ..., apm, b;). Ist j, = n+ 1 (das
ist die einzige Moglichkeit, wie 7, < n nicht gelten kann), dann hat die r—te Zeile die
Form (0,...,0,1). Diese Zeile liefert aber dann die Gleichung 0z + - - - + Ox,, = 1, fiir
die es natiirlich keine Losung gibt. Ist j. < n, dann werden wir im Beweis von Teil (2)
eine Losung konstruieren.

(2) Da A in Zeilenstufenform ist, bestehen alle Zeilen ab der r—ten nur als Nullen.
Diese Zeilen liefen alle die Gleichung Oxy + --- + 0z, = 0, sind also fiir das Glei-
chungssystem uninteressant. Ist j, < n, dann ist die r—te Zeile der erweiterten Matrix

0,...,0,a,,...,am,b,) mit a,;, =1, entspricht also der Gleichung a;jr—i—Z,DjT ArpTy =
b,. Die Zeilen dariiber haben die Form (0, ...,0,1,a;j,+1,- .-, @in, b;), wobei a;;, = 0 fiir
¢=1i+1,...,r gilt. Diese Zeilen liefern also Gleichungen der Form

n
Tj + Zk:jﬁ-l @ik, = bi,

wobei in der Summe nur Terme mit &£ € J eine Rolle spielen. Wahlt man also beliebige
Elemente x;, fiir £ € J, dann sind die Gleichungen offensichtlich dquivalent zu

Tj, = bi = D ks ke s GikTh

firallei=1,...,7. |

Wenn die erweiterte Koeffizientenmatrix nur Zeilenstufenform hat (und nicht redu-
zierte Zeilenstufenform), dann kann man die Losungsmenge fast genauso leicht ablesen.
Zunéchst gilt Teil (1) der Proposition vollig unverdndert, wenn (A|b) nur Zeilenstufen-
form hat. Fiir den zweiten Teil, kann man wieder Elemente x; fiir & € J beliebig wihlen.
Dann entspricht die rte Zeile einer Gleichung der Form a,; x;, + Zk> i QrkTy = b, mit
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a,j, 7 0, ist also offensichtlich dquivalent zu

n

(3.1) i, = (ar,) Hbr = > amy).

k=jr+1

Die Zeile dariiber liefert dann eine Gleichung der Form

n
Ar 14,1 Tj_1 + E Ar—1 5Tk = bp_1.
k:jrfl

Da alle zy, fir £ > j,_; schon bekannt sind (entweder gewéhlt oder in (3.1)) berechnet),
ist diese Gleichung &quivalent zu

n
Ljp1 = (ar‘fl,jrﬂ)_l(brfl - Z Ar—1kTk),
k

=jr—1

wobei fiir z;, der in bestimmte Wert eingesetzt wird. So kann man die Gleichungen
schrittweise von unten nach oben auflésen, und abgesehen davon, dass man noch durch
die Faktoren a;;, # 0 dividieren muss, ist das der einzige Unterschied zur reduzierten
Zeilenstufenform.

3.8. Das Gaufy’sche Eliminationsverfahren. Als letzten Schritt zur Losung all-
gemeiner linearer Gleichungssysteme besprechen wir nun den sogenannten Gaufi’schen
Algorithmus, mit dem man jede Matrix durch elementare Zeilenoperationen auf redu-
zierte Zeilenstufenform bringen kann.

SATZ 3.8. Sei C' eine m x n—Matrix tiber einem Korper K. Dann kann man C durch
eine endliche Folge von elementaren Zeilenoperationen auf reduzierte Zeilenstufenform
bringen.

BeEWwEIS. Ist C' die Nullmatrix, dann hat C' Zeilenstufenform (mit » = 0). Sind
nicht alle Eintragungen von C' gleich Null, dann sei j; € {1,...,n} der kleinste Index,
sodass es eine Eintragung c;;, # 0 in C' gibt. Durch Anwenden der Zeilenoperationen
(¢ = (cij,)" - @) und dann (1 > 7) erhalten wir eine Matrix C' = (c};) fiir die ¢};, = 1
und ¢; = 0 fiir alle j < j; gilt. Wenden wir auf diese Matrix die Zeilenoperationen
(i V> i—cy - 1) fiiri = 2,...,n an, dann erhalten wir eine Matrix C" = (c;), fiir die
i, = 1 und ¢, =0 falls j < j; oder j = j; und i > 1 gilt.

Zur Vereinfachung der Notation nennen wir die resultierende Matrix jetzt wieder
C = (¢ij). Dann sei j, € {1,...,n} der minimale Index, sodass es ein Element ¢;;, # 0
mit ¢ > 2 gibt. Dann ist nach Konstruktion jp > j;. Mittels (i — (c;j,) " - ¢) und dann
(4 <> 2) erreicht man eine Matrix C" = (c};) deren erste Zeile mit der ersten Zeile von C
iibereinstimmt und cy;, = 1 sowie ¢; = 0 fiir ¢ > 2 und j < j erfiillt. Analog wie oben
wendet man nun die Zeilenoperationen (i — ¢ — a;j, - 2) fiir ¢ = 1,3,...,m an, um den
Rest der jo—ten Spalte zu “vernichten”.

Verfolgt man diese Prozedur weiter, dann kénnen entweder nach “abarbeiten” der
r—ten Zeile alle weiteren Zeilen nur noch aus Nullen bestehen. Dann hat die resultie-
rende Matrix nach Konstruktion reduzierte Zeilenstufenform mit Indices r, jq, ..., j,.
Die andere Moglichkeit ist, dass man bis zur letzten Zeile Eintragungen ungleich Null
hat. Dann hat aber die entstehende Matrix reduzierte Zeilenstufenform mit Indices
T=",01,-- -, Jm- ]

Damit kénnen wir nun lineare Gleichungssysteme vollstindig 16sen.
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BEISPIEL 3.8. (1) Betrachten wir das folgende lineare Gleichungssystem iiber R:

2.%‘1 — X9 —|—3ZE3 = b1
3$1 + 2I2 — 5373 = bQ

51’1 + X9 — 2%3 = bg

Dann erhalten wir als erweiterte Koeffizientenmatrix die Matrix

2 -1 3 b
3 2 -5 b
5 1 —2 by

Der erste Schritt im Gauf’schen Algorithmus ist, eine Zeile, in der z; einen Koeffizienten
# 0 hat ganz nach oben zu tauschen. Dazu brauchen wir also nichts zu tun. Als néchstes
machen wir den Koeffizienten von z; in dieser Zeile zu 1, indem wir (1 — %1) anwenden
und erhalten

1 =1 3 kb

2 2 2
3 2 =5 by
5 1 =2 by

Um die erste Spalte zu e; zu machen, wenden wir die Zeilenoperationen (2 +— 2 —3-1)
und (3 — 2 —5-1) an. Das liefert die Matrix

b
2
i %@@—3@)
—2 3(2b3 — 5by)

2

-1 3
2 2

o O
[SIEN IR

An dieser Stelle ist natiirlich ein “Abschneider” sichtbar, weil die beiden letzten Zeilen
schon so dhnlich aussehen, aber wir folgen einfach dem Algorithmus. Die zweite Zeile
hat bereits einen nichttrivialen Koeffizienten bei o, also ist keine Vertauschung nétig.
Wir koénnen also gleich die Operation (2 +— % -2) anwenden um diesen Koeffizienten zu
1 zu machen und erhalten

3 b1

2 2
%@@y—3m)
5(2b3 — 5b1)

1
2

=
©

1
0 1
7
0 I -

vl

Um als zweite Spalte e, zu erhalten, brauchen wir die Operationen (1 — 1+ 3 - 2) und
(3+—3—1.2). Das fiithrt zu

10 % %@h+M
01 -2 I(20,—3b)
0 0 —by —by+bs

An dieser Stelle gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder, es gilt by + by — bs = 0. Dann
besteht die letzte Zeile aus lauter Nullen, und unsere Matrix ist bereits in reduzierter
Zeilenstufenform mit Indices » = 2, j; = 1 und js = 2. In diesem Fall erhalten wir
die allgemeine Losung unseres Gleichungssystems nach Teil (2) von Proposition
Betrachten wir etwa den Fall by = by = 1, b3 = by + by = 2, dann ist die erweiterte
Koeffizientenmatrix

1 3

(1) (1) 719 71
G

00 0 0
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Wir kénnen dann fiir 23 eine beliebige Zahl ¢ € R wihlen und erhalten z; = (3 — t)
und z; = £(—1 + 19¢). Die Losungsmenge ist also

{(2(8—1t),%(—=1+19¢t),t) : t € R} C R

Ist andererseits —b; — by + b3 # 0, dann ist es nicht notwendig, die erweiterte Koeffizi-
entenmatrix tatséchlich in Zeilenstufenform zu bringen. Wir sehen nédmlich schon, dass
in diesem Fall die Zeilenstufenform die Indices r = 3, j; = 1, jo = 2 und j35 = 4 haben
wird, und es damit nach Teil (1) von Proposition keine Losung geben kann.

Das Beispiel erlaubt auch eine schone Interpretation in Termen linearer Abbildun-
gen. Ist f: R3 — R3 gegeben durch

f(il)l, o, 273) = (2271 — Ty + 3(E3, 3231 + 2332 — 51’3, 5$1 + I9 — 21’3)

und b = (by, be, b3), dann beschreibt unser Gleichungssystem natiirlich gerade die Glei-
chung f(x) = b. Also besteht das Bild Im( f) gerade aus jenen b € R? fiir die das System
16sbar ist, d.h. Im(f) = {(b1, ba, b3) € R3 : by = by + by}, und der Kern von f besteht
aus allen Losungen des zugehorigen homogenen Systems, also Ker(f) = {t-(—1,19,7) :
t € R}.

3.9. Invertierbarkeit und Bestimmung der inversen Matrix. In diesem Ab-
schnitt betrachten wir eine n x n—-Matrix A iiber einem Korper K. Wir wollen ein expli-
zites Verfahren entwickeln, das entscheidet, ob die Matrix A invertierbar ist, und falls
ja, die inverse Matrix A~! explizit bestimmen. Sei T' € M, (K) invertierbar. Dann ist
fiir eine invertierbare Matrix A € M,,(K) nach Teil (3) von Satz|3.4| auch T'A € M, (K)
invertierbar. Hat umgekehrt A € M, (K) die Eigenschaft, dass T'A invertierbar ist, dann
ist A=T"YTA) ebenfalls invertierbar.

Da elementare Zeilenoperationen durch Multiplikation mit invertierbaren Matrizen
von links dargestellt werden kann sehen wir, dass wir fiir eine beliebige Matrix A den
Gaufy’schen Algorithmus anwenden kénnen, um A in reduzierte Zeilenstufenform zu
bringen und A genau dann invertierbar ist, wenn das Resultat dieser Operationen in-
vertierbar ist. Das liefert nicht nur ein einfaches Kriterium fiir die Invertierbarkeit einer
Matrix sondern auch einen Algorithmus zur Bestimmung der Inversen:

SATZ 3.9. (1) Eine n x n-Matriz iber einem Kérper K, die reduzierte Zeilenstu-
fenform hat, ist genau dann invertierbar, wenn sie Indices r = n (und damit j; =i fir
i=1,...,n) hat. Das ist nur fir die Einheitsmatriz 1,, erfillt.

(2) Ist A € M, (K) invertierbar, dann kann man A durch eine endliche Folge von ele-
mentaren Zeilenoperationen in die Finheitsmatriz I,, umwandeln. Man erhdlt die inverse
Matriz A=Y indem man die dazu nétigen Zeilenoperationen in der selben Reihenfolge auf
die Einheitsmatriz 1,, anwendet.

Bewers. (1) Wenn A € M, (K) reduzierte Zeilenstufenform hat, dann hat auch
(A]0) € M, ni1(K) reduzierte Zeilenstufenform mit den gleichen Indices. Ist r < n,
dann hat nach Proposition das lineare Gleichungssystem Az = 0 Losungen = # 0.
Damit ist aber die lineare Abbildung f(x) := Az nicht injektiv, also kein linearer
Isomorphismus, also kann A nach Satz nicht invertierbar sein.

Ist andererseits r = n, dann muss wegen 1 < j; < jo < --- < j, < n natiirlich j; =1
fiir alle ¢+ = 1,...,n gelten. Nach Definition der reduzierten Zeilenstufenform miissen
die Eintragungen a;; von A dann a; =1 fir i =1,...,n und a;; = 0 fiir j # ¢ erfiillen.
Damit ist aber A = [, und die Einheitsmatrix ist invertierbar.

(2) Wir kénnen A nach Satz durch eine endliche Folge von elementaren Zeilen-
operationen in reduzierte Zeilenstufenform bringen. Wir haben bereits beobachtet, dass
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die resultierende Matrix ebenfalls invertierbar, also nach Teil (1) gleich L,, sein muss.
Diese Folge von elementaren Zeilenoperationen kann man als Linksmultiplikation mit
einer invertierbaren Matrix 1" realisieren, also gilt TA = 1,,. Multipliziert man diese
Gleichung von rechts mit A~!, dann folgt T'= A~!. Dann ist aber A~! = T',, also die
Matrix, die man erhélt, indem man die gegebene Folge von elementaren Zeilenoperatio-
nen auf I,, anwendet. O

BEMERKUNG 3.9. (1) Der obige Satz liefert uns einen einfachen Algorithmus, der
entscheidet, ob eine gegebene Matrix A € M,,(K) invertierbar ist und im Fall der Inver-
tierbarkeit sofort die inverse Matrix berechnet. Man bildet einfach die n x 2n—Matrix
(AJL,) die als erste n—Spalten A und als zweite n—Spalten I,, hat. Dann wendet man
den Gauf’schen Algorithmus an um diese Matrix auf reduzierte Zeilenstufenform zu
bringen. Fiithrt das zu r = n und j; =4 fiir alle ¢ = 1,...,n, also zu I, in den ersten n
Spalten, dann bilden die letzten n Spalten gerade die Inverse Matrix A~!. Erhilt man
Ji > 1 fiir ein ¢, dann kann A nicht invertierbar sein.

(2) In theoretischer Hinsicht sind sowohl der Gauf’sche Algorithmus als auch das hier
beschriebene Verfahren zur Bestimmung der inversen Matrix sehr befriedigend. Beide
Verfahren konnen natiirlich auch leicht im Computer implementiert werden (sofern der
Computer im Korper K rechnen kann, was aber meist nicht allzu schwierig ist). Hier sind
die beiden Verfahren fiir allgemeine Matrizen sehr effizient. In vielen Anwendungsféllen
hat man es aber mit sehr groen Matrizen zu tun (etwa in der Groflenordnung 1000 X
1000 oder 10000 x 10000), und da werden diese Verfahren schon sehr aufwindig. In vielen
dieser Félle erhédlt man aber aus den Anwendungsproblemen zusétzliche Informationen
iiber die Matrizen, etwa, dass sie “diinn besetzt” sind, also viele Eintragungen gleich
Null sind. Fiir solche Systeme gibt es dann schnellere Verfahren zur Losung.

BEeispiEL 3.9. Fir die Matrix A = G % é) € M;(R) sieht unser Algorithmus wie
folgt aus:

111100 111 1 00 10 -1 2 -10
123010012 -110f|—=(01 2 -1 1 0|~
149001 038 —-101 00 2 2 =31
10 -1 2 —-10 100 3 -2 1
01 2 -1 1 0]—=[010-3 4 -1
oo 1 1 =31 001 1 -3 2

Damit ist A invertierbar und die “zweite Halfte” der letzten Matrix ist die inverse
Matrix A1,



KAPITEL 4

Basen und Dimension

Wir kommen nun zum theoretischen Kern der Vorlesung, ndmlich zum Konzept der
Dimension eines Vektorraumes. Intuitiver Hintergrund ist die Idee, dass ein Element von
K™ durch n Elemente von K beschrieben werden kann, also sollte die Dimension von K"
gerade n sein. Wir werden sehen, dass sich dieses Konzept auf beliebige Vektorrdume
verallgemeinern lasst und dass ein Vektorraum mit Dimension n automatisch isomorph
zu K" ist.

Erzeugendensysteme und lineare Unabhingigkeit

In haben wir die Einheitsvektoren e; € K" kennen gelernt. Die Tatsache, dass
man jedes Element von K" als Linearkombination dieser Vektoren schreiben kann war
fiir die Beschreibung der linearen Abbildungen auf K" wichtig. Dieses Konzept kénnen
wir als erstes verallgemeinern.

4.1. Die erste zentrale Beobachtung ist, dass es zu jeder Teilmenge eines Vektor-
raumes einen kleinsten Teilraum gibt, der die Teilmenge enthilt.

SATZ 4.1. Sei V' ein K—Vektorraum, und A C V eine beliebige Teilmenge.

(1) Es gibt einen eindeutigen Teilraum (A) C V, sodass A C (A) und fir jeden
Teilraum W CV mit A C W gilt (A) C W.

(2) Fin Element v € V liegt genau dann in dem Teilraum (A) aus (1), wenn es
als Linearkombination von FElementen von A geschrieben werden kann, also wenn es
endlich viele Elemente a; € A und r; € K gibt, sodass v =), r;a; gilt.

BEWEIS. (1) Fiir gegebenes A definiere (A) als den Durchschnitt iiber alle Teilrdume
W C V,die A C W erfiillen. Dann ist (A) C V nach Korollar 2.4] ein Teilraum, der nach
Konstruktion die gewiinschte Eigenschaften hat. Ist W C V ein weiterer Teilraum mit
diesen Eigenschaften, dann gilt wegen A C W und der Eigenschaft von (A) natiirlich
(A) € W. Umgekehrt gilt wegen A C (A) und der Eigenschaft von W auch W C (A),
also folgt W = (A).

(2) Ist v = ). ra; fiir endlich viele Elemente a; € A und r; € K, dann liegen die
a; in (A) und weil (A) ein Teilraum ist, gilt v € (A). Bezeichnen wir also mit W die
Menge aller Elemente v € V, die in der obigen Form geschrieben werden koénnen, dann
ist W C (A).

Andererseits ist fiir v = Y. r;a; € W natiirlich rv = ), (rr;)a; € W. Analog liegt
die Summe von zwei Elementen von W wieder in W, also ist W C V ein Teilraum. Da

offensichtlich A C W gilt, folgt (A) C W nach (1). O

DEFINITION 4.1. Sei V ein Vektorraum iiber K und A C V eine Teilmenge.

(1) Der Teilraum (A) von V aus Satz[3.1] heifit das lineare Erzeugnis oder die lineare
Hiille von A.

(2) A heifit ein Erzeugendensystem fur V wenn (A) =V gilt. Man sagt dann auch,
die Teilmenge A erzeugt den Vektorraum V.

35
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(3) Der Vektorraum V heit endlich erzeugt oder endlichdimensional wenn er ein
endliches Erzeugendensystem besitzt.

BEMERKUNG 4.1. Der Ursprung des Begriffs “endlich erzeugt” ist unmittelbar ein-
sichtig, wiahrend “endlichdimensional” an dieser Stelle eigentlich noch nicht viel Sinn
macht. Wir werden erst spéter sehen, dass ein Vektorraum tatséchlich eine wohldefinier-
te Dimension hat, die genau dann endlich ist, wenn der Vektorraum endlich erzeugt ist.
Der Begriff “endlichdimensional” ist aber fiir Vektorrdume so viel iiblicher als “endlich
erzeugt”, dass wir ihn trotzdem schon hier einfiihren.

BEISPIEL 4.1. (1) Ist V ein beliebiger K-Vektorraum, dann ist das Erzeugnis ()
der leeren Menge der Teilraum {0} C V. Fiir einen Teilraum W C V ist nach Definition
(W) = W. Insbesondere ist V = (V), also besitzt jeder Vektorraum ein Erzeugenden-
system.

(2) Ist V' ein K—-Vektorraum und sind A, B C V Teilmengen mit A C B, dann gilt
natiirlich (A) C (B), weil (B) ein Teilraum von V ist, der B und damit auch A enthélt
und (A) der kleinste solche Teilraum ist. Insbesondere ist fiir ein Erzeugendensystem
A fiir V' auch jede Obermenge von A ein Erzeugendensystem. Interessant ist es daher,
moglichst kleine Erzeugendensysteme zu finden.

(3) Betrachten wir die Einheitsvektoren e; € K" fiir i = 1,...,n aus[3.2] Dort haben
wir festgestellt, dass ein beliebiger Vektor (rq,...,r,) € K" als . r;e; geschrieben
werden kann. Damit ist die Menge {ey,...,e,} ein Erzeugendensystem fiir K, also ist
insbesondere K" ein endlich erzeugter K—Vektorraum.

(4) Betrachten wir wie in Beispiel (2) von den Korper C als R-Vektorraum.
Dann kann man natiirlich jedes Element z € C in der Form z = a + b: fiir a,b € R
schreiben. Damit ist aber {1,} ein Erzeugendensystem fiir C als R—Vektorraum, somit
ist C endlich erzeugt iiber R.

Betrachten wir analog R als Vektorraum {iber Q, dann sieht das ganz anders aus.
Wie aus der Einfithrungsvorlesung bekannt ist, ist die Menge Q abzéhlbar, wihrend
R iiberabzahlbar, also echt grofler ist. Nun ist leicht zu sehen, dass fiir endlich viele
Elemente rq,...,7, € R auch die Menge aller reellen Zahlen, die in der Form ). a;r;
fiir a; € Q geschrieben werden konnen, ebenfalls abzahlbar ist. Damit kann R iiber Q
nicht endlich erzeugt sein. In Wirklichkeit sieht es noch viel schlimmer aus. Es ist auch
leicht zu sehen, dass auch fiir eine abzidhlbare Teilmenge A C R der erzeugte Q-Teilraum
(A) C Q immer noch abzéhlbar ist. Man kann zeigen, dass jedes Erzeugendensystem fiir
den Q—Vektorraum R kardinaldquivalent zu R selbst sein muss, also salopp gesprochen
gleich viele Elemente haben muss wie R selbst.

4.2. Erzeugendensysteme und lineare Abbildungen. Wir kénnen nun unter-
suchen, wie sich Erzeugendensysteme unter linearen Abbildungen verhalten.

ProproSITION 4.2. Seien V. und W Vektorrdume diber K und f : V. — W eine
lineare Abbildung.

(1) Fiir eine Teilmenge A C V mit linearer Hille (A) ist (f(A)) = f((A)). Insbe-
sondere ist fir ein Erzeugendensystem A fir V das Bild f(A) ein Erzeugendensystem
fiir den Vektorraum Im(f).

(2) Ist A C V ein Erzeugendensystem, dann ist die lineare Abbildung f :V — W
durch die Einschrinkung f|a: A — W eindeutig bestimmit.

BeEweIs. (1) Nach Satz [4.1flasst sich jedes Element v € (A) als Linearkombination
>, ria; fiir endliche viele Elemente a; € A schreiben. Damit ist aber, f(v) = >, 7 f(a;),
was wiederum nach Satz [4.1]in (f(A)) liegt. Damit gilt f((A)) C (f(A)).
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Umgekehrt ist nach Proposition 2.7 f({A)) ein Teilraum von W, der offensichtlich
f(A) enthélt. Damit enthélt er aber auch (f(A)), also folgt die Gleichheit.

(2) Fiir zwei lineare Abbildungen f,g: V — W gilt f(v) = g(v) genau dann, wenn
(f —g)(v) = 0 gilt. Damit ist aber {v : f(v) = g(v)} genau der Kern der linearen
Abbildung f — g und damit ein Teilraum von V. Stimmen f und ¢ auf einem Erzeugen-
densystem A fiir V' iiberein, dann enthélt dieser Teilraum A, also auch (A) = V, also
ist f=g. OJ

BEMERKUNG 4.2. Fiir das Erzeugendensystem {ey,...,e,} C K" haben wir Teil
(2) der Proposition schon in Kapitel 3 beobachtet und benutzt.

4.3. Lineare Unabhingigkeit. Wir konnten das Erzeugnis einer Teilmenge be-
stimmen indem wir verstehen, welche Vektoren als Linearkombinationen von Elementen
der Teilmenge geschrieben werden kénnen. Als Gegenstiick dazu werden wir uns jetzt
der Frage der Eindeutigkeit von Darstellungen als Linearkombinationen widmen. Ahn-
lich wie man die Injektivitéit einer linearen Abbildung daraus schlieen kann, dass sie
trivialen Kern hat, konnen wir auch hier die Frage auf Darstellungen des Nullelements
zuriickfithren. Das motiviert folgenden Definition.

DEFINITION 4.3. Sei V ein Vektorraum iiber K und seien vy,...,v; € V.

(1) Man sagt, die Vektoren vy,. .. v sind linear abhingig, wenn es Elemente r; € K
fur i = 1,...,k gibt, sodass mindestens ein r; # 0 ist und ), 7v; = 0 gilt.

(2) Die Vektoren vy, ..., v heiBen linear unabhdngig, wenn sie nicht linear abhéngig
sind, d.h. wenn 0 = ). rv; nur fiir ry = --- = r, = 0 gilt.

(3) Mittels (1) und (2) kann man auch sagen, wann eine endliche Teilmenge A C V/
linear unabhéngig ist. Eine beliebige Teilmenge A C V heifit linear unabhéngig, wenn
jede endliche Teilmenge B C A linear unabhéngig ist.

(4) Eine Basis fiir den Vektorraum V ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem

fir V.

BEISPIEL 4.3. (1) Betrachten wir eine einelementige Teilmenge {v} C V. Ist diese
Menge linear abhéngig, dann gibt es nach Definition ein Element r € K\ {0}, sodass
rv = 0 gilt. Dann ist aber 0 = r~lrv = 1v = v. Umgekehrt zeigt 1 -0 = 0 natiirlich,
dass die Teilmengen {0} C V linear abhéngig ist. Damit ist {v} C V genau dann linear
unabhéngig, wenn v # 0 gilt.

(2) Nach Definition ist eine beliebige Obermenge einer linear abhéngigen Menge line-
ar abhéangig (man kann ja zusétzlich Elemente immer mit dem Koeffizienten 0 versehen).
Insbesondere ist jede Teilmenge A C V, die den Nullvektor enthélt automatisch linear
abhingig. Das zeigt umgekehrt auch, dass jede Teilmenge einer linear unabhéingigen
Menge ebenfalls linear unabhéngig ist.

(3) Sei v € V ein beliebiger Vektor mit v # 0 und r € K beliebig. Dann sind die
Vektoren v und rv linear abhéngig, weil man 0 = r- v+ (—1) - (rv) schreiben kann und
—1 0 gilt.

Auch hier gilt wieder die Umkehrung: Sind v; und v, Vektoren, die linear abhéngig
sind, dann kann man einen der beiden Vektoren als ein Vielfaches des anderen schrei-
ben. Nach Voraussetzung gibt es ja ri,7y € K sodass riv; + rove = 0 gilt und sodass
mindestens eines der r; ungleich Null ist. Ist r; # 0, dann ist v; = (—(ry)"!ry)vy und
fiir ro # 0 ist vy = (—(r2) "'ry)vy.

(4) Die Vektoren ey, ..., e, € K" aus Beispiel [2.5|sind linear unabhéngig. wir wissen
ja, dass >, me; = (r1,...,7r,) gilt, und das ist natiirlich nur dann der Nullvektor,
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wenn alle r; Null sind. Gemeinsam mit Beispiel (3) von zeigt das, dass die Menge
{e1,...,en} eine Basis fiir den Vektorraum K" bildet. Diese heifit die Standardbasis von
K".

BEMERKUNG 4.3. (1) Aus Beispiel (3) kann man erkennen, warum wir die Definition
der linearen Unabhéngigkeit so miihselig (und nicht gleich fiir Teilmengen) formuliert
haben. Die Teilmenge {v, v} ist ndmlich nur fiir » # 1 linear abhéngig, weil ja {v, 1-v} =
{v} gilt.

(2) Noch etwas schwieriger wird es, wenn wir mit unendlichen Mengen umgehen
miissen, was aber (zumindest voriibergehend) notwendig ist. Konkret geht es hier um die
Frage der “Eindeutigkeit der Darstellung als Linearkombination”, die im folgenden Satz
auftaucht. Fiir endlich viele Vektoren aq,...,ay ist das ein unproblematischer Begriff,
man meint einfach, dass fiir Elemente 1, ..., 7y, s1,...,8; € K

riay + -+ rpap = s1a1 + - - -+ Spag

nur dann gilt, wenn r; = s; fiir alle i = 1,.. . k gilt.
Kann man ein Element v als Linearkombination von Elementen einer unendlichen
Menge A darstellen, dann bedeutet das ja, dass es endlich viele Elemente aq,...,a; €

Aund rq,...,r; € K gibt, sodass v = ria; + - -+ + rga; gilt. Mit Eindeutigkeit der
Darstellung als Linearkombination meint man hier Eindeutigkeit bis auf Hinzufiigen
und/oder Weglassen von Elementen mit Koeffizient 0.

Falls die folgenden Beweise Schwierigkeiten bereiten, lohnt es sich auf jeden Fall,
sich den Beweis erst fiir endliche Mengen klar zu machen und erst dann die technischen
Schwierigkeiten im Fall unendlicher Mengen “anzugehen”.

Wir kénnen nun lineare Unabhéingigkeit einer Teilmenge schon charakterisieren:

SATZ 4.3. Sei V' ein Vektorraum tber K. Dann sind fiir eine Teilmenge A C V' die
folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) A ist linear unabhingig.

(2) Fir jedes Element v € (A) C V gibt es eine eindeutige Darstellung als Linear-
kombination von Elementen von A.

(3) Fiir jeden K-Vektorraum W und jede Funktion f: A — W gibt es eine lineare
Abbildung f : (A) — W sodass f(a) = f(a) fir alle a € A.

(4) Ist B C A eine echte Teilmenge, also B # A dann ist auch (B) # (A). Man

kann also A nicht verkleinern ohne auch das Erzeugnis zu verkleinern.

BEWEIS. (1)=-(2) Nach Satz {4.1| gibt es fiir jedes v € (A) eine Darstellung als Line-
arkombination von (endlich vielen) Elementen von A, es bleibt also nur die Eindeutigkeit
zu zeigen. Haben wir zwei Darstellungen fiir v, dann bezeichnen wir mit {aq,...,a;} C A
die Menge jener Elemente von A, die in einer der beiden Darstellungen vorkommen. In-
dem wir die Koeffizienten von Elementen, die in den urspriinglichen Darstellungen nicht
vorkommen, gleich Null setzen, diirfen wir annehmen, dass v = Zle ria; = Z?Zl S;a;
fir r1,..., 7, 81,..., 8, € K gilt. Dann ist aber 0 = v —v = >_"  (r; — s;)a;. Da A li-

near unabhéngig ist, ist auch {ay, ..., ax} linear unabhéngig, also muss nach Definition
r; —s; = 0, also r; = s; fiir alle i = 1,..., k gelten, also sind die beiden Darstellungen
gleich.

(2)=(3) Ist v € (A), dann gibt es nach (2) eindeutig bestimmte Elemente ay, ... a; €

Aund ry, ..., € K, sodass v = Zle ria; gilt, und wir definieren f(v) := Zle rif(a;).
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(Man bemerke, dass sich das nicht &ndert, wenn wir Elemente mit Koeffizient 0 hinzu-
fiigen oder weglassen.) Fiir a € A ist diese Darstellung durch a = 1 - a gegeben, also
folgt f(a) =1- f(a) = f(a). Damit bleibt zu zeigen, dass f linear ist.

Ist v=">",ra; und r € K, dann ist rv = > (r7r;)a;, also gilt

flro) = S2(rr) f(a) = r 32, rif (a) = rf(v)
Fiir ein weiteres Element w € (A) konnen wir durch Hinzufiigen mit Koeffizient 0

erreichen, dass wir Elemente ay,...,ap € Aund ry,... 74, 81,...,5; € K finden, fiir die
. Y/ o Y/ . . o Y/ .
v=> . raund w =3, s;a; gilt. Dann ist aber v+w =37, (r; + s;)a; und somit

Flo+w) =30 (i + s0) fai) = Xo_y rif(as) + X5, sif(a;) = f(v) + f(w).

(3)=(1) Fiir ein Elemet a € A betrachte die Funktion x, : A — K, die gegeben
ist durch x,(a) = 1 und x,(@) = 0 fir @ # a. Nach Bedingung (3) finden wir fiir
jedes a € A eine lineare Abbildung Y, : (A) — K, deren Einschrinkung auf A mit x,
iibereinstimmt.

Seien nun a; € Aund r; € Kfiiri = 1,...,k so, dass ), r;a; = 0 gilt. Dann gilt fiir
jedes j = 1,..., k natiirlich

0= X, (Doimiai) =3, T'iXa, (ai) = ;.
Das bedeutet aber nach Definition, dass A linear unabhéngig ist.
(4) Wir zeigen, dass eine Teilmenge A C V' genau dann linear abhéngig ist, wenn es
eine echte Teilmenge B C A gibt, die (B) = (A) erfiillt.
Ist A linear abhéingig, dann finden wir Elemente aq,...,a; € A und r{,...,7, € K
die nicht alle gleich Null sind, sodass Zle r;a; = 0 gilt. Durch umnummerieren kénnen

wir annehmen, dass 7, # 0. Dann erhalten wir aber —rpay = Zi:ll r;a; und indem wir
durch —r; dividieren eine Darstellung von a; als Linearkombination von aq,...,ax_1.
Betrachten wir nun die echte Teilmenge B := A\ {a;} von A, dann gilt natiirlich
(B) C (A). Wegen ay,...,a;_1 € B gilt aber umgekehrt a; € (B) und damit A C (B),
also (A) C (B) und die beiden Erzeugnisse stimmen iiberein.

Ist umgekehrt B C A eine echte Teilmenge mit (B) = (A), dann sei a € A\ B.
Wegen a € (B) finden wir by,...,by € B und r,...,7r, € K, sodass a = >, r;b; gilt.
Damit erhalten wir aber 0 = (—1)a+)_, r;b; was zeigt, dass die Menge A linear abhéngig
ist. [

Basen

Einige grundlegende Eigenschaften von Basen ergeben sich nun ganz einfach. Viel
schwieriger zu beweisen, aber von iiberragender Wichtigkeit ist, dass je zwei Basen eines
Vektorraumes gleich viele Elemente haben. Damit wird die Anzahl der Elemente einer
Basis eine Zahl, die einem Vektorraum in natiirlicher Weise zugeordnet ist. Diese Zahl
heifit die Dimension des Vektorraumes.

4.4. Grundlegende Eigenschaften von Basen. Mit Hilfe von Satz [4.3] konnen
wir Basen eines Vektorraumes relativ leicht charakterisieren.

PROPOSITION 4.4. Fir eine Teilmenge B eines K—Vektorraumes V' sind die folgen-
den Bedingungen dquivalent:
(i) B ist eine Basis fir V.
(ii) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V', d.h. (B) =V und fiir jede echte
Teilmenge B' C B ist (B') # V.
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(iii) B ist eine mazimale linear unabhingige Teilmenge von V', d.h. B ist linear
unabhdngig, aber jede echte Obermenge von B ist linear abhdingig.

BEWEIS. Nach Satz ist ein Erzeugendensystem von V' genau dann linear un-
abhéngig, wenn keine echte Teilmenge davon ebenfalls ein Erzeugendensystem ist. Das
bedeutet aber genau (1)< (ii).

(i)=-(iii) Ist B eine Basis, dann ist B nach Definition linear unabhéngig. Andererseits
ist (B) =V, also gilt auch fiir jede echte Obermenge 5’ von B, dass (B') = V ist. Damit
kann aber B’ nach Satz4.3nicht linear unabhéngig sein, weil die echte Teilmenge B C B’,
das gleiche Erzeugnis wie B’ hat.

(iii)=(i) Sei B eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V und v € V ein
beliebiges Element. Dann ist BU {v} linear abhéngig, also kann man 0 in nichttrivialer
Weise als Linearkombination von Elementen dieser Menge schreiben. Da B linear un-
abhéngig ist, muss v in dieser Linearkombination vorkommen und einen Koeffizienten

ungleich Null haben. Das bedeutet aber, dass es Elemente by,...,b, € B, r,rq,...,7% €
K gibt, sodass r # 0 und rv + Y, r;b; = 0 gilt. Dann ist aber v = —2 3" r;b; € (B). Da
v € V beliebig war, ist B ein Erzeugendensystem fiir V', also eine Basis. 0

KOROLLAR 4.4. Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum V  besitzt eine (endliche)
Basis

BEwEIS. Da V endlich erzeugt ist, finden wir eine endliche Teilmenge A C V mit
(A) = V. Ist A linear unabhéngig, dann ist A eine Basis und wir sind fertig. Falls
nicht, dann gibt es nach Satz eine echte Teilmenge A’ C A, die immer noch ein
Erzeugendensystem fiir V' ist. Ist A’ linear unabhingig, dann sind wir fertig, wenn
nicht, dann wiederholen wir den Prozess. Da die Ausgangsmenge A endlich war und wir
jedes Mal zu einer echten Teilmenge iibergehen, dann miissen wir nach endlich vielen
Schritten zu einer Basis (oder zur leeren Menge, die eine Basis fiir den Vektorraum {0}
ist) gelangen. O

4.5. Der Austauschsatz. Der Schliissel zum Vergleich der Grofie verschiedener
Basen eines Vektorraumes ist der Austauschsatz von Steinitz. Bevor wir diesen Satz
formulieren, beweisen wir ein Lemma.

LEMMA 4.5 (Austauschlemma). Sei V' ein K-Vektorraum, A C V eine beliebige
Teilmenge und v € (A) C V ein beliebiges Element. Sei ag € A ein Element, sodass
es eine Darstellung von v als Linearkombination von Elementen von A g¢ibt, in der ag
einen Koeffizienten # 0 hat. Dann erfillt die Menge A" := (A \ {ao}) U {v}, die man
erhdlt indem man in A den Vektor ag durch v ersetzt (A") = (A).

BeEwEIS. Nach Voraussetzung ist v € (A), also A’ C (A4), also (A") C (A).
Umgekehrt gibt es nach Voraussetzung Elemente ay, ..., a, € A\ {ag} und Skalare
To, ..., T, mit ro # 0, sodass v = roag + > ., r;a; gilt. Damit ist aber

ap = (ro) ' (v = 3oL, rias) € (A).
Da offensichtlich A\ {ao} C (A4’) gilt, erhalten wir A C (A’) und daher (A) C (4’). O

SATZ 4.5 (Austauschsatz von Steinitz). Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum,

und sei {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem fir V.. Dann gilt:
(1) Ist A C V eine linear unabhingige Teilmenge, dann ist A endlich und hat
hochstens n Elemente. Ist A = {aq,...,ar} mit k <n, dann kann man die Elemente v;

so umnummerieren, dass {a1, ...,k Vg1, .- .,0n} €in Erzeugendensystem fir V ist.



BASEN 41

(2) Ist A C V ein beliebiges Erzeugendensystem, dann gibt es eine endliche Teil-
menge A" C A mit hichstens n Elementen, die ebenfalls ein Erzeugendensystem fiir V.
15t.

BEWwEIS. (1) Wihle ein beliebiges Element a; € A. Da {vy, ..., v,} ein Erzeugenden-
system fiir V' ist, finden wir Skalare \1,..., A, € K, sodass a; = ), \;v; gilt. Da A linear
unabhéngig ist, ist a; # 0, also muss zumindest ein A; # 0 sein, und durch umnumme-
rieren der v; erreichen wir A; # 0. Nach dem Austauschlemma ist auch {aq,vs,...,v,}
ein Erzeugendensystem fiir V. Falls A = {a,} gilt, sind wir fertig.

Falls nicht, dann wéhlen wir ein beliebiges Element ay € A\ {a;}. Dann gibt es
wiederum Elemente A\{,..., A\, € K, sodass as = \a; + Z?ﬁ Av; gilt. Wiren alle A,
fiir i > 2 gleich Null, dann wiirde as = Ajay, also Aja; + (—1)as = 0 gelten, was ein
Widerspruch zu A linear unabhéngig wire. Somit gibt es ein ¢ > 2 mit A; # 0, und
durch umnummerieren erreichen wir A\ # 0. Nach dem Austauschlemma ist wieder
{ai,as,vs,...,v,} ein Erzeugendensystem fiir V.

Nehmen wir induktiv an, dass wir fiir ein £ < n bereits {ay,...,a,} C A gefunden ha-
ben, sodass (fiir geeignete Nummerierung der v;) {a, ..., as, vei1, ... v,} ein Erzeugen-
densystem fiir V' ist. Ist A = {ay, ..., as} dann sind wir fertig. Wenn nicht, dann wihlen
wir ein beliebiges Element ay1 € A\{ay,...,a,}. Wie zuvor erhalten wir Ay, ..., A\, € K
sodass a4 = Zle i+ 11 Aivg gilt. Aus der linearen Unabhéngigkeit von A folgt
wieder, dass es ein ¢ > ¢ mit \; # 0 geben muss, und durch Umnummerieren erhalten
wir Agp1 # 0. Nach dem Austauschlemma bildet die Menge {ay, ..., api1,Vps0,...0n}
ein Erzeugendensystem fiir V.

Nach Induktion kénnen wir nun diesen Prozess fortsetzen, bis wir entweder die
ganze Menge A “aufgebraucht” haben, oder wir haben im letzten Schritt Elemente
ai,...,a, € A gefunden, die ein Erzeugendensystem fiir V' bilden. Im ersten Fall muss
natiirlich A endlich mit weniger als n Elementen sein, und der letzte Schritt liefert genau
die Behauptung des Satzes. Im zweiten Fall ist ({ay,...,a,}) =V = (A). Da A linear
unabhéngig ist, muss nach Satz A =Aay,...,a,} gelten, also ist A wieder endlich
mit héchstens n Elementen.

(2) Ist A = {0} dann sind wir fertig, weil wir A’ = () wéhlen konnen. Sonst wihle
ein Element 0 # a; € A. Wie in (1) kénnen wir a; als Linearkombination der v;
schreiben und durch umnummerieren erreichen wir, dass der Koeffizient von v; ungleich
Null ist. Nach dem Austauschlemma ist dann {aj,vs,...,v,} ein Erzeugendensystem
fir V. Ist ({a1}) = V, dann sind wir fertig. Falls nicht, dann muss es ein Element
as € A\ ({a1}) geben. Wére das nicht der Fall, dann wire A C ({a;}), ein Widerspruch,
weil A ein Erzeugendensystem von V und ({a;}) # V ist. Dann kénnen wir wieder as
als Linearkombination von a; und den v; schreiben und weil as ¢ ({a;}) muss zumindest
ein v; einen Koeffizienten haben, der ungleich Null ist. Durch Umnummerieren trifft das
fiir vy zu, und nach dem Austauschlemma ist {a;, ag, vs, ..., v,} ein Erzeugendensystem
fir V.

Nehmen wir induktiv an, dass wir fiir ein £ < n schon a4, ...,a, € A gefunden haben,
sodass {ay,...,as Vi1, ..., v,} ein Erzeugendensystem fiir V' ist. Falls {aq,...,a,} ein
Erzeugendensystem fiir V' ist, sind wir fertig. Falls nicht, muss es wie oben ein Element
apr1 € A\ ({a1,...,ar}) geben, weil sonst A kein Erzeugendensystem sein konnte. Aus
dieser Bedingung folgt auch, dass in der Darstellung von a,y; als Linearkombination
von ai, ..., 0Qp, Voit,-- -, U, zumindest ein v; einen Koeffizienten ungleich Null hat, und
durch umnummerieren ist vy, dieses Element. Nach dem Austauschlemma ist dann
{a1,...,ap41, V049, ..., 0, } ein Erzeugendensystem und (2) folgt mittels Induktion. O
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Aus diesem Satz konnen wir nun die fundamentalsten Tatsachen iiber endlich er-
zeugte Vektorrdume direkt ablesen:

KOROLLAR 4.5. Sei V' ein endlich erzeugter K—Vektorraum Dann gilt:

(1) Jede Basis von V ist endlich, und je zwei Basen haben gleich viele Elemente.
Diese Anzahl heif$t die Dimension dim(V') von V dber K.

(2) Jede linear unabhingige Teilmenge von V kann zu einer Basis erweitert werden.

(3) Jedes Erzeugendensystem von V' enthdlt eine Basis fiir V.

(4) Eine linear unabhingige Teilmenge von V' kann hochstens dim(V') wviele Ele-
mente haben.

(5) Ein Erzeugendensystem fiir V- muss mindestens dim(V') viele Elemente haben.

(6) Eine Teilmenge von V', die dim(V') viele Elemente enthdlt und entweder linear
unabhdingig oder ein Erzeugendensystem ist, ist eine Basis von V.

BEwEIS. Nach Korollar 4.4] bestizt V' zumindest eine endliche Basis. Sei nun B =
{v1,...,v,} eine beliebige endliche Basis fiir V. Wenden wir den ersten Teil des Aus-
tauschsatzes auf das Erzeugendensystem B von V' an, dann folgt, dass jede linear un-
abhéngige Teilmenge von V' endlich ist und hochstens n Elemente hat. Umgekehrt liefert
der erste Teil des Austauschsatzes angewandt auf n—elmentige, linear unabhéngige Teil-
menge B natiirlich, das jedes Erzeugendensystem fiir V' mindestens n Elemente haben
muss.

Gemeinsam sagen diese Bedingungen aber, dass jede Basis fiir V' endlich ist und
genau n Elemente hat. Damit ist der Beweis von (1) vollstindig und da wir nun wis-
sen, dass dim(V") Sinn macht, sind auch (4) und (5) erledigt. Weiters sehen wir, dass
eine linear unabhéngige Menge mit dim(V") Elementen automatisch maximal linear un-
abhéngig, also nach Proposition eine Basis ist. Analog ist ein Erzeugendensystem
mit dim(V') Elementen automatisch ein minimales Erzeugendensystem also ebenfalls
eine Basis, was den Beweis von (6) vervollsténdigt.

Fiir (2) wenden wir Teil (1) des Austauschsatzes auf eine Basis {vy,...,v,} und eine
beliebige linear unabhéngige Teilmenge A an. Das zeigt, dass A zu einem Erzeugenden-
system mit dim(V') vielen Elementen, also zu einer Basis erweitert werden kann. Analog
folgt aus Teil (2) des Austauschsatzes sofort, dass ein beliebiges Erzeugendensystem fiir
V ein Erzeugendensystem mit dim(V') vielen Elementen, also eine Basis, enthdlt. [

BEMERKUNG 4.5. Mit diesem Korollar sehen wir, dass jeder endlich erzeugte Vek-
torraum iiber einem Korper K endliche Dimension hat, wodurch sich der Begriff “end-
lichdimensional” fiir diese Rdume erklart. Vektorrdaume, die kein endliches Erzeugenden-
system besitzen, nennt man unendlichdimensional. Man schreibt in diesem Fall formal

dim(V') = oo.

BEISPIEL 4.5. (1) Aus Beispiel (4) von [4.3| wissen wir, dass fiir jeden Koérper K und
jedes n € N, der K-Vektorraum K" die Standardbasis {ey,...,e,} besitzt. Damit gilt
dim(K"™) = n, was eine der Motivationen fiir den Dimensionsbegriff ist. Wir werden in
Kiirze sehen, dass jeder K-Vektorraum der Dimension n isomorph zu K" ist.

(2) Fiir eine Menge X betrachte den Vektorraum F(X,R) aller Funktionen f :
X — R. Sei A C X eine Teilmenge und fiir a € A sei f, : X — R gegeben durch
f(a) = 1 und f(x) = 0 fiir x # a. Dann ist die Menge {f, : a € A} C R¥ linear
unabhéngig. Ist ndmlich A\ f,, + --- + A\ fs, = 0 fiir Elemente a; € A und Skalare
A € K, dann liefert Auswerten im Punkt a; sofort 0 = );, und das funktioniert fiir
allei =1,...,n. Ist X = {z1,...,2,} endlich, dann ist klarerweise {f,,,..., fz,} eine
Basis fiir RX, also hat dieser Vektorraum Dimension n. Ist X unendlich, dann bilden
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die f, fiir x € X eine unendliche linear unabhéngige Teilmenge von F(X,R), also ist in
diesem Fall dim(F(X,R)) = oo nach Teil (1) des Austauschsatzes.

In dem Fall, dass X unendlich ist, bildet {f, : © € X} zwar eine linear unabhéngige
Teilmenge von F(X,R), aber kein Erzeugendensystem und somit auch keine Basis.
Kann man namlich eine Funktion f : X — R als Linearkombination von Elementen
dieser Menge schreiben, dann ist f = A\i f,, + -+ A\, fo,, fiir endlich viele Elemente z; €
X und Skalare \; € K. Damit nimmt aber die Funktion f nur in endlich vielen Punkten
einen Wert # 0 an. Insbesondere kann fiir unendliches X die konstante Funktion f(z) =
1 fiir alle x € X nicht als Linearkombination von Funktionen der Form f, geschrieben
werden und liegt damit nach Satz 4.1 nicht in ({f, : xz € X}).

4.6. Exkurs: Basen fiir unendlichdimensionale Vektorridume. Dieser Ab-
schnitt ist fiir das weitere Verstdndnis der Vorlesung nicht notwendig und dient nur als
Zusatzinformation fiir Interessierte. Wir werden (mit Hilfe des Auswahlaxioms) bewei-
sen, dass jeder Vektorraum iiber einem Korper K eine Basis besitzt. Basen in diesem
Sinn sind aber nur fiir sehr wenige Beispiele unendlichdimensionaler Rdume wirklich
interessant (und fiir diese Beispiele ist die Existenz von Basen leicht zu sehen). Zum
Studium der meisten unendlichdimensionalen Réaume (insbesondere von Réumen von
Folgen und Funktionen, die in der Analysis interessant sind) muss man zusétzlich zu
den Begriffen der linearen Algebra noch Begriffe aus der Topologie wie Stetigkeit und
Konvergenz zur Hilfe nehmen.

In seiner urspriinglichen Formulierung besagt das Auswahlaxiom dass man aus jedem
Mitglied einer beliebigen Familie {A; : i € I} von Mengen ein Element auswéhlen kann,
oder formaler, dass es eine Funktion f : I — U;crA; gibt, sodass f(i) € A, fiir alle i € [
gilt (eine sogenannte “Auswahlfunktion”).

Es gibt mehrere dquivalente Umformulierungen dieses Axioms. Die auflerhalb der
Mengenlehre wichtigste dieser Umformulierungen ist das sogenannte Zorn’sche Lemma:

LEMMA 4.6 (Zorn’sches Lemma). Sei M eine Menge und < eine Halbordnung auf
M, die folgende Bedingung erfillt: Ist A C M eine Teilmenge, sodass < eine Totalord-
nung auf A definiert (also je zwei Elemente von A wvergleichbar sind), dann gibt es ein
Element x € M, sodass a < x fiir alle a € A gilt. Dann gibt es ein Element xg € M,
sodass x € M und xo < x schon x = xq impliziert. (“Falls jede Kette in M eine obere
Schranke besitzt, dann existieren mazximale Elemente.”)

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir nun die Existenz von Basen in beliebigen Vek-
torrdumen beweisen. Wir zeigen ein etwas stéarkeres Resultat, das auch gleich die Ver-
allgemeinerung der Teile (2) und (3) von Korollar |4.5 beinhaltet.

SATZ 4.6. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K, A C V eine linear un-
abhingige Teilmenge und E C V' ein Erzeugendensystem mit A C E. Dann gibt es eine
Basis B fir Vmit AC B CE.

BEWEIS. Betrachte die Familie M aller linear unabhéingigen Teilmengen C' C V, die
A C C C E erfiillen. Wir definieren eine Halbordnung auf dieser Menge durch C' < D
genau dann, wenn C' C D. Sei A C M eine Teilmenge, auf der dies eine Totalordnung
ist und betrachte X := UgeaC. Sind z1,...,2, € X und A\q,...,\, € K endlich viele
Elemente sodass \ixy+-- -+ A\,x,, = 0 gilt, dann gibt es C1,...,C,, € A, sodass x; € C;
fiir jedes 7. Da A durch die Inklusion total geordnet ist, gilt fiir 7,7 = 1,...,n entweder
C; C C; oder C; C C;. Daraus folgt aber leicht, dass es ein iy gibt, sodass C; C Cj, fiir
alle 7 gilt. Da die Menge C;, in A C M liegt ist sie linear unabhéngig, also folgt A; = 0
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fiir alle 7. Somit ist X linear unabhéngig. Offensichtlich gilt A C X C FE, weil das fiir
jedes C' € A gilt, also ist X € M eine obere Schranke fiir A.

Nach dem Zorn’schen Lemma erhalten wir ein maximales Element X, € M. Damit
ist A C Xg C E und Xq linear unabhéngig. Da X ein maximales Element von M
ist, ist fiir jedes Element y € E\ X, die Menge X, U {y} linear abhingig, und man
sieht leicht, dass dies nur mdoglich ist, wenn y € (Xj) gilt. Damit folgt aber E C (X)),
und weil F ein Erzeugendensystem ist, ist auch X, ein Erzeugendensystem, also eine
Basis. 0

Man kann auch fiir unendlichdimensionale Vektorrdume einen sinnvollen Begriff von
Dimension einfithren. Man kann n&mlich zeigen, dass es zwischen je zwei Basen eines
Vektorraumes immer eine bijektive Funktion gibt, diese Basen also als Mengen die glei-
che Kardinalitédt besitzen. Diese Kardinalitdt ist dann eine (unendliche) Kardinalzahl,
als die man die Dimension des Raumes definiert. Die einzigen unendlichdimensionalen
Réume, die man alleine mit Methoden der linearen Algebra gut in den Griff bekommt,
sind Rédume abzéhlbarer Dimension (zum Beispiel der Raum K[z] aller Polynome iiber
K). Aquivalent zu abzéhlbarer Dimension ist auch, dass ein Raum ein abzihlbares
Erzeugendensystem besitzt. Fiir solche Rdume kann man Satz auch ohne Auswahl-
axiom relativ leicht (mit vollstdndiger Induktion) beweisen.

Dimensionssatze

Als néichstes beweisen wir einige fundamentale Dimensionssétze.

4.7. Dimension von Teilrdumen. Fiir einen sinnvollen Dimensionsbegriff muss
wohl die Dimension eines Teilraumes W C V' hochstens so grofl sein, wie dim(V).
Das ist tatséchlich der Fall, der Beweis enthélt aber eine kleine Tiicke, weil es nicht
automatisch klar ist, dass ein Teilraum eines endlichdimensionalen Vektorraumes selbst
endlich erzeugt ist.

PROPOSITION 4.7. Sei V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum und W C V ein
Teilraum. Dann ist dim(W) < dim(V') und ist dim(W) = dim(V'), dann ist W = V.

BEWEIS. Sei n:= dim(V). Ist A C W eine linear unabhéngige Teilmenge, dann ist
A natiirlich auch eine linear unabhéngige Teilmenge von V. Damit ist nach Teil (1) des
Austauschsatzes die Menge A endlich und hat hochstens n Elemente. Damit gibt
es eine maximale Grofle £ < n fiir linear unabhéngige Teilmenge von W. Eine linear
unabhéngige Teilmenge von W mit &£ Elementen ist aber dann natiirlich eine maximale
linear unabhéngige Teilmenge von W, also nach Proposition [4.4]eine Basis fiir W. Damit
ist aber dim(W) =k < n = dim(V).

Ist dim(W) = n, dann sei B eine Basis fiir W. Dann ist B C V eine linear un-
abhéngige Teilmenge mit dim(V') vielen Elementen, also eine Basis fiir V. Damit ist

aber V = (B) = W. O

BEISPIEL 4.7. Mit diesem Resultat konnen wir die Beschreibung aller Teilrdume von
R? und R3, die wir in Kapitel [2| nur mit Miihe zustande gebracht haben, sehr einfach
erhalten:

Im Fall von R? gibt es auBer R? nur Teilriume der Dimensionen 0 und 1. Fiir einen
Teilraum V' C R? der Dimension 0 bildet die leere Menge eine Basis, also ist V = {0}.
Ist V C R? ein Teilraum der Dimension 1, dann finden wir eine Basis {v} fiir V. Da
diese Menge linear unabhéngig ist, ist v # 0 und V = ({v}) = {tv : t € R} ist die
Gerade durch 0 und v.
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Fiir R? sind die moglichen Dimensionen fiir echte Teilrdiume 0, 1 oder 2, und wie
im Fall von R? ist der einzige nulldimensionale Teilraum {0} und die eindimensiona-
len Teilrdume sind die Geraden durch den Nullpunkt. Im Fall eines zweidimensionalen
Teilraumes V' C R? gibt es eine Basis {vy, v} fiir V, und die lineare Unabhingigkeit
bedeutet in diesem Fall genau, dass die beiden Vektoren nicht auf einer Geraden durch
Null liegen. Damit ist aber V' = {sv; + tvs : s,t € R}, also die Ebene durch Null, die
durch v; und v, bestimmt wird.

4.8. Summen. Als nichstes betrachten wir zwei Teilrdume W und W’ eines K-
Vektorraumes V. Dann wissen wir aus Korollar 2.4 dass der Durchschnitt W N W’
ebenfalls ein Teilraum von V ist. Wir konnen aber aus W und W’ noch einen weiteren
Teilraum konstruieren:

DEFINITION 4.8. Seien W und W’ Teilrdume eines K—Vektorraumes V. Dann ist
die Summe W + W' der Teilrdume definiert durch W+ W' := (W uUW’) C V.

Wir kénnen nun die Summe zweier Teilrdume schon beschreiben, was auch die No-
tation erklart, und ihre Dimension bestimmen:

PROPOSITION 4.8. Seien W und W' Teilraume eines K—Vektorraumes V. Dann
qilt:
(1) Ein Element v € V liegt genau dann in W + W' wenn es Elemente w € W und
w' e W' gibt, sodass v =w + w' gilt.
(2) Sind W und W' endlichdimensional, dann ist auch W + W' endlichdimensional
und
dim(W + W') = dim(W) + dim(W’) — dim(W N W’).

BEWEIS. (1) Sei W die Menge aller v € V, die in der angegebenen Form geschrieben
werden kénnen. Dann gilt natiirlich WUW’ C W C W + W', also geniigt es zu zeigen,
dass W C V ein Teilraum ist. Nun ist aber r(w + w') = (rw) + (rw’) und

(w1 +wy) + (wy + wh) = (wy + wy) + (W) + wh)
und weil W und W' Teilrdume sind, liegen die Summanden wieder im jeweiligen Raum.

(2) Da W N W’ ein Teilraum von W (und von W’) ist, ist auch dieser Raum end-
lichdimensional. Wir kénnen also eine Basis {wy,...,w;} fir W N W’ wihlen, wobei
k = dim(W N W’). Da diese Menge eine linear unabhéngige Teilmenge von W ist, fin-
den wir nach Teil (2) von Korollar Elemente w1, ..., w, € W, sodass {wy, ..., w,}
eine Basis fiir W ist, und natiirlich gilt dann n = dim(W). Analog finden wir Elemen-

te wyq,...,w,, € W' sodass {wi,..., wp, wy,q,...,w,} eine Basis fir W’ ist, und
m = dim(W’).
Wir behaupten nun, dass die Menge B := {ws, ..., Wy, W}, ..., w,,} eine Basis fiir

den Teilraum W + W’ bildet, was den Beweis abschlieit, da diese Menge n + m — k
Elemente hat. Zum Beweis bemerken wir zunéchst, dass B eine Basis von W enthiilt,
also gilt W C (B). Analog folgt W’ C (B) und damit W U W’ C (B). Da einerseits
B Cc W UW’ gilt und andererseits (B) ein Teilraum ist, schlieBen wir (B) = W + W".

Es bleibt also zu zeigen, dass B linear unabhéngig ist. Nehmen wir also an, dass wir
Skalare A1, ..., A\, fkst, - - -, m € K finden, sodass

(4.1) AMwy + -+ + AWy, + 1 Wy q + -+ + pmw;, =0
gilt. Dann erhalten wir

L1 Whyy + o0+ W, = —Awg + -+ — A\wy,.
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Nun liegen die w’ in W’ und die w € W, also miissen beide Seiten der Gleichung in
W N W' liegen. Da {wy, ..., wy} eine Basis fiir diesen Raum bildet, finden wir Skalare

a, ..., a0, 50dass (Wi | + -+ ppw;, = aw; + - - + apwy gilt. Daraus folgt aber
a 1wy + - QW — P 1 Wy~ — fimW,, = 0.

Nach Konstruktion bilden aber die Vektoren {ws,...,wg, wj,4,...,w,,} eine Basis fiir

W', sind also insbesondere linear unabhingig. Damit muss aber a; =0 firi =1,...,k

und p; =0 fir j = k+1,...,m gelten. Damit liefert (4.1)) nun aber A\jw;y + - -+ + A\ w,,

und weil die w; eine Basis fiir W bilden folgt \; =0 fiir alle: = 1,...,n. [

BEISPIEL 4.8. Wir betrachten Proposition [4.§| fiir Teilriume von R? und R?, wo sie
geometrisch sehr anschaulich ist. Im Fall von R? sind nur eindimensionale Teilrdume
interessant, also Geraden durch 0. Sind W und W’ solche Geraden, dann kann W N W’
nur Dimension 1 oder 0 haben, weil es ein Teilraum von W (und von W') ist. Ist
dim(W N W’) = 1, dann muss W N W' = W und W W' = W' also W = W'
gelten, und dann ist natiirlich auch W + W’ = W. Im interessanten Fall W £ W’ gilt
dim(W N W’) = 0, also W N W’ = {0}. Dann folgt aber aus Proposition sofort
dim(W + W') = 2, also W + W’ = R? nach Proposition [£.7]

Fiir R? kommen zu den Geraden durch Null noch die Ebenen durch 0 als zweidi-
mensionale Teilraume dazu. Ist W eine Ebene durch 0 und W’ eine Gerade durch Null,
dann kann dim(W N W’) nur 0 oder 1 sein. Im zweiten Fall muss W N W' = W’ also
W' C W gelten. Der interessante Fall ist wieder W N W' = {0}. Hier zeigt Proposition
dass dim(W + W’) = 3, also W + W’ = R? gelten muss.

Sind schlieSlich W, W’ C R? zwei Ebenen durch den Nullpunkt, dann gilt dim(W +
W') = 4 — dim(W N W’) nach Proposition [£.8] und offensichtlich ist 2 = dim(W) <
dim(W + W’) < 3. Somit muss in diesem Fall dim(W N W’) gleich 1 oder 2 sein.
Ist dim(W N W’') = 2, dann ist wieder W = W’. Fir W # W’ muss automatisch
dim(W N W’) = 1 und dim(W + W') = 3 gelten. Damit schneiden zwei verschiedene
Ebenen durch Null in R? immer in einer Geraden (durch den Nullpunkt) und man kann
jedes Element v € R? als Summe von Elementen der beiden Ebenen schreiben.

4.9. Direkte Summen und Komplemente. Eine Verfeinerung der Ideen aus
dem letzten Abschnitt fithrt zum Konzept der direkten Summe und zum Begriff kom-
plementérer Teilrdume. Intuitiv betrachtet, wollen wir einen Vektorraum V' “in zwei
Teile zerlegen”.

DEFINITION 4.9. Sei V' ein K—Vektorraum und W C V ein Teilraum. Ein Teilraum
W' C V heiit komplementir zu W oder ein Komplement fir W, wenn W + W' =V
und W N W' = {0} gilt.

In diesem Fall sagt man, V ist die direkte Summe der Teilrdume W und W’ und
schreibt V=W @ W',

Wir kénnen nun Paare von komplementéren Teilrdumen eines Vektorraumes V' schon
charakterisieren:

PROPOSITION 4.9. Fiir zwei Teilrdaume W und W' eines K-Vektorraumes V' sind
folgende Bedingungen dquivalent:
(HV=WaeW
(2) dim(V) = dim(W) + dim(W') und W N W' = {0}.
(3) Jedes Element v € V lisst sich eindeutig in der Form v = w + W' fir w € W
und w' € W' schreiben.
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BeEwEIS. (1)=-(3) Nach Definition gilt V.= W + W' und W N W' = {0}. Wegen
der ersten Eigenschaft ldsst sich nach Proposition [4.§] jedes Element v € V' in der Form
v = w + w' schreiben. Ist wy + w] = wy + wy fiir Element w; € W und w; € W', dann
gilt natiirlich wy — we = w) — w}. Nun liegt aber die linke Seite der Gleichung in W
und die rechte in W', also beide Seiten in W N W' = {0}. Damit ist w; — wy = 0, also
w; = we und analog ist w] = w) und die Eindeutigkeit der Darstellung folgt.

(3)=(2) Nach Proposition folgt aus der Existenz der Darstellung, dass V =
W+ W' gilt. Ist v € WNW’, dann sind v = v+ 0 und v = 0+ v zwei Darstellungen von
v als Summe eines Elements von W und eines Elements von W’ also folgt v = 0 aus der
Eindeutigkeit der Darstellung. Damit ist W N W’ = {0}, also auch dim(W N W') =0
und nach Proposition 4.8 folgt

dim(V) = dim(W + W’) = dim(W) + dim(W").
(2)=(1) Wegen W N W’ = {0} folgt aus Proposition {4.§| sofort, dass
dim(W 4+ W') = dim(W) + dim(W') = dim(V)
gilt. Damit ist aber W + W’ =V nach Proposition [4.7] O

BEISPIEL 4.9. Meist ist die Bedingung In (2) am leichtesten zu verifizieren. Manch-
mal kann man aber auch eine Kombination der Bedingungen verifizieren. Betrachten
wir zum Beispiel den Teilraum W C R", der von dem Vektor (1,...,1) erzeugt wird,
d.h. W ={(t,t,...,t): t € R}. Wir behaupten, dass der Teilraum W’ := {(z1,...,z,) €
R™:xy + -+ 4z, = 0} komplementar zu W ist.

Summiert man die Komponenten von (,...,t), dann erhélt man natiirlich nt, also
liegt dieser Vektor nur fiir ¢ = 0 in W’. Damit gilt aber W N W’ = {0}. Um unsere
Behauptung zu beweisen geniigt es also, zu beweisen, dass man einen beliebigen Vektor
r = (21,...,2,) € R" als Summe eines Elements von W und eines Elements von W’
schreiben kann. Sei dazu a := %(xl + -+ +x,). Dann gilt natiirlich

(x1,...,2n) = (a,a,...,a) + (1 —a,...,x, —a),

also geniigt es zu zeigen, dass (1 — a,...,x, —a) € W' liegt. Addiert man aber die
Komponenten dieses Vektors auf, dann erhilt man z; + - - -+ x,, — na = 0.

BEMERKUNG 4.9. Es gibt in der linearen Algebra noch ein zweites Konzept von
direkten Summen. Seien Vi und V5 Vektorrdume iiber dem gleichen Korper K. Dann
kann man einfach das kartesische Produkt V; x V5, also die Menge aller geordneten Paare
(v1,v9) mit v; € V; betrachten. Darauf definiert man eine Addition komponentenweise
durch (vy,vs) + (vy,vh) = (v + v}, v2 + v4). Man verifiziert aus den entsprechenden
Bedingungen fir Vi und V; sofort, dass diese Addition die Bedingungen (V1)-(V4)
erfiillt, wobei 0 = (0,0) und —(vy,v9) = (—v1, —v9) gilt. Weiters definiert man eine
Skalarmultiplikation auf V; x V4 ebenfalls komponentenweise, also durch r(vy,ve) =
(rvi,rvg). Aus den entsprechenden Eigenschaften von Vi und V3 verifiziert man nun
leicht, dass auch (V5)—(V8) erfiillt sind (siehe Ubungen). Damit ist aber V; x V; ebenfalls
ein K—Vektorraum, der meist mit V; @ V5 bezeichnet wird.

Diese Bezeichnung ist auch sehr natiirlich: Aus der Definition ist offensichtlich, dass
die Menge {(v1,0) : v; € V;} einen Teilraum von V; x V4 bildet, der isomorph zu V; ist,
und analog bilden die Elemente mit erster Komponente 0 einen Teilraum, der isomorph
zu Vy ist. Aus Bedingung (2) von Proposition ist offensichtlich, dass Vi x V4 die
direkte Summe dieser beiden Teilrdume ist.

Gelegentlich wird fiir das hier verwendete Konzept der Begriff “d4uflere direkte Sum-
me” und fiir das Konzept von vorher der Begriff “innere direkte Summe” verwendet,
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das scheint mir aber mehr in die Unterscheidung hieneinzugeheimnissen als eigentlich
drinnen ist.

4.10. Basen und lineare Abbildungen. Bevor wir den fundamentalen Dimensi-
onssatz fiir lineare Abbildungen beweisen kénnen, der auch wichtige Anwendungen auf
lineare Gleichungssysteme hat, miissen wir noch kurz den Zusammenhang von Basen
mit linearen Abbildungen weiter studieren. Das wird uns auch sofort zeigen, dass ein
endlichdimensionaler Vektorraum durch seine Dimension bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist.

SATZ 4.10. Seien V und W endlichdimensionale K—Vektorrdume.

(1) Ist B eine Basis von V', dann kann jede Funktion ¢ : B — W eindeutig zu einer
linearen Abbildung f : V — W ausgedehnt werden.

(2) FEine lineare Abbildung f :V — W ist genau dann surjektiv, wenn fir ein (oder
dquivalent fir jedes) Erzeugendensystem A von V', das Bild f(A) C W ein Erzeugen-
densystem fiir W ust.

(8) FEine lineare Abbildung f : V — W ist genau dann injektiv, wenn fir beliebige
linear unabhdingige Vektoren vy, ...,v;, € V auch die Vektoren f(vq),..., f(vg) linear
unabhdngig sind. Das ist auch dquivalent dazu, dass die Bilder der Vektoren aus einer
Basis B von V' linear unabhdngig sind.

(4) Eine lineare Abbildung f : V — W ist genau dann ein linearer Isomorphismus
wenn die Bilder der Vektoren einer (oder dquivalent jeder) Basis B fir V eine Basis
fiir W bilden.

BEWEIS. (1) Da B C V linear unabhéngig ist, und (B) = V gilt, folgt das sofort
aus Satz [L.3

(2) Aus Proposition wissen wir, dass fiir jedes Erzeugendensystem A C V' das
Bilde f(A) ein Erzeugendensystem fiir Im(f) ist. Damit sind aber die Bedingungen in
(2) offensichtlich dquivalent zu Im(f) = W, also zur Surjektivitiat von f.

(3) Sei f:V — W eine injektive lineare Abbildung und seien vy, ..., v, € V linear
unabhéngige Vektoren. Sind r; € K Skalare, sodass

rif(v) + -+ ref(or) =0

ist, dann kann man die linke Seite als f(rjv; + -+ 4 riv) schreiben, und wegen der
Injektivitat von F folgt rivy + -+ + rpvr = 0. Da aber die v; linear unabhéngig sind,

folgt daraus r = --- = 71, = 0. Damit sind aber auch die Vektoren f(v),..., f(vg)
linear unabhéngig.
Nehmen wir umgekehrt an, dass fiir eine Basis {vy,...,v,} von V die Vektoren

f(v1),..., f(v,) linear unabhéngig sind und dass f(v) = 0 fiir ein Element v € V' gilt.
Dann finden wir Skalare r; € K, sodass v = rjvy + - - - + r,v, gilt. Damit rechnen wir

0= f(v) = f(rivi+ -+ 1) =rif(vr) + -+ ruf(vn).
Da die f(v;) linear unabhéngig sind, folgt r; = --- =7, = 0, also v = 0. Damit ist aber
Ker(f) = {0}, also f injektiv.
(4) Das folgt nun sofort aus Teil (2) und (3), weil nach Satz [2.5]ein linearer Isomor-
phismus einfach nur eine bijektive lineare Abbildung ist. O

KOROLLAR 4.10. Seien V' und W K-Vektorrdume mit dim(V') = n und dim(W) =
m. Dann gilt:

(1) Es gibt genau dann eine injektive lineare Abbildung f : V. — W, wenn n < m
gilt.
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(2) Es gibt genau dann eine surjektive lineare Abbildung f -V — W, wen n > m
gilt.

(3) Es gibt genau dann einen linearen Isomorphismus f :V — W, wenn n = m gilt.
Insbesondere ist jeder n—dimensionale K—Vektorraum isomorph zu K™.

BeEwels. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis fur V. Ist f : V — W eine surjektive
lineare Abbildung, dann ist nach Teil (2) des Satzes {f(v1),..., f(v,)} ein Erzeugen-
densystem fiir W, also muss dim(W) < n gelten Analog sind fiir injektives f die Vekto-
ren f(vy),..., f(v,) linear unabhéngig, also muss dim(WW) > n gelten. Damit folgt die
Notwendigkeit der Dimensionsbedingungen in allen drei Teilen.

Um zu zeigen, dass diese Bedingungen auch hinreichend sind, wihlen wir eine Basis
{wy, ..., wy,} fir W. Ist n < m, dann wissen wir aus Teil (1) des Satzes, dass es eine
lineare Abbildung f : V. — W gibt, die f(v;) = w; fir alle ¢ = 1,...,n erfiillt. Da
die Bildvektoren als Elemente einer Basis linear unabhéngig sind, ist f nach Teil (3)
des Satzes injektiv. Im Fall n = m bilden diese Elemente sogar eine Basis fiir W, also
ist f ein linearer Isomorphismus nach Teil (4) des Satzes. Ist schliefilich n > m, dann
betrachten wir die lineare Abbildung f : V — W, die f(v;) = w; fir i = 1,...,m und
f(v;) =0 fiir m < i < n erfiillt. Diese ist surjektiv nach Teil (2) des Satzes. O

Teil (3) zeigt nicht nur, dass jeder n—dimensionale K-Vektorraum isomorph zu K"
ist, aus dem Beweis sehen wir auch, dass die Wahl einer Basis fiir V' eine Isomorphismus
[V — K" liefert, der die Elemente dieser Basis auf die Standardbasis abbildet. Man
kann also V' mit K" identifizieren, aber diese Identifikation hidngt von der Wahl einer
Basis ab.

4.11. Der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen. Nach diesen Vorberei-
tungen kénnen wir nun den fundamentalen Dimensionssatz iiber lineare Abbildungen
beweisen:

SATZ 4.11. Seien V und W endlichdimensionale K—Vektorriume und sei f : V —
W eine lineare Abbildung. Dann ist dim(Im(f)) = dim(V') — dim(Ker(f)).

Bewers. Wihle eine Basis {vy, ..., v} fir den Teilraum Ker(f) C V. Da die Vek-
toren v; linear unabhéngig sind, konnen sie nach Teil (2) von Korollar 4.5/ zu einer Basis
{v1,...,v,} fiir den Vektorraum V' erweitert werden. Wir behaupten, dass die Vektoren
frs1), .-, f(v,) € W eine Basis fiir den Teilraum Im(f) C W bilden, was natiirlich
den Satz beweist.

Zunichst wissen wir aus Satz [1.2] dass die Vektoren f(v1),..., f(v,) ein Erzeugen-

densystem fiir Im(f) bilden. Nach Konstruktion gilt aber f(v) =--- = f(vx) = 0, also
bilden auch f(vx41), ..., f(v,) ein Erzeugendensystem. Nehmen wir andererseits an, das
Tkat,---,Tn € K Skalare sind, sodass

Trprf (Vkga) + -+ f(v,) =0

gilt. Dann kann man die linke Seite als f(rxi1vg11 + -+ + 7,0,) schreiben, also gilt
Tki1Ukt1 + - - + v, € Ker(f). Nach Konstruktion bilden aber die Vektoren vy, . .., v
eine Basis fiir diesen Teilraum, also finden wir Skalare sq, ..., s, € K, sodass

Th1Uk41 + 00+ TpUp = S1U1 + *+ - + Sk
Das bedeutet aber gerade, dass
S101 + c F SEUk — Thp1 V1 — 0 — Ty =0

und wegen der linearen Unabhéangigkeit von vy, ..., v, ist das nur fir s = -+ = s =
Tgs1 = -+ = 1, = 0 moglich.

U
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BEISPIEL 4.11. Mit diesem Satz konnen wir sofort sehen, dass der Teilraum W’ =
{(x1,...,2,) € R" : 214+ - 42, = 0} C R” Dimension n—1 hat. Er ist namlich der Kern
der linearen Abbildung f : R™ — R, die gegeben ist durch f(z1,...,x,) := 21+ -+ x,.
Offensichtlich ist f surjektiv, also dim(Im(f)) = 1, und damit folgt dim(Ker(f)) =n—1
sofort aus dem Satz.

4.12. Eine Anwendung auf Polynome. Wir kehren zu den Polynomen zuriick,
die wir schon kurz einmal in [2.6) betrachtet haben. Dort haben wir Polynome iiber einem
Korper K als formale Ausdriicke der Form Zfio a;x" kennen gelernt. Wir haben auch
gesehen, dass man jedem solchen Polynom eine Funktion K — K zuordnen kann, indem
man fiir z Elemente von K einsetzt. Wir werden ab sofort die {ibliche Vereinfachung der
Notation benutzen und fiir ein Polynom p € K[z]| auch die entsprechende Funktion mit
t — p(t) bezeichnen. Als nédchstes betrachten wir die (in Spezialfillen ebenfalls bereits
bekannte) Multiplikation von Polynomen, die in beiden Bildern Sinn macht (und gleich
aussieht).

DEFINITION 4.12. Fiir Polynome p = > ;2" € K,[z] und ¢ = Y bja? € K,,[z]

definiert man das Produkt pg = > cxa* € K,m[z] durch ¢ := Y, +j @ibj.

Das ist einfach die iibliche Multiplikation, die man erhilt indem man z‘ax/ = 2**7
setzt, und das dann distributiv ausdehnt.

PROPOSITION 4.12. Die Multiplikation von Polynomen ist assoziativ und kommu-
tativ und distributiv beziiglich der Addition von Polynomen aus[2.0, Das konstante Po-
lynom 1 ist ein neutrales Element fiir die Multiplikation.

Unter der Funktion ¢ : Klz] - F(K,K) aus geht das Produkt von Polynomen
in das punktweise Produkt von Funktionen dber, d.h. ©(pq)(t) = ¢(p)(t) - v(q)(t) fir
p.q € K[z] und t € K, bzw. (pq)(t) = p(t)q(t) in der vereinfachten Notation.

BEwEIS. Die Kommutativitdt und die Tatsache, dass das konstante Polynom 1 ein
neutrales Element ist, folgen direkt aus der Definition. Fiir die Distributivitét betrachte
p=> az',p=> az' und ¢ = Y bja’l. Nach Definition ist p + p = > (a; + ;)"
Damit ist der Koeffizient von z* in (p + p)q gegeben durch

Zz‘—i-j:k(ai + &z‘)by’ = Zi—i-j:k azb; + Zz‘+j:k agby,
also genau die Summe der entsprechenden Koeffizienten von pq und pq. Damit gilt aber
(p+Dp)g = pq + pq. Die Assoziativi:cét verifiziert man durch eine etwas langwierige aber
einfache direkte Rechnung (siche Ubungen).

Die Abbildung ¢ war ja definiert durch Einsetzen von Elementen von K fiir x. Ist also
p=> i, ax', dann ist ist p(t) = ag + a1t + - - - + a,t™. Nun ist natiirlich ¢t/ = ¢ fiir
alle t € K. Fiir ein weiteres Polynom ¢ = > | bja/ ist dann q(t) = bo+byt +- - - +byt™.
Nachdem Distributivgesetz in K ergibt sich

p(t) - q(t) = 30, ; abt™ = 37, (30, =y aibj)t* = pa(?).
OJ

Wir koénnen nun den Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen benutzen, um elegant
zu beweisen, dass man Polynome p konstruieren kann, fiir die die zugehorige Funktion
K — K vorgegebene Eigenschaften hat. Insbesondere interessiert man sich fiir Null-
stellen von p, d.h. Elemente ¢ € K, sodass p(t) = 0 gilt. Der folgende Satz liefert
eine fundamentale Moglichkeit fiir die Approximation von beliebigen Funktionen durch
Polynomfunktionen:
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SATZ 4.12. Sei K ein beliebiger Korper, und seien rq,...,r, € K wverschiedene
Elemente. Dann gibt es zu beliebigen Elementen s, ...s, € K ein eindeutiges Polynom
p € K, [z] fir das p(r;) = s; fir allei =0,...,n gilt.

Insbesondere hat ein Polynom p # 0 vom Grad < n héchstens n verschiedene Null-
stellen in K.

BEWEIS. Fiir i = 0,...,n betrachte die Funktion f; : K,[x] — K, die definiert ist
durch f;(p) := p(r;). Man ordnet also jedem Polynom p den Wert der entsprechenden
Funktion K — K im Punkt r; € K zu. Aus Proposition [2.6] wissen wir, dass ¢ :
Klz] — F(K,K) linear ist, also ¢(p + q) = ¢(p) + ¢(¢q) und ¢(rp) = re(p) erfiillt. Da
Addition und Multiplikation mit Skalaren auf F (K, K) punktweise definiert sind, folgt
filp+q) = fi(p)+ fi(q) und f;(rp) = rfi(p), also ist jede der Funktionen f; : K,[z] — K
linear. Damit ist aber auch die Funktion f : K,[z] — K" die gegeben ist durch
f(p) == (fo(p), ..., fn(p)) linear, siche 2.5 und [3.2]

Wir miissen zeigen, dass f bijektiv ist. Surjektivitiat bedeutet ndmlich gerade, dass
es fiir jedes Element (sq,...,s,) € K" ein Polynom p € K,[z] gibt, das f(p) =
(S0 .-, 8n), also p(r;) = s; fiir alle i = 0,...,n erfiillt. Aus der Injektivitdt folgt dann,
dass dieses Polynom eindeutig bestimmt ist. Insbesondere ist das konstante Polynom
0 dann das einzige Element in K, [z], das p(r;) = 0 fiir alle ¢ = 0,...,n erfillt. Der
Dimensionssatz kommt dadurch in Spiel, dass wir aus Proposition [2.6| auch schon
wissen, dass K, [x] isomorph zu K" ist, also die beiden Rdume nach Korollar die
gleiche Dimension haben. Damit geniigt es aber zu zeigen, dass f surjektiv ist, denn
damit folgt aus dim(Im(f)) = dim(K,[z]) schon dim(Ker(f)) = 0.

Die Surjektivitat lasst sich aber nun elegant beweisen. Nach Voraussetzung sind die
r; alle verschieden. Damit sind aber die Elemente r; —r; € K fiir j # ¢ alle # 0, also ist
auch A; := [[,;(r; — ;) # 0. Jetzt betrachten wir fiir i = 0,...,n das Polynom

gi=N) " —ro)...(x—rii) (@ —7rip1) ... (x— 1)

Nachdem man hier eine Zahl und n Polynome vom Grad 1 aufmultipliziert ist ¢; € K,,[z].
AuBlerdem ist

Qi(rj) = ()\Z')_1<Tj — TO) . (T’j — 7’,’_1)(7‘]' — Ti—i—l) . (Tj — Tn),
Fiir j # ¢ kommt der Faktor (r; — ;) = 0 vor, also ist ¢;(r;) = 0 fiir j # i. Fiir j =i
ergibt sich (\;)7'\; = 1, also ¢;(r;) = 1. Das bedeutet aber gerade, dass f(q;) = €1

gilt, also qo, . .., q, auf die Standardbasis e, ..., e, von K" abgebildet wird. Damit
ist f aber surjektiv nach Teil (2) von Satz [4.10] O
Aus dem Beweis folgt natiirlich auch, dass die Polynome gy, ..., q, eine Basis fiir

K, [z] bilden, und dass das Polynom ¢ := soqo + - - - + snq, gerade ¢(r;) = s; fiir i =
0,...,n erfiillt.

4.13. Der Rang. Der Dimensionssatz [4.11] zeigt, dass es geniigt entweder die Di-
mension des Kerns oder die Dimension des Bildes einer linearen Abbildung zu kennen.
Es stellt sich als vorteilhaft heraus, die Dimension des Bildes als grundlegende Grofe
zu verwenden.

DEFINITION 4.13. (1) Der Rang rg(f) einer linearen Abbildung f : V — W zwi-
schen zwei endlichdimensionalen K-Vektorrdumen ist die Dimension des Teilraumes
Im(f) c W.

(2) Der Rang rg(A) einer Matrix A € M, ,,,(K) ist der Rang der linearen Abbildung
f:K® — K™ die gegeben ist durch f(v) := Av.
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Wir kénnen nun sowohl die wichtigsten Eigenschaften des Ranges von Matrizen
sofort ablesen. Das zeigt auch, dass wir mit den Methoden aus Kapitel 3| den Rang
beliebiger Matrizen algorithmisch bestimmen kénnen.

PROPOSITION 4.13. Sei A € M, »(K) eine Matriz.

(1) Der Rang von A ist genau die Dimension des von den Spaltenvektoren von A
aufgespannten Teilraumes von K™. Insbesondere ist rg(A) = r genau dann, wenn es r
Spaltenvektoren von A gibt, die linear unabhingig in K™ sind, aber je r + 1 Spaltenvek-
toren von A linear abhdngig sind.

(2) Sind C € M,,(K) und D € M,(K) invertierbar, dann ist rg(A) = rg(CA) =
rg(AD).

(3) Hat die Matriz A Zeilenstufenform mit Indizesr, ji, ..., jr, dann gilt rg(A) = r.

Bewers. (1) Ist f : K* — K™ die lineare Abbildung f(v) = Av, dann sind die
Spaltenvektoren von A gerade die Vektoren f(ey),..., f(e,), wobei die e; die Elemente
der Standardbasis von K" sind (siehe [3.2]). Nach Satz bilden diese Vektoren eine
Erzeugendensystem fiir Im(f), also folgt die erste Behauptung sofort. Nach Korollar
enthélt dieses Erzeugendensystem eine Basis fiir diesen Teilraum, also folgt auch die
zweite Behauptung.

(2) Sei wieder f : K* — K™ die lineare Abbildung f(v) = Av, und g : K™ — K™
gegeben durch g(v) = Cv. Dann ist g nach Voraussetzung ein linearer Isomorphismus.
Natiirlich bildet g den Teilraum Im(f) C K™ auf Im(go f) C K™ ab, und ¢ : Im(f) —
Im(go f) ist ebenfalls bijektiv. Damit ist aber rg(C'A) = dim(Im(go f)) = dim(Im(f)) =
rg(A). Analog verifiziert man rg(AD) = rg(A) (siehe Ubungen).

(3) Wir kénnen A durch elementare Zeilenoperationen auf reduzierte Zeilenstufen-
form mit den gleichen Indizes bringen. Nach entspricht das einer Multiplikation von
links mit einer invertierbaren Matrix und &dndert damit nach Teil (2) den Rang nicht.
Also konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass A reduzierte
Zeilenstufenform hat. Dann ist aber fiir ¢ = 1,...,r der j;—te Spaltenvektor von A ge-
rade e;, also hat A mindestens r linear unabhingige Spaltenvektoren und rg(A) > r.
Andererseits sind nach Definition ab der (r 4 1)-ten Zeile alle Zeilen von A gleich Null.
Das bedeutet aber, dass das Bild der Abbildung v +— Av im Teilraum K" C K™ liegt
und damit Dimension < r haben muss. O

Dieser Satz sagt uns auch, wie man den Rang einer Matrix effektiv bestimmen kann:
Man bringt A durch elementare Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform. Das entspricht
einer Multiplikation von links mit einer invertierbaren Matrix, dndert also nach Teil (2)
den Rang nicht. Fiir die resultierende Matrix kann man aber den Rang sofort aus Teil
(3) des Satzes ablesen.

4.14. Anwendung auf lineare Gleichungssysteme. Mit Hilfe des Ranges kon-
nen wir nun das Losungsverhalten von linearen Gleichungssystemen ziemlich genau
beschreiben. Zunéchst konnen wir mit Hilfe des Ranges ein einfaches Kriterium fiir die
Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems angeben.

PROPOSITION 4.14. Sei A € M,,,(K) eine Matriz und b € K™ ein Vektor. Dann
hat das lineare Gleichungssystem Ax = b genau dann eine Losung, wenn die Koeffizi-
entenmatriz A und die erweiterte Koeffizientenmatriz (A|b) den gleichen Rang haben.

BEWEIS. Seien ay,...,a, € K™ die Spaltenvektoren von A, und sei V' der von ihnen
aufgespannte Teilraum von K™. Da die Spaltenvektoren von (A|b) gerade die a; und b
sind, enthalt (aq, ..., a,,b) natiirlich V. Nun ist rg(A) = dim(V'), also rg(A) = rg((Alb))
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dquivalent zu (ay,...,a,,b) = V. Das ist aber offensichtlich dquivalent zu b € V, also
zur Losbarkeit von Az = b, siehe Proposition 3.5 ]

Diese Charakterisierung ist allerdings von eher theoretischer Bedeutung, weil man
zur Bestimmung der Rénge ohnehin den Gauflschen Algorithmus benotigt. Wichtiger
sind die folgenden allgemeinen Aussagen iiber das Losungsverhalten, die wir nun treffen
konnen:

SATZ 4.14. Sei Ax = b ein System von m linearen Gleichungen in n—Variablen und
sei v der Rang der Matriz A € M, ,(K).

(1) Das System besitzt genau dann eine Losung fir jedes b € K™, wenn r = m gilt.
Insbesondere kann das nur fiir n > m erfillt sein.

(2) Existierende Losungen des Systems sind genau dann eindeutig bestimmt, wenn
r =n gilt. Insbesondere kann das nur fir n < m erfillt sein.

(3) Im Fall n = m (also so viele Gleichungen wie Unbekannte) sind dquivalent:

(i) r=n

(ii) Das System Az = b ist fiir jedes b € K™ losbar.
(iii) Es gibt ein b € K™ fiir das die Lisung von Az = b eindeutig bestimmt ist.
(iv) Die Lisung von Ax = b ist fir jedes b € K" eindeutig bestimmt.
(v) Die n x n-Matriz A ist invertierbar.

BEWEIS. Sei f : K* — K™ die lineare Abbildung f(v) = Av. Dann ist r =
dim(Im(f)). Da Im(f) C K™ gilt, ist » < m und nach Satz[4.11]ist dim(Ker(f)) = n—r,
also r < n. Nun ist 7 = m natiirlich dquivalent zu Im(f) = K™ (siehe Proposition
und damit folgt (1) sofort. Analog ist r = n dquivalent zu Ker(f) = {0} und damit
folgt (2) sofort aus Proposition [3.5

Aus diesen Uberlegungen folgen die Implikationen (i)« (i) und (iii)=(i)=-(iv) von
Teil (3). Nachdem (iv)=-(iii) offensichtlich gilt, sind die ersten vier Bedingungen &qui-
valent. Nach Satz ist (i) dquivalent zur Bijektivitéit von f also zu (v). O

Matrizenkalkiil fiir allgemeine Vektorraume

Wir kénnen nun die Uberlegungen iiber Basen dazu verwenden, lineare Abbildungen
zwischen beliebigen endlichdimensionalen Vektorrdumen durch Matrizen zu beschrei-
ben. Die Beschreibung héngt von der Wahl von Basen ab, diese Abhéngigkeit ist aber
gut kontrollierbar.

4.15. Koordinatenvektoren und Matrizen. Die Idee fiir Koordinatenvektoren
ist einfach. Sei V' ein K—Vektorraum und sei n = dim(V'). Sei B eine geordnete Basis

fiir V', die aus den Vektoren vy, ..., v, besteht. Dann kénnen wir jeden Vektor v € V
eindeutig als v = Z?:l r;v; fir rq, ..., r, € K schreiben. Damit ist v natiirlich eindeutig
durch [v]g := (r1,...,7) € K" bestimmt, und man nennt [v|z den Koordinatenvektor

von v beziiglich der Basis B.

Sei nun V' ein weiterer K—Vektorraum mit dim(V’) = m und B’ eine geordnete
Basis fiir V', die aus den Vektoren v1,..., v, besteht. Dann kénnen wir auch hier die
Koordinatenvektoren [v'|p fiir Elemente v' € V' betrachten. Wenn wir eine lineare
Abblidung f : V — V' gegeben haben, dann konnen wir diese explizit beschrieben,
indem wir erkléren, wie man fiir ein Element v € V den Koordinatenvektor [f(v)]s
aus dem Koordinatenvektor [v]s berechenen kann. Wie wir gleich beweisen werden, ist
dieser Ubergang durch Multiplikation mit einer m x n-Matrix gegeben. Diese wird mit
[f]5 bezeichnet und heiBt die Matrizdarstellung von f beziiglich der Basen B und B'.
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Mit den Werkzeugen, die wir bereits entwickelt haben, konnen wir diese Aussagen
ziemlich effizient beweisen, zugleich erhalten wir auch explizite Beschreibungen der vor-
kommenden Objekte. Fiir V' und B wie oben, gibt es nach Teil (1) von Satz eine
eindeutige lineare Abbildung ¢ = ¢p : V — K", die p(v;) = ¢; fir alle it = 1,...,n
erfiillt und nach Teil (5) dieses Satzes ist ¢ ein linearer Isomorphismus.

PROPOSITION 4.15. (1) Sei V' ein K—Vektorraum, dim(V') = n und B eine goordnete
Basis fiir V.. Dann ist der eindeutig bestimmte lineare Isomorphismus ¢ = ¢ : V. — K",
der B auf die Standardbasis abbildet gegeben durch ¢(v) = [v]s.

(2) Sei V' ein weiterer K-Vektorraum, m = dim(V"), B’ eine geordnete Basis fiir
V' und ¢ 'V — K™ der entsprechende lineare Isomorphismus. Sei f : V. — V'
eine lineare Abbildung und sei [f]5 € M, ,(K) die Matriz, die der linearen Abbildung
Yo fopt: K" — K™ entspricht. Dann gilt

()]s = [f15 - [V]s.

(3) Besteht B aus den Vektoren vy, ..., v, dann sind die Spaltenvektoren von [f|3
gerade die Koordinatenvektoren [f(v;)|p der Bilder der Elemente von B.

BEwEIs. (1) Ist v = > | r;u;, dann gilt nach Definition p(v) = Y0 rp(v;) =
i1 riei = [v]s.

(2) Fiir z € K" und v := ¢ *(z) € V gilt nach Teil (1) z = ¢(v) = [v]z. Nach
Definition der Matrix zu einer linearen Abbilding (siehe folgt nun

15 - Wl = (¢ o fop™)(z) = ¢(f(v) = [f (V)]s
(3) folgt sofort aus (2) und der Beschreibung der Matrix zu einer linearen Abbildung
K™ — K™ in Proposition [3.2] O

Auch “theoretische” Eigenschaften der Matrixdarstellungen kénnen wir nun leicht
beweisen.

SATZ 4.15. Seien V und V' endlichdimensionale K—-Vektorrdume, mit dim(V') =n
und dim(V') = m und seien B und B’ geordnete Basen. Dann definiert die Abbil-
dung f ~ [f]5 einen linearen Isomorphismus L(V,W) = M,, ,(K). Insbesondere gilt
dim(L(V,W)) = dim (V') dim(W).

BEWEIS. Seien ¢ : V. — K" und ¢’ : V/ — K™ die linearen Isomorphismen, die
durch B und B’ bestimmt werden. Wir zeigen, dass die Abbildung f +— ¢’ o fo ™!
einen linearen Isomorphismus L(V,W) — L(K" ,K™) definiert. Dann folgt das Resul-
tat, weil nach Proposition der Ubergang zur Matrix einen linearen Isomorphismus
LK™, K™) — M, »(K) definiert. Nun ist

Po(f+g)op (v) = ((f+9)(e ' (v) =& (fle ' (v) +g(e ' (v))
=g ofopl(v)+¢ ogop(v),

also ¢’ o (f +g) op~! = (¢p'ofo ‘P_1> +(p'ofo 90_1)- Ganz analog folgt ¢’ orfop™" =
r(p o f o™t fir r € K. Damit ist aber unsere Abbildung linear. Da offensichtlich
g — "1 ogo eine Inverse definiert, ist unsere Abbildung bijektiv, also ein linearer
[somorphismus. O

4.16. Komposition und Matrizenmultiplikation. Auch fiir die allgemeineren
Matrixdarstellungen wird die Komposition von linearen Abbildungen wieder durch die
Matrizenmultiplikation beschrieben. Man muss hier aber aufpassen, dass die Basen “zu-
sammenpassen” .
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SATZ 4.16. Seien V', V' und V" endlichdimensionale K-Vektorrdume mit geordne-
ten Basen B, B und B", und seien f :V — V' und g : V' — V" lineare Abbildungen.
Dann gilt

(1) lgo flg = 9] [

(2) Sei dim(V) = dim(V’). Dann ist f genau dann ein linearer Isomorphismus,
wenn die Matriz [f]§, invertierbar ist. Wenn das der Fall ist, dann ist [f ™15 die inverse
Matriz zu [f]5.

BEWEIS. Seien ¢ : V. — K", ¢ : V' — K™ und ¢” : V" — K* die linearen
[somorphismen, die durch unsere Basen bestimmt werden. Dann ist

p"o(gofloyTt =g ogo(¢)opofopT
und (1) folgt sofort, indem man Satz auf die linearen Abbildungen ¢” o go (/)71 :
K™ — K* und ¢’ o f o o' : K* — K™ und die zugehérigen Matrizen anwendet.

(2) Ist f invertierbar, dann sieht man sofort, dass po f~1o(¢')~! invers zu ¢'o fop™!

ist. Damit sind auch die zugehorigen Matrizen invers zueinander nach Satz [3.4]

Ist umgekehrt die Matrix [f]5, invertierbar, dann ist nach Satz Yo foplein
linearer Isomorphismus. Damit ist aber auch (¢’)™ o (¢’ o fop™!) o = f ein linearer
[somorphismus. [

4.17. Verhalten bei Basiswechsel. Durch Wahl von Basen B und C fiir zwei
Vektorrdume V' und W haben wir lineare Abbildungen durch Matrizen beschreiben
konnen. Natiirlich miissen wir uns als néchstes iiberlegen, wie diese Beschreibung von
der Wahl der Basen abhéngt. Das kann man aber im wesentlichen direkt aus Satz
ablesen.

DEFINITION 4.17. Sei V ein K-Vektorraum, und seien B und B geordnete Basen
fir V, die aus den Vektoren vy, ...,v, bzw. ¥1,...,7, bestehen. Dann ist die Matriz
zum Basiswechsel von B nach B die Matrix [idv]g € M, (K), also die Matrixdarstellung
der Identitatsabbildung beziiglich der beiden Basen.

Da die Identitédtsabbildung id : V' — V ein linearer Isomorphismus ist, ist die Matrix
[id] zum Basiswechsel nach Satz invertierbar. Aus Proposition m kénnen wir
sofort ablesen, wie man diese Matrix konkret bestimmt: Da B eine Basis fiir V ist,
konnen wir jeden der Vektoren der Basis B in der Basis B entwickeln. Die Koeffizienten
a;; von [id]Z sind dann bestimmt durch v; = 37, a;;7;.

Haben wir einen zweiten Vektorraum W (iiber dem gleichen Korper K) mit Ba-
sen C und C gegeben, dann kénnen wir analog die Matrix [idw]g~ zum entsprechenden
Basiswechsel bilden. Mit Hilfe von Satz kénnen wir nun die Abhéngigkeit der Ma-
trixdarstellung von der Wahl der Basen fiir V und W leicht beschreiben:

KOROLLAR 4.17 (zu Satz [1.16). Seien V' und W Vektorrdume dber einem Korper
K, B und B Basen von V und C und C Basen von W. Dann gilt

(1) Die Matrizen [1dv] 5 und [idy]8 sind invers zueinander.
(2) Ist f: V — W eine beliebige lineare Abbildung, dann ist

[£18 = lidw]&[£1E lidv]E = [idw S [A1E ([idv]E) ™

BEWEIS. (1) Nach Satz [4.16|ist [idy]58 [1dv] > = [idy]5. Nachdem die Identitiitsab-
bildung idy jedes Element von B auf sich Selbst abbildet ist [idy/]8 die Einheitsmatrix
L,.
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(2) Natiirlich gilt idy of oidy = f, und damit folgt die erste Gleichung direkt aus
Satz [4.16] und mit Teil (1) folgt auch die zweite Gleichung. O

BEISPIEL 4.17. Betrachten wir den Raum Ry[z]| der reellen Polynome vom Grad
< 2, mit der Basis B, die aus den Polynomen 1, z, und 22 besteht. Wenden wir die
Uberlegungen aus auf ro = —1, r1 = 0 und ro = 1, dann erhalten wir eine andere

Basis B fiir Ry[z], die aus den Polynomen p; = %x2— %x, po = —2?+1, und p3 = %x2+%x
besteht. Nach Definition bedeutet das gerade
) 0 1 0
deg=-% 0o 1
[ ]B l2 1 i
2 2

Schreibt ein beliebiges Polynom p als a1p; + asps + azpsz dann sind die a; gerade die
Werte der Polynomfunktion p : R — R in den Punkten —1, 0 und 1. (Das alles kann
man in diesem Fall auch problemlos direkt nachrechnen.) Damit sehen wir, dass die
Matrix zum umgekehrten Basiswechsel gegeben ist durch

1 -1 1
idi=(1 0 0},
1 1 1

und man verifiziert sofort, dass diese Matrix invers zur obigen ist.
Betrachten wir nun die eindeutige lineare Abbildung D : Ry[z] — R[], die D(2?) =
2z, D(z) = 1 und D(1) = 0 erfiillt, also die Ableitung von Polynomen. Dann gilt

natiirlich [D]5 = <§ é %), also

1 -1 1 010 0O 1 0 -3 92 _1

B 1 1 % 12
DE=[1 0 0 00 2 -0 2 =2 0 p
1 1 1/ \0 00 : -1 2 3 -2 =

Diese Matrix berechnet also fiir eine Polynomfunktion p : R — R die Werte der Ablei-
tung p’ : R — R in den Punkten —1, 0, und 1 aus den Werten des Polynoms p in diesen
Punkten! Andererseits sieht man aus diesem Beispiel auch gut, dass “mit freiem Au-
ge” kaum eine Ahnlichkeit zwischen den Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung
beziiglich verschiedener Basen zu erkennen ist.

4.18. Ahnlichkeit von Matrizen. Wir kénnen nun relativ einfach abkliren, wann
zwei gegebene Matrizen als Matrixdarstellungen der gleichen linearen Abbildung beziig-
lich verschiedener Basen interpretiert werden konnen. Als ersten Schritt zeigen wir, dass
jede invertierbare Matrix als Matrix zu einem Basiswechsel aufgefasst werden kann.

LEMMA 4.18. Sei V' ein n—dimensionaler K-Vektorraum und B eine geordnete Basis
fir V.. Dann definierte die Abbildung B — [idv]g eine Bijektion zwischen der Menge
aller Basen von V' und der Menge aller invertierbaren n x n—Matrizen tiber K.

BEWEIS. Es bleibt nur die Bijektivitét zu verifizieren. Seien vy,. .., v, die Vektoren
der Basis B. Kennt man die Matrix [idv]g, dann ist [idy]8 einfach die Inverse dieser
Matrix. Bezeichnet man die Eintragungen der letzteren Matrix mit a;;, dann wissen wir
aus , dass der j—te Vektor in B gerade durch > a;;v; gegeben ist. Damit konnen wir
B aus [idy]% zuriickgewinnen, also ist die Abbildung B [idy]% injektiv.

Sei andererseits A € M,,(K) eine beliebige invertierbare n x n—Matrix. Dann definiert
f(x) := A7'z einen linearen Isomorphismus f : K* — K" Sein ¢ : V — K" der
eindeutige lineare Isomorphismus, der p(v;) = e; fiir i = 1,...,n erfiillt. Dann ist auch
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g:=¢p lofoyp:V — V ein linearer Isomorphismus, also bilden nach Satz die
Vektoren g(v1), ..., g(v,) eine Basis B fiir V. Sind b;; die Eintragungen von A~!, dann
ist nach Definition [¢g(v;)]s gerade der j—te Spaltenvektor von A~ also g(v;) = >, biju;.
Damit ist aber A~ = [idy|g, also A = [idy]Z, was die Surjektivitiit unserer Abbildung
beweist. O]

DEFINITION 4.18. Man sagt, zwei m x n-Matrizen A, B € M,, ,(K) heilen dhnlich
und schreibt A ~ B, wenn es invertierbare Matrizen C' € M,,(K) und D € M, (K) gibt,
sodass B = CAD™! gilt.

BEMERKUNG 4.18. (1) Dass man in der Definition B = CAD™! statt B = CAD
verwendet ist natiirlich formal unerheblich, es wird aber fiir den spéateren Begriff fiir
quadratische Matrizen giinstiger sein.

(2) Aus der Definition folgt sofort, dass Ahnlichkeit von Matrizen eine Aquivalenz-
relation ist: Weil A = I,, AL, ist gilt A ~ A. Ist B = CAD™!, dann ist A = C~!BD,
also folgt aus A ~ B automatisch B ~ A. Ist schlieBlich B = CAD ' und E = CBD™!,
dann ist E = (CC)A(DD)™, also folgt aus A ~ Bund B ~ E auch A ~ E.

(3) Seien V und W K-Vektorrdume mit dim(V) = n und dim(W) = m und Basen
Bund B, f : V. — W eine lineare Abbildung und A = [f]5,. Dann ist eine Matrix
B € M,,,(K) genau dann &hnlich zu A, wenn es Basen B von V und B’ von W gibt,
sodass B = [f]g, gilt.

Zwei Matrizen sind also genau dann dhnlich, wenn man sie als Matrixdarstellung
der gleichen linearen Abbildung beziiglich verschiedener Basen interpretieren kann.

SATZ 4.18. Firr < m,n sei J, € M,,,(K) die Matriz, deren erste r Spalten die
Einheitsvektoren eq,. . ., e, sind, wdhrend alle weiteren Spalten nur aus Nullen bestehen.

Dann ist eine Matriz A € M, ,,(K) genau dann dhnlich zu J,., wenn sie Rang r hat.
Insbesondere sind zwei Matrizen A, B € M, ,(K) genau dann dhnlich, wenn sie den
gleichen Rang haben.

BEwEIs. Nach allem was wir schon beobachtet haben, ist das nur noch eine einfache
Ubersetzung von Tatsachen iiber lineare Abbildungen, die wir bereits verifiziert haben.
Aus Proposition folgt sofort, dass dhnliche Matrizen den gleichen Rang haben.

Hat A € M,, ,(K) Rang r, dann betrachten wir die lineare Abbildung f : K* — K™,
die gegeben ist durch f(z) = Az. Dann ist dim(Im(f)) = r und dim(Ker(f)) =n — r.
Wie im Beweis des Dimensionssatzes kénnen wir eine Basis B fiir K™ wihlen, die

aus Vektoren vy, ..., v, besteht, sodass v,,1, ..., v, eine Basis fiir Ker(f) bilden. Dann
sind die Vektoren wy = f(vy1), ..., w, = f(v,) eine Basis fiir Im(f) und kénnen durch
Vektoren w,1, ..., w,, zu einer Basis C fiir W erweitert werden. Nach Konstruktion gilt

fv;) =w; fiiri=1,...,rund f(v;) = 0 fiir i > r, also [f]5 = J,, also A ~ J,.. Ist B eine
weitere Matrix mit Rang r, dann gilt analog B ~ J, und da ~ eine Aquivalenzrelation
ist, folgt A ~ B. O

In gewissem Sinn haben wir mit diesem Resultat das Studium von linearen Abbil-
dungen zwischen verschiedenen K-Vektorrdumen abgeschlossen und alles gesagt, was
man {iber solche Abbildungen sagen kann. Insbesondere ist der Rang die einzige we-
sentliche Kenngrofe so einer linearen Abbildung, weitere Unterscheidungsmoglichkeiten
gibt es nicht, weil ja nach geschickter Wahl von Basen alle linearen Abbildungen vom
Rang r gleich aussehen.

Ein Problem, dass noch offen bleibt und das ein zentrales Thema fiir die weiteren
Teile der Vorlesung sein wird, ist das Studium von linearen Abbildungen von einem
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K—Vektorraum V' auf sich selbst. In diesem Fall wird man natiirlich nur Matrixdarstel-
lungen der Form [f]5 betrachten (und nicht Matrixdarstellungen beziiglich verschiedener
Basen ansehen). Dass dies eine feinere Unterscheidung von Abbildungen erlaubt ist an-
hand eines Beispiels sofort einzusehen. Betrachten wir den R—Vektorraum R™ und fiir
eine Zahl \ # 0 die Abbildung f(x) = Az. Dann ist natiirlich [f]3 = AL, fiir jede Basis
B. Man kann also diese Abbildungen fiir verschiedene A\ unterscheiden, obwohl sie alle
Rang n haben.



KAPITEL 5

Einige Konstruktionen und Anwendungen

In diesem Kapitel besprechen wir zunéchst eine Anwendung der linearen Algebra
in der Codierungstheorie und dann die Anwendung der bisherigen Konzepte auf geo-
metrische Fragestellungen. Am Ende des Kapitels besprechen wir noch zwei wichtige
allgemeine Konstruktionen mit Vektorrdumen.

Exkurs: Lineare Codes

Wir wollen als néchstes kurz eine Anwendung der linearen Algebra iiber endlichen
Korpern besprechen, namlich die sogenannten linearen Codes. Der Einfachheit halber
werden wir uns auf den Korper Zs beschranken und hauptséchlich ein konkretes Bei-
spiel (ndmlich den sogenannten Hemming—(7,4)-Code) besprechen, anstatt allgemeine
Theorie zu entwickeln.

5.1. Bei Codes sollte man nicht an Geheimbotschaften denken, sondern daran, dass
man eine Botschaft iibertragen mochte, wobei man damit rechnen muss, dass bei der
Ubertragung Fehler auftreten konnen. Der Einfachheit halber treffen wir die (ziemlich
realistische) Annahme, dass unsere Botschaft einfach eine Folge von “Worten” einer
fixen Lénge k in den “Buchstaben” {0, 1} ist. Wir konnen also ein solches Wort als ein
Element (x1,...,7;) € Z§ betrachten. Die einzige Rechenregel in Zs, die nicht daraus
folgt, das 0 additiv neutral und 1 multiplikativ neutral ist, ist 1 + 1 = 0.

Wir wollen nun annehmen, dass wir unsere Botschaft auf irgend eine Art und Weise
iibertragen, und das vereinzelt Fehler auftreten konnen, also vereinzelt Nullen in Einsen
und Einsen in Nullen verwandelt werden. Wir wollen solche Fehler erkennbar und wenn
moglich sogar korrigierbar machen, indem wir zusétzliche Informationen iibertragen (in
die bei der Ubertragung natiirlich auch Fehler hinein kommen koénnen). Damit so etwas
praktisch nutzbar ist, sollte natiirlich die Codierung (also das Hinzufiigen der zusétz-
lichen Information) und die Decodierung (also das Zuriickgewinnen der urspriinglichen
Information) moglichst einfach sein.

Eine einfacher Schritt in dieser Richtung ist die Ubertragung eines sogenannten
Priif- oder Paritéitsbits. Man macht einfach aus einem Wort (zq,...,x;) der Liange k
ein Wort der Lénge k + 1, indem man x5, so wéhlt, dass in dem Wort (z1,...,Zk41)
eine gerade Anzahl von Einsen vorkommt, d.h. zx11 = x1 + - - + 2% (in Zy!). Empfiangt
man ein Wort der Lange £+ 1, dann bildet man a1 + - - - + x4 1. Ist diese Summe gleich
Null, dann nimmt man einfach die ersten k Elemente als {ibertragenes Wort. Ist die
Summe gleich Eins, dann weifl man, dass in der Ubertragung ein Fehler aufgetreten ist
(aber nicht an welcher Stelle). Treten zwei Fehler auf, dann kann man das mit dieser
Methode nicht mehr erkennen.

Man kann diese Methode so interpretieren, dass man auf die Datenworte aus Z4
zuniichst eine lineare Abbildung Z& — Z5¥™! anwendet und dann das Bild iibertriigt.
Dann kann man mit einer linearen Abbildung Z4™ — Z, feststellen ob ein Fehler
aufgetreten ist, und wenn das nicht passiert ist, das urspriingliche Wort durch eine
lineare Abbildung Zs*! — ZE rekonstruieren.

59
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Wichtig fiir die Qualitdt eines Codes ist nicht die lineare Abbildung, die zum Bil-
den der Codeworte verwendet wird, sondern nur ihr Bild. Deshalb definiert man einen
linearen (n,k)—Code iiber Zy als einen k—dimensionalen Teilraum C' von Z5. Wir wol-
len nun einen (sehr guten) linearen (7,4)-Code, den sogenannten Hemming (7,4)-Code
beschreiben. Bei diesem Code fiigt man zu 4 Datenbits 3 Priifbits, womit bis zu 2 Feh-
ler sicher erkannt und Einzelfehler sicher korrigiert werden kénnen. (Warum gerade die
Kombination (7,4) giinstig ist, werden wir im Verlauf der Konstruktion sehen.)

Wir suchen also einen 4-dimensionalen Teilraum C' von ZI, dessen Element die
giltigen Codeworte sind. Eine einfache Methode, so einen Teilraum anzugeben, ist als
Kern einer surjektiven linearen Abbildung ¢ : Z5 — Z3, deren zugehorige Matrix K die
Kontrollmatriz des Codes heifit. Somit ist ein (empfangenes) Codewort = genau dann
giiltig, wenn Kz = 0 gilt. Das Auftreten eines Fehlers in der Ubertragung kann man
so interpretieren, dass zu einem giiltigen Codewort z ein Fehlerwort y addiert wird. (In
Zs entspricht ja Addition von 1 genau dem Vertauschen von 0 und 1.) Die Anzahl der
Ubertragungsfehler ist genau die Anzahl der Einsen in . Wegen der Linearitét gilt nun
K(x+vy) = Kx + Ky = Ky, also konnen Fehler genau dann erkannt werden, wenn die
Fehlerworte nicht im Kern von ¢ liegen. Wollen wir also Einzelfehler erkennen, dann
muss zumindest Ke; # 0 fiir i = 1,...,7 gelten.

Wir wollen aber Einzelfehler nicht nur erkennen, sondern sogar korrigieren kénnen.
Um das zu tun, miissen wir die Einzelfehler von einander unterscheiden kénnen, also
muss Ke; # Ke; fiir i # j gelten. Dies lasst uns fiir K aber im Wesentlichen nur noch
eine Moglichkeit, weil Z3 genau 22 = 8 Elemente, also genau 7 Elemente ungleich Null

1010101
hat. Wir wéhlen also K = [0 1 1 0 0 1 1]. Diese Wahl ist so getroffen, dass
0001111
Ke; gerade die Darstellung von ¢ als Bindrzahl ist. Wir erhalten aber direkt noch eine
wichtige Konsequenz: Da in Z3 immer x = —z gilt, und Ke; # Ke; fiir i # j gilt, ist
auch K(e; +e;) = Ke; + Ke; # 0 fiir i # j. Das bedeutet aber, dass auch Doppelfehler
noch sicher erkannt werden.

Somit gehen wir folgendermaflen vor: Empfangen wir ein Wort x, dann bilden wir
Kzx. Ist das gleich Null, dann ist kein (erkennbarer) Ubertragungsfehler aufgetreten,
und z ist das richtige Codewort. Ist Kz # 0, dann ist sicher ein Ubertragungsfehler auf-
getreten. War das ein Einzelfehler (die wahrscheinlichste Moglichkeit) dann erhélt man
das urspriingliche Codewort, indem man Kz als Bindrdarstellung von j interpretiert
und dann die j-te Eintragung von x éndert (also x + e; bildet).

Nun wollen wir noch eine konkrete Codierung angeben, also eine lineare Abbil-
dung Z3 — Ker(ip), deren zugehorige Matrix die Generatormatriz G des Codes heifit.
Die einfachste Moglichkeit ist natiirlich, an ein Wort (z1, ..., z4) einfach drei geeignete
Priifbits (x5, x¢, 7) anzuhdngen. Um das zu realisieren miissten die ersten 4 Zeilen der
7 x 4-Matrix G die 4 x 4-Einheitsmatrix I, bilden. Das stellt auch sicher, dass GG einer
injektiven linearen Abbildung entspricht, also genitigt es zusétzlich sicher zu stellen, dass
KG = 0 gilt, denn dann liefert G aus Dimensionsgriinden einen linearen Isomorphismus
Z3 — Ker(p). Nun verifiziert man leicht durch Losen eines linearen Gleichungssystems,
dass diese beiden Bedingungen G eindeutig festlegen. Bestimmt man G explizit, dann
sieht man, dass die Priifbits gegeben sind durch x5 = x5 + 23 + x4, g = 1 + T3 + 24
und x7; = x1 + 9 + 4.

Beispiel. Nehmen wir an, das urspriingliche Datenwort ist (1,0,1,0). Nach der
Vorschrift zum Bilden der Priifbits wird das zu z = (1,0, 1,0, 1,0, 1) kodiert. Wird dieses
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Codewort korrekt iibertragen, dann erhélt man Kz = 0, und gewinnt das urspriingliche
Wort (1,0,1,0) als die ersten vier Stellen. Tritt etwa an der zweiten Stelle ein Fehler
auf, dann empfangen wir statt  das Wort 2’ = (1,1,1,0,1,0, 1). Nachrechnen ergibt
Kax' = (0,1,0). Also sehen wir, dass ein Fehler aufgetreten ist, und zwar vermutlich
an der zweiten Stelle. Also sollte das iibertragene Wort (1,0,1,0,1,0,1) sein, dessen
erste vier Stellen das richtige Datenwort (1,0,1,0) liefern. Nehmen wir nun an, dass
zwei Ubertragungsfehler auftreten, etwa an der zweiten und der letzten Stelle. Dann
empfangen wir das Wort z” = (1,1,1,0,1,0,0) und Kz” = (1,0,1). Wir stellen also
(richtigerweise) fest, dass ein Ubertragungsfehler aufgetreten ist, der wahrscheinlichste
Ubertragungsfehler wire aber eine Anderung in der fiinften Stelle (also einem Priifbit),
und wir wiirden (félschlicherweise) vermuten, dass das urspriingliche Wort (1,1, 1,0)
war.

Einige Grundideen der affinen und projektiven Geometrie

Als néchstes werden wir illustrieren, wie man Methoden der linearen Algebra auf
geometrische Fragestellungen anwenden kann. Die Art von Geometrie, die wir hier be-
treiben, ist die sogenannte affine Geometrie, in der man keine Léngen oder Winkel mes-
sen kann. Trotzdem erhélt man viele interessante Konzepte und auch einige interessante
Resultate. Man kann affine Geometrie problemlos iiber allgemeinen Kérpern betreiben,
der Einfachheit halber werden wir aber in diesem Abschnitt nur iiber R arbeiten.

5.2. A" und affine Teilrdume. Fiir Anwendungen in der Geometrie sind Vek-
torrdume nicht ganz der richtige Rahmen, wobei das Hauptproblem die ausgezeichnete
Rolle des Nullpunktes eines Vektorraumes ist. (Geometrisch gesehen sollten natiirlich
alle Punkte “gleichberechtigt” sein.) Versucht man, die ausgezeichnete Rolle des Null-
punktes zu eliminieren, dann fithrt das zum Begriff des affinen Raumes. dhnlich wie bei
Vektorrdumen kann man diesen Begriff allgemein abstrakt einfiihren. Um die Dinge ein-
fach zu halten, werden wir uns hier auf eine konkrete Realisierung eines n—dimensionalen
affinen Raumes einschrianken.

Im folgenden betrachten wir R™ sowohl als “eigensténdigen” Vektorraum, als auch
als den Teilraum {x = (x1,...,7,41) € R" 2,1 =0},

DEFINITION 5.2. (1) Fiir zwei Punkte z,y in einem Vektorraum V' definieren wir
den Verbindungsvektor @ € V zwischen z und y durch @ = y — x. Nach Definition
gilt also y =« + :@

(2) Der n—dimensionale affine Raum ist die Teilmenge

A" i={r = (21,...,7p41) ER" g, =1} C R™M
Fiir zwei Punkte z,y € A" gilt dann 7 € R* ¢ R*+L,
(3) Eine nichtleere Teilmenge A C A™ heifit ein affiner Teilraum von A", wenn die
Teilmenge A= {ab : a,b € A} C R" ein Teilraum ist, und fiir beliebiges a € A und

v € A auch a 4+ v in A liegt. Man nennt dann X den modellierenden Teilraum zu A.
(4) Die Dimension dim(A) eines affinen Teilraumes A C A™ ist definiert als die

Dimension dim(Z) des modellierenden Teilraumes. Insbesondere ist dim(A) < n. Ein-
dimensionale affine Teilrdume heiflen affine Geraden, zweidimensionale affine Ebenen.

Bemerke, dass fiir x € A” und v € R” natiirlich z + v € A™ gilt. Somit ist A"
selbst ein affiner Teilraum von A". Fixiert man eine Punkt aqg € A™, dann definiert
f(v) := ag + v eine Funktion f : R" — A™. Man verifiziert sofort, dass a — aot invers
zu dieser Funktion ist, also ist f bijektiv. Das driickt die intuitive Idee aus, dass man A"
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aus R" erhélt, indem man vergisst, wo der Ursprung liegt. Fiir einen affinen Teilraum
A C A™ ist natiirlich dim(A) = dim(A) < n und man verifiziert sofort, dass fiir eine

Punkt ag € A die Abbildung v — ag + v eine Bijektion Z — A definiert. Insbesondere
folgt aus dim(A) = n sofort A = A™.

In A™ kann man natiirlich im allgemeinen keine Linearkombinationen bilden, weil A"
kein Teilraum von R"*! ist. Sind ay,...,a; € A® Punkte und \;,...,\; € R Skalare,
dann konnen wir natiirlich in R™*' den Vektor M\ja; + --- + A\yai bilden. Nachdem
jedes a; als letzte Koordinate 1 hat, ist die letzte Koordinate dieses Punktes gerade
A1+ -+ -+ Ag. Damit erhalten wir aber einen wohldefinierten Punkt > \;a; € A™, sofern
wir voraussetzen, dass ) |, A; = 1 gilt. Man nennt dann ) |, \;a; eine affine Kombination
der Punkte aq, ..., ag.

Die Tatsache, dass man ), \; = 1 verlangen muss héngt nicht damit zusammen,
dass wir A" als Menge der Punkte mit letzter Koordinate 1 realisiert haben. Solche
Kombinationen machen auch in abstrakten affinen Rdumen Sinn. Zum Verstindnis ist
es hilfreich, den Fall £ = 2 zu betrachten, indem man \; + Ay = 1 als Ay = 1 — )\
umformulieren kann. Dann erhalt man Aja;+(1—A;)as = as+ A (a3 —ag) = o+ \ Gz,
Das beschreibt genau die Gerade durch a; und as, die natiirlich unabhéngig von der
Lage des Nullpunktes Sinn macht.

Wir koénnen nun affine Teilrdume schon mittels affiner Kombinationen charakteri-
sieren.

PROPOSITION 5.2. Fine nichtleere Teilmenge A C A" ist genau dann eine affiner

Teilraum, wenn fiir beliebige Punkte aq,...,ar € A und Skalare \i,..., N\, € R mit
YA =1 auch Y, Na; in A liegt.
BEWEIS. (=) Sei A C A" ein affiner Teilraum und seien ay, ..., a; € A beliebig und

M., A € Rso, dass ), A\, = 1 gilt. Fiir £ = 1 nichts zu beweisen, also sei £ > 1.
Dannist \; =1 — Zf:z A; und somit

)\1(11 —i——i—)\kak = aq +/\2(CL2 —al) + - +)\k(ak —CLl).

Firi=2,...,k gilt a;, —a; = ad, € X Nach Voraussetzung ist Z ein Teilraum von
R™, also ist Aa(ags — ay) + -+ + Mg(ar — a1) € A und wiederum nach Voraussetzung

landet man in A, wenn man diesen Vektor zu a; € A addiert.
(<) Da A nichtleer ist, gibt es einen Punkt a € A, und damit ist 0 = ad € A.

%
Ist v € X und a € A, dann gibt es nach Voraussetzung b,c € A, sodass v = be gilt.
Fir A € R ist aber a + Av = a — Ab + Ac und das ist das eine affine Kombination und
liegt somit nach Voraussetzung in A. Damit folgt einerseits a + v € A und andererseits

v € A Tst w € A ein weiterer Vektor, dann ist (a +v) + w =a+ (v + w) € A, also
v+w e Z 0

BEMERKUNG 5.2. Man kann vollig analog affine Teilrdume von in reellen Vek-
torrdumen definieren (und A" ist selbst ein affiner Teilraum von R™™!). Wir haben auch
schon Beispiele fiir affine Teilrdume in diesem Sinn kennen gelernt: Seien V' und W Vek-
torrdume iiber R, f : V — W eine lineare Abbildung und b € Im(f) C W ein Punkt.
Dann kénnen wir f~1(b) = {z € V : f(z) = b} C V betrachten. Fiir z,y € f~(b)
gilt f(y —z) = fly) — f(z) = 0, also x§ € Ker(f). Ist umgekehrt v € Ker(f), dann
ist f(x +v) = f(z)+ f(v) =b+0, also ist x + v € f~1(b). Damit ist aber f~(b) ein
affiner Teilraum von V' mit modellierendem Teilraum Ker(f). Insbesondere bilden die
Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen (iiber R) immer reelle affine Teilrdume
in diesem Sinn.
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Die Charakterisierung affiner Teilrdume iiber affine Kombinationen zeigt leicht, dass
man analog zum erzeugten Teilraumes auch einen Begriff des erzeugten affine Teilraumes
erhélt. Damit ergibt sich natiirlich auch automatisch der Begriff eines affinen Erzeugen-
densystems.

KOROLLAR 5.2. (1) Der Durchschnitt iiber eine beliebige Familie affiner Teilrdume
von A" ist selbst ein affiner Teilraum.

(2) Fiir eine nichtleere Teilmenge B C A™ gibt einen eindeutigen affinen Teilraum
(B) oy C A", das affine Erzeugnis von B, sodass B C (B) . gilt und jeder affine Teilraum
A C A", der B enthdlt auch (B).g enthilt.

BeEweis. (1) Das folgt sofort aus der Proposition.

(2) Man definiert (B).g als den Durchschnitt aller affinen Teilriume von A", die
B enthalten. Nach (1) ist das ein affiner Teilraum, der offensichtlich die gewiinschte
Eigenschaft hat. Das diese Eigenschaft das affine Erzeugnis eindeutig charakterisiert

folgt sofort wie im Fall von Teilrdumen. O
Man kann leicht sehen, dass fiir einen affinen Teilraum A C A" die Punkte ag, ..., a;
genau dann ein affines Erzeugendensystem bilden, wenn agaf, . . ., agar ein Erzeugenden-

system fiir den Teilraum A C R bilden. Insbesondere besteht ein affines Erzeugenden-
system aus mindestens dim(A) + 1 Punkten.

5.3. Affine Abbildungen. Affine Abbildungen sind gerade die strukturerhalten-
den Abbildungen zwischen affinen Rdumen. Die Definition sollte nicht {iberraschend
sein.

DEFINITION 5.3. (1) Eine Funktion f : A™ — A™ heifit eine affine Abbildung, wenn
es eine lineare Abbildung ¢ : R" — R™ gibt, sodass fiir je zwei Punkte a,b € A" die

Gleichung f(b) = f(a) + ¢ (%) gilt.
(2) Ein affiner Isomorphismus ist eine bijektive affine Abbildung. Man sieht leicht,
dass dann auch die inverse Funktion affin ist.

Bemerke, dass man die Gleichung in der Definition der affinen Abbildung auch als
fla)f (b) = (%) lesen kann. Sei f : A" — A™ eine affine Abbildung mit zugehoriger

linearer Abbildung ¢ : R” — R™ und seien a € A™ und a € A™ beliebig gewahlte
Punkte. Dann konnen wir diese Punkte wie in benutzen um die affinen Rdume mit
den modellierenden Vektorrdumen zu identifizieren. Die Abbildung R” — R™, die in
dieser Identifikation der affinen Abbildung f entspricht ist v — f(a+v)—a = p(v)+w,

wobei w := m € R™. Eine affine Abbildung entspricht also einer linearen Abbildung
und einer Translation.

Man kann affine Abbildungen wiederum iiber Vertréglichkeit mit affinen Kombina-
tionen charakterisieren. Auch affine Isomorphismen erlauben eine einfache Charakteri-
sierung.

PROPOSITION 5.3. (1) Eine Funktion f : A" — A™ ist genau dann eine affine
Abbildung, wenn fir beliebige Punkte ay,...,ar € A™ und Skalare A\y,... ., \x € R, so
dass Y ;A\ =1

fvar + -+ Mar) = A f(ar) + -+ Mo f(ar)
gilt.

(2) Eine affine Abbildung f : A™ — A™ ist genau dann ein affiner Isomorphismus,
wenn die zugehorige lineare Abbildung ¢ : R — R™ ein linearer Isomorphismus ist.
Insbesondere ist das nur fiir n = m mdaglich.
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BEWEIS. (1): Sei f eine affine Abbildung und seien a; und \; gegeben. Fiir k = 1
ist nichts zu beweisen, also nehmen wir £ > 2 an. Dann haben wir schon im Beweis von

Proposition gesehen, dass A\y = 1 — Ef:z A; und damit
Atag + -+ Ay, = g+ Aoz + - + Aaraj,
gilt. Damit ist aber
FOZ ) = flar) + p(hodi@h + - + Myanar) = f(ar) + Aop(aras) + - - + Aplarar)
= fla1) + Xo(f(az) = far)) + -+ Xe(far) — flar)) = 22, Aif(aq).

Sei umgekehrt f : A" — A™ vertrdglich mit affinen Kombinationen. Fixiere einen
Punkt ap € A™ und definiere ¢ : R™ — R™ durch ¢(v) := f(ag+v) — f(ag). Fiir v € R®
und A € R, setze a := ag + v und betrachte die affine Kombination (1 — A)ag + Aa =
aop+ Aa—ag) = ag + Av. Die rechte Seite der Gleichung zeigt, dass f((1 — A)ag + Aa) =
f(ag) + ¢(Mv) gilt. Aus der Vertriglichkeit mit affinen Kombinationen folgt aber

F((1=Nag + Aa) = (1 = A)f(ao) + Af(a) = f(ao) + A(f(a) = f(ao)) = f(ao) + Ap(v),

und somit p(Av) = Ap(v). Fiir einen weiteren Vektor w € R™ setze b = ap + w und
¢ = ap+v+w. Dann gilt natiirlich f(c) = f(ag)+p(v+w). Andererseits ist ¢ = a+b—aq
und die rechte Seite ist eine affine Kombination, also ist

f(e) = fla)+ f(b) — f(ao) = f(ao) +¢(v)+ f(ao) +o(w) — flao) = flao) +p(v) +p(w).
Damit folgt (v + w) = ¢(v) + p(w) also ist ¢ linear. Fiir beliebige Punkte a,b € A
folgt dann agb = Aol + % und damit

F(5) = flao) + plaoh) = f(ao) + p(anh) + @(ab) = f(a) + p(ab).

(2) Wir haben schon bemerkt, dass f(a)f(b; = (%) fiir alle a,b € A™ gilt. Damit

ist aber f(a) = f(b) aquivalent zu (p(a?) = 0 und somit Injektivitdt von f &quivalent
zu Injektivitdt von ¢. Die Gleichung zeigt auch, dass Surjektivitdt von f Surjektivitét
von ¢ impliziert, und weil w — f(a) + w eine surjektive Abbildung R™ — A™ ist, gilt
auch die Umkehrung.

O

BEMERKUNG 5.3. Aus der Charakterisierung in Teil (1) folgt sofort, dass Bilder und
Urbilder von affinen Teilrdumen unter affinen Abbildungen wieder affine Teilrdume sind.
Affine Teilrdume sind ja gerade Teilmengen die abgeschlossen unter affinen Kombinatio-
nen sind, und affine Abbildungen vertauschen mit affinen Kombinationen. Im Fall von
affinen Isomorphismen bleiben sogar die Dimensionen erhalten, also sind insbesondere
Bilder und Urbilder von affinen Geraden (bzw. Ebenen) unter affinen Isomorphismen
wieder affine Geraden (bzw. Ebenen).

5.4. Beschreibungen iiber den umgebenden Raum. Bis jetzt haben wir die
Realisierung von A" als Teilmenge von R"*! noch nicht wirklich benutzt, die bisherigen
Beweise funktionieren auch in abstrakten affinen Rdumen. Jetzt wollen wir die Reali-
sierung benutzen, um affine Konzepte auf eine weitere Art mit Vektorraumkonzepten
in Verbindung zu bringen.

Als ersten Schritt in diese Richtung machen wir folgende Beobachtung: Fiir einen
Punkt z € A" ist {x} C A™ ein affiner Teilraum mit modellierendem Teilraum {0}, also
mit Dimension Null. Als Element von R"*! betrachtet ist aber x # 0, und bestimmt
damit einen eindimensionalen Teilraum V, C R™™ der explizit als V, = {tz : t € R}
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gegeben ist. Nun ist nach Definition x = (z, ..., z,, 1) also hat tz als letzte Koordinate
gerade t. Damit ist aber V, NR"™ = {0} und V, N A™ = {z}.

Sei umgekehrt V' C R™*! ein eindimensionaler Teilraum, der R”™ nur in 0 schneidet.
Wihlen wir ein Element v € V mit v # 0, dann ist V' = {tv : t € R}. Die letate
Koordinate von v muss ungleich Null sein, sonst wére IV C R™. Damit hat aber V' einen
eindeutigen Schnittpunkt mit A”. Damit sehen wir, dass wir A™ mit der Menge aller
eindimensionalen Teilriume von R™*! identifizieren kénnen, die R™ nur in 0 schneiden.

Wir kénnen analog affine Teilrdume und affine Abbildungen beschreiben:

PROPOSITION 5.4. (1) Eine nichtleere Teilmenge A C A™ ist genau dann ein affiner
Teilraum, wenn es einen Teilraum V C R gibt, der V N A" = A erfiillt. Ist das der
Fall, dann ist V' eindeutig bestimmt, A =VAR" und dim(A) = dim(V) — 1.

(2) Fiir eine nichtleere Teilmenge B C A" gilt (B).; = (B) N A", wobei (B) den
von B erzeugten Teilraum von R bezeichnet.

(3) Eine Funktion f : A" — A™ ist genau dann eine affine Abbildung, wenn es
eine lineare Abbildung ® : R"™ — R™! gibt, die ®|pn = f (und damit insbesondere
O(A™) C A™) erfillt. In diesem Fall ist ® eindeutig bestimmt und f ist genau dann ein
affiner Isomorphismus, wenn ® ein linearer Isomorphismus ist.

BEWEIS. (1) Ist A ein k-dimensionaler affiner Teilraum, dann ist nach Definition

ein k-dimensionaler Teilraum von R® C R™*'. Wihle einen Punkt ag € A und eine
Basis {vy,...,v;} fiir A. Dann haben die v; als letzte Koordinate 0, wéihrend aq als
letzte Koordinate 1 hat. Ist 0 = Agag + A\jvq + -+ + Agv, fiir Skalare \; € R, dann
folgt durch Betrachten der letzten Koordinate sofort A\g = 0 und dann \; = 0 fiir alle
1 wegen der linearen Unabhéangigkeit der v;. Damit erzeugen aber ag, vy, ..., v einen
(k + 1)-dimensionalen Teilraum V C R™* mit V NR" =

Durch Betrachten der letzten Koordinate folgt auch sofort, dass ein Punkt x =
Aot + Ao + -+ + A\pvp genau dann in A" liegt, wenn Ay = 1 gilt. Damit ist aber
r=ayg+v, mtov=XM\Nv+- -+ Moy € X Da wir in schon festgestellt haben, dass
v — ag + v eine Bijektion X — A definiert, folgt A =V NA".

Sei umgekehrt V' C R™"! ein Teilraum. Dann bemerken wir zuniichst, dass V N
A™ = () 4quivalent zu V' C R" ist, weil man aus einem Punkt dessen letzte Koordinate
ungleich Null ist, durch Multiplikation mit einem Skalar sofort einen Punkt mit letzter
Koordinate 1 erhélt. Ist V nicht in R™ enthalten, dann ist VNR™ ein Teilraum von R,
und wir behaupten, dass die Dimension dieses Teilraumes dim(V') — 1 ist. Ist ndmlich
ag € V N A", dann betrachte den eindimensionalen Teilraum R - ag C V. Offensichtlich
ist R"™! = R" & R - ag und daraus folgt sofort V= (V NR") & R - ap und damit mit
Proposition die Behauptung.

Setze nun A := V N A" Fiir a,b € A ist % =y —z € VNR" und umgekehrt
folgt wie oben = +v € VN A" fiir x € A und v € V NR". Damit folgt aber sofort,
dass A C A" ein affiner Teilraum mit modellierendem Teilraum =V NR" ist und
damit dim(A) = dim(V) — 1 gilt. Man schliefit auch sofort, dass V' dann durch die
Konstruktion von oben aus A entsteht, was den Beweis von (1) vervollstandigt.

(2) Ist B gegeben, dann gibt es nach Teil (1) einen Teilraum V' C R, der (B).g¢ =
V- N A" erfillt. Dann gilt natiirlich B C V, also (B) C V nach Satz und damit
auch (B) N A™ C (B).g. Umgekehrt ist nach Teil (1) (B) N A™ ein affiner Teilraum von
A", der natiirlich B enthélt. Damit folgt aber (B).g C (B) N A" und damit folgt die
Behauptung.
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(3) Sei zunéchst f : A™ — A™ eine affine Abbildung und ¢ : R™ — R™ die zugehorige
lineare Abbildung, d.h. f(b) = f(a) + gp(@) fir alle a,b € A". Fiir die Standardbasis
{e1,...,eni1} von R* 1 gilt ey,... e, € R" und e,4; € A". Sei nun @ : R**1 — R™+1
die eindeutige lineare Abbildung, die ®(e;) = ¢(e;) fir ¢ = 1,...,n und P(e,q1) =
f(eny1) erfillt. Dann gilt natirlich ®(v) = ¢(v) fir v € R*. Fir a € A" gilt a =
€nt1 + €nr1G und damit

®(a) = ®(ens1) + P(Enr1) = f(ens1) + (Enr1a) = f(a).

Ist umgekehrt @ : R™™ — R™*! linear mit ®(A") C A™, dann sei f := ®|yn : A" —
A™. Fiir a,b € A" gilt dann f(b) — f(a) = ®(b) — ®(a) = P(b — a). Das zeigt, dass
O(R™) € R™ gilt und fiir ¢ := ®|gn erhalten wir f(b) — f(a) = gp(%), also ist f affin.

Zum Beweis der letzten Bemerkung bemerken wir, dass ®(A™) C A™ impliziert,
dass fiir jedes * € R"™! die letzte Koordinate von ®(x) gleich der letzten Koordinate
von z ist. Damit ist aber Ker(®) C R™ und somit Ker(®) = Ker(y). Daraus folgt die
Behauptung leicht. Il

5.5. Der Dimensionssatz fiir affine Teilriume. Die etwas miithsamen Uber-
legungen iiber den Zusammenhang von affinen Teilriumen und Teilrdumen erlauben
uns nun den Dimensionssatz fiir affine Teilrdume sehr einfach zu beweisen. Der Satz
setzt fiir zwei affine Teilrdume A, B C A" die Dimensionen von A, B, AN B, und
dem Analogon (A U B).g der Summe von Teilrdiumen in Beziehung. Die Situation ist
etwas komplizierter als im Fall von gewohnlichen Teilrdumen. Das Problem ist, dass
affine Teilrdume auch leeren Schnitt haben kénnen (und dann macht die Dimension des
Schnitts keinen Sinn). Das kann einerseits bei parallelen affinen Teilrdumen passieren,

wenn also A = B gilt, oder allgemeiner einer der modellierenden Teilrdume im anderen
enthalten ist. Das Beispiel windschiefer Geraden in R3 zeigt aber, dass das auch fiir nicht
parallele affine Teilrdume passieren kann.

SATz 5.5 (Dimensionsformel fiir affine Teilrdume). Seien A, B C A" affine Teilrdu-
me und sei C = (AU B) .. Dann gilt:

(1) Ist AN B # 0, dann ist dim(C) = dim(A) 4+ dim(B) — dim(A N B).

(2) Ist AN B = 0, dann ist dim(C) = dim(A) + dim(B) — dim(A N B) + 1.

BEWEISs. Nach Proposition kénnen wir A = VN A" und B = W N A" fir
passende Teilrdume V, W C R™"! schreiben. Analog kann man C als Schnitt (AUB)NA"
schreiben. Nach Konstruktion ist gilt aber V, W C U und damit V+W C U. Umgekehrt
ist (V + W) N A" ein affiner Teilraum, der A und B enthilt, also folgern wir C' =
(V+W)nA™

Somit gilt aber nach dem Dimensionssatz

dim(C) =dim(V + W) — 1 =dim(V) + dim(W) — 1 — dim(V N W)
= dim(A) + dim(B) — (dim(V NW) — 1).
Nun ist aber offensichtlich AN B = (VN W) N A" Ist dieser Durchschnitt nichtleer,
dann ist er ein affiner Teilraum der Dimension dim(V NW) — 1 und (1) folgt. Ist der

Durchschnitt AN B leer, dann ist V N W C R" (wiirde der Schnitte einen Punkt mit
letzter Koordinate # 0 enthalten, dann auch einen Punkt mit letzter Koordinate 1).

Damit ist aber VAW = (V ARY) A (WAR™ = A B. O

BEISPIEL 5.5. (1) Betrachten wir affine Teilriume von A? so ist nur der Fall
dim(A) = dim(B) = 1, A # B, also der Fall zweier verschiedener affiner Geraden,
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interessant. Setzen wir wieder C' = (AU B),g. Ist AN B = (), dann folgt aus Teil %2) des

Satzes wegen dim(C') < 2 sofort dim(X N 3) > 1. Somit ist aber nur der Fall
moglich, also der Falle verschiedener paralleler Geraden, und dann gilt automatisch
dim(C') = 2, also erzeugen diese Geraden die ganze Ebene. Insbesondere haben je zwei
nicht parallele Gerade in der Ebene mindestens einen Schnittpunkt. Ist ANB # (), dann
gilt dim(A N B) = 0 wegen A # B, also AN B = {xy} fiir einen Punkt zo € A% Somit
schneiden sich zwei nicht parallele Geraden in genau einem Punkt, und nach Teil (1)
des Satzes ist dim(C') = 2, also erzeugen die beiden Geraden wieder die ganze Ebene.

(2) Betrachten wir den Fall von zwei verschiedenen affinen Geraden in A3, dann gibt
es neben den beiden Fillen die wir schon aus der Ebene kennen noch den Fall ANB = (),

dim(Z N ?) = 0. Somit sind die Geraden nicht parallel und haben trotzdem keinen
Schnittpunkt, also sind sie windschief. Teil (2) des Satzes sagt dann, dass C' = A? gilt.

Ist A C A3 eine affine Ebene und B C A3 eine affine Gerade mit B ¢ A, dann
gilt entweder AN B = () oder dim(A N B) = 0. Im ersten Fall folgt aus Teil (2) des

Satzes ? - Z, also ist B parallel zu A und C = A3. Im zweiten Fall erhalten wir einen
eindeutigen Schnittpunkt und C' = A3,

Sind schlieBlich A, B C A3 verschiedene affine Ebenen, dann muss immer C' = A3
gelten. Ist AN B = (), dann ist nach Teil (2) des Satzes dim(z N ﬁ) =2, also A-B
also sind die Ebenen parallel. Fiir ANB # () muss dim(ANB) = 1 gelten, also schneiden
sich zwei nicht parallele affine Ebenen in A® genau in einer affinen Geraden.

5.6. Kollinearitdt und Teilverhaltnis. Im weitesten Sinn ist affine Geometrie
das Studium von FEigenschaften von Teilmengen von A", die invariant unter affinen
Isomorphismen sind. Ein affiner Teilraum bestimmter Dimension zu sein ist natiirlich
offensichtlich eine solche Eigenschaft. Auch die Tatsache, ob zwei affine Teilrdume par-
allel sind oder nicht ist eine solche Eigenschaft. Ist ndmlich f : A" — A" ein affiner
[somorphismus mit zugehoriger linearer Abbildung ¢ : R® — R”, dann ist fiir einen affi-

nen Teilraum A C A" natiirlich f(A) = gp(Z) und damit iibertragt sich die Eigenschaft
A ¢ B auf die Bilder.

Allgemein ist es aber gar nicht so leicht, solche Eigenschaften zu finden. Einem
einzelnen Punkt ¢ € A"™ kann man sicher nichts besonderes ansehen. Sind ndmlich
a,b € A™ beliebige Punkte, dann definiert nach Proposition die Funktion f(x) =
b+ at einen affinen Isomorphismus f : A" — A" (mit ¢ = id), der f(a) = b erfiillt.
Somit sind alle Punkte von A™ “gleichberechtigt”, was ja von Anfang an erwiinscht war.
Die einzige geometrische Eigenschaft die eine Menge von zwei Punkten haben kann, ist
ob die beiden Punkte gleich oder verschieden sind. Sind namlich a; # - a3 und by # by
zwei Paare von verschiedenen Punkten, dann sind v := m und w := b1by Vektoren in
R"™ die beide # 0 sind. Damit gibt es aber einen linearen Isomorphismus ¢ : R” — R",
der ¢(v) = w erfiillt. (Die Mengen {v} und {w} sind linear unabhéngig, konnen also
zu Basen erweitert werden, und dann gibt es einen eindeutigen linearen Isomorphismus,
der die erste Basis auf die zweite Basis abbildet.) Dann erfiillt aber f(a) := by + ¢(a14)
gerade f(a1) = by und f(az) = by + p(v) = bs.

Fiir drei Punkte wird es aber interessant. Die Punkte konnen entweder kollinear sein,
also auf einer affinen Gerade liegen, oder nicht. Falls drei Punkte nicht kollinear sind,
dann sagt man, sie befinden sich in allgemeiner Lage. Wie oben zeigt man, dass es fiir
zwei Mengen {ay, as, az} und {a},a), a4} von je drei Punkten in allgemeiner Lage einen
affinen Isomorphismus gibt, der f(a;) = a; fiir i = 1,2, 3 erfiillt. Damit haben aber drei
Punkte in allgemeiner Lage wieder keine geometrischen Eigenschaften. Insbesondere sind
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in der affinen Geometrie je zwei Dreiecke isomorph, es gibt also keine affine Geometrie
von Dreiecken.

Drei verschiedene kollineare Punkte bestimmen aber eine geometrische Grofie, ndim-
lich das sogenannte Teilverhéltnis, das eine entscheidende affine Invariante darstellt.
Sind namlich a,b € A" zwei verschiedene Punkte, dann bestimmen sie eine eindeutige
affine Gerade G = G, die durch G = {a + tab : t € R} gegeben ist. Ist ¢ € A" ein
weiterer Punkt, sodass a, b und ¢ kollinear sind, dann glbt es also ein eindeutiges (weil

a% # 0 gilt) Element ¢t € R, sodass ¢ = a + t? also at = t% gllt Diese Zahl heifit das
Teilverhdltnis von {c, b, a} und wird mit TV (¢, b, a) oder mit £ 2 oder mit == bezeichnet.

Ist f: A" — A" ein affiner Isomorphismus und ¢ : R" —'R" der zugehorlge lineare
[somorphismus, dann ist f(a)f (b) = go(%) und damit

fle) = fla) + o(@) = f(a) + t(ab)
also folgt sofort, dass ;EZ;:;EZ; = £=2 gilt. Damit ist das Teilverhéltnis eine affine In-
variante, also eine geometrische Grofle. Aus der Definition ist offensichtlich, dass fiir
kollineare Punkte a,b,c mit a # b folgendes gilt: ¢ liegt genau dann zwischen a und b,
wenn 0 < =2 < 1 gilt, das Teilverhéltnis ist genau fiir ¢ = a Null und fiir ¢ = b Eins.
=2 <0 gﬂt genau dann, wenn ¢ auf der anderen Seite von a als b liegt, und =2 > 1 ist
aqulvalent dazu, dass c auf der anderen Seite von b als a liegt.

Die Bruchschreibweise hat einerseits den Vorteil, dass man sich die Abhéngigkeit von
der Reihenfolge der Punkte nicht merken muss. Andererseits zeigt sie aber auch gut,
wie man mit Teilverhéltnissen rechnen kann. Sind némlich a, b, ¢ verschiedene kollineare
Punkte in A und ist d eln weiterer Punkt, der auf der Geraden durch a, b und c liegt,

%
dann ist nach Definition ad = d a? und _c> —% Damit folgt aber ad = d—gg—“%
und somit wiederum nach Deﬁmtlon Zl_—a = Ccl_g g_z Insbesondere folgt daraus, dass =2 —

tatséchlich der Reziprokwert von 7== ist, weil offensichtlich Z:—Z =1 gilt.

5.7. Der Strahlensatz. Als erstes Beispiel fiir einen grundlegenden Satz der affi-
nen Geometrie betrachten wir den Strahlensatz. Wir benutzen diesen Satz auch, um eine
der fundamentalen Beweismethoden der affinen Geometrie zu illustrieren. Die Idee dieser
Methode ist, dass man sich zunéchst iiberlegt, dass die Aussage des Satzes “invariant
unter affinen Isomorphismen” ist. Das bedeutet, dass der Satz einer gegeben Situation
genau dann gilt, wenn er nach Anwenden eines affinen Isomorphismus giiltig ist. Dann
kann man einen affinen Isomorphismus konstruieren, der eine gegebene Situation auf
einen Modellfall abbildet, in dem die Aussage leicht zu beweisen ist.

SATZ 5.7 (Strahlensatz). Seien G,G' C A™ zwei affine Geraden, die sich entweder
schneiden, oder parallel sind. Seien p,q € G und p',q' € G' jeweils verschiedene Punkte,
die im Fall schneidender Geraden auch alle verschieden vom Schnittpunkt o sind. Sei
Gy die affine Gerade durch p und p’ und G,y die affine Gerade durch q und ¢'. Dann
qilt:

(1) Ist GNG" # 0, dann gilt Gyy und Gyy sind parallel <= =2 = =2 <=
—p _ q’—p’
o—p o—p’

(2) Sind G und G’ parallel, dann sind G,y und G,y genauw dann parallel, wenn pp
qq gilt.

d
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BEWEIS. Ist f: A" — A" ein affiner Isomorphismus, dann sind natiirlich f(G) und
f(G’) affine Geraden und f(p), f(¢q) € f(G) und f(p'), f(¢') € f(G’) sind verschiede-
ne Punkte, und im Fall schneidender Geraden auch alle verschieden vom Schnittpunkt
f(0). Natiirlich ist die affine Gerade durch f(p) und f(p’) genau f(G,,) und analog fiir
die zweite Gerade. Damit ist die Situation des Satzes invariant unter affinen Isomor-
phismen. Nachdem affine Isomorphismen vertrédglich mit Parallelitéit, Teilverhéltnissen
und Verbindungsvektoren sind, ist auch die Aussage des Satzes affin invariant.

(1) Im Fall schneidender Geraden sind die Richtungsvektoren von G und G’ linear
unabhéngig, also kann man die Verbindungsvektoren op und op’ durch einen linearen
[somorphismus auf e; und e transformieren. Dann fiigen wir eine passende Translation
dazu, um auch noch f(0) = e,,1 zu erreichen. Dann ist f(G) = {e,11 + tey : t € R}
und f(G') = {ens1 +se2 1 s € R} und f(p) = e1 + eny1, f(P') = e2 + €n41, also
f)f(') =ey—ey. Da f(q) auf f(G) liegt, muss f(q) = epy1 + uel gelten und analog

ist f(¢') = en+1 + L=2€2 und somit f(q )f(q’; = g/_zeg — I=2e1. Nun sind die Geraden

Gt fo) und Gy (q) f() natiirlich genau dann parallel, wenn die beiden Vektoren f(p )
und f (@) f(d proportlonal zueinander sind, und das ist offensichtlich aqmvalent zZu
¢-0 _ 4=0 Bezelchnen wir diese Zahl mit A, dann folgt aus of = \op sofort, dass

]ﬁ = m + ﬁ und umgekehrt. Das geht analog fiir die anderen Punkte,
also folgt die Behauptung

(2) In diesem Fall wéhlt man f so, dass f(p) = ent1, f(q) = ent1 + €1 und f(p') =
eny1 + €2 gilt. Da f(G') parallel zu f(G) ist, muss f(¢') = e i1 + ex + te; fiir eine
reelle Zahl ¢ sein. Nun ist aber f(p)f(p') = es und f(q)f(q’; = ey + (t — 1)e;. Die
Geraden Gy und Gy(g)f(q) sind genau dann parallel, wenn diese beiden Vektoren

proportional sind. Das ist aber nur fiir £ = 1 méglich und dann sind die beiden Vektoren
gleich. 0

’U
0

5.8. Die Satze von Desargues und Pappos—Pascal. Unter den vielen Beispie-
len klassischer Sétze der affinen Geometrie greifen wir noch zwei sogenannte Schliefung-
sitze heraus.

PROPOSITION 5.8 (Satz von Desargues). Seien Gi, Gy, Gs C A% paarweise verschie-
dene affine Geraden, die sich entweder in einem Punkt o schneiden, oder alle parallel
sind. Fir i =1,2,3 wdhle jeweils Punkte p;,q; € G;, die im Fall schneidender Gerader
alle verschieden von o sind. Dann gilt: Sind Gy, p, und Gg,q, sowie G, p, und Gq, 4, jeweils
parallel, dann sind auch G,,p, und Gg,q, parallel.

BEWEIS. Betrachten wir zunéchst den Fall schneidender Geraden. Dann ist nach
dem Strahlensatz ( ) die Voraussetzung équivalent zu =2 = =2 aoe

sowie zu =
-0 p2—0 p1—o

z . Damit ist aber auch q2_‘; = g‘"; 2, und die Behauptung folgt aus dem Strahlensatz

570,
Im Fall von parallelen Geraden liefert die Voraussetzung nach - plpg = O
und Ep_g = q1q3 Subtrahieren der ersten Gleichungen von der zweiten liefert dann

Paph = q2¢5 und damit die Behauptung. n

|

Die Bezeichnung “Schliefungssatz” ist folgendermafien zu verstehen: Nehmen wir
an, das wir die Punkte p1, ps, p3 und ¢; gewahlt haben. Dann kéonnen wir die Geraden
Gpip, und G, . durch parallel durch ¢; verschieben und g¢» und g3 als Schnittpunkte.
Der Satz besagt dann, dass wenn man die Gerade G,,,, parallel durch einen der Punkte
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@2 oder g3 verschiebt, auch der andere der beiden Punkte auf der Geraden liegt, also
insgesamt eine geschlossene Figur entsteht.

SATZ 5.8 (Satz von Pappos—Pascal). Seien G, G’ C A? verschiedene affine Geraden.
Seien p1,p2,p3 € G und py,ph,py € G jeweils paarweise verschiedene Punkte, die im
Fall schneidender Geraden auch noch alle verschieden vom Schnittpunkt sind. Dann
gilt: Sind Qplpé und gpspfl sowie Qplpé und gp2p/1 jeweils parallel, dann sind auch gpng
und ngpé parallel.

BEWEIS. Betrachten wir zunéchst den Fall von schneidenden Geraden, wobei wir
den Schnittpunkt mit o bezeichnen. Nach dem Strahlensatz (1) ist die Voraussetzung

. o e . . —_ / —O0 _ / —0 . . .
iiber Parallelitiit Aquivalent zu =2 = =2 ynd 2=2 = 212 Die zweite Gleichung kann
pi—o  ph—o pi—o _ ph—o
pi—o _ Ph—0

man natiirlich auch als 2= = schreiben. Multiplizieren wir die linke Seite dieser

p2—o pi—o

Gleichung mit der linken Seite der ersten Gleichung, dann erhalten wir 23_0 BL=0 — Ps=0

1—0p2—0 p2—o0
(siehe |5.6), und fiir die rechten Seiten ergibt das Produkt Z-—2—2 = 22 Damit
, b3—0p—0 b3—o
erhalten wir % = i ?:Z, was nach dem Strahlensatz (1) wiederum impliziert, dass
3

Gpsp, und Gy, parallel sind.

Sind G und G’ parallel, dann ist mit Hilfe des Strahlensatzes (2) die Voraussetzung

dquivalent zu pip; = ]?pl und_@ = }?pl . Aus der zweiten Gleichung folgt sofort
/

Py = p2 + Py — p1, also papi = pip;. Addiert man diese Gleichung zur ersten Gleichung

J

von oben, dann folgt 17}93 = psp, was wiederum nach dem Strahlensatz (2) die
Behauptung impliziert. O

Die Interpretation als Schliefungssatz ist dhnlich wie zuvor: Haben wir p; und die
Pl gewéhlt, dann verschieben wir die Gerade Gpp, parallel durch p} und definieren den
Schnittpunkt mit G als ps und analog konstruieren wir p3 € G. Der Satz sagt nun, dass
man eine geschlossene Figur erhilt, wenn man G, parallel durch p, verschiebt, sich
als Schnittpunkt mit G also gerade p3 ergibt.

5.9. Bemerkungen zur projektiven Geometrie. Wir haben in den affinen
Raum A" mit der Menge aller eindimensionalen Teilriume von R"*! identifiziert, die
nicht in R™ enthalten sind. Dann konnten wir affine Abbildungen als Einschrankungen
von passenden linearen Abbildungen realisieren.

Betrachten wir zunichst den Fall von A C R?. Hier identifizieren wir A' mit der
Menge aller 1-dimensionalen Teilriume von R? mit Ausnahme des Teilraumes R C R2.
Wandert man in A' (egal in welcher der beiden Richtungen) nach auien, dann werden
die entsprechenden Geraden immer flacher, ndhern sich also der “fehlenden” Geraden
an. Nun definiert man die projektive Gerade P! als die Menge aller eindimensionalen
Teilriume in R?, und interpretiert sie als die affine Gerade A', zu der man noch einen
“Fernpunkt” hinzugefiigt hat.

Betrachte man dann A2, so entspricht das allen eindimensionalen Teilrdumen in R?,
die nicht im Teilraum R? liegen. Definiert man also P? als die Menge aller eindimen-
sionalen Teilrdume in R? so hat man zu A? gerade noch eine projektive Ferngerade
hinzugefiigt, die gerade die verschiedenen Richtungen kodiert, wie man in der Ebene
gegen unendlich gehen kann, wobei man auf einer Geraden immer in beiden Richtungen
zum gleichen Fernpunkt gelangt.

Allgemein definiert man dann den projektiven Raum P™ als die Menge aller eindi-
mensionalen Teilriume von R"™. Ein (k + 1)-dimensionalen Teilraum V' C R™™! be-
stimmt dann eine Teilmenge in P" (ndmlich jene Geraden, die in V' enthalten sind) und
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diese Teilmengen sind genau die projektiven Teilrdume der Dimension k. Die Situation
ist einfacher als im affinen Fall. Zwei verschiedene projektive Gerade in P? entsprechen
gerade zwei verschiedenen zweidimensionalen Teilriumen in R3. Aus dem Dimensions-
satz folgt sofort, dass der Durchschnitt solcher Teilrdume immer eindimensional sein
muss. Damit schneiden sich als je zwei verschiedene projektive Geraden in P? in genau
einem Punkt. Zwei verschiedene projektive Geraden in P? entsprechen zwei verschiede-
nen zweidimensionalen Teilriumen V, W C R*. Aus der Dimensionsformel aus folgt
sofort, dass entweder dim(V NW) =1 und dim(V 4+ W) = 3 oder dim(V NW) = 0 und
dim(V + W) = 4 gilt. Es gibt also genau die beiden Méglichkeiten, dass die Geraden in
einer projektiven Ebene enthalten sind und einen eindeutigen Schnittpunkt haben, oder
nicht in einer solchen Ebene liegen und disjunkt sind. (Es fallen also alle Sonderfille von
Parallelitit weg.) Ein allgemeiner Dimensionssatz fiir projektive Teilrdume folgt sofort
aus dem entsprechenden Dimensionssatz fiir Teilrdiume von R™*,

Fiir einen linearen Isomorphismus ® : R"*! — R"™! und einen Teilraum £ € P" (also
eine Gerade durch 0) ist auch ®(¢) eine Gerade durch 0, also liefert ® eine Abbildung f :
P* — P". Abbildungen dieser Form heiflen projektive Transformationen. Im weitesten
Sinn beschreibt projektive Geometrie gerade Eigenschaften von Teilmengen von P”, die
invariant unter projektiven Transformationen sind.

Wieder haben einzelne Punkte und Paare von Punkten keine solchen Eigenschaf-
ten. Fiir Tripel von Punkten gibt es nur die Unterscheidung zwischen “kollinear” und
“in allgemeiner Lage”, aber es gibt kein projektiv invariantes Teilverhéltnis. Erst vier
kollinearen Punkten kann man eine projektiv invariante Zahl zuordnen, nédmlich das
sogenannten Doppelverhdltnis, das die entscheidende projektive Invariante darstellt.

Wichtiger als die projektive Geometrie in diesem Sinn ist, dass man gewissen Po-
lynomen in sinnvoller Weise eine Nullstellenmenge in P zuordnen kann. Das Studium
dieser Nullstellenmengen ist die algebraische Geometrie, die ein grofies Teilgebiet der
Mathematik darstellt.

Quotientenrdume

In haben wir den Begriff komplementérer Teilriume kennen gelernt. Zu einem
Teilraum W in einem endlichdimensionalen K—Vektorraum V' gibt es im Allgemeinen
viele mogliche Komplemente. Der “Quotientenraum von V' nach W” repréasentiert in
gewissem Sinn alle diese Komplemente in einem Vektorraum, der in natiirlicher Wei-
se aus V und W konstruiert wird, allerdings ist das Resultat kein Teilraum von V.
Die Konstruktion stellt eines der Grundprinzipien der Algebra dar. Sie ist zwar formal
eigentlich einfach, macht aber erfahrungsgeméfl vielen AnfangerInnen Schwierigkeiten.

5.10. Der Begriff des Quotientenraumes. Betrachten wir als Beispiel die Ebene
W :=R? C R? =: V, also die Menge aller Punkte, deren letzte Koordinate Null ist. Aus
Proposition wissen wir, dass die komplementéren Teilrdume zu dieser Ebene genau
die Geraden durch Null sind, die diese Ebene nur im Nullpunkt schneiden, die also nicht
horizontal sind. Nun kénnen wir die Ebene natiirlich parallel verschieben und erhalten
(in der Terminologie von genau die affinen Teilrdume von V' mit modellierendem
Teilraum W. Jeder Teilraum von V', der komplementér zu W ist, schneidet jede dieser
parallel verschobenen Ebenen in genau einem Punkt. Die parallel verschobenen Ebenen
bestehen aber genau aus all jenen Punkten, fiir die die letzte Koordinate einen fixen Wert
hat. Sind F; und Es zwei solche Ebenen und z; € E; und x5 € E5 zwei beliebige Punkte,
dann hangt die letzte Koordinate von xy 4+ x5 bzw. die parallele Ebene durch diesen
Punkt nur von E; und E5 und nicht von der Wahl von z; und x5 ab. Genau so héangt
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fiir r € R die letzte Koordinate von rxz; bzw. die parallele Ebene durch diesen Punkt
nur von F; und r ab, und nicht von der Wahl von z;. Damit kann man auf der Menge
aller zu W parallelen Ebenen eine Addition und eine Skalarmultiplikation definieren,
die genau der Addition und Skalarmultiplikation auf einer beliebigen komplementéren
Gerade entspricht.

Ganz analog kann man den Quotientenraum allgemein definieren:

DEFINITION 5.10. Sei V' ein K-Vektorraum und W C V ein Teilraum.
(1) Fur v € V definiere die Nebenklasse von v beziglich W als

v+ W ={v+w:weW}CV.

(2) Die Menge V/W :={v+ W :v € V} aller Nebenklassen heiit der Quotient von
V nach W.

(3) Die kanonische Quotientenabbildung ist die Funktion 7 : V' — V/W, die jedem
Element von V' seine Nebenklasse zuordnet, also durch 7(v) := v + W definiert ist.

Nach Definition ist die Nebenklasse v + W gerade der affine Teilraum von V', den
man erhélt indem man W parallel durch v verschiebt.

SATZ 5.10. Set V' ein K—Vektorraum und W C V' ein Teilraum. Dann gilt:

(1) Fiir zwei Elemente vy,ve € V' gilt v14+W = vo+W genau dann, wenn vi—vy € W
gilt. Insbesondere sind zwei Nebenklassen entweder gleich oder disjunkt.

(2) Man kann den Quotienten V/W in natiirlicher Weise zu einem K—Vektorraum
machen. Diese Vektorraumstruktur ist dadurch charakterisiert, dass die kanonische Quo-
tientenabbildung m: V. — V /W eine lineare Abbildung ist.

(3) Ist V' endlichdimensional, dann ist auch V/W endlichdimensional und hat Di-
mension dim(V/W) = dim(V') — dim(W).

(4) Ein Teilraum W' C V st genau dann komplementdr zu W, wenn die Ein-
schrankung |y W' — V/W ein linearer Isomorphismus ist.

BEWEIS. (1) Ist v; —vy € W, dann ist vy = vy + (v1 — v2) € v+ W und damit auch
v+ W C v+ W. Da W ein Teilraum ist, folgt aber aus v; — vy € W auch vg —vy € W
und damit die umgekehrte Inklusion.

Umgekehrt zeigen wir, dass aus (v + W) N (ve + W) # () schon v; — vy € W folgt,
was den Beweise von (1) vervollstandigt. Ist v € (vy +W) N (v + W), dann gibt es nach
Definition Elemente wy,ws € W, sodass v; + w; = v = vy + ws gilt. Damit ist aber
v — vy = wy — wy und das liegt in W, weil W ein Teilraum ist.

(2) Wir definieren eine Addition auf V/W durch (v1+W)+ (v +W) := (v1+ve)+ W
und eine Skalarmultiplikation durch r(v+W) := (rv)+W. Wir behaupten, dass das nur
von den Nebenklassen und nicht von der Wahl von v uns vy abhéngt. Ist v;+W = v;+W
fiir i = 1,2, dann gilt 9, — v; € W und 0y — v € W nach Teil (1). Damit ist aber auch

(01 + 0g) — (v1 +vg) = (01 —v1) + (V2 —v2) €W,
also (01 + 0g) + W = (v1 + vy) + W. Analog ist ro; — rvy = (97 —v1) € W, also
(7’171) +W = (fr‘vl)+W.

Nun folgen die Vektorraumeigenschaften (V1)—(V8) aus fur V/W direkt aus
den entsprechenden Eigenschaften fiir V. Insbesondere ist das Nullelement in V/W
gerade die Nebenklasse 0 + W = W und —(v + W) = (—v) + W. Die Definitionen von
Addition und Skalarmultiplikation sind offensichtlich dquivalent dazu, dass 7(v; +vq) =
m(v1) + m(vy) und 7(rvy) = rw(vy) gelten, und das vervollstandigt den Beweis von (2).

(3) Fir v € V gilt v € Ker(m) genau dann, wenn v + W = 0 + W gilt, also nach
Teil (1) genau dann wenn v € W gilt. Damit ist Ker(7) = W und offensichtlich ist
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Im(7w) = V/W. Damit folgt das Resultat sofort aus dem Dimensionssatz fiir lineare
Abbildungen. Alternativ kann man auch eine Basis vy, . . ., vy fiir W wahlen und zu einer
Basis vy, ..., v, fiir V erweitern und dann direkt zeigen, dass die Vektoren vy, + W,
..., Uy + W eine Basis fiir V/W bilden. (Das ist eine gute Ubung.)

(4) Fiir jeden Teilraum W’ C W ist die Einschrankung 7|y : W' — V/W natiirlich
eine lineare Abbildung, also miissen wir nur zeigen, dass 7|y genau dann bijektiv ist,
wenn W’ ein Komplement zu W ist. Aus dem Beweis von (3) wissen wir, dass Ker(7) =
W gilt. Damit ist Ker(w|y/) = WNW’, also Injektivitit von 7 dquivalent zu WNW’' =
{0}. Ist das erfiillt, dann ist 7 genau dann surjektiv, wenn dim(W’) = dim(V/W) =
dim(V') — dim(W) gilt, was nach Proposition 4.9 den Beweis vervollstandigt. O

5.11. Die universelle Eigenschaft von Quotienten. Durch die kanonische Quo-
tientenabbildung 7 : V' — V/W kann man jeder linearen Abbildung ¢ : V/W — Z in
einen beliebigen K—Vektorraum Z die lineare Abbildung p o7 : V — Z zuordnen. Da
7 surjektiv ist, ist die Abbildung ¢ durch ¢ o 7w eindeutig bestimmt. Man kann also
lineare Abbildung von V/W nach Z als “spezielle lineare Abbildungen” von V' nach Z
betrachten. Welche linearen Abbildungen man in dieser Weise erhélt, kénnen wir nun
auch sofort verstehen:

PROPOSITION 5.11. Sei V' ein K-Vektorraum, W C V' ein Teilraum, V/W der
Quotient von V nach W und = : V. — V/W die kanonische Quotientenabbildung.
Weiters sei Z ein beliebiger Vektorraum tiber K.

(1) Fiir jede lineare Abbildung ¢ : V/W — Z ist W C Ker(p o).

(2) Ist f : V. — Z eine beliebige lineare Abbildung, sodass W C Ker(f) gilt, dann
gibt es eine eindeutige lineare Abbildung f : V/W — Z, sodass f = fom gilt.

BeEWwEIS. (1) Fir w € W gilt m(w) = 0, also auch ¢(m(w)) = 0, weil ¢ linear ist.

(2) Seien v, € V mit v+ W = o+ W. Dann gilt v — 0 € W nach Teil (1) von Satz
(.10l Da W C Ker(f) gilt, erhalten wir 0 = f(v—10) = f(v) — f(0), also ist f(v) = f(0).
Damit kénnen wir aber f: V/W — Z durch f(v+ W) := f(v) definieren. Aus dieser

Definition und der Linearitét von f folgt sofort, dass J linear ist, und offensichtlich gilt
f(v) = f(n(v)), also f = fom. O

Daraus erhalten wir sofort den sogenannten ersten Isomorphiesatz fiir Vektorrdume.
Sobald man die Definitionen verdaut hat, ist er eigentlich eine ziemlich banale Beob-
achtung.

KOROLLAR 5.11. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen K—Vektorrdumen.
Dann induziert f einen linearen Isomorphismus V/ Ker(f) = Im(f).

BeEwEIS. Nach der Proposition induziert f eine lineare Abbildung f : V/Ker(f) —
W, die f = for fiir die kanonische Quotientenabbildung 7 : V — V/ Ker(f) erfiillt. Das
bedeutet gerade, dass f(v+ W) = f(v) gilt, also ist Im(f) = Im(f). Andererseits zeigt
das auch, dass v+ W gKer(i) nur fiir f(v) =0, also v € Ker(f), alsov+W =0+ W

gilt. Damit ist aber f injektiv, definiert also einen linearen Isomorphismus V/ Ker(f) —
Im(f). O

Dualriaume und Dualitit

Auch hier handelt es sich um ein Thema, das formal eigentlich gar nicht so kompli-
ziert ist, aber wegen seiner (scheinbaren?) Abstraktheit vielen AnféngerInnen Schwie-
rigkeiten macht.
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5.12. Dualraum und duale Abbildung. Wir haben schon festgestellt, dass fiir
Vektorrdume V' und W iiber K auch die Menge L(V, W) aller linearen Abbildungen
von V' nach W mit den punktweisen Operationen ein Vektorraum iiber K ist. Nun kann
man versuchen, zu einem gegebenen Vektorraum V weitere Vektorrdume als Rdume von
linearen Abbildung von oder nach speziellen K—Vektorrdumen zu betrachten. Einfache
Kandidaten fiir solche speziellen Vektorrdume sind natiirlich {0} und K. Nun gibt es
aber weder interessante lineare Abbildungen {0} — V noch V' — {0} und man verifiziert
sofort, dass f — f(1) einen linearen Isomorphismus L(K, V) = V induziert. Bleibt nur
noch der Raum L(V,K) zu betrachten, der sehr interessant ist.

Im Fall des Vektorraumes K" kénnen wir lineare Abbildungen K" — K einfach
durch (1 x n)-Matrizen, also durch Zeilenvektoren der Lénge n beschreiben. In dieser
Sprache ist der Wert einer Abbildung y auf einem Spaltenvektor x dadurch gegeben,
dass man x als (n x 1)-Matrix interpretiert und das Matrizenprodukt yx bildet, dass
dann eine (1 x 1)-Matrix, also einfach ein Element von K ist.

Sei nun A € M,,,(K) eine Matrix. Dann kénnen wir A nicht nur als lineare Ab-
bildung K" — K™ interpretieren, die durch = — Ax gegeben ist, sondern auch fiir
einen Zeilenvektor y € M, ,,, der Léange m das Produkt yA € M, bilden. Die Matrix A
ordnet also nicht nur jedem Vektor in K" einen Vektor in K™ zu, sondern gleichzeitig
auch jeder linearen Abbildung K™ — K eine lineare Abbildung K” — K. Bezeichnen
wir mit f die lineare Abbildung f(z) = Az und mit f* die Abbildung f*(y) = yA, dann
impliziert die Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation sofort, dass y(Ax) = (yA)x al-
so (f*(y)(z) =y(f(x)) = (y o f)(x) gilt. Das macht aber fiir allgemeine Vektorraume
Sinn.

Erinnern wir uns auch noch daran, dass man fiir endlichdimensionales V' und eine
Basis {v1,...,v,} fiir V, lineare Abbildungen von V nach K leicht beschreiben kann:
Nach Proposition [£.2]ist jede lineare Abbildung ¢ : V' — K eindeutig durch die Elemente
o(v1), ..., 0(v,) € K bestimmt, und nach Satz gibt es fiir jede Wahl dieser Element
auch tatséchlich eine lineare Abbildung ¢.

DEFINITION 5.12. (1) Ein lineares Funktional auf einem K-Vektorraum V' ist eine
lineare Abbildung ¢ : V — K.

(2) Der Vektorraum L(V,K) aller linearen Funktionale auf V' wird der Dualraum
von V genannt und mit V* bezeichnet.

(3) Fiir zwei K—Vektorrdume V und W und eine lineare Abbildung f : V. — W
definiert man die duale Abbildung f* : W* — V* durch f*(¢) := o f. Das macht Sinn,
weil f*(p) als Komposition linearer Abbildungen selbst linear ist.

(4) Sei V' endlichdimensional und B eine geordnete Basis von V, die aus den Ele-

menten vy, ..., v, besteht. Dann ist die duale Basis B* zu B die geordnete Teilmenge
von V*, die aus den Funktionalen ¢4, ..., ¢, besteht, die charakterisiert sind durch
1 1=
i\Uj) = . .
90 ( ]) {0 i # j

(5) Fiir eine Matrix A = (a;;) € M, ,(K) ist die transponierte Matriz A* = (by;) €
M, »(K) gegeben durch b;; = aj;. Die Matrix A* entsteht also aus A durch “Vertauschen
von Zeilen und Spalten” bzw. durch “Spiegeln an der Hauptdiagonale”.

SATZ 5.12. Seien U, V und W Vektorrdiume, f :V — W und g : U — V lineare
Abbildungen. Dann gilt:

(1) Die duale Abbildung f*: W* — V* ist ebenfalls linear.

(2) Es qilt (fog)*=g* o f*:W*— U*.
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(3) Ist V' endlichdimensional, und B eine Basis fir V', dann ist die duale Basis B*
eine Basis fiir V*. Insbesondere ist auch V* endlichdimensional und dim(V*) = dim(V').
(4) Seien V und W endlichdimensional, B eine Basis fir V und C eine Basis fiir

W mit dualen Basen B* und C*. Dann ist die Matrixdarstellung von f* beziiglich der
dualen Basen gegeben durch [f*]5. = ([f]5)!.

BEWEIS. (1) Nach Definition ist die Vektorraumstruktur auf W* = L(W,K) durch
die punktweisen Operationen gegeben, d.h. fiir ¢1,p00 € W* r € K und w € W gilt
(1 + ©2)(w) = p1(w) + pa(w) und (re)(w) = re(w). Wiederum nach Definition ist
f* (i) : V= K gegeben durch (f*(y;))(v) = ¢;(f(v)) fiir i = 1,2. Damit ist aber

(f*(p1) + [ (p2))(v) = (f* (1)) () + (f(02))(v) = e1(f(v)) + ([ (v))
= (1 +92)(f(v)) = (f" (o1 + ©2))(v),
also f*(p1) + f*(p2) = [*(¢1 + ¢2). Analog ist
(f*(re1))(v) = (re)(f(v) = r(e1(f(v))) = r((f*(e1))(v) = (r(f* (1)) (v),
also f*(rp1) =r(f*(¢1)), also ist f* linear.

e(f(g(u))) ab.

(3) Nach Satz ist dim(V*) = dim(V)dim(K) = dim(V). Nach Korollar
geniigt es daher zu zeigen, dass die Elemente ¢; der dualen Basis linear unabhéngig
sind. Sind aber rq,...,r, € K so, dass ri¢; + --- + rpp, = 0 gilt, dann gilt fiir die
Elemente v; von B natiirlich

0= (rigr+ - +7rpn) (Vi) = r101(0:) + - + Topn(vi) = 13

(4) Auch das ist ziemlich einfach, wenn man die Definitionen verdaut hat. Seien v;,
wj, ¢r und 1, die Elemente von B, C, B* und C*. Entwickelt man ein Element v € V' als
v = ajv;+- - -+a,v,, dann gilt nach Definition ¢;(v) = a1¢;(v1)+- - -+an,pi(v,) = a;. Das
zeigt aber gerade, dass der Koordinatenvektor [v]s gegeben ist durch (¢1(v),. .., pn(v)).

Ganz analog kann man ¢ € V* als bypy + - - - + by, entwickeln und erhélt p(v;) =
bip1(v;) + -+ + bppn(v) = b;. Damit ist aber [p]g = (©(v1), ..., ©(v,)).

Ist nun [f]5 = A = (ay;), dann ist der j—te Spaltenvektor von A gerade [f(v;)]c,
also a;; = ;(f(v;)). Analog ist fiir [f*]. = B = (b;;) der j-—te Spaltenvektor gerade

[f* ()], also
bij = (f* () (vi) = ¥;(f (i) = aji.
O

Die Resultate iiber den Zusammenhang zwischen der dualen Basis und Koordina-
tenvektoren bzw. Matrixdarstellungen von linearen Abbildungen aus dem Beweis von
Teil (4) sind natiirlich auch allgemeiner niitzlich. Die Symmetrie zwischen Raum und
Dualraum, die in diesem Beweisteil erkennbar wird, ist ein erster Hinweis auf das Dua-
litatsprinzip.

5.13. Annihilatoren und Dualitidt. Grundlage fiir die Dualitét ist ein Zusam-
menhang zwischen Teilrdumen eines Vektorraumes V' und seines Dualraumes V*. Um
das effizient nutzen zu konnen ist es notwendig, auch den Dualraum des Dualraumes zu
beachten. Daher werden wir als ersten Schritt zeigen, das wir den sogenannten Bidual-
raum (V*)* im Fall endlichdimensionaler Vektorrdume mit dem urspriinglichen Raum
V' identifizieren koénnen.
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LEMMA 5.13. Sei V' ein K—Vektorraum. Dann definiert man fir jedes Element
v € V eine Funktion i(v) : V* — K durch i(v)(¢) = @(v). Das liefert eine lineare
Abbildung i = iy : V. — (V*)* die fir jeden endlichdimensionalen Vektorraum V' ein
linearer Isomorphismus 1st.

Ist W ein weiterer K—Vektorraum mit Dualraum W* und Bidualraum (W*)* und
f:V = W eine lineare Abbildung mit dualer Abbildung f* : W* — V*, dann gilt fiir
(f5)* - (V*)* — (W*)* die Gleichung (f*)* oiy = iw o f. Im Fall endlichdimensionaler
Rdaume kann man also (f*)* mit f identifizieren.

BEwEIs. Nach Definition gilt 7(v)(0) = 0 und

i(0)(rer +¢2) = (re1 + 2) (V) = 1¢1(v) + 2(v) = ri(v)(e1) +i(v) (2),
also ist i(v) linear. Auflerdem ist ¢(0) = 0 und

i(rvg+o2)(p) = @rvi+vz) = ro(vr) +@(v2) = ri(v) (@) +i(v2)(0) = (ri(vr)+i(v2))(@),
also ist 7 : V' — (V*)* linear. Ist v # 0 ein beliebiger Vektor in V, dann ist {v} C V
linear unabhéngig, kann also zu einer Basis fiir V' erweitert werden. Das erste Element
¢ der dualen Basis erfiillt dann i(v)(¢) = @(v) = 1, also ist i(v) # 0 und damit i
injektiv. Fiir endlichdimensionales V' gilt dim(V') = dim((V*)*) nach Satz also ist
1 ein linearer Isomorphismus.

Fiir a € (V*)* ist nach Definition (f*)*(a) = a o f*, also (f*)*(«a)(¢0) = a(f*(¢))
fir alle ¢ € W*. Ist aber a = iy (v), dann ist

a(f () = (f* () (v) = ¢(f(v)) = iw(f(v))(¥),
also folgt auch die letzte Behauptung. U

Die grundlegende Verbindung zwischen Teilmengen (und insbesondere Teilrdumen)
von V und V* erhalten wir nun wie folgt:

DEFINITION 5.13. Sei V' ein K—Vektorraum mit Dualraum V*. Fiir eine Teilmenge
A C V definieren wir den Annihilator A° :={p € V*: p(a) =0 Va € A}

Im Fall eines endlichdimensionalen K—Vektorraumes V' kénnen wir nach dem Lemma
den Dualraum von V* wieder mit V' identifizieren. Somit kénnen wir fiir eine Teilmenge
B C V* den Annihilator B als Teilmenge von V betrachten. Insbesondere kénnen wir
also fiir eine Teilmenge A C V den Annihilator (A°)° wieder als Teilmenge von V' be-
trachten. Damit konnen wir die grundlegenden Eigenschaften der Annihilatorabbildung
beweisen:

SATZ 5.13. Sei V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum mit Dualraum V*.

(1) Fir jede Teilmenge A C V st der Annihilator A° C V* ein Teilraum. Ist
Ay C Ay, dann ist A} D A3.

(2) Fiir eine Teilmenge A C V mit linearer Hiille (A) C V ist A° = ((A))°. Identi-
fiziert man den Bidualraum (V*)* mit V', so gilt (A°)° = (A).

(3) Fir einen Teilraum W C V ist W° = (V/W)*. Insbesondere ist dim(W°) =
dim(V) — dim(W).

(4) Fiir Teilraume Wi, Wy C V' gilt

(Wl ﬂ WQ)O — Wlo + WZO
(W1 +Wo)? =Wy nWwy

(5) Ist Z ein weiterer, endlichdimensionaler K—Vektorraum und f 'V — Z eine
lineare Abbildung mit dualer Abbildung f* : Z* — V* dann gilt Im(f*) = Ker(f)°,

Ker(f*) = Im(f)* und rg(f*) = rg(f).
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BEWEIS. Fiir eine beliebige Teilmenge A C V und das Nullfunktional 0 € V* gilt
natiirlich 0 € A°. Sind ¢y, p2 € A° und r € K, dann gilt fiir a € A natiirlich

(re1 + @2)(a) = rer(a) + paa) =0,
also 1y + o € A°, also ist A° immer ein Teilraum. Ist A; C Ay und ¢ € A3, dann gilt
nach Definition ¢(a) = 0 fiir alle a € A, also insbesondere auch fiir alle a € A;. Damit
ist p € A}, also A5 C A und das vervollstandigt den Beweis von (1).

Ist f:V — Z linear, dann gilt nach Definition der dualen Abbildung f*(p) = ¢ o f
fiir € Z*. Damit ist aber f*(p) = 0 dquivalent zu ¢(f(v)) = 0 fiir alle v € V, also zu
@(z) = 0 fiir alle z € Im(f) C Z. Damit erhalten wir Ker(f*) = Im(f)°. Andererseits
gilt fiir v € Ker(f) natiirlich f*(¢)(v) = ¢(f(v)) = 0 also liegt f*(¢) im Annihilator
von Ker(f). Somit erhalten wir auch Im(f*) C Ker(f)°.

Betrachten wir insbesondere einen Teilraum W C V und die natiirliche Surjektion
m:V — V/W, dann ist die duale Abbildung eine lineare Abbildung 7* : (V/W)* — V*,
Da 7 surjektiv ist, folgt aus pom = 0 natiirlich ¢ = 0, also ist 7* injektiv. Da Ker(7) = W
gilt, folgt von oben, dass Im(7*) C W* gilt, also ist 7* eine injektive lineare Abbildung
(V/W)* — We C V*. Ist aber ¢ : V' — K ein lineares Funktional, das in W° liegt,
dann gilt W C Ker(¢). Damit gibt es nach Proposition eine lineare Abbildung
Y V/W = K, sodass ¢ = ¢ o = 7*(¢). Also ist 7* : (V/W)* — W* surjektiv, und
somit ein linearer Isomorphismus, und (3) folgt.

Kehren wir zu einer allgemeinen linearen Abbildung f : V' — Z mit dualer Abbil-
dung f*: Z* — V* zuriick, fiir die wir Ker(f*) = Im(f)° und Im(f*) C Ker(f)°® bereits
bewiesen haben. Nun wissen wir aber aus (3), dass

dim(Ker(f)°) = dim(V) — dim(Ker(f)) = dim(Im(f))

gilt, wobei die zeite Gleichheit des Dimensionssatz benutzt. Nochmals nach (3) ist
dim(Ker(f*)) = dim(Im(f)°) = dim(Z) — dim(Im(f)), und wir erhalten dim(Im(f*)) =
dim(Z) — dim(Ker(f*)) = dim(Im(f)). Damit folgt aber dim(Ker(f)°) = dim(Im(f*))
und damit Im(f*) = Ker(f)°, was den Beweis von (5) vervollstandigt.

(2) Aus Teil (1) und A C (A) erhalten wir sofort (A)° C A°. Nun gibt es fiir ein
Element v € (A) aber nach Proposition endlich viele Elemente a; € A und r; € K,
sodass v = ), 1a; gilt. Fiir ¢ € A° folgt dann aber ¢(v) = . rip(a;) = 0. Damit gilt
A° C (A)°, also stimmen die beiden Teilrdume iiberein. In der Identifikation von V' mit
(V*)* bildet das Element v € V' ein Funktional ¢ € V* auf ¢(v) € K ab. Damit zeigt
die letzte Beobachtung aber auch, dass (A) C (A°)° gilt. Nun ist aber (A°)° = ((A4)°)°
ein Teilraum, dessen Dimension nach Teil (3) gleich

dim(V*) — dim((A)°) = dim(V"*) — (dim(V') — dim((A))) = dim((A))
ist, was sofort die Behauptung impliziert.

(4) Aus der Definition des Annihilators folgt sofort, dass Wp N Wy = (W; U Wy)°
gilt. Nach (1) ist aber (W; U Ws)° = (W; U W5)° und nach Definition ist das Erzeugnis
W1 4+ W5, Somit erhalten wir die zweite der behaupteten Gleichungen.

Wenden wir das auf die Teilrdume Wy, Wy C V* an und identifizieren wir den Bi-
dualraum mit V', dann erhalten wir nach (2) sofort (W7 +Ws)° = Wi NW,. Daraus folgt
die erste behauptete Gleichung sofort durch Bilden des Annihilators unter Verwendung
von (2). O

Wir konnen die Abbildung W — W*® sowohl als Abbildung von der Menge der
Teilrdume von V in die Menge der Teilrdume des Dualraumes V* betrachten, als auch
als Abbildung in die umgekehrte Richtung. Ist n = dim(V') = dim(V*), dann werden
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jeweils k—dimensionale Teilrdume auf Teilrdume der komplementédren Dimension n — k
abgebildet. Nach Teil (2) des Satzes gilt insbesondere (W°)° = W fiir jeden Teilraum
W. Das bedeutet aber gerade, dass die beiden Abbildungen W +— W° invers zueinander
sind. Insbesondere ist W +— W° eine Bijektion zwischen der Menge der k—dimensionalen
Teilrdume von V' und der Menge der (n — k)—dimensionalen Teilrdiume von V* und
umgekehrt. Insbesondere hat also ein n—dimensionaler Vektorraum “gleich viele” k-
dimensionale wie (n — k)-dimensionale Teilrdume.

5.14. Der Zeilenrang. In konnten wir den Rang einer Matrix A € M,, ,(K)
schon in Termen der Spaltenvektoren von A interpretieren. Nach Definition ist der
Rang von A ja die Dimension des Bildes der linearen Abbildung f : K" — K™, die
durch f(x) = Ax gegeben ist. Da die Spaltenvektoren von A ein Erzeugendensystem
fiir Im(f) bilden, enthalten sie eine Basis fiir Im(f). Damit folgt sofort, dass der Rang
von A genau die maximale Anzahl von Elementen einer linear unabhéngigen Menge von
Spaltenvektoren von A ist, siche Proposition Natiirlich macht ein analoger Begriff
auch in Termen der Zeilenvektoren von A Sinn.

DEFINITION 5.14. Man sagt, eine Matrix A € M,, ,,(K) hat Zeilenrang r, wenn es
r Zeilenvektoren von A gibt, die lineare unabhéingig sind, aber je r 4+ 1 Zeilenvektoren
von A linear abhéngig sind.

Will man den Unterschied zum Zeilenrang herausstreichen, dann wird der iibliche
Rang von A manchmal auch als Spaltenrang bezeichnet. Da beim Transponieren einer
Matrix die Rollen von Zeilen und Spalten vertauscht werden, folgt sofort, dass der
Zeilenrang einer Matrix A genau der Rang der transponierten Matrix A ist. Wir haben
bereits in unseren einleitenden Uberlegungen in Kapitel 1 beobachtet, dass Existenz
von Losungen eines linearen Gleichungssystems nicht nur in Termen der Spalten der
entsprechenden Matrix sondern auch in Termen ihrer Zeilen schon interpretiert werden
kann. Die Interpretation in Termen der Spalten ist wegen des Zusammenhangs mit
dem Bild der Abbildung x — Az konzeptuell einsichtig. Jetzt konnen wir auch die
Interpretation in Termen der Zeilen konzeptuell gut verstehen.

KOROLLAR 5.14 (zu Satz [5.13)). Fir eine Matriz A € M,, ,(K) der Zeilenrang mit
dem Spaltenrang iiberein, also gilt rg(A) = rg(A").

BEWEIS. Nach Teil (4) von Satz[5.12] kann man A und A" als Matrixdarstellungen
dualer Abbildungen interpretieren. Wir haben aber in Teil (5) von Satz [5.13] gesehen,
dass duale Abbildungen den gleichen Rang haben. |



KAPITEL 6

Determinanten

In Kapitel [4] haben wir gesehen, wie man lineare Abbildungen zwischen zwei K-
Vektorrdumen durch Matrizen beschreiben kann. Dazu muss man Basen fiir die beiden
Raume wihlen und die Abhéngigkeit der Matrixdarstellung von diesen Wahlen motiviert
den Begriff der Ahnlichkeit von Matrizen. Mit den Sitzen iiber Ahnlichkeit in Kapitel
insbesondere mit Satz haben wir solche Abbildungen mehr oder minder vollsténdig
verstanden.

Die Situation dndert sich aber, wenn man lineare Abbildungen von einem K-Vek-
torraum V' auf sich selbst studiert. In diesem Fall wird man némlich nur Matrixdar-
stellungen beziiglich einer Basis von V' betrachten und nicht solche beziiglich zweier
verschiedener Basen von V. Damit muss der Begriff von Ahnlichkeit gesindert werden
und es wird schwieriger “schone” Matrixdarstellungen fiir eine gegebene lineare Abbil-
dung zu finden.

Ein zentrales Werkzeug zum Versténdnis linearer Abbildungen von einem Vektor-
raum auf sich selbst ist die Determinante, die wir in diesem Kapitel studieren wer-
den. Im Hinblick auf spatere Anwendungen werden wir die Theorie der Determinante
in einem etwas allgemeineren Rahmen enwickeln, ndmlich fiir kommutative Ringe mit
Einselement. Das bereitet kaum zusétliche Schwierigkeiten, man erhélt aber einerseits
Resultate iiber lineare Gleichungssyteme iiber kommutativen Ringen mit Einselement,
also zum Beispiel {iber die Frage ganzzahliger Losungen von linearen Gleichungssyste-
men mit ganzzahligen Koeffizienten. Andererseits wird es spater wichtig sein, Resultate
iiber Determinanten auf Polynomringe anwenden zu kénnen.

6.1. Ahnlichkeit fiir quadratische Matrizen. Erinneren wir uns zunichst an
den Begriff von Ahnlichkeit aus Kapitel . Seien V' und W endlichdimensionale Vek-
torrdume iiber einem Korper K und sei f : V' — W eine lineare Abbildung. Wihlt man
eine Basis B = {vy,...,v,} fir V, dann kann man jedem Vektor v € V| den Koordina-
tenvektor [v]g € K" beziiglich B zuordnen. Ist v = a;v; +- - - +a,v, die (eindeutige) Dar-
stellung von v als Linearkombination der Elemente von B, dann ist [v]g = (a1, ..., a,).
Wéhlt man nun noch eine Basis C = {wy, ..., w,,} fiir W, dann kann man f durch die
Matrixdarstellung [f]5 € M,, ,(K) beschreiben, die durch [f(v)]c = [f]E[v]s charakteri-
siert ist.

Es ist auch leicht zu beschreiben, wie die Matrixdarstellungen beziiglich verschie-
dener Basen zusammenhédngen. Ist B eine weitere Basis fiir V, dann kann man die
Matrizen zum Basiswechsel bilden, die man in der Notation von oben als [id]g bzw

[id)8 = ([id]g)_l schreiben kann. Analog gibt es zu einer weiteren Basis C fiir W die
entsprechenden Basiswechselmatrizen, und es gilt

15 = [dlS[ A1) = [id]S[F1E ([d]E) .

(Wir werden in Kiirze sehen, warum die zweite Schreibweise die natiirlichere ist.) Schlief3-
lich ist noch wichtig zu bemerken, dass fiir eine gegebene Basis B fiir V' jede invertierbare
n X n—Matrix als [id]g fiir eine geeignete Basis B von V' geschrieben werden kann.

79
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Damit sieht man, dass fiir eine gegeben Matrixdarstellung A € M,, ,(K) einer linea-
ren Abbildung f, die Matrixdarstellungen von f beziiglich beliebiger Basen genau die
Matrizen der Form SAT ! fiir invertierbare Matrizen S € M,,(K) und T' € M, (K) sind.
Entsprechend nennt man zwei rechteckige Matrizen A, B € M,, ,,(K) dhnlich, wenn es
invertierbare Matrizen S und 7' wie oben gibt, sodass B = SAT ! gilt, siehe Das
zeigt, wie man lineare Abbildungen iiber ihre Matrixdarstellungen studieren kann. Jede
Eigenschaft einer Matrix, die sich automatisch auf alle dhnlichen Matrizen iibertrigt
kann man als Eigenschaft von linearen Abbildungen betrachten. Diese Eigenschaft kann
man dann einfach fiir eine beliebige Matrixdarstellung von f iiberpriifen.

Andererseits kann man natiirlich fragen, wie eine moglist einfache Matrixdarstellung
fiir eine gegeben lineare Abbildung f aussieht. Wir wissen aus Abschnitt dass Ahn-
lichkeit von Matrizen eine Aquivalenzrelation ist und die suche nach einer méglich ein-
fachen Matrixdarstellung bedeutet, dass man in jeder Aquivalenzklasse einen moglichst
einfachen Reprisentanten angeben mochte.

Tatsdchlich haben wir beide Probleme in Satz vollsténdig gelost. Einerseits
sind zwei Matrizen genau dann dhnlich, wenn sie den gleichen Rang haben. Somit ist
der Rang die einzige wesentliche Invariante einer linearen Abbildung zwischen zwei
verschiedenen endlichdimensionalen Vektorraumen. Andererseits kann man leicht einen
einfachen Repréasentanten fiir die Matrizen mit Rang r angeben, zum Beispiel die Matrix
J, = (a;;) fiir die a3 = ag = -+ = a,» = 1 gilt, wihrend alle anderen Eintragungen
Null sind.

Betrachten wir als néichstes den Fall einer lineare Abbildungen f : V' — V| also von
einem Vektorraum auf sich selbst. Dann koénnen Matrixdarstellungen beziiglich einer
Basis von von V einschrinken, anstatt zwei verschiedene Basen fiir V' zu verwenden.
Fiir eine Basis B = {vi,...,v,} von V schreiben wir ab sofort [f]s statt [f]5, und
sofern nicht explizit anderes gesagt wird, werden wir uns ab sofort nur noch fiir solche
Matrixdarstellungen interessieren.

Von oben kénnen wir sofort ablesen, wie sich diese Matrixdarstellung dndert, wenn
wir statt B eine andere Basis B fiir V betrachten. Ist T := [id]g die invertierbare Matrix
des Basiswechsels, dann gilt

[fls =TT

Im Gegensatz zu vorher muss man also von links mit einer beliebigen invertierbaren
Matrix und von rechts mit ihrer Inversen multiplizieren und nicht mit zwei beliebigen
invertierbaren Matrizen. Entsprechend adaptiert man den Begriff von Ahnlichkeit fiir
quadratische Matrizen:

DEFINITION 6.1. Sei K ein Kérper und n € N. Zwei quadratische Matrizen A, B €
M, (K) heiBen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix T € M,,(K) gibt, sodass B =
TAT—! gilt. In diesem Fall schreibt man A ~ B.

Sofern nicht explizit anderes gesagt wird, werden wir ab sofort nur noch diesen
Begriff von Ahnlichkeit und nicht den “alten” Begriff, der auch fiir rechteckige Matrizen
Sinn macht, verwenden.

Die grundlegenden Eigenschaften folgen nun sofort aus bereits bekannten Resultaten
bzw. werden ganz analog zu diesen bewiesen:

PROPOSITION 6.1. (1) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iber K, f : V —
V' eine lineare Abbildung, und A € M, (K) eine Matrizdarstellung fir f, d.h. A = [f]s
fiir eine Basis B von V.
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Dann ist eine Matriz B € M,(K) genau dann eine Matrizdarstellung von f, wenn
sie ahnlich zu A im Sinne von Definition 6. 1] ist.

(2) Ahnlichkeit quadratischer Matrizen ist eine Aquivalenzrelation. Ahnliche Ma-
trizen haben den gleichen Rang, es gibt aber Matrizen mit gleichem Rang, die nicht
zueinander dhnlich sind.

BewEs. (1) folgt sofort aus den obigen Uberlegungen und Lemma [4.18] und den
Anfang von (2) beweist man véllig analog zu Bemerkung (2). Die Details aus-
zufithren ist eine gute Ubung. Dass dhnliche Matrizen gleichen Rang haben folgt aus
Satz .18 Umgekehrt betrachten wir K = R und fiir ¢ € R die Matrix tl,,, wobei
I, die Einheitsmatrix bezeichnet. Ist T € M, (R) invertierbar, dann ist T'(¢tI,)T ! =
tTT,T~' = tTT~! = tI,,. Somit sind fiir ¢ # s die Matrizen tI,, und sI, nicht #hnlich,
obwohl sie fiir t, s # 0 beide Rang n haben. O]

BEMERKUNG 6.1. (1) Analog zu den Uberlegungen von oben kénnen wir nun li-
neare Abbildungen f : V — V {iber ihre Matrixdarstellungen studieren. Man kann
einfach jede Eigenschaft quadratischer Matrizen, die sich automatisch auf ahnliche Ma-
trizen iibertrigt, als Eigenschaft von linearen Abbildungen auffassen. Umgekehrt kann
man versuchen in jeder Aquivalenzklasse dhnlicher Matrizen einen moglichst einfachen
Repréasentanten zu finden, eine sogenannte Normalform. Diese stellt dann eine ausge-
zeichnete “einfache” Matrixdarstellung fiir eine Klasse von linearen Abbildungen dar.
Wie schon bemerkt, sind diese Fragen hier wesentlich interessanter und schwieriger als
im Fall von Abbildungen zwischen verschiedenen Vektorrdumen und sie werden uns auf
lingere Zeit beschéftigen.

(2) In den Kapiteln |3 und |4 haben elementare Zeilenoperationen eine zentrale Rolle
gespielt, insbesondere beim Studium linearer Gleichungssysteme. Dabei war es wichtig,
dass jede Folge elementarer Zeilenoperationen durch Multiplikation von links mit einer
invertierbaren Matrix dargestellt werden kann. Damit fithrt jede Folge elementarer Zei-
lenoperationen von einer Matrix A zu einer Matrix, die im “alten” Sinn dhnlich zu A
ist. Das gilt aber fiir den neuen Begriff von Ahnlichkeit aus Definition nicht! Daher
werden elementare Zeilenoperationen ab nun keine so grofie Rolle mehr spielen.

6.2. Kommutative Ringe mit Einselement. Wie schon erwidhnt wird es aus
technischen Griinden giinstig sein, die Resultate iiber Determinanten in einem allgemei-
neren Rahmen zu entwickeln als fiir quadratische Matrizen iiber Kérpern. Dazu werden
wir hier kurz die Grundlagen besprechen, wobei der begriffliche Schwerpunkt im Bereich
der linearen Gleichungssysteme liegt, wo die Verallgemeinerung unproblematisch ist. Es
gibe auch Analoga der Begriffe des Vektorraumes und der linearen Abbildung in diesem
Setting (sogenannte Moduln und Modulhomomorphismen), diese werden aber fiir unse-
re Zwecke nicht notwendig sein. Der Begriff des kommutativen Rings mit Einselement
ist schon aus der EMA bekannt:

DEFINITION 6.2. (1) Ein kommutativer Ring mit Einselement ist eine Menge R
zusammen mit zwei Operationen + : R Xx R — R und - : R x R — R, die beide
assoziativ und kommutativ sind und neutrale Elemente besitzen (die wir mit 0 und
1 bezeichnen). Weiters verlangt man, dass jedes Element von R ein additiv inverses
Element besitzt, und dass das Distributivgesetz a - (b+¢) = a - b+ a - ¢ erfiillt ist.

(2) Ein Ringhomomorphismus zwischen zwei kommutativen Ringen (R, +,-) und
(S,+, ) mit Einselement ist eine Funktion ¢ : R — S, die p(a + b) = ¢(a) + ¢(b) und
w(a-b) = p(a) - (b) fiir alle a,b € R, sowie ¢(1) =1 erfiillt.
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Ein kommutativer Ring erfiillt also alle K&peraxiome aus mit Ausnahme von
(K8), das die Existenz multiplikativ inverser Elemente verlangt. Fiir eine Ringhomo-
morphismus ¢ gilt automatisch ¢(0) = 0 und p(—a) = —p(a) fir alle a € R, aber
(1) = 1 folgt nicht aus den anderen Eigenschaften. Wie schon im Fall von Kérperen
werden wir das Symbol fiir die Multiplikation oft einfach weglassen.

Ist (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Einselement, dann kénnen wir natiirlich die
Menge R™ aller Spaltenvektoren mit n Eintragungen aus R bilden. Dann definiert man
+:R'XR"— R"und - : RXR"™ — R" komponentenweise wie fiir Kérper, und natiirlich
erfiillen diese Operationen die Eigenschaften (V1)-(V8) aus Wie fiir Kérper werden
wir auch hier das Symbol fiir die Skalarmultiplikation oft weglassen. Wie fiir Kérper
definiert man den Begriff einer linearen Abbildung f : R" — R™, als Funktion, die mit
beiden Operationen vertréglich ist, und es folgt leicht, dass eine Abbildung f : R" — R
genau dann linear ist, wenn sie die Form f(vy,...,v,) = ajv; + - - - + a,v, fir Elemente
ai,...,a, € R hat (man hat ja wieder die Einheitsvektoren e¢; € R™).

Es macht auch kein Problem, die Menge M,, ,,(R) are (m x n)-Matrizen mit Eintra-
gungen aus R zu bilden und diese mit R™" zu identifizieren. Einer Matrix A € M,, ,(R)
kann man dann wieder die Funktion f : R* — R™, f(v) = Av zuzuordnen, wobei die
Wirkung einer Matrix auf einen Spaltenvektor genau wie fiir Kérper definiert ist. Wie im
Fall von Korpern sieht man, dass dies alle linearen Abbildungen R" — R™ liefert. Auch
die Matrizenmultiplikation iibertragt sich problemlos auf Matrizen mit Eintragungen
aus R. Da R ein Einselement besitzt, gibt es auch hier die Einheitsmatrix I,, € M, (R).
Damit macht auch die Definition einer invertierbaren Matrix mit Eintragungen in R kei-
ne Probleme. Schlieflich iibertrégt sich noch der Begriff des linearen Gleichungssystems
iiber eine Matrix und einen Spaltenvektor problemlos in das Setting eines kommutativen
Rings mit Einselement.

Vorsicht: Dass sich die Begriffe so problemlos in das allgemeinere Setting iibertra-
gen lassen, bedeutet natiirlich nicht, dass auch die Resultate, die wir bewiesen haben, in
diesem allgemeineren Setting gelten. Die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme zu cha-
rakterisieren ist iiber kommutativen Ringen mit Einselement viel schwieriger als iiber
Kopern. Es ist eher iiberraschend, dass man mit Hilfe der Determinante zumindest in
Spezialfillen relative starke Resultate im Setting von kommutativen Ringen mit Eins-
element beweisen kann.

BEISPIEL 6.2. (1) Schon aus der EMA ist bekannt, dass Z mit den iiblichen Ope-
rationen ein kommutativer Ring mit Einselement ist. In diesem Beispiel ist die Relvanz
von Fragen wie Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen unmittelbar einsichtig, man
fragt nach Existenz von ganzzahligen Losungen zu Gleichungssystemen mit ganzzahli-
gen Koeflizienten.

(2) Auch das zweite Beispiel kennen wir bereits, namlich die Menge K|x] aller Poly-
nome in einer Variablen x mit Koeffizienten in einem Korper K. In Abschnitt haben
wir K[z] zu einem K-Vektorraum gemacht, insbesondere macht die dort definierte Ad-
dition K|[z] zu einer kommutativen Gruppe. Die Multiplikation von Polynomen haben
wir in definiert und festgestellt, dass sie assoziativ, kommutativ und distributiv
beziiglich der Addition ist. Da wir auch gezeigt haben, dass das konstante Polynom
1 ein multiplikativ neutrales Element ist, ist (K[z], +,-) ein kommutativer Ring mit
Einselement.

Die Resultate aus [2.6] und liefern uns auch ein wichtiges Beispiel fiir einen
Homomorphismus zwischen zwei kommutativen Ringen mit Einselement. In haben
wir festgestellet, dass jedes Polynom p € K]z| eine zugehorige Polynomfunktion K — K
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definiert, indem man fiir die Variable x Elemente von K einsetzt. Betrachten wir nur ein
fixes Element A € K und die Funktion ¢ : K[z] — K, die gegeben ist durch ¢(p) := p(A).
Nach Proposition ist diese Abbildung mit den Additionen vertrdglich und nach
Proposition mit den Multiplikationen. Fiir das konstante Polynom 1 ist natiirlich
1(A) = 1 fiir jedes A, also ist ¢ ein Homomorphismus von kommutativen Ringen mit
Einselement.

Ein Aspekt den wir bisher noch nicht besprochen haben, muss hier noch erwahnt
werden. Ist ¢ : R — S ein Homomorphismus zwischen zwei kommutativen Ringen mit
Einselement, dann kann man ¢ natiirlich komponentenweise Anwenden um ¢ : R¥ — S¥
fir jedes k und ¢ : M, ,(R) = M,,,(5) fiir beliebiges m und n zu definieren. Fiir
v = (v1,...,0v,) € R" ist also p(v) = (p(v1),...,¢(v,)) € S™ und fiir eine Matrix
A = (a;j) € Mpyn(R)ist 9(A) = (¢(ai;)) € My, n(S). Diese Operationen sind in schoner
Weise mit der Wirkung von Matrizen auf Vektoren und mit der Matrizenmultiplikation
vertraglich.

PROPOSITION 6.2. Sei p : R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen
mit Finselement. Dann erfiillen die induzierten Funktionen

P(Av) = p(A)p(v)  P(AB) = ¢(A)p(B).

BeEwEIS. Nach Definition ist die ite Komponente von Av durch ; @ijv; gegeben,
also hat $(Av) als ite Komponente (3 a;;0;). Da ¢ als Ringhomomorphismus sowohl
mit der Addition als auch mit der Multiplikation in R vertriglich ist, ist ¢(3_; a;;v;) =
> ¢laij)p(v;). Nun ist aber ¢(a;;) genau die (i, j)-Komponente von p(A) und ¢(v;)
die jte Komponente von ¢(v). Das beweist die erste Gleichheit, die Vertréglichkeit mit
der Matrizenmultiplikation folgt vollig analog. 0J

Existenz der Determinante

Der erste Schritt zum Verstédndnis quadratischer Matrizen ist der Begriff der De-
terminante einer Matrix. Um den allgemeinen Begriff zu motivieren besprechen wir
zunéchst den Fall der Determinante von 2 x 2-Matrizen. In diesem Fall ist der Be-
griff schon aus der Schule bekannt und man kann alle wesentlichen Eigenschaften ganz
einfach nachrechnen.

6.3. Die Determinante von 2 x 2-Matrizen. Sei R ein kommutativer Ring
mit Einselement Ms(R) die Menge der 2 x 2-Matrizen iiber R. Dann definieren wir die
Determinantenfunktion det : My(R) — R durch det Z Z := ad—bc. Wie schon zuvor
ist es auch hier oft giinstig, die Matrix als Familie von Spaltenvektoren zu betrachten.
Wir werden daher det auch als Funktion R? x R? — R betrachten und als det(vy, vo)
fiir vy, vy € R? schreiben. Die grundlegenden Eigenschaften der Determinantenfunktion
kénnen wir nun sofort ablesen:

(1) Fiir r € R gilt det(rvy, vo) = det(vy, rve) = rdet(vy, vo) und fiir v}, vy € R? gelten
det (v + v, vo) = det(vy, v9) +det(v], vy) sowie det(vy, vo+vh) = det(vy, ve) +det(vy, v5).
Man sagt, die Determinante ist linear in jeder Spalte. Die Bedingungen besagen ja
gerade, dass v; +— det(vy,ve) fiir fixes vo und vy — det(vy,vy) fiir fixes vy lineare
Abbildungen R? — R sind.

(2) Fiir beliebiges v € R? ist det(v,v) = 0. Man sagt, die Determinante ist alternie-
rend.
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(3) Fiir die Einheitsmatrix (bzw. fiir die Einheitsvektoren) gilt det(Iy) = det (e, e3) =
1. Man sagt, die Determinante ist normiert.

Die erste zentrale Eigenschaft der Determinante ist ihr Bezug zur Invertierbarkeit,
der im Fall der hier ganz einfach explizit nachgerechnet werden kann. Es gilt ndmlich

(Z Z) <_dc _ab) = (_dc _ab> (Z Z) = (adabc . bc) = (ad — bo)L,.

Nehmen wir an, dass fir A € My(R) die Determinante det(A) € R ein multiplikativ
inverses Element besitzt, es also ein Element s € R gibt, sodass s(ab — c¢d) = 1 gilt.
(Im Fall eines Korpers bedeutet das nur, dass det(A) # 0 gilt.) Dann zeigt die obi-
ge Rechnung, dass die Matrix (_Sgc _Sflb) invers zu A ist. Umgekehrt zeigt eine direkte
Rechnung, dass fiir A, B € Ms(R) die Gleichung det(AB) = det(A) det(B) gilt. Ist A
invertierbar, dann gibt es eine Matrix B, sodass AB = BA = I gilt. Damit ist aber
det(A) det(B) = det(Il) = 1, also besitzt det(A) € R ein multiplikativ inverses Element.
Die Multiplikativitdt der Determinante hat eine wichtige direkte Konsequenz. Ist
A € M;y(R) beliebig und T € M(R) invertierbar, dann betrachten wir B = TAT .
Dann ist det(B) = det(T) det(A)det(7T!) und in R konnen wir die Reihenfolge des
Produkts vertauschen und es gilt det(7) det(7T!') = 1. Damit ist aber det(B) = det(A),
insbesondere haben dhnliche Matrizen iieber einem Korper die gleiche Determinante.
Nehmen wir nun an, dass A € My(R) invertierbar ist, also det(A) € R invertierbar
ist. Dann sieht man leicht, dass das multiplikativ inverse Element zu det(A) eindeutig
bestimmt ist, also schrieben wir dafiir wieder det(A)~!. Wie im Fall von Kérpern folgt
sofort, dass das lineare Gleichungssystem Az = y fiir jedes y € R? die eindeutige Losung
x = A~ly besitzt. Ist y = (z;), dann erhalten wir mit der Formel fiir A=! von oben
gerade z; = det(A) Y (dy, — byz) und x5 = det(A)™!(—cy; + ays). Bezeichnen wir die
Spaltenvektoren von A mit v; und vy, dann kann man das als z; = det(A)~! det(y, vo)
und zo = det(A)"!det(vy,y) schreiben. Das ist der einfachste Fall der sogenannten
Cramer’schen Regel, die explizite Losungsformeln fiir lineare Gleichungssysteme liefert.

6.4. Determinantenfunktionen. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.
Wie in werden wir weiterhin eine Matrix auch als Familie ihrer Spaltenvektoren
betrachten, also den Raum M, (R) der n x n—Matrizen iiber R auch als R" x ... x R"
(n Faktoren) betrachten.

DEFINITION 6.4. (1) Eine Funktion F' : M,(R) = R" x ... x R" — R heifit eine
Determinantenfunktion, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

e [7ist linear in jeder Spalte, d.h. fiir jedes i = 1, ..., n und beliebige fixe Elemen-
te v; fir j # ¢ ist v; — F(vq,...,v;,...,v,) eine lineare Abbildung R" — R.
o Ist v; = v; fiir ein ¢ # j, dann ist F(vy,...,v,) = 0.
(2) Eine Determinantenfunktion F' : M, (R) — R heifit normiert, wenn F(L,) =
F(eq,...,en) =1 gilt.

BEMERKUNG 6.4. (1) Die Funktion det : My(R) — R aus [6.3] ist eine normierte
Determinantenfunktion. Fiir n > 2 miissen wir erst beweisen, dass Determinantenfunk-
tionen iiberhaupt existieren.

(2) Zu den elementaren Zeilenoperationen aus |3.6| gibt es natiirlich analoge elemen-
tare Spaltenoperationen. Diese sind gegeben, indem man zwei Spalten vertauscht, eine
Spalte mit einem Skalar ungleich Null multipliziert, oder zu einer Spalte ein beliebiges
Vielfaches einer anderen Spalte addiert. Aus der Definition ergibt sich sofort, wie sich
eine Determinantenfunktion F' unter diesen Operationen verhélt:
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Addiert man zur iten Spalte das r—fache der jten Spalte, dann erhélt man wegen
der Linearitéit in der iten Spalte

F(oy, . ..,vi 410,00 05,00, 0,) = Fug, .o, 0p) +17F (01,00, 05,000, 05,000, 0p)

und der zweite Summand verschwindet, weil zwei Spalten gleich sind. Bei dieser Art
von Spaltenoperationen bleibt also der Wert jeder Determinantenfunktion unveréndert.
Multipliziert man eine Spalte mit » € R, dann wird wegen der Linearitét in dieser Spalte
auch der Wert von F' mit r multipliziert.

Schlieflich behaupten wir, dass F' bei Vertauschung von zwei Spalten das Vorzei-
chen wechselt. Dazu schreiben wir in die ite und die jte Spalte v; 4+ v;, und erhal-
ten nach Definition 0 = F(vy,...,v; + v;,...,0 + vj,...,v,). Nach der Linearitét
in der iten Spalte kénnen wir die rechte Seite als F'(vi,...,v;, ..., 0 + vj,...,0,) +
F(vy,...,v5,...,v +vj,...,v,) schreiben und dann die Linearitét in der jten Spalte
benutzen. Da F' verschwindet, wenn zwei Spalten gleich sind, bleibt vom ersten Sum-
manden F'(vy,...,0;,...,0;,...,0,) und vom zweiten F(vq,...,v5,...,0;,...,0,) librig,
also erhalten wir F(vy,...,v;, ..., 05 ...,0,) = —F(v1,..., 04y ..., 0j,...,0,). Wir wer-
den spéter sehen, dass fiir jede Determinantenfunktion F' und jede Matrix A € M, (R)
die Gleichung F(A") = F(A) gilt, wobei A* die transponierte Matrix bezeichnet. Daraus
folgt dann, dass ein analoges Verhalten unter elementaren Zeilenoperationen gilt.

Wir konnen nun direkt beweisen, dass Determinantenfunktionen fiir Matrizen belie-
biger Grofle tatséchlich existieren:

SATZ 6.4 (Existenzsatz). Fir jeden kommutativen Ring R mit Einselement und
jedes n € N gibt es eine normierte Determinantenfunktion det : M, (R) — R.

BEWEIS. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n und definieren die Deter-
minantenfunktion induktiv. Fiir n = 1 ist die Identitdt idg : M;(R) = R — R eine
normierte Determinantenfunktion. Fiir n = 2 ist die Funktion det aus eine normier-
te Determinantenfunktion. Nehmen wir induktiv an, dass wir bereits eine normierte
Determinantenfunktion det : M,_;(R) — R definiert haben. Fiir A = (a;;) € M,(R)
sei A; € M,_1(R), die (n — 1) x (n — 1)-Matrix die entsteht, wenn man in A die
erste Zeile und die jte Spalte wegldsst. Anders gesagt, ist A = (vq,...,v,), dann ist
A; = (01,...,0j_1,0j41,...,0,), wobel 0; aus v; durch weglassen der ersten Komponen-
te entsteht. Nun definieren wir det(A) := 37", (—1)/ " ay; det(4;).

Wir miissen nun die definierenden Eigenschaften einer normierten Determinanten-
funktion verifizieren. Fiir A = (vy,...,v,) betrachte B = (vy,...,rv;,...v,). Dann ist
by; = ray; und B; = A;, also wird der ite Summand in der Definition von det mit r
multipliziert. Fiir j # ¢ ist bj; = ay;, aber eine Spalte von B; ist gerade das r—fache
der entsprechenden Spalte von A;, also det(B;) = rdet(A4;) nach Induktionsvorausset-
zung. Somit werden auch alle anderen Summanden mit r multipliziert, und wir erhalten
det(B) = rdet(A).

Betrachte zu A = (vy,...,v,) die Matrizen B = (vy,...,v},...,v,) und C' =
(01, ..., 040, ... v,), dann ist ¢1; = ag;+by; und C; = A; = B; und damit ¢y; det(C;) =
ar;det(A;) + by; det(B;). Fiir j # ¢ erhalten wir ¢;; = ay; = byj, aber in der Matrix C;
ist gerade eine Spalte gleich der Summe der entsprechenden Spalten von A; und Bj,
wéahrend alle anderen Spalten in allen drei Matrizen gleich sind. Nach Induktionsvor-
aussetzung impliziert das det(C;) = det(A;) + det(B;) und damit auch ¢;; det(C;) =
a1, det(A;) +byj det(B;). Damit erhalten wir aber det(C') = det(A)+det(B), und somit
ist det linear in jeder Spalte.
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Nehmen wir nun an, dass in A = (vy, ..., v,) zwei Spalten gleich sind, etwa v; = v; =
v mit ¢ < 7. Fiir k # 4,7 sind dann zwei Spalten von Ay gleich v, und damit reduziert
sich die definierende Formel fiir det(A) zu (—1)"'ay; det(4;) +(—1)7" ay; det(A;). Nach
Definition gilt

Ai = (Ula--'7Ui—lavi+17--wvj—lavavj—i-lv---avn)
Aj - (Ula <oy Uim1, U, Viga,y - - 7Uj—lavj+17 s >Un)'

Nach Induktionsvoraussetzung ist det auf (n — 1) x (n — 1)-Matrizen eine Determi-
nantenfunktion, also wissen wir aus Bemerkung [6.4] (2), dass bei Vertauschen von zwei
Spalten der Wert von det das Vorzeichen wechselt. Nun erhélt man aber A; aus A; in-
dem man die Spalte © der Reihe nach mit den j —7—1 Spalten ¥;1,...,0;_1 vertauscht.
Damit ist aber det(4;) = (=1)7""1det(A;), also (—1)" det(A;) = —(—1)""!det(4;)
und somit det(A) = 0.

Die Tatsache, dass det normiert ist, ist ganz einfach zu zeigen: Ist A = I, die n X n—
Einheitsmatrix, dann ist a;; = 1 und A; = I,_; und ay; = 0 fiir alle 7 > 1. Damit
ist aber nach Definition det(l,) = 1det(I,_;) und nach Induktionsvoraussetzung ist
det(]ln_l) =1. Ol

BEMERKUNG 6.4. Wir héitten im Beweis den Fall n = 2 gar nicht extra behandeln
miissen. Die Funktion det aus entsteht ndmlich aus der Identitédt (die normierte
Determinantenfunktion fiir n = 1) durch die im Beweis angegebene Konstruktion. Ist

a

namlich A = dann ist A; = d und Ay = ¢ (jeweils als 1 x 1-Matrizen betrachtet).

b
d
Die Formel aus dem Beweis vereinfacht sich also zu a det(d) — bdet(c) = ad — be.

BEISPIEL 6.4. Wir wollen die Formel fiir die Determinante einer 3 x 3-Matrix A =
(a;;) explizit berechnen. Aus der Definition von det erhalten wir

Q2 A2 a1 Az Q21 A22
ayp det 3) — app det *) + a3 det
az2 433 az1 ass 31 Aa32
und setzt man die 2 X 2-Determinanten ein, dann erhélt man

11022033 — 411023032 — A12021033 + G12023031 + A13021032 — A13022031 -

Diese Formel kann man sich einfach mit der sogenannten Regel von Sarrus merken.

Dazu bildet man eine 5 x 3-Matrix, indem man die ersten beiden Spalten der Matrix A
a1 a2 a1z A1 A2

nochmals hinten anhéngt: | as1 @92 a2 a9 ags |. Dann addiert man die Produkte
sy az2 0433 a3zl 432

iiber die drei “Hauptdiagonalen” (von links oben nach rechts unten) mit positivem

Vorzeichen und die Produkte iiber die drei “Nebendiagonalen” (von rechts oben nach

links unten) mit negativem Vorzeichen.

Vorsicht: Fiir groflere Matrizen (ab 4 x 4) gibt es kein Analogon der Regel von
Sarrus! Versuche, Analoga so einer Regel zu verwenden sind ein Zeichen fiir schlimmes
Unverstéandnis.

Aus der Konstruktion der Determinantenfunktion det im Beweis von Satz [6.4] erhal-
ten wir leicht eine Vertréglichkeit mit Homomorphismen.

KoroOLLAR 6.4. Sei ¢ : R — S ein Homomorphismus zwischen kommutativen
Ringen mit Einselement und fir ein n € N sei ¢ : M, (R) — M,(S) die induzierte
Funktion wie in[6.3 Dann gilt fir jede Matriz A € M,(R) die Gleichung det(p(A)) =
p(det(A)).
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BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist
A = (r) fir ein Element r € R und ¢(A) = (¢(r)) nach Definition. Aus dem Beweis
von Satz 6.3 wissen wir, dass det(A) = r gilt, also folgt die Behauptung,.

Nehmen wir induktiv an, dass wir die Behauptung fiir Matrizen in M,,_,(R) bewiesen
haben. Fiir A = (a;;) € M,(R) und B := $(A) = (b;;) gilt dann b;; = ¢(a;;). Fiir jedes
j =1,...,n entsteht A; € M,_;(R) durch Weglassen gewisser Eintragungen von A,
woraus man sofort B; = go(Aj) schlieft. Damit ist aber

det(B) = 32;(=1)7by; det(B;) = 3=;(=1)7¢(ay;) det((A;)).

Nach Induktionsvoraussetzung ist det(p(A;)) = ¢(det(4,)). Da ¢ ein Ringhomomor-
phismus ist und ¢(1) = 1 erfiillt, folgt det(B) = p(det(A )) O

Zusammen mit Teil (2) von Beispiel [6.2] kdnnen wir jetzt die Motivation dafiir sehen,
das wir Determinanten iiber kommutativen Ringen mit Eins studieren. Betrachten wir
einen Korper K und fiir ¢, j = 1,...,n sei p;; € K[z] ein Polynom. Dann kénnen wir die
Matrix A := (p;;) € M, (K]z]) betrachten und ihre Determinante det(A) bilden, die in
K[z] liegt, also ein Polynom ist. Wéhlt man nun ein fixes Element A € K dann kénnen
wir die Matrix (p;;(A)) € M,,(K) bilden. Natiirlich ist diese Matrix gerade ¢(A), wobei
©(p) := p(A) der Homomorphismus aus Teil (2) von Beispiel ist. Damit folgt aus
dem Korollar sofort, dass man die Determinante der Matrix (p;;(A)) erhélt, wenn man
A in das Polynom det(A) einsetzt.

6.5. Die Cramer’sche Regel. Aus den elementaren Eigenschaften der Determi-
nantenfunktion det kénnen wir sofort eine Anwendung auf lineare Gleichungssysteme
folgern:

SATZ 6.5. Ist R ein kommutativer Ring mit Einselement, A € M,(R) eine n X n—
Matriz mit Spaltenvektoren vy, ..., v, und b € R", dann gilt: Ist x = (xq,...,x,) € R"
eine Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b, dann ist

z;jdet(vy,...,v,) = det(vy,...,vj-1,0,0j41,...,0p)

Ist insbesondere det(A) € R kein Nullteiler, dann gibt es fiir jedes b € R"™ hichstens
eine Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b.

BEWEIS. In Termen der Spaltenvektoren vy, ..., v, von A bedeutet Ax = b gerade
x1v1+- -+ x,0, = b, vergleiche mit Betrachten wir nun det(vy,...,b, ..., v,), wobei
wir b anstelle von v; eingesetzt haben, dann erhalten wir

det(vy,...,b,...,v,) =det(vy,...,T101 + -+ + TpUp, .. ., Uy).

Nach der Linearitit in der jten Spalte ist das gleich " | z; det(vy, ..., v;, ..., v,), wobei
v; an der jten Stelle steht. Fiir ¢ # j kommt aber in der Determinante zwei mal der selbe
Spaltenvektor vor (ndmlich v; an der iten und der jten Stelle), also bleibt nur der jte
Summand {ibrig, indem in der jten Spalte v; steht. Damit folgt die erste Behauptung
des Satzes sofort.

Sind zy,...,z, und 2y, ..., Z, zwei Losungen von Az = b dann folgt natiirlich sofort,
dass z;det(A) = 7; det(A) und damit (z; — &;) det(A) = 0 fiir alle s = 1,... n gilt. Ist
det(A) € R kein Nullteiler, dann ist das nur fiir ; — &; = 0 also z; = &; mdoglich. O

Im Fall eines Korpers erhalten wir leicht eine Folgerung, die wir spéater auch auf
Ringe verallgemeinern werden.
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KOROLLAR 6.5. Sei K ein Kdorper und A € M, (K) eine Matriz mit det(A) # 0.
Dann sind die Spaltenvektoren v; von A linear unabhdngig, A ist invertierbar, und fir
jedes b € K" ist die eindeutige Losung x = (z1,...,x,) des linearen Gleichungssystems
Ax = b gegeben durch

det(vl, ey U1, b, Vjt1,--- ,Un)
x; =
! det(A)
BEWEIS. Nach dem letzten Teil des Satzes ist die Losung von Ax = b fiir jedes
b € K" eindeutig bestimmt. Nach Satz ist damit A invertierbar und es gibt fiir

jedes b € K" eine Losung von Az = b. Da 0 # det(A) in K ein inverses Element besitzt,
folgt die explizite Form der Losung sofort aus dem Satz. 0J

BEMERKUNG 6.5. Fiir die praktische Losung von linearen Gleichungssystemen ist
die Cramer’sche Regel nicht besonders gut geeignet, weil die Berechnung der vielen De-
terminanten sehr aufwéindig ist. Daher 16sen Computerprogramme lineare Gleichungs-
systeme nicht mit dieser Methode. Um das zu sehen, bestimmen wir, wie viele Re-
chenoperationen zur Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Gleichungen in n
Unbekannten nétig sind. Wir werden uns dabei auf die Multiplikationen und Divisionen
beschréanken (die mehr Rechenaufwand benotigen) und Additionen, Subtraktionen und
Vertauschungen von Zeilen oder Spalten auler Acht lassen. Die Formel fiir eine 2 x 2—
Determinante besteht aus zwei Summanden, von denen jeder ein Produkt von zwei
Zahlen ist. Nach Definition muss man n mal ein Element mit einer (n — 1) x (n — 1)—
Determinante multiplizieren, um eine n X n—Determinante zu berechnen. Eine 3 x 3—
Determinante hat also 6 Summanden, von denen jeder ein Produkt von 3 Zahlen ist,
man benoétigt also 12 Multiplikationen fiir so eine Determinante. Induktiv sieht man,
dass eine n x n—Determinante aus n! = n(n—1)---3-2 Summanden besteht, von denen
jeder ein Produkt von n Zahlen ist, also n!(n — 1) Multiplikationen benétigt.

Um ein n x n—Gleichungssystem nach der Cramer’schen Regel zu berechnen, muss
man n+ 1 Determinanten von n x n—Matrizen berechnen, benétigt als (n+1)n!(n—1) =
(n+1)!(n—1) Multiplikationen. Anschliefend braucht man noch n Divisionen, was aber
kaum mehr ins Gewicht féllt. Berechnet man das explizit, dann braucht man fiir ein
3 x 3—System 48 Multiplikationen, ein 4 x 4-System benotigt 360 Multiplikationen, fiir
5 x 5b—Systeme sind 2880 Multiplikationen nétig und bei einem 10 x 10-System sind es
schon 359251200 Multiplikationen.

Versuchen wir auf dhnliche Weise den Gaufi’schen Algorithmus zu analysieren, dann
miissen wir nur bedenken, dass man nach Satz (3.9 jede invertierbare n x n—-Matrix (der
einzige Fall in dem die Cramer’sche Regel funktioniert) durch elementare Zeilenope-
rationen in die Einheitsmatrix umgewandelt werden kann, was genau dquivalent zur
Losung des Systems ist. Betrachten wir also die erweiterte Matrix (A,b) des Systems.
Da wir Vertauschungen von Zeilen ignorieren, diirfen wir annehmen, dass das die erste
Zeile von A mit einem Element ungleich Null beginnt. Mit n Divisionen erreichten wir,
dass die erste Zeile mit 1 beginnt. Um in den weiteren Zeilen das Element in der ers-
ten Spalte zu Null zu machen, benotigen wir pro Zeile n Multiplikationen. Somit sind
wir mit n Divisionen und (n — 1)n Multiplikationen so weit, dass in der ersten Spalte
der erweiterten Matrix der erste Einheitsvektor e; steht. Damit das zweite Element der
zweiten Zeile gleich Eins ist, brauchen wir (n — 1) Divisionen, und mit (n — 1)(n — 1)
Multiplikationen erreichen wir, dass in der zweiten Spalte der zweite Einheitsvektor ey
steht. Induktiv sehen wir, dass wir n+ (n — 1) + --- + 2+ 1 = in(n + 1) Divisionen
und (n —)(n+(n—1)+---+2+1) = L(n - 1)n(n + 1) Multiplikationen benétigen,

2
und ein n x n—Gleichungssystem mit dem Gauf3’schen Algorithmus zu l6sen. Fiir ein
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3 x 3-System sind das 6 Divisionen und 12 Multiplikationen, bei einem 4 x 4-System
10 Divisionen und 30 Multiplikationen und bei einem 5 x 5-System 15 Divisionen und
60 Multiplikationen. Bei einem 10 x 10-System erhélt man die moderate Zahl von 55
Divisionen und 495 Multiplikationen.

Die Cramer’sche Regel ist aber von einem theoretischen Standpunkt aus interessant,
weil sie in einfacher Weise beschreibt, wie die eindeutige Losung des linearen Gleichungs-
systems Az = b (fiir invertierbares A) von der Matrix A und vom Vektor b abhéngt,

siche Bemerkung

Eindeutigkeit der Determinante und die Leibniz—Formel

Unser néchstes Hauptziel ist zu zeigen, dass es nur eine normierte Determinanten-
funktion gibt. Dazu miissen wir einige Grundtatsachen iiber die sogenannten Permuta-
tionsgruppen, also die Gruppen von Bijektionen einer endlichen Mengen beweisen.

6.6. Permutationen. Fiir n € N bezeichnen wir mit &,, die Menge aller Bijektio-
nen der Menge {1,...,n}. Fiir zwei bijektive Funktionen o,7 € &,, ist natiirlich auch
die Komposition ¢ o 7 eine Bijektion, liegt also wieder in &,,. Wir werden im weiteren
meist einfach o7 statt o o 7 schreiben. Zu ¢ € &,, ist auch die inverse Funktion o~ *
bijektiv und liegt damit ebenfalls in &,,. Nach Definition gilt oo~ = 07! = id und
ooid = id oo = ¢ und da die Komposition von Funktionen immer assoziativ ist, ist &,,
eine Gruppe mit neutralem Element id. Diese Gruppe ist allerdings nicht kommutativ.

Ist 0 € 6, also o : {1,...,n} — {1,...,n} eine bijektive Funktion, dann kénnen
wir o einfach beschreiben, indem wir das n—Tupel (o(1),...,0(n)) angeben. Klarerweise
ist eine Funktion f : {1,...,n} — {1,...,n} genau dann injektiv, wenn sie surjektiv
ist. Die moglichen n—Tupel zu Bijektionen o € &,, sind also genau die, in denen jede
der Zahlen {1,...,n} einmal vorkommt. Somit hat man aber n Méglichkeiten o(1) zu
wéhlen, es bleiben (n — 1) Moglichkeiten fiir 0(2), und so weiter bis zu o(n), das dann
schon eindeutig festgelegt ist. Daraus folgt aber, dass &,, genau n! Elemente besitzt.

Schlieflich bemerken wir noch, dass wir &,,_; in natiirlicher Weise als Teilmenge
von &,, betrachten konnen. Betrachten wir ndmlich eine Permutation o € &,,, fiir die
o(n) = n gilt, dann ist o(i) € {1,...,n — 1} fiir alle ¢ € {1,...,n — 1}, also liefert
o eine Funktion {1,...,n — 1} — {1,...,n — 1}, und diese ist offensichtlich injektiv,
also bijektiv, also ein Element von &,,_;. Umgekehrt kann man aus jedem o € G,,_;
eine Bijektion von {1,...,n} machen, indem man n auf sich selbst abbildet. Natiirlich
ist der Wechsel zwischen den beiden Bildern mit der Komposition vertraglich, also ist
{0 € &, : 0(n) = n} eine Untergruppe von &,,, die wir mit &,,_; identifizieren kénnen.

Fiir n = 1 gibt es natiirlich nur eine Bijektion der Menge {1}, ndmlich die Identitét.
Fiir n = 2 gibt es neben der Identitdat nur noch eine Bijektion, die dem geordneten Paar
(2,1) entspricht und gerade die beiden Elemente vertauscht. Fiir n = 3 entsprechen die
6 moglichen Bijektionen gerade den Tripeln (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2)
und (3,2,1), und so weiter. Das erste und das dritte Tripel entsprechen gerade den
beiden Elementen der Untergruppe G, C S;.

Besonders einfache Permutationen sind die sogenannten Transpositionen oder Ver-
tauschungen. Fiir n € N und ¢,57 € {1,...,n} mit i # j definieren wir die Trans-
position (7,7) € &,, als die bijektive Abbildung die ¢ auf j, j auf ¢ und alle anderen
Elemente von {1,...,n} auf sich selbst abbildet. (i, 7) vertauscht also gerade die Ele-
mente ¢ und j. Offensichtlich ist (i,7)~! = (i, 7). Was wir nun bené&tigen ist, dass man
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jeder Permutation o ein sogenanntes Signum sgn(c) € {1,—1} zuordnen kann, so-
dass sgn(o7) = sgn(o)sgn(7) gilt und so, dass das Signum einer Transposition —1 ist.
Zunichst beweisen wir:

SATZ 6.6. Sein € N, n > 2. Dann gilt:

(1) Man kann jede Permutation o € &,, als Produkt von hochstens n Transpositionen
schreiben.

(2) Sind 7 fiiri=1,...,k und 7} firj =1,...,0 Transpositionen und ist Ty - - - 7}, =

T -1y, dann sind die Zahlen k und ¢ entweder beide gerade oder beide ungerade.

BeEweis. (1) Wir verwenden Induktion nach n. Fiir n = 2 haben wir nur die Trans-
position (1,2) und die Identitit. Wie wir aber bereits bemerkt haben, ist (1,2)™! =
(1,2), also (1,2)(1,2) = id. Nehmen wir induktiv an, dass n > 3 ist, und wir den Satz
fir &,,_1 bereits bewiesen haben. Zu o € &,, betrachte o(n) € {1,...,n}. Ist o(n) = n,
dann ist o ein Element der Untergruppe 6,1 C &,,, kann also nach Induktionsvor-
aussetzung als Produkt von héchstens n — 1 Transpositionen geschrieben werden. Ist
andererseits o(n) = k # n, dann betrachten wir (k,n)o. Das bildet n auf n ab, also gibt
nach Induktionsvoraussetzung eine Zahl s < n—1 und Transpositionen 74, ..., 7, sodass
(k,n)o =1y - -+ 75 gilt. Damit ist aber 0 = (k,n)(k,n)o = (k,n)7 - - - 75 ein Produkt von
hochstens n Transpositionen.

(2) Sei {ey,...,e,} die Standardbasis fiir den R—Vektorraum R”, sei 0 =71+ 7 =
71 - - - 7, und betrachte det(eq(1), . . ., €;(n)), wobei det die normierte Determinantenfunk-
tion aus Satz bezeichnet. Nach Konstruktion ist det(ey,...,e,) = 1, und nach Be-
merkung (2) von [6.4f wechselt die Determinante das Vorzeichen, wenn man zwei Spalten

vertauscht. Damit folgt aber aus o = 7y - - - 7 sofort, dass det(ey(1y, ..., €pm)) = (—1)F
gelten muss. Analog folgt aus o = 71 - - - 75, dass diese Determinante gleich (—1)* sein
muss, also folgt die Behauptung. 0

BEMERKUNG 6.6. (1) Die Darstellung als Produkt von Transpositionen ist nicht
eindeutig. So gilt etwa in &3 zum Beispiel trivialerweise (1,3) = (1,2)(1,2)(1, 3) aber
auch die nichttriviale Gleichung (1,2)(2,3)(1,2) = (1, 3).

(2) Die induktive Methode aus dem Beweis von Teil (1) des Satzes kann man ver-
wenden, um eine explizite Darstellung einer gegebenen Permutation als Produkt von
Transpositionen zu erhalten. Betrachten wir etwa die Permutation o € &4, die gegeben
ist durch o(1) = 3, 0(2) = 4, 0(3) = 2 und o(4) = 1. Betrachten wir nun (1,4)o,
dann bildet das 1 auf 3, 2 auf 1, 3 auf 2 und 4 auf 4 ab. Damit vertauscht (2,3)(1,4)o
die Elemente 2 und 1 und ldsst 3 und 4 fix, also ist (2,3)(1,4)c = (1,2) und somit
o=(1,4)(2,3)(1,2).

(3) Bei Rechnungen mit Permutationsgruppen ist immer Vorsicht geboten, weil diese
Gruppen nicht kommutativ sind. Betrachten wir etwa &3, dann bildet (1,2)(2,3) das
Element 3 auf 1 ab, wéhrend (2, 3)(1,2) klarerweise 3 auf 2 abbildet.

DEFINITION 6.6. Sei 0 € ©,, eine Permutation. Dann definieren wir das Signum
sgn(o) € {—1,1} von ¢ als (—1)* falls es eine Darstellung von o als Produkt von k
Transpositionen gibt. Nach Teil (1) des Satzes kann man ¢ immer als Produkt von
Transpositionen schreiben und nach Teil (2) des Satzes ist sgn(o) wohldefiniert, weil
sich fiir verschiedene Darstellungen der selben Permutation immer der selbe Wert fiir
sgn(o) ergibt.

Wir erhalten nun leicht die Eigenschaften der Signumfunktion:
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PROPOSITION 6.6. Fiirn > 2 hat die Signumfunktion sgn : &,, — {—1,1} folgende
FEigenschaften:

(1) sgn ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. sgn(co’) = sgn(o)sgn(a’).

(2) Ist T eine Transposition, dann ist sgn(t) = —1.

(3) sgn(id) = 1 und fiir jedes o € &,, ist sgn(c) = sgn(c ).

Beweris. (1) Sind ¢ = 7 --- 7, und o’ = 7/ ---7, Darstellungen von ¢ und o’ als
Produkte von Transpositionen, dann ist 7y --- 7 - 71 - - - 7, eine Darstellung von oo’ als
Produkt von Transpositionen. Damit ist aber nach Definition sgn(oo’) = (—1)"* =
(—1)}(—1)" = sgn(0) sen(c”).

(2) folgt direkt aus der Definition.

(3) Weil id = (1,2)(1,2) gilt ist sgn(id) = 1, also gilt sgn(o)sgn(c~!) = sgn(id) = 1
nach Teil (1), also ist sgn(o) = sgn(c ™). O

6.7. Eindeutigkeit der Determinante. Mit den obigen Resultaten iiber Permu-
tation kénnen wir beweisen, dass es nur eine normierte Determinantenfunktion gibt.
Gleichzeitig erhalten wir eine allgemeine Formel fiir die Determinante, die sogenannte
Leibniz—Formel, die zwar fiir die praktische Berechnung von Determinanten zu kompli-
ziert ist, aber theoretisch in vielen Féllen niitzlich ist. Aus diesen beiden Ergebnissen
werden wir rasch alle weiteren Resultate iiber Determinanten erhalten.

Wir konnen nun némlich sofort das Verhalten von Determinantenfunktionen unter
Permutation der Spaltenvektoren beschreiben. Ist F': M, (R) — R eine Determinanten-
funktion und ¢ € &,, eine Permutation, dann kann man ¢ als Produkt von Transposi-
tionen schreiben, und bei Vertauschung von zwei Spalten wechselt F' nach Bemerkung
(2) von [6.4] das Vorzeichen. Somit ist aber F(vo(1); - - - ;Vo(n)) = sgn(o)F (v1, ..., vy) fir
beliebige Elemente vy, ..., v, € R™.

SATZ 6.7. Sei R ein kommutativer Ring mit Finselement, F' : M,(R) — R eine
Determinantenfunktion und 1 € M, (R) die n x n—Finheitsmatriz. Dann gilt fir A =
(a;;) € M,(R) die Formel

F(A) = F(H) ZUEGn Sgn(o-)ad(l)l < Ao(n)n-
Insbesondere ist det(A) = Y & 880(0)Ag(1)1 - - - Ag(nyn und F(A) = F(I) det(A).

BEWEIS. Seien ey, ..., e, die Einheitsvektoren in R™. Dann kann man den iten Spal-
tenvektor von A als ay;e; + - - - + apie, schreiben. Somit ist

F(A) = F(anier + -+ ani€n, -, @101 + - + Qppén)-

Wegen der Linearitdt von F' in jeder Spalte zerféllt das in eine riesige Summe wobei in
jedem Summanden in jeder Spalte nur mehr ein e; steht. Ist f: {1,...,n} = {1,...,n}
definiert dadurch, dass in der jten Spalte gerade ey(;) steht, dann erhalten wir

F(A) =32 azan - - apmmnF (erq)s - €5m)),

wobei die Summe iiber alle Funktionen f : {1,...,n} — {1,...,n} geht. Ist nun f
nicht injektiv, dann kommen im entsprechenden Summanden zwei gleiche Vektoren in
zwei verschiedene Spalten von F' vor, also verschwindet der entsprechende Summand.
Daher miissen wir nur iiber die bijektiven Funktionen, also iiber &,,, summieren. Fiir
o € &, haben wir aber bereits festgestellt, dass F'(e(1), - - -, €o(n)) = sg0(0)F(e1, ..., e,)
gilt. Offensichtlich ist F'(ey,...,e,) = F(I) also folgt die erste Formel fiir F'(A). Wegen
det(I) = 1 erhalten wir daraus sofort die Formel fiir det(A) und daraus folgt sofort die
zweite Formel fiir F/(A). O
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Dieser Satz liefert nun eine vollstdndige Beschreibung aller Determinantenfunktionen
F : M,(R) — R. Ist namlich r € R beliebig, dann ist offensichtlich A — rdet(A) eine
Determinantenfunktion, und nach dem Satz ist jede Determinantenfunktion von dieser
Form, wobei r = F(I) gilt.

6.8. Determinante und Produkte. Aus der Eindeutigkeit der Determinante
konnen wir leicht schliefen, dass die Determinante mit Produkten vertraglich ist.

SATZ 6.8. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und F : M,(R) — R
eine Determinantenfunktion. Dann gilt F(Avy, ..., Av,) = det(A)F (v, ..., v,) fir alle
A € M,(R) und vy,...,v, € R". Insbesondere gilt det(AB) = det(A) det(B) fir alle
A, B € M,(R).

BEWEIS. Betrachte die Funktion Fa(vq,...,v,) := F(Avy,..., Av,). Da v — Av
linear und F' linear in jeder Spalte ist, ist auch Fj4 linear in jeder Spalte. Ist v; = v,
fir i # j, dann ist Av; = Awv;, also ist Fa(vy,...,v,) = 0, weil F' eine Determinan-
tenfunktion ist. Nach Satz ist damit Fa(vy,...,v,) = Fa(eq,...,e,)det(vy,...,0,).
Nun ist aber nach Definition Fy4(eq,...,e,) = F(Aey, ..., Ae,), und Aey, ..., Ae, sind
gerade die Spaltenvektoren von A, also ist Fiu(ey, ..., e,) = F(A). Nochmals nach Satz
ist F(A) = F(I)det(A) und F(I)det(vy,...,v,) = F(v1,...,v,) und wir erhalten
Fa(vi,...,v,) = det(A)F(vy,...,0,).

Sind vy, ..., v, die Spaltenvektoren einer Matrix B, dann sind Awvy, ..., Av, die Spal-
tenvektoren von AB und wir erhalten

det(AB) = det(Avy, ..., Av,) = det(A) det(vy, . .., v,) = det(A) det(B).

Diese Produktformel hat einige wichtige Konsequenzen:

KOROLLAR 6.8. (1) Ist A € M,(R) invertierbar, dann besitzt det(A) € R ein
multiplkativ inverses Element (in R).

(2) Sind A, T € M, (R) Matrizen, sodass T invertierbar ist, dann ist det(TAT') =
det(A).

(3) Im Fall eines Kirpers K haben dhnliche Matrizen A, B € M,(K) die gleiche
Determinante. Damit kann man fir einen endlichdimensionalen K—Vektorraum V' und
eine lineare Abbildung f : V — V die Determinante det(f) € K von f als die Determi-
nante einer beliebigen Matrizdarstellung von f definieren.

BEWEIS. (1) Nach dem Satz ist det(A)det(A™!) = det(AA™!) = det(T,) = 1.

(2) Es gilt det(TAT™!) = det(T) det(A) det(T!). Das ist aber ein Produkt in R,
also kann man die Reihenfolge vertauschen und nach Teil (1) ist det(7) det(T~1) = 1.

(3) Das folgt sofort aus (2) und den Uberlegungen in O

BEMERKUNG 6.8. Aus Bemerkung [3.4f wissen wir, dass die Menge GL(n,K) al-
ler invertierbaren n x n—Matrizen iiber einem Korper K eine Gruppe unter der Ma-
trizenmultiplikation bildet. Nach Korollar [6.5] und Korollar liegt eine Matrix A
genau dann in GL(n,K), wenn det(A) # 0 gilt. Betrachten wir nun die Teilmenge
SL(n,K) := {A € GL(n,K) : det(A) = 1}. Dann ist natiirlich I € SL(n,K) und fiir
A, B € SL(n,K) liegen nach der Produktformel auch AB und A~! in SL(n,K). Das
bedeutet aber gerade, dass SL(n,K) eine Untergruppe der Gruppe GL(n,K) ist, sie
sogenannte spezielle lineare Gruppe. Man kann das auch elegant dadurch sehen, dass
die Produktformel bedeutet, dass det ein Homomorphismus von G L(n,K) in die Grup-
pe (K '\ {0},-) ist. Nach Definition besteht SL(n,K) genau aus jenen Elementen, die
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durch diesen Homomorphismus auf das neutrale Element 1 abgebildet werden, ist also
der Kern dieses Homomorphismus. Damit ist SL(n,K) sogar eine normale Untergruppe
in GL(n,K), d.h. fir A € SL(n,K) und B € GL(n,K) gilt BAB™! € SL(n,K).

Fiir spezielle Korper liefert die Produktformel weitere Untergruppen von G L(n, K).
So erhdlt man etwa fiir K = R die Gruppe {A € GL(n,R) : det(A) > 0} und fir K = C
die Gruppe {A € GL(n,C) : |det(A)| = 1}.

6.9. Determinante der Transponierten, Entwicklungssitze. Betrachten wir
die Leibnizformel det(A) = ) & 8g0(0)ao(1)1 - - - Go(n)n aUs Satz In jedem Sum-
manden kommt nach Definition genau ein Eintrag aus jeder Spalte vor. Weil aber o
eine Bijektion ist, kommt auch aus jeder Zeile genau ein Eintrag vor, und das l&sst
eine Symmetrie zwischen Zeilen und Spalten vermuten. Aus Definition kennen
wir (fir Korper) die Operation des Transponierens einer Matrix, die Zeilen und Spal-
ten vertauscht. Nach Definition ist fir A = (a;;) € M,(R) die transponierte Matrix
A" = (b;j) € M,(R) gegeben durch b;; := aj;. Dies bedeutet gerade, dass der kte Spal-
tenvektor von A gerade mit dem kten Zeilenvektor von A iibereinstimmt, wenn man
beide einfach als Elemente von R™ betrachtet, und umgekehrt (wegen (A")" = A).

SATZ 6.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Dann gilt det(A) =
det(A") fiir alle A € M,(R).

BEWEIS. Nach Satz ist det(A) = > vee, S8N(0)A15(1) - - - Ang(n)- Weil o bijektiv
ist, kann man das Produkt a1,(1) . . . Gno(n) als ag-1(1)1 - - - @g-1(n)n schreiben. Nach Propo-
sitionist sgn(o) = sgn(o™"), also folgt det(A") = 3" o sgn(c™")as-11)1 - - - Go1(nn-
Wenn ¢ durch alle Permutationen in &,, lduft, dann kommt als o~! jedes Element von &,,
genau ein mal vor, also kénnen wir die Summe auch als ZUEGn sgn(0)ao(1)1 - - - Go(nyn =

det(A) schreiben. O

In der Definition von det haben wir die Berechnung von n x n—Determinanten auf
die Berechnung von (n — 1) x (n — 1)-Determinanten zuriickgefiihrt, wobei wir durch
die Elemente der ersten Zeile gelaufen sind und diese Zeile, sowie jeweils eine Spalte
der verbleibenden (n — 1) x n—Matrix weggelassen haben (“Entwicklung nach der ersten
Zeile”). Mit Hilfe unserer jetzigen Resultate konnen wir leicht zeigen, dass man nach
jeder beliebigen Zeile und auch nach jeder beliebigen Spalte entwickeln kann. Auflerdem
konnen wir den Zusammenhang der Determinante mit elementaren Zeilenoperationen
kldren, was uns auch eine effektive Methode zur Berechnung von Determinanten liefert.
Dazu benétigen wir noch eine Notation. Fiir A € M, (R) sei A;; € M,,_1(R) die Matrix,
die entsteht, wenn man in A die ite Zeile und die jte Spalte weglasst. SchlieBlich finden
wir noch eine Klasse von Matrizen, fiir die wir die Determinante sofort ablesen kénnen:

DEFINITION 6.9. Eine Matrix A = (a;;) € M, (R) heifit obere (bzw. untere) Drei-
ecksmatriz falls a;; = 0 fiir alle ¢ < j (bzw. fiir alle ¢ > j) gilt.

KOROLLAR 6.9. (1) Die Funktion det : M,(R) — R ist linear in jeder Zeile der
Matriz und verschwindet, falls zwei Zeilen gleich sind. Addiert man zu einer Zeile ein
Vielfaches einer anderen Zeile, dann bleibt der Wert der Determinante unverdndert.

Vertauscht man zwei Zeilen, dann wechselt die Determinante ihr Vorzeichen.
(2) Fir A = (a;;) € M,,(R) gelten die Formeln
det(A) = > (=1)a;;det(Ay;)  “Entwicklung nach der iten Zeile”
det(A) =37 (—1)"a;;det(Ai;)  “Entwicklung nach der jten Spalte”

(3) Ist A = (a;;) eine obere oder untere Dreiecksmatriz, dann ist det(A) = [, ai;-



94 6. DETERMINANTEN

BEWEIS. (1) Da det(A) = det(A") gilt, folgt die Linearitéit in jeder Zeile aus der
Linearitéit in jeder Spalte. Sind in A zwei Zeilen gleich, dann sind in A* zwei Spalten
gleich, also gilt det(A") = 0, also det(A) = 0. Daraus folgt sofort, dass sich die Determi-
nante nicht dndert, wenn man zu einer Zeile ein Vielfaches einer anderen Zeile addiert.
Vertauschen von zwei Zeilen in A entspricht genau Vertauschen der entsprechenden
Spalten in A!, also wechselt die Determinante ihr Vorzeichen.

(2) Im Beweis von Satz (6.4 haben wir det durch det(A) = Y7 (—1)7 ay; det(Ay;)

- J=1
definiert. Sei A = (a;;) die Matrix, die aus A entsteht, indem man die ite Zeile ganz
nach oben tauscht. Das kann man realisieren, indem man die ite Zeile mit der (i — 1)-
ten, dann mit der (i — 2)ten und so weiter bis zur ersten Zeile vertauscht, also ist
det(A) = (—1)""' det(A) nach Teil (1). Andererseits ist A;; = A;; fiir alle j = 1,...,n.
Damit erhalten wir
det(A) = 7, (—1)71ay det(Ayy) = S0 (—1)7* ayy det(Ay)

und somit det(A) = Zn 1(—1)i+ja2-j det(AZ])

Ist andererseits B (bi;) = A", dann ist nach der zuletzt bewiesenen Formel
det(B) = 7, (=1)""b;; det(B;;). Nun gilt aber det(B) = det(A) und b; = a;;, sowie
Bij = Aj;, also erhalten wir det(A) = 37, (—=1)"ay; det(A};), und wegen det(A’;) =
det(Aj;) liefert das die letzte behauptete Formel.

(3) Eine obere Dreiecksmatrix hat nach Definition unterhalb der Hauptdiagonale nur
Nullen als Eintragungen. Entwickeln wir die Determinante nach der ersten Spalte, dann
folgt det(A) = ay; det(Ajp). Offensichtlich ist aber A;; wieder eine obere Dreiecksmatrix
mit den Elementen ass, ..., a,, auf der Hauptdiagonale. Damit folgt die Behauptung
sofort mit Induktion. Fiir eine untere Dreiecksmatrix kann man entweder nach der ersten
Zeile entwickeln oder benutzen, dass die transponierte Matrix eine obere Dreiecksmatrix
mit den gleichen Eintragungen auf der Hauptdiagonale ist. [

BEISPIEL 6.9. (1) In manchen Féllen fiihrt die Entwicklung nach einer Zeile oder ei-
ner Spalte schnell zur Berechnung einer Determinante. Betrachten wir etwa die Matrix

5 0 3 2
3 2 4 5 . . .

A = 100 1| € M,(R). Entwickeln nach der zweiten Spalte liefert det(A) =
6 01 3
5 3 2

2det {4 0 1]. Entwickelt man diese Determinante nach der zweiten Zeile, dann
6 1 3

erhilt man det(A) = —8det (Zl)’ g) — 2det <2 ?) = -—8-7+2-13 = —30.

(2) In den meisten Fillen ist der beste Weg zur Berechnung einer Determinante die
Anwendung von elementaren Zeilen— oder Spaltenoperationen. Betrachten wir als Bei-

1 1 -2 4
N : 0o 1 1 3 . . . :
spiel die Matrix A = 2 1 1 ol Subtrahieren wir von der dritten Zeile das dop-
3 1 2 5

pelte der ersten, und von der vierten Zeile das dreifache der ersten, dann dndert das die
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1 1 -2 4

. . : : : o1 1 3
Determinante nicht, also ist det(A) gleich der Determinante von 0 -3 5 -8
0 -2 8 -7

Addieren wir nun zur dritten Zeile das dreifache der zweiten und zur vierten Zeile das
doppelte der zweiten, dann dndert das die Determinante wieder nicht, und wir erhalten

11 -2 4
: : 01 1 3 ) : ) 10
die Matrix 00 8 e Subtrahieren wir nun noch von der vierten Zeile 3 mal
0 0 10 -1

die dritte Zeile, dann wird diese Zeile zu (0,0, 0, —%), und die entstehende Matrix hat
immer noch die selbe Determinante wie A. Nun habe wir aber eine obere Dreiecksmatrix

vor uns, und nach Teil (3) des Korollars erhalten wir det(A) = —18.

(3) Zum Abschluss wollen wir noch einen wichtigen Spezialfall einer Determinante
besprechen, ndmlich die sogenannte Vandermonde—Determinante. Dazu betrachten wir

Elemente z,...,x, € R und bilden die n x n—-Matrix
1 1 ... 1
T ) . Tn
Rt Vi
Wir behaupten, dass die Determinante dieser Matrix gegeben ist durch [], <@g — ).
. . . . . 1 1
Wir beweisen das durch Induktion nach n. Fir n = 2 ist det (:c o | = T2 =T, also
1 X2

stimmt die Behauptung. Nehmen wir also an, dass wir die Formel fiir (n —1) x (n — 1)
Matrizen bereits bewiesen haben. Nun subtrahieren wir von der letzten (nten) Zei-
le das x;—fache der vorletzten (n — 1-ten) Zeile. Wir erhalten als neue letzte Zeile

(0, (wy — x1)2y 2, ..., (2, — 21)2"2) und die Determinante bleibt unversndert. Subtra-
hieren wir nun von der (n—1)ten Zeile das x;—fache der (n—2)ten, dann bleibt die Deter-
minante unverindert und die vorletzte Zeile wird zu (0, (zo—z1)25 >, ..., (v, —21)2773).

Das setzten wir nun so lange fort, bis wir von der zweiten Zeile das x;—fache der ers-
ten Zeile abgezogen haben. Dann sehen wir, das unsere urspriingliche Determinante
iibereinstimmt mit der Determinante der Matrix

1 1 1
0 (x9 — 11) (x, — 1)

0 (ro—x)z0 ... ()—21)20

2 n—2

(n — 1) 27,
Entwickeln nach der ersten Spalte zeigt nun, dass wir in der Berechnung der Determi-
nante einfach die erste Zeile und die erste Spalte weglassen kénnen. Dann kénnen wir
aber aus der (neuen) ersten Spalte (3 — x1) aus der ndchsten Spalte (3 — x1) und so
weiter bis (x,, — 1) herausheben und sehen, dass unsere Determinante gegeben ist durch

0 (x9—m)zy™

1 ... 1

i) e Tn

(xp —x1) ... (x2 —xq)det | . ,
x§—2 xn—?
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Nach Induktionsvoraussetzung liefert die verbleibende Determinante [[,; ;. (z; — ;)
und somit folgt die Behauptung.

6.10. Determinante und die inverse Matrix. Die Entwicklungssétze fiir Deter-
minanten erlauben uns im Fall einer Matrix A € M, (R), fiir die det(A) € R invertierbar
ist, explizit eine inverse Matrix anzugeben. Diese Formel fiir die Inverse wird oft auch
als Cramer’sche Regel bezeichnet.

SATZ 6.10. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Fir eine Matriz A =
(a;;) € My(R) sei A;; € M,_1(R) die Matriz, die entsteht, wenn man in A die ite
Zeile und die jte Spalte streicht. Definiert man B = (bj;) € My(R) durch bj; =
(—1)"*7 det(A;;), dann ist AB = BA = det(A)L,.

BEWEIS. Fiir das Produkt AB = (¢;;) gilt nach Definition der Matrizenmultiplika-

tion

Cij = 2 @ikbrj = Do (=) aiy det(Ajy).

Fiir ¢ = j ist ¢;; = det(A) nach der Formel fiir die Entwicklung der Determinante nach
der iten Zeile aus Korollar (2). Nehmen wir andererseits an, dass j # ¢ gilt. Sei
A= (a;j) die Matrix, die aus A entsteht, indem man statt der jten Zeile nochmals
die ite Zeile einsetzt. Dann ist natiirlich det(A) = 0, weil A zwei gleiche Zeilen hat.
Entwickelt man nun diese Determinante nach der iten Zeile, dann erhélt man 0 =
S (=1, det(fll-k). Nun ist aber @;; = a;,. Andererseits unterscheidet sich A;, von
Ajj, nur durch eine Vertauschung von Zeilen, also det(Ay) von det(A;;) nur durch ein
Vorzeichen, das auerdem unabhéngig von k ist. Damit gilt aber ¢;; = 0 fiir 7 # j, also
AB = det(A)L.

Betrachten wir andererseits das Produkt BA = (d;;). Wiederum nach Definition
ist di; = >, arj(—1)""det(Ay;). Fiir ¢ = j gilt wieder d;; = det(A) nach der Formel
fiir die Entwicklung nach der iten Spalte aus Korollar (2). Analog zu den obigen
Uberlegungen beweist man, dass d;; = 0 fiir ¢ # j gilt, indem man die Matrix betrachtet,

die aus A entsteht, indem man die 7te Spalte durch eine Kopie der jten Spalte ersetzt.
O

KoRrROLLAR 6.10. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Dann ist eine
Matriz A € M,,(R) genau dann invertierbar, wenn det(A) € R invertierbar ist. Ist das
der Fall, dann ist fiir jedes b € R™ das lineare Gleichungssystem Ax = b eindeutig losbar
und die Losung ist wie im Fall eines Korpers durch

z; = det(A) "N det(vy, ..., 05 1,0, 0541, V)
gegeben, wobei die v; die Spaltenvektoren von A sind.

BEWEIS. Aus Korollar wissen wir schon, dass fiir eine invertierbare Matrix A
auch det(A) € R invertierbar ist. Hat umgekehrt det(A) € R ein multiplikativ in-
verses Element det(A4)™' dann folgt aus dem Satz sofort, dass die Matrix (¢;;) mit
cij = det(A)~H(=1)"*7 det(A;;) invers zu A ist.

Ist A invertierbar, dann hat Ax = b natiirlich fiir jedes b € R™ die eindeutige Losung
x = A~'b. Mit der Formel fiir A~! von oben folgt damit

z; =, det(A)"H(—1)"* det(Ay;)bg.

Berechnen wir andererseits det(vy,...,v;_1,0,vj11,...,v,) durch Entwickeln nach der
jten Spalte. Das liefert eine Summe von Termen, in denen man (—1)77*b;, mit der
Determinante jener Matrix multipliziert, die durch Streichen der kten Zeile und der
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Jten Spalte entsteht. Aber diese Matrix stimmt offensichtlich mit Ay; {iberein und das
Ergebnis folgt. 0

6.11. Der Determinantenrang. Man kann den Rang einer Matrix nicht nur {iber
die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten (“Spaltentenrang”) oder Zeilen (“Zeilen-
rang” ) sondern auch mit Hilfe von Determinanten charakterisieren. Bei der Berechnung
von Determinanten durch Entwicklung nach einer Zeile oder einer Spalte haben wir
schon die Idee angetroffen, aus einer Matrix eine Zeile und eine Spalte zu streichen um
eine kleinere Matrix zu konstruieren. Das kann man natiirlich auch allgemeiner machen.

DEFINITION 6.11. Sei A € M,,,(K) eine beliebige rechteckige Matrix mit Eintra-
gungen aus einem Korper K. Ein k x ¢-Minor von A ist eine Matrix B € My ((K), die
man erhélt, indem man in A (m — k) Zeilen und (n — ¢) Spalten weglésst.

Damit kénnen wir nun den Rang durch Determinanten charakterisieren.

PROPOSITION 6.11. Eine Matriz A € M,, ,(K) hat genau dann Rang r, wenn es
einen v X r—Minor B von A gibt, der det(B) # 0 erfillt, aber fir einen (r+1) x (r+1)-
Minor C von A immer det(C) = 0 gilt.

BEWEIS. Nehmen wir zunéchst an, dass A Rang > r hat. Dann finden wir r line-
ar unabhéngige Spaltenvektoren von A. Lassen wir die restlichen Spalten weg, dann
habe wir einen m X r—Minor von A gefunden, der linear unabhéingige Spaltenvektoren
besitzt, also ebenfalls Rang r hat. Nach Satz wissen wir, dass diese Matrix r li-
near unabhéngige Zeilen hat, und wir bezeichnen mit B den r x r—Minor von A, der
durch Weglassen der anderen Zeilen erhalten wird. Dieser hat aber immer noch r linear
unabhéngige Zeilen, also Rang r, also gilt det(B) # 0.

Nemhmen wir umgekehrt an, dass die Matrix A einen r x r—Minor B besitzt, der
det(B) # 0 erfiillt. Die Wahl des Minors B bestimmt r Spaltenvektoren und r Zeilen von
A (die “iibrigbleiben”). Versucht man 0 als Linearkombination dieser Spaltenvektoren
zu schreiben, so bilden die r ausgewéhlten Zeilen gerade das Gleichungssystem Bx = 0.
Damit miissen aber alle Koeffizienten gleich Null sein und somit sind die gegebenen
Spaletenvektoren von A linear unabhéngig und rg(A) > r.

Damit folgt die Behauptung weil der Rang von A genau dann r ist, wenn er > r
aber nicht > r + 1 ist. O

6.12. Bemerkung. Zum Abschluss méchte ich noch kurz einige Beobachtungen zu
den in diesem Kapitel entwickelten Begriffen im Fall K = R machen, die insbesondere
in den Anwendungen dieser Begriffe in der Analysis wichtig sind (wo lineare Abbildun-
gen insbesondere als Ableitungen auftreten). Wie schon in Abschnitt kann man den
Raum M,,(R) einfach als R" betrachten, und in diesem Bild sind die Koordinaten ein-
fach durch die Eintragungen der Matrix gegeben. Die Leibnizformel aus driickt nun
die Determinante det(A) einfach als eine Summe von Produkten von Matrixeintragun-
gen aus. Damit folgt aber aus elementaren Resultaten der Analysis, dass det : R” - R
stetig und sogar beliebig oft differenzierbar ist. Das bedeutet aber, dass fiir eine Matrix
A mit det(A) # 0, Matrizen die sehr nahe bei A liegen, ebenfalls Determinante ungleich
Null haben miissen. In der Néhe einer invertierbaren Matrix befinden sich also nur inver-
tierbare Matrizen. (Technisch gesagt ist die Menge der invertierbaren Matrizen offen.)
Diese Tatsache spielt eine wichtige Rolle beim Beweis des inversen Funktionensatzes in
der Analysis.

Fiir eine invertierbare Matrix A € M,(R) und einen Vektor b € R™ kann man nach
der Cramer’schen Regel aus die eindeutige Losung des Gleichungssystems Ax = b
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durch Determinanten beschreiben. Das impliziert aber, dass diese eindeutige Losung
sowohl von der Matrix A als auch von dem Vektor b stetig abhéngt, was wiederum in
vielen Anwendungen wichtig ist. Analog zeigt die Formel fiir die inverse Matrix aus
dass die Funktion A — A~! auf der (offenen) Teilmenge der invertierbaren Matrizen
stetig und beliebig oft differenzierbar ist.

SchlieBlich liefert der Determinantenrang auch noch eine Beschreibung der Teilmen-
gen von Matrizen mit fixem Rang in Termen von Polynomen. Betrachten wir etwa
M, n(R) mit m > n. Fir eine Matrix A dieser Grofle ist natiirlich rg(A) < n und
nach Proposition m gilt rg(A) = n genau dann, wenn es einen n X n-Minor B von
A gibt, der det(B) # 0 erfiillt. Betrachtet man die Determinanten aller n x n—-Minoren
als Komponenten einer Funktion mit Werten in R* (fiir passendes k), dann ist diese
Funktion wieder stetig. Damit bilden die Matrizen vom Rang n eine offene Teilmenge
und die Matrizen von kleinerem Rang eine abgeschlossene Teilmenge von R™".



KAPITEL 7

Charakteristisches Polynom,
Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Nachdem wir nun die Determinante als Hilfsmittel zur Verfiigung haben, beginnen
wir lineare Abbildungen von einem Vektorraum auf sich selbst genauer zu studieren.
Insbesondere versuchen wir, zu einer gegebenen linearen Abbildung eine Basis zu finden,
beziiglich der wir eine besonders einfach Matrixdarstellung erhalten. Ein wesentlicher
Schritt dahin wird sein, jeder linearen Abbildung (bzw. jeder quadratischen Matrix)
das sogenannte charakteristische Polynom zuzuordnen. Damit kénnen dann algebraische
Resultate {iber Polynome auf das Studium von linearen Abbildungen bzw. von Matrizen
angewandt werden, was im weiteren eine zentrale Rolle spielen wird.

Eigenwerte und Eigenrdume — Diagonalisierbarkeit

7.1. Grundlegende Definitionen. Sie K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler
K—-Vektorraum und f : V' — V eine lineare Abbildung. Wir wollen versuchen, eine Basis
fiir V zu finden, in der f besonders einfach aussieht. Aquivalent kann man das natiirlich
so formulieren, dass wir zu einer gegebenen Matrix A € M, (K) eine moglichst einfache
ghnliche Matrix suchen. Wir werden im weiteren ofters zwischen den Sichtweisen der
Matrizen und der linearen Abbildungen hin und her schalten.

Als Anfang sollten wir vielleicht iiberlegen, was man eigentlich mit “besonders ein-
fach aussehen” meinen konnte, bzw. Beispiele fiir besonders einfach lineare Abbildungen
und Matrizen geben. Eine Klasse von besonders einfachen Matrizen sind die sogenann-
ten Diagonalmatrizen, also Matrizen A = (a;;), fir die a;; = 0 fiir ¢ # j gilt. Eine
Diagonalmatrix hat also nur auf der Hauptdiagonale nichttriviale Eintragungen. Geo-
metrisch bedeutet das, dass die Elemente der Standardbasis durch die Matrix A nur
in ihrer Lange, aber nicht in ihrer Richtung geéndert werden. Man kann nun natiirlich
fiir eine allgemeine lineare Abbildung Vektoren suchen, bei denen nur die Lénge und
nicht die Richtung verdndert wird. Das fiihrt sofort zu den zentralen Begriffen dieses
Kapitels:

DEFINITION 7.1. Sei K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum und f : V. — V eine
lineare Abbildung.

(1) Ein Element A € K heifit ein Eigenwert von f, falls es einen Vektor v € V' mit
v # 0 gibt, sodass f(v) = Av gilt. Ist das der Fall, so heifit v ein Eigenvektor fir f zum
Eigenwert \.

(2) Ist A ein Eigenwert von f, dann heift V{ := {v € V' : f(v) = A} der Eigenraum
von f zum Figenwert .

(3) Die lineare Abbildung f heifit diagonalisierbar falls es eine Basis {v;} fur V' gibt,
sodass jedes v; ein Eigenvektor fiir f ist.

(4) Analog definieren wir die Begriffe Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum und Dia-
gonalisierbarkeit fiir eine Matrix A € M,,(K), indem wir die lineare Abbildung K” — K"
benutzen, die durch =z — Ax gegeben ist.

99
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BEMERKUNG 7.1. Sei V ein endlichdimensionaler K—Vektorraum, f : V' — V eine
diagonalisierbare lineare Abbildung und B = {vq,...,v,} eine Basis fiir V, die aus
Eigenvektoren fiir f besteht. Sind A1, ..., A\, die zugehorigen Eigenwerte, dann gilt nach
Definition f(v;) = A;v;. Nach Definition bedeutet das aber fiir die Matrixdarstellung
[f]s = (a;;) von f beziiglich der Basis B gerade a; = A\; und a;; = 0 fiir i # j, also ist
[f]s eine Diagonalmatrix.

Ist umgekehrt f: V — V linear, und B = {vy,...,v,} eine Basis von V, sodass [f]s
eine Diagonalmatrix ist, dann ist nach Definition f(v;) = a;v;, also v; ein Eigenvektor
zum Eigenwert a;;. Damit ist f diagonalisierbar.

Somit sehen wir, dass eine lineare Abbildung genau dann diagonalisierbar ist, wenn
sie beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden kann.
Analog ist eine n x n—Matrix A genau dann diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer
Diagonalmatrix ist, d.h. wenn es eine invertierbare Matrix T" € M, (K) gibt, sodass
TAT~! eine Diagonalmatrix ist.

BEISPIEL 7.1. Zur Illustration des Begriffes betrachten wir zunéchst drei Beispiele
im R-Vektorraum R?:

(1) Betrachte die Drehung um den Winkel ¢ € [0,27), d.h.

()= (Gt e (1),

Ist ¢ # 0,7, dann hat f offensichtlich keine Eigenwerte und kann daher auch nicht
diagonalisierbar sein. Fiir ¢ = 0 ist f = id, also jedes (x,y) # (0,0) ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1, und fiir ¢ = 7 ist f = —id, also jeder Vektor (aufler Null) ein
Eigenvektor zum Eigenwert —1.

(2) Betrachte die lineare Abbildung f(z,y) = (2z, z +vy). Offensichtlich ist f(0,y) =
(0,y), also jeder Vektor dieser Form ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Andererseits ist
f(x,z) = (2z,2x) also ist jeder Vektor mit gleichen Komponenten ein Eigenvektor zum
Eigenwert 2. Damit ist f diagonalisierbar, weil etwa B = {(1,1),(0,1)} eine Basis aus
Eigenvektoren ist. Offensichtlich gilt dann [f]g = (379).

(3) Betrachte die lineare Abbildung f(z,y) = (z,z + y). Offensichtlich ist wieder
jeder Vektor der Form (0,y) ein Eigenvektor zum Eigenwert Eins. Es kann aber keine
weiteren Eigenvektoren geben. Wire namlich f(x,y) = (z,2+vy) = (Az, \y) und z # 0,
dann miisste natiirlich A = 1 gelten. Die zweite Komponenten liefert aber dann y = z+y,
also x = 0, ein Widerspruch. Insbesondere kann f nicht diagonalisierbar sein, weil je
zwei Eigenvektoren fiir f linear abhéngig sind.

(4) Das Konzept von Eigenvektoren ist auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume
sehr wichtig. Betrachte den Raum C*(R,R) der beliebig oft differenzierbaren Funktio-
nen von R nach R. In der Analysis lernt man, dass (f + ¢)' = f'+ ¢ und (\f)" = Af’
fir alle f,g € C*(R,R) und A € R gilt, also definiert die Ableitung D(f) = f’ eine
lineare Abbildung D : C*(R,R) — C*(R,R). Wie ebenfalls aus der Analysis bekannt,
ist fiir jedes A € R die Funktion z — ¢ beliebig oft differenzierbar, und (e*®)’ = \e**.
Somit ist fiir jedes A € R die Funktion e** ein Eigenvektor von D zum Eigenwert \.

7.2. Geometrische Vielfachheit. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum
itber K, und f : V — V eine lineare Abbildung. Ist A ein Eigenwert von f, dann
betrachten wir den zugehorigen Eigenraum V), := VAf st v € V) und p € K, dann
ist f(uv) = pf(v) = plv = A, also pv € V. Sind andererseits v, w € V), dann ist
flo+w) = f(v)+ f(w) = v+ Iw = A(v+w), also ist V) ein Teilraum vom V.
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DEFINITION 7.2. Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A\ einer linearen
Abbildung f : V' — V ist die Dimension des zugehorigen Eigenraumes V)\f .

Damit kénnen wir nun relativ einfach zu einer (allerdings in der Praxis noch nicht
sehr niitzlichen) Charakterisierung diagonalisierbarer Abbildungen kommen. Zunéchst
zeigen wir, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten automatisch linear un-
abhéngig sind.

LEMMA 7.2. Sei V' ein Vektorraum dber K, f :V — V eine lineare Abbildung und
seien Ay, ..., \p € K verschiedene Figenwerte von f. Ist v; € V ein Figenvektor zum
Figenwert \; fiir jedesi = 1,...,k, dann sind die Vektoren vy, ..., vy linear unabhdingig.

BEWEIS. Durch Induktion nach k. Ist £ = 1, dann ist v; ein Eigenvektor, also v; # 0,
also ist {v;} linear unabhéngig. Nehmen wir also an, dass k > 2 gilt, und dass wir die
Behauptung fiir £ — 1 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten bereits bewiesen
haben. Seien aq,...,a; € K so, dass ajv; + - -+ + apv, = 0 gilt. Wenden wir auf diese
Gleichung f an, dann erhalten wir wegen der Linearitét a; f(vy)+- - - +axf(vx) = 0, und
nach Definition der v; erhalten wir a; Ajv1+- - -+ apApvr = 0. Subtrahieren wir von dieser
Gleichung das Ap—fache der urspriinglichen Gleichung ayv;+- - -+agv = 0, dann erhalten
wir aq (A —Ap)vr+- - -+ ag_1(Ag—1 — Mg )vk—1 +0 = 0. Nach Induktionsvoraussetzung sind
die Vektoren vy, ..., vg_1 linear unabhéngig, also ist a;(\; —Ag) =0furi=1,...,k—1.
Da die A; alle verschieden sind, ist A\; — Ay # 0, also a; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,k — 1.
Damit ist azvr = 0, also ap = 0 weil v, ein Eigenvektor und damit nicht der Nullvektor
ist, und die Behauptung folgt. O

SATz 7.2. Sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum tiber einem Korper K und f :
V = V eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(1) f hat hochstens n verschiedene Eigenwerte.

(2) Sind A1, ..., N\, die verschiedenen Eigenwerte von f und ist n; die geometrische
Vielfachheit von X\; fir i = 1,...,k, dann ist 25:1 n; < n und es gilt genau dann
Gleichheit, wenn f diagonalisierbar ist.

BEWEIS. (1) Zu jedem Eigenwert gibt es nach Definition mindestens einen Eigen-
vektor, und nach Lemma sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear
unabhéngig. Da eine linear unabhéngige Teilmenge von V' nach Korollar hochstens
dim(V') = n Elemente haben kann, folgt die Behauptung.

(2) Fir i = 1,...,k sei {v(i . v,(f;} eine Basis fiir den Eigenraum V)\Jz . Dann

behaupten w1r dass die Vektoren v( ) .. vﬁlll), .. vgﬁ), . vff? linear unabhéngig sind.

Seien also a} € K fiir j = 1,...,k und i=1,...,n s0, dass ), ;a] Z(J) =0 gﬂt Dann
konnen wir diese endliche Summe als 25:1 v(j) = 0 schreiben, wobei v\ := 37" @ ?JZ( ),

Nach Konstruktion ist vl € V/\JZ_ . Nach Lemma ist aber Y v = 0 nur moglich,
wenn v¥) = 0 fiir alle j gilt.

Damit ist aber > 7, a; UZ(] ) = 0 fiir alle j, was al = 0 fiir alle i und j impliziert, weil
nach Konstruktion v%ﬂ ) . ,vnj fiir alle j linear unabhéngig sind. Damit ist die ) n;—
elementige Teilmenge {vg), . vnk)} von V linear unabhéngig, also folgt > n; < n

wieder aus Korollar [4.5]

Falls Y n; = n gilt, dann ist diese Menge nach Teil (6) von Korollar eine Basis
von V, also ist f diagonalisierbar. Ist umgekehrt f diagonalisierbar, dann finden wir
eine Basis {vy,...,v,} aus Eigenvektoren. Elemente dieser Basis, die Eigenvektoren zu
einem fixen Eigenwert A sind, bilden eine linear unabhéingige Teilmenge von V)\f , also
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ist ihre Anzahl hochstens gleich der geometrischen Vielfachheit von A. Damit folgt aber
sofort » n; > n. O

Insbesondere impliziert der Satz dass eine lineare Abbildung f : V — V' die dim(V")
viele verschieden Eigenwerte hat, automatisch diagonalisierbar ist.

Das charakteristische Polynom

Wir wissen an dieser Stelle noch nicht, wie wir zeigen kénnen, dass eine gegebene
lineare Abbildung Eigenwerte hat, bzw. wie man Eigenwerte bestimmen koénnte. Aus
Beispiel (1) von wissen wir sogar, dass es im Allgemeinen keine Eigenwerte geben
muss. Um diese Fragen zu studieren kommt uns die Theorie der Polynome zur Hilfe.

7.3. Eigenwerte und Determinanten. Zunéchst konnen wir die Eigenrdume ei-
ner linearen Abbildung leicht als Kern interpretieren. Damit kommen wir der Frage der
Bestimmung von Eigenwerten einen grofien Schritt néher:

PROPOSITION 7.3. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber einem Korper
K und f : V. — V eine lineare Abbildung. Dann ist eine Zahl X € K genau dann
ein Eigenwert von f, wenn det(f — Xid) = 0 gilt. Ist A ein Eigenwert, dann ist der
Eigenraum VAf genau der Kern von f — \id.

BEWEIS. Aus wissen wir, dass die Vektorraumoperationen auf L(V,V') punkt-
weise definiert sind, also ist (f—\id)(v) = f(v)— v fiir alle v € V. Daher gilt f(v) = \v
genau dann, wenn (f — Aid)(v) = 0 gilt. Somit ist A € K genau dann ein Eigenwert,
wenn Ker(f — Aid) # {0} ist. Nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen (Satz
ist das dquivalent dazu, dass f — Aid kein linearer Isomorphismus ist. Aus wis-
sen wir, dass f — A id genau dann kein linearer Isomorphismus ist, wenn det(f—Aid) =0
ist. Fiir einen Eigenwert A gilt dann offensichtlich V;/ = Ker(f — Aid). OJ

Betrachten wir diese Charakterisierung von Eigenwerten im Bild von Matrizen, dann
ist also fiir eine Matrix A = (a;;) € M, (K) eine Zahl A € K genau dann ein Eigenwert,
wenn die Matrix B = A — AL, d.h. b;; = a;; — A und b;; = a;; fiir 7 # j Determinante
Null hat.

An dieser Stelle konnen wir, wie in Abschnitt skizziert, Polynome ins Spiel
bringen. Dort haben wir festgestellt, dass die Menge K[z] aller Polynome in einer Va-
riablen  mit Koeffizienten im Korper K einen kommutativen Ring mit Einselement
bilden. Ausserdem haben wir gesehen, dass fiir ein Element A € K die Abbildung
¢ = ¢y : K[z] — K, die jedem Polynom p den Wert der zugehorigen Polynomfunk-
tion auf K im Punkt A zuordnet, eine Homomorphismus von kommutativen Ringen
mit Einselement ist. Wir werden diese Abbildung weiterhin einfach als ¢, (p) = p()\)
schreiben.

Fiir die gegebene Matrix A = (a;;) € M,(K) betrachten wir nun die Matrix C €
M, (K|z]) die definiert ist durch ¢;; = a;; — und ¢;; = a;; fiir @ # j. Wir haben also auf
der Hauptdiagonalen Polynome ersten Grades und auflerhalb der Hauptdiagonale nur
konstante Polynome in C. Wir werden die Matrix C' auch als A — xI bezeichnen. Aus
Kapitel [f| wissen wir nun, dass wir die Determinate det(C) von C als Element von K|z]
bilden kénnen.

DEeFINITION 7.3. Fir A € M,(K) ist das charakteristische Polynom ps € K|z]
definiert als die Determinante der Matrix A — zl € M, (K[z]).
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Das charakteristische Polynom ist eines der zentralen Konzepte der linearen Alge-
bra. Insbesondere sind seine Nullstellen (wie in definiert)genau die Eigenwerte der
Matrix:

KOROLLAR 7.3. Sei A € M,,(K) eine n x n—-Matriz. Dann sind die Eigenwerte der
linearen Abbildung x — Ax genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms pa,
d.h. A € K ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn pa(A\) =0 gilt.

BEWEIS. In (6.2l haben wir dem Homomorphismus ¢, : K[z] — K auf die einzelnen
Eintragungen von Matrizen angewandt um eine Funktion o, : M, (K[z]) — M, (K) zu
definieren. Offensichtlich bildet diese Funktion A — 21 € M, (K[z]) auf A — A\l € M,,(K)
ab. In Korollar[6.4 haben wir bewiesen, dass fiir jede Matrix B € M, (K|[z]) die Gleichung
det(px(B)) = ¢(det(B)) gilt. Angewandt auf A — zI erhalten wir det(A — AI) = pa(})
und die Behauptung folgt aus Proposition [7.3] [

BEISPIEL 7.3. Betrachten wir die 2 x 2-Matrizen zu den Beispielen aus[7.1] Fiir die
cos(p) —sin(p)
sin(p)  cos(p) )
Daraus ergibt sich py = (cos(p) — x)? +sin?(¢) = 22 — 2 cos(¢)z + 1. Nach der iiblichen
Formel fiir die Losung von quadratischen Gleichungen ergibt sich als Nullstellen A\; o =
cos(p) £ y/cos?(p) — 1 = cos(yp) £ isin(p). Somit existieren Nullstellen in R nur fir
sin(p) = 0, also ¢ = kr mit k € Z, und das liefert nur die Fille A = £I. Wir werden

spéter sehen, wie man die komplexen Nullstellen benutzen kann.

Fiir die zweite lineare Abbildung erhalten wir A = (% (1)) und damit das charakte-
ristische Polynom p4 = (2—x)(1—x) woraus schon offensichtlich ist, dass die Nullstellen

gerade 2 und 1 sind.

Drehung um den Winkel ¢ erhalten wir die Matrixdarstellung A = (

Im Fall der Scherung erhalten wir schlieflich A = (} (i) und damit das cha-

rakteristische Polynom ps = (1 — z)?. Hier ist also 1 eine “doppelte” Nullstelle des
charakteristischen Polynoms, obwohl es nur einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 gibt.

7.4. Charakteristisches Polynom und Ahnlichkeit. Bevor wir uns allgemein
mit Polynomen beschéftigen, zeigen wir, dass man das charakteristische Polynom fiir
lineare Abbildungen definieren kann. Wie in [6.1] besprochen muss man dazu die charak-
teristischen Polynome von dhnlichen Matrizen betrachten.

SATz 7.4. Seien A, B € M,(K) dhnliche n x n—Matrizen iber einem Korper K.
Dann haben A und B das gleiche charakteristische Polynom.

BEWEIS. Nach Definition gibt es eine invertierbare Matrix 7" € M,,(K), sodass B =
TAT™! gilt. Betracten wir die Eintragungen ¢;; von T als konstante Polynome, dann
konnen wir 7" auch als Element von M, (K[z]) betrachten. Das geht natiirlich analog
auch fiir 7-! und klarerweise sind 7" und 7! auch als Elemente von M,,(K[z]) invers
zueinander.

Nun gilt T(A — 2I)T~' = TAT' — T2IT~*. Nach Defintion sind die Koeffizienten
von Tzl gerade xt;; und daraus folgt sofort, dass TaIT~! = zI gilt. Damit ist aber
B —al = T(A — 2I)T7!, also ist pgp = det(T)padet(T~!) und nach Korollar is
det(T) det(T~1) = 1. O

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun fiir eine lineare Abbildungen f : V' — V auf
einem endlichdimensionalen K-Vektorraum V' das charakteristische Polynom definieren.
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Dazu definieren wir einfach p; € K|z] als das charakteristische Polynom der Matrixdar-
stellung [f]g beziiglich einer beliebigen Basis B von V. Wahlen wir eine andere Basis,
dann erhalten wir nach als Matrixdarstellung eine Matrix, die dhnlich zu [f]z ist,
und damit nach dem obigen Satz das gleiche charakteristische Polynom. Natiirlich sind
die Nullstellen von py genau die Eigenwerte von f.

7.5. Die Spur. Nachdem wir nun Matrizen und linearen Abbildungen ein cha-
rakteristisches Polynom zugeordnet haben, kann man die Koeffizienten dieses Polynoms
betrachten, die sogenannten charakteristischen Koeffizienten. Nach Satz[7.4 miissen die-
se Koeffizienten fiir dhnliche Matrizen immer gleich sein und fiir lineare Abbildungen
kann man sie aus einer beliebigen Matrixdarstellung bestimmen. Wir werden spéter
sehen, dass die Determinante einer dieser Koeffizienten ist. Hier betrachten wir einen
anderen Koeffizienten, der noch wesentlich einfacher ist als die Determinante und damit
eine einfache Moglichkeit liefert, um Ahnlichkeit von Matrizen auszuschliefen.

Sei A € M,,(K) eine n x n—Matrix mit charakteristischem Polynom p, € K[z]. Dann
ist es ziemlich einfach, den Koeffizienten von z"~! in p, berechnen. Setzen wir ndmlich
B = A — 2l = (b;;) und betrachten die Leibniz Formel

pa = det(B) = Z sgn(0)bo(1)1  * * bo(n)n
o€,
als Produkt von Polynomen. Nach Konstruktion ist fiir ¢ # j das Polynom b;; konstant,
wahrend b;; = a;; — x fir i = 1,...,n gilt. Ist aber ¢ # id eine Permutation, dann gilt
o(i) # 4 fiir mindestens zwei Indizes i, also kann der entsprechende Summand als hochste
Potenz maximal 2”2 enthalten und triagt daher nicht zum Koeffizienten von 2"~ bei.
Damit kommen aber alle Beitrige zum Koeffizienten von 2" ! aus dem Summanden

(a1 — ) (ann — @),
der o = id entspricht. Der Koeffizient von 2"~ ! in diesem Produkt ist aber offensichtlich

(—=1)" (a1 + -+ + apn). Das motiviert die folgende Definition.

DEFINITION 7.5. Sei A = (a;;) € M,(K). Dann definieren wir die Spur (englisch
“trace”) tr(A) von A durch tr(A) := a1 + - - - + app, also die Summe der Elemente auf
der Hauptdiagonale.

PROPOSITION 7.5. (1) Die Spurabbildung tr : M,(K) — K ist linear.
(2) Ahnliche Matrizen haben die gleiche Spur. Allgemeiner gilt fir A, B € M, (K)
die Gleichung tr(AB) = tr(BA).

BEWEIS. (1) ist aus der Definition offensichtlich und der erste Teil von (2) ist klar,
weil die Spur ein Koeflizient des charakteristischen Polynoms ist.

Also miissen wir nur die letzte Behauptung beweisen. Ist A = (a;;) und B = (b;5),
dann sind die Hauptdiagonalelemente von AB gegeben durch ) ; @izbji. Damit ist aber
tr(AB) = >, >, ai;bji, und dieser Ausdruck ist offensichtlich unabhéngig von der Rei-
henfolge von A und B. O

BEMERKUNG 7.5. (1) Die Aussage, dass tr(AB) = tr(BA) fiir alle A, B € M, (K)
gilt impliziert die Aussage, dass dhnliche Matrizen gleiche Spur haben. Man rechnet
einfach tr(TAT™!) = tr(T'TA) = tr(A). Der Zusammenhang mit dem charakteristi-
schen Polynom ist also fiir den Beweis von Proposition nicht notwendig, er ist aber
der tiefere Grund fiir die schonen Eigenschaften der Spurabbildung.

(2) Die Proposition impliziert natiirlich, dass man die Spur einer linearen Abbildung
als die Spur einer beliebigen Matrixdarstellung definieren kann.
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Polynome und ihre Nullstellen

Um das charakteristische Polynom nutzen zu kénnen, entwickeln wir als néchsten
Schritt etwas allgemeine Theorie iiber Polynome.

7.6. Der Euklidische Algorithmus. Wie wir uns in schon erinnert haben ist
der Raum K][z] aller Polynome mit Koeffizienten in K nicht nur ein Vektorraum iiber
K sondern auch ein kommutativer Ring mit Einselement. Das andere offensichtliche
Beispiel eines kommutativen Ringes mit Einselement bilden die ganzen Zahlen Z. Viele
der Anwendungen von Polynomen, die wir im weiteren kennen lernen werden, beruhen
darauf, dass sich K[z] und Z {iberraschend &hnlich studieren lassen. Insbesondere gibt
es in K[z] Analoga von Primzahlen und der eindeutigen Primfaktorzerlegung, die spéter
noch eine groBe Rolle spielen werden. Die Basis fiir die enge Analogie zwischen K]x] und
Z ist, dass es in beiden Fillen moglich ist, mit Rest zu dividieren (was fiir Polynome
auch schon aus der Schule bekannt ist). Dazu benétigt man (um auszudriicken, dass
der Rest “klein” ist) einen Ersatz fiir die Ordnung auf Z, den der Grad von Polynomen
darstellt.

DEFINITION 7.6. Sei p = > ai2* € K[z] ein Polynom mit p # 0. Dann gibt es nach
Definition einen maximalen Index n € N, sodass a, # 0 gilt. Dieses n heifit der Grad
deg(p) von p und der Koeffizient a,, heifit der fiihrende Koeffizient von p. Aquivalent ist
deg(p) = n genau dann, wenn p € K,,[x] aber p ¢ K,,_;[z] gilt. Man nennt ein Polynom
p € K[z] monisch, wenn sein fithrender Koeffizient 1 ist.

Die Vertriglichkeit des Grades von Polynomen mit den algebraischen Operationen
ist leicht zu analysieren: Fiir Polynome p = Y ax2* und ¢ = 3 bz’ ist das Polynome
p+q = > ¢z’ bestimmt durch ¢; = a; + b;. Damit folgt sofort, dass deg(p + q) <
max{deg(p), deg(q)}, wobei Gleichheit gelten muss, wenn die beiden Grade verschieden
sind. Analog ist fir » € K mit » # 0 natiirlich deg(rp) = deg(p). Fiir das Produkt
pq = > dizt gilt ja dy = Zf:o a;br_;. Ist deg(p) = n und deg(q) = m, dann ist fiir
k > n + m in dieser Summe natiirlich entweder ¢ > n also ¢; = 0 oder k — 7 > m
also b,_; = 0 und es folgt d = 0. In der Summe, die d,,.,, definiert sind offensichtlich
alle Summanden gleich Null, aufler a,b,, # 0. Damit gilt fiir p,q # 0 offensichtlich
deg(pq) = deg(p) + deg(q) und der fithrende Koeffizient eines Produkts ist das Produkt
der fithrenden Koeffizienten der beiden Faktoren. Damit kénnen wir nun das Resultat
iiber Division von Polynomen mit Rest (“Euklidischer Algorithmus”) formulieren, das
eigentlich schon aus der Schule bekannt ist:

LEMMA 7.6. Seien py, ps € K[z] Polynome, pa # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome q,r € K|z], sodass p1 = qps + 1, sowie r = 0 oder deg(r) < deg(p2) gilt.

BEWwWEIS. Wir beweisen zunéchst die Existenz der Zerlegung. Falls p; = 0 ist oder
deg(p1) < deg(pz) gilt, dann setzen wir ¢ = 0 und r = p; und beide Eigenschaften sind
erfiillt.

Sei also n := deg(py) > deg(p2) =: m. Wir fithren wir den Beweis durch Induktion
nach n. Seien a,, und b,, die fithrenden Koeffizienten der beiden Polynome. Dann be-
trachten wir p; = p; — y=a s Nach Konstruktion ist deg(p;) < n. Die Terme in
p1, die " enthalten sind aber gerade a,z" — 2" "b,z™ = 0, also ist deg(p1) < n.
Nach Induktionsvoraussetzung finden wir Polynome ¢ und 7, sodass p; = qps + 7 und
7 = 0 oder deg(7) < deg(py) gelten. Damit ist aber p; — y=x"""py = gpe + 7, und man
setzt ¢ = q + g—;x”_m und r = 7. Dann erhélt man p; = ¢ps + r mit den gewiinschten
Eigenschaften.
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Zur Eindeutigkeit: Ist qps +1r = gps +7, wobei r und 7 Null sind oder kleineren Grad
als py haben, dann erhalten wir  — 7 = (¢ — q)p2. Die linke Seite dieser Gleichung ist
entweder Null oder hat Grad < deg(py). Wére ¢ — g # 0, dann hétte die rechte Seite
Grad deg(ps) + deg(q — q) > deg(p2) ein Widerspruch. Somit muss ¢ — ¢ = 0, also ¢ = ¢
gelten. Daraus folgt dann sofort 7 = r. O

BEISPIEL 7.6. Der Induktionsbeweis des Satzes entspricht genau dem aus der Schule
bekannten Algorithmus zur Division von Polynomen mit Rest. Betrachten wir zum
Beispiel die Division (22 +22% — 2 +1) : (x +3) Im ersten Schritt erhilt man 22 fiir den
Quotienten, und zieht man z?(z + 3) vom Dividenden ab, dann erhélt man —z? —x +1.
Damit erhélt man —z fiir den Quotienten und Abziehen von —z(z + 3) liefert 2z + 1.
Somit erhélt man noch 2 fiir den Quotienten und 2z 4+ 1 — 2(x + 3) = —5 fiir den Rest.
Also gilt 22 + 222 —2 +1= (22 — 2 +2)(z + 3) — 5.

Mit diesem Resultat kénnen wir aber nun eine schone Charakterisierung der Null-
stellen von Polynomen finden. Fiir A € K gibt es natiirlich ein einfaches Polynom, das
A als Nullstelle hat, ndmlich z — A € K;[z]. Da die Multiplikation von Polynomen der
punktweisen Multiplikation der zugehorigen Polynomfunktionen entspricht folgt sofort,
dass fiir jedes Polynom ¢ € K|z] auch (z — A)g eine Nullstelle in A hat. Das sind aber
die einzigen Polynome, die A als Nullstelle haben:

SATZ 7.6. Sei p € K[x] ein Polynom, p # 0. Dann ist eine Zahl A € K genau dann
eine Nullstelle von p, wenn das Polynom x — X\ das Polynom p teilt, d.h. wenn es ein
Polynom q € K|x] gibt, sodass p = (x — \)q gilt.

BEWEIS. Wenden wir den Euklidischen Algorithmus auf p und (x — A) an, dann
erhalten wir Polynome ¢,7 € K[z] mit p = (x — A)g + 7 und r = 0 oder deg(r) <
deg(x — A). Damit muss aber r konstant sein, also r € K gelten. Setzten wir nun in
dieser Gleichung A fiir z ein, dann erhalten wir p(\) = 0g(\)+r = r, und die Behauptung
folgt. 0

7.7. Vielfachheit von Nullstellen. Der letzte Satz liefert uns sofort einen alter-
nativen Beweise fiir die Tatsache, dass ein Polynom 0 # p € K, [x] hochsten n verschie-
dene Nullstellen haben kann. Seien namlich A, ..., Ay verschiedene Nullstellen eines
Polynoms 0 # p € K[z]|. Nach Satz gibt es ein Polynom ¢y, sodass p = (z — \)@
gilt. Setzen wir nun Ay ein, dann erhalten wir 0 = p(A2) = (Mg — A\)q1(A2). Da Ag # \q
gilt, ist Ay —A; # 0, also muss ¢; (A\2) = 0 gelten. Nach Satz[7.6|gibt es somit ein Polynom
¢ € Klz], sodass ¢1 = (z — A2)g2 und damit p = (z — A1) (x — \2)go gilt. Induktiv sehen
wir, dass es ein Polynom ¢, € K[x] geben muss, sodass p = (x—A1)(x—A2) -+ (x— A\p) g
gilt, was insbesondere deg(p) = k + deg(qx), also deg(p) > k impliziert.

Die algebraische Sichtweise erlaubt uns nun eine feinere Analyse von Nullstellen,
indem wir den Begriff der Vielfachheit einer Nullstelle einfithren. Ist p € K[z]|, p # 0
und A eine Nullstelle von p, dann sagt man X\ ist eine k—fache Nullstelle von p, wenn
es ein Polynom ¢ € K[z] mit q()\) # 0 gibt, sodass p = (z — \)*q gilt. Die Vielfachheit
einer Nullstelle gibt also die hochste Potenz von (x — \) an, die das Polynom p noch
teilt.

PROPOSITION 7.7. Sei 0 # p € K[z| ein Polynom, seien Ay, ..., \i, € K verschiedene
Nullstellen von p und sei m; die Vielfachheit von \; fir j =1,... k. Dann gibt es ein
Polynom q € K[z|, sodass

p=(x—X)"(z—A)" - (z — A\p)™q
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gilt. Insbesondere ist Z?:l m; < deg(p), also kann ein Polynom vom Grad n, mit Viel-
fachheit gezdhlt, nur hochstens n Nullstellen haben.

BEWwWEIS. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach k. Nach Definition gibt
es ein Polynom ¢; € K[z], sodass p = (x — A\;)™¢; gilt. Nehmen wir induktiv an, dass
1 > 2 gilt, und wir ein Polynom ¢;_; gefunden haben, sodass

p=(x =)™ (2= X1)™ i
gilt. Nun ist aber p();) = 0, und wenn wir ); in die rechte Seite einsetzen, dann erhalten
wir einen Faktor ungleich Null mal ¢;_;();). Also muss ¢;_1(\;) = 0 und damit ¢;_; =
(x — A\;)gia fir ein Polynom ¢;; € K[z] gelten. Ist m; = 1, dann kénnen wir einfach
¢; *= @i1 setzen und erhalten ¢;_; = (x — A\;)™g;.

Ist m; > 1, dann wissen wir nach Definition der Vielfachheit, dass es ein Polynom ¢
gibt, sodass p = (z — \;)™q gilt. Setzen wir oben fiir ¢;_; ein, dann erhalten wir

p=(z—=X)(z—A)™ (2= Aio)™ g = (2 — M) (@ — \)™ G
Wegen der Eindeutigkeit in Lemma folgt
(.I' - )\1)m1 tet (.T — )‘i—l)mi_l(h,l — (.Z' _ )\’L)mz_l(j

Die rechte Seite hat \; als Nullstelle, also erhalten wir wie oben ¢;1(\;) = 0, also
¢i1 = (r — N\i)gi2 und damit ¢;_1 = (z — \;)?q;2 fiir ein Polynom ¢;» € K[z] folgern. Ist
m; = 2, dann setzen wir ¢; = ¢;» und erhalten ¢;_1 = (x — \;)"™ig;. Sonst kénnen wir
weiter Faktoren (x — \;) abspalten, bis wir ein Polynom ¢; := ¢;,,, erreichen, fiir das
gi—1 = (x — \;)™i¢q;. Damit folgt die Darstellung von p mittels Induktion und die zweite
Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz. O

Die Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit

Wir wollen nun unser allgemeinen Resultate {iber Polynome im Spezialfall von cha-
rakteristischen Polynomen anwenden. Wir werden die Resultate oft entweder nur fiir
Matrizen oder nur fiir lineare Abbildungen formulieren, die nétige Umformulierung fiir
den jeweils anderen Fall ist offensichtlich.

7.8. Zunéchst konnen wir aus der Definition sofort den Grad des charakteristi-
schen Polynoms, sowie seinen héchsten Koeffizienten und den konstanten Koeffizienten
bestimmen.

SAatz 7.8. Sei A € M,(K) eine n x n—Matriz iber einem Korper K mit charakte-
ristischem Polynom pa € K[z]. Dann ist degpa = n, der fihrende Koeffizient von pa
ist (—1)™ und der konstante Koeffizient ist det(A).

BeEweIs. Fiir den ersten Teil betrachte C' = (¢;;) = (A — zI) € M,,(K[z]). Dann ist
deg(c;;) = 0 fiir ¢ # j und deg(b;;) = 1 fiir alle ¢ und der fithrende Koeffizient von b;; ist
—1. Nach Satz ist

pa = det(B) = 3 s, 580(0)bo()1 -+ Do(nyn;

wobei &,, die Menge aller Permutationen der Menge {1,...,n} bezeichnet. Fiir o0 =
id erhalten wir ein Produkt von n Polynomen ersten Grades also ein Polynom vom
Grad n, und nach Definition des Produktes von Polynomen ist der fithrende Koeffizient
eines Produktes das Produkt der fithrenden Koeffizienten. Damit erhalten wir (—1)™ als
fithrenden Koeffizienten dieses Summanden. In allen anderen Summanden treten auch
Faktoren auf, die Grad Null besitzen, also erhalten wir Polynome vom Grad < n, also
hat die Summe Grad n und fithrenden Koeffizienten (—1)". Wegen p4(A) = det(A — AI)
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erhalten wir natiirlich sofort p,(0) = det(A), und das ist der konstante Koeffizient von
PA- ]

BEMERKUNG 7.8. Das charakteristische Polynom liefert iiberraschende weitere In-
formationen iiber die Struktur der Teilmenge GL(n,R) aller invertierbaren n x n—
Matrizen des Vektorraumes M, (R) = R™. Aus wissen wir ja schon, dass GL(n,R)
eine offene Teilmenge von R™ ist. Jetzt konnen wir beweisen, dass diese Menge auch
dicht ist, also beliebig nahe bei einer gegeben Matrix A invertierbare Matrizen liegen.

Ist ndmlich A € M,,(R) beliebig, dann betrachten wir das charakteristische Polynom
pa von A als Funktion R — R. Falls pa(\) # 0 ist, dann ist det(A— Al) # 0, also A— AL
eine invertierbare Matrix. Da aber ps ein Polynom vom Grad n > 1 ist, hat es nach
Proposition [7.7 héchstens n verschiedene Nullstellen. Insbesondere bedeutet das, dass
es zu jedem € > 0 eine Zahl A mit |A| < e gibt, sodass p4(A) # 0 gilt. Das bedeutet aber
gerade, dass beliebig nahe bei A invertierbare Matrizen liegen. Insbesondere hat das die
niitzliche Konsequenz, dass eine stetige Funktion F': M, (R) — R™, die F(A) = 0 fiir
jede invertierbare Matrix A erfiillt, schon identisch Null sein muss.

An dieser Stelle stellt sich die Frage, ob die charakteristischen Polynome von Matri-
zen spezielle Eigenschaften haben (die etwa beim Finden von Nullstellen helfen kénn-
ten). Das ist aber (abgesehen vom fithrenden Koeffizienten, den wir in Satz{7.8/bestimmt
haben) nicht der Fall:

PROPOSITION 7.8. Sei K ein Korper und sei p € K,[z] ein Polynom vom Grad n
mit fiihrendem Koeffizienten (—1)". Dann gibt es eine Matriz A € M, (K) mit charak-
teristischem Polynom pa = p.

BEWEIS. Schreiben wir p = (—1)"2" + b, 12" ' + - - - + by x + by und betrachten die
Matrix A = (a;;), die gegeben ist durch a;11; = 1 firi = 1,...,n—1, a;, = (—1)""'b;_;
fir j = 1,...,n und alle anderen a;; = 0. Wir beweisen mit Induktion nach n, dass
pa=(=1)"2" + b2+ - + biw + by gilt.

Fiir den Induktionsanfang betrachten wir den Fall n = 2, also die Matrix ((1) :Z‘f)
Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist offensichtlich (—x)(—b; — ) — (—bg) =
ZEQ —f- ble + b().

Nehmen wir induktiv an, dass n > 3 gilt, und die Behauptung fiir (n —1) x (n —1)—
Matrizen schon bewiesen ist. Entwickeln wir nun die Determinante von A — xI nach
der ersten Zeile, so erhalten wir nur zwei Summanden. Der erste dieser Summanden ist
(—x) mal die Determinante der Matrix die entsteht, wenn man in A — zI die erste Zeile
und die erste Spalte streicht. Nach Induktionsvoraussetzung ist diese Determinante aber
(=) tan=t — b, 2" % — -« — byw — by, also liefert dieser Summand schon p — by. Der
andere Summand ist aber gerade (—1)""!'(—1)""'by = by mal der Determinante der
Matrix die entsteht, wenn man in A — xI die erste Zeile und die letzte Spalte streicht.
Die resultierende Matrix ist aber eine obere Dreiecksmatrix mit lauter Einsen auf der
Hauptdiagonale, hat also nach Korollar Determinante Eins. O

Dieses Resultat zeigt, dass Finden von Eigenwerten von beliebigen Matrizen iiber
K dquivalent zum Finden von Nullstellen von beliebigen Polynomen iiber K, und somit
ein schwieriges Problem ist.

7.9. Die algebraische Vielfachheit. Da wir ja wissen, dass die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms genau die Eigenwerte einer linearen Abbildung (oder einer
Matrix) sind, kénnen wir nun natiirlich das Konzept der Vielfachheit einer Nullstelle
auf Eigenwerte iibertragen.
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DEFINITION 7.9. Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A\ einer Matrix
A € M,(K) bzw. einer linearen Abbildung f ist die Vielfachheit der Nullstelle A des
charakteristischen Polynoms p4 bzw. p;.

SATZ 7.9. Set V' ein n—dimensionaler K-Vektorraum und f : 'V — V eine lineare
Abbildung. Dann gilt:

(1) Fir jeden Eigenwert \ von f ist die algebraische Vielfachheit zumindest so grofs
wie die geometrischen Vielfachheit aus 7.9

(2) Die Summe der algebraischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von f ist < n und
falls das charakteristische Polynome von f in ein Produkt von Polynomen ersten Grades
zerfdllt, ist die Summe der algebraischen Vielfachheiten gleich n.

BEWEIS. (1) Sei V{ der Eigenraum zum Eigenwert A. Seine Dimension ist nach
Definition die geometrische Vielfachheit von \. Ist diese geometrische Vielfachheit gleich
k, dann betrachten wir eine Basis {vy, ..., vy} fiir VAf und erweitern diese zu einer Basis
B :={v1,...,v,} von V. Nach Konstruktion ist dann f(v;) = \v; fir i = 1,..., k, also

M, A
0 B
fir A € My ,—r(K) und B € M, ,,—x(K). Berechnen wir nun das charakteristische
Polynom dieser Matrix, dann kénnen wir k—mal nach der ersten Spalte entwickeln, und
erhalten p; = (A — z)* det(B — ). Somit sehen wir, dass die algebraische Vielfachheit
von A zumindest gleich k ist.

hat die Matrixdarstellung [f]z von f beziiglich dieser Basis die Blockform (

(2) folgt sofort aus Proposition [7.7] O

7.10. Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit. Mit Hilfe unserer Resulta-
te iiber charakteristische Polynome konnen wir nun eine vollstdndige Charakterisierung
diagonalisierbarer linearer Abbildungen beweisen:

SATZ 7.10. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Kérper K. Dann
ist eine lineare Abbildung f:V — V genau dann diagonalisierbar iber K, wenn

(a) das charakteristische Polynom py von f tber K in ein Produkt von Polynomen
ersten Grades zerfdllt und

(b) fiir jeden Eigenwert von f die algebraische Vielfachheit mit der geometrischen
Vielfachheit iibereinstimmt.

BEWEIS. Ist f diagonalisierbar, dann sei B eine Basis aus Eigenvektoren. Die Ma-
trixdarstellung [f]z ist dann eine Diagonalmatrix. Sind Ay, ..., A, die Eintragungen auf
der Hauptdiagonale, dann ist das charakteristische Polynom dieser Matrix (also das
charakteristische Polynom von f) gegeben durch (A\; — z)---(\, — ) und zerfillt so-
mit in Produkt von Polynomen ersten Grades. Ist A einer der Eigenwerte, dann ist die
Anzahl der Basisvektoren, die diesem Eigenwert entsprechen, genau die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes und diese Vektoren sind linear unabhingig. Somit muss
die Dimension des Eigenraumes Vf’\ mindestens gleich der algebraischen Vielfachheit
von A sein, und damit folgt Bedingung (b) aus Satz [7.9(1).

Nehmen wir umgekehrt an, dass die Bedingungen (a) und (b) erfiillt sind. Seien
A1, ..., A\ die verschiedenen Eigenwerte von f und sie m; die algebraische Vielfachheit
von \;. Aus Bedingung (a) und Satz (2) folgt nun, dass > m; = n gilt, und wegen
Bedingung (b) ist m; gleich der geometrischen Vielfachheit von A;. Damit ist aber f
nach Satz diagonalisierbar. O
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Damit kénnen wir nun ein vollstéindiges Schema angeben, wie man entscheidet, ob
eine Matrix A € M, (K) diagonalisierbar ist, und wie man sie explizit diagonalisiert,
d.h. eine invertierbare Matrix T findet, sodass TAT~! eine Diagonalmatrix ist.

(i) Berechne das charakteristische Polynom p4 € K[z] und finde seine Nullstellen.
Zerfallt dieses Polynom nicht in ein Produkt von Polynomen ersten Grades, dann kann
A nicht diagonalisierbar sein. Ansonsten seien \; die verschiedenen Eigenwerte von A
und m; ihre algebraischen Vielfachheiten.

(ii) Sind alle m; = 1, also alle \; verschieden, dann ist A diagonalisierbar, also
ghnlich zu einer Diagonalmatrix mit den Eintragungen \{,...,\, auf der Hauptdia-
gonale. Ist das nicht der Fall, dann bestimme fiir jene m;, die grofler als 1 sind, die
geometrische Vielfachheit n; von A;. Diese Vielfachheit ist die Dimension des Kerns der
linearen Abbildung A — A1, also gilt n; = n — rg(A — Al) und dieser Rang kann mit
Hilfe des Gaufi’schen Algorithmus bestimmt werden. Die Matrix A ist nun genau dann
diagonalisierbar, wenn n; = m; fiir alle ¢ mit m; > 1 gilt.

(iii) Mochte man fiir diagonalisierbares A eine invertierbare Matrix T° € M, (K)
finden, sodass TAT~! diagonal ist, dann geht man wie folgt vor: Fiir jeden Eigenwert
Ai bestimme mit Hilfe des GauB’schen Algorithmus eine Basis {v{,...,v} } fiir den
Raum der Losungen des homogenen lineare Gleichungssystems (A — A\;I)x = 0. Dann
wissen wir aus unseren allgemeinen Resultaten, dass {v{,..., v} } eine Basis B fiir K"
ist. Bezeichnen wir mit S die Standardbasis, dann ist die Matrix mit Spaltenvektoren
vi,..., vk gerade [id]. Bezeichnen wir mit f die lineare Abbildung x — Az, dann ist
A = [f]s, und nach Korollar ist damit [id]3A[id]8 = [f]s, also eine Diagonalmatrix.
Da [id]§ = ([id]8)~! gilt, erhélt man die Matrix T indem man mit Hilfe des Algorithmus

aus die Matrix mit Spaltenvektoren v}, ..., v* invertiert.

Nk

Hat man es mit einer linearen Abbildung f : V — V auf einem beliebigen end-
lichdimensionalen Vektorraum zu tun, dann geht man analog vor. Zunéchst wéhlt man
eine beliebige Basis B von V' und bestimmt die Matrixdarstellung A := [f]z. Wie oben
kann man dann aus A das charakteristische Polynom ps = py, sowie die Eigenwer-
te und ihre algebraischen und geometrischen Vielfachheiten bestimmen. Die Losungen
von (A — \I)x = 0 sind dann gerade die Koordinatendarstellungen von Eigenvektoren
beziiglich der Basis B, und damit kann man dann eine Basis B’ von V' angeben, die aus
Eigenvektoren fiir f besteht.

3 -1 -1
BEISPIEL 7.10. (1) Betrachten wir die Matrix A= [2 1 —2| € M3(R). Nach
0 -1 2

der Regel von Sarrus erhélt man fiir das charakteristische Polynom
pa=B—2)(l—-2)2—2)+2-2B3—-2)+22—-2)=B—2)2—2)(1 —2).

Somit hat A drei verschiedene Eigenwerte, ndmlich 1, 2 und 3 und muss daher diago-

nalisierbar sein. Eigenvektoren zu diesen Eigenwerten kann man leicht durch Losen von

linearen Gleichungssystemen bestimmen. Betrachten wir etwa den Eigenwert 1, dann
2 -1 -1

miissen wir die Gleichung Bx = 0 fir B = [2 0 —2 ] lésen. Wenden wir darauf
0 -1 1
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den Gauf3’schen Algorithmus an, dann erhalten wir

2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1
2 0 -2|—~10 1 —-1|~1]0 1 -1
0 -1 1 0 -1 1 0O 0 O

Setzt man x3 = 1, so erhélt man x5 = 1 und 2z = 2, also 1 = 1, und damit ist (1,1, 1)
ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.

2 =21
(2) Seinin A= | 3 -1 1| € M;3(R). Mit Hilfe der Regel von Sarrus berechnet
-1 2 0

man das charakteristische Polynom von A als
pa=02-2)(~1—2)(~2)+6+2+ (-1 —12)—2(2—12) — 6z = —2° + 2° — 32 + 3.

Offensichtlich ist 1 eine Nullstelle dieses Polynoms, und dividiert man p4 durch (x —
1), dann erhélt man —(z% 4 3). Das letztere Polynom hat iiber R offensichtlich keine
Nullstellen, also kann A iiber R nicht diagonalisierbar sein. Uber C hat dieses Polynom
natiirlich die Nullstellen +iv/3, also ist A iiber C diagonalisierbar mit Eigenwerten 1,
iv/3 und —iV/3. Eigenvektoren kann man wie zuvor durch Losen von linearen Glei-
chungssystemen finden.

2 -1 -1
3)Ist A= | -1 2 —1] € M3(R), dann erhalten wir als charakteristisches

-1 -1 2
Polynom (2—z)?~1—-1—(2—2)—(2—2)—(2—2) = —23+62? -3z = —x(r—3)% Damit
hat A die Eigenwerte 0 und 3 mit algebraischen Vielfachheiten 1 bzw. 2. Offensichtlich ist
(1,1,1) ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. Fiir den Eigenwert 3 miissen wir die Gleichung
Bx = 0 losen, wobei alle drei Zeilen von B gerade (—1, —1,—1) sind. Das bedeutet aber
sofort, dass B den Rang 1 hat, also der Eigenwert 3 auch geometrische Vielfachheit
2 besitzt. Somit ist A diagonalisierbar. Eine Basis des Eigenraumes zum Eigenwert 3
erhélt man natiirlich, indem man in obigen Gleichungssystem die Losungen mit zo = 1

und z3 = 0 bzw. die mit o = 0, 23 = 1 berechnet. Das liefert aber gerade (—1,1,0)
und (—1,0,1). Betrachten wir also die Basis B = {(1,1,1),(—1,1,0),(—1,0,1)} und

1 -1 -1
bezeichnen wir mit S die Standardbasis, dann ist [idjgs = [1 1 0 |. Berechnet
1 0 1

man mit Hilfe des Algorithmus aus die inverse dieser Matrix, dann erhdlt man die
explizite Diagonalisierung

/3 1/3 1/3 2 -1 -1\ /1 -1 -1 000
~1/3 2/3 —1/3| (-1 2 —1||1 1 o0 ]=1]030
~1/3 -1/3 2/3 ) \-1 -1 2/ \1 0o 1 00 3

(4) Betrachte den Raum R, [x] der Polynome vom Grad < n und den Ableitungs-
operator D : R,[z] — R,[z]. Man kann D einfach algebraisch durch D(} a;27) =
>~ jajx?~t definieren. Betrachten wir die Basis B = {1,z,2?,...,2"}, dann ist D(27) =
ja?~1, also erhalten wir A := [D]g = (a;;), wobei a;; = 0 fiir j # i + 1 und a;;411 = .
Betrachten wir nun A — yI € M,,(K[y]), dann ist das eine obere Dreiecksmatrix, und
alle Eintragungen auf der Hauptdiagonale sind gleich —y. Nach Korollar ist pp =
det(A — yI) = (—1)"y"™. Das bedeutet aber, dass 0 der einzige Eigenwert von D ist.
Wire D diagonalisierbar, dann gébe es eine Basis aus Eigenvektoren zum Eigenwert 0,
also wére D die Nullabbildung. Tatséchlich liegt hier ein extremer Fall vor: Die Matrix
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A hat ja Zeilenstufenform, und daraus sieht man sofort, dass rg(A) = rg(D) =n —1
gilt. Damit ist aber die Dimension des Kerns von D, die ja nach Definition genau die
geometrische Vielfachheit des Eigenwertes 0 ist, gleich Eins.

Existenz von Nullstellen und Triangulierbarkeit

Zum Abschluss des Kapitels wenden wir uns noch Resultaten iiber Existenz von
Nullstellen von Polynomen und Konsequenzen solcher Resultate fiir die linare Algebra
zu.

7.11. Existenz von Nullstellen. Es ist leicht zu sehen, dass die Frage der Exis-
tenz von Nullstellen eher schwierig ist. Insbesondere hingt die Existenz von Nullstellen
stark von dem Korper ab, den wir betrachten. Zum Beispiel konnen wir ein Polynom
p € Q[x] auch als Polynom mit Koeffizienten in R oder C betrachten. Das Polynom
p = 22 — 2 zum Beispiel hat in R die Nullstellen v/2 und —v/2, aber es hat keine
Nullstellen in Q, weil v/2 irrational ist. Natiirlich sind diese beiden Nullstellen auch die
einzigen Nullstellen in C. Das Polynom p = 2% + 1 € Q[z] hat weder in Q noch in R
Nullstellen, wihren in C die Nullstellen ¢ und —i sind.

Uberraschenderweise kommen Existenzresultate fiir Nullstellen eher aus der Analysis
als aus der Algebra. So kénnen wir zum Beispiel leicht sehen, dass ein Polynom p €
R[z] mit deg(p) = 3 in R immer eine Nullstelle haben muss. Betrachten wir so ein
Polynom, dann kénnen wir natiirlich durch den fithrenden Koeffizienten dividieren ohne
die Nullstellen zu dndern, also geniigt es, ein Polynom der Form p = 2 +ax? 4 bx +c fiir
a,b,c € R zu betrachten. Betrachten wir die zugehorige Polynomfunktion p : R — R,
dann ist lim) 40 p(A) = £o0. Fiir A # 0 kénnen wir némlich p(A) als A3(1+ 4%+ % + %)
schreiben und der Ausdruck in der Klammer geht fiir A\ — 400 offensichtlich egen
Eins. Insbesondere bedeutet das, dass es Zahlen A;, A9 € R mit A\ < 0 und Ay > 0
gibt, die auBerdem p(A\;) < 0 und p(Ay) > 0 erfiillen. Nach dem Zwischenwertsatz
der Analysis muss die stetige Funktion p auf dem Intervall (A;, A\y) auch alle Werte
annehmen, die zwischen p(\;) und p()\2) liegen, also muss insbesondere zwischen
und A eine Nullstelle von p liegen. Analog sieht man die Existenz mindestens einer
Nullstelle fiir jedes Polynom ungeraden Grades iiber R.

Der wichtigste Satz iiber Nullstellen von Polynomen ist der Fundamentalsatz der
Algebra, der zeigt, dass iiber dem Korper C keine Probleme ohne Nullstellen auftreten.
Uber C kann jedes Polynom als Produkt von Polynomen ersten Grades geschrieben
werden und damit hat ein Polynom p € C[x] vom Grad n genau n Nullstellen (mit Viel-
fachheit gezéhlt). Auch bei diesem Satz ist der Beweis eher analytisch. Daher passt er
nicht wirklich in die Vorlesung und wird hier nur der Vollstédndigkeit halber présentiert.
Wir setzen im Beweis einige Kenntnisse aus der Analysis voraus.

SAaTz 7.11 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p € Clz] ein Polynom mit deg(p) >
1. Dann besitzt p mindestens eine Nullstelle in C.

Bewers. Die Vorschrift f(z) := |p(z)| definiert eine stetige Funktion f : C — R,
und f(z) > 0 fiir alle z € C. Der erste Schritt des Beweises ist zu zeigen, dass diese
Funktion ein globales Minimum besitzt, d.h. ein 2y € C existiert, sodass f(z9) < f(2)
fiir alle z € C gilt. Falls p eine Nullstelle hat ist das offensichtlich, also nehmen wir an,
dass f(z) > 0 fir alle z gilt.

Fiir eine reelle Zahl R > 0 betrachten wir die Teilmenge Br := {2z € C: |z] < R} C
C = R?. Diese Teilmenge ist beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt, also besitzt
die Einschrinkung der stetigen Funktion f auf B nach dem Satz vom Maximum ein
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Maximum und ein Minimum. Schreiben wir andererseits p = a,2" + a,_ 12"+ + --- +
a1z + ag, dann gilt fiir z € C\ {0} die Gleichung

Ay a a
p(z) = anz" <1+ S —— °n>.
anz an 2 An 2

Nehmen wir den Betrag der rechten Seite, dann erhalten wir |a,||z|"|(1+...)|, und fiir
|z| = oo geht das gegen co. Somit gibt es fiir jedes C' > 0 eine Zahl R > 0, sodass
f(z) > C fir alle z € Cmit |z| > R gilt. Sei nun Z, der Punkt, an dem die Einschrankung
von f auf By ihr Minimum annimmt und sei C' := f(Z)) > 0 dieses Minimum. Dann
gibt es dazu einen entsprechenden Wert R. Sei nun R := max{1, R} und z, € By ein
Punkt, an dem die Einschrankung von f auf Bg ihr Minimum annimmt. Weil R > 1 ist,
ist f(z0) < C. Nach Definition ist f(z9) < f(z) fiir alle z € Bgr. Andererseits ist nach
Konstruktion f(z) > C = f(z) fiir alle z € C mit |z| > R. Damit ist aber f(zy) < f(2)
fiir alle z € C, also nimmt f ein absolutes Minimum bei zy an.

Der zweite Schritt des Beweises besteht nun darin zu zeigen, dass ein positiver Wert
niemals ein globales Minimum von f sein kann. Nehmen wir zunéchst an, dass zp = 0
gilt. Nattirlich ist ag = p(0) # 0. Weil der Grad von p mindestens Eins ist, gibt es einen
kleinsten Index m € {1,...,n}, sodass a,, # 0 ist. Dann ist p = ag + a,z™ + 2™ g,
wobei ¢ € C[z] gegeben ist durch a,, 41+ @m0+ - +a,z" ™ 1. Wir kénnen —a2eCin
Polarkoordinaten schreiben, also finden wir eine eindeutige reelle Zahl r > 0 und einen
eindeutigen Winkel ¢ € [0,27), sodass — 22 = re' gilt. Setzen wir z; = rl/meile/m)
dann ist 2" = —22. Fiir A € [0,1] C R betrachten wir nun p(Az1) = ag + aA™27" +
AL (A z1). Nach Konstruktion ist der zweite Summand gerade —ag\™, und wir
erhalten

p(Az1) = ap (1 = N 4+ ag "N 27" g (Az))

Aus Stetigkeitsgriinden gibt es eine Zahl C' > 0, sodass |ay 27" q(\z1)| < C fiir alle

A € [0,1] gilt. Damit erhalten wir aber |p(Az1)| < |ao|[(1 — A™ + CA™ )| Fiir 0 < A <
1/C ist aber 0 < 1 — CX < 1, und damit sicher auch 0 < 1 — X"™(1 — CA) < 1. Damit
ist aber |p(Az1)| < |ao| = p(0), also 0 kein globales Minimum.

Im Fall von beliebigem z; € C bemerken wir, dass es Koeffizienten by, ..., b, gibt,
sodass a,z2" + -+ ag = bu(z — 20)" + bp_1(z — 20)" ' + -+ 4+ bi(z — 20) + bo gilt.
Dazu muss man nur z = 29 + (2 — z9) zu den Potenzen 2,...,n erheben, und dann
einsetzen. Insbesondere sehen wir, dass by = p(z) gelten muss. Die Tatsache, dass
2z = |a,z" 4+ -+ 4+ a1z + ap| ein globales Minimum bei zy hast, iibersetzt sich nun
natiirlich direkt in die Tatsache, dass z + |b,z" + - -+ + b1z + by| ein globales Minimum
bei 0 hat. Nach dem letzten Schritt folgt daraus aber 0 = by = p(20). O

KOROLLAR 7.11. Sei p € Clz| ein Polynom mit deg(p) = n > 0. Dann gibt es
Elemente a, € C\ {0}, A1,..., s € C und mq,...,my € N mit my + -+ + my = n,
sodass p = an(x—A)™ -+ (x—N\g)™ . Insbesondere zerfillt jedes solche Polynom in ein
Produkt von Polynomen ersten Grades und es hat genau deg(p) viele Nullstellen, wenn
man die Nullstellen mit Vielfachheit zdahlt.

BEWEIS. Durch Induktion nach n. Fir n = 1 ist p = a1 + ag mit a; # 0, und das
konnen wir als a;(z — A1) schreiben, wobei A\; = —%0.
Nehmen wir also an, dass n > 1 gilt und der Satz fiir Polynome vom Grad n — 1
schon bewiesen wurde. Dann hat p nach dem Satz eine Nullstelle A € C, also gibt es
nach Satz (7.6 ein Polynom ¢ € C[z] vom Grad n — 1, sodass p = (z — \)q gilt. Wendet

man auf ¢ die Induktionsvoraussetzung an, dann folgt die Behauptung. O
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BEMERKUNG 7.11. (1) Ein Kérper K in dem jedes Polynom p € K[z] in ein Produkt
von Polynomen ersten Grades zerfillt heiflt algebraisch abgeschlossen. Der Fundamen-
talsatz der Algebra sagt also gerade, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Die Korper
Q und R sind nicht algebraisch abgeschlossen, weil etwa das Polynom 22 + 1 in diesen
Korpern keine Nullstelle besitzt. Auch die Korper Z, fiir p eine Primzahl sind nicht
algebraisch abgeschlossen.

(2) Der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra ist nicht konstruktiv. Er gibt
uns also keinen Hinweis, wie wir Nullstellen eines gegebenen Polynoms iiber C konkret
finden konnen. Im Allgemeinen ist das auch ein schwieriges Problem. Fiir quadratische
Polynome gibt es natiirlich die schon aus der Schule bekannte Formel: Wir kénnen durch
den fithrenden Koeffizienten dividieren ohne die Nullstellen zu dndern, also diirfen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ein Polynom der Form z? + axz + b betrachten.
Ist das gleich (z — A;)(z — A\g), dann folgt sofort a = —(A\; + A2) und b = A\ Ay, Damit
ist aber (A} — A\2)2 = (A1 + A2)? — 4\ Ay = a? — 4b. Daraus erhalten wir aber sofort

_ Mt A=A _ _a a? _
)\172 =5 + 5. = "3 + \/ 2 .

Fiir Polynome dritten und vierten Grades gibt es noch allgemeine (aber deutlich
kompliziertere) Losungsformeln. Fiir Polynome vom Grad > 5 wurde um 1820 von
N.H. Abel und E. Galois bewiesen, das man Losungen nicht durch endlich Anwendung
der Grundrechnungsarten und des Wurzelziehens bilden kann. Insbesondere gibt es also
keine allgemeinen Losungsformeln, die nur diese Operationen benutzen. Diese Beweise
beruhen auf der (heute so genannten) Galois—Theorie, die eine Verbindung zwischen der
Theorie der Korper, der Theorie der Polynome und der Gruppentheorie darstellt.

Wir werden uns nicht weiter mit dem Problem des Findens von Nullstellen komple-
xer Polynome beschiftigen, weil die vielen verfiigbaren (algebraischen und/oder nume-
rischen) Methoden zum Finden solcher Nullstellen iiber den Rahmen dieser Vorlesung
weit hinausgehen wiirden. Im Fall von Polynomen vom Grad > 3 werden wir uns auf
Beispiele beschrianken, in denen man geniigend viele Nullstellen erraten kann, um das
Problem durch Divisionen auf quadratische Polynome zuriickfithren zu kénnen.

7.12. Nullstellen reeller Polynome. Der Fundamentalsatz der Algebra liefert
uns auch Informationen iiber reelle Polynome. Ist ndmlich p € R[z]| ein Polynom vom
Grad n > 1, dann kénnen wir p wegen R C C natiirlich auch als komplexes Polynom
auffassen. Nach Korollar finden wir als n (nicht notwendig verschiedene) komplexe
Zahlen A1, ..., A\, und a, € C, sodass p = a,(x — A;) -+ (x — \,) gilt. Aus dieser Formel
ist offensichtlich, dass a,, gerade der fiihrende Koeffizient von p ist, also gilt a,, € R. Ist
nun p = a,x" + -+ + a1x + ag, dann ist a; € R, also a; = a;. Ist A\ € C eine Nullstelle
von p, dann gilt 0 = a, A" 4+ --- 4+ a1 A + ag. Da die komplexe Konjugation mit allen
Korperoperationen auf C vertréaglich ist, erhalten wir daraus

0=0=a,\"+ -+ @A+ ay = a,\" + - + a1\ + ao,
also ist mit A automatisch auch X eine Nullstelle von p. Andererseits ist (z —\)(z —\) =

22— (A+A)z+ A\, und A+ = 2Re(A) € R und A\ = |A|? € R, also hat dieses Polynom
reelle Koeffizienten. Somit erhalten wir

KOROLLAR 7.12. Seip € R[z] ein Polynom vom Gradn > 1. Dann gibt es eine Zahl
k <n, sodass n — k gerade ist, k (nicht notwendig verschiedene) Zahlen Ay, ..., \x € R
und l = ”T’k monische Polynome q1, ..., q € R[z] mit deg(q;) = 2, die keine Nullstellen
tiber R besitzen, sodass

p=a,(t—=X) -t = e)q1" - Q-
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Ein Polynom p € R[z| zerfillt also genau dann in in Produkt von Polynomen ersten
Grades, wenn alle Nullstellen des komplexen Polynoms p im Teilkérper R C C liegen.
Die Sprechweise “alle Nullstellen von p liegen in K”, anstatt “p zerfillt in ein Produkt
von Polynomen ersten Grades” ist auch fiir allgemeine Korper iiblich. Der Grund dafiir
ist, dass man zu einem beliebigen Korper K einen (im wesentlichen eindeutigen) algebra-
isch abgeschlossenen Korper K konstruieren kann, der K als Teilkérper enthélt. Dieser
Korper heifit der algebraische Abschluss von K. Uber K zerfillt dann jedes Polynom
p € Klz] in ein Produkt von Polynomen ersten Grades und das gilt genau dann auch
iiber K wenn alle Nullstellen von p im Teilkérper K ¢ K liegen. Der Beweis fiir die
Existenz des algebraischen Abschlusses geht weit iiber den Rahmen dieser Vorlesung
hinaus, wir werden diese Tatsache aber gelegentlich noch verwenden.

7.13. Triangulierbarkeit iiber C. Der Fundamentalsatz der Algebra impliziert
natiirlich sofort, dass jede lineare Abbildung f : V' — V auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum V' iiber C mindestens einen Eigenwert (und damit auch einen Eigenvektor)
besitzt. Damit konnen wir aber leicht ein allgemeineres Resultat beweisen, ndmlich dass
iiber C jede lineare Abbildung auf einem endlichdimensionalen Vektorraum durch eine
obere Dreiecksmatrix dargestellt werden kann. Dabei lernen wir Konzepte kennen, die
eine wichtige Rolle in der Theorie der Normalformen spielen werden.

DEFINITION 7.13. Sei V ein Vektorraum iiber K und f : V — V eine lineare
Abbildung. Ein Teilraum W C V heifit f—invariant wenn f(w) € W fiir alle Elemente
we W gilt.

Ist f : V — V eine lineare Abildung und W C V ein f-invarianter Teilraum,
dann kann man natiirlich die Einschrénkung f|w : W — W bilden. Betrachten wir
andererseits den Quotientenraum V /W und die kanonische Surjektion 7 : V' — V/W
und 7o f : V — V/W. Fir w € W ist dann 7(f(w)) = 0, weil f(w) in W = Ker(r)
liegt. Damit gibt es aber nach der universellen Eigenschaft des Quotienten (Satz
eine eindeutige lineare Abbildung f : V/W — V/W  sodass fom =mo f gilt.

Die Frage der Darstellbarkeit durch eine obere Dreiecksmatrix 148t sich nun schén
in Termen invarianter Teilrdume charakterisieren.

LEMMA 7.13. Set V' ein n—dimensionaler Vektorraum tber einem Korper K. Dann
sind fir eine lineare Abbildung f :'V — V' dquivalent:

(1) Es gibt eine Basis B von V', sodass [f]g eine obere Dreiecksmatriz ist.

(2) Es gibt f—invariante Teilriume Wy, C Wy C --- C W,y C V, sodass dim(W;) =
1 fir allei=1,...n gilt.

BEWEIS. Das ist eine fast offensichtliche Umformulierung. Ist B = {vy,...,v,} eine
Basis wie in (1), dann bedeutet die Tatsache, dass [f]g obere Dreiecksgestalt hat, genau,
dass fiir jedes ¢ = 1,...,n der Vektor f(v;) eine Lineakombination von wvy,..., v; ist.
Definiert man nun W; := (vq,...,v;), dann ist natiirlich dim(W;) = ¢, weil die v; linear
unabhéngig sind. Auflerdem gilt W; € Wy C --- C W,_; nach Konstruktion und
natiirlich ist f(v;) € W; fiir alle j <. Damit folgt aber f(W;) C W; sofort.

Haben wir umgekehrt die W; gegeben, dann wéhlen wir eine Baisis {v;} des ein-
dimensionalen Raumes Wy, erweitern sie zu einer Basis {vy,v2} von W5 und so weiter
bis wir eine Basis B := {vy,...,v,} fiir V haben. Die Tatsache, dass jedes W; ein f-
invarianter Teilraum ist, bedeutet aber gerade, dass f(v;) jeweils als Linearkombination
der v; mit j < ¢ geschrieben werden kann. Damit ist aber [f]z eine obere Dreiecksma-
trix. 0
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PROPOSITION 7.13. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper K und f:V — V eine lineare Abbildung. Dann gibt es
eine Basis B fir V', sodass [f|s eine obere Dreiecksmatriz ist.

BEWEIS. Wir beweisen den Satz mit Induktion nach n = dim(V'). Fiir n = 1 ist jede
n X n—Matrix eine obere Dreiecksmatrix, also nehmen wir an, dass n > 1 ist und der
Satz fiir Rdume der Dimension n — 1 bereits bewiesen wurde. Wir benutzen Bedingung
(2) aus Lemma

Wie wir bereits festgestellt haben, besitzt f einen Eigenwert (weil p; eine Nullstelle
besitzt) also finden wir einen Vektorv; # 0 und ein Element A\ € K| sodass f(vy) = Ay
gilt. Setzen wir nunr W, := K- vy, dann ist W offensichtlich ein f—invarianter Teilraum
von V. Wir bilden den Quotienten = : V' — V/W; und die Abbildung f : V/W; —
V/Wi, die fom = 7o f erfiillt. Nach dem Dimensionssatz fiir Quotienten (Satz ist
dim(V/W;) = n — 1. Damit konnen wir die Induktionsvoraussetzung auf f anwenden
und erhalten f-invariante Teilrdume B

wl C Cwn72CV/Wl
mit dim(W;) = i. Nun setzen wir fir i = 2,...,n — 1 W; := 7 Y(W,_,). Da W =

MAE

771({0}) erhalten wir eine Folge

WicWw,c---CcW,.;CV
von Teilrdumen. Fiir i > 2 ist «|y, : W; — W, _, eine offensichtlich surjektive lineare
Abbildung mit Kern W, gilt dim(W;) = ¢ nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbil-
dungen. Fiir w € W; mit i > 2 gilt 7(f(w)) = f(7(w)). Nach Voraussetzung liegt aber
m(w) im f-invariant Teilraum W, ;. Somit ist 7(f(w)) € W,_,, also f(w) € W;. Damit
sind alle Bedingungen von Teil (2) des Lemmas erfiillt. O



KAPITEL 8

Normen und innere Produkte

Mit diesem Kapitel verlassen wir voriibergehend die allgemeinen Korper und schrén-
ken uns auf die Félle K = R und K = C ein. Dafiir kehren wir zu Themen zuriick, die
im Ansatz schon aus der Schule bekannt sind, ndmlich zu inneren Produkten und den
damit verbundenen Konzepten der Linge von Vektoren und des Winkels zwischen zwei
Vektoren. Fiir einen Langenbegriff gibt es eine allgemeinere Version, die sogenannten
Normen.

Normierte Riume

Zunichst beschéftigen wir uns mit Normen, die man als eine allgemeine Version eines
Langenbegriffs fiir Vektoren verstehen kann. Eine Norm liefert eine Distanzfunktion, mit
deren Hilfe Konvergenz und Stetigkeit definiert werden konnen, was eine Verbindung zur
Analysis liefert. Der Normbegriff ist einerseits als Ausblick auf unendlichdimensionale
Réaume wichtig. Im Endlichdimensionalen ist insbesondere der Fall von R&dumen der
Form L(V, V) interessant, wo man mit Hilfe des Normbegriffs gewisse stetige Funktionen
auf lineare Abbildungen bzw. Matrizen anwenden kann. Wir werden uns in diesem
Abschnitt eher kurz fassen und Grundkenntnisse aus der Analysis voraussetzen.

8.1. Normen. Die allgemeine Definition einer Norm stellt intuitiv ziemlich ein-
sichtige Anforderungen an einen “Langenbegrift” fiir die Elemente eines Vektorraumes:

DEFINITION 8.1. (1) Sei V ein Vektorraum iiber K = R oder C. Eine Norm auf V/
ist eine Funktion || || : V' — R mit folgenden Eigenschaften:

(N1) ||v|| > 0 fur alle v € V und |jv]| =0 <= v =0.

(N2) Fir v e V und A € Kiist || Av]| = |A] - ||v]-

(N3) Fiir v,w € V ist ||[v +w| < ||v]| + |Jw]].

(2) Ein normierter Vektorraum iiber K = R oder C ist ein K-Vektorraum V' zusam-
men mit einer Norm auf V.

Die Bedingung (N1) wird iiblicherweise als “Nichtnegativitat” bezeichnet, Bedin-
gung (N2) als “positive Homogenitéit”. Denkt man an die geometrische Interpretation
der Vektoraddition, dann sagt (N3) gerade, dass die Linge einer Seite eines Dreiecks
hochstens so grofl sein kein, wie die Summe der Léngen der beiden anderen Seiten,
weshalb diese Bedingung als Dreiecksungleichung bezeichnet wird.

BEIspIEL 8.1. (1) Das wichtigste Beispiel einer Norm auf einem endlichdimensiona-
len Vektorraum ist die aus der Schule und der Analysis bekannte euklidische Norm || ||2
auf R" und C". Diese Norm ist definiert durch [|(z1,...,2,)[2 := /> 7_; |z4]? wobei

man fiir K = R natiirlich den Betrag auf der rechten Seite weglassen kann. Die Eigen-
schaften (N1) und (N2) sind dann offensichtlich erfiillt. Die Dreiecksunglichung (N3)
werden wir in einer allgemeineren Version im Abschnitt iiber innere Produkte beweisen.

(2) Betrachten wir wieder R™ oder C™ und die Funktion || ||;, die definiert ist durch
[(z1,. @)l = D25 || Hier sind wieder (N1) und (N2) offensichtlich, und (N3)
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folgt sofort aus der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag auf R, siehe Proposition
6.4.12 von [EMA].

Analog definiert |[(z1,...,2,)||cc = max{|zi|,...,|z,|} eine Norm auf K". Auch
dafiir sind (N1) und (N2) offensichtlich. Fiir (N3) bemerkt man, dass fiir jedes j =
1,...,n die Ungleichung |z; + y;| < |z;| + |y;| gilt. Geht man auf der rechten Seite zu
den Maxima iiber, dann bleibt die Ungleichung richtig, also ist |z;+v;| < |||lco + [|¥]]co;
und da das fiir alle j gilt, folgt (N3).

(3) Die Beispiele (1) und (2) sind tatsdchlich Spezialfélle einer Familie || ||, von

n 1/p . . .
Normen fiir p € [1,00) C R, wobel ||(z1,...,2,)|, = (Zj:l |xj|p> . Hier sind immer

noch (N1) und (N2) offensichtlich, (N3) ist allgemein schwieriger zu beweisen (Holder—
Ungleichung). Alle diese Normen besitzen Verallgemeinerungen auf geeignete (unend-
lichdimensionale) Rdume von Folgen. Insbesondere macht jede dieser Normen auf dem
Raum aller endlichen Folgen in K Sinn.

(4) In der Analysis und in der Funktionalanalysis spielen verschiedene Normen auf
Funktionenrdumen eine wichtige Rolle. Wir bemerken hier nur zum Beispiel, dass auf
dem Raum C'([a,b],R) aller stetigen Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall

[a,b] C R sowohl sup,(, ) | f(2)| als auch ff |f(z)|dz eine Norm definiert.

Hat man eine Norm || || auf V', dann kann man eine zugehorige Distanzfunktion
d:V xV — R definieren, indem man d(v,w) := ||w — v|| setzt. Es ist leicht zu zeigen,
dass diese Distanzfunktion die aus der Analysis bekannten Eigenschaften erfiillt:

PROPOSITION 8.1. Sei V' ein Vektorraum iber K = R oder C, sei || || eine Norm auf
V und seid : V xV — R die zugehirige Distanzfunktion. Dann ist (V,d) ein metrischer
Raum (im Sinne der Analysis), d.h. es fir alle u,v,w € V gilt:

(D1) d(v,w) >0 und d(v,w) = 0 gilt genau dann, wenn v = w gilt.

(D2) d(v,w) = d(w,v) (Symmetrie)

(D3) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (Dreiecksungleichung)

Bewers. Nach (N1) ist d(v, w) = ||w—wv]|| > 0, und Gleichheit gilt nur fiir 0 = w—wv,
also fiir v = w, und (D1) ist gezeigt. Fiir (D2) bemerken wir, dass v —w = (—1)(w — v)
gilt, also nach (N2) [|[v —w]|| = | — 1|||w — v|| gilt. Wegen w —u = (w —v) + (v —u) folgt
auch (D3) sofort aus (N3). O

Damit kann man nun Analoga von einigen Grundkonzepten der Analysis definieren:

e Eine Folge (v,)neny mit v, € V' konvergiert gegen ein Element v € V', wenn es
zu jedem € > 0 einen Index N € N gibt, sodass d(v,,v) < € fur alle n > N gilt.

e Eine Folge (v,)nen mit v, € V heifit Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0
einen Index N € N gibt, sodass d(v,, v,) < € fir alle m,n > N gilt.

e Ein normierter Raum (V.|| ||) heifit vollstindig, wenn jede Cauchy—Folge in V'
konvergiert.

e Eine Funktion f : V — W heifit stetig ein einem Punkt vy € V, wenn es zu
jedem £ > 0 ein § > 0 gibt, sodass aus d(vo,v) < € immer d(f(vo), f(v)) < ¢
folgt (wobei die erste Distanz in V und die zweite in W ist).

8.2. Aquivalenz von Normen. Als nichstes untersuchen wir, ob die Begriffe von
Konvergenz und Stetigkeit tatsédchlich von der Norm abhéngen. Die “richtige” Antwort
auf diese Frage wird in der Vorlesung iiber Topologie gegeben, aber einiges konnen wir
hier schon leicht sehen.
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Sei V' ein Vektorraum iiber K = R oder C. Zwei Normen || || und || || auf V' heilen
dquivalent, wenn es Konstante a,b € R mit a,b > 0 gibt, sodass al|v|| < ||v]|" < b||v| fur
alle v € V gilt. Ist das der Fall, so schreibt man || || ~ || ||'.

BEMERKUNG 8.2. (1) Obwohl die Bedingung in der Definition der Aquivalenz von

Normen auf den ersten Blick etwas unsymmetrisch aussieht, ist Aquivalenz von Normen
eine Aquivalenzrelation. Jede Norm ist natiirlich #iquivalent zu sich selbst (mit a = b =
). Ist || || ~ || II's dann ist || ||" ~ || || (mit Konstanten 1/b und 1/a) und auch die
Transitivitét ist leicht zu verifizieren.
(2) Der Begriff der Aquivalenz von Normen ist leicht geometrisch zu verstehen, wenn
man fiir eine Norm || || und r € Ro die Kugeln B,(0) := {v € V : ||v|| < r} betrachtet.
Nach Eigenschaft (N2) gilt klarerweise B,(0) = {rv : v € By(0)}. Man erhilt also die
a-Kugel durch “Aufblasen” bzw. “Einschrumpfen” der Einheitskugel B;(0). Aquivalenz
von || || und || || bedeutet in diesem Bild gerade, dass man die Einheitskugel von || || so
einschrumpfen kann, dass sie ganz in der Einheitskugel von || ||" liegt, und so aufblasen
kann, dass sie die ganze Einheitskugel von || || enthélt.

SATZ 8.2. Sei V' ein Vektorraum iber K = R oder C und seien || || und || |’
dquivalente Normen auf V. Dann haben || || und || ||" die selben konvergenten Folgen, die
selben Cauchy—Folgen und die selben stetigen Funktionen in beliebige normierte Riume.
Insbesondere ist (V|| ||) genau dann vollstandig, wenn (V|| ||) vollstindig ist.

BEWEIS. Wegen der Aquivalenz der Normen finden wir Konstante a, b € Rx, sodass
allv|| < Jlo|I" < blv]| fir alle v € V gilt. Sei (v,)nen eine Folge in V. Konvergiert

diese Folge beziiglich || || gegen vy € V und ist € > 0, dann finden wir zu €/b einen
Index N € N, sodass ||[v, — vg|| < ¢/b fur alle n > N gilt. Fiir diese n ist dann aber
llvn, — vo]|” < b|lvn — o] < €, also konvergiert (vy,)nen auch beziiglich || ||" gegen vy.

Analog sieht man, daf eine Folge, die Cauchy beziiglich || || ist auch Cauchy beziiglich
| ||’ ist. Wegen der Symmetrie der Aquivalenz von Normen folgen auch die umgekehrten
Implikationen und damit die Behauptungen iiber Folgen und Vollstandigkeit. Auch die
Behauptung iiber stetige Funktionen zeigt man ganz analog. [

BEeIspieL 8.2. (1) Betrachten wir R™ und die Normen || |1, || |2 und || || aus
den Beispielen (1) und (2) von . Fiir z1,...,2, € Rgilt 3 |z,]* < (X |xz|)2 und
zieht man auf beiden Seiten die Wurzel, dann erhélt man ||z||s < ||z||; fiir alle z € R™,
Andererseits ist offensichtlich |z;| = /]z;]? < /> |:]? fiir jedes ¢ und Y |z;| < n -
max{|z|,...,|z,|}. Damit erhalten wir aber ||z|o < ||z]l2 < [|z|i < n|z||w fiir alle
x € R" und die drei Normen sind dquivalent.

(2) Wie wir in Kiirze sehen werden, sind auf endlichdimensionalen Vektorrdumen
alle Normen &quivalent. Um ein interessantes Beispiel von nicht dquivalenten Normen
zu finden, miissen wir also unendlichdimensionale Rdume betrachten. Betrachten wir
etwa den Raum R™ aller endlichen Folgen, und darauf die Normen ||(,)|[1 := ", @]
und |[|(z,)||eo := max{|x,|}, die natiirlich fiir endliche Folgen beide wohldefiniert sind.
Fiir k£ € N sei a; € R definiert durch aj, = e; + - - - + e, also als die Folge, deren erste
k Glieder Eins sind, wihrend alle weiteren Glieder Null sind. Dann ist aber ||ag||o =1
und ||agl[y = k, also kann es keine Konstante C' geben, sodass ||(z,)]|1 < C||(xn)]|eo fiir
alle Folgen (z,,) € R® gilt.

Analog sieht man leicht, dass die Normen || flloc = sup,epy [f(x) und | fli =

fab |f(z)|dx auf C([a,b],R) nicht dquivalent sein konnen, weil man ganz leicht nichtne-
gative Funktionen mit Supremum 1 und beliebig kleinem Integral konstruieren kann.
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8.3. Der Fall endlicher Dimension. Bevor wir zeigen kénnen, dass auf einem
endlichdimensionalen Raum alle Normen &dquivalent sind, benétigen wir noch zwei klei-
ne Schritte. Einerseits miissen wir die sogenannte umgekehrte Dreiecksungleichung be-
weisen. Sei dazu (V)] ||) ein normierter Vektorraum und seien v,w € V. Dann ist
v = (v —w) + w, also gilt nach der Dreiecksungleichung [|v|| < ||v — w]| + ||w]|. Bringen

wir w auf die andere Seite, dann erhalten wir ||v|| — [Jw|| < |[v — w| und wegen der
Symmetrie der rechten Seite konnen wir auch links v und w vertauschen und daraus die
umgekehrte Dreiecksungleichung |||v|| — ||w]|| < ||[v — w]| folgern.

Andererseits benotigen wir noch einen Begriff: Sind (V.|| ||v) und (W,|| ||w) nor-
mierte Vektorrdume iiber K = R oder C, dann heif}t eine lineare Abbildung f : V — W
beschrinkt, wenn es eine Konstante C' € R gibt, sodass || f(v)||w < C||v||v fir allev € V
gilt. Man kann leicht zeigen (siche Ubungen) da8 eine lineare Abbildung f : V — W
genau dann beschriankt ist, wenn sie stetig ist.

SATZ 8.3. Set K =R oder C und V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum. Dann
gilt:

(1) Je zwei Normen auf V' sind dquivalent.

(2) Ist W ein beliebiger normierter Raum tber K und f 'V — W linear, dann ist
f beziiglich jeder Norm auf V' beschrinkt.

Insbesondere ist jeder endlichdimensionale normierte Raum tiber R und C vollstin-
dig.

BEWEIS. Durch Anwenden eines linearen Isomorphismus diirfen wir annehmen, dass
V = K" fiir ein n € N gilt. Jede Norm auf einem komplexen Vektorraum ist natiirlich
auch eine Norm auf dem unterliegenden reellen Vektorraum und Aquivalenz von Normen
und Beschrianktheit linearer Abbildungen bedeuten im reellen und im komplexen Bild
das gleiche, also geniigt es, den Fall K = R zu betrachten.

(1) Es geniigt zu zeigen, dass eine beliebige gegebene Norm || || auf R™ dquivalent zur

euklidischen Norm || ||o ist. Ist nun {ey,...,e,} die Standardbasis von R" und ist z =
(x1,...,2,) € R" dann ist x = > zye; und aus der Dreiecksungleichung erhalten wir
lz|| < > |lxeill = D2 |xi|||ei]|- Insbesondere ist also ||z]| < ||z||imax{|lei|l,- .-, |lenl}

Aus Beispiel (1) von[8.2 wissen wir, dass || [|; und || |2 &quivalent sind, also gibt es eine
Konstante C, sodass ||z|| < C||z||s gilt. Die umgekehrte Dreiecksungleichung fiir || ||
liefert fiir z,y € R" mun |[lg]| — 2] < [ly — 2]| < Clly — ..

Diese Gleichung besagt aber gerade, dass || || : R” — R eine (sogar gleichméafig)
stetige Funktion ist. Betrachten wir insbesondere die Einheitssphire S"~' = {x € R™ :
|z|l2 = 1}, dann ist das eine beschrinkte abgeschlossene Teilmenge von R™. Nach dem
Satz von Heine-Borel ist diese Teilmenge kompakt, also nimmt die stetige Funktion
|| || auf ihr ein Minimum und ein Maximum an. Wegen (N1) muss das Minimum strikt
positiv sein, also gibt es Konstante 0 < a,b € R, soda a < ||z]] < b fiir alle z mit

|z|l2 = 1 gilt. Ist nun = # 0 beliebig, dann gelten fir y = mx die Gleichungen
[yllz =1 und [[z[| = [|lz[2]ly[l, und daraus folgt sofort allz|l2 < [lz] < blz]l2.
(2) Sei || || eine Norm auf V' =R" und || ||w die Norm auf W. Fiir x = (x4, ..., 2,)

ist f(z) =Y x;f(e;) und damit erhélt man sofort
If @) lw < D lailllf (ea)llw < Nl imax{[lf (e)lw ... [1f (en)llw}-

Nach Teil (1) ist || || &quivalent zu || ||1, also folgt sofort die Existenz einer Konstanten
C, fur die || f(x)||lw < Cllz|| gilt.

Der letzte Teil des Satzes folgt aus Teil (1), Satz und der aus der Analysis
bekannten Vollstandigkeit von (R™, || ||2). O
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8.4. Die Operatornorm. Zum Abschluss erwidhnen wir noch kurz einen wichtigen
Spezialfall einer Norm. Sei (V|| ||) ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum
iiber K =R oder C, und f : V — V eine lineare Abbildung. Dann ist f nach Satz
automatisch beschrénkt, also gibt es eine Konstante C' € R, sodass || f(v)|| < C||v|| fiir
alle v € V gilt. Die kleinste Konstante, fiir die das gilt, heiflt die Operatornorm von f

und wird mit || f|| bezeichnet, man definiert also || f[| := sup,ey (o ”Jm) I

Aus dieser Definition folgt sofort, dass || f(v)|| < [|f]|||v]| fir alle v € V gilt. Das
liefert leicht die wichtigste Eigenschaft der Operatornorm. Ist ndmlich ¢ : V' — V noch
eine lineare Abbildung, dann ist auch go f : V' — V linear und nach Definition gilt fiir
jedes Element v € V' die Ungleichung

(g o £ = llgCf DI < Ngllf @) < gl v]I-

Damit folgt aber aus der Definition der Operatornorm sofort, dass ||g o f|| < [lg]|||f]l-

Eine Idee, die spéter noch eine wichtige Rolle spielen wird, ist lineare Abblidungen
oder Matrizen in Polynome einzusetzen. Sei p = > . a;z" € K[z] ein Polynom, f: V —
V eine lineare Abbildung auf einem K-Vektorraum. Dann kénnen wir f? := f o f,
f2 = fofofund analog f* fiir alle k € N bilden. Naheliegenderweise setzt man
dann noch f! := f und f° := idy. Dann kénnen wir aber einfach p(f) := Y a;f* €
L(V,V) definieren. Analog definieren wir fiir eine quadratische Matrix A € M, (K)
die Potenzen durch A° := I,, A' = A, A? = AA und induktiv A*¥ = AA*~! durch
die Matrizenmultiplikation. Dann kénnen wir p(A) = > a;A" € M, (K) definieren.
Wir werden diese Konstruktionen spéter noch ausgiebiger besprechen. Hier bemerken
wir nur noch, dass die Anwendung von Polynomen auf lineare Abblidungen und auf
Matrizen einander entsprechen. Sei dim (V') = n und B eine Basis fiir V', sodass A = [f]z,
also die Matrixdarstellung von f beziiglich der Basis B ist. Dann ist nach Satz [4.10]
[fofls=A-A, also [f?|s = A% Induktiv folgt sofort, dass [f*]s = A" fiir alle k € N
gilt und weil die Abbildung f + [f]s linear ist, erhalten wir [p(f)]s = p(A).

Mit Hilfe der Operatornorm kann man diese Idee iiber Polynome hinaus auf gewisse
Potenzreihen verallgemeinern. Von oben sehen wir nédmlich, dass fiir f : V' — V und
f? = fo fsofort || f||*> < ||f||?, und daraus induktiv ||f*| < ||f||* fiir alle k € N folgt.
Wenden wir das auf (V.|| ||) = (R™, || ||2) an, dann erhalten wir eine Norm auf M, (R),
die ||A%|| < ||A|* fiir alle k € N erfiillt.

Ein wichtiger Spezialfall einer konvergenten Potenzreihe ist die Exponentialfunktion.
Wie aus der Analysis bekannt, konvergiert die Reihe )"~ %xk fiir jedes x € R gegen
e” € R. Betrachtet man nun eine Matrix A € M, (R), dann kann man fiir jeden Wert
N € N natiitlich By := Y5, £A* € M,(R) bilden, und dann die Folge (By)wyen
betrachten. Fiir ¢ > 0 folgt nun aus der Konvergenz der reellen Exponentialreihe fiir
z = [|A]] € R, dass es einen Index M € N gibt, sodass > ;" , H||A||" < e fiir alle
m > { > M gilt. Dann gilt aber auch

m m m
1B = Bell = 1> &AM < Y HIAM <D AlIAIF <.
k=¢ k=¢ k=¢

Das bedeutet aber gerade, dass (By)nen ein Cauchy—Folge in M, (R) (beziiglich der
Operatornorm) ist. Damit konvergiert diese Folge in M, (R) gegen eine Matrix, die
man sinnvollerweise mit e? bezeichnet. Aus unseren Uberlegungen folgt sofort, dass
led|| < el 4l gilt. Somit kann man die Exponentialfunktion allgemein fiir Matrizen (und
ganz analog fiir lineare Abbildungen auf beliebigen endlichdimensionalen Vektorrdumen)
definieren.
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Analog zu oben kann man aus der Stetigkeit der reellen Exponentialfunktion leicht
schlieBen, dass das Matrizenexponential stetig als Funktion M, (R) — M, (R) ist. Auch
andere schone Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion lassen sich leicht auf das
Matrizenexponential iibertragen. Interessant sind hier insbesondere Exponentialkurven
t — e fir t € R und eine fixe Matrix A € M,(R), die man als Funktion R —
M, (R) betrachten kann. Da M, (R) ja mit R identifiziert werden kann, kénnen die
aus der Analysis bekannten Konzepten von Differenzierbarkeit problemlos auf diese
Kurven angewandt werden. Man zeigt, dass fiir jede Matrix A die Kurve c¢(t) := e
differenzierbar ist, und fiir die Ableitung gilt ¢/(t) = A - ¢(t), wobei der Punkt das
Matrizenprodukt bezeichnet. Daraus folgt dann sofort, dass die Kurve ¢(t) beliebig oft
differenzierbar ist. Aus der Definition folgt sofort, dass ¢(0) = I,, gilt.

Betrachten wir nun einen Vektor v € R", dann kénnen wir natiirlich fiir jedes t € R
die Matrix e'4 auf den Vektor v anwenden. Bezeichnen wir den resultierenden Vektor
mit v(t), dann definiert das eine Kurve ¢ +— v(¢) in R™. Man schliet sofort, dass diese
Kurve stetig und sogar beliebig oft differenzierbar ist, wobei die Ableitung durch v'(t) =
A(v(t)) gegeben ist. AuBerdem gilt natiirlich v(0) = I,v = v. Das bedeutet aber gerade,
dass die Kurve v(t) = e'(v) eine Losung der Differentialgleichung v'(t) = A(v(t)) mit
Anfangsbedingung v(0) = v ist. Aus grundlegenden Resultaten der Analysis folgt, dass
eine Losung dieser Gleichung durch ihren Wert in einem Punkt eindeutig bestimmt
ist. Damit liefert das Matrizenexponential alle Losungen von linearen gewdhnlichen
Differentialgleichungen in R™ mit konstanten Koeffizienten.

Innere Produkte

Eine Norm auf einem Vektorraum liefert einen Langenbegriff fiir Vektoren. Spezi-
elle Normen, etwa die euklidische Norm || || auf R", erlauben es, dariiberhinaus auch
einen Winkel zwischen zwei Vektoren zu definieren. Diese speziellen Normen kommen
von inneren Produkten, die dann eine Vielzahl an zusédtzlichen Strukturen auf einem
Vektorraum liefern.

8.5. Grundlegende Definitionen. Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Bilinear-
form auf V' ist eine Abbildung b: V xV — R, (v,w) — b(v,w), sodass b(v + \v', w) =
b(v, w) + Ab(v', w) und b(v, w + Aw') = b(v,w) + \b(v,w’) fir alle v, v, w,w" € V und
A € K gelten. Diese Bedingungen sagen gerade, dass fiir fixes v € V die Funktionen
w +— b(v,w) und w — b(w,v) lineare Abbildungen V' — R sind.

Seib: V xV — R eine Bilinearform.

(1) b heifit symmetrisch falls b(w,v) = b(v, w) fir alle v,w € V gilt

(2) Ist b symmetrisch, dann heiit b positiv semidefinit falls b(v,v) > 0 fir alle
v € V gilt, und positiv definit, falls zusédtzlich b(v,v) = 0 nur fiir v = 0 gilt.

(3) Ein inneres Produkt ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform.

(4) Ein euklidischer Vektorraum ist ein reeller Vektorraum V' zusammen mit einem
inneren Produkt auf V.

BEMERKUNG 8.5. (1) Ist b : V x V' — R eine Bilinearform, dann folgt aus der
Linearitét in der ersten Variable sofort, dass b(0,w) = 0 fiir alle w € V gilt. Ist 0 € V
der einzige Vektor, fiir den das vorkommt, dann nennt man die Form b nicht ausgeartet
oder nicht degeneriert. Innere Produkte sind natiirlich nicht ausgeartet, weil in diesem
Fall schon b(v,v) = 0 nur fiir v = 0 moglich ist.

Sei b : V x V — R nicht ausgeartet und seien v,v" € V zwei Vektoren, sodass
b(v,w) = b(v',w) fur alle w € V gilt. Dann folgt aus der Linearitdt in der ersten
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Variable sofort, dass 0 = b(v — v/, w) fiir alle w € V gilt, was nach Voraussetzung
v—1v" =0, also v = v’ impliziert.

(2) Innere Produkte werden iiblicherweise mit (v, w) — (v, w) bezeichnet.

BEIsSPIEL 8.5. (1) Das wichtigst Beispiel eines inneren Produktes ist das Standard
innere Produkt auf R™, das durch

<<£IZ’1, s 733")7 (y17 s ;yn>> =Tt TaYne

definiert ist. Man sieht sofort, dass dieser Ausdruck bilinear und symmetrisch ist. Au-
Berdem ist (z,x) = x? + --- + 22, also folgt sofort, dass { , ) tatséichlich ein inneres

Produkt definiert.

(2) Vor allem wegen ihrer Bedeutung in der Physik erwidhnen wir kurz eine inter-
essante Klasse von Beispielen von nicht degenerierten symmetrischen Bilinearformen,
die nicht positiv definit sind. Betrachten wir wieder V' = R" und sei 0 < p < n. Dann
definieren wir

bp((z1, . 20), (W1, Yn)) =1y + -+ Tplp — Tp1Ypr1 — - — Tnln.

Das ist offensichtlich eine symmetrische Bilinearform. Wegen b,(e,, e,) = —1 ist diese
Bilinearform aber nicht positiv semidefinit. Klarerweise ist aber b,(z, e;) fiir i < p gleich
x; und fir i > p gleich —x;. Ist also © € R"™ so, dass by(z,e;) =0 firallei =1,...,n
gilt, dann ist x = 0. Damit ist b, nicht degeneriert.

In der Physik ist der Fall n = 4, p = 1 besonders wichtig. Man bezeichnet (R*, b;) als
Minkovski—Raum, wobei die 4 Koordinaten mit ct sowie x1, xo und x3 bezeichnet werden
(Lichtgeschwindigkeit mal Zeit und Ort). Das Analogon von Euklidischer Geometrie
mit diesem unterliegenden Vektorraum und dieser unterliegenden Bilinearform liefert
die mathematische Formulierung der speziellen Relativitétstheorie.

(3) Ebenfalls wegen seine fundamentalen Bedeutung in der Physik besprechen wir
das folgende Beispiel einer schiefsymmetrischen, nicht degenerierten Bilinearform. Sei
V = R*", bezeichnen wir Punkte in V mit (q,p) fiir ¢,p € R" (“Phasenraum” mit
“Orts—” und “Impulskoordinaten”). Dann setzt man

w((q,p),(4,D)) =D1q1 + - - DnGn — P1G1 — *** — Dnln.

Dann ist w offensichtlich eine Bilinearform und w((q,p), (¢,p)) = —w((q,p), (¢,p)), also
ist w “schiefsymmetrisch”. Fiir i« = 1,...,n gilt nach Definition w((q,p), (¢;,0)) = ¢
und w((q,p), (0,e;)) = —p;, also ist w nicht degeneriert. Man bezeichnet (R*",w) als
den Standard symplektischen Vektorraum der Dimension 2n.

Die “symplektische Form” w ist ein zentrales Element in der mathematischen Be-
schreibung der klassischen Mechanik, wobei der Zusammenhang wie folgt aussieht: An-
genommen ein Punktteilchen der Masse m bewegt sich auf einer Bahn in R?, die wir
als q(t) = (q1(t), ¢2(t), g3(t)) schreiben. Weiters betrachten wir ein Kraftfeld, das durch
ein Potential beschrieben werden kann. Das bedeutet, dass es eine stetig differenzier-
bare Funktion V' : R® — R gibt, sodass die im Punkt ¢ = (q1, 2, q3) wirkende Kraft
durch Minus den Gradienten von V', also (—g—;/l, —g—(‘;, —g—;;) gegeben ist. (Das Vorzei-
chen kommt daher, dass sich das Teilchen von selbst so bewegt, dass die potentielle
Energie sinkt.)

Dann definiert man die Impulse p;(t) := mgj(t) (Masse mal Geschwindigkeit) und
betrachtet sie als zusétzliche Koordinaten. Die Gesamtenergie (kinetische plus poten-
tielle Energie) des Teilchens ist dann gegeben durch die Funktion £ : R® — R die
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2
definiert ist durch E = %Tij + V(q). Das dritte Newton’sche Axiom (Kraft ist Mas-

se mal Beschleunigung) liefert dann p(t) = —g—;(q(t)). Das bedeutet aber, dass die
Kurve u(t) := (q(t),p(t)) in R® bestimmt ist durch ¢j(t) = plt) — 9B (y(1)) und

m Op;
pi(t) = —%(u(t)) (“Hamilton’sche Gleichungen”). Diese Gleichungen sind aber dqui-
valent zu DE(u(t))(v) = w(u/(t),v), wobei DE : RS x R® — R die Ableitung der

Energiefunktion ist.

(4) Ahnlich wie bei Normen sind auch innere Produkte auf unendlichdimensiona-
len Rdumen sehr interessant. Wir erwédhnen hier nur ein Beispiel, ndmlich den Raum
C([a,b],R) aller stetigen, reellwertigen Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall
[a,b] C R. Aus den aus der Analysis bekannten Eigenschaften des Integrals kann man
leicht schlieflen, dass

(fg) = / F(0)g(t)de

ein inneres Produkt auf diesem Raum definiert.

8.6. Sesquilinearformen. Natiirlich kann ganz analog zu Bilinearformen V xV —
R auf einem reellen Vektorraum V' auch C-wertige komplexe Bilinearformen auf kom-
plexen Vektorrdumen betrachten, und alle Begriffe aus machen auch iiber C Sinn.
Es gibt allerdings ein gravierendes Problem, ndmlich dass komplexe Bilinearformen nie-
mals positiv definit sein konnen. Fiir v € V und b : V x V — C komplex bilinear
gilt nédmlich b(iv,iv) = i®b(v,v) = —b(v,v). Daher bendtigen wir einen etwas anderen
Begriff um ein gutes Analogon reeller innerer Produkte zu erhalten, ndmlich den Begriff
der Sesquilinearform.

DEFINITION 8.6. Sei V' ein Vektorraum iiber C. Eine Sesquilinearform auf V' ist eine
Funktion s : V x V — C, die s(v+ A\, w) = s(v, w) + As(v', w), sowie s(w,v) = s(v, w)
fiir alle v,?v",w € V und alle A\ € C erfiillt.

Aus den beiden Bedingungen in der Definition folgt sofort, dass s(v,w + Aw') =
s(v,w) + As(v,w’) gilt. Man sagt, eine Sesquilinearform ist konjugiert linear in der
zweiten Variable. Andererseits gilt natiirlich s(v,v) = s(v,v), also s(v,v) € R C C
fiir alle v € V. Man sagt nun eine Sesquilinearform s ist positiv semidefinit, wenn
s(v,v) > 0 fiir alle v € V gilt und s heifit positiv definit, wenn zusétzlich s(v,v) = 0 nur
fiir v = 0 gilt. Der Begriff “nicht degeneriert” macht natiirlich fiir Sesquilinearformen
in genau der selben Form Sinn, wie fiir Bilinearformen, und wieder sind positiv definite
Sesquilinearformen automatisch nicht degeneriert.

Positiv definite Sesquilinearformen werden hermitische innere Produkte genannt und
meist mit ( , ) bezeichnet. Ein unitdrer Vektorraum ist ein komplexer Vektorraum V'
zusammen mit einem hermitischen inneren Produkt auf V.

Formal kann man symmetrische Bilinearformen und Sesquilinearformen gleichzeitig
behandeln, indem man einfach immer mit Sesquilinearformen arbeitet und im reellen
Fall die Konjugation als Identitéit definiert.

BEISPIEL 8.6. Betrachte V = C", und definiere ( , ) : V. x V — C durch (z,w) =
211 + -+ 4+ 2,Ww,. Offensichtlich ist das eine Sesquilinearform und wegen (z,z) =
> 2z = > |7|* ist diese Form positiv definit. Das ist das Standard hermitische innere
Produkt auf C™.
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8.7. Vom inneren Produkt zur Norm. Sei (V,( , )) ein euklidischer oder
unitérer Vektorraum. Dann ist (v,v) > 0 fir jedes v € V, also kénnen wir [jv| =
V/ (v,v) bilden. Wir wollen zeigen, dass dies eine Norm auf V' definiert. Dazu brau-
chen wir ein Resultat, das noch 6fters sehr niitzlich sein wird, ndmlich die sogenannte
Cauchy-Schwarz—Ungleichung.

LEMMA 8.7 (Cauchy—Schwarz—Ungleichung). Sei (V. (, )) ein euklidischer oder uni-
tirer Vektorraum. Dann ist |(v, w)]* < (v,v){w,w). Gleichheit gilt genau dann, wenn v
und w linear abhdngig sind.

BEWEIS. Fiir w = 0 sind offensichtlich beide Seiten gleich Null, also nehmen wir
w # 0 an. Fiir jedes A € K =R bzw. C gilt

0 < (v —Aw,v — Iw) = (v,v) — Mw, v) — Mo, w) + A\ (w, w).

Setzt man A = (v, w)/{w, w), so erhélt man 0 < (v, v) —%, und die Ungleichung folgt
durch Multiplizieren mit der positiven reellen Zahl (w,w). In der obigen Ungleichung

gilt auBlerdem genau dann Gleichheit, wenn v —Aw = 0 gilt, also v und w linear abhéingig
sind. OJ

SATZ 8.7. Sei (V,( , )) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Dann definiert
|v|| :== +/(v,v) eine Norm auf V. Diese Norm erfillt die Parallelogrammidentitit

lv +wll* + lv = w]|* = 2(][v]]* + [lw]*).

Weiters gelten die Polarisierungsformeln:
(1) fir (V,(, ) euklidisch: (v,w) = 1(||v + w|]* = [Jv — w|]?).
(2) fir (V.(, ) wnitir: {v,w) = 1([Jlv+w]? = lv—w|]® +iflv+iw|? — i[o —iw]]?).

BEwEIS. Nach Konstruktion ist |[v[| > 0 und [[v|| = 0 impliziert (v,v) = 0 und
damit v = 0, also ist (N1) erfiillt. Fiir A € K ist (Av, Av) = AX(v,v), also folgt || Av|| =
Al - [Jv]] wegen AN = |A]2. Wiederum wegen der Bilinearitét gilt

(%) (v+w,vEtw) = (v,v) £ (v,w) £ (w,v) + (w,w).

Fiir positives Vorzeichen liefert diese Gleichung ||v +w|]* = ||v||* + 2 Re({v, w)) + ||w||*.
Natiirlich ist Re({v,w)) < |(v,w)| und nach der Cauchy—Schwarz Ungleichung ist
(v, w)] < [Jo]| - [lw], also erhalten wir [lv + w(]® < [lv[|* + 2jv]| - [[w] + [[w]*, und
das impliziert natiirlich die Dreiecksungleichung fiir || ||. Addiert man die Gleichungen
(%) fiir positives und negatives Vorzeichen, dann erhélt man direkt die Parallelogram-
midentitét.

Die Differenz der beiden Gleichungen (%) fiir positives und negatives Vorzeichen
liefert ||v + w|* — |[v — w|*> = 2(v,w) + 2(w,v). Im reellen Fall liefert das sofort die
Polarisierungsformel. Im komplexen Fall muss man nur noch bemerken, dass das auch
|lv+iw|]? —|lv—iw||* = —2i{v, w)+2i(w, v) impliziert. Multipliziert man diese Gleichung
mit ¢ und addiert sie zur obigen, dann erhélt man die komplexe Polarisierungsformel. [

DEFINITION 8.7. Ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum ist ein euklidischer bzw.
unitérer Vektorraum (V, (, )), der beziiglich der Norm |[v|| = y/(v,v) vollstindig ist.

BEMERKUNG 8.7. Ein inneres Produkt liefert also eine Norm auf V' und wegen der
Polarisierungsformel ist das innere Produkt durch diese Norm vollsténdig bestimmt. Es
zeigt sich, dass die Parallelogrammidentitit charakteristisch fiir Normen ist, die von
inneren Produkten kommen. Man kann leicht elementar-geometrisch zeigen, dass diese
Identitat dquivalent zum Satz von Pythagoras ist. Sie hat aber den Vorteil, dass man
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den Begriff des rechten Winkels (bzw. der Orthogonalitidt) in der Formulierung nicht
benotigt. Man kann allgemein beweisen, dass fiir eine Norm, die die Parallelogrammi-
dentitét erfiillt, durch die Polarisierungsformel ein inneres Produkt auf V' definiert wird,
das gerade die gegebene Norm liefert.

BEISPIEL 8.7. (1) Das Standard innere Produkt (z,y) = > z;y; auf R" liefert als
zugehorige Norm die euklidische Norm ||zl = /> 7 (daher auch der Name “euklidi-
sche Norm”). Analog liefert das Standard hermitische innere Produkt (z,w) = >~ z;w;
die euklidische Norm auf C" = R?". Wie wir bereits in 8.1] bemerkt haben, sind endlich-
dimensionale normierte Raume immer vollstédndig, also erhalten wir hier jeweils einen
Hilbertraum.

(2) Fiir p # 2 und n > 1 kommt keine der Normen || ||, auf R aus Beispiel (3) von
von einem inneren Produkt. Betrachten wir ndmlich die Standardbasis {ey, ..., e,},
dann ist ||e;||, = 1 fiir alle j und p. Andererseits ist ||y = eq|, = (17 +1P)1/P = 21/P also
ller + €2+ |ler — ea|? = 21+%/P. Damit die Parallelogrammidentitit erfiillt ist, muss das
gleich 4, also 2/p = 1 sein. Fiir p = 0o ist ||e; & e2]|oc = 1 und damit liefert eine Seite
der Parallelogrammidentitiat zwei, die andere vier.

(3) Das Standardbeispiel eines unendlichdimensionalen Hilbertraumes ist der Raum
? aller komplexen Folgen (a,)nen, fiir die >, |an|? < oo gilt. Man kann direkt ve-
rifizieren, dass diese Folgen einen Teilraum des Raumes aller komplexwertigen Folgen
bilden. Weiters zeigt man, dass fiir zwei Folgen (a,), (b,) € ¢* die Summe Y, _\ anb,
immer konvergiert. Damit kann man

<(an)n€N= (bn)n€N> = ZneN aan

definieren, und man zeigt, dass das ein inneres Produkt auf ¢? ist. Dieses innere Produkt
liefert dann die Norm [|(an)|| = /> ,ex |@a]? und man verifiziert, dass ¢ mit dieser
Norm ein vollstédndiger Raum ist.

Orthogonalitéit und Orthonormalbasen

Innere Produkte liefern den Begriff der Orthogonalitidt (der allgemeiner auch fiir
nicht entartete Bilinear— bzw. Sesquilinearformen Sinn macht), der zum Begriff des
Winkels zwischen zwei Vektoren verfeinert werden kann.

8.8. Orthogonalitit. Sei (V,( , )) ein euklidischer oder unitédrer Vektorraum.
Dann nennen wir zwei Elemente v,w € V orthogonal und schreiben v | w, wenn
(v,w) = 0 gilt. Ist A C V eine beliebige Teilmenge, dann definieren wir den Orthogo-
nalraum A+ von A durch At := {v € V :Va € A: (v,a) = 0}. Offensichtlich ist das
ein Teilraum von V' (auch wenn A selbst kein Teilraum ist).

Ein Orthogonalsystem in V ist eine Teilmenge {v; : i € I} C V, sodass v; # 0 fiir alle
i€ I und (v;,v;) = 0 fiir i # j gilt. Gilt zusétzlich (v;,v;) =1 (also ||v;|| = 1) fiir alle
1 € I, dann spricht man von einem Orthonormalsystem in V. Eine Orthonormalbasis
ist ein Orthonormalsystem in V', das eine Basis von V ist.

PROPOSITION 8.8. Sei (V,(, ) ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum und sei
B ={v1,...,v,} eine Orthonormalbasis fir V. Dann gilt:

(1) Sind v,w € V mit v L w, dann ist ||v + wl||* = ||v||* + |Jw]?.

(2) Jedes Orthogonalsystem in V' ist eine linear unabhingige Teilmenge.

(8) Fiir Skalare r1,..., 70, 81,8 € K gilt (3 rjvj, 37 spve) = D5, 7555

(4) Fir v € V ist die eindeutige Darstellung als Linearkombination der Elemente
von B gegeben durch v =737"_ (v, v;)v;.
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(5) Sei (W, ( , )w) ein weiterer Vektorraum der gleichen Art, C = {wq,...,wy}
eine Orthonormalbasis fir W und f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist die
Matrizdarstellung [f]5 = (ai;) gegeben durch a;; = (f(v;), w;)w.

BEWEIS. (1) Wegen v L w gilt (v,w) = (w,v) = 0 und damit (v + w,v + w) =
(v,v) + (W, w).

(2) Sei A C V ein Orthogonalsystem, ay,...,a, € A und A\j,..., A\, € K, sodass
Y- Aja; = 0 gilt. Dann gilt fir jedes kK = 1,...,m die Gleichung

0=(_; Ajay, ar) = >, Ajlag, ar) = Alag, ax).
Nach Definition ist a; # 0, also {(ax,a;) # 0. Damit muss aber A\, = 0 fiir alle k =
1,...,m gelten, also ist A linear unabhéngig.
(3) Wegen der Sesquilinearitiat von ( , ) ist
(325 @505, Do ki) = 225 {05, Dog YkVk) = D25k TiUk {05, Uk),
und nach Definition ist (v, vy) gleich Null fiir j # k und gleich Eins fiir j = .

(4) Da {v1,...,v,} eine Basis fiir V ist, konnen wir den Vektor v € V' eindeutig in
der Form v = )" | \;v; schreiben, und nach Teil (3) ist (v, v;) = ;.

(5) Nach Proposition ist die j—te Spalte der Matrix [f]5 der Koordinatenvektor
[f(vj)]c. Nach Teil (4) ist aber f(v;) = >_.(f(v;), w;)ww; und die Behauptung folgt. O

Ein zentrales Resultat iiber euklidische und unitare Vektorrdume ist nun, dass linear
unabhingige Teilmengen eindeutig Orthonormalsysteme liefern. Der Beweis besteht in
einer expliziten Prozedur, dem sogenannten Gram-Schmidt Orthonormalisierungsver-

fahren.
SATZ 8.8. Sei (V,(, )) ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum und sei A C V

linear unabhdngig mit A = {ay,...,a,}. Dann gibt es ein eindeutiges Orthonormalsys-
tem {v1,...,v,} CV, das folgende Bedingung erfillt: Fir jedes j = 1,...,k kann a;
als Linearkombination von vy, ...,v; geschrieben werden, wobei der Koeffizient von v;

reell und positiv ist.

BEWEIS. Zunachst beweisen wir die Existenz durch eine induktive Konstruktion.

Da A linear unabhéngig ist, ist a; # 0, also ||a1|| # 0, und wir setzen v; := ua_llual' Dann
ist (vy,v1) = m(al, a;) =1, also {v;} ein Orthonormalsystem, und a; = ||a1]|v;.
Nehmen wir induktiv an, dass k& > 2 gilt, und wir {vy,...,vx_1} bereits konstruiert
haben. Setze nun oy := ay — > _;_; (ax, v;)v;. Fiir £ < k ist dann
- k-1
(Uk, ve) = (ar, ve) = 32521 (an, vs){v;, ve).-
Nach Induktionsvoraussetzung ist {v1, ..., v;_1} ein Orthonormalsystem, also (v, vs) =
0 fiir alle ¢ < k.
Wire v, = 0, dann kénnte man a;, als Linearkombination von vy, ..., vx_1 schreiben.

Das diese k — 1 Elemente ein Orthogonalsystem bilden, erzeugen sie nach Teil (3) der
Proposition einen k — 1-dimensionalen Teilraum, in dem ay, liegen wiirde. Aber ebenfalls
nach Induktionsvoraussetzung liegt {ai,...,ax_1} in diesem Teilraum und ist linear
unabhéngig, also eine Basis. Somit konnte man a; als Linearkombination der a; fiir
J < k schreiben, ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von A.

Somit ist vy # 0, also kdnnen wir v, := mﬁk setzen. Dann gilt natiirlich immer
noch (vg,v;) = 0 fiir j < k und auBerdem (vy, vy) = 1, also ist {vy, ..., v} ein Orthonor-
malsystem. Auflerdem ist wiederum nach Konstruktion ay = ||0g||vx + 25;11 (ag,v;)vj,
also ist die letzte Bedingung verifiziert.
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Zur Eindeutigkeit: Es muss a; = av; fir a € R, a > 0 und ||v1|| = 1 gelten. Daraus
folgt aber a = ||a;|| und damit v; = ”2—1” Haben wir gezeigt, dass vy, ..., v;_1 eindeutig
bestimmt sind, dann muss nach Teil (2) der Proposition a, = (ay, ’Uk>vk—|—z;:11<ak, V;)V;
und damit ist v, bis auf Vielfache eindeutig bestimmt. Nun soll aber auch noch (a, vy)
reell und positiv sein, was v, bis auf einen positiven reellen Faktor bestimmt, der durch

|lug]] = 1 dann eindeutig festgelegt wird. O

KOROLLAR 8.8. Sei (V,(, )) ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitdrer
Vektorraum. Dann gilt:

(1) V besitzt eine Orthonormalbasis.

(2) Jedes Orthonormalsystem in V' kann zu einer Orthonormalbasis erweitert wer-
den.

Bewers. (1) Nach Korollar [4.4] besitzt V' eine Basis B = {a4,...,a,}. Wenden wir
darauf das Orthonormalisierungsverfahren aus Satz 8.8 an, dann erhalten wir ein Ortho-
normalsystem {vy, ..., v,} mit dim(V') vielen Elementen. Nach Teil (2) von Proposition
B.8]ist das eine linear unabhéngige Teilmenge in V', also eine Basis nach Korollar .5

(2) Ist A ein Orthonormalsystem in V', dann ist A nach Teil (2) von Proposition
linear unabhéngig, kann also nach Korollar zu einer Basis von V erweitert werden.
Wendet man auf diese Basis das Orthonormalisierungsverfahren an, dann passiert in
den ersten Schritten (bei den Elementen von A) nichts, also erhélt man ein Orthonor-
malsystem mit dim (V') Elementen, das A enthélt, und wie in Teil (1) folgt, dass dieses
eine Orthonormalbasis fiir V' ist. O

BEMERKUNG 8.8. (1) Nach dem Korollar kann man in einem endlichdimensionalen
euklidischen oder unitdren Vektorraum immer mit Orthonormalbasen arbeiten. In einer
Orthonormalbasis sicht aber das innere Produkt auf V' nach Teil (3) von Proposition
8.8 genau so aus wie das Standard innere Produkt auf K® = R” bzw. C". Man kann
das auch so ausdriicken, dass der lineare Isomorphismus V' — K", v +— [v]p, der durch
eine Orthonormalbasis induziert wird, vertriaglich mit den inneren Produkten ist. (Wir
werden solche lineare Isomorphismen spéter “orthogonal” bzw. “unitér” nennen.) Man
kann also die Untersuchung von euklidischen (unitdren) Vektorrdumen immer auf R”
(C™) mit den Standard inneren Produkten zuriickfithren. Fiir unendlichdimensionale
Hilbertraume gelten dhnliche Resultate, hier gibt es bis auf Isomorphie auch jeweils nur
einen Hilbertraum fiir jede Kardinalzahl.

(2) Unsere Resultate liefern uns auch eine schone geometrische Interpretation des
inneren Produktes in einem euklidischen Vektorraum. Sind ndmlich v,w € V linear
unabhéngig, dann erzeugen die beiden Vektoren eine Ebene, und wir kénnen (etwa
durch Orthonormalisieren von {v,w}) einen Vektor © # 0 in dieser Ebene finden der
orthogonal auf v steht. Dann kénnen wir aber w eindeutig als av + bv fiir a,b € R
schreiben, und av kann als die Projektion von w auf v interpretiert werden. Nach Teil
(3) von Propositionist aber a = % und damit ist |(v, w)| = |a|- ||v||* = ||av] - ||v|,
und wir kénnen den Betrag des inneren Produktes als das Produkt der Linge von v
und der Lénge der Projektion von w auf v interpretieren.

(3) Mit kleinen Anderungen machen die Konzepte dieses Abschnitts auch allgemeiner
fiir eine nicht entartete symmetrische Bilinearform bzw. Sesquilinearform b : V xV — K
Sinn. Man muss dann nur Orthogonalsysteme durch b(v;,v;) = 0 und b(v;,v;) # 0
definieren und fiir ein Orthonormalsystem zusétzlich b(v;,v;) = %1 verlangen. Dann
gelten auch die Resultate dieses Abschnitts mit kleinen Modifikationen weiter.
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8.9. Orthogonales Komplement und Orthgonalprojektion. Als zeigen wir,
dass fiir einen Teilraum W eines Euklidischen oder unitiren Vektorraumes, der Ortho-
gonalraum W+ ein Komplement zu W darstellt, siche . Deshalb wird W+ meist als
das orthogonale Komplement von W bezeichnet. (Hier ist entscheidend, dass wir mit
inneren Produkten arbeiten, fiir nicht degenerierte symmetrische Bilinearformen gilt das
nicht.)

ProposITION 8.9. Sei (V,( , )) ein Euklidischer oder unitarer Vektorraum und
W C V ein Teilraum mit Orthogonalraum W=. Dann ist V. = W @ W, also V =
W+ W und W W+ = {0}.

BEWEIS. Nach Korollar [8.8 kénnen wir eine Orthonormalbasis {wy, ..., w} fiir W
wéhlen und sie dann zu einer Orthonormalbasis fiir V' erweitern. Sind vy, ..., v, die

hinzugekommenen Elemente, dann gilt nach Konstruktion (v;, w;) = 0 fiir alle ¢ und j.
Da jedes w € W als Linearkombination der w; geschrieben werden kann, folgt (v;,w) =0
fiir alle w € W, also v; € W fiir i = 1,...,£. Weiters ist W N W+ = {0}, weil fiir
w € W N W+ insbesondere (w,w) = 0 gelten muss. Nach der Dimensionsformel fiir
Summen ist dim(W+) < dim(V) — dim(W) = ¢, also muss Gleichheit gelten. Damit
folgt V = W @ W+ aus Proposition [4.9] O

Eine Zerlegung eines Vektorraumes in eine direkte Summe l&8t sich schén durch
eine spezielle lineare Abbildung, eine sogenannte Projektion beschreiben. Ist ndmlich
V = W @ W fiir Teilriume W, W C V, dann kann man nach Proposition jedes
Element v € V eindeutig als v = w + @ mit w € W und @ € W schreiben. Dannt kann
man eine Funktion 7 : V' — V definieren, indem man 7(v) als die W-Komponente in
dieser eindeutigen Darstellung definiert.

LEMMA 8.9. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum diber einem Kérper K.

IstV =W e W fir Teilriume W,W CV undw:V — V die zugehirige Projektion
auf die W—-Komponente, dann ist w eine lineare Abbildung und es gilt mor = 7, Im(7) =
W und Ker(r) = W.

Ist umgekehrt ¢ : V. — V eine lineare Abbildung, die ¢ o ¢ = ¢ erfillt, dann ist
V = Im(p) ® Ker(p) und ¢ ist genau die Projektion auf die erste Komponente dieser
Zerlegung.

BEWEIS. Ist V = W& W, dann ist fiir v = w+ @ und r € K natiirlich rv = rw+rw
die eindeutige Darstellung als Summe, also folgt 7(rv) = rw = rn(v). Analog sieht
man, dass 7(v; + v) = w(vy) + 7(ve) gilt, also ist 7 linear. Fiir w € W ist natiirlich
w = w + 0 die eindeutige Darstellung als Summe, also gilt 7(w) = w fiir alle w € W,
Wegen 7(v) € W folgt sofort 7 o = 7 und Im(m) = W. Analog sieht man 7(@w) = 0
fiir alle @ € W, also W C Ker(m). Wegen dlm(W) = dim(V) — dim(W) = dim(V') —
dim(Im (7)) = dim(Ker(7)) folgt dann Ker(w) = W.

Sei umgekehrt ¢ : V' — V linear mit ¢ o ¢ = ¢. Dann sind Ker(yp) und Im(p)
Teilrdume von V und nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen (Satz ist
dim(Ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(V). Ist v € Ker(¢) N Im(p), dann ist p(v) = 0 und
v = () fiir ein Element o € V. Damit ist aber 0 = ¢(¢(0)) = ¢(0) = v. Somit ist
Ker(p) NIm(p) = {0}, also V = Im(¢) @ Ker(p) nach Proposition 1.9 Aus p o = ¢
folgt sofort, dass p(v — ¢(v)) = 0 gilt. Damit ist aber v = ¢(v) 4+ (v — p(v)) genau die
Zerlegung von v beziiglich V' = Im(y) @ Ker(¢p). O

Kehren wir nun zum Fall eines Euklidischen oder unitdren Vektorraumes (V,( , ))
und eines Teilraumes W C V zuriick. Die Projektion 7 auf die erste Kompoenente
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beziiglich der Zerlegung V = W @ W+ wir als die Orthogonalprojektion von V. auf W
bezeichnet. Wir kénnen diese nun schén charakterisieren und explizit beschreiben.

Satz 8.9. Sei (V,(, )) ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum, W C V ein
Teilraum und 7 : V' — V die zugehorige Orthogonalprojektion.

(1) Der Punkt w(v) € W st der eindeutig bestimmte Punkt von W, der minimalen
Abstand von v hat.

(2) Ist {wy,...,wi} eine Orthonormalbasis fir W, dann ist w(v) = S (v, w;)w;.

BEWEIS. (1) Nach Definition ist v — m(v) € W=, Fiir einen Punkt w € W ist
v—w=(v—m(v))+ (7(v) — w), wobei der erste Summand in W+ liegt und der zweite
in W. Nach dem Satz von Pythagoras (Teil (1) von Proposition folgt

lv = wl* = o = 7 ()|I* + [|7(v) — w]|*.

Damit ist aber ||v — w||* > ||v — 7(v)||* und Gleichheit gilt genau fiir ||7(v) — w|| = 0,
also w = 7(v).

(2) Erweitern wir wieder durch vy,...,v, zu einer Orthonormalbasis fiir V, dann
bilden die v; eine Orthonormalbasis fiir W+. Entwickeln wir v beziiglich dieser Basis,
dann erhalten wir eine Komponente in W und eine in W+=. Nach Teil (3) von Proposition

B.8|ist die W-Komponente gerade durch den behaupteten Ausdruck gegeben. O

8.10. Der Winkel. Wie schon angekiindigt kann man in euklidischen Vektorrdaum-
en den Winkel zwischen zwei Vektoren definieren. Grundlage dafiir ist die Cauchy—
Schwarz Ungleichung: Fiir einen euklidischen Raum V und v,w € V mit v,w # 0
impliziert diese, dass —||v|| - [|w]] < (v,w) < ||v] - [|[w|| gilt. Somit ist m eine reelle
Zahl im Intervall [—1,1]. Weiters wissen wir, dass diese Zahl nur dann 1 (bzw. —1) sein
kann, wenn w ein positives (bzw. negatives) Vielfaches von v ist, sowie dass sie genau
dann gleich Null ist, wenn v L w gilt. Wie aus der Analysis bekannt ist, gibt es einen
eindeutigen Winkel « € [0, 7], sodass % = cos(«) gilt, und wir definieren dieses «
als den Winkel zwischen den Vektoren v und w.

Diese Definition entspricht genau der intuitiven Vorstellung des Winkels, und stimmt
in R™ mit dem Standard inneren Produkt mit dem iiblichen Begriff des Winkels iiberein.
Insbesondere ist der Winkel zwischen v und w genau dann 0, wenn w ein positives
Vielfaches von v ist, er ist genau dann gleich 7, wenn w ein negatives Vielfaches von v
ist, und er ist genau dann 7, wenn v L w gilt.

Die Definition des Winkels « zwischen zwei Vektoren v, w € V mit v,w # 0 kann

man nun auch als (v, w) = ||v]| - ||w|| - cos(«) schreiben. Die Gleichung
{0+ w0+ w) = {0,0) + 2o, w) + w, )

liefert nun den Cosinussatz ||v+wl|* = ||v||* + ||w]|? 4 2 cos(a)]||v]| - ||w]| der euklidischen
Geometrie, der den Satz von Pythagoras aus Teil (1) von Proposition verallgemei-
nert.

BeispieL 8.10. Mit Hilfe der bis jetzt entwickelten Theorie iiber innere Produkte
kénnen wir einige der fundamentalen Konzepte der beschreibenden Statistik verstehen.
Nehmen wir also an, dass wir eine Eigenschaft haben, die durch eine relle Zahl beschrie-
ben wird (etwa Korpergrofle oder dhnliches). Nehmen wir weiters an, dass wir fiir eine
Zahl N € N diese Figenschaft fiir eine Stichprobe von N Elementen erheben. Dann
konnen wir die erhaltenen Werte z; als Komponenten eines Vektors in RY betrachten.

Betrachten wir nun den eindimensionalen Teilraum V' C RY, der von jenen Vektoren
gebildet wird, in denen alle Komponenten gleich sind, also V- = {(¢,...,t) : t € R}. Das
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orthogonale Komplement V+ C R¥ besteht dann offensichtlich aus all jenen Vektoren
(r,...,ry) € RN, fiir die ry + -+ + ry = 0 gilt. Das entspricht also Stichproben mit
Mittelwert Null.

Wir koénnen nun unsere Stichprobe z = (z1,...,zy) eindeutig als Summe eines
Elements von V und eines Elements von V+ schreiben. Eine Orthonormalbasis von
V' wird natiirlich durch den Vektor v := \/Lﬁ(l, ..., 1) gebildet. Damit ist aber die

Orthogonalprojektion von z auf V' gegeben durch

m(x) = (x,v)v = %(sz)(l, o) =(z,...,7),

gegeben, wobei Z der iibliche Mittelwert der Stichprobe ist. Die Projektion auf V= ist
dann natiirlich durch = := (x1—7, ..., zy—7) gegeben. Dieser Vektor beschreibt gerade,
wie weit die einzelnen Komponenten der Stichprobe vom Mittelwert entfernt liegen.
Nach Definition ist + (zo, o) = + >_(2;—%)? = s2 die empirische Varianz der Stichprobe
und \/LNHxOH = s, ist ihre Standardabweichung. Wendet man den Satz von Pythagoras
auf die Zerlegung x = 7 - (1,...,1) + z¢ an, dann erhélt man ||z||> = NZ? + ||xo||? und
daraus sofort die alternative Formel s2 = (5 >, #7) — z? fiir die Varianz.

Nehmen wir nun an, dass wir in der gleichen Stichprobe auch eine zweite Eigenschaft
erheben, die ebenfalls durch eine reelle Zahl beschrieben werden kann. Dann erhalten
wir einen zweiten Vektor (y;) € RY den wir analog als (7, ...,%) + yo zerlegen konnen.
Wiederum nach Definition ist nun %(azo,yo) genau die empirische Kovarianz s,, der

beiden Stichproben. Gilt zy,yo # 0, dann kann man den Winkel zwischen den bei-

den “normalisierten” Vektoren xy und gy berechnen. Da sich die Faktoren % und \/—%

wegheben, erhélt man
COS(Oé) — <17an0> _ Szy 7

[zoll - lyoll — sasy
und das ist genau der empirische Korrelationskoeffizient r,, der beiden Eigenschaften
in der Stichprobe. Insbesondere ist r,, = +1 genau dann, wenn die beiden Vektoren
linear abhéingig sind, es also eine Konstante A € R mit yo = Az gibt. (Dabei stimmt
das Vorzeichen von A mit dem Vorzeichen von r,, iiberein.) das bedeutet aber gerade,
dass fur alle i = 1,..., N die Gleichung y; — y = A(z; — Z) und damit y; = kz; + d gilt,
wobei k = XA und d = § — AZ. Stellt man die Stichprobe als “Punktwolke” in R? (also
als die Punktmenge {(z;,v;) :i=1,..., N} C R?) dar, dann liegen also in diesem Fall
alle Punkte auf einer Geraden. (Allgemeiner erhélt man so die Regressionsgerade.)

Dualraum und adjungierte Abbildung

Als néchsten Schritt zeigen wir, dass ein inneres Produkt auf einem Vektorraum V'
eine Identifikation von V' mit seinem Dualraum liefert. Damit kann man fiir eine lineare
Abbildung f : V — V die duale Abbildung ebenfalls als Abbildung von V nach V
betrachten, die in diesem Bild die adjungierte Abbildung zu f heifit. Wir werden dieses
Konzept aber ohne die Benutzung von Resultaten iiber Dualrdume herleiten.

8.11. Identifikation mit dem Dualraum. Sei (V,( , )) ein euklidischer oder
unitédrer Vektorraum. Nach Definition ist fiir jeden Vektor v € V' die Zuordnung w >
(w,v) eine lineare Abbildung ¢, : V' — K also ein Element des Dualraumes V* =
L(V,K) von V.

PROPOSITION 8.11. Sei (V,( , )) ein (endlichdimensionaler) euklidischer bzw. u-
nitdrer Vektorraum tiber K = R bzw. C und ¢ : V- — K ein lineares Funktional. Dann
gibt es ein eindeutiges Element vg € V', sodass p(v) = (v,ve) fir alle v € V gilt.
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BEWEIS. Betrachte zunéchst den Fall eines euklidischen Vektorraumes. Fiir v € V'
setze ¢, : V — R, ¢,(w) = (w,v) und betrachte v — ¢, als Funktion V' — L(V|R).
Nach Definition gilt fiir v1,vo € V, r € R und alle w € V

Pui+rvs (w) = <w7 v + TU?> = <w7 Ul> + T’<w,U2> = Puy (w) + T Pu, (w) = ((1001 + r@UQ)(w).
Damit ist aber @y, trp, = @, + 7w, also ist v +— ¢, eine lineare Abbildung zwischen
den R—Vektorrdumen V und L(V,R). Auflerdem gilt ¢, = 0 genau dann, wenn 0 =
wp(w) = (w, v) fur alle w € V gilt, und das gilt nur fiir v = 0. Damit ist v — ¢, injektiv
und da dim(V') = dim(L(V, R)) ist ist die Abbildung sogar bijektiv und die Behauptung
folgt.

Im Fall unitdrer Vektorrdume ist die resultierende Abbildung V' — L(V,C) nicht
linear sondern konjugiert linear, die Argumentationsweise funktioniert aber auch fiir
solche Abbildungen. O

Identifiziert man in dieser Weise den Vektorraum V mit seinem Dualraum V*, dann
konnen wir zu einer Teilmenge A C V' den Annihilator A° (siehe bilden, und diesen
als Teilraum von V' betrachten. Nach Definition liegt ein Element v € V' genau dann in
diesem Teilraum, wenn 0 = @, (a) = (a,v) fir alle a € A gilt, man erhilt also genau
den Orthogonalraum A* aus Damit kann man alle Resultate {iber Annihilatoren
aus [0.13] auf Orthogonalrdume iibertragen. Wir geben hier aber direkte Beweise, was
ziemlich einfach ist.

SAaTz 8.11. Sei (V,( , )) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum, A, A" C V
Teilmengen und W, W' C V' Teilraume. Dann gilt:

(1) ACc A = (A)t c AL

(2) dim(W+) = dim(V) — dim(W).

(3) (A1) ist der von A erzeugte Teilraum von V. Insbesondere ist (WL)+ =W.

(4) W+ W)t =wLn (W)L

(5) (WnWHE =W+ (W)t

BEWEIS. (1) ist offensichtlich und (2) haben wir schon in Proposition [8.9) bewiesen.
Fiir (3) bemerken wir zunichst, dass (A1)* ein Teilraum von V ist, der A enthélt, weil
fiir a € A und v € A natiirlich {a,v) = 0 gilt. Ist U der von A erzeugte Teilraum, dann
kann jedes Element von U als Linearkombination von Elementen von A geschrieben
werden. Damit folgt aber, dass jedes Element v € A* auch schon in U+ liegt, und
mittels (1) erhalten wir A+ = U+ und damit (A+)t = (U+)+. Von vorher wissen wir,
dass U C (U+)* gilt und nach (2) haben die beiden Teilriume gleiche Dimension, also
folgt U = (A+)*+.

(4) Da W C (W +W') gilt, folgt (W +W’)+ C W+ nach (1). Analog gilt das fiir W’
und damit folgt (W + W)t c W+ n (W), Liegt umgekehrt ein Vektor v € V sowohl
in W+ als auch in (W’)+, dann liegt v offensichtlich in (W UW’)+ und von oben wissen
wir, dass das mit (W + W)+ iibereinstimmt.

(5) Nach (4) und (3) wissen wir, dass (W+ + (W")1)t = W N W’ gilt. Daraus folgt
die Behauptung, indem man auf beiden Seiten den Orthogonalraum bildet. O

8.12. Anwendungen. Wie wollen hier zwei geometrische Anwendungen der Iden-
tifikation von V' mit V* durch ein inneres Produkt geben, ndmlich einerseits die Hes-
sesche Normalform fiir affine Hyperebenen und andererseits die Konstruktion des Nor-
malvektors in R? und des Kreuzprodukts in R3.

(1) Betrachte R™ mit dem Standard inneren Produkt ( , ). Ist v € R™ mit v # 0
beliebig, dann der von v erzeugt Teilraum gerade Rv = {Av : A € R} und nach Teil
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(2) des Satzes ist das orthogonale Komplement {v}t = {w € R" : (w,v) = 0} ein
Teilraum der Dimension n — 1, eine sogenannte Hyperebene. Ist umgekehrt W C R"
eine Hyperebene, dann ist W+ ein eindimensionaler Teilraum von R". Eine Baisis fiir
diesen Teilraum ist durch jedes Element v # 0 darin gegeben und nimmt man zusétzlich
|lv|| = 1 an, dann ist v bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Man kann also jede
Hyperebene in der Form {v}+ mit ||v|| = 1 darstellen. Insbesondere ist in R? jede Gerade
durch Null und in R? jede Ebene durch Null von dieser Form.

Betrachten wir nun eine “affine Hyperebene”, also eine Teilmenge der Form a+W =
{a+w : w € W} fiir einen fixen Punkt @ € R™ und eine Hyperebene W C R™, vergleiche
mit 5.2 Ist v € W mit [jv]| = 1, dann gilt fiir alle w € W natiirlich (v,w) = 0,
also (v,a + w) = (v,a). Damit gilt (v,y) = (v,a) fir alle y € a + W. Ist umgekehrt
y € R" so, dass (v,y) = (v,a) gilt, dann ist (z,y —a) =0, also y —a € W und damit
y € a+ W. Das bedeutet aber gerade, dass man a + W als {y € R" : (v,y) = d} fiir
einen Einheitsnormalvektor v € R™ zu W und eine geeignete Zahl d € R beschreiben
kann.

Die Bedeutung von d is leicht zu verstehen: Nach Proposition ist R* =W oW,
also kann man jedes Element y € a + W eindeutig als w + Av fiir w € W und A € R
schreiben. Da y +w € a + W fiir alle y € a + W und w € W gilt hat (a + W) N W+
genau ein Element, also gibt es ein eindeutiges A € R, sodass \v € a + W gilt, und
wegen ||v]| = 1 erhalten wir sofort A\ = d. Wahlen wir v so, dass d > 0 gilt, dann ist d
genau der Normalabstand der affinen Hyperebene a + W vom Nullpunkt.

(2) Betrachten wir wieder R™ mit dem Standard inneren Produkt ( , ) und sei
det : (R™)™ — R die Determinante. Fixieren wir beliebige Vektoren vy, ..., v,_1 € R",
dann ist y — det(vy,...,v,_1,y) eine lineare Abbildung, also gibt es einen eindeutigen
Vektor = € R™, sodass (x,y) = det(vy,...,v,_1,y) fir alle y € R™ gilt.

Im Fall n = 2 bedeutet das, dass wir fiir einen fix gewihlten Vektor v € R? einen
eindeutigen Vektor x € R? finden, der (z,y) = det(v,y) fiir alle y € R? erfiillt. Insbe-
sondere ist (z,v) = det(v,v) = 0, also x ein Normalvektor zu v. Ist v = (v1,v,) und
x = (x1,22), dann ist 1 = (z,e1) = det(v, e1) = —vy und x9 = (x, €2) = det(v, ez) = vy,
also ist * = (—wg,v1). Insbesondere ist ||z|| = ||v||. Nun ist |(z, y)| das Produkt der Lénge
der von x mit der Lénge der Projektion von y auf z. Da x L v gilt, ist die Lange dieser
Projektion genau die Hohe des von y und v aufgespannten Parallelogramms, also ist
| det(v,y)| = |{z,y)| genau die Fldche des von v und y aufgespannten Parallelogramms.
Man zeigt leicht (siche Ubungen), dass | det(v,y)| = ||v|| - ||y|| sin(c) gilt, wobei a der
Winkel zwischen v und y ist.

Im Fall n = 3 erhalten wir zu zwei Vektoren v,w € R3 einen eindeutigen Vektor
u € R3, sodass (u,y) = det(v,w,y) fiir alle y € R? gilt. Bezeichnet man diesen Vektor
mit v X w, dann definiert (v,w) +— v X w eine Abbildung R? x R® — R3, das sogenannte
Kreuzprodukt. Aus der Linearitdt der Determinante in jeder Eintragung folgt sofort,
dass (v 4+ M) xw=v X w+ A(v X w) und v X (w+ Aw') =v X w4+ A(v' X w) gelten.
Da die Determinante alternierend ist, erhalten wir w x v = —v X w und (v X w,v) =
(v x w,w) = 0.

Sind v und w linear abhiingig, dann ist det(v, w, x) = 0 fiir alle x € R3, also vxw = 0.
Ist andererseits {v, w} linear unabhiingig, dann finden wir ein y € R3, sodass {v,w, y}
eine Basis, und damit det(v,w,y) = (v X w,y) # 0 gilt. Somit gilt v x w = 0 genau
dann, wenn v und w linear abhéngig sind.

SchlieBlich ist nach Konstruktion det(v, w,v x w) = ||jv x w||*. Ist also {v, w} linear
unabhiingig, dann ist {v, w,vxw} eine Basis fiir R3. Eine explizite Formel fiir v xw erhélt
man, indem man benutzt, dass die ite Komponente von v x w gerade als (v X w, e;) =
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det(v,w, e;) berechnet werden kann. Entwickelt man diese Determinante jeweils nach
der letzten Spalte, dann erhalt man

V1 w1 VW3 —V3W2
v2 X w2 = —viw3z+vswy | .
v3 w3 VW2 —V2W1

Aus dieser Formel verifiziert man direkt, dass ||[v x w|* = ||v|* - [Jw|]* — (v, w)? gilt.
Sind v und w linear unabhéngig, dann wéhlen wir wie in Bemerkung (2) von einen
Vektor o # 0 in der von v und w erzeugten Ebene mit (v,0) = 0, und schreiben
w als av + bo. Dann wissen wir, dass (v,w)?> = ||v||* - |lav||? gilt, also erhalten wir
lv x w||* = ||v?]|(Jlw]]* — |lav||?). Nach dem Satz von Pythagoras liefert die Klammer
|bo||?, also erhalten wir ||[v x w|| = ||v| - [|6?]|, und das kann man offensichtlich als

die Fldche des von v und w aufgespannten Parallelogramms interpretieren. Nun ist
|{(v x w,y)| gerade das Produkt der Lénge von v x w mit der Lénge der Projektion von
y auf v x w. Da v X w normal auf die von v und w erzeugte Ebene steht, ist die Linge
dieser Projektion genau die Hohe des von v, w und y erzeugten Parallelepipeds. Somit
sehen wir, dass | det(v,w,y)| = [(v X w,y)| genau das Volumen des von v, w und y
aufgespannten Parallelepipeds ist.

8.13. Die adjungierte Abbildung. Wir kommen jetzt zu der Interpretation der
dualen Abbildung, die durch die Identifikation eines euklidischen oder unitdren Vek-
torraumes mit seinem Dualraum ermoglicht wird. Wir werden allerdings wieder nicht
auf Resultate iiber duale Abbildungen aufbauen, sondern direkte Beweise geben. Fiir
ein tieferes Verstdndnis ist aber sehr hilfreich, sich die Zusammenhénge zur Dualitét
bewusst zu machen.

SATZ 8.13. Seien (V,(, )v), (W, (, Yw) und (Z,{ , )z) endlichdimensionale eu-
klidische bzw. unitire Vektorrdume tiber K =R bzw. C. Dann gilt:

(1) Zu einer linearen Abbildung f : V — W gibt es eine eindeutige lineare Abbildung
f W =V, sodass (f(v),w)w = (v, f*(w))y fir aleveV undwe W gilt.

(2) Die adjungierte Abbildung (f*)*:V — W zu f*: W — V st durch (f*)* = f
gegeben.

(3) Ker(f*) = Im(f)* € W und Im(f*) = Ker(f)* C V.

(4) Sind B C'V und C C W Orthonormalbasen, und ist [f]5 = (a;;) die Matrizdar-
stellung von f beziglich dieser Basen, dann ist die Matrizdarstellung [f*% = (bi;) cha-
rakterisiert durch bj; = aj;.

(5) Ist f:V = W eine weitere lineare Abbildung und A € K, dann gilt (f+ )\f)
fr A

(6) Ist g : W — Z eine weitere lineare Abbildung, dann ist (go f)* = f* o g*.

BEWEIS. (1) Fixieren wir zunéchst ein Element wy € W und betrachten die Funk-
tion V' — K, die durch (f(v),wo)w gegeben ist. Aus der Linearitdt von f folgt sofort,
dass auch diese Abbildung linear ist. Somit gibt es nach Proposition [8.11] ein eindeu-
tig bestimmtes Element v € V, sodass (f(v),wo)w = (v, 0)y. Setzt man f*(wg) := 7,
dann konnen wir so jedem Vektor w € W einen Vektor f*(w) € V' zuordnet, sodass die
gewiinschte Gleichung gilt. Das definiert eine Funktion f*: W — V.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass f* linear ist: Seien dazu wy,wy € W und
A € K. Dann rechnen wir fiir beliebiges v € V'

(v, f* (w1 + Awz))v = (f(v), w1 + Awz)w = (f(v), wi)w + Mf(v), wo)w
= (v, f*(wi))v + Mo, f*(wa))y = (v, f*(w1) + Af* (w2))v,
und da ( , )y nicht entartet ist, folgt f*(wy + Aws) = f*(wq) + Af*(wy).
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(2) Fur v € V und w € W rechnen wir einfach

(w, (f) @)w = (f(w),v)y = (v, fH(w))v = (f(v), ww = (w, f(v))w-
Da das fiir alle w € W gilt, folgt (f*)*(v) = f(v) fiir alle v € V', also (f*)* =

(3) Da (, )y nicht entartet ist, ist f*(w) = 0 dquivalent zu 0 = (v, *( Nv =
(f(v),w)y fiir alle v € V, also zu w € Im(f)*.

Ist andererseits v € Ker(f), dann gilt 0 = (f(v),w)w = (v, f*(w))y, also gilt
f*(w) € Ker(f)*. Das gilt aber fiir alle w € W, also folgt Im(f*) C Ker(f)*. Nach
Satz ist dim(Ker(f)*) = dim(V) — dim(Ker(f)) = dim(Im(f)). Nach dem Di-
mensionssatz fiir lineare Abbildungen ist dim(Im(f*)) = dim(W) — dim(Ker(f*)) =
dim(W) — dim(Im(f)*) = dim(Im(f)). Damit hat der Teilraum Im(f*) C Ker(f)* die
gleiche Dimension wie Ker(f)*, also folgt Gleichheit.

(4) Ist B = {v1,...,v,} und C = {wy,...,w,}, dann wissen wir aus Proposition
dass a;; = (f(v;), w;)w gilt. Analog ist

bij = ([ (w;), vi)v = (vi, f*(w;))v = {f(0i), wi)w = @s.
(5) Fiir beliebige Elemente v € V und w € W rechnen wir
(v, (f + AN (@))v = ((f + AN (), whw = (f(v), whw + (Af(v), w)w
= (v, [*(w))y + Mo, [*(w)y = (v, [*(w) + Af*(w))v,

und die Behauptung folgt analog wie in (2).
(6) Fiir v € V und z € Z rechnen wir

(v, (g f)"(z))v <(
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und die Behauptung folgt wie in (2). O

DEFINITION 8.13. (1) Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen zwei eukli-
dischen bzw. unitidren Vektorrdumen heifit die lineare Abbildung f*: W — V aus Teil
(1) des Satzes die zu f adjungierte Abbildung.

(2) Fiir eine Matrix A = (a;j) € M, »(C) nennt man die Matrix (b;;) € M, (C)
die gegeben ist durch b;; = @;; die adjungierte Matriz zu A und bezeichnet sie mit A*.

BEMERKUNG 8.13. (1) Im Fall euklidischer Vektorrdume erhdlt man in Teil (4)
des Satzes als Matrixdarstellung fiir f* einfach die Transponierte der Matrixdarstellung
von f, siehe |5.12] Deshalb spricht man in diesem Fall oft auch von der Transponierten
der linearen Abbildung f und schreibt dafiir auch f* statt f*. Die Tatsache, dass im
Komplexen nicht einfach die transponierte Matrix auftritt hdangt damit zusammen, dass
die Identifikation mit dem Dualraum in diesem Fall konjugiert linear ist.

(2) Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen euklidischen oder unitéren
Vektorrdumen und sein B und € Orthonormalbasen fiir V und W. Setzt A = [f]5, dann
gilt [f*]§ = A* (im komplexen Fall) bzw. [f*]§ = A im reellen Fall.

Betrachtet man insbesondere den Fall V' = K" und W = K™ fiir K = R bzw. C, dann
sind die Standardbasen orthonormal beziiglich der Standard inneren Produkte. Damit
ist die adjungierte Abbildung zu x — Az (beziiglich des Standard inneren Produkts)
einfach durch z — A*z bzw. x — Az gegeben.

Als Beispiel fiir die Verwendung adjungierter Abbildungen kénnen wir die Orthogo-
nalprojektion auf einen Teilraum eines Euklidischen oder unitéren Vektorraums charka-
tierisieren. In Lemma[8.9 haben wir gesehen, dass fiir ein lineare Abbildung ¢ : V — V|
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die ¢? = ¢ erfiillt, immer V = Im(p) @& Ker(p) gilt und ¢ die Projektion auf die erste
Komponente in dieser Zerlegung ist.

PROPOSITION 8.13. Sei (V,( , )) ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum und
0V — V eine Projektion, also eine lineare Abbildung, die p® = ¢ erfiillt. Dann ist o
genau dann die Orthogonalprojektion auf Im(p), wenn zusdtzlich p* = ¢ gilt.

BEwEISs. Nach Definition ist ¢ genau dann die Orthogonalporjektion auf Im(y),
wenn Ker(p) = Im(p)* ist. Ist ¢* = ¢, dann folgt das sofort aus Teil (3) von Satz [8.13]
Sei umgekehrt Ker(¢) = Im(p)t. Dann gilt wegen w — ¢(w) € Ker(p) immer

(o(v), w=p(w)) = 0, also (p(v), w) = ((v), p(w)). Analog ist aber auch (p(v), p(w)) =
(v, p(w)). Damit erhalten wir aber fiir alle v,w € V

(p(v), w) = (v, p(w)) = (v, ¢"(w))
und damit ¢*(w) = p(w) fiir alle w. O



KAPITEL 9

Spezielle lineare Abbildungen — euklidische Geometrie

In diesem Kapitel studieren wir lineare Abbildungen zwischen euklidischen und
unitdren Vektorrdumen. Das fiihrt einerseits zu einem Begriff von Diagonalisierbar-
keit, der an ein inneres Produkt angepasst und deutlich einfacher zu verstehen ist, als
die allgemeine Diagonalisierbarkeit. Andererseits habe die Inhalte dieses Kapitels enge
Beziige zur euklidischen Geometrie.

Orthogonale und unitire Abbildungen

Es gibt einen offensichtlichen Vertraglichkeitsbegriff zwischen einer linearen Abbil-
dung und einem inneren Produkt, mit dem wir unsere Uberlegungen beginnen. Das
liefert auch den richtigen Begriff von Isomorphie von euklidischen und unitdren Vek-
torrdumen.

9.1. Definitionen und grundlegende Eigenschaften. Der Begriff der orthogo-
nalen bzw. unitdren Abbildung ist ganz naheliegend:

DEFINITION 9.1. Seien (V,(, )v) und (W, (, )w) zwel euklidische (bzw. unitére)
Vektorrdume.

(1) Eine lineare Abbildung f : V. — W heiflt orthogonal (bzw. wunitdr), wenn
(f(v1), f(va))w = (v1,v9)y fiir alle vy, vy € V gilt.

(2) f:V — W heift ein euklidischer (bzw. unitdrer) Isomorphismus, falls f ortho-
gonal (bzw. unitdr) und bijektiv ist.

(3) Eine Matrix A € M, (R) heifit orthogonal, wenn die lineare Abbildung R"” — R™,
x — Ax orthogonal beziiglich des Standard inneren Produktes ist.

(4) Eine Matrix A € M, (C) heit unitir, wenn die lineare Abbildung C* — C™,
z +— Az unitir beziiglich des Standard hermitischen inneren Produktes ist.

Fiir einen euklidischen (unitédren) Isomorphismus f : V' — W ist auch die inverse
Abbildung f~': W — V ein euklidischer (unitéirer) Isomorphismus. Es gilt némlich

(fHwr), fH wa))y = (FOFHwn)), FOFH(wa)))w = (wr, wa)w.

Allgemein kénnen wir orthogonale (unitére) lineare Abbildungen wie folgt charakteri-
sieren:

SaTz 9.1. Seien (V,(, )v) und (W,( , )w) zwei endlichdimensionale euklidische
(bzw. unitire) Vektorrdume. Dann sind fir eine lineare Abbildung f : V. — W mit
adjungierter Abbildung f*: W — V' dquivalent:

(1) f ist orthogonal (unitir).

(2) |[f )| = [lv]| fir allev eV,

(3) Es gibt eine Orthonormalbasis {vy, ..., v,} firV, sodass {f(v1),..., f(vn)} CW
ein Orthonormalsystem ist.

(4) Fiir jedes Orthonormalsystem {vy,..., v} CV ist {f(v1),..., f(vg)} CT W ein
Orthonormalsystem.

(5) f*o f=idy.

137
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BEWEIS. (1) = (2) ist klar wegen ||v|| = y/(v,v) und (2)=- (1) folgt sofort aus den
Polarisierungsformeln aus Satz [8.7] (1) = (4) ist klar nach Definition eines Orthonor-
malsystems, und (4) = (3) ist offensichtlich.

(3) = (1): Sind = zyv; + - - + 2,0, und y = Y11 + - - - + Yo, beliebige Elemente
von V| dann ist nach Proposition (x,y)v = 191 + -+ + x,Yn. Andererseits ist
f(x)=a1f(v1) + -+ + z,f(v,) und analog fiir y und damit folgt

(Fl@), F)hw = 222y (f(vi), f(v)) = 2afn + -+ - + T

(1) & (5) Nach Definition ist (vy, f*(f(v2)))v = (f(v1), f(v2))w. Da das innere
Produkt nicht entartet ist, ist f*(f(v2)) = ve dquivalent zu (vy, f*(f(ve)))v = (v1,v2)v
fiir alle v; € V', und damit folgt die Behauptung. O

KOROLLAR 9.1. (1) Orthogonale und unitire lineare Abbildungen sind automatisch
injektiv, also bei gleicher Dimension automatisch euklidische bzw. unitdre Isomorphis-
men.

(2) Jeder n—dimensionale euklidische (unitdre) Vektorraum ist orthogonal (unitdir)
isomorph zu R™ (C") mit dem Standard (hermitischen) inneren Produkt.

(3) f:V =V ist genau dann orthogonal (unitir) wenn f* = f=1 gilt.

(4) Ist f 'V — V orthogonal (unitir) und A\ € K ein Eigenwert von f, dann ist
Al =1.

(5) Ist f:V — V orthogonal (unitir), dann ist |det(f)| = 1.

(6) Fiir eine Matriz A € M,(R) (M, (C)) sind dquivalent:

(a) A ist orthogonal (unitdr)
(b) die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von R™ (C™).
(c) At = A1 (A* = AV,

BEWEIS. (1) Nach Teil (2) des Satzes folgt aus f(v) = 0 schon ||v|| =0, also v = 0,
also ist Ker(f) = {0}, also f injektiv.

(2) Nach Korollar findet man immer eine Orthonormalbasis. Die eindeutige li-
neare Abbildung nach K", die diese Orthonormalbasis auf die Standardbasis abbildet
ist nach Teil (4) des Satzes ein orthogonaler (unitérer) Isomorphismus.

(3) Ist f orthogonal, dann ist f nach (1) invertierbar und nach Teil (5) des Satzes

f f = id. Komponiert man diese Gleichung von rechts mit f~!, so erhilt man
=f
(4) folgt sofort aus || f(v)] = .
(5) Ist B eine Orthonormalbasis fir V und A = [f]s, dann ist nach Satz [8.13
[f*]s = A* (bzw. A'). Nach Satz [6.9] ist det(A’) = det(A) und daraus folgt natiirlich
det(A*) = det(A). Damit erhalten wir aus f* o f = id im reellen Fall det(A)? = 1 und
im komplexen Fall det(A)det(A) = 1, also in beiden Fillen |det(A)| = 1.

(6) Die Aquivalenz der ersten beiden Bedingungen ist die Matrizenversion von Teil
(4) des Satzes, die Aquivalenz zur letzten die Matrizenversion von (3). O

BEMERKUNG 9.1. Klarerweise ist die Komposition von zwei orthogonalen (unitéren)
linearen Abbildungen wiederum orthogonal (unitér), und wir haben bereits gesehen,
dass fiir eine invertierbare orthogonale (unitére) lineare Abbildung die Inverse ebenfalls
orthogonal (unitér) ist. Damit bilden aber die orthogonalen linearen Abbildungen auf
einem euklidischen Vektorraum V' eine Gruppe O(V), die orthogonale Gruppe von V.
Darinist SO(V) := {f € O(V) : det(f) = 1} eine Untergruppe, die spezielle orthogonale
Gruppe von V. Betrachten wir insbesondere R™ mit dem Standard inneren Produkt,
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dann konnen wir diese Gruppen mit den Gruppen O(n) := {A € M,(R) : A" = A~'}
bzw. SO(n) := {A € O(n) : det(A) = 1} identifizieren.

Analog erhalten wir fiir einen unitéren Vektorraum V' die unitdre Gruppe U (V') und
die spezielle unitire Gruppe SU(V'), die wir im Fall V' = C" mit U(n) := {A € M,,(C) :
A* = A7} bzw. SU(n) = {A € U(n) : det(A) = 1} identifizieren kénnen.

9.2. Die QR—Zerlegung. Eine Matrix A ist also genau dann orthogonal bzw. uni-
tar, wenn die Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis bilden. Damit konnen wir aber das
Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren aus [8.8 auch in Termen von Matrizen
formulieren. Das liefert eine Zerlegung fiir beliebige invertierbare Matrizen, die in der
Theorie der Matrizengruppen unter dem Namen [wasawa—Zerlegung ziemlich bedeutsam
ist, aber auch in der angewandten Mathematik (unter dem Name QQ R—Zerlegung) eine
wichtige Rolle spielt.

SATZ 9.2. Sei A eine invertierbare n x n—Matriz iber R (bzw. C). Dann gibt es
eine orthogonale (bzw. unitire) Matriz QQ und eine obere Dreiecksmatriz R mit reellen
positiven Eintragungen auf der Hauptdiagonale, sodass A = QR gilt. Die Matrizen Q
und R sind eindeutig bestimmd.

BEwEIs. Wir beweisen zuerst die Existenz der Zerlegung. Sind a4, ..., a, die Spal-
tenvektoren von A, dann bilden diese Vektoren eine Basis, weil A invertierbar ist. Damit
konnen wir das Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren aus Satz anwenden.
Das liefert eine Orthonormalbasis {v1,...,v,}, sodass fir jeden Index j, der Vektor a;
als Linearkombination der Form ry;v; + - - - + r;j;v; geschrieben werden kann, wobei 7;;
reell und positiv ist. Setzen wir nun R := (r;;), dann ist r;; = 0 fiir ¢ > j, also ist R
eine obere Dreiecksmatrix, und wir haben schon bemerkt, dass die Elemente auf der
Hauptdiagonale reell und positiv sind.

Sei andererseits () die Matrix, deren Spaltenvektoren die Vektoren v; sind. Dann ist
@ nach Korollar orthogonal (bzw. unitér), weil die v; eine Orthonormalbasis bilden.
Setzen wir nun ) = (¢;;) und QR = (b;;), dann ist b;; = >, qikTk; = >_; TkjQk- Diese
Gleichung sagt aber genau, dass man die jte Spalte von QR erhélt, indem man die kte
Spalte von () mit r; multiplziert und dann die erhaltenen Vektoren addiert. Da die
Spalten von () gerade die v; sind, folgt QR = A nach Konstruktion.

Zur Eindeutigkeit: Sind )1, Q2 und R;, Ry Matrizen der verlangten Form, sodass
Q1R1 = Q2R, gilt, dann ist Q5 'Q; = RyR;*. Dann ist aber Q5 'Q; als Produkt ortho-
gonaler bzw. unitdrer Matrizen selbst orthogonal bzw. unitér. Andererseits behaupten
wir, dass RyR;" eine obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen Eintragungen auf der
Hauptdiagonale ist. Haben wir das gezeigt, dann sind wir fertig, weil die Hauptdiago-
nalelemente dann Eigenwerte einer orthogonalen (unitéren) linearen Abbildung sind.
Damit haben sie nach Teil (4) von Korollar Betrag Eins, also sind alle Hauptdiago-
nalelemente gleich Eins, weil sie reell und positiv sein miissen. Da die Spaltenvektoren
von eine orthogonalen (unitdren) Matrix ein Orthonormalsystem bilden, folgt sofort
Rngl = I und damit R; = Rs, also auch 1 = Q.

Betrachten wir eine obere Dreiecksmatrix R = (r;;), sodass alle r;; # 0 sind und set-
zen R™' = (s;;). Dann ist die erste Spalte von I = R™' R gerade r1; mal die erste Spalte
von R, also sy; = (r11) ! und s;; = 0 fiir 4 > 1. Analog iiberlegt man leicht direkt, dass
si; = 0 fiir ¢ > j und s; = (ry)~! gilt. Damit folgt aber, dass Rl’1 eine obere Dreiecks-
matrix mit postiven reellen Eintragungen auf der Hauptdaigonale ist. Schliélich folgt
aus der Formel fiir die Matrizenmultiplikation sofort, dass das Produkt zweier oberen
Dreiecksmatrizen selbst eine obere Dreiecksmatrix ist, wobei in der Hauptdiagonale die
Produkte der Hauptdiagonalelemente der beiden Matrizen stehen. O
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9.3. Spiegelungen. Das einfachste Beispiel einer nichttrivialen orthogonalen (u-
nitdren) Abbildung ist die Spiegelung an einer Hyperebene. Nach kann man jede
Hyperebene W in einem euklidischen oder unitéren Vektorraum V als W = {a}* fiir
einen Einheitsvektor a (also einen Vektor mit [ja]| = 1) in V schreiben. Definieren wir
nun fiir so ein a € V die Spiegelung s, : V — V an {a}* durch s,(v) := v — 2(v, a)a.

LEMMA 9.3. (1) Fiir jedes a € V mit |jal| = 1 ist die Spiegelung s, an {a}*
eine orthogonale (unitire) lineare Abbildung mit (s,)~' = s, und det(s,) = —1. Die
Spiegelung ist charakterisiert durch s,(a) = —a und s,(v) = v falls (v,a) = 0.

(2) Fiirv#w €V gibt es genau dann einen Finheitsvektor a € V mit s,(v) = w,
wenn ||v]| = ||w|| sowie (v,w) € R gilt.

BeEwEIS. (1) Die Abbildung s, ist offensichtlich linear, und nach Definition gilt
Sq(a) = a — 2(a,a)a = —a und s,(v) = v falls (v,a) = 0. Nach Proposition ist
V = K-a®{a}t, also kann man jedes v € V eindeutig als A\a+w mit (w, a) = 0 schreiben.
Damit ist aber s,(v) = —Aa + w, also ist s, durch die obigen Eigenschaften eindeutig
bestimmt. Nach dem Satz von Pythagoras liefert diese Zerlegung ||v|> = |A]? + ||w|* =
|sa(v)]]?, also ist s, orthogonal nach Satz Erweitern wir das Orthonormalsystem
{a} C V zu einer Orthonormalbasis B = {a,vy,...,v,}, dann ist (v;,a) = 0 fiir alle
i =2,...,n, also ist [s,]g eine Diagonalmatrix mit einer —1 und sonst lauter Einsen auf
der Hauptdiagonale, also ist s, o s, = id und det(s,) = —1.

(2) Das s, orthogonal bzw. unitér ist, ist ||s,(v)|| = ||v||. AuBerdem ist nach Defi-
nition (v, s,(v)) = (v,v) — 2(v,a)(v,a) € R. Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass es
fir v #w € V mit ||v]| = ||w|| und (v, w) € R einen Einheitsvektor a € V' gibt, sodass
Sq(v) = w gilt. Geometrisch bedeuten die Bedingungen ||v|| = [Jw|| und (v,w) € R
genau, dass (v + w) L (v — w) gilt. Es ist ndmlich

(+w,v—w) = (o] = [lw]?) = (v, w) = {v,w)),

und die letzte Klammer liefert genau den 2i mal dem Imaginérteil von (v, w). Nach
Voraussetzung ist v — w # 0, also koénnen wir a := ||vflwn(v — w) setzen. Dann ist
Sqo(v) =v —2(v,a)a =v — 2%(0 —w).

Aus (v+w,v—w) = 0 folgt aber sofort (w, v—w) = — (v, v—w), und damit %

1
29
also s,(v) = w. O

Daraus erhalten wir sofort eine Beschreibung von orthogonalen Abbildungen:

SATZ 9.3. Sei (V,(, )) ein n—dimensionaler euklidischer Vektorraum und f :V —
V' eine orthogonale lineare Abbildung. Dann gibt es eine Zahl k < n und Einheitsvektoren

ay,...,a, €V, sodass f = 84, 0...0 54, gilt. Insbesondere ist det(f) = (—1)*.

BeweIs. Fixieren wir eine Orthonormalbasis {v1, ..., v,} von V. Nach Teil (4) von
Satz(9.1ist {f(v1),..., f(v,)} ebenfalls eine Orthonormalbasis fiir V. Sei j der kleinste
Index, sodass f(v;) # v, gilt. Wegen || f(v;)|| = ||v;]| = 1 (und weil wir iber R arbeiten)
ist nach dem Lemma s, (f(v;)) = v;, wobei a1 = %

Fir ¢ < jist v; L v; und v; = f(v;) L f(v;), also auch v; = f(v;) L aq, al-
S0 Sa, (f(vi)) = f(v;) = v;. Damit gilt aber (s, o f)(v;) = v; fiir alle ¢ < j und
Sa, © f ist wiederum orthogonal. Induktiv finden wir Einheitsvektoren ay, ..., ax, sodass
(Sqp © ... 08q, 0 f)(v;) = w; fiir alle ¢ = 1,...,n. Damit ist diese Komposition aber
die Identitétsabbildung, und wegen (so,)"" = s,, liefert das f = s,, 0 ... 0 s,,. Wegen

det(s,,) = —1 fiir alle j folgt det(f) = (—1)" sofort. O
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9.4. Orthogonale Abbildungen in Dimension 2 und 3. Als néchstes wollen
wir orthogonale Abbildungen in R? und R? (jeweils mit dem Standard inneren Produkt)
beschreiben. Nach Korollar 0.T]liefert das auch die Beschreibung fiir beliebige euklidische
Vektorrdume der Dimensionen zwei und drei.

Sei f : R? — R? orthogonal. Dann ist nach Satz entweder f eine Spiegelung,
oder f ist eine Komposition von zwei Spiegelungen und det(f) = 1. Ein Einheitsvek-
tor in R? hat die Form (x,y) mit 2? + y* = 1. Damit gibt es aber einen eindeutigen
Winkel ¢ € [0,27), sodass © = cos(yp) und y = sin(p) gilt. Die zwei moglichen Ein-
heitsnormalvektoren zu (z,y) sind nach durch (—y,x) und (y, —x) gegeben. Ist
nun f orthogonal mit det(f) =1 und ist f(e1) = a = (cos(p), sin(p)), dann muss f(es)
ein Normalvektor zu f(e;) sein, der auBerdem noch det(f(eq), f(e2)) = 1 erfiillt. Damit

: . (cos(p) —sin(y) : .
entspricht f aber der Matrix (sin (¢) cos(y) )’ also ist f genau die Drehung um den
Winkel .

Um andererseits eine Matrixdarstellung fiir die Spiegelung s, fiir a = (cos(p), sin(p))
zu erhalten, betrachten wir die Rotation f um den Winkel ¢. Diese bildet e; auf a und
es auf ein Element von a* ab. Damit folgt aber sofort, dass f~!os, o f den Basisvektor
e; auf —e; und ey auf sich selbst abbildet. Damit ist aber die Matrix zu s, gegeben

durch
(g i) (0 ) (S i) - (G o),

In drei Dimensionen ist die Situation dhnlich einfach. Eine orthogonale lineare Ab-
bildung f : R®> — R? ist entweder eine Spiegelung, oder eine Komposition von zwei
Spiegelungen und erfiillt det(f) = 1, oder eine Komposition von drei Spiegelungen. Die
wesentliche Beobachtung hier ist aber, dass f mindestens einen reellen Eigenwert besit-
zen muss, weil jedes Polynom dritten Grades mindestens eine reelle Nullstelle hat. Nach
Korollar muss dieser Eigenwert gleich 1 oder —1 sein.

Ist v ein Eigenvektor dazu, dann betrachten wir den Teilraum W = {v}+ C R®. Fiir
w e Wist (v, f(w)) = £(f(v), f(w)) = £(v,w) =0, also ist f(w) € W, also W ein f-
invarianter Teilraum. Wir kénnen das innere Produkt auf W einschrénken und natiirlich
ist die Einschrdnkung von f auf W orthogonal beziiglich dieses inneren Produktes.
Damit konnen wir diese Einschrankung aus der Beschreibung der zweidimensionalen
orthogonalen Abbildungen von oben ablesen: Ist der Eigenwert von oben gleich 1, dann
ist fiir det(f) = 1 die Abbildung f eine Drehung um die Achse {tv : ¢ € R} wéhrend
wir fiir det(f) = —1 ein Spiegelung an einer Ebene erhalten, die v enthélt.

Ist der Eigenwert von oben gleich —1 und ist det(f) = 1, dann muss die Ein-
schrankung von f auf W Determinante —1 haben, also eine Spiegelung sein. Damit
erhalten wir aber einen zweidimensionalen Eigenraum zum Eigenwert —1 und einen
eindimensionalen Eigenraum zum FEigenwert 1. Geometrisch konnen wir f als “Spie-
gelung” an der Geraden interpretieren, die durch den Eigenraum zum Eigenwert Eins
beschrieben wird. Im letzten Fall, also Eigenwert gleich —1 und det(f) = —1 muss die
Einschrénkung von f auf W Determinante Eins haben, also eine Drehung sein. Damit
ist f aber die Komposition einer Drehung um die Achse {tv : t € R} mit der Spiegelung
an W = {v}*. Im Spezialfall des Winkels 7 erhalten wir f = —id, was wir auch als
Punktspiegelung im Nullpunkt interpretieren kénnen.
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Bewegungen und euklidische Geometrie

Die Beschreibung von orthogonalen Abbildungen hat direkte Anwendungen in der
euklidischen Geometrie. Der richtige Rahmen dafiir wire eigentlich der euklidische Raum
E", den man erhdlt indem man den affinen Raum A" aus zusammen mit dem
Standard inneren Produkt auf dem Raum R™ der Verbindungsvektoren betrachtet. Wir
werden hier aber der Einfachheit halber auf dem euklidischen Vektorraum R"™ arbeiten.

9.5. Bewegungen. Betrachte man (R",( , )) als affinen Raum, dann koénnen
wir wie in der affinen Geometrie fiir zwei Punkte x,y € R"™ den Verbindungsvektor
T := y — 2 von x nach y bilden. Nun kénnen wir aber auch die Liinge || 77| dieses Ver-
bindungsvektors betrachten, die nach Definition gerade die Distanz d(x,y) der Punkte
x und y ist. Andererseits konnen wir natiirlich auch Winkel messen. Fiir drei verschie-
dene Punkte ,y, 2 € R" definieren wir Z(z,y, z) als den Winkel zwischen # und 2.
Das ist also gerade der Winkel bei y des Dreiecks mit den Ecken x, y und z. Wegen
der Polarisierungsformeln kann man aber Winkel aus Distanzen ausrechnen, also sind
die Distanzen der wesentliche Begriff. Setzt man namlich die Parallelogrammidentitét
in die Polarisierungsformel ein (siehe Satz[8.7), dann erhélt man

(v,w) = 5 ([[v[I* + [lwl* = lv = w|*),
was sofort (i, y2) = % (d(z,y)* + d(y,2)? — d(x, 2)?) liefert. Daraus erhalten wir aber
cos(L(x,y,2)) = dley)+dy2)’ —d(@2) it liegt es nahe, als fundamentalen Abbil-

2d(z,y)d(y,?)
dungen in der euklidischen Geometrie jene Funktionen zu betrachten, die Distanzen

bewahren.

DEFINITION 9.5. Eine Bewegung oder eine Kongruenzabbildung von R™ ist eine
Funktion f: R™ — R™, die d(f(x), f(y)) = d(z,y) fur alle z,y € R™ erfiillt.

Obwohl in der Definition einer Bewegung die affine Struktur nicht vorkommt, kann
man Bewegungen durch orthogonale lineare Abbildungen beschreiben, denn es gilt

SATZ 9.5. Ser f : R* — R” eine Bewegung. Dann gibt es eine orthogonale lineare
Abbildung ? R™ — R™, sodass f(y) = f(x) + 7 1) fir alle z,y € R™ gilt.

Sind umgekehrt a,b € R"™ beliebig und ist : R® — R"™ eine orthogonale lineare
Abbildung, dann definiert f(x) :=0b+ ?(cﬁ) eine Bewegung f : R™ — R".
BEWEIS. Definiere ? : R" — R™ durch ?( = b = f(x ). Dax = 0710

gilt, bedeutet diese Gleichung gerade f(z) = f (0) (Ox) Welters gllt

17 @) = T Wl = 170 @) = O = d(F ), f@) = dly.) = lly = ]|
Fiir y = 0 erhalten wir wegen ? 0) = 0 insbesondere ||?(x)|] = ||z||. Benutzt man die
Formel (z,y) = 3(||lz[|* + [|y]|* — |# — y||*) von oben, dann liefert das (7(:5),7@)} =

(x,y) fir alle z,y € R™. Insbesondere ist {?( 1), - 7(en)} eine Orthonormalbasis
fir R™. Nach Proposition 8.8/ist v = Y"1 (v, e;)e; und

n n

T0) =307 )., Fe) T e) =3 (w.e) f(e):

=1 =1

Daher ist aber 7(&71, ey Ty) = in7(ei), also ist ? eine lineare Abbildung. Wegen
O_g>/ = (ﬁ: + :@ und der Linearitdt von f erhalten wir schliellich

0)+ 7 (09) = £(0)+ F(0m) + F @) = f(2) + [ (@),
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Ist umgekehrt f(z) =b+ ?((ﬁ), dann ist
d(f (), fw) = b+ T @) —b— F @l =17 @ =70 = dx,v),

also ist f eine Bewegung. O

BEMERKUNG 9.5. Fiir 7 = id ist die Bewegung f(v) = b+ 7(1}) = b+ v einfach
eine Translation. Nach dem Satz setzt sich also jede Bewegung aus eine Translation
und einer orthogonalen Abbildung zusammen. Eine Bewegung f : R™ — R"” heifit eine

eigentliche Bewegung, wenn die zugehorige orthogonale lineare Abbildung 7 in SO(R™)

liegt, also det( f ) = 1 gilt. Ob man mit Bewegungen oder mit eigentlichen Bewegungen
arbeitet, hingt davon ab, ob man Spiegelbilder als gleich oder als verschieden betrachten
mochte.

9.6. Kongruenzsitze. Wir besprechen hier nur ganz kurz einige Grundziige der
euklidischen Geometrie und die Unterschiede zur affinen Geometrie. Wie in der affi-
nen Geometrie sind auch hier alle Punkte “gleichberechtigt” weil man einen gegebenen
Punkt durch Translationen auf jeden anderen Punkt abbilden kann.

In[5.6/haben wir bemerkt, dass es zu zwei Paaren z1 # y; und x5 # y, von verschiede-
nen Punkten in R™ immer einen affinen Isomorphismus f : R" — R" gibt, sodass f(z;) =
y; fiir « = 1, 2 gilt. Das kann fiir Bewegungen natiirlich nicht mehr stimmen, weil die Di-
stanz der Punkte invariant unter Bewegungen ist. Gilt aber d(z1,z3) = d(y1,y2), dann
haben die Verbindungsvektoren T175 und yl_yQ> die gleiche Lange und aus der Diskussion
in schliefit man leicht, dass es eine orthogonale lineare Abbildung A : R™ — R" gibt,
die Az1z5 = Y195 erfiillt, und wir betrachten die Funktion f () =y + Az1#, die nach
Satz eine Bewegung auf R" definiert. Diese erfiillt nach Konstruktion f(z;) =
und f(x9) = y1 + ATah = Y1+ yl—yg> = yy. Der Abstand ist also die einzige Invariante
eines Paares von Punkten.

Fiir drei Punkte ist es schon im affinen Fall notig zwischen kollinearen Punkten (die
auf einer affinen Geraden liegen) und Punkten in allgemeiner Lage (bei denen das nicht
der Fall ist) zu unterscheiden. Fiir kollineare Punkte war die wesentliche affine Invariant
das Teilverhéltnis, das man jetzt natiirlich als das Verhéltnis der Abstédnde betrachten
kann. Damit kann man leicht charakterisieren, wann zwei Tripel von kollinearen Punkten
durch eine Bewegung aufeinander abgebildet werden kénnen.

Interessanter ist der Fall von Punkten in allgemeiner Lage. Seien z;, y; € R™ Punkte,
sodass sowohl z1, x5 und z3 als auch v, y» und y3 nicht kollinear sind. Dann haben wir
in gesehen, dass es einen affinen Isomorphismus f : R” — R” gibt, der f(z;) = v
fiir ¢ = 1, 2, 3 erfiillt. Es sind also alle Dreiecke affin dquivalent.

Fiir Bewegungen kann das natiirlich nicht stimmen. Ist namlich f : R™ — R" eine Be-
wegung, sodass f(z;) = y; fiir ¢ = 1,2, 3 gilt, dann muss zumindest d(z;, z;) = d(yi, y;)
fiir alle Paare i, j € {1,2,3} gelten. Die verschiedenen Charakterisierungen fiir die Exis-
tenz solcher Bewegungen sind nun die schon aus der Schule bekannten Kongruenzsditze
fiir Dreiecke. Man kann diese Sétze leicht aus der Beschreibung orthogonaler Abbildun-
gen auf R? aus ableiten. Der Seite-Winkel-Seite Satz besagt zum Beispiel, dass es
eine Bewegung f wie oben gibt, falls d(zy,x2) = d(y1,v2), d(xe,z3) = d(ys,ys3) und
Zxy, 19, x3 = ZY1,Y2,y3 gelten. Das bedeutet namlich, dass m und xz,x;\; und yoy1
und y—gy_g jeweils gleiche Lange haben und den gleichen Winkel einschliefen. Betrachtet
man die Ebene, die diese beiden Vektoren aufspannen, dann findet man darin leicht eine
orthogonale lineare Abbildung A, sodass ATzt = yQ_yl> und Az = yg_y§ und gemein-
sam mit der Identitdt auf dem orthogonalen Komplement dieser Ebene erhalten wir eine
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orthogonale Abbildung auf R™ mit diesen Eigenschaften. Dann ist f(z) = yo + Azot die
gesuchte Bewegung.

Daraus folgt sofort der Seite-Seite-Seite Satz, der besagt, dass auch d(wz;,z;) =
d(yi,y;) fiir alle 4, j hinreichend fiir die Existenz einer Bewegung f wie oben ist. Man
kann namlich Zxq, 2o, x5 aus den paarweisen Distanzen der Punkte ausrechnen und
analog fiir die ;.

Normale, selbstadjungierte und symmetrische lineare Abbildungen

Wir besprechen nun eine Version von Diagonalisierbarkeit, die den Ideen von Or-
thogonalitdt angepasst ist. Uberraschenderweise ist Diagonalisierbarkeit in diesem Sinn
sehr einfach zu charakterisieren.

9.7. Orthogonale und unitire Diagonalisierbarkeit. Sei (V,( , )) ein eukli-
discher (unitdrer) Vektorraum. Eine lineare Abbildung f : V' — V heifit orthogonal
(unitir) diagonalisierbar, wenn es eine Orthonormalbasis von V' gibt, die aus Eigenvek-
toren von f besteht.

Analog wie in ist die orthogonale (unitére) Diagonalisierbarkeit von f dquivalent
dazu, dass es eine Orthonormalbasis B fiir V' gibt, sodass [f]g eine Diagonalmatrix ist.
Das Konzept der orthogonalen (unitiren) Diagonalisierbarkeit macht natiirlich auch fiir
Matrizen Sinn, wobei man fiir A € M, (K) einfach die lineare Abbildung = — Ax auf
K" betrachtet. Da die Basiswechsel zwischen zwei Orthonormalbasen nach Teil (3) von
Satz[9.1] genau den orthogonalen (unitéiren) Matrizen entsprechen, ist A € M, (K) genau
dann orthogonal (unitdr) diagonalisierbar, wenn es eine orthogonale (unitire) Matrix
U € M,(K) gibt (die nach Korollar automatisch invertierbar ist), sodass UAU !
eine Diagonalmatrix ist. Man bemerke, dass UAU ! nach Definition fiir orthogonales
U gleich UAU" und fiir unitéres U gleich UAU* ist.

Betrachten wir zunéchst den komplexen Fall. Sei f : V' — V unitéir diagonalisierbar
und f* : V — V die adjungierte Abbildung zu f. Ist B eine Orthonormalbasis fiir V',
die aus Eigenvektoren von f besteht, dann ist [f]s eine Diagonalmatrix. Nach Satz
ist dann [f*|p = ([f]s)", also ebenfalls eine Diagonalmatrix, nur sind die Eintragun-
gen auf der Hauptdiagonale gerade die Konjugierten der urspriinglichen Eintragungen.
Jedenfalls gilt aber [f|z[f*|s = [f*|s]f]s, und damit ist f o f* = f* o f. Man nennt
lineare Abbildungen mit dieser Eigenschaft normal. Man bemerke, dass insbesonde-
re unitdre Abbildungen normal sind, weil sie nach Korollar f* = f~! und damit
fof* = f*of = id erfiillen. Uberraschenderweise charakterisiert diese Eigenschaft
schon die unitér diagonalisierbaren linearen Abbildungen, denn es gilt:

SATZ 9.7. Sei (V,(, )) ein unitdrer Vektorraum. Dann ist eine lineare Abbildung
f:V =V genau dann unitir diagonalisierbar, wenn sie normal ist, also fo f* = f*of

erfillt.

BEWEIS. Wir miissen nur noch zeigen, dass eine normale lineare Abbildung f : V —
V unitér diagonalisierbar ist, und dazu benutzen wir Induktion nach n := dim(V'). Fir
n = 1 ist jede lineare Abbildung unitér diagonalisierbar. Nehmen wir also induktiv an,
dass n > 2 gilt, und der Satz fiir alle k& < n bereits bewiesen wurde. Da C algebraisch
abgeschlossen ist, besitzt f mindestens einen Eigenwert A € C und der zugehorige
Eigenraum V' C V ist ein Teilraum der Dimension > 1. Ist nun W := (V/)t c V,
dann ist dim(W) < dim(V).

Wir behaupten, dass der Teilraum W f-invariant ist. Zum Beweis bemerken wir
zunéchst, dass V)\f invariant unter f* ist. Ist ndmlich v € VAf , dann ist f(f*(v)) =
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F*(f(v)) = Af*(v) wegen der Normalitét von f, also f*(v) € V. Ist nun aber w € W
und v € V/\f, dann ist (v, f(w)) = (f*(v),w) = 0, weil f*(v) € V/\f gilt, also gilt
f(w) € W. Analog folgt aus f(V) c V/, dass f*(W) c W gilt.

Nun kénnen wir das hermitische innere Produkt auf W einschranken und die Ein-
schrankungen von f und f* auf W betrachten, die jeweils W nach W abbilden. Damit
folgt aber leicht, dass f*|y die adjungierte Abbildung zu f|y beziiglich des einge-
schriankten inneren Produkts ist. Damit ist f|ly : W — W normal beziiglich dieses
inneren Produkts und nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Orthonormalbasis fiir
W, die aus Eigenvektoren fiir f besteht. Andererseits gibt es nach Korollar eine
Orthonormalbasis fiir V/\f . Weil W = (VAf )t gilt, ist die Vereinigung der beiden Ortho-
normalbasen eine Orthonormalbasis fiir V', also folgt die Behauptung. OJ

KOROLLAR 9.7. Sei (V, (, )) ein n—dimensionaler unitirer Vektorraum, f :' V — V
eine unitdre lineare Abbildung. Dann gibt es eine Orthonormalbasis {vy,...,v,} fir V
und Elemente \i,..., A\, € C mit |\;| = 1 fir alle j, sodass f(vj) = \jwv; fir alle
j=1,...,n qilt.

BEWEIS. Wie wir bereits festgestellt haben ist jede unitére lineare Abbildung nor-
mal, also nach dem Satz unitéar diagonalisierbar. Nach Korollar hat jeder Eigenwert
von f Betrag Eins, also folgt die Behauptung. O

9.8. Selbstadjungierte und symmetrische Abbildungen. Sei (V,(, )) ein eu-
klidischer (unitérer) Vektorraum. Eine lineare Abbildung f : V — V heifit symmetrisch
(selbstadjungiert), wenn f* = f gilt.

Eine Matrix A € M, (R) heiit symmetrisch, wenn A* = A gilt und eine Matrix
B € M, (C) heifit selbstadjungiert oder hermitisch, wenn B* = B gilt.

Nach Definition ist eine lineare Abbildung f : V — V also genau dann symme-
trisch (selbstadjungiert), wenn (f(v),w) = (v, f(w)) fiir alle v,w € V gilt. Nach Satz
ist f genau dann symmetrisch (selbstadjungiert) wenn eine (oder dquivalent jede)
Matrixdarstellung von f beziiglich einer Orthonormalbasis von V' eine symmetrische
(selbstadjungierte) Matrix ist.

Natiirlich sind selbstadjungierte lineare Abbildungen auf einem komplexen Vektor-
raum automatisch normal, weil ja f*o f = fo f = f o f* gilt. Insbesondere sind also
selbstadjungierte lineare Abbildungen nach Satz immer unitdr diagonalisierbar. Ist
aber v € V ein Eigenvektor fiir f zum Eigenwert A, dann ist (f(v),v) = A(v,v) aber das
ist gleich (v, f(v)) = Mv,v). Da v ein Eigenvektor ist, ist (v,v) # 0, also muss A € R
gelten. Somit erhalten wir

PROPOSITION 9.8. Sei (V, (, )) ein unitarer Vektorraum und f : V- — V eine selbst-
adjungierte lineare Abbildung. Dann ist f unitdr diagonalisierbar und alle Eigenwerte
von f sind reell.

Man kann auch leicht direkt sehen, dass zwei Eigenvektoren v,w einer selbstad-
jungierten linearen Abbildung f : V — V zu werschiedenen Eigenwerten A\ # pu
automatisch orthogonal aufeinander stehen. Es gilt namlich A(v,w) = (f(v),w) =
(v, f(w)) = p(v,w) (wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass u reell ist), also
(A — p){v,w) = 0.

Damit konnen wir aber nun die orthogonale Diagonalisierbarkeit auf euklidischen
Vektorrdumen charakterisieren.
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SATz 9.8. Sei (V,(, ) ein euklidischer Vektorraum. Eine lineare Abbildung f : V —
V' ist genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn sie symmetrisch ist, also f* = f
erfullt.

BEWEIS. Ist f orthogonal diagonalisierbar, dann gibt es eine Orthonormalbasis B
aus Eigenvektoren. Dann ist [f]|s eine Diagonalmatrix, also insbesondere symmetrisch,
also ist [f*]s = [f]g, also f* = f.

Ist umgekehrt f : V' — V symmetrisch, dann beweisen wir mit Induktion nach
n = dim(V'), dass f diagonalisierbar ist. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen, also nehmen wir
n > 1 an und der Satz sei fiir Vektorrdume der Dimension n — 1 bereits bewiesen. Sei
B eine beliebige Orthonormalbasis fiir V und A = [f]g. Dann ist A eine symmetrische
reelle n x n—Matrix, erfiillt also als komplexe Matrix betrachtet die Gleichung A* =
At = A. Damit wissen wir aber aus unseren Uberlegungen iiber selbstadjungierte lineare
Abbildungen auf unitdren Vektorrdumen von oben, dass alle Eigenwerte von A reell sind.

Insbesondere hat f mindestens einen reellen Eigenwert a und dazu finden wir einen
Eigenvektor v mit |[v]| = 1. Sei nun W = {v}+. Fiir w € W ist {f(w),v) = (w, f(v)) =
a{w,v) = 0, also ist W ein f-invarianter Teilraum. Das innere Produkt schrinkt sich
zu einem inneren Produkt auf W ein, beziiglich dem f symmetrisch ist. Nach Induk-
tionsvoraussetzung finden wir eine Orthonormalbasis fiir W, die aus Eigenvektoren fiir
f besteht. Geben wir zu dieser Basis v dazu, dann erhalten wir eine Orthonormalbasis
fiir V' aus Eigenvektoren. O

Damit konnen wir nun auch ein vollstdndiges Schema angeben, wie man eine sym-
metrische Matrix A € M, (R) orthogonal diagonalisiert. Zunéchst bestimmt man die
Eigenwerte. Fiir jeden Eigenraum findet man mit Hilfe des Gaufi’schen Algorithmus
eine Basis, die man mit Hilfe des Gram—Schmidt Verfahrens orthonormalisiert. Verei-
nigt man die Orthonormalbasen fiir die verschiedenen Eigenrdume, dann erhélt man
eine Orthonormalbasis fiir V', die aus Eigenvektoren fiir A besteht. Schreibt man diese
Basisvektoren als Spaltenvektoren in eine Matrix und invertiert diese, dann erh&lt man
eine orthogonale Matrix U, sodass U AU eine Diagonalmatrix ist.

Analog kann man natiirlich bei normalen Matrizen in M, (C) beziehungsweise bei
symmetrischen (normalen) linearen Abbildungen auf euklidischen (unitéren) Vektorréu-
men vorgehen.

9.9. Anwendung: Klassifikation von Hyperflichen zweiten Grades. Die
erste Anwendung, die wir besprechen wollen kommt aus der euklidischen Geometrie.
Eine Funktion zweiten Grades auf R" ist eine Funktion x : R® — R der Form

H(xb ce an) = Z;:l Oéjx? + Z]<k /Bjkxjxk + Z?:l YeXy + 67

wobei o, Bik, Ve, 0 € R, und mindestens ein « oder ein 3 ungleich Null ist. Eine Hyper-
fliche zweiten Grades in R™ ist eine Teilmenge der Form {v € R" : k(v) = 0}, wobei &
eine Funktion zweiten Grades ist.

Wir wollen solche Hyperflichen zweiten Grades durch euklidische Bewegungen in
eine einfache Form bringen. Wir besprechen erst die allgemeinen Prinzipien fiir belie-
bige Dimension, dann fithren wir eine vollstdndige Klassifikation im Fall n = 2 durch,
bestimmen also alle Kurven zweiten Grades.

Der Schliissel dazu ist, dass man die Funktion x von oben mit Hilfe des Standard
inneren Produktes schon anschreiben kann: Sei dazu A = (a;;) € M, (R) gegeben durch
a; = o; firi = 1,...,n, a;; = %ﬁij fir ¢« < j und a;; = aj; fiir ¢ > j. Somit ist A
eine symmetrische Matrix. Weiters sei b = (7y1,...,7,) € R™. Dann erhalten wir fiir
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r=(21,...,2,)
(Az,x) + (b, 2) +0 =30y w2y aijws) + Dk wk + 6 = w(2).

Wir wollen nun versuchen, die Funktion
(%) k(z) = (Az,z) + (b,z) + 0

durch Translationen und orthogonale Abbildungen zu vereinfachen, um die Nullstel-
lenmenge gut beschreiben zu konnen. Um den Effekt einer Translation zu bestimmen,
berechnen wir

Kz —v) = (Ax — Av,z — v) + (b,x — v) + 4.
Dabei benutzen wir, dass A" = A und damit (Az, —v) = (—Av, x) gilt, und erhalten

(Az,z) + (b— 2Av, ) + (Av,v) — (b,v) + 0 = (Az, z) + (b,x) + 0,

wobei b = b — 2Av und § = 6 — (b,v) + (Av,v). Eine Translation &ndert also nichts an
der Matrix A, sondern nur b und 9.

Setzen wir ¢(x) = Az, dann ist ¢* = ¢ und nach Satz ist Ker(¢)t = Im(¢*) =
Im(p). Damit kann nach Proposition jedes Element w € R" eindeutig in der Form
w = wp + w; mit wy € Ker(p) und w; € Im(p) geschrieben werden. Natiirlich kann
man ¢ auf den Teilraum Im(yp) einschrianken und erhélt so eine lineare Abbildung
¢ : Im(p) — Im(p). Da Ker(p)NIm(p) = {0} gilt, ist diese Abbildung injektiv, also ein
linearer Isomgrphismus. Nun zerlegen wir b= by + by und v = vy + v; in dieser Weise,
und erhalten b = by + (by —2Av;) und 6 = 6 — (bo, vo) — (b1, v1) + (Avy,v1). Nun kénnen
wir v; eindeutig so wahlen, dass 2Av; = by, also b = by gilt. Nachdem v, festgelegt
ist, stellt sich die Frage, ob man durch gute Wahl von v, eine weitere Vereinfachung
erreichen kann. Dazu miissen wir zwei Félle unterscheiden.

Fall 1) b = by = 0: Hier hat die Wahl von vy keinen Einfluss, wir kénnen also einfach
vo = 0 setzen.
Fall 2) b = by # 0: In diesem Fall ist (bg, by) # 0, und setzt man

0 — %<b1,01> .
<607b0> 7

Vo =

dann erreicht man § = 0.

Wir sehen also, dass man durch eine Translation erreichen kann, dass in der Formel
(%) von oben entweder b = 0 oder b # 0, Ab = 0 und ¢ = 0 erreichen kann.

Der zweite Schritt der Normalisierung ist noch einfacher: Wir berechnen einfach in
(%) k(Ux) fiir eine orthogonale Matrix U und erhalten

(AUz,Uz) + (b,Uz) + 6 = (U'AUx, z) + (U'b, z) + 6.

Das ersetzt also nur die Matrix A durch U'AU = U~*AU und b durch U'» = U~1b, und
da UTYAUU b = U~ Ab gilt, bleiben die vereinfachenden Annahmen von oben einfach
in der gleichen Form giiltig. Da A = A® gilt, kénnen wir die Matrix U nach Satz SO
withlen, dass U' AU diagonal mit den Eigenwerten von A (in beliebiger Reihenfolge) auf
der Hauptdiagonale ist. Davon ausgehend kann man nun in allgemeinen Dimensionen
eine Klassifikation von Hyperflichen zweiten Grades durchfithren, wir werden uns aber
auf den Fall n = 2 von Kurven zweiten Grades beschrénken.
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9.10. Der Fall von Kurven zweiten Grades. Wie in[0.9 beginnen wir mit einer
Funktion zweiten Grades in der Form von Gleichung (*) aus[0.9) wobei A eine symmetri-
sche Matrix ungleich Null ist. Wir bezeichnen mit oo und ( die beiden reellen Eigenwerte
von A, von denen mindestens einer ungleich Null ist. Wie in[9.9beschrieben, kénnen wir
nun eine passende Translation durchfiihren, einer der beiden folgenden Fille eintritt:

Fall 1) b=0

Fall 2) b # 0, Ab =0 und 6 = 0.
Dann koénnen wir A durch eine orthogonale Transformation diagonalisieren, sodass die
Hauptdiagonaleintrédge a und § sind, und b passend mitbewegen, sodass die beiden Félle
erhalten bleiben. Nun kénnen wir die Klassifikation durchfiihren, wobei wir eine weitere
Unterscheidung nach dem Rang von A vornehmen kénnen. Da A # 0 vorausgesetzt war,
kommt fiir rg(A) nur 1 oder 2 in Frage. Da aber im Fall 2 die Matrix A nichttrivialen
Kern haben muss, ist in diesem Fall nur rg(A) = 1 moglich.

Fall 1a) b = 0, rg(A) = 2: Hier sind o und /5 beide # 0 und (%) bekommt die

einfache Form

Oé(l‘l)Q + ﬁ($2)2 + 0.
und wir konnen noch mit einem beliebigen Faktor # 0 multiplizieren, ohne die Nullstel-
lenmenge zu dndern.

Fall 1aa) Ist 6 = 0, dann multiplizieren wir mit 1/« und erhalten die Gleichung
(z1)% + g({EQ)Z = 0. Fiir g > 0 (d.h. wenn « und S gleiches Vorzeichen haben) Ist das

B8

nur der Nullpunkt. Fiir g < 0 erhélt man x; = 44/ —"x,, also zwei Gerade, die sich

in Null schneiden. Man erhilt also entweder einen Punkt oder zwel schneidende
Gerade.

Fall 1ab) Ist § # 0, dann dividieren wir durch —¢ und erhalten dadurch die Glei-
chung

—Q s, —B 2

Sind die Faktoren =* und _TB beide negativ, dann beschreibt das die leere Menge.
Ist =* > 0 und %’B < 0, dann setzt man ¢ = ,/%a und d = \/g und erhélt die

5
Gleichung
(3)-(3) =
c d/) 7
die eine Hyperbel in erster Hauptlage mit Hauptachsenlénge ¢ und Nebenachsenldnge

d beschreibt. Analog erhélt man fiir die umgekehrte Konfiguration der Vorzeichen eine
Hyperbel in zweiter Hauptlage. Sind schliefllich beide Faktoren positiv, dann erhilt man

analog die Gleichung
T 2 To 2
-1 2\
( c ) + ( d >

und damit eine Ellipse mit Achsenldngen ¢ und d.

Fall 1b) b = 0, rg(A) = 1: In diesem Fall kénnen wir @ # 0 und = 0 annehmen
und erhalten die einfache Funktion zweiten Grades

ax)? + 0.

Wieder konnen wieder mit einem Faktor # 0 multiplizieren ohne die Nullstellenmen-
ge zu éndern. Fiir 6 = 0 dividieren wir durch « und erhalten (z1)* = 0, und damit
eine Gerade (ndmlich die z5—Achse, die eigentlich doppelt gezahlt werden sollte) als
Nullstellenmenge.



NORMALE, SELBSTADJUNGIERTE UND SYMMETRISCHE LINEARE ABBILDUNGEN 149
Fiir 0 # 0 dividieren wir durch —4 und erhalten =*(z;)*> = 1. Das liefert entweder
(fir ¢ > 0) die leere Menge oder (fir ¢ < 0) z; = £41/—2, also zwei parallele
Gerade.
Fall 2): b # 0, Ab =0, § = 0: Wie schon bemerkt muss hier rg(A) = 1 gelten, also
kénnen wir a # 0 und g = 0 annehmen. Wegen Ab = 0 muss nun b ein Vielfaches von
e9 sein, sagen wir b = Aey. Damit erhalten wir die einfache Funktion zweiten Grades

ary)? + Aza.

Wir diirfen wieder durch einen beliebigen Faktor # 0 dividieren. In diesem Fall ist die
iibliche Konvention durch —% zu dividieren, was zur Gleichung _T%‘(xl)Q = 2x9 und
damit zu einer Parabel fiihrt.

9.11. Anwendung: Klassifikation von symmetrischen Bilinear— und Ses-
quilinearformen. Um beide Arten von Formen gleichzeitig betrachten zu kénnen, ar-
beiten wir wieder mit Sesquilinearformen und definieren fiir K = R die Konjugation als
Identitdt. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K = R oder C und seien
b,b:V xV — K zwei Sesquilinearformen. Wir nennen die Formen b und b dquivalent,
wenn es einen linearen Isomorphismus f : V' — V gibt, sodass b(v, w) := b(f(v), f(w))
gilt. Das definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Sesquilinearformen auf
V. Wir wollen entscheiden, wann zwei Formen in diesem Sinne adquivalent sind. Dazu
suchen wir eine Normalform fiir solche Formen, d.h. wir suchen eine Basis, in der die
Form moglichst einfach aussieht. Das kann man auf eine Frage iiber selbstadjungierte
Matrizen zuriickfiihren.

Der erste wesentliche Begriff an dieser Stelle ist der Rang einer Sesquilinearform.
Haben wir b : V x V — K gegeben, dann definieren wir den Nullraum N von b durch
N ={veV :VweV:bv,w)=0} Das ist offensichtlich ein Teilraum von V" und wir
definieren den Rang von b als rg(b) := dim(V) — dim(N). Nach Definition ist b genau
dann nicht-degeneriert, wenn A" = {0} bzw. rg(b) = dim(V') gilt.

Sind b und b dquivalent und ist f : V — V der entsprechende lineare Isomorphismus,
dann bildet f den Nullraum von b isomorph auf den Nullraum von b ab. Daher haben b
und b den gleichen Rang, also ist der Rang eine Invariante der Aquivalenzklasse von b.

Ist b: V xV — K eine Sesquilinearform und B = {vy, ..., v,} eine Basis fiir V', dann
definiert man die Gram Matrix A = (a;;) von b beziiglich B durch a;; := b(v;,v;) =
b(vi,v;) (der Grund fiir die Konjugation wird gleich klar werden). Weil b sesquilinear
ist, gilt a;; = @;;, also A* = A. Durch Anwenden eines linearen Isomorphismus, geniigt
es, Formen auf V = K" zu klassifizieren. Ist b so eine Form, dann kénnen wir die
Gram Matrix A = (a;;) beziiglich der Standardbasis bilden. Fiir x = (z4,...,z,) und
y= (y1,-..,yn) € K" ist x = Y w,e; und y = > yje;, also erhalten wir wegen der
Sesquilinearitét von b die Gleichung

bz, y) = b(3_ wiew, D_yje5) = D2, wiyibles, e;) = 32, (3, @y;) = (@, Ay) = (A, y),
wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass A selbstadjungiert ist. Damit kénnen
wir sofort den Rang von b in Termen von A verstehen. Fir z € K" gilt 0 = b(z,y) =
(Az,y) natiirlich genau dann fiir alle y € K", wenn Az = 0 gilt. Damit ist aber der
Nullraum A von b genau der Kern von A, also rg(b) = rg(A). Insbesondere ist b genau
dann nicht entartet, wenn die Matrix A invertierbar ist.

Umgekehrt definiert fiir jede Matrix A = (a;;) € M, (K) natiirlich 8(z,y) := (z, Ay)
eine reelle Bilinearform g auf K" mit a;; = ((e;, e;) und wegen (y, Az) = (Ax,y) =

(x, A*y) ist [ genau dann eine Sesquilinearform, wenn A = A* gilt (also fir K = R
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die Matrix symmetrisch ist). Damit erhalten wir eine Bijektion zwischen der Menge der
Sesquilinearformen und der Menge der selbstadjungierten Matrizen.

Jeder lineare Isomorphismus f : R™ — R"™ ist von der Form x — Tx fiir eine
invertierbare Matrix T' € M, (R). Damit ist aber b(Tx, Ty) = (Tx, ATy) = (x, T*ATy).
Damit sind aber die Sesquilinearformen zu Hermite’schen Matrizen A, B € M,,(R) genau
dann dquivalent, wenn es eine invertierbare Matrix T gibt, sodass B = T*AT gilt.
(Beachte, dass mit T" auch T* invertierbar ist, und (7%)~! = (T~1)* gilt.)

SATZ 9.11 (Trégheitssatz von Sylvester). Sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum
tber K = R oder C und sei b : V x V. — R eine Sesquilinearform. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Zahlen p,q € N mit p+q = rg(b) < n sowie eine Basis {vy,...,v,}
fir 'V, sodass b(v;,v;) = 0 firi # j, und b(v;,v;) gleich 1 fir 1 <1i <p, gleich —1 fiir
p+1<i<p+qund gleich 0 firi> p+ q gilt. Man sagt dann, b hat Signatur (p,q).

Zwei Sesquilinearformen auf V' sind genau dann dquivalent, wenn sie die gleiche
Signatur (und damit insbesondere den gleichen Rang) haben.

BEWEIS. Wie oben erklédrt diirfen wir V' = K" annehmen. Sei A € M, (K) die
Gram Matrix zu b. Da A selbstadjungiert ist, finden wir nach Proposition eine
Orthonormalbasis {01, ...,7,} aus Eigenvektoren fiir A und alle Eigenwerte sind reell.
Wir ordnen die Vektoren so an, dass erst Eigenvektoren zu positiven Eigenwerten, dann
solche zu negativen Eigenwerten und am Ende solche zum Eigenwert Null kommen. Sind
p und ¢ die Anzahlen der positiven bzw. negativen Eigenwerte (mit Vielfachheit), dann
ist Av; = \o; mit A, >0firi=1,...,p, \; <0firi=p+1,...,p+qund \; =0 fiir
1 > p+ q. Bemerke, dass p + ¢ gleich dem Rang von A, also dem Rang von b ist. Nach
Konstruktion ist b(9;, ;) = (Av;, 9;) = A\i(¥;,7;), also gleich 0 fiir ¢ # j und gleich \;
fiir ¢« = j. Setzt man nun v; = \/%@- fir 1 <i<p+gqund v, =9; fiir i > p+ ¢, dann

'L‘
hat die Basis {vy,...,v,} die gewiinschten Eigenschaften.

Zur Eindeutigkeit von p und ¢ haben wir bereits bemerkt, dass p+¢ gleich dem Rang
von b ist, also geniigt es zu zeigen, dass p eindeutig bestimmt ist. Sei also {wy, ..., w,} ei-
ne weitere Basis fiir V', sodass b(w;, w;) = 0 fiir i # j und b(w;, w;) > 0 fiir 1 < ¢ < p’ und
b(w;, w;) < 0 fiir ¢ > p/. Dann behaupten wir, dass die Menge {vy, ..., vp, Wys1, ..., Wy}
linear unabhingig ist. Ist namlich > 7 | Aoy + 377 ) pyw; = 0, dann ist 37, \iv; =
— > iy i1 Mjwj, und damit

D7y Niviy D0y Aivg) = (305w, DO pwy).

Nach Konstruktion liefert aber die linke Seite > -7 |\;/* > 0 und die rechte Seite
> i [ P0(wi, wy) < 0. Damit kann Gleichheit nur gelten, wen beide Seiten gleich
Null sind. Daraus folgt \; = 0 fiir alle 7, und wegen der linearen Unabhéngigkeit von
{wp+1,...,w,} missen auch alle p; Null sein. Damit muss aber p + (n —p’) < n, also
p < p' gelten. Vertauscht man die Rollen der beiden Basen, dann folgt p’ < p, also
p = p'. Damit ist die Signatur wohldefiniert, und zwei Bilinearformen kénnen nur dann
dquivalent sein, wenn sie die gleiche Signatur haben.

Sind umgekehrt b und b symmetrische Bilinearformen mit der gleichen Signatur,
dann finden wir entsprechende Basen {vy,...,v,} und {wq,...,w,}. Ist f : V — V
die eindeutige lineare Abbildung, die f(w;) = v; fiir alle ¢ erfiillt, dann gilt einerseits
b(f(w;), f(w;)) = b(vs,v;) = b(ws, w;) fiir alle 4, j. Andererseits ist fiir v = 3 z;w; das
Bild f(v) = 3" #;v; und daraus folgt sofort b(f(v), f(w)) = b(v, w) fiir alle v,w € V. O

BEMERKUNG 9.11. Man kann auch komplexe Bilinearformen auf komplexen Vek-
torrdumen betrachten und klassifizieren. An sich ist die Klassifikation einfacher als im
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reellen Fall (bzw. als bei Sesquilinearformen), der Beweis ist aber etwas aufwéndiger,
weil wir die Resultate {iber unitidre Diagonalisierbarkeit nicht ins Spiel bringen kénnen.
Deshalb skizzieren wir nur kurz das Resultat und den Beweis (der auch als elementare
Beweismethode fiir den Trégheitssatz verwendet werden kann).

Der Rang macht natiirlich auch fiir komplexe Bilinearformen Sinn und dquivalente
komplexe Bilinearformen miissen den gleichen Rang haben. Im komplexen Fall ist der
Rang aber die einzige Invariante, d.h. zwei Bilinearformen sind genau dann dquivalent,
wenn sie den gleichen Rang haben. Genauer gesagt, findet man fiir eine komplexe Bi-
linearform b : V' x V' — C mit rg(b) = r < n = dim(V') immer eine Basis {vy,...,v,}
fir V, die b(v;,v;) = 0 fiir @ # j, b(v;,v;) =1 fir 1 <4 <r und b(v;,v;) =0 fir i > r
erfiillt.

Zum Beweis bemerkt man zunéchst, dass eine komplexe Bilinearform b : V xV — C,
die b(v,v) = 0 fiir alle v € V erfiillt, identisch Null sein muss. Man erhdlt dann nédmlich
fir alle v,w € V auch 0 = b(v + w,v + w) = b(v,v) + 2b(v,w) + b(w,w) = 2b(v, w).
Ist also b # 0, dann findet man einen Vektor © € V mit b(0,0) = z # 0. Da wir iiber
C arbeiten, finden wir eine Zahl A € C, sodass A* = £ gilt (schreibe z = r¢’ und setze
A= r71/2¢7%/2) Setzt man nun v = A\d dann gilt b(v,v) = A2z = 1.

Damit beweist man im néchsten Schritt, die Behauptung im Fall rg(b) = dim(V') = n
induktiv. Der Induktionsanfang ist schon erledigt, weil wir immer ein Element v mit
b(v,v) = 1 finden. Fiir n > 1 w#hlt man ein Element v; € V mit b(vy,v;) = 1 und
betrachtet Vi := {v € V : b(v,v;) = 0}. Man sieht leicht, dass dim(V;) = n — 1 gilt
und damit folgt V = V; @ C - v;. Aus dieser Summendarstellung folgt leicht, dass die
Einschriankung b : V; x Vi — C von b auf V; nicht degeneriert ist. Wendet man darauf
die Induktionsvoraussetzung an, dann erhélt man sofort eine passende Basis fiir V.

Fiir r = rg(b) < n, betrachtet man den Nullraum N von b und den Quotientenraum
V/N. Man sieht leicht, dass b eine komplexe Bilinearform b auf V/N induziert, die
durch b(v + N,w + N) := b(v,w) gegeben ist. Aus der Konstruktion folgt leicht, dass
b nicht degeneriert ist. Aus dem letzten Schritt erhalten wir eine Basis fiir V/N, und
man wahlt Urbilder vy,..., v, fiir die Basiselemente. Wahlt man dann noch eine Basis
{Vp41,...,0,} fiir N, dann sieht man leicht, dass {vy,...,v,} eine Basis fiir V ist, und
nach Konstruktion hat b auf dieser Basis die richtige Form. Den Zusammenhang der
einfachen Basen mit der Aquivalenz erhélt man genau wie im Fall der Sesquilinearfor-
men.

9.12. Positiv definite Matrizen. Wie wir in [0.11] gesehen haben, definiert fiir
eine selbstadjungierte Matrix A € M, (K) der Ausdruck b(z,y) := (Az,y) = (z, Ay)
eine Sesquilinearform auf K".

DEFINITION 9.12. Eine Matrix A € M, (K) heifit positiv (semi-)definit wenn A
selbstadjungiert ist und die Sesquilinearform b(z,y) = (Az, y) positiv (semi-)definit ist.

Wir kénnen nun ganz leicht einige Charakterisierungen von positive semidefiniten
Matrizen angeben.

PROPOSITION 9.12. Fiir eine Matriz A € M, (K) sind dquivalent:

(1) A ist positiv semidefinit (positiv definit).
(2) A ist selbstadjungiert und alle Eigenwerte von A sind nicht—negativ (positiv).
(3) Es gibt eine (invertierbare) Matriz B € M,(K) sodass A = B*B gilt.

BEWEIS. (1)=-(2): Ist A positiv semidefinit, dann ist A nach Definition selbstadjun-
giert, also unitér diagonalisierbar. Ist v ein Eigenvektor von A zum (reellen) Eigenwert
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A, dann ist A(v,v) = (Av,v) = (Av,v) = b(v,v) > 0, also A > 0 und A\ > 0 im positiv
definiten Fall.

(2)=(3): Ist A selbstadjungiert mit nicht-negativen Eigenwerten, dann ist A =
UDU™ fiir eine unitéare Matrix U und eine Diagonalmatrix D mit reellen, nicht-negativen
Eintragungen Ai, ..., A,. Definiert man D als die Diagonalmatrix mit Eintragungen
VAL, .. VA, dann gilt natiirlich D? = D. Nun setzen wir B := UDU* und erhalten
B* = UD*U* = UDU*. Da U unitér ist, gilt U* = U~! und damit folgt B*B =
UD2U* = A. Sind alle Eigenwerte von A positiv, dann ist D offensichtlich invertierbar
und damit ist auch B invertierbar.

(3)=(1): Ist A = B*B, dann ist A* = B*B** = A. Auflerdem ist die Bilinearform zu
A gegeben durch b(z,y) = (x, B*By) = (Bx, By). Damit folgt b(x,z) = (Bz, Bx) > 0
sofort. Fiir invertierbares B ist b(x,z) = 0 nur fiir z = 0 moglich. O

Die Matrix B in Teil (3) ist bei weitem nicht eindeutig. Tatséchlich kann man re-
lativ einfach sehen, dass man fiir B eine spezielle Form annehmen kann. Benutzt man
némlich die QR-Zerlegung aus Satz[9.2] dann kann man B = QR fiir eine unitére (bzw.
orthogonale) Matrix () und eine obere Dreiecksmatrix R mit positiven Eintragungen
auf der Hauptdiagonale schreiben. Dann ist aber B* = R*Q* und weil () unitér ist,
folgt B*B = R*R. Somit kann man jede positiv semidefinite Matrix A als R*R fiir eine
obere Dreiecksmatrix R mit positiven Eintragungen auf der Hauptdiagonale schreiben.
Es zeigt sich, dass fiir eine positiv definite Matrix A die Matrix R eindeutig bestimmt
ist (“Cholesky—Zerlegung von A”).

Es gibt noch eine weitere Charakterisierung von positiv definiten Matrizen, die re-
lativ einfach zu iiberpriifen ist, aber auf den ersten Blick etwas unnatiirlich aussieht.
Wir haben in den Begriff eines Minors einer Matrix A kennen gelernt. Das ist
einfach eine Matrix, die entsteht, indem man in A einige Zeilen und Spalten streicht.
Die einfachsten Minoren sind die sogenannten Hauptminoren einer Matrix A € M, (K).
Das sind die k x k—Teilmatrizen von A, die aus den ersten k Zeilen und Spalten von
A bestehen. Ist A = (a;;), dann ist der kte Hauptminor einfach die k& x k-Matrix mit
Eintragungen a;; fiir 1 <17,5 <k.

Wir benotigen noch eine Beobachtung. Fiir eine selbstadjungierte Matrix A sind auch
die Hauptminoren selbstadjungiert (im Gegensatz zu allgemeinen Minoren). Aulerdem
ist die Determinante einer selbstadjungierten Matrix immer reell. Das kann man entwe-
der aus Satzfolgern: Wegen A = A* = (A)* gilt natiirlich det(A) = det(A4) = det(A),
wobei die letzte Gleichheit aus der Vertréglichkeit der Konjugation mit allen Kérperope-
rationen folgt. Alternativ kann man A diagonalisieren und dann det(A) als die Deter-
minante der entsprechenden Diagonalmatrix berechnen. Damit ist det(A) das Produkt
aller Eigenwerte von A, also reell und fiir eine positiv definite Matrix positiv.

SAaTz 9.12 (Hauptminorenkriterium). Eine selbstadjungierte Matriz A ist genau
dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren von A positive Determinante haben.

BEWEIS. Der Schliissel zum Beweis ist es, die scheinbare Unnatiirlichkeit der Bedin-
gung an die Hauptminoren (die ja von der gewéhlten Basis und sogar von der Reihenfolge
der Basiselemente abhéngen) “loszuwerden”. Betrachten wir dazu eine Sesquilinearform
b auf einem Vektorraum V und die Gram Matrix A von b beziiglich einer Basis von V'
(siehe[9.11]). Bei Wahl einer anderen Basis erhélt man eine Gram Matrix der Form 7% AT

fiir eine invertierbare Matrix 7. Nun ist aber det(7*AT) = det(A)det(T")det(T) =
det(A)| det(T)|? und das ist genau dann positiv, wenn det(A) positiv ist. Somit ist
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“positive Determinante der Gram Matrix” eine wohldefinierte Eigenschaft fiir Bilinear-
formen.

Wir behaupten nun, dass eine nicht—degenerierte Sesquilinearform b auf einem n—
dimensionalen Vektorraum V' genau dann positiv definit ist, wenn es einen Teilraum
W C V der Dimension n — 1 gibt, sodass die Einschrénkung b : W x W — K positiv
definit ist und die Gram Matrix von b positive Determinante hat. Die eine Implikation
ist klar, weil jede Einschrédnkung einer positiv definiten Sesquilinearform wieder positiv
definit ist und eine positiv definite Matrix positive Determinante hat, interessant ist
die Umkehrung: Dazu wéhlen wir einen Vektor © € V' \ W und betrachten die lineare
Abbildung W — K, die gegeben ist durch w +— b(w, v). Da b auf W positiv definit ist,
finden wir nach Satz[8.11]einen Vektor wy € W, sodass b(w, 0) = b(w, wy) fiir allew € W
gilt. Setzt man v := ¥ — wy, dann ist nach Konstruktion b(w,v) = 0 fiir alle w € W,
aber v # 0, wegen ¢ ¢ W. Damit spannt aber v einen zu W komplementéren Teilraum
von V auf. Wire b(v,v) = 0, dann wire v im Nullraum von b, also b degeneriert, also

ist b(v,v) # 0.

Waihlt man nun eine Basis {wy,...,w,_1} fiir W, dann ergénzt v diese zu einer
Basis fiir V. Die Gram Matrix von b beziiglich dieser Basis hat die Form (g b(vo v))’

wobei B die Gram Matrix der Einschrdnkung von b auf W ist und damit insbesondere
positive Determinante hat. Damit ist aber die Determinante der Gram Matrix genau
dann positiv, wenn b(v,v) > 0 gilt, was natiirlich dquivalent zur positiven Definitheit
von b ist.

Betrachten wir nun eine selbstadjungierte Matrix A € M,,(K) mit zugehoriger Ses-
quilinearform b. Die Hauptminoren von A sind dann gerade die Matrizen zu den Ein-
schriinkungen von b auf die Teilriume K* C K" (als erste k~Komponenten). Ist A
positiv definit, dann stimmt das auch fiir alle diese Einschriankungen, also sind die
Determinanten der Hauptminoren positiv.

Haben umgekehrt alle Hauptminoren positive Determinante, dann sind alle diese
Einschrinkungen nicht degeneriert. Wegen a;; > 0 ist die Einschrinkung auf K! positiv
definit. Damit folgt aber nach unserem Kriterium positive Definitheit der Einschréinkung
auf K? aus der Positivitit der Determinante des zweiten Hauptminors und so weiter. [

Die Charakterisierung iiber die Determinanten der Hauptminoren ist im reellen Fall
folgendermaflen leicht explizit zu iiberpriifen: Hat man eine symmetrische Matrix A
gegeben, dann bringt man die Matrix durch elementare Zeilenoperationen auf obere
Dreiecksgestalt, wobei man aber darauf achtet, dass man bei den Operationen, in denen
eine Zeile mit einem Skalar multipliziert wird, nur positive Faktoren verwendet (was
natiirlich moglich ist). Die Hauptminoren der resultierenden Dreiecksmatrix entstehen
aus den Hauptminoren von A durch elementare Zeilenoperationen, die so gewéhlt sind,
dass das Vorzeichen der Determinante unverdndert bleibt. Somit ist A genau dann po-
sitiv definit, wenn alle Diagonaleintragungen der resultierenden Dreiecksmatrix positiv
sind.

9.13. Die Singuliarwertzerlegung. Wir kommen nur zu einer Zerlegung fiir recht-
eckige Matrizen, die vor allem in der angewandten Mathematik ziemlich bedeutend ist.
Wir werden die Zerlegung aus der Existenz von Orthonormalbasen ableiten, die einer
allgemeinen linearen Abbildung angepasst sind. Betrachten wir also zwei endlichdimen-
sionale euklidische oder unitére Vektorrdume V' und W (und bezeichnen wir beide in-
neren Produkte einfach mit (, )) und eine lineare Abbildung f: V — W.



154 9. SPEZIELLE LINEARE ABBILDUNGEN - EUKLIDISCHE GEOMETRIE

SATZ 9.13. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei endlichdimensio-
nalen euklidischen bzw. unitdren Vektorrdumen mit Rang r. Dann gibt es Orthonormal-
basen {vy,...,v,} firV und {ws, ..., wy,} fir W sowie positive reelle Zahlen o1, . .., 0,
sodass f(v;) = oyw; firi=1,...,r und f(v;) =0 firi>r gilt.

Die adjungierte Abbildung f* von f ist dann durch f*(w;) = owv; firi=1,...r und
fH(w;) =0 firi>r gegeben.

BEWEIS. Sei f*: W — V die adjungierte Abbildung zu f. Dann gilt nach Definition
(f(v),w) = (v, f"(w)) fur alle v € V und w € W. Nach Proposition sind dann
ffof:V = Vund fo f*: W — W positiv semidefinite Abbildung, d.h. ihre
Matrixdarstellungen beziiglich beliebiger Orthonormalbasen sind positiv semidefinit.
Nach Proposition [8.9| kénnen wir V' als direkte Summe V' = Ker(f) @ Ker(f)! zerlegen
und analog ist W = Im(f) @ Im(f)+. Klarerweise schrinkt sich f zu einem linearen
Isomorphismus Ker(f)* — Im(f) ein. Andererseits ist nach Satz Im(f)* = Ker(f*)
(also Tm(f) = Ker(f*)*) und Ker(f)* = Im(f*). Somit induziert f* einen linearen
Isomorphismus Im(f) — Ker(f)* und als Abbildungen auf Ker(f)* bzw. auf Im(f)
sind f*o f und f o f* die Kompositionen dieser Isomorphismen, also sogar positiv
definit.

Nach Proposition gibt es eine Orthonormalbasis {vy,...,v,} fiir Ker(f)* die

aus Eigenvektoren fiir f* o f besteht. Die entsprechenden Eigenwerte Aq,..., A, sind
positiv und wir setzen o; := \/A; fiir i = 1,...,r. Weiters definieren wir w; = Uif(vl)

fir i = 1,...,r. Dann gilt nach Konstruktion f*(w;) = Lf*(f(v;)) = 2v; = o,
Andererseits rechnen wir

(wi,wj) = 5= (F (i), f(v))) = 5o {vi f7(f () = %(w,vﬁ.

Das bedeutet aber gerade, dass die w; ein Orthonormalsystem in Im(f) bilden, und
weil dim(Im(f)) = r ist, bilden sie sogar eine Orthonormalbasis fiir diesen Teilraum.
Nun miissen wir nur noch beliebige Orthonormalbasen {v,;1,...,v,} fir Ker(f) und
{wy41, ..., Wy} fiir Im(f)* wihlen um den Beweis zu vervollstéindigen. O

Die Zahlen o; heiflen die Singuldrwerte von f, sie sind nach Konstruktion genau die
Wurzeln aus den Eigenwerten von f*o f. Die Vektoren v; und w; nennt man linke bzw.
rechte singuldre Vektoren von f.

Die Umsetzung dieses Resultats in Matrizensprache ist ziemlich offensichtlich:

KOROLLAR 9.13 (Singulérwertzerlegung). Sei A € M,, ,(K) eine Matriz mit Rang
r < min{m,n}. Dann gibt es unitire (bzw. orthogonale) Matrizen Uy € M,,(K) und
U, € M,,(K), sowie eine Matriz ¥ € M, ,(K) deren einzige Eintragungen ungleich Null
die ersten r Fintragungen auf der Hauptdiagonale sind, die reell und positiv sind, sodass
A =UXU; gilt.

BEwWEIS. Wir betrachten V' = K" und W = K™, jeweils mit dem Standard inneren
Produkt und der Standardbasis & und wenden Satz auf die lineare Abbildung
f(z) :== Az an. Das liefert Orthonormalbasen B = {vy,...,v,} und C = {wy,...,w,}
und die Singulirwerte o1, ...,0,. Definieren wir ¥ = [f]§, dann hat das nach Satz
die verlangte Form. AuBerdem gilt [f]5 = [idw]3 A[idy]5. Weil die Basen B und
C orthonormal sind, sind die Matrizen U; := [idy]% und U, = [idw]& unitér. Nach
Konstruktion ist aber ¥ = U, ' AU, also A = U,XU5. O]

9.14. Die Polarzerlegung. Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung kénnen wir nun
noch eine der “klassischen” Zerlegungen fiir quadratische Matrizen ableiten. Motivierend
fiir diese Zerlegung ist die Polardarstellung von komplexen Zahlen in der Form z = re'¥



DIE HAMILTON’SCHEN QUATERNIONEN 155

mit r € [0,00) und ¢ € [0,27). In Termen von komplexen (1 x 1)-Matrizen ist (r)
positiv—semidefinit und (¢?) unitér. Die allgemeine Zerlegung ist vollig analog dazu:

ProposITION 9.14. Sei A € M, (K) fir K = R oder C. Dann gibt es Matrizen
P, U € M,(K), wobei P positiv semidefinit und U unitir bzw. orthogonal ist, sodass
A=UP gilt.

BEWEIS. Man kann die Zerlegung auf dhnliche Weise direkt beweisen, wie man die
Singuldrwertzerlegung konstruiert, also indem man A* A unitéir diagonalisiert. Einfacher
konnen wir auch die Singulirwertzerlegung A = UsXU; ! bilden und beachten, dass
hier alle drei Matrizen in der Zerlegung die Grole n x n haben. Daher kénnen wir
P :=U,2U; " und U = UsU; ! setzen und dann gilt offensichtlich A = UP. Auflerdem
ist 2 die unitédre bzw. orthogonale Diagonalisierung von P. Weil die Eintragungen der
Diagonalmatrix > reell und nicht-negativ sind, ist P positiv semidefinit, wahrend U
als Produkt zweier unitérer (bzw. orthogonaler) Matrizen natiirlich selbst unitér bzw.
orthogonal ist. O

Ist A = UP die Polarzerlegung von A, dann ist natiirlich A* = P*U*, also A*A =
P*P = P?. Die Matrix P ist also eine positiv semidefinite “Wurzel” aus der positiv
semidefiniten Matrix A*A. Man kann zeigen, dass so eine Wurzel eindeutig bestimmt
ist, also ist die P-Komponente in der Polarzerlegung immer eindeutig bestimmt. Ist A
invertierbar (oder dquivalent P invertierbar) dann folgt daraus, dass U = AP~! gelten
muss, also ist in diesem Fall auch U eindeutig bestimmt. Allgemein ist aber (wie schon
im Fall der komplexen Zahlen) die Polarzerlegung aber nicht eindeutig.

Allgemeiner kann man fiir eine positiv semidefinite Matrix A Wurzeln jeder Ord-
nung bilden. Dazu diagonalisiert man A unitéir und erhdlt A = UDU ! fiir eine unitére
(bzw. orthogonale) Matrix U und eine Diagonalmatrix D mit nicht-—negativen reellen
Eintragungen auf der Hauptdiagonale. Jede dieser Eintragungen hat eine eindeutig,
nicht-negative reelle kte Wurzel, und man schreibt diese als Eintragungen in eine Dia-
gonalmatrix Dj. Dann gilt natiirlich (Dy)* = D und man verifiziert induktiv, dass
(UDR U YE = U(Dy)fU~ = UDUt = A gilt. Auch die hoheren Wurzeln aus A sind
eindeutig festgelegt, wenn man verlangt, dass sie positiv semidefinit sind.

Die Hamilton’schen Quaternionen

Zum Abschluss dieses Kapitels besprechen wir kurz den Schiefkorper der Quater-
nionen, der interessante Beschreibungen von orthgonalen Abbildungen in Dimension 3
und 4 liefert.

9.15. Grundlegende Eigenschaften. Wir haben in[9.4]orthogonale Abbildungen
in Dimension 2 und 3 mit direkten Methoden studiert. In Dimension 2 gibt es, vor
allem fiir die Rotationen, einen alternativen Zugang iiber komplexe Zahlen. Identifiziert
man nidmlich R? mit C, dann liefert das auch eine Interpretation des Standard inneren
Produktes auf R? als (z, w) = Re(2w) = (2w + zw). Das ist einfach nur die Tatsache,
dass der Realteil von (a+ bi)(c— di) gerade ac+ bd ist. Daraus schliet man aber sofort,
dass (zwy, zwy) = |2]*(wy, we) gilt. Betrachtet man also z € C mit |z| = 1, dann definiert
w + zw eine orthogonale lineare Abbildung R? — R2. Man sieht auch leicht, dass die
Determinante dieser Abbildung immer 1 sein muss, in der Terminologie von Bemerkung
erhilt man immer ein Element von SO(2). Gruppentheoretisch wiirde man sagen,
dass wir einen Isomorphismus zwischen den Gruppen U(1) und SO(2) konstruiert haben.

Motiviert durch diese Beobachtungen versuchte R.W. Hamilton um 1840 eine analo-
ge Beschreibung fiir orthogonale Abbildungen in Dimension 3 zu finden. Seine Versuche,
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eine entsprechende algebraische Struktur auf R?® zu finden, schlugen fehl (und es ist in-
zwischen bewiesen, dass so eine Struktur nicht existiert). Bei diesen Untersuchung fand
er aber heraus, dass es auf R* eine sehr schéne algebraische Struktur gibt, die man be-
nutzen kann um orthogonale Abbildungen in den Dimensionen 3 und 4 zu beschreiben.
Die entsprechende Struktur ist ein Schiefkdorper der {iblicherweise mit H bezeichnet und
(Hamilton’sche) Quaternionen genannt wird.

Die Idee von Hamilton war, zu der “imagindren Einheit” i zwei weitere imaginére
Einheiten j und k hinzuzufiigen, und > = j? = k* = —1 zu verlangen. Will man dann
aber etwa 17 = k definieren, dann sieht man, dass die Relationen mit einer kommutativen
Multiplikation nicht erfiillbar sind. Dann wiirde ndmlich k* = ijij = i?j% = (—1)(=1) =
1 gelten. Hamilton sah, dass sich das Problem beheben lasst, indem man ij = —ji = k
definiert und damit die Kommutativitidt aufgibt. Tatsédchlich kann man zeigen, dass
die Relationen i> = j2 = k? = ijk = —1 geniigen um eine eindeutige, assoziative
Multiplikation auf H =: R* mit Basis {1,1, j, k} festzulegen.

Wir gehen hier nicht den mithsamen Weg von direkten Verifikationen sondern geben
eine Beschreibung von H, bei der viele der schénen Eigenschaften offensichtlich sind. Als
Motivation betrachten wir die Menge A := {(‘; _ab) ca,b e R} C M5(R). Offensichtlich
ist das ein zweidimensionaler Teilraum, also macht die Matrizenaddition diese Menge
zu einer kommutativen Gruppe. Andererseits rechnet man sofort:

a —b c —d\ (ac—bd —ad—bc
b a d ¢ ) \bc+ad —bd+ ac

Also kann man die Matrixmultiplikation zu einer Multiplikation A x A — A ein-
schrinken, die auf beiden Seiten distributiv beziiglich der Matrixaddition ist und wegen
I, € A besitzt diese Multiplikation ein neutrales Element. Aus der expliziten Formel folgt
auch, dass diese Multiplikation (auf A!) kommutativ ist. Schlieflich ist fiir (¢ %) € A
die Determinante a? + b? also ungleich Null solange die Matrix ungleich Null ist, und
in diesem Fall ist die Inverse Matrix 1/(a® + b?) (% %) € A. Damit haben wir aber
vollstandig verifiziert, dass A mit der Einschrankung der iiblichen Addition und Multi-
plikation von Matrizen ein Korper ist. Dieser Korper ist isomorph zu C, indem man die
Matrix (¢ ?) auf a + ib abbildet.

DEFINITION 9.15. Wir definieren H := {(5} —5@) Dz, W E (C} C My(C).

SAaTz 9.15. Die Menge H ist ein Teilraum des reellen Vektorraumes Mo(C) mit
reeller Dimension 4 (aber kein komplexer Teilraum). Auferdem ist die Teilmenge H
abgeschlossen unter der Matrizenmultiplikation. Ist A € H ungleich Null, dann ist A in-
vertierbar und A~ liegt ebenfalls in H. Somit machen die tibliche Addition und Multipli-
kation von Matrizen die Menge H zu einem Schiefkorper, d.h. es sind alle Eigenschaften
eines Korpers aufler der Kommutativitdt der Multiplikation erfillt.

BEWEIS. Fiir 21,29 € C gilt 21 + 20 = Z; + Z2 und Z;23 = Z1Z2 und fiir A € R ist
X = . Damit folgt sofort, dass H ein reeller Teilraum von M,(C) ist, also ist H auch
eine kommutative Gruppe unter der Matrixaddition. Es liegt zwar die Einheitsmatrix I
in H, aber nicht ¢ - I, also ist H kein komplexer Teilraum.

Fiir das Produkt von zwei Elementen von H rechnet man einfach

21 —El V) —wg [ ”172 — Elwg —lez — Eﬁg

w1 Z1 Wo Z9 o W12 + Z1W9 —wWiWo + Z122 ’
also liegt das Produkt wieder in H. Somit definiert die Matrixmultiplikation eine assozia-
tive Multiplikation auf H, die nicht kommutativ, aber distributiv beziiglich der Addition
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ist. Weil T € H gilt, besitzt diese Multiplikation ein neutrales Element. Schliefllich gilt
det (5} —Ew) = [z*> + |w|?, also ist jede Matrix # 0 in H invertierbar. Die Inverse

Matrix dazu ist gegeben durch m ; _zw) und liegt damit ebenfalls in H. [

Das “klassische” Bild der Quaternionen erhélt man leicht, indem man eine passende
Basis wahlt. Man setzt einfach

L=I=(§9) i=(% Jj=07) k=(%%)
und beobachtet, dass diese Matrizen eine Basis fiir den reellen Vektorraum H bilden.
Natiirlich ist 1 ein multiplikativ neutrales Element und man rechnet einfach direkt nach,
dass i2 = j2 = k? = —1 sowie ij = —ji = k gilt. Daraus folgt dann durch rein formales
Rechnen ki = —ik = j und weiters jk = —kj = i, womit man eine vollstdndige Liste
der Produkte der Basiselemente hat.

Man kann somit jedes Element ¢ € H als ¢ = al + bt 4+ ¢j + dk fiir a,b,¢c,d € R
schreiben und Produkte einfach mittels Distributivitét aus den Produkten der Basisele-
mente ausrechnen. Die entstehende Formel fiir die Multiplikation zweier Quaternionen
ist etwas langlich und unhandlich, aber nicht wirklich kompliziert. In der Notation ldsst
man die 1 meist weg und schreibt einfach ¢ = a + bi 4+ ¢j + dk. Analog zu den kom-
plexen Zahlen definiert man den Realteil von ¢ als Re(q) := a und den Imagindrteil
von ¢ als Im(q) := bi + ¢j + dk. Quaternionen mit Realteil Null werden als rein ima-
gindre Quaternionen bezeichnet. Man schreibt Im(H) fiir den Raum der rein imaginéren
Quaternionen.

Eine weitere niitzliche Darstellung der Quaternionen erhélt man, indem man den
Raum Im(H) mit R? identifiziert, also bi + ¢j + dk mit dem Vektor (b, ¢, d) € R? identi-
fiziert. Man schreibt dann ¢ = (a, X) mit ¢ € R und X € R? und nennt a den Skalarteil
und X den Vektorteil von ¢. In diesem Bild ist die Addition natiirlich komponentenweise
definiert, die Multiplikation werden wir in Kiirze beschreiben.

Parallel zu den komplexen Zahlen definiert man die Konjugation auf H. Um ¢ € H zu
konjugieren, ldsst man den Realteil unverédndert und ersetzt den Imaginérteil durch sein
Negatives. Es gilt also a + bi + ¢j + dk = a — bi — ¢j — dk bzw. (a, X) = (a,—X). Auch
im Bild der Matrizen hat die Konjugation eine schéne Interpretation iiber das Bilden
der adjungierten Matrix A*. Betrachten wir die Basiselemente von oben, dann sieht man
sofort, dass 1* = 1, i* = —i, j* = —j und k* = —k gelten. Da die Abbildung * R-linear
auf My(C) ist, ist fiir A € H auch A* € H und entspricht der konjugierten Quaternione
zu A. Daher kann man Real- und Imaginérteil im Matrizenbild als (A + A*) und
$(A — A*) schreiben.

Alternativ bemerkt man, dass tr(I) = 2 gilt, wihrend die Matrizen ¢, j und k
offensichtlich Spur Null haben. Aus der Linearitdt der Spur folgt damit aber sofort,
dass fiir A = al +bi + ¢j + dk € H C M,(C) gilt, dass tr(A) = 2a ist. Damit erhalt
man aber Re(A) = 3 tr(A)I und Im(A) = A — L tr(A)I (der “spurfreie Teil” von A).

Damit konnen wir nun die Multiplikation von Quaternionen im Bild von Skalarteil
und Vektorteil beschreiben.

PROPOSITION 9.15. Schreibt man Quaternionen in der Form q = (a, X) mit a € R
und X € R? dann ist die Multiplikation von Quaternionen gegeben durch

(a,X)-(b,Y) = (ab— (X,Y),aY +bX + X x Y),

wobei in der ersten Komponente das Standard innere Produkt auf R® verwendet wird
und in der zweiten Komponente das Kreuzprodukt aus[8.13. Insbesondere gilt p~q = q-p.
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BeEwEIS. Fiir p, ¢ € H schreiben wir p = al+Im(p) und ¢ = b1+Im(q), sodass X und
Y den Imaginérteilen entsprechen. Wegen der Distributivitdt und weil 1 multiplikativ
neutral ist, gilt (a1l +Im(p))(bl+1Im(q)) = abl +aIm(q)+bIm(p)+Im(p) Im(g). Damit
geniigt es aber, die behauptete Formel fir (0, X') und (0, V') zu verifizieren. Dafiir rechnet
man einfach direkt (x1i+x2j +x3k)(y1i+y2j +ysk) unter Benutzung von Distributivitét
und der Relationen der Basiselemente aus. Die Komponente von 1 erhélt man einfach
aus 12 = j2 = k? = —1 als —z1y; — T2y» — 23y3. Bine Komponente von 4 erhilt man
entweder aus jk =i oder kj = —1i, also ergibt sich (z2y3 — 23y2)i und so weiter.

Die letzte Figenschaft folgt dann einfach durch Nachrechnen. Alternativ folgt sie
auch sofort aus (AB)* = B*A* im Matrizenbild. O

Diese Beschreibung ist der Ursprung der Namen “Skalarprodukt” fiir das innere
Produkt und “Vektorprodukt” fiir das Kreuzprodukt in R3.

9.16. Quaternionen und Geometrie. Aus der Formel fiir die Quaternionenmul-
tiplikation in Proposition [9.15| ist schon sichtbar, dass die Quaternionen die grundle-
genden geometrischen Operationen auf R? liefern. Man kann das aber noch schéner
formalisieren. Betrachten wir ndmlich die Abbildung (p, ¢) — pg. Aus Proposition [0.17]
sehen wir, dass der Realteil von (a, X)(b, —=Y') gerade ab + (X,Y") ist. Das liefert also
gerade das Standard innere Produkt auf R* = H und durch Einschrinkung auf dem
Teilraum R* = Im(H). Benutzt man noch Re(q) = 1(p + p) und die Vertréiglichkeit der
Konjugation mit der Multiplikation, dann_folgt (p.q) = %(Pq + ¢p).

Fiir ein Quaternion ¢ € H gilt nun ¢ = qq, also stimmt ¢g mit seinem Realteil
(q,q) = |q|* iiberein. Damit erhilt man wie fiir komplexe Zahlen qg = gq = |q|* - 1,
also ¢~ = #q’. Fiir rein imaginiire Quaternionen gilt zusétzlich § = —gq, also ¢* =
—qq = —|q|* - 1. Eine weitere Teilmenge, die im Weiteren sehr wichtig sein wird, sind
die Finheitsquaternionen

Sp(l) :={geH:|q/ =1} CH

PROPOSITION 9.16. Fiir zwei Quaternionen p,q € H gilt immer |pq| = |p||q|. Insbe-
sondere macht die Multiplikation von Quaternionen die Einheitsquaternionen Sp(1) zu
einer (nicht kommutativen) Gruppe. Die Gruppe Sp(1) ist isomorph zur Gruppe SU(2)
aller unitiren 2 X 2-Matrizen mit Determinante 1.

BewEs. Es gilt |pg|* = (pq,pq) = pgpq = p(qq)p = p(|a/*1)p = |q/*pP = |p|*|q/*1.
Daraus folgt die erste Behauptung sofort durch Ziehen der Wurzel. Aulerdem folgt auch
sofort, dass fiir p,q € Sp(1) auch pg € Sp(1) gilt. AuBerdem ist ¢~ = g € Sp(1) fiir ¢ €
Sp(1). Damit definiert die Quaternionenmultiplikation eine assoziative Multiplikation
auf Sp(1), die wegen |1| = 1 ein neutrales Element und nach der obigen Uberlegung
inverse Elemente besitzt. Also ist Sp(1) eine Gruppe, die aber wegen ij = —ji nicht
kommutativ ist.

Fiir die letzte Behauptung wechseln wir wieder in das Bild der Matrizen, betrachten
also Sp(1) € H C M,(C) und zeigen, dass in diesem Bild Sp(1) mit SU(2) iiberein-
stimmt. Fiir A € Hist |A| = 1 dquivalent zu A*A = 1. In diesem Fall ist aber A € U(2)
nach Korollar und det(A) = 1, also A € SU(2). Ist umgekehrt B € U(2), dann
bilden die Spaltenvektoren von B nach Korollar eine Orthonormalbasis von C?. Be-
zeichnen wir den ersten Spaltenvektor von B mit (), dann muss |z|? 4 [w]* = 1 gelten,
weil es sich um einen Einheitsvektor handelt. Offensichtlich steht dann der Vektor (‘f )

normal auf (5}) und weil das orthogonale Komplement Dimension 1 hat, muss die zweite
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Spalte von B von der Form ( )\w) fiir eine komplexe Zahl A mit |A\| = 1 sein. Dann ist
aber det(B) = A(|z|> + |w|?), also liegt B genau dann in SU(2), wenn B € H gilt. O

Wir kénnen nun das innere Produkt auf R®* = Im(H) noch besser in Termen der
Quaternionenmultiplikation verstehen. Seien X,Y € Im(H) rein imaginire Quaternio-
nen. Dann ist nach Proposition[9.15 X Y = ((X,Y), X xY) und damit X -V +V - X =
2(X,Y) - 1. Damit ist aber X 1 Y genau dann, wenn X - Y = =Y - X gilt. Ist zusétz-
lich |[X| = Y| =1, dann gilt X -Y = X xY € Im(H) und {X,Y, X x Y} ist eine
Orthonormalbasis, die det(X,Y, X x Y) = 1 erfiillt.

Betrachten wir nun fiir eine Elnheltsquaternlone q € Sp( ) und eine rein imaginére
Quaternione X die Quaternione ¢X¢ ! = ¢Xgq. Dann gilt ¢X7 = ¢Xq = —¢X7, also
¢Xq ' € Im(H). Also konnen wir fiir fixes ¢ die Abbildung ¢, : Im(H) — Im(H)
betrachten, die durch ¢, (X) := ¢Xq gegeben ist.

SATZ 9.16. (1) Fir jedes q € Sp(1) ist die Abbildung ¢, : Im(H) — Im(H) ortho-
gonal und det(p,) = 1, also gilt ¢, € SO(3).

(2) Die Abbildung q — @, ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus Sp(l) —
SO(3) und fiir q1,q2 € Sp(1) gilt @4, = @4, genau dann, wenn g = £q; gilt.

BEWEIS. (1) Wir haben bereits gesehen, dass ¢,(Im(H)) C Im(H) gilt, also kénnen
wir ¢, als Abbildung von R? = Im(H) auf sich selbst betrachten. Fiir X,Y € Im(H)
und A € R gilt

Pg(X +AY) = q(X + XY )7 = (¢X + AgY )7 = qXG+ \gY7q

wegen der Bilinearitéit der Multiplikation, also ist ¢, : R* — R? eine lineare Abbildung.
Nun gilt aber |¢,(X)| = |¢Xq| = |¢||X||g| = | X], also ist ¢, nach Satz[9.1| orthogonal.
SchlieBlich bemerken wir noch, dass wir ¢, (k) als ¢,(ij) = qijq = qiqqiq = pq(i)pq(7)
schreiben kénnen. Schreibt man stattdessen k = —ji, dann erhélt man genau so ¢, (k) =
—q(7)¢q(i). Aus den obigen Uberlegungen schlieBen wir damit aber, dass ¢ (k) =
©q(7) X pu(7) gilt und damit det(p,(7), ¢,(7), pq(k)) = 1 ist. Das ist aber gerade die
Matrix von ¢, beziiglich der Standardbasis, also ist det(p,) = 1.

(2) Nach Teil (1) definiert ¢ — ¢, eine Funktion Sp(1) — SO(3). Fir ¢1,¢: €
Sp(1) und X € Im(H) ist g4, (X) = (¢192) X (¢12) Benutzt man die Assoziativitit
der Multiplikation und ¢1¢z = ¢,¢,, dann kann man das als ¢1¢4, (X)), = ©q, © @4 (X)
schreiben. Damit gilt ©g,4, = @q, © ¥q,, also haben wir einen Gruppenhomomorphismus
definiert.

Daraus folgt dann auch, dass ¢,-1 = (¢,)~" gilt. Das kann man benutzen, um zu
zeigen, dass ¢, = @g, genau dann gilt, wenn id = ¢, o (gpq_ll) = Pgo(q)-1 gilt. Damit
konnen wir den letzten Teil beweisen, indem wir zeigen, dass ¢, = id nur fir ¢ = £1
gilt. Nun ist aber X = ¢,(X) = ¢X¢ ! genau dann, wenn X¢ = ¢X gilt. Schreiben wir
q = a+ bt + cj + dk und iiberpriifen das fiir X =i, j, k, dann folgt sofort b =c =d = 0.
Damit ist aber ¢ = a - 1 und aus |g| = 1 folgt nun ¢ = £1.

Damit bleibt nur noch die Surjektivitdt zu beweisen. Dazu benutzen wir die Be-
schreibung orthogonaler Abbildungen aus (9.4l Dort haben wir gesehen, dass man jede
Matrix in SO(3) als Rotation um eine Achse in R?® schreiben kann. (Die Spiegelung an
einer Geraden, die dort vorgekommen ist, kann man als Rotation um diese Gerade um
den Winkel 7 schreiben.) Zu A € SO(3) finden wir also einen Einheitsvektor X € Im(H)
und einen Winkel «, sodass A die Rotation um die Achse R - X mit Winkel a ist. Nun
setzen wir ¢ := cos ¢ + sin X € H. Dann gilt natiirlich |g|* = cos? § + sin® ¢|X| = 1,
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also p € Sp(1). AuBerdem gilt X - X = —1 und damit

©g(X) = (cos $X —sin §)(cos ¢ —sin §X) = (cos® § +sin” $)X = X.

Wihlt man nun einen Einheitsvektor Y 1 X, dann ist {X,Y, X - Y’} eine Orthonormal-
basis fiir Im(H). Unter Benutzung von XY = =YX und X-(X-Y) = =Y rechnet man
wie oben nach, dass ¢,(Y) = cosaY +sinaX -Y und ¢,(X-Y) = —sinaY +cosaX Y
gilt. Damit ist aber ¢, genau die Rotation um die Achse R - X um den Winkel . [

Mit Hilfe dieses Resultats kann man sehen, wie die Gruppe SO(3) oder dquivalent
die Menge aller Orthonormalbasen mit Determinante Eins “geometrisch” aussieht. Die
Gruppe Sp(1) besteht ja gerade aus allen Einheitsvektoren in H = R?, ist also eine
dreidimensionale Sphére. Daraus erhilt man SO(3) indem man jeden Punkt ¢ mit
dem gegeniiberliegenden Punkt —q identifiziert. Alternativ, kann man SO(3) als die
Menge aller eindimensionalen Teilriume von R* betrachten, denn jeder solche Teilraum
schneidet die Sphére in genau zwei Punkten, die jeweils Negative von einander sind.

9.17. Quaternionen und orthogonale Abbildungen in Dimension 4. Unse-
re Diskussion des Zusammenhanges zwischen Sp(1) und SO(3) in Satz ist nicht
vollig befriedigend in dem Sinn, dass wir fiir den Beweis, dass man jedes Element von
SO(3) quaternionisch realisieren kann, die explizite Beschreibung von SO(3) aus
gebraucht haben. Das ist aber etwas irrefithrend, weil es, wenn man etwas mehr Theo-
rie zur Verfiigung hat, auch einen viel einfacheren Beweisweg gibt. Dazu ben6tigt man
einige fundamentale Resultate iiber Matrizengruppen, die algebraische Methoden mit
mehrdimensionaler Analysis kombinieren. Hat man diese Methoden zur Hand, dann
muss man im wesentlichen nur beweisen, dass Sp(1) und SO(3) beide Dimension 3 ha-
ben und kann dann die Surjektivitit in Satz einfach daraus folgern, dass ¢, = id
nur fiir ¢ = £1 gilt. (Natiirlich braucht man dazu, dass diese Gruppen tatséchlich eine
wohldefinierte Dimension haben, aber intuitiv ist das verstédndlich.)

Diese Argumentationslinie funktioniert in beliebigen Dimensionen. Uberlegt wir
kurz, wie es mit den Dimensionen der Gruppen O(n) aussieht. Fiir A in O(n) bilden die
Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis von R”, also kann man O(n) mit der Menge der
Orthonormalbasen von R™ identifizieren. Um eine Orthonormalbasis fiir R? festzulegen,
muss man zunéchst einen Einheitsvektor festlegen. Die Menge dieser Einheitsvektoren
ist der Einheitskreis, hat also Dimension 1. Dann gibt es nur zwei Vektoren, die den
gegebenen Einheitsvektor zu einer Orthonormalbasis ergénzen, also hat O(2) Dimensi-
on 1. Fiir O(3) wihlt man erst einen Einheitsvektor v € R?, was eine zweidimensionale
Freiheit bedeutet und dann eine Orthonormalbasis fiir v+ = R2. Das liefert eine weitere
Dimension, also hat O(3) Dimension 3 (wie auch Sp(1) = $3). Induktiv folgt, dass die
Dimension von O(n) gerade n — 1 plus die Dimension von O(n — 1) ist, insbesondere
hat O(4) Dimension 6. Daraus schliefit man leicht, dass die Dimension von O(n) gerade
n(n —1)/2 ist. Da SO(n) gerade “die Hélfte” von O(n) ist, haben beide Gruppen die
gleiche Dimension.

Insbesondere hat SO(4) die gleiche Dimension wie Sp(1) x Sp(1), also ein Produkt
von zwei Kopien der Einheitsquaternionen. Dieses Produkt ist eine Gruppe unter der
Operation (p1,p2)(q1,q2) = (p1¢1, P2q2). Nun konnen wir analog zu einem Element
(q1,42) € Sp(1)xSp(1) eine Funktion ¥y, 4,) : H — H zuordnen, indem wir ¥ g, 4,)(p) :=
q1pq- definieren.

SATZ 9.17. (1) Fiir jedes Element (q1,q2) € Sp(1) x Sp(1) ist 1) (g, 4, €ine orthogo-
nale lineare Abbildung H — H.
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(2) Die Abbildung (q1,q2) — Vg, .q0) definiert einen Homomorphismus von Gruppen
Sp(1) x Sp(1) = O(4) und es gilt V(qy,q5) = V(prpa) genau dann, wenn (p1,p2) = (41, q2)
oder (p1,p2) = (—q1, —q2) gilt.

BEWEIS. (1) Die Linearitit von 1), 4,) folgt sofort aus dem Distributivgesetz. Fiir
die Orthogonalitét geniigt es wieder |1 (g, 4,)(P)| = |p| zu beweisen. Das folgt aber sofort

aus |¢19g>| = |q1[plgs]-

(2) Es gﬂt w(?lm,pﬂm)(p) = (pIQ1)p(pQQ2) = pP11Pqsps = w(phpQ)(,lvD(Qqu)(p))? also
Yprarpegz) = Vip1,p2) © Vigr,q0)- Flir den zweiten Teil geniigt es dann wie in Satz den

Fall 14, 4,) = id zu analysieren. Dann gilt aber ¢;pg, = p fiir alle p € H. Fiir p = 1
erhilt man ¢,q, = 1, also g, = (q1) ™! = g,. Damit folgt ¢, = ¢, und in Satz haben
wir schon bewiesen, dass aus 1(g,q) [ = id schon ¢ = %1 folgt. O

Man kann dann noch relativ einfach zeigen, dass v, 4,) immer Determinante 1 hat,
also in SO(4) liegt. Die oben angesprochenen allgemeinen Resultate zeigen dann, dass
jedes Element von SO(4) in der Form 14, 4,y geschrieben werden kann, sodass man eine
vollsténdige Beschreibung von SO(4) erhélt.

Die Tatsache, dass die Gruppe SO(4) “beinahe als Produkt von zwei Gruppen ge-
schrieben werden kann”, stimmt nur fiir diese eine Dimension, es gibt weder in niedri-
geren noch in héheren Dimensionen ein dhnliches Phdnomen. Das spielt eine wichtige
Rolle in Teilen der Differentialgeometrie und der theoretischen Physik, in denen die
Dimension 4 eine besondere Rolle spielt.

Andererseits sind die “Erweiterungen” Sp(1) — SO(3) und Sp(1) x Sp(1) — SO(4)
die sogenannten Spin—Gruppen in Dimension 3 und 4. Das fithrt zum Konzept von
Spinoren, die ebenfalls eine wichtige Rolle in Teilen der Differentialgeometrie und der
theoretischen Physik spielen.






KAPITEL 10

Normalformen

In diesem Kapitel kehren wir zu dem Problem zuriick, fiir einen endlichdimensiona-
len Vektorraum V iiber einem Koérper K und eine lineare Abbildung f : V — V eine
moglichst einfache Matrixdarstellung zu finden. Wir kehren also wieder in das Setting
der allgemeinen linearen Algebra (ohne innere Produkte oder Normen) und (zumindest
fiir den Anfang) iiber allgemeinen Kérpern zuriick. Tatséchlich werden wir Normalfor-
men fiir beliebige lineare Abbildungen nur im Fall eines algebraisch abgeschlossenen
Korpers (also insbesondere fiir K = C) finden kénnen und daraus auch ein Resultat
fiir K = R ableiten. Wir werden aber auch sehen, was man “verstehen muss” um das
Problem fiir andere Korper zu losen.

Technisch gesehen ist der Schwerpunkt dieses Kapitels der Zusammenhang zwischen
der algebraischen Theorie des Polynomringes K[z] und der Theorie der linearen Abbil-
dungen. Insbesondere werden wir die Analogie von K[z] zum Ring Z der ganzen Zahlen,
die wir schon in Kapitel [7| angesprochen haben, noch viel tiefer analysieren.

Invariante Teilrdume

Wir werden unsere Normalform fiir eine lineare Abbildung f : V' — V in zwei Schrit-
ten konstruieren. Man zerlegt einerseits V' in Teilrdume, auf die man f einschrénken
kann. Dann muss man analysieren, wie die einzelnen Einschrankungen aussehen kénnen.

10.1. Invariante Teilriume und charakteristisches Polynom. Sei V' ein Vek-
torraum {iber K und f : V — V eine lineare Abbildung. In Definition haben wir
einen f—invariant Teilraum von V" als einen Teilraum W C V definiert, sodass f(w) € W
fiir alle w € W gilt. Dort haben wir auch bemerkt, dass wir dann einerseits die Ein-
schrankung flw : W — W bilden koénnen. Andererseits erhalten wir die induzierte
Abbildung f : V/W — V/W auf dem Quotientenraum V/W, die durch fom = mo f
charakterisiert ist, wobei w : V' — V/W die kanonische Surjektion bezeichnet.

PROPOSITION 10.1. Flir einen n—dimensionalen K—Vektorraum V' und eine lineare
Abbildung f:V =V gilt:

Es gibt genau dann einen k—dimensionalen f—invarianten Teilraum W C V, wenn
beziiglich einer geeigneten Basis B von V die Matrixdarstellung von f die Blockform
(61 g) fir A e My(K), B € My ,—(K) und C € M,_;(K) besitzt.

Ist das der Fall, dann ist A eine Matrizdarstellung der Einschrinkung f|w und C
eine Matrizdarstellung der induzierten Abbildung f : V/W — V/W.

BEWEIS. Ist W C V ein k—dimensionaler, f—invarianter Teilraum, dann wéhlen wir

eine Basis {vy,..., v} fiir W und ergénzen sie zu einer Basis B = {vy,...,v,} von V.
Da W f-invariant ist, gilt insbesondere f(v;) € W fiiri = 1,. .., k, also haben die ersten
k Spalten [f(v1)]g, ..., [f(vx)]s nur in den ersten k Zeilen Eintragungen ungleich Null.

Das bedeutet aber gerade, dass [f]g die verlangte Blockform besitzt. Klarerweise ist der
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Block A € My (K) genau die Matrixdarstellung von f|w beztiglich der Basis {v1, ..., v}
von W.

Die Abbildung 7 : V' — V/W ist surjektiv, und ihr Kern ist W. Aus dem Beweis
des Dimensionssatzes fiir lineare Abbildungen (Satz |4.11)) sehen wir damit sofort, dass
B = {m(vg41),...,m(v,)} eine Basis fiir V/W ist. Setzen wir B = (b;;) und C' = (¢;5),
dann gilt fiir y = 1,...,n — k nach Konstruktion

f(Ukss) = b1 jvur + -+ + by jvg + €1 jVk11 + - + Cek jUn.

Damit ist aber f(m(vri;)) = 7(f(vris)) = c1jT(Vrg1) + -+ + Caopym(vn), also ist C =
[f]5-

Ist umgekehrt B = {vy,...,v,} eine Basis von V, sodass die Matrixdarstellung
[f]s die angegebene Blockform hat, dann sei W := (vy,...,v;) der von den ersten k

Basisvektoren erzeugte Teilraum. Wegen der Blockform der Matrix ist f(v;) € W fir
i=1,...,k, also f(W)CW. O

LEMMA 10.1. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, seien n,k > 1 und

betrachte eine Blockmatriz M = <61 g) mit A € My(R), B € Mg, (R) und C €

M, (R) wie in Proposition|10.1. Dann ist det(M) = det(A) det(C).

BEWEIS. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k& (fiir beliebiges n).
Ist k = 1, dann folgt die Behauptung sofort durch Entwickeln nach der ersten Spalte.

Nehmen wir also an, dass k > 2 gilt und der Satz fiir Blocke der Griéfle k — 1 bereits
bewiesen ist. Wie in bezeichnen wir mit A;; die Matrix, die aus A = (a;;) durch
Streichen der iten Zeile und der jten Spalte entsteht. Weiters sei B; die Matrix die aus
B durch Streichen der jten Zeile entsteht. Entwickeln wir nun die Determinante nach
der ersten Spalte, dann erhalten wir

A B ~ A+ B
det(o C,):Z?:l(—l)lﬂaﬂdet(dl d)

Nach Induktionsvoraussetzung ist die letzte Determinante gleich det(A;)det(C), und
wir erhalten (Z;?:l(—l)l*jaﬂ det(Aj1)> det(C) = det(A) det(C). O

KoOROLLAR 10.1. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Kérper K
und sei f 'V — V eine lineare Abbildung. Fir einen f—invarianten Teilraum W C V
sei flw : W — W die Einschrinkung von f und f : V/W — V/W die induzierte

Abbildung. Dann gilt fiir die charakteristischen Polynome pr = (py|,, )(py)-

BEWEIS. Nach Proposition[10.1]finden wir eine Basis B fiir V, sodass [f]s Blockform
hat. Das charakteristische Polynom von f ist dann

A B A—al B
det((o C)—xﬂ)—det( 0 C’—x]l)'
Damit folgt die Behauptung aus Lemma [10.1} 0

BEMERKUNG 10.1. Mit diesem Resultat konnen wir leicht die Resultate iiber kom-
plexe Triangulierbarkeit aus Proposition [7.13] auf allgemeine Korper erweitern. Sei V
ein K—Vektorraum und f : V' — V eine lineare Abbildung. Falls es eine Basis B von V/
gibt, sodass [f]s =: (a;;) eine obere Dreiecksmatrix ist, dann kann man das charakte-
ristische Polynom von f aus dieser Matrixdarstellung ausrechnen. Man erhélt natiirlich
pr = (a1 —2) - (an, — ), also zerfillt p; in ein Produkt von Polynomen ersten Grades
(und die a;; sind die Eigenwerte von f).
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Nehmen wir umgekehrt an, dass py als Produkt von Polynomen ersten Grades ge-
schrieben werden kann. Dann kann man wie im Beweis von Proposition induktiv
zeigen, dass f eine Matrixdarstellung als obere Dreiecksmatrix besitzt. Nach Voraus-
setzung hat ndmlich f einen Eigenwert A\;, und ein Eigenvektor v; zu diesem Eigen-
wert spannt einen eindimensionalen, f—invarianten Teilraum W C V auf. Natiirlich ist
Pfw = (A — ) und py = (A — x)g, wobei g nach Voraussetzung in ein Produkt von
Polynomen ersten Grades zerfallt. Ist f : V/W — V/W die von f induzierte Abbildung,
dann gilt nach Lemma (A —x)p; = py und damit p; = ¢. Damit zerfillt aber p; in
ein Produkt von Polynomen ersten Grades, also kann man die Induktionsvoraussetzung
anwenden und den Beweis wie in [Z.13] abschliefien.

Man bemerke auch, dass dieses Resultat impliziert, dass fiir eine lineare Abbildung
f 'V = V sodass ps in ein Produkt von Polynomen ersten Grades zerféllt, die Spur
tr(f) die Summe aller Eigenwerte von f und die Determinante det(f) das Produkt aller
Eigenwerte von f ist.

10.2. Invariante Komplemente und invariante Summenzerlegungen. Sei
f V. — V eine lineare Abbildung auf einem K-Vektorraum und W C V ein f-
invarianter Teilraum. Dann ist aus Proposition [10.1] offensichtlich, dass die Abbildungen
flw : W — W und f : V/W — V/W nicht die vollstdndige Information iiber f
enthalten. In Termen einer Matrixdarstellung wie in der Proposition “verliert” man
ja den Block B. Deshalb fiihrt die Betrachtung eines einzelnen invarianten Teilraumes
auch nur zu einer Darstellung durch eine obere Dreiecksmatrix wie in Bemerkung
beschrieben, die noch recht weit von einer endgiiltigen Normalform entfernt ist.

Um die Betrachtung einer linearen Abbildung f vollstindig auf die Betrachtung
von Abbildungen auf Teilriumen zu reduzieren, miissen wir Zerlegungen von V' in eine
direkte Summe von f-invarianten Teilrdumen finden. In der Sprache von bedeutet
das gerade, dass wir invariante Teilrdume finden miissen, die ein invariantes Komplement
besitzen. Um gleich feinere Zerlegungen betrachten zu kénnen, verallgemeinern wir die
Resultate iiber direkte Summen, die wir bisher bewiesen haben, auf den Fall von mehr
als zwei Summanden.

Beim Begriff der Summe von Teilrdumen aus ist die Verallgemeinerung auf end-
lich viele Summanden einfach: Fiir einen Vektorraum V' und Teilrdume W4,... , W, C V
definiert man Wy + --- + W, C V als den von Wy U - - - U Wy, erzeugten Teilraum. Ein
Element v € V' liegt genau dann in diesem Teilraum, wenn es in der Form w; 4 - - - +wy,
fir w; € W; geschrieben werden kann.

DEFINITION 10.2. Sei V' ein K—Vektorraum und fiir ¢ = 1,...,k sei W; C V ein
Teilraum. Man sagt, V ist die direkte Summe der Teilrdume W;, wenn einerseits V' =
Wi+ -+« 4+ Wy gilt, und andererseits fiir jedes j = 1, ...,k auch

W,n Wy 4+ Wy + Wi + - + Wy) = {0}
erfiillt ist. Ist das der Fall, dann schreibt man V =W, @& --- & W,.
Die folgende Charakterisierung von direkten Summen verallgemeinert Teile von Pro-

position 4.9/und die Beschreibung von direkten Summen durch Projektionen aus Lemma
8.9
PROPOSITION 10.2. Seit V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Korper
K und seien Wy, ..., W, C V' Teilraume. Dann sind dquivalent:
) V=We --aW
(i) Jedes v € V' kann eindeutig in der Form v = wy + --- + wy mit w; € W; fiir
j=1,...,k geschrieben werden.
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(iii) Ist fiir jedes j = 1,...,k B; eine Basis fir W;, dann bilden die in By, ..., By
enthaltenen Vektoren gemeinsam eine Basis fiir V.

(iv) Es gibt zu jedem j = 1,...,k eine Basis B; von W;, sodass die in By, ..., By
enthaltenen Vektoren gemeinsam eine Basis fiir V' bilden.

(v) Firj =1,...,k gibt es lineare Abbildungen w; : V. — V, die m; o m; = 0 fiir
i # j erfillen, sodass Im(m;) = W, und m + - - - + m, = idy ist.

BeEweis. (i) = (ii): Da V. = Wy + --- + W}, gilt, kann jedes v € V in der Form
v = wy + -+ + wy geschrieben werden. Sind wj,w; € Wj fir j = 1,...,k, sodass
wy + - Fwp = wy + - -+ w;, gilt, dann folgt

wj —w; = (wy —wi) + -+ Wiy = wjm1) + (W — wjgr) + -+ (wh — wy)
fir alle j = 1,..., k. Nach Konstruktion liegt die linke Seite dieser Gleichung in W} und
die rechte Seite in Wy + -+ W;_; + W41 + - - - + W}, Nach Voraussetzung besteht der
Durchschnitt dieser beiden Teilrdume nur aus der Null, also folgt die Eindeutigkeit der
Darstellung sofort.

(i) = (iii): Seien die Basen B; fiir j = 1,..., k gegeben, und sei B ihre Vereinigung.
Nach (ii) kann jedes Element v € V in der Form v = wy + -+ + wy mit w; € W;
geschrieben werden. Andererseits besitzt jedes der Elemente w; eine Darstellung als
Linearkombination von Elementen von B;. Damit kann aber v als Linearkombination
von Elementen von B geschrieben Werden also ist B ein Erzeugendensystem fiir V.

Um die lineare Unabhanglgkelt von B zu zeigen, schreiben wir B; = {w1 e wﬁl])}

fir j = 1,...,k. Seien nun )\g € K Skalare, sodass 0= ZMAJ)wZJ) gilt. Fiir j =

1,..., k setzen wir dann w; := )\gj) G .. +)\nj 'UJn] € Wj, und erhalten w; +- - - +wy, =
0. Nach der Eindeutigkeit in (ii) ist das nur moghch wenn w; =0 fiir alle j =1,... .k
gilt. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der w ) ist das aber wieder nur moglich, wenn
)\gj J=...= )\n] = 0 gilt. Somit ist B linear unabhéngig und damit eine Basis fiir V.

Da (111) = (iv) offensichtlich gilt, betrachten wir als néchstes (iv) = (v): Sei B; =
{vﬁj), . vn])} fir jedes j = 1,...,k eine Basis von W}, sodass B = B; U --- U By, eine
Basis fur V' ist. Fur jedes j = 1 ,ksei m; : V — V die eindeutige lineare Abbildung,
die m;(v?) = o fiir alle £ =1,...,n; und m;(v\") = 0 fiir alle i # j und alle ¢ erfillt.
Aus dieser Definition folgt sofort, dass fiir ¢ # j die Abbildung 7; o 7; alle Elemente von
B auf 0 abbildet, wéhrend 7; o7; und 7; beziehungsweise 7 + - - - 47 und idy auf allen
Elementen von B iibereinstimmen. Damit sind die in (v) geforderten Relationen erfiillt
und Im(7;) = W, folgt sofort aus der Definition.

(v) = (i): Nach Voraussetzung haben wir die linearen Abbildung 7; : V' — V, und
wir kénnen m; auch als surjektive Abbildung V' — W, betrachten. Nach Voraussetzung
gilt fiir v € V die Gleichung v = m;(v) + - - - + m(v), also ist V.= Wy + - + Wj,. Fiir
w € W; gibt es nach Voraussetzung ein Element v € V', sodass w = 7;(v) gilt. Schreibt
man w = »_.m(w) = Y . m om;(v), dann folgt w = m; o w;(v) = 7mj(w) und 0 = 7;(w)
fiir ¢ # j.

Ist nunv e W;N(Wy+-- -+ W1 + W1 +-- -+ Wy), dann gilt einerseits 7;(v) = v.
Andererseits kann man v als wy + -+ + wj_1 + wj41 + - - - + wy, schreiben und wendet
man darauf 7; an, dann erhélt man 0. O

Im Weiteren wird besonders die Charakterisierung durch Projektionen aus Punkt
(v) wichtig sein. Man bemerke, dass aus dem letzten Teil des Beweises folgt, dass die
eindeutige Darstellung von v € V' als Summe von Elementen der W; in diesem Bild
durch v = m;(v) + ... mk(v) gegeben ist. Der grofie Vorteil dieser Charakterisierung ist,
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dass man in diesem Bild ganz leicht beschreiben kann, wann die Teilrdume W; alle
invariant unter einer linearen Abbildung f : V — V sind.

SATZ 10.2. Sei V. = W, & --- @& Wy eine Zerlegung eines endlichdimensionalen
K-—Vektorraumes V in eine direkte Summe von Teilrdumen W; mit zugehérigen Projek-
tionen m; : V=V, und sei f : V — V eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(1) Die Teilriume W; sind genau dann alle f—invariant, wenn m; o f = fomx; fir
alle j =1,...,k gilt.

(2) Ist die Bedingung aus (1) erfillt, dann besitzt f eine Matrizdarstellung in Block-
diagonalform

A 0 ... 0
0 A ... O
0 0 ... A

Dabei ist fir j = 1,...,k die Matriz A; € M, (K) (mit n; = dim(Wj;)) eine Matrizdar-
stellung der Binschrdinkung flw, : W; — W;.

BeEwEIS. (1) Nehmen wir zunéchst an, dass alle W; f-invariant sind. Weil fiir jedes
v € V das Element m;(v) in W; liegt, ist dann auch f(m;(v)) € W;. Wegen v = >, m;(v)
erhalten wir f(v) = >, f(m;(v)), aber auch f(v) =3 m;(f(v)). DaV =W &---®&W;
nach Voraussetzung gilt, miissen diese beiden Darstellungen nach Teil (ii) von Proposi-
tion ibereinstimmen, also gilt f(m;(v)) = m;(f(v)) fir alle j und alle v € V.

Nehmen wir umgekehrt an, dass ;o f = fom; gilt. Fiir v € W; ist dann v = 7;(v),
also f(v) = f(m;(v)) = m;(f(v)) € W;. Damit ist W; ein f-invarianter Teilraum.

(2) Wir wahlen fiir jedes 7 = 1,...k eine Basis B; fiir W;. Nach Teil (iii) von
Propositionbildet die Vereinigung dieser Basen eine Basis B fiir V.. Aus f(W;) C W;
fiir alle 5 folgt nun sofort, dass die Matrixdarstellung [f]g die angegebene Blockform
hat, wobei der Block A; durch [f|w,]s, gegeben ist. O

BEMERKUNG 10.2. (1) Wenn wir fiir gegebenes f : V' — V den Raum V in eine
direkte Summe von f-invarianten Teilrdumen W; zerlegen kénnen, dann geniigt es also,
eine schéne Matrixdarstellung fiir f|w, fiir alle j zu finden. So kann man also das
Problem des Findens schoner Matrixdarstellungen tatséchlich auf Teilrdume reduzieren.

(2) Es gibt eine offensichtliche Umkehrung zu Teil (2) des Satzes. Angenommen, wir
finden eine Basis von V' beziiglich derer f eine Matrixdarstellung in Blockdiagonalform
wie in Teil (2) des Satzes hat. Dann kénnen wir die Basis als Vereinigung von Mengen
B; schrieben, die jeweils den Bloécken entsprechen, also aus n; Basiselementen bestehen.
Definiert man dann W; als den von B, aufgespannten Teilraum, dann folgt f-Invarianz
von W; sofort aus der Form der Matrixdarstellung und nach Proposition ist V=
W@ Wy.

10.3. Der Fall von diagonalisierbaren Abbildungen. Im Moment wissen wir
noch nicht, wie wir fiir eine gegebene lineare Abbildung f : V — V eine Zerlegung von
V in eine direkte Summe von f-invarianten Teilrdumen finden kénnen. Einen Hinweis
darauf konnen wir aber erhalten, indem wir die Resultate iiber diagonalisierbare lineare
Abbildungen aus Kapitel [7] unter dem Gesichtspunkt der invarianten Summenzerlegun-
gen analysieren.

Nehmen wir an, dass f : V — V diagonalisierbar ist. Seien \,..., Ay die verschie-
denen Eigenwerte von f und fiir jedes j = 1,...,k sei n; die geometrische Vielfachheit
von A;. Ist nun W; der Eigenraum von f zum Eigenwert );, dannist V =W;®---& W
und jedes W; ist f-invariant, weil ja f(v) = A\;v fir alle v € W; gilt.
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Das charakteristische Polynom von f ist klarerweise durch
Py = (A= 2)" (g —2) - (A — )™

gegeben. Andererseits kann der Eigenraum W; als Kern der linearen Abbildung f —J; id
realisiert werden. Betrachten wir nun zwei Abbildungen dieser Form, etwa (f — \;id)
und (f — \;id), dann gilt

Schreiben wir wie in fof=:f?und idy =: f° dann ist das ein Polynom (zwei-
ten Grades) in f. Analog hingt ein Produkt von mehreren Faktoren dieser Art nicht
von der Reihenfolge ab und liefert ein Polynom in f. Betrachten wir insbesondere die
Komposition g := (f — A\jid)o...o (f — Atid) : V — V, die ein Polynom (vom Grad
k) in f ist. Dann gilt offensichtlich g|w, = 0, aber da wir die Reihenfolge der Kom-
position beliebig vertauschen kénnen, folgt analog glw, = 0 fiir alle j = 1,..., k. Da
jedes Element v € V' als Summe von Elementen der W; geschrieben werden kann, folgt
(f—=Aid)o...o(f — Agid) = 0. Die lineare Abbildung f erfiillt also eine Polynomglei-
chung!

Damit kénnen wir aber nun relativ leicht “erraten”, wie eine explizite Beschreibung
der Projektionen auf die Eigenrdume aussieht. Betrachten wir namlich fiir ein gegebenes
j die lineare Abbildung

g; ‘= (f—)\lld)oO(f—)\]_lld)O(f—)\]_Hld)OO(f—Akld),

also die Komposition aller Faktoren aufier (f — \;id). Wie oben folgt dann g;|w, = 0 fiir
alle i # j. Auf W; wirkt f durch Multiplikation mit \;, also sehen wir sofort, dass g; auf
W durch Multiplikation mit einem Skalar wirkt. Es gilt nimlich g;(w) = [,.;(Aj —A)w
fir w € W;. Nach Voraussetzung sind die A’s alle verschieden, also kénnen wir durch
diesen Faktor dividieren und m; := (T[,;(A; — Xi)™") - g; definieren. Fiir w; € W; mit
i=1,...,k folgt daher 7;(w; + - - - +wy) = wjy, also ist 7; genau die Projektion auf W;
zur Summenzerlegung Wy @ - - - & Wy.

Man kann also die Projektionen auf die Eigenrdume als Polynome in der urspriingli-
chen linearen Abbildung f schreiben. Jedes Polynom in f kommutiert aber automatisch
mit der Abbildung f. Konstruiert man also Projektionen als Polynome in f, dann erhlt
man automatisch f-invariante Summenzerlegungen.

Polynome von linearen Abbildungen und Matrizen

Wir werden nun die Methode, Polynome einer gegebenen linearen Abbildung f :
V' — V zu bilden, allgemein studieren. Es stellt sich heraus, dass man meist am besten
so vorgeht, dass man hauptséchlich mit Polynomen rechnet und dann die Resultate auf
lineare Abbildungen iibertragt.

10.4. Grundlagen. Wir haben bereits in diskutiert, wie man Polynome von
linearen Abbildungen und Matrizen bildet. Fiir eine lineare Abbildung f : V — V auf
einem K-Vektorraum V' definiert man f° = idy, f! = f, f2 = f o f und rekursiv

k= fk=1o f. Ein Polynom p € K[z] kann dann als Summe p = 3.V a;2% geschrieben

werden, und man definiert p(f) := Zﬁio a; f*. Die Operationen in dieser Gleichung sind
einfach die iiblichen (punktweisen) Operationen auf L(V, V'), also ist p(f) € L(V,V)
gegeben durch p(f)(v) = >, a;f*(v). Das zeigt sofort, dass die Abbildung p(f) in engem
Zusammenhang mit f steht. Ist etwa v € V ein Eigenvektor fiir f zum Eigenwert )\, dann

gilt natiirlich f*(v) = M fiir alle k. Daraus folgt aber sofort, dass v ein Eigenvektor
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fir p(f) zum Eigenwert p(\) ist (wobei wir hier die Polynomfunktion zu p auf A € K
anwenden).

Noch einfacher ist das Anwenden von Polynomen im Bild von Matrizen zu verstehen.
Fiir A € M,(K) definiert man einfach A° :=1, A' = A und A* als die kte Potenz von A
beziiglich der Matrizenmultiplikation. Fiir ein Polynom p = Zfio a;x" bildet man dann
cinfach p(A) :== SN @, A € M, (K).

Da die Matrizenmultiplikation der Komposition linearer Abbildungen entspricht, ist
das Anwenden von Polynomen mit dem Bilden von Matrixdarstellungen vertriglich.
Ist A = [f]p fiir eine Basis B von V, dann folgt sofort A* = [f*]5 (siehe Satz
und daraus wiederum p(A) = [p(f)]s fiir jedes Polynom p € K|z]. Das impliziert auch
Vertriglichkeit mit Ahnlichkeit von Matrizen, die man aber auch leicht direkt einsehen
kann. Sind A, B € M, (K) dhnlich, dann gibt es eine invertierbare Matrix T" € M,,(K),
sodass B = TAT ! gilt. Daraus folgt sofort B? = TA?T~! und induktiv B*¥ = TA*T~!
fiir alle k£ € N, was wiederum p(B) = Tp(A)T ! fiir jedes p € K[z] liefert.

Den Schliissel zum Verstéandnis der Konstruktion liefert das Studium der Funktion

p— p(f) (fiir fixes f), vergleiche mit [6.2]

DEFINITION 10.4. Sei V ein Vektorraum iiber K, f : V' — V eine lineare Abbildung
und K[z] der Ring der Polynome mit Koeffizienten in K.

(1) Die Auswertung auf f ist die Funktion ev; : K[z] — L(V,V), die definiert ist
durch evy(p) := p(f).

(2) Mit I; C K[z] bezeichnen wir die Teilmenge {p € K[z] : p(f) = 0}.
(3) Das Bild {p(f) : p € K[z]|} von ev; wird mit K[f] C L(V, V') bezeichnet.

(4) Analog definieren wir fiir eine Matrix A € M,,(K) die Abbildung ev4 : Klz] —
M,,(K), und die Teilmengen 14 C K[z] und K[A] C M, (K).

Die Bezeichnung K|f] fiir die Menge aller linearen Abbildungen, die als Polynom
in f geschrieben werden konnen, ist mit etwas Vorsicht zu genielen. Man muss sich
klar machen, dass es sich nicht um einen Polynomring handelt, in dem die Variable
mit f statt mit = bezeichnet wird, sondern um eine Teilmenge in L(V,V) (die, wie
wir bald beweisen werden, ein Teilraum und damit fiir endlichdimensionales V' selbst
endlichdimensional ist).

Die Menge K[z] ist ein (unendlichdimensionaler) K—Vektorraum und ein kommuta-
tiver Ring mit Einselement unter den {iblichen Operationen. Analog wissen wir, dass
fiir einen endlichdimensionalen K-Vektorraum V', die Menge L(V, V') einen endlichdi-
mensionalen Vektorraum und mit der punktweisen Addition und der Komposition als
Multiplikation einen nicht-kommutativen Ring mit Einselement bildet. Das fundamen-
tale Resultat ist nun, dass die Funktion ev; mit beiden Strukturen vertréglich ist.

SATZ 10.4. Sei V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum und f : 'V — V eine
lineare Abbildung. Dann gilt:

(1) Die Funktion evy : K[z] = L(V, V) ist eine lineare Abbildung und ein Ringho-
momorphismus, d.h. es gilt (p + Aq)(f) = p(f) + Aq(f) und (pg)(f) = p(f) o q(f) fiir
alle p, q € K[x] und alle X € K.

(2) Die Teilmenge Iy C Klz] ist ein Teilraum und fir p € Ir und q € K[z| gilt
pq € Iy.

(3) Das Teilmenge K[f] C L(V, V) ist ein Teilraum und ein kommutativer Teilring.

(4) Analoge Resultate gelten fir eva : Klz] — M, (K) sowie 14 C Klz| und K[A] C

BEWEIS. Die meisten dieser Eigenschaften sind ganz offensichtlich, sobald man sie
sich einmal bewusst gemacht hat.
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(1) Seien a; die Koeffizienten von p und b; die Koeffizienten von ¢. Dann ist p(f) =
vazo a;f* und q(f) = 2N, bif?, wobei wir N als das Maximum der Grade von p und
q definieren und Koeffizienten iiber dem jeweiligen Grad Null setzen. Damit ist aber
offensichtlich p(f) + Aq(f) = Zf\io(ai + Ab) f = (p+ A\q)(f), also ist ev; linear. Nach
Definition ist 'z’ = '™ in K[z] und flof’ = f in L(V, V). Da beide Multiplikationen
distributiv beziiglich der Addition sind, impliziert das sofort (pq)(f) = p(f) o q(f).

(2) Nach (1) ist evy eine lineare Abbildung und damit ist /; nach Definition der
Kern von ev; und somit ein Teilraum von K[z]. Ist p € I; und ¢ € K[z], dann ist nach

Teil (1) (pg)(f) = p(f) o q(f) = 00 q(f) =0, also pq € I;.

(3) Als Bild einer linearen Abbildung ist K[f] ein Teilraum von L(V, V). Sind g, h €
K[f], dann gibt es Polynome p,q € K[z], sodass ¢ = p(f) und h = ¢(f) gilt. Damit
ist aber hog = q(f) op(f) = (gp)(f) € K[f], also ist K[f] ein Teilring von L(V, V).
Andererseits ist ¢p = pg in K[z] und damit h o g = (¢p)(f) = (pq)(f) = g o h, also ist
K[f] ein kommutativer Ring.

Die Beweise der Behauptung in (4) sind vollig analog zu den Beweisen von (1)-
(3). O

10.5. Der Hauptidealsatz. Interessanterweise fithrt der Weg zum Versténdnis
des endlichdimensionalen Raumes K[f] iiber den Teilraum /; C K[z], der iiberraschend
einfach zu verstehen ist. Wesentlich ist hier die in Teil (2) von Satz beobachtete
Eigenschaft von I; beziiglich der Multiplikation, die zu einem der wichtigsten Begriffe
der Ringtheorie fiihrt.

DEFINITION 10.5. Sei (R,+,-) ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Ideal
in R ist eine Teilmenge I C R, sodass I eine Untergruppe der kommutativen Gruppe
(R, +) ist und fiir beliebige Elemente s € I und r € R immer rs € I gilt.

Ein Ideal I C R ist also insbesondere ein Teilring. In Teil (2) von Satz haben
wir gezeigt, dass Iy C K[z] ein Ideal ist. Analog zum Beweis dort sieht man sofort, dass
der Kern eines Homomorphismus zwischen kommutativen Ringen immer ein Ideal ist.
Man bemerke, dass fiir ein Ideal I C R, das das Einselement von R enthélt, automatisch
I = R gelten muss. Allgemeiner gilt, dass ein Ideal, das ein invertierbares Element von
R enthélt, schon mit R iibereinstimmt.

Mit Hilfe der Division mit Rest aus konnen wir nun Ideale in K[z]| vollstandig
beschreiben. Dazu erinnern wir uns noch, dass wir in ein Polynom monisch genannt
haben, wenn sein fithrender Koeffizient (also der Koeffizient der héchsten Potenz, der
ungleich Null ist) gleich Eins ist.

SaTz 10.5 (Hauptidealsatz). Sei K ein Korper. Ist p € K[z] ein beliebiges Polynom,
dann ist die Teilmenge pK|x] := {pq : ¢ € K[z]} ein Ideal in K[z].

Ist umgekehrt {0} # I C Klz| ein beliebiges Ideal, dann gibt es ein eindeutig be-
stimmtes monisches Polynom p € Klz|, sodass I = pK|zx] gilt.

BEWEIS. Da pq1 +pg = p(q1 + ¢2), 0=p-0, —(pq) = p(—q) und (pg1)g2 = p(q1¢2)
gelten, ist pK[z] ein Ideal. Sei umgekehrt I C K]z] ein Ideal. Falls I ein konstantes
Polynom ungleich Null enthélt, dann ist I = K[z] = 1K]x], weil so ein Polynom in K]z]
invertierbar ist. Ansonsten haben Polynome ungleich Null, die in I liegen, positiven
Grad und wir wéhlen ein Polynom 0 # p € [ fiir das der Grad minimal ist. Ist a der
fiilhrende Koeffizient von p, dann liegt auch p = a~'p in I, und nach Konstruktion ist p
monisch.



POLYNOME VON LINEAREN ABBILDUNGEN UND MATRIZEN 171

Da p € [ gilt und I ein Ideal ist, ist offensichtlich pK[z] C I. Ist andererseits
q € I, dann dividieren wir ¢ mit Rest durch p. Nach Lemma [7.6] finden wir Polynome
q,r € Klz], sodass ¢ = pg+ r und r = 0 oder deg(r) < deg(p) gilt. Da ¢ € I und wegen
p € I auch pg € I gilt, ist auch ¢ — p§ = r € I. Wire nun r # 0, dann wére das (wegen
deg(r) < deg(p)) ein Widerspruch zur Konstruktion von p. Damit ist ¢ € pK]z], also
I = pKlz].

Um die Eindeutigkeit von p zu beweisen, nehmen wir an, dass p;, po € K[| monische
Polynome sind, sodass p1K[z] = poK|z] gilt. Dann gibt es Polynome ¢;,¢; € K|z],
sodass ps = p1q1 und p; = page gilt. Insbesondere folgt daraus deg(ps) > deg(p;) und
deg(py) > deg(p2), also haben p; und py gleichen Grad. Damit miissen aber ¢; und ¢y
Grad Null haben, also in K C K[z] liegen. Da aber beide Polynome monisch sind, folgt

¢1 = ¢ = 1, also p; = po. O

BEMERKUNG 10.5. (1) Der erste Teil des Satzes ist natiirlich gar nicht spezifisch
fiir den Ring K[xz]. Ist R ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins, dann ist fiir jedes
Element r € R die Teilmenge rR = {rs : s € R} ein Ideal in R. Ideale dieser Form
nennt man in der Algebra Hauptideale. Unser Satz sagt also, dass jedes Ideal im Ring
K[z] ein Hauptideal ist, und Ringe, in denen das gilt, nennt man Hauptidealbereiche.

(2) Analog zum Beweis des Satzes kann man die Division in Z benutzen um zu
zeigen, dass jedes Ideal in Z ein Hauptideal, also von der Form mZ fiir m € N ist. Man
kann auch leicht sehen, dass jede Untergruppe von (Z, +) automatisch ein Ideal ist, also
liefert das eine Beschreibung aller Untergruppen von Z.

(3) Der Hauptidealsatz liefert auch sofort die algebraische Charakterisierung von
Nullstellen in Satz[7.6] Fiir eine Zahl X € K ist natiirlich I := {p € K[z] : p(\) = 0} ein
Ideal in K[z]|, und das monische Polynom z — X liegt in diesem Ideal. Damit ist aber
I = (z— NK]z].

10.6. Minimalpolynom und Struktur von K][f]. Wir kénnen nun den Haupt-
idealsatz auf das Ideal I C K[z] anwenden, das durch eine lineare Abbildung f : V — V
definiert wird. Dazu bemerken wir einerseits, dass I kein konstantes Polynom ungleich
Null enthalten kann, da so ein Polynom durch evy auf ein nichttriviales Vielfaches der
Identitatsabbildung idy abgebildet wird. Andererseits hat der Raum L(V, V') Dimension
n?, wobei n = dim(V/) ist. Damit miissen die Elemente id,, f, f2,..., f** auf jeden Fall
linear abhéngig sein. Schreibt man 0 als nichttriviale Linearkombination dieser Abbil-
dungen, dann erhélt man ein Polynom p € Iy mit deg(p) < n*. (Wir werden in m
sehen, dass das charakteristische Polynom ps von f in I; liegt, also findet man immer
Polynome vom Grad < n in I;.)

DEFINITION 10.6. Sei f : V — V eine lineare Abbildung. Das eindeutig bestimmte
monische Polynom p € K[z] sodass I = pK[z] gilt, heiit das Minimalpolynom von f
und wird mit my bezeichnet.

Nach Definition gilt also m(f) = 0 und ein Polynom p € Klz] erfiillt genau dann
p(f) =0, wenn es ein Polynom ¢ € K[z] gibt, sodass p = gm gilt.

Damit kénnen wir nun auch den Teilraum K[f] C L(V,V) genauer beschreiben.
Diese Beschreibung wird fiir die folgenden theoretischen Uberlegungen kaum bendétigt,
sie dient hauptséichlich dazu, dass man sich besser vorstellen kann, wie “die Dinge
aussehen”.

ProrosiTION 10.6. Sei f : V. — V eine lineare Abbildung mit Minimalpoly-
nom my = % + ap_1 2" 4+ - + a1z + ag. Dann bilden die linearen Abbildungen
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idy, f, f%,..., f*! eine Basis B fiir den Teilraum K[f] C L(V, V). Die Komposition auf
diesem Teilraum ist vollstindig bestimmt durch fio f/ = f* und f* = — S5~ apf’.

BEWEIS. Nach Definition bilden die Elemente f? fiir i € N ein Erzeugendensystem
fiir K[f]. Wegen m(f) = 0 folgt, dass f* = — i:é asf* gilt, also liegt f* im Erzeugnis
von B. Komponiert man diese Gleichung mit f, dann erhilt man eine Darstellung von
f*+1 als Linearkombination von f, f2,..., f*, also liegt auch das im Erzeugnis von B.
Induktiv folgt nun, dass alle f* im Erzeugnis von B liegen, also ist B ein Erzeugenden-
system fiir K[f].

Sind Ag, ..., A\s—1 € K Skalare, sodass 0 = Zf;ol i f¢ gilt, dann bedeutet das p(f) =
0, wobei man p = Zi:ol iz’ setzt. Damit gilt aber p € Iy = m;K|[z] und wire p # 0,
dann wire deg(p) < deg(my) ein Widerspruch. Damit muss p = 0 gelten, also sind
idy, f,..., f*7! linear unabhiingig und somit eine Basis fiir K[f].

Wie oben beschrieben, kann man aus f* = — l;:_& aef’ eine Darstellung von f? als
Linearkombination von Elementen von B fiir alle ¢ > k ableiten, also folgt die letzte
Behauptung. O

10.7. Der Satz von Cayley—Hamilton. Der Schliissel zum Versténdnis des Mi-
nimalpolynoms ist der Satz von Cayley—Hamilton, der sagt, dass das Minimalpolynom
my einer linearen Abbildung f ein Teiler des charakteristischen Polynoms p; ist.

SaTz 10.7 (Cayley—Hamilton). Ist K ein Korper und A € M, (K) eine n x n—Matriz
mit charakteristischem Polynom pa € Klz|, dann ist pa(A) = 0. Analog gilt fiir jede
lineare Abbildung f : V. — V auf einem endlichdimensionalen K—Vektorraum V mit
charakteristischem Polynom py die Gleichung ps(f) = 0.

BEWEIS. Ist B eine Basis fiir V und A = [f]g, dann ist p4 = py, und aus Wissen
wir, dass dann p4(A) = ps(A) = [pr(f)]s gilt. Damit geniigt es, die Matrizenversion
des Resultats zu beweisen. Weiters konnen wir A € M, (K) auch als Matrix iiber dem
algebraischen Abschluss K von K betrachten. Uber K ist A aber nach Proposition
dghnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix B und natiirlich ist pg = pa. Wiederum aus
10.4] wissen wir, dass dann pa(A) dhnlich zu pp(B) ist. Somit geniigt es, das Resul-
tat fiir obere Dreiecksmatrizen zu beweisen, also diirfen wir ohne Beschriankung der
Allgemeinheit annehmen, dass A = (a;;) selbst eine obere Dreiecksmatrix ist.

Unter dieser Annahme ist aber py = (a1; — ) - -+ (an, — x) und wir miissen zeigen,
dass (a1l —A) - - - (a1 — A) = 0 gilt. Wir behaupten, dass (a;11—A) - (a1l — A)e; =
0 fiir j = 1,...,i gilt, wobei {ey,...,e,} die Standardbasis von K" bezeichnet und
beweisen das mit Induktion nach 7. Fiir ¢+ = 1 bemerken wir, dass nach Konstruktion
die erste Spalte von a1l — A nur aus Nullen besteht, also bildet diese Matrix e; auf 0
ab.

Nehmen wir induktiv an, dass (a;1I—A) - (aj—1,.11—A)e; =0firj=1,...,i—1
gilt. Dann ist aber Ae; = ay;e;+- - -+a;e; und damit (a;1— A)e; eine Linearkombination
von eq,...,e;_1, also ist (a; 1 — A) -+ (aul — A)e; nach Induktionsvoraussetzung gleich
Null. Andererseits ist

(a I —A)- - (aj—1-11 — A)(aul — A) = (aul — A)(a L — A) - -+ (aj—1,,11 — A),
also werden auch die e; fiir j < ¢ auf Null abgebildet. Nach Induktion ist somit
(anl—A)-- (ap]l—A)e; =0
fiir alle 7 = 1,...,n und somit ist das Produkt die Nullmatrix. O
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BEMERKUNG 10.7. Der obige Beweis ist etwas unbefriedigend, weil er die Existenz
des algebraischen Abschlusses eines Korpers voraussetzt, die ein ziemlich tief liegendes
algebraisches Resultat ist.

Es gibt einen alternativen Beweis, der die Existenz des algebraischen Abschlusses
nicht benotigt, dafiir aber eher raffinierte Interpretationen braucht. Er folgt in gewissem
Sinn der naiven (und falschen) Idee, dass ja ps = det(A — zI) ist und die rechte Seite
dieser Gleichung verschwindet, wenn man formal z = A setzt.

Dieser alternative Beweis beruht auf einer Interpretation von p4(A) als Determi-
nante. Dazu muss man iiber dem kommutativen Ring K[A] mit Eins arbeiten. Be-
trachten wir die Matrix C' = (¢;;) € M,(K[A]) die definiert ist durch ¢; = a;I — A
und ¢;; = a;;I fiir ¢ # j. Berechnen wir nun det(C) nach der Leibniz Formel, also
det(C) =3, cs, 580(0)Co(1)1 * * * Co(nyn, dann folgt aus der Definition von C sofort, dass
det(C) = pa(A) € K[4] gilt. Um den Satz von Cayley—Hamilton zu beweisen, miissen
wir also det(C') = 0 zeigen.

Da ¢;; € K[A] € M, (K) gilt, kénnen wir ) . ¢;je; € K* betrachten. Nach Definition
ist das gleich (>, a;je;) — Ae; = 0, also gilt ) . ¢;je; = 0 fiir alle j = 1,. .., n. Bezeichnen
wir nun mit C;; € M, _1(K[A]) die Matrix, die entsteht, wenn man in C die ite Zeile
und die jte Spalte streicht. Dann gilt nach Satz [6.10} dass >°,(—1)7c;, det(Cyp) fiir
j =i gerade det(C) und fiir ¢ # j gleich Null ist. Wegen der Kommutativitiat von K[A]
erhalten wir damit

(pa(A))(e;) = D2, (=1)7+ det(Ce)(cje(e;))
0=0(e;) = >,(=1)"* det(Cje) (cieles))  fiir i # j.

Addieren wir diese n Gleichungen, dann erhalten wir aber

(Pa(A))(e) = 32; 2o, (=1)7* det(Cle) (cieles)) = 3o,(—1)7+ det(Cje) (3, cieles)) = 0.

Da das fiir alle j = 1,...,n gilt, ist pa(A4) = 0.

Primfaktorzerlegung und Priméirzerlegung

Fiir eine lineare Abbildung f : V — V koénnen wir nun eine Zerlegung von V
in eine direkte Summe f—invarianter Teilriume finden, indem wir ein Analogon der
Primfaktorzerlegung fiir das Minimalpolynom my (oder das charakteristische Polynom
py) finden.

10.8. Primfaktorzerlegung von Polynomen. Die bekannten Begriffe von Teil-
barkeit, Primzahlen und dem gréfften gemeinsamen Teiler lassen sich nun relativ leicht
auf Polynome iibertragen.

DEFINITION 10.8. Sei K ein Kérper und seien p, p1, po € K[z] Polynome.

(1) Man sagt p; teilt po, wenn es ein Polynom ¢ € K|z] gibt, sodass py = p1q gilt,
oder dquivalent wenn p, im Hauptideal p;K[z] liegt.

(2) Man sagt, das Polynom p ist irreduzibel, wenn es keine Polynome ¢; und ¢ gibt,
die beide echt kleineren Grad als p haben, sodass p = q1¢» gilt.

BEeispiEL 10.8. (1) Polynome ersten Grades sind immer irreduzibel, weil wegen
deg(qi1q2) = deg(q1) + deg(q2) ein Produkt nur dann Grad eins haben kann, wenn einer
der beiden Faktoren Grad eins hat.

Uber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper hat jedes Polynom p € K[z] von
positivem Grad eine Nullstelle. Nach Satz hat p damit einen Teiler mit Grad 1 und
kann somit nur dann irreduzibel sein, wenn deg(p) = 1 gilt.



174 10. NORMALFORMEN

(2) Das Polynom p = 22 + 1 € R[z] ist irreduzibel. Wire das nicht der Fall, dann
wére p = q1¢q2 mit deg(q;) = deg(g2) = 1. Natiirlich wiirde das zwei Nullstellen von p
liefern, die es in R nicht gibt.

Allgemeiner kann man Korollar [7.12] so interpretieren, dass ein Polynom iiber R
genau dann irreduzibel ist, wenn es entweder Grad eins hat, oder Grad zwei hat, aber
keine reelle Nullstelle besitzt.

(3) Fiir allgemeine Korper gibt es irreduzible Polynome hoheren Grades. So ist etwa
r3 —2 € Q[z] irreduzibel. Kénnte man dieses Polynom némlich in ein Produkt zerlegen,
dann miisste einer der Faktoren Grad eins haben, was zur Existenz einer Nullstelle in Q
fithren wiirde. Irreduzible Polynome {iber Q allgemein zu verstehen, ist ein schwieriges
Problem.

Fiir den Begriff des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Polynome 0 #£ py,ps €
K[z] betrachten wir die Teilmenge I C K|z], all jener Polynome, die man in der Form
q1p1 + q2po schreiben kann. Man verifiziert sofort, dass I ein Ideal in K[x] ist, also gibt
es nach dem Hauptidealsatz (Satz ein eindeutig bestimmtes monisches Polynom
q € K|z] sodass I = ¢K[z] gilt. Nun ist aber nach Definition py,py € I, also ¢ ein
gemeinsamer Teiler von p; und p,. Ist umgekehrt r ein gemeinsamer Teiler von p; und
po, dann ist p; = s17 und py = sor fiir passendes s1, s9 € K[z]. Fiir ¢1, ¢ € K|x] ist damit
@11 + Gop2 = (q151+ q282)7, also teilt r jedes Element von I und damit insbesondere g.
Somit ist ¢ tatsédchlich der grofite gemeinsame Teiler von p; und py, und man schreibt
q = geT(p1,p2).

Wie bei ganzen Zahlen, nennt man py, ps € K[z| relativ prim, wenn ggT (p1, p2) = 1
gilt. In diesem Fall gibt es somit Polynome ¢, ¢y € K[z], sodass ¢1p1 + qopo = 1 gilt.
Wir kénnen nun einige grundlegende Resultate von den ganzen Zahlen auf Polynome
iibertragen.

LEMMA 10.8. Sei K ein Kdrper und p, q1, g2 € Klz| Polynome. Ist p irreduzibel und
teilt das Produkt q1qs, dann teilt p einen der beiden Faktoren.

BEWEIS. Nehmen wir an, dass p das Produkt ¢;¢o, aber nicht den Faktor ¢; teilt.
Dann betrachten wir s := ggT(p,q;) und bemerken, dass deg(s) < deg(p) gilt. Wére
deg(s) = deg(p), dann wire s = a~'p, wobei a der fithrende Koeffizient von p ist. Nach
Konstruktion ist aber s ein Teiler von ¢; und damit wére auch p = as ein Teiler von ¢,
ein Widerspruch. Also ist deg(s) < deg(p) und weil p irreduzibel ist, folgt deg(s) = 0,
also s = 1. Damit gibt es aber Polynome p und ¢, sodass pp + ¢1¢ = 1 und damit
PPG2 + qq1q2 = qo gilt. Nun ist aber nach Voraussetzung p ein Teiler des Produktes ¢;gs2,
also gibt es ein Polynom r, sodass q1¢q2 = pr gilt. Damit liefert aber die obige Gleichung
q2 = p(pga + qr), also teilt p den Faktor gs. O

Induktiv folgt aus diesem Lemma sofort, dass ein irreduzibles Polynom, das ein
Produkt von endlich vielen Polynomen teilt, mindestens eines dieser Polynome teilen
muss.

Nun haben wir alle Zutaten gesammelt, um die eindeutige Primfaktorzerlegung fiir
Polynome zu beweisen. Das Problem, dass man skalare Faktoren beliebig auf die ein-
zelnen Primfaktoren verteilen kann, 16st man dadurch, dass man sich auf monische
Primfaktoren beschrankt.

SaTz 10.8 (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Sei K ein Korper und sei p € K|z]
ein Polynom mit deg(p) > 0. Dann gibt es paarweise verschiedene, irreduzible, monische
Polynome py, . .., px € K[z]|, Elemente ny,...,n, € N\{0} und ein Element ¢ € K\ {0},
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sodass p = cpy* -+ - pi* gilt. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren
emndeutig bestimmt.

BEWEIS. Zunéchst beweisen wir die Existenz der Zerlegung durch Induktion nach
n = deg(p). Ist n = 1, dann ist p irreduzibel. Ist ¢ der fithrende Koeffizient von p, dann
ist p; := ¢ !p irreduzibel und monisch, und p = cp; ist die gesuchte Zerlegung.

Nehmen wir also an, dass n > 2 gilt, und die Existenz der Zerlegung fiir alle k < n
schon bewiesen wurde. Ist p irreduzibel, dann liefert wieder p = c(c™!p) die gesuchte
Zerlegung, wobei ¢ der fithrende Koeffizient von p ist. Ist p nicht irreduzibel, dann gibt
es Polynome ¢1,¢q; € Kz] mit deg(q;),deg(qs) < deg(p), sodass p = q1¢2 gilt. Nach
Induktionsvoraussetzung kénnen wir ¢; und ¢, in der gewiinschten Form darstellen,
und durch Multiplizieren und Zusammenfassen gemeinsamer Faktoren erhalten wir die
gesuchte Darstellung fiir p.

Zur Eindeutigkeit: Da der Faktor ¢ offensichtlich gerade der fithrende Koeffizient
des Produktes cp(" ...p* ist, ist dieser Faktor eindeutig bestimmt. Es geniigt also zu
zeigen, dass fiir (nicht notwendigerweise verschiedene) monische irreduzible Polynome
Piy- -y Pns 1y - -, qm die Gleichung py---p, = q1--- ¢, nur dann gelten kann, wenn
n = m gilt und sich die Produkte nur durch die Reihenfolge der Faktoren unterscheiden.
Wir diirfen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit n < m annehmen und fithren den
Beweis nun durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist das Resultat offensichtlich, weil alle
auftretenden Polynome monisch und irreduzibel, also vom Grad > 1, sind.

Fiir n > 1 sehen wir, dass p; das Produkt ¢ --- ¢, teilt, also gibt es nach dem
Lemma ein ¢, sodass p; den Faktor ¢; teilt. Weil ¢; irreduzibel und deg(p;) > 0 ist,
muss p; = ¢; gelten. Damit erhalten wir aber py(pa-- Py — q1 - ¢i—1Git1°** Gm) = 0.
Das kann aber nur sein, wenn die Klammer verschwindet, also erhalten wir py---p, =
q1°*Qi—1Qir1 - - - ¢m und die Behauptung folgt nach Induktion. O

10.9. Die Primirzerlegung. Fiir eine lineare Abbildung f : V' — V auf einem
endlichdimensionalen K-Vektorraum V' koénnen wir nun parallel zur Primfaktorzerle-
gung des Minimalpolynoms my den Vektorraum V' in eine direkte Summe f-invarianter
Teilrdume zerlegen. Der technische Schliissel dazu ist folgendes Resultat.

LEMMA 10.9. Se:t V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber einem Koérper K
und f 'V — V eine lineare Abbildung. Seien pi,ps € K[x] Polynome, die relativ prim
sind und (p1p2)(f) = 0 erfillen.

Dann definiert W; := Ker(p;(f)) fir i = 1,2 einen f—invarianten Teilraum von V
und V = W1 D WQ.

BEWEIS. Da p; und ps relativ prim sind, finden wir nach Polynome ¢y, ¢y €
K[z], sodass qip1 + gopo = 1 gilt. Setzen wir nun m; = (¢;p;)(f) € L(V, V) fiir i = 1,2,
dann bedeutet diese Gleichung gerade m; + mo = idy. Auflerdem ist

myom = (g2p2)(f) o (ap1)(f) = (@1q2)(f) o (pap2)(f) = 0.

Weil 7y, mo, f € K[f] C L(V, V) und das ein kommutativer Teilring ist (siehe Proposition
10.6)), gilt auch m oy = 0 sowie m; o f = fom; fiir i = 1, 2. Damit ist nach Proposition
10.2| V' = Im(m) & Im(my) und nach Satz ist das eine Zerlegung in f-invariante
Teilrdume.

Wegen po(f) om = (paqip1)(f) = 0 gilt Im(my) € Wy = Ker(p2(f)). Andererseits
ist Wy = Ker(pa(f)) C Ker(ga(f) o p2(f)) = Ker(m). Fiir v € Wy ist damit aber
v = m1(v) + m(v) = 1 (v), also Wy C Im(7r). Damit gilt aber W5 = Im(71) und analog
folgt Wy = Im(ms). O
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Damit kénnen wir nun die allgemeine Form der Primérzerlegung beweisen.

SATZ 10.9. Sei V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum, f : V — V eine lineare
Abbildung und p € K|x] ein Polynom, sodass p(f) = 0 gilt. Betrachte die eindeutige
Primfaktorzerlegung von p, d.h. die eindeutige Darstellung in der Form p = cpy* - - - pp*
fir paarweise verschiedene monische irreduzible Polynome p; € K[z|, Exponenten n; €
N\ {0} und ein Element c € K\ {0}.

Setzt man W; = Ker(p;(f)™) firi=1,...,k, dann ist jedes W; ein f—invarianter
Teilraum von V undV =W & --- @ W,

BEWEIS. Durch Induktion nach der Anzahl k der verschiedenen Primfaktoren von p.
Fir k =1 ist p = ¢p|*, wobei ¢ der fithrende Koeffizient von p ist. Nach Voraussetzung
ist p(f) =0, also V = Ker(p(f)). Alle anderen Aussagen sind trivial.

Ist k > 2, dann setzen wir ¢; = p}* und go = p3? - - - pi*. Dann ist (q1¢2)(f) = p(f) =
0. Aulerdem sind ¢; und ¢, relativ prim, weil die p; paarweise verschiedene irreduzible
Polynome sind. Ein irreduzibler Teiler von ¢; muss némlich nach Lemma [I0.8 p; teilen,
also gleich p; sein. Analog muss ein irreduzibler Teiler von ¢ eines der p; firi = 2,...,k

teilen, also gleich diesem Polynom sein.

Damit liefert Lemma eine Zerlegung V = W, @ W, in f-invariante Teilrdume.
Hier ist W, = Ker(p:(f)™) und Wy = Ker((ps2--- p{*)(f)). Seien m; und 7, die ent-
sprechenden Projektionen. .

Ist nun f die Einschrinkung von f auf W, dann gilt (ph2---p{*)(f) = 0 nach
Konstruktion, also ist nach Induktionsvoraussetzung Wy =Wo@®--®Wj, wobei W; =

Ker(p(f)). Sind 7, ..., 7 die entsprechenden Projektionen, dann definieren wir fiir
1 = 2,...,k die linearen Abbildungen m; := 7; o 7y. Betrachten wir nun die Familie
{m1,...,m}, dann ist nach Konstruktion

7T1—|—"'—|—7Tk:ﬂ1+((ﬁ2+'--+ﬁk)oﬁ2):ﬂ1+idW2Oﬁ2:ﬂ1+ﬁ2:idv.

Firi=2,...,kist m;om =T, omom = 7,00 =0 und m om = 0, weil m; nach
Konstruktion Werte in Ws hat. Fiir i,j > 2, i # j ist m; 0 Tj = T; 0 g O Tj O Ty, und
das verschwindet, weil 7; Werte in WQ hat und daher 73 o 7; = 7; und nach Induktion
7; 0y = 0 gilt. Aus Lemma [10.9|folgt 7 0 f = fom. Fiir i > 2 ist

wiof:ﬁio@of:ﬁiofofm:fom:fom-.

Damit ist V. = W) @ --- & W}, eine Zerlegung in eine direkte Summe f-invarianter
Teilrdume. Nach Konstruktion ist Wi = Ker(pi(f)™) und W; = Wy N Ker(pi(f)™)

fiir © > 2. Da aber nach Konstruktion Wy = Ker(pa(f)" o ... o pg(f)™) gilt und alle
diese Abbildungen kommutieren ist klarerweise Ker(p;(f)") C W und somit W; =

Ker(pi(f)")- U

Im Moment sieht es so aus, als konnte die Primérzerlegung stark von dem verwende-
ten Polynom p abhéngen. Das ist aber nicht wirklich der Fall. Die natiirlichste Wahl fiir
p ist das Minimalpolynom my von f. Sei my = pi"* - - - p,'* die Primfaktorzerlegung und
sei V =W, @& W; die entsprechende Primérzerlegung. Dann ist W; = Ker(p;(f)™)
fir alle ¢ = 1,..., k. Nun ist jedes Polynom p € Klz|, das p(f) = 0 erfiillt, von der
Form myq fiir ein Polynom ¢ € K[z]. In Termen der Primfaktorzerlegung heifit das aber
einfach, dass entweder die Potenzen von in my auftretenden Primfaktoren vergrofert
werden, oder zusétzliche Primfaktoren hinzukommen.

Wir wollen zeigen, dass beides die Primérzerlegung nicht wirklich verdndert. Ist m >
m;, dann behaupten wir, dass Ker(p;(f)™) = W; gilt. Setzen wir W; := Ker(p;(f)™),
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dann gilt natiirlich W; C W;. Bilden wir andererseits die Primérzerlegung von V

beziiglich des Polynoms p = p;*~"m/, dann sehen wir, dass auch

(]

V=Wi® Wi oW, Wi ® - - dW,

gilt. Damit ist aber dim(W;) = dim(V) — 3., dim(W;) = dim(W;), also W; = W;.

Sei andererseits ¢ ein irreduzibles Polynom, das verschieden von allen p; ist. Dann
koénnen wir die Primérzerlegung von V' beziiglich m ¢¢* fiir beliebiges ¢ > 0 bilden. Diese
hat die Form V = W, ®- - -®@W,, & W, wobei W = Ker(q(f)*) ist. Aus V = W, @---dW,
folgt dann aber sofort dim(WW') = 0, also W = {0}, also erhalten wir wieder die gleiche
Primérzerlegung.

Jordan Zerlegung und Jordan’sche Normalform

Wir kénnen jetzt eine allgemeine Normalform fiir lineare Abbildungen finden, deren
charakteristisches Polynom in ein Produkt von Polynomen ersten Grades zerfallt. Ins-
besondere ist diese Voraussetzung iiber algebraisch abgeschlossenen Kérpern und damit
iiber C immer erfiillt.

10.10. Verallgemeinerte Eigenrdume und Jordan—Zerlegung. Wir analysie-
ren zundchst, wie die Summanden in der Primérzerlegung aussehen, die zu Primfakto-
ren ersten Grades gehdren. Nehmen wir an, dass in der Primfaktorzerlegung von m;
ein Faktor pi"* mit py = z — A und m; € N\ {0} vorkommt. Dann ist x — A ein Tei-
ler von py, also ist A ein Eigenwert von f. In der Primérzerlegung erhalten wir einen
entsprechenden Summenden Wy = Ker((f — Aid)™) C V. Ist m; = 1, dann ist W)
einfach der Eigenraum VAf von f zum Eigenwert \. Aus wissen wir auch schon,
dass Wi = Ker((f — Aid)") fur alle n > my gilt. Damit kénnen wir W; auch als
{veV:IneN: (f —Aid)"(v) = 0} beschreiben.

DEFINITION 10.10. Sei V' ein K—Vektorraum.
(1) Fiir eine lineare Abbildung f : V' — V und einen Eigenwert A € K von f
definieren wir den verallgemeinerten FEigenraum V(’;\) von f zum Eigenwert \ als

{veV:dneN: (f —Aid)"(v) = 0}.

(2) Eine lineare Abbildung ¢ : V' — V heifit nilpotent, wenn es einen Index N €
N gibt, sodass ¢ = 0 gilt. Die kleinste Zahl N, fiir die das erfiillt ist, heit der
Nilpotenzindex von .

Man kann den verallgemeinerten Eigenraum V(];) von f zum Eigenwert A\ also als
den grofiten Teilraum von V' definieren, auf dem (f — Aid) nilpotent ist. (Analog ist der
Bigenraum V)\f der grofite Teilraum von V' auf dem f — Aid = 0 gilt.)

Zunichst beweisen wir ein einfaches Resultat {iber nilpotente lineare Abbildungen,
das wir in Kiirze noch stark verfeinern werden.

LEMMA 10.10. Sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum iber einem Kérper K und
sei p : V. — V eine nilpotente lineare Abbildung mit Nilpotenzindex k. Dann kann ¢
durch eine obere Dreiecksmatrixz mit Nullen auf der Hauptdiagonale dargestellt werden.
Daher ist p, = (—1)"z" und m, = z*, also insbesondere k < n.

BEWEIS. Fiir i = 1,...,k setzte V; := Ker(p') C V. Dann gilt natiirlich einerseits
VicVoaC o CVpqy C Vi =V und andererseits ¢(V;) C V;_;. Ausserdem muss
V;_1 jeweils ein echter Teilraum von V; sein, sonst wire Ker(p?) = Ker(¢'™') und damit
Ker(o!) = Ker(¢') = Ker(¢"!) und so weiter, was nur fiir 7 — 1 > k méglich ist.
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Wihle nun eine Basis von V] erweitere sie zu einer Basis von V5, diese zu einer Basis
von V3 und so weiter, bis man eine Basis B = {wy, ..., w,} fir V, = V erhilt. Fiir ein
Basiselement w; € B gibt es einen kleinsten Index 4, sodass w; € V; gilt. Damit ist aber
o(w;) € V;_; und kann damit als Linearkombination von Basiselementen w, mit ¢ < j
geschrieben werden, also hat [p]g die verlangte Form.

Daraus folgt aber offensichtlich die Aussage iiber das charakteristische Polynom p,,.
Nach dem Satz von Cayley—Hamilton folgt " = 0, also & < n und damit folgt die
Aussage iiber m,, aus der Definition des Nilpotenzindex &. O

Nehmen wir nun an, dass f : V' — V eine lineare Abbildung auf einem endlichdi-
mensionalen K-Vektorraum V ist, deren charakteristisches Polynom p¢ in ein Produkt
von Polynomen ersten Grades zerféllt. Ist n = dim(V'), dann ist die Primfaktorzerlegung
von py gerade py = (—=1)"(x — A\)™ -+ (z — A\p)™, wobei Aq,..., \; die verschiedenen
Eigenwerte von f sind und n; die algebraische Vielfachheit von \; bezeichnet.

SATZ 10.10. Sei f : V. — V eine lineare Abbildung auf einem n—dimensionalen
K- Vektorraum V mit charakteristischem Polynom py = (—1)"(z — A)™ -+ - (x — \g)"*.
Dann gilt:

(1) Fir die verallgemeinerten Figenrdume V(’;) gilt dim(V({\i)) =n; und V st die
direkte Summe V = V(];l) B P V(];\k)

(2) Es gibt natiirliche Zahlen my, ..., my, sodass 1 < m; < n; fir alle i gilt, sodass
my = (x — X\)"™ - (x — \g)™ gilt. Die Abbildung f ist genau dann diagonalisierbar
wenn m; = 1 fiir alle © gilt.

(3) (“Jordan Zerlequng”) Es gibt eindeutig bestimmite lineare Abbildungen fp, fn :
V — V', sodass fp diagonalisierbar und fyn nilpotent ist, fp und fy miteinander und
mit f kommutieren und f = fp + fn gilt.

Beweis. (1) Die Zerlegung V' = V(J;l) ®-- ~69V(’;k) folgt unmittelbar aus der Primér-
zerlegung aus Satz[10.9 und der Beschreibung der entsprechenden Summanden von oben.
Nach Definition ist (f — A; id) nilpotent auf V(J;Z) Wihlen wir eine Basis fiir diesen Raum
wie in Lemma dann erhalten wir eine Matrixdarstellung fiir die Einschrankung
von f auf diesen Raum als obere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonaleintrigen gleich A;.
Daher ist das charakteristische Polynom dieser Einschriankung (\; — x)" wobei r; =
dim(V({\Z_)). Das Produkt aller dieser Polynome muss natiirlich p; ergeben, also folgt
T, = N;.

(2) Nach dem Satz von Cayley—Hamilton (Satz ist m ¢ ein Teiler von ps. Daher
muss es eine Darstellung in der angegebenen Form mit 0 < m; < n; fiir alle ¢ geben
und es bleibt nur noch m; > 0 fiir alle ¢ zu zeigen. Das folgt aber leicht, weil es zum
Eigenwert )\; mindestens einen Eigenvektor v; gibt. Fiir diesen und beliebige m; gilt
aber

(f=A)™o..co(f=Ni1) ™o (f—=Ni1) ™o o(f—=Ap) ™ (v;) = (H#i(& - Aj)mj> Ui

und das ist # 0.

Fiir jedes 7 ist der Eigenraum V/\JZ ein Teilraum von V(’;) = Ker((f — A\;)™). Offen-
sichtlich sind die beiden Rdume genau dann gleich, wenn m; = 1 gilt. Ist das fiir alle ¢
erfiillt, dann ist V' die direkte Summe der Eigenrdume von f, also f diagonalisierbar. Ist
umgekehrt m; > 1 fiir ein ¢, dann ist die Summe aller Eigenrdume ein echter Teilraum
von V, also kann f nicht diagonalisierbar sein.

(3) Wir beweisen erst die Existenz der Zerlegung. Nach Satz finden wir fiir jedes
i die Projektion 7; auf V(];) und diese liegt in K[ f]. Wir setzen nun fp := >, \ym; € K[f]
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und fy := f — fp € K[f]. Dann kommutieren nach Konstruktion alle drei Abbildungen

und f = fp+ fn. Firv € V(J:\]_) ist fp(v) = A\jmj(v) = Aju. Wihlen wir Basen fiir die

V(J;j), dann ist die Vereinigung eine Basis fiir V', die aus Eigenvektoren fiir fp besteht,

also ist fp diagonalisierbar. Andererseits stimmt auf V(’;j) die Abbildung fy = f — fp
mit f — \;id {iberein, also verschwindet (fx)™ auf diesem Teilraum. Wahlt man K als
das Maximum der m;, dann verschwindet (fy)* auf jedem V(’j\j), also ist (fy)% =0,
also fy nilpotent.

Zur Eindeutigkeit nehmen wir an, dass f = f; + fo noch eine Zerlegung in einen
diagonalisierbaren Teil f; und einen nilpotenten Teil f, ist, sodass fi o fo = fo o fi gilt.
Sei yu; ein Eigenwert von fi und v € V/1. Dann ist f1(f2(v)) = f2(f1(v)) = pif2(v), also
gilt fg(VJ;) C VJ:_ ! und damit ist V/jz ! auch f-invariant. Da f, nilpotent ist, konnen wir
wieder Lemma verwenden, um eine Basis fiir Vufi ! zu finden, beziiglich derer die
Einschriankung von f durch eine obere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonaleintragungen
1; dargestellt wird. Damit ist aber u; ein Eigenwert von f und Vu{ ! ist im zugehorigen
verallgemeinerten Eigenraum enthalten. Daraus folgt leicht, dass f; = fp gilt und damit

ist auch fo=f—fi=f—fp=/n 0

10.11. Die Normalform fiir nilpotente lineare Abbildungen. Zunéchst be-
notigen wir noch eine Definition:

DEFINITION 10.11. Fiir A € K und m > 1 definiert man den Jordan—Block J,,,(\)
der GroBe m mit Eigenwert A als die m x m-Matrix (a;;) mit a;; = X fiir alle ¢ und
a;i+1 = 1 fir 1 <4 < m und alle anderen Eintragungen gleich Null.

Nach Definition sind also alle Eintragungen auf der Hauptdiagonale von J,, () gleich
A, die Eintragungen unmittelbar iiber der Hauptdiagonale gleich 1 und alle anderen
Eintragungen gleich 0. Somit hat J,,()) offensichtlich charakteristisches Polynom (A —
x)™. Andererseits erfiillt J,,,(0) = J,(\) — AL, gerade J,,(e1) = 0 und J,,(0)e; =
e;_1 fiir alle ¢ = 2,...,m, ist also nilpotent mit Nilpotenzindex m. Daher stimmt das
Minimalpolynom von J,,,(\) mit (z — A\)™ iiberein, und J,,(A) ist die einfachste Matrix
mit diesem Minimalpolynom.

Wir kommen nun zur angekiindigten Verfeinerung von Lemma Dort haben
wir fiir eine nilpotente lineare Abbildung ¢ schon die Kerne der Potenzen ¢° betrachtet.
Andererseits konnen wir natiirlich auch die Bilder Im(¢?) fiir alle Potenzen von ¢ be-
trachten. Ist ¢ nilpotent mit Nilpotenzindex k, dann gilt natiirlich Im(?) C Ker(¢*~%).
Der wesentliche Schritt zum Verstdndnis nilpotenter linearer Abbildungen ist folgendes
Lemma.

LEMMA 10.11. Sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper K, ¢ : V' — V eine lineare

Abbildung und k € N. Angenommen, v1,...,0,, sind linear unabhingige Vektoren in
Im (") N Ker(p), dann gilt:
Sind vi,...,v, € V so, dass " Y(v;) = 0; firi = 1,...,m gilt, dann sind die

Vektoren ¢'(v;) fir 0 <i<k—1und 1< j <m linear unabhingig in V und spannen
einen p—invarianten Teilraum W von V' auf. Somit bilden diese Vektoren eine Basis B
fir W.

Beziiglich einer geeigneten Anordnung der Basis B ist die Matrizdarstellung der Ein-
schrankung von ¢ auf W durch eine Blockdiagonalmatriz mit m Jordan—Blocken Jy(0)
entlang der Hauptdiagonale und ansonsten lauter Nullen gegeben.

BEWEIS. Seien a) € K so, dass ), ;al¢'(v;) = 0 gilt. Wenden wir auf diese Glei-
chung ¢*~" an, dann gilt "~ (¢ (v;)) = " (v;) = P (P* (1)) = ¢'(¥)). Fiir i =0



180 10. NORMALFORMEN

ist das natiirlich 0;, fiir ¢ > 0 erhélt man 0, weil 9; € Ker(y) nach Voraussetzung gilt.
Damit erhalten wir aber 0 = Z;“:l agﬁj, was wegen der linearen Unabhéingigkeit der v,
schon a) = 0 fiir alle j = 1,...,m impliziert.

Nehmen wir nun induktiv an, dass wir aé- =0 firallei </undalle j =1,...,m
bereits gezeigt haben. Dann hat unsere Gleichung die Form 31—, >y aie'(v;) = 0.
Wenden wir auf diese Gleichung ©*~*~! an, dann verschwinden wieder alle Terme mit
¢ > (¢, und wir erhalten Z?Zl a?@j = 0. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der v;
impliziert das wieder a§ = 0 fiir alle y =1, ..., m. Nach Induktion folgt nun a;- = 0 fiir
alle + und 7, also ist die Menge B linear unabhéngig.

Ist W der von dieser Menge erzeugte Teilraum, dann ist ¢(p'(v;)) = ¢" ™ (v;) € W
fiir i <k — 1 und p(¢* 1 (v;)) = p(9;) = 0 € W. Da die Elemente ¢'(v;) eine Basis fiir
W bilden, folgt damit (W) C W, also ist W ein @—-invarianter Teilraum.

Natiirlich konnen wir W aber noch feiner zerlegen. Fiir ¢ = 1,...,m setze B; =
{052 (vy), " 2(vy), - . ., (), v;}. Als Teilmenge der linear unabhiingigen Menge B ist
das linear unabhéngig, und ¢ bildet das erste Element von B; auf 0 und jedes weitere
Element auf das vorhergehende Element von B; ab. Damit erzeugt jedes B; einen (-
invarianten Teilraum W; C W und die Matrixdarstellung der Einschrénkung von ¢
beziiglich B; ist Ji(0). Da die Vereinigung der 5; die Basis B von W ist, folgt die letzte

Behauptung des Satzes. O

Damit kann man nun eine Normalform fiir nilpotente lineare Abbildungen durch
einen elementaren aber miihsamen Induktionsbeweis herleiten. Wir fithren den Beweis
nicht ganz genau aus, weil die verkiirzte Version viel leichter versténdlich ist.

SATZ 10.11. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum diber einem Kirper K
und ¢ 'V — V eine nilpotente lineare Abbildung mit Nilpotenzindex N. Dann gibt
es eine Basis B von V', beziiglich derer die Matrixdarstellung von ¢ Blockdiagonalform
hat, wobei entlang der Hauptdiagonale nur Jordan—Blicke der Form J.(0) mit r < N
auftreten, wober mindestens ein Block Grofle N hat.

BEWEISSKIZZE. Da ¢ Nilpotenzindex N hat, ist Im(¢™ ') C Ker(p). Damit kénnen
wir Lemma auf eine Basis fiir Im(¢™ ') anwenden und erhalten einen ¢—invari-
anten Teilraum W C V mit einer Basis B; die von Vektoren der Form ¢'(v;) mit
0<i<N-1und1<j<m} gebildet wird, wobei m; = dim(Im(¢" ")) gilt. Das
liefert m; Jordan-Blocke Jy(0) fiir die Matrixdarstellung.

Ist W =V dann sind wir fertig. Andernfalls betrachten wir die Teilriume (W) C
©*(V). Fiir k = N — 1 gilt nach Konstruktion ™1 (W) = Im(pN 1) = oV "1(V).
Andererseits ist ¢°(1W) = W eine echte Teilmenge von V = ¢°(V). Damit finden wir
einen eindeutigen Index r < N, sodass p*(W) = ©*(V) fiir alle k > r gilt, aber ¢" =1 (W)
ein echter Teilraum von " ~1(V) ist. Dann gilt natiirlich auch

U= Ker(¢) N ' (W) C Ker(p) N (V) =: U.

Schriinkt man ¢ auf ¢"~!(W) ein, dann erhilt man eine surjektive lineare Abbildung
Y W) = " (W) mit Kern U’. Damit ist dim(U’) = dim(¢"1(W)) — dim(¢"(W))
und analog ist dim(U) = dim(¢" ' (V)) — dim(¢"(V)). Nach Voraussetzung ist aber
©" (W) = ¢"(V), also folgt

dim(U) — dim(U’) = dim(¢" (V) — dim(¢"H(W)).

Wihlt man einen Teilraum U” C U, sodass U = U’ @ U"” gilt, dann impliziert das sofort,
dass "1 (V) = "1 (W) & U” gilt.
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Nach Konstruktion ist U” C Ker(y), also kann man Lemma auf die Elemen-
te Uy, ..., Uy, einer Basis fiir U” anwenden. Das liefert linear unabhéngige Vektoren
¢'(u;) mit 0 < ¢ <r—1,1 < j <. Nun sind aber nach Konstruktion die Vektoren
Upy ooy Umy und @'(v;) fiir 7 < @ < N — 1 (die eine Basis fiir ¢"(W) bilden) linear
unabhingig. Analog zum Beweis von Lemma schliet man daraus leicht, dass die
Vektoren ¢ (u;) und ¢*(v;,) gemeinsam linear unabhéingig sind. Damit spannen sie einen
p—invarianten Teilraum W; C V' auf und fiir eine passende Anordnung erhilt man eine
Matrixdarstellung mit m; Jordan-Blocken Jy(0) und my Jordan-Blocken J,.(0).

Ist W7, =V, dann sind wir fertig. Sonst ersetzt man W durch Wy, betrachtet wieder
die Bilder der Potenzen von ¢. Das liefert eine weitere Vergroflerung der Basis und
kleinere Jordan—Blocke mit Eigenwert 0. Offensichtlich erreicht man in endlich vielen
Schritten eine Basis von V. OJ

10.12. Die Jordan’sche Normalform. Damit haben wir alle Zutaten beisam-
men um eine Normalform fiir lineare Abbildungen anzugeben, deren charakteristisches
Polynom in ein Produkt von Polynomen ersten Grades zerfillt. Uber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper ist diese Bedingung natiirlich immer erfiillt.

SATZ 10.12. Sei V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum und sei f : V. — V eine
lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom in ein Produkt von Polynomen ers-
ten Grades zerfillt. Seien Ay, ..., \; die verschiedenen Eigenwerte von f und fiir jedes
1=1,...,k sein; die algebraische Vielfachheit von \;, r; die geometrische Vielfachheit
von \; und m; die Potenz, mit der (x — \;) in der Primfaktorzerlegung des Minimalpo-
lynoms my auftritt.

Dann gibt es eine Basis B fiir V, sodass die Matrizdarstellung A = [f]p von f fol-
gende Form hat: A ist eine Blockdiagonalmatriz wie in Satz[10.9. Jeder der Blicke auf
der Hauptdiagonale ist ein Jordan Block der Form J, (\;) fiir einen der Eigenwer-
te \; und fir den Figenwert \; treten genau r; solche Blocke auf. Die Grifien dieser
Blocke erfillen m;; < m;, fiir mindestens ein j gilt m;; = m; und Zj my; = n;. Die
Matrizdarstellung dieser Form ist bis auf die Reihenfolge der Jordan Blicke eindeutig
bestimmdt.

Analog ist jede quadratische Matriz B tiber K, deren charakteristisches Polynom in
ein Produkt von Polynomen ersten Grades zerfdllt, dhnlich zu einer Matrix der obi-
gen Form. Diese Matrix heifst die Jordan’sche Normalform von B und ist bis auf die

Reihenfolge der Blicke eindeutig bestimmt. Ahnlichkeit solcher Matrizen ist dquivalent
dazu, dass ihre Jordan’schen Normalformen sich nur durch die Rethenfolge der Blocke
unterscheiden.

BEwWEIS. Wir miissen eigentlich nur noch die Resultate zusammenfassen. Sei V' =
V(J:\l) DB V(J;k) die Zerlegung von V in die verallgemeinerten Eigenrdume von f und
f = fp+ fn die Jordan—Zerlegung von f. Wie im Beweis von Satz sehen wir, dass
jedes V({\Z) ein fy—invarianter Teilraum ist. Auf diesem Teilraum stimmt fy mit f— \; id
iiberein, ist also nilpotent mit Nilpotenzindex m;. Damit liefert aber Satz eine Ba-
sis fiir V(’;) fiir die die Matrixdarstellung der Einschrénkung von f aus Jordan-Blocken
mit Eigenwert \; besteht, wobei die angegebenen Eigenschaften der Blockgrofien erfiillt
sind. Nun ist fiir einen Jordan-Block J,,,;(A;) der Rang von Jp,, (A\i) — Nl = Jp,,;(0)
offensichtlich gleich m;; — 1. Daraus folgt aber sofort, dass der Rang der Abbildung
f — A\jid auf V(J:\Z) gerade n; minus der Anzahl der Jordan—Blocke zum Eigenwert \;
ist. Damit folgt aber, dass diese Anzahl genau die geometrische Vielfachheit r; von \;
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ist. Die Aussage iiber die Existenz der Jordan’schen Normalform einer Matrix B folgt
daraus natiirlich sofort.

Es bleiben also nur noch die Aussagen iiber Eindeutigkeit der Matrixform bzw. Ahn-
lichkeit von Matrizen zu beweisen. Zunéchst kann man eine Permutation der Blocke in
einer Blockmatrixdarstellung natiirlich durch eine Permutation der Basiselemente (in
Gruppen) erreichen, die wiederum durch einen linearen Isomorphismus realisiert wird.
Andererseits folgt aus dem Beweis von Satz dass man die Groflen der auftre-
tenden Jordan—Blocke sowie die Anzahl der Blocke jeder auftretenden Groéfie aus den
Dimensionen der Bilder von Potenzen der Einschrinkung von f — );id auf den verall-
gemeinerten Eigenraum V(J;@) ablesen kann, die natiirlich fiir &hnliche Matrizen gleich
sind. O

BEeispiEL 10.12. (1) Fiir diagonalisierbare Matrizen A ist die Diagonalform die
Jordan’sche Normalform und in diesem Fall haben alle Jordan Blécke die Gréfie Eins.

(2) Eine 2 x 2-Matrix mit zwei verschiedenen Eigenwerten ist diagonalisierbar. All-
gemein kann man sich fiir verschiedene Eigenwerte immer auf die verallgemeinerten
Eigenrdume einschrianken und damit die Frage auf kleinere Matrizen reduzieren.

Fiir A € My(K) mit py = (z — \)? gibt es zwei Moglichkeiten: Hat A geometrische
Vielfachheit 2, bzw. ist ms = (z — A), dann ist A = Aid und ist damit schon in
Jordan’scher Normalform mit zwei Blocken Ji(A). Ist andererseits my = (z — \)?,
dann muss in der Jordan’schen Normalform ein Block J3(A) vorkommen, also muss die
Jordan’sche Normalform J5(\) sein.

(3) Fiir A € M3(K) mit pa = —(z — A\)? ist die Situation #hnlich einfach und die
Jordan’sche Normalform ist durch my4 eindeutig bestimmt. Ist my = (x — A), dann
ist A = \id, also diagonal. Fiir m4 = (z — \)? miissen wir einen Block J5()\) erhalten,
diirfen aber keine gréfleren Blocke haben. Somit kommt fiir die Jordan’sche Normalform
nur ein Block J5(\) und ein Block Ji(\) in Frage. Ist schlieBlich m, = (z — )3, dann
muss ein Block J5(\) auftauchen, also muss die Jordan’sche Normalform J5(\) sein.
Alternativ kann man die méglichen Normalformen hier auch durch die geometrische
Vielfachheit von A\ unterscheiden.

(4) Betrachten wir A € My(K) mit pa = (z — \)*, dann erhalten wir den ersten
Fall, in dem das Minimalpolynom alleine nicht mehr ausreicht, um die verschiedenen
moglichen Jordan’schen Normalformen zu unterscheiden. Fiir my = (x—\) ist A = \id,
fiir ma = (x—\)* ist die Jordan’sche Normalform J4(\), und fiir m = (z—\)® muss ein
Block J3(\) auftauchen, also bleibt nur noch ein Block J; (\) iibrig. Im Fall ma = (z—\)?
gibt es aber zwei Moglichkeiten, ndmlich entweder zwei Blocke Jy()), oder ein Block
J2(A) und zwei Blocke J;(A). Diese beiden Moglichkeiten werden durch die geometrische
Vielfachheit unterschieden, die im ersten Fall 2 und im zweiten Fall 3 betragt.

(5) Im Allgemeinen reichen Minimalpolynom und geometrische Vielfachheit nicht
aus, um die Jordan’sche Normalform eindeutig festzulegen. Betrachten wir man etwa
A€ Mz(K) mit ps = —(z—\)" und m4 = (x — \)3, sodass A geometrische Vielfachheit
3 hat. Dann muss es 3 Blocke geben der Grofle < 3 geben, von denen mindestens einer
die Grofle 3 hat und deren Gréfen sich auf 7 summieren. Dafiir gibt es die Moglichkeiten
7=3+3+1und 7 =3+ 2+ 2. Um zwischen diesen Mé&glichkeiten zu unterscheiden,
bemerkt man, dass der Rang von (A — AI)? im ersten Fall 2 und im zweiten Fall 1 ist.

10.13. Bemerkung: Normalform iiber R. Betrachten wir eine lineare Abbil-
dung f : V — V auf einem n—dimensionalen R—Vektorraum V' mit charakteristischem
Polynom py. Aus Beispiel (2) von [10.9] wissen wir, dass irreduzible Polynome iiber R
entweder Grad eins oder Grad zwei haben und im letzteren Fall gibt es keine reelle
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Nullstelle. Man erhélt also eine eindeutige Primfaktorzerlegung der Form

pr=(=1)"(@ = A)™ - (&= )™ (q)"™ - ()",
fiir paarweise verschiedene )\; € R und monische Polynome ¢; € R[z] vom Grad 2 ohne
reelle Nullstellen. Dabei ist ny 4+ --- +np + 2ry + - -+ + 2r, = n. In der entsprechenden
Primérzerlegung erhélt man einerseits die verallgemeinerten Eigenrdume V(’;) die jeweils
Dimension n; haben, und die Raume Ker((g;)™).

Um eine Normalform iiber R zu finden, kann man im wesentlichen wieder den Trick
benutzen, dass man eine reelle Matrix als komplexe Matrix betrachtet und die Resultate
iiber die Jordan’sche Normalform aus iiber C benutzt. Dabei kann man sich auf
einen der Summanden Ker((g;)™) einschranken, erhélt eine Matrix in Mo, (C) mit zwei
konjugiert komplexe Eigenwerten. Nun bestimmt man fiir einen der beiden verallgemei-
nerten Eigenrdume eine komplexe Basis, beziiglich derer man eine Matrixdarstellung
durch Jordan-Blocke erhilt. Dann zeigt man, dass man durch komplexe Konjugation
dieser Basisvektoren eine Basis fiir den anderen Eigenraum erhélt, beziiglich derer man
genau die komplex konjugierten Jordan—Blocke als Matrixdarstellung bekommt. Dann
kann man aus den Realteilen und den Imaginérteilen dieser Basisvektoren eine reelle
Basis fiir den Teilraum R?® C C?" bilden, beziiglich derer man eine schone Matrixdar-
stellung der urspriinglichen linearen Abbildung erhélt.

Die “Bausteine” fiir diese schonen Matrixdarstellungen sind Blocke, die man mit
Je(a, B) € My (R) bezeichnet. Am einfachsten kann man Jy(«, 3) als k x k-Matrix
beschreiben, deren Eintragungen 2 x 2-Matrizen sind. Entlang der Hauptdiagonale ha-

B

ben diese Matrizen Eintragungen der Form a)’ direkt iiber der Hauptdiagonale

a
—B
erhalt man Eintragungen I, sonst lauter Nullen. Die Parameter o, f € R mit 8 > 0
sind dadurch bestimmt, dass die komplexen Nullstellen des entsprechenden Polynoms
q; gerade o £ i sind. Wie im komplexen Fall ist die gesamte Darstellung bis auf die
Reihenfolge der Blocke eindeutig bestimmt und zwei Matrizen sind genau dann dhnlich,

wenn sie die gleiche Normalform in diesem Sinne haben.






KAPITEL 11

Multilineare Algebra

Wir haben im Verlauf der Vorlesung schon einige Beispiele von bilinearen und mul-
tilinearen Abbildungen kennen gelernt, insbesondere Determinantenfunktionen und in-
nere Produkte. In diesem letzten Kapitel werden wir diese Abbildungen systematischer
studieren und insbesondere Tensorprodukte von Vektorrdaumen und symmetrische und
duBere Potenzen eines Vektorraumes studieren. Diese Konzepte werden sowohl in der
Algebra als auch in der Analysis angewandt. Andererseits werden wir uns in diesem
Kapitel systematischer mit Fragen der Natiirlichkeit befassen, womit auch ein erster
Einblick in die kategorielle Denkweise vermittelt werden soll.

Natiirlichkeit

11.1. Natiirliche Isomorphismen. Aus Korollar wissen wir, dass zwei end-
lichdimensionale Vektorrdume iiber einem Koérper K genau dann isomorph sind, wenn
sie die gleiche Dimension haben. Daher sind Aussagen iiber Isomorphie von endlich-
dimensionalen Rdumen grundsétzlich eher uninteressant. Wir haben allerdings schon
Fille kennen gelernt, in denen man stédrkere Aussagen beweisen kann. Ein typisches
Beispiel bilden die Dual- und Bidualrdume, die wir in Abschnitt und bespro-
chen haben.

Fiir einen K-Vektorraum V' ist der Dualraum V* der Raum L(V,K) aller linearen
Funktionale auf V. Natiirlich kann man dann auch den Dualraum V** := (V*)* von
V* bilden, den man als Bidualraum von V bezeichnet. Ist V' endlichdimensional, dann
ist dim(V*) = dim(V) - dim(K) = dim(V'), also haben V', V* und V** alle die gleiche
Dimension und sind daher isomorph. Aus Satz wissen wir auch, dass man zu einer
Basis von V' die duale Basis von V* erhélt, womit man explizit einen Isomorphismus
V' — V* angeben kann (der aber von der Wahl der Basis abhéngt).

Im Fall des Bidualraumes sieht die Situation anders aus. Hier kann man “ganz
allgemein” und ohne jede Wahl eine lineare Abbildung iy : V' — V** angeben, siche
Abschnitt [5.13] Man ordnet ndmlich jedem v € V' die Funktion ev, : V* — K zu, die
durch ev,(p) = @(v) fiir eine lineare Abbildung ¢ : V' — K definiert ist. Man zeigt
dann leicht (siehe Satz[5.13), dass fiir jedes v € V die Abbildung ev,, linear ist, also ein
Element von V** definiert. Weiters ist auch 7y, : V' — V** linear und injektiv und damit
fiir endlichdimensionales V' automatisch ein linearer Isomorphismus.

Ein weiteres Beispiel liefern die Quotientenrdume aus Abschnitt [5.10] Ist V' ein K-
Vektorraum und W C V ein Teilraum, dann kann man fiir jeden Vektorraum Z und jede
lineare Abbildung f : V — Z die Einschrankung f|y : W — Z bilden. Das definiert
eine lineare Abbildung L(V,Z) — L(W, Z) und wir konnen ihren Kern betrachten, den
wir voriibergehend mit Ay bezeichnen. Ist V' endlichdimensional, dann sieht man leicht,
dass diese Abbildung surjektiv ist: Man wéhlt einfach eine Basis {wy, ..., wy} fir W
und erweitert sie durch vg,q, ... v, zu einer Basis fiir V. Hat man ¢ : W — Z gegeben,
dann betrachtet man die eindeutige lineare Abbildung f : V — Z, die f(w;) = ¢(w;)
firi = 1,...,k und f(v;) = 0 fir j = k+ 1,...,n erfiillt. Diese erfiillt natiirlich
flv = ¢ (und man hétte die f(v;) auch beliebig anders wihlen kénnen). Ist auch Z
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endlichdimensional, dann erhdlt man dim(Az) = (n — k) dim(Z). Wegen dim(V/W) =
n—k folgt dann, dass die Vektorrdume Az und L(V/W, Z) die gleiche Dimension haben,
also isomorph sind.

Unsere Uberlegungen iiber Quotientenriume legen aber eine viel “bessere” (oder
“genauere”) Beschreibung nahe. Betrachten wir die kanonische Surjektion 7 : V' —
V/W, dann kénnen wir eine Funktion T' : L(V/W,Z) — L(V,Z) definieren, indem
wir jeder linearen Abbildung ¢ : V/W — Z die Abbildung T'(¢) := ponm : V — Z
zuordnen, die als Komposition linearer Abbildungen linear ist. Man verifiziert sofort,
dass die Abbildung 7' linear ist. Weiters ist W = Ker(7) und daraus folgt sofort, dass
W C Ker(T(p)) fir alle ¢ € L(V/W, Z) gilt, also ist Im(T") C Az. Betrachten wir nun
die universelle Eigenschaft von 7 aus Proposition[5.11] Diese sagt, dass es fiir eine lineare
Abbildung f : V — Z mit W C Ker(f) (was genau f € Ay bedeutet) eine eindeutige
lineare Abbildung f : V/W — Z gibt, die for = f, also T(f) = f erfiillt. Das bedeutet
aber genau, dass T bijektiv ist, also einen linearen Isomorphismus LV/W,Z) — Ay
definiert.

Um den Eindruck, dass iy : V — V* und T': L(V/W, Z) — A besonders “schone”
oder “natiirliche” Isomorphismen sind, in eine mathematische Aussage zu verwandeln,
muss man bemerken, dass in beiden Féllen Konstruktionen vorliegen, die nicht nur auf
Vektorrdume wirken, sondern auch auf lineare Abbildungen. Man spricht von funktoriel-
len Konstruktionen, der genaue mathematische Rahmen dafiir ist die Kategorientheorie.
Ist f: U — V eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen, dann erhélt man ei-
ne induzierte Abbildung f* : V* — U* durch f*(¢) = po f und weiters f** : U™ — V**.
Es stellt sich heraus, dass die wichtigsten Eigenschaften die Gleichung (fog)* = g*o f*
aus Satz und die offensichtliche Tatsache (idy)* = idy~ sind. Daraus ergibt sich
sofort (f o g)™ = f** o ¢* und id"" = id.

In Lemma haben wir direkt verifiziert, dass die Familie 7, von Abbildungen
in folgendem Sinn natiirlich ist: Hat man f : U — V gegeben, dann gibt es zwei
Moéglichkeiten “von U nach V** zu kommen”. Diese beiden Moglichkeiten liefern das
gleiche Ergebnis, denn es gilt iy, o f = f** o1y : U — V*.

Fiir Dualrdume gibt es kein analoges Resultat. Hier wiirden wir verlangen, dass wir
lineare Abbildungen j; : U — U* und jy : V — V* gegeben haben und die einzige
passende Vertraglichkeitsbedingung wére, dass jy = f* o jy o f fiir alle linearen Abbil-
dungen f : U — V gelten miisste. Setzt man fiir f die Nullabbildung ein, dann sieht
man sofort, dass jy = 0 gelten muss. Man zeigt leicht, dass eine derartige Vertraglich-
keitsbedingung nicht einmal dann erfiillt sein kann, wenn man fiir f nur (beliebige)
lineare Isomorphismen zulésst.

Im Fall von Ay sieht das dhnlich aus. Fiir eine lineare Abbildung ¢ : Z — Z erhilt
man eine lineare Abbildung S, : L(V, Z) — L(V, Z) durch S,(f) = g o f. (Auch hier
gilt wieder Sy, = Sy, © Sy, und Siq = id.) Aus dieser Definition folgt sofort, dass
Sg(Az) C A gilt, also kann man S, auch als Abbildung zwischen diesen Réumen
betrachten. Analog erhélt man auch Abbildungen S, : L(V/W, Z) — L(V/W, Z), also
gibt es auch hier wieder zwei Moglichkeiten, von L(V/W, Z) nach Az zu kommen. Diese
stimmen wieder iiberein, denn fiir f € A, und die eindeutige Abbildung f : V/W — Z,
sodass f = fomist,ist gofor=go f=(go f)onm und damit g o f = go f nach der
Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft. - B

11.2. Der freie Vektorraum. Als Vorbereitung fiir die Konstruktion des Tensor-
produkts besprechen wir eine Konstruktion die sehr kategoriell angehaucht ist und sich
damit auch gut zur weiteren EingewOhnung in die Denkweise dieses Abschnitts eignet.
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Wir suchen fiir eine Menge X einen K—Vektorraum, der X als Basis hat. Denkt man
daran, dass man eine lineare Abbildung auf den Elementen einer Basis beliebig vorgeben
kann, dann bietet es sich an, das durch eine universelle Eigenschaft zu beschreiben, in
der keine Basis vorkommt. In dieser Formulierung suchen wir zu gegebenem X einen
K—Vektorraum F(X) = Fx(X) zusammen mit einer Funktion i : X — F(X), sodass
es fiir einen beliebigen K—-Vektorraum Z und eine beliebige Funktion f : X — Z eine
eindeutige lineare Abbildung f : F(X) — Z gibt, die f = f o erfiillt.

Der Vorteil einer derartigen Beschreibung ist, dass sie, wie wir gleich beweisen wer-
den, das Paar (Fg(X), ) bis auf natiirliche Isomorphie festlegt. Hat man also die Exis-
tenz eines Vektorraumes mit dieser Eigenschaft einmal bewiesen, dann spielt die kon-
krete Realisierung keine Rolle mehr, es geniigt die universelle Eigenschaft zu kennen.

Der freie Vektorraum wir oft etwas schwammig als Menge von “formalen Linear-
kombinationen” von Elementen von X beschrieben. Es ist aber leicht eine saubere Be-
schreibung zu geben. Zu der Menge X betrachten wir die Menge K¥ aller Funktionen
¢ X — K. Aus Beispiel wissen wir, dass KX ein Vektorraum unter den punktweisen
Operationen (¢ + ¥)(x) = ¢(x) + ¥ (z) und (Ap)(x) = A(p(z)) ist. Nun definieren wir
Fr(X) € K¥ als die Teilmenge all jener Funktionen, die nur auf endlich vielen Punkten
einen Wert # 0 annehmen. Diese Teilmenge ist offensichtlich abgeschlossen unter den
punktweisen Operationen, also ein Teilraum von KX und damit ein K-Vektorraum. Fiir
ein Element x € X definieren wir die charakteristische Funktion x, : X — K, als jene
Funktion, die x auf 1 und alle anderen Punkte von X auf 0 abbildet. Dann setzen wir

i(T) = Xa-

PROPOSITION 11.2. (1) Das Paar (Fx(X),1) hat die universelle Eigenschaft, dass
es zu einer beliebigen Funktion f : X — Z in einen K-Vektorraum Z eine eindeutige
lineare Abbildung f : Fx(X) — Z gibt, die f = f oi erfiillt.

(2) Ist V' ein K-Vektorraum und j : X — V eine Funktion, sodass das Paar (V,j)
ebenfalls die universelle Eigenschaft aus (1) besitzt, dann gibt es einen eindeutigen li-
nearen Isomorphismus F : Fx(X) — V, sodass F oi = j gilt.

Bewers. (1) Ist f: X — Z gegeben, dann setzt man fiir p € F(X) einfach f(p) =
> wp(eyz0 P(T) + f(z). Dann gilt natiirlich f(i(z)) = f(x.) = 1- f(z) = f(x), also

foi=[.Firy e F(X) gilt natiirlich o = 3 )0 () x. also ist f durch die Werte

auf den Punkten y, = i(x) eindeutig bestimmt. Man rechnet sofort nach, dass f eine
lineare Abbildung ist.

(2) Das ist ein ganz allgemeines Prinzip, dass wir noch 6fter benutzen werden. Wen-
den wir die universelle Eigenschaft von (F(X),4) auf die Funktion j : X — V an, dann
erhalten wir eine lineare Abbildung F := j : F(X) — V, die F o4 = j erfiillt. Um-
gekehrt kann man die universelle Eigenschaft von (V,j) auf i : X — F(X) anwenden
und erhélt eine lineare Abbildung G : V' — F(X) sodass G o j = i gilt. Betrachten wir
nun Go F: F(X) — F(X), dann gilt Go Foi = Goj =i = idoi, also muss nach
der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft G o F' = id gelten. Analog erhélt man
F oG =id, also ist F ein linearer Isomorphismus und G = F~1. 0

Tensorprodukte

11.3. Bilineare Abbildungen und Tensorprodukt. Der Begriff der Bilinea-
ritdt, den wir bisher hauptséachlich fiir Bilinearformen mit Werten in R oder C kennen
gelernt haben, macht natiirlich fiir beliebige Vektorrdume iiber allgemeinen Korpern
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Sinn. Fir K-Vektorrdume V., W und Z nennt man eine Funktion ¢ : V- x W — Z bili-
near, wenn (v +Ave, w) = @(v1) + Ap(ve, w) und (v, w1+ Awy) = (v, wr)+Ap(v, ws)
fiir alle v, v1,v9 € V., w,wy,wy € W und A € K gilt. Das bedeutet gerade, dass fiir jedes
fixe wg € W, die Zuordnung v — ¢(v, wy) eine lineare Abbildung V' — Z definiert und
analog fiir fixes v9 € V und die Abbildung W — Z, die durch w — ¢(vg, w) definiert
ist.

PROPOSITION 11.3. Die Menge B(V,W; Z) aller bilinearen Abbildungen V x W —
Z ist ein Vektorraum unter den punktweisen Operationen, der natiirlich isomorph zu
L(V, LW, Z)) und L(W, L(V, Z)) ist. Sind V, W und Z endlichdimensional, dann gilt
insbesondere dim(B(V,W; Z)) = dim(V') dim(W) dim(Z2).

BEWEIS. Man verifiziert sofort, dass fiir bilineare Abbildungen ¢ und 1 auch ¢ +
und Ay fir A € K bilinear sind. Damit ist B(V,W;Z) ein Teilraum im Vektorraum
aller Funktionen V- x W — Z. Ist ¢ : V. x W — Z bilinear und v € V', dann bezeichne
mit ¢, : W — Z die Funktion ¢,(w) := ¢(v,w). Dann gilt natiirlich ¢, € L(W, Z).
Die Gleichung ¢(vy + Avg, w) = @(v1, w) + Ap(ve, w) gilt fiir alle w € W und sagt dann
gerade, dass Qu, 1av, = Pu; + Apy, in L(W, Z) gilt. Damit ist aber v — ¢, eine lineare
Abbildung V' — L(W, Z) und indem wir ¢ diese Funktion zuordnen, erhalten wir eine
Funktion B(V,W; Z) — L(V, L(W, Z)). Analog sagt (p+A¢)(v,w) = (v, w)+ (v, w)
gerade, dass (¢ + \), = @, + A\, fiir alle p, v € B(V,W;Z) und X € K gilt. Da dies
fir alle v € V gilt, ist die Abbildung B(V,W;Z) — L(V, L(W, Z)), die wir definiert
haben, linear.

Ist umgekehrt F' : V. — L(W, Z) eine lineare Abbildung, dann definieren wir ¢ :
V xW — Z durch (v, w) := F(v)(w). Man rechnet sofort nach, dass ¢ bilinear ist und
dass die dadurch definierte Abbildung L(V, L(W, Z)) — B(V,W; Z) invers zu der oben
konstruierten ist. Damit ist die oben konstruierte lineare Abbildung bijektiv, also ein
linearer Isomorphismus. Einen Isomorphismus B(V, W; Z) — L(W, L(V, Z)) konstruiert
man analog, indem man erst die W-Komponente “herauszieht”. Die Aussage iiber die
Dimensionen ist dann klar nach Satz [L.15] O

Ist ¢ : V X W — Z eine bilineare Abbildung und f : Z — Z linear, dann ist
natiirlich auch fo g : V x W — Z eine bilineare Abbildung. (Und diese Tatsache
benotigt man, um die Aussage iiber die Natiirlichkeit des Isomorphismus in der obigen
Proposition exakt zu machen.) Man kann sich daher fragen, ob es eine “universelle”
bilineare Abbildung von V' x W in einen passenden Vektorraum gibt, aus der man jede
andere bilineare Abbildung durch Dahinterschalten einer linearen Abbildung erzeugen
kann. Das motiviert die folgende Definition.

DEFINITION 11.3. Seien V und W Vektorrdume iiber K. Ein Tensorprodukt von V
und W ist ein K-Vektorraum 7' zusammen mit einer bilinearen Abbildung b: V x W —
T, die folgende universelle Eigenschaft hat: Ist Z ein K—Vektorraum und ¢ : VW — Z
eine bilineare Abbildung, dann gibt es eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : T — Z,
sodass ¢ = ¢ o b gilt.

Wie im Fall des freien Vektorraumes spielt es keine Rolle, wie ein Tensorprodukt
konstruiert wird, es ist durch die universelle Eigenschaft vollstandig bestimmt.

LEmMMA 11.3. Sind Ty und Ty Tensorprodukte von V' und W mit zugehdrigen bi-
linearen Abbildungen by : V. x W — 11 und by : V. x W — Ty, dann gibt es einen
emndeutigen linearen Isomorphismus f : Ty — Ty, der f o by = by erfiillt.
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BEWEIS. Das ist vollig analog zu Teil (2) von Proposition [11.2] Die universellen
Eigenschaften liefern lineare Abbildungen f := l~)2 Ty — Ty mit fob = by und
g : Ty — T} mit go by = b;. Damit ist go fob; = goby = by = idoby, also go f = id
und analog folgt f o g = id. 0

Wenn man gezeigt hat, dass ein Tensorprodukt existiert, dann kann man von dem
Tensorprodukt von V' und W sprechen, und muss sich nicht weiter darum kiimmern,
wie es konstruiert wurde. Man bezeichnet das Tensorprodukt von V' und W dann mit
V @k W oder, wenn der Grundkorper klar ist mit V' @ W und schreibt die zugehérige
bilineare Abbildung als (v, w) — v ® w. Die “universelle” Konstruktion des Tensorpro-
dukts ist etwas wild, kann aber dafiir auch in anderen Teilen der Mathematik analog
angewandt werden. Fiir endlichdimensionale Vektorrdume werden wir bald eine viel
einfachere Beschreibungen des Tensorprodukts erhalten.

SATZ 11.3. Fiir beliebige Vektorrdume V und W tber einem Korper K gibt es ein
Tensorprodukt V & W.

BEWEIS. Betrachte die Menge V' x W den freien Vektorraum F(V x W) und die
zugehorige Funktion ¢ : V x W — F(V x W). Sei G C F(V x W) der Teilraum der von
allen Elementen der Form i(v; + Avy, w) — i(v1, w) — Xi(ve, w) mit vy, v € V, w € W
und A € K sowie allen Elementen der Form (v, w; + Aws) — i(v,wy) — Ai(v, wy) mit
v eV, w,wy, €W und A € K erzeugt wird. Dann betrachte den Quotientenraum
VW :=FV x W)/G und die natiirliche Surjektion 7 : F(V x W) — F(V x W)/G
und fir v € V und w € W definiere v @ w := 7(i(v,w)) € Va W.

Nach Konstruktion ist

0 = m(i(vy + Avg, w) — i(vy, w) — Ni(ve,w)) = (V1 + Avg) @ W — V] @ W — A(Vy ® W)

und analog folgt v®(w;+Aws) = vOW;+A(v@ws). Damit ist die Funktion (v, w) — v@w
bilinear und wir miissen nur noch zeigen, dass die universelle Eigenschaft erfiillt ist.

Sei also ¢ : V x W — Z eine bilineare Abbildung in einen beliebigen K—Vektorraum
Z. Wenden wir die universelle Eigenschaft des freien Vektorraumes auf die Funktion ¢
an, dann erhalten wir eine lineare Abbildung ¢ : F(V x W) — Z, die ¢ o i = ¢ erfiillt.
Nun rechnen wir einfach

P(i(vr + Avg, w) —i(vr, w) = Ai(vz, w)) = (v1 + Avg, w) — (v1, w) — Ap(vz, w) = 0,

weil ¢ bilinear ist. Analog liegt auch jedes Element der Form (v, wy + Awsg) — (v, wy) —
Ai(v,wse) im Kern von ¢. Damit liegt aber der Teilraum G, der von allen diesen Ele-
menten erzeugt wird im Kern von ¢. Somit kénnen wir die universelle Eigenschaft des
Quotienten aus Proposition [5.11] anwenden, die eine lineare Abbildung

p=p: F(VxW)/G=VaW—Z

AL

liefert, die @ o m = ¢ erfiillt. Damit gilt aber ¢(v ® w) = @(i(v,w)) = (v, w).

Aus den universellen Eigenschaften wissen wir auch, dass eine lineare Abbildung
f: F(VxW)/G — Z eindeutig durch die lineare Abbildung for : F(V x W) — Z
bestimmt ist, die wiederum eindeutig durch f o 7w o ¢ festgelegt wird. Damit ist aber
eine lineare Abbildung f : V ® W durch die Werte auf den Elementen der Form v ® w
vollstdndig bestimmt. O

11.4. Grundlegende Eigenschaften. Aus der abstrakten Konstruktion in Satz
ist nicht offensichtlich, wie das Tensorprodukt tatséchlich aussieht. Zunachst ist nur
klar, dass man fiir Elemente v € V und w € W immer ein Element v®w € V®W erhélt.
Aus der Bilinearitét ergeben sich natiirlich Eigenschaften wie A(v @ w) = (M) @ w =
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v® (Aw) fir X € K oder (v +v2) ®@w = vy @w+v, ®w. Um einige weitere Eigenschaften
abklaren zu kénnen, bendtigen wir noch ein Resultat.

LEMMA 11.4. Sei V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K mit Dualraum V* =
L(V,K).

(1) Sind vy, ...,vy € V linear unabhingig, dann findet man lineare Funktionale
M- A € VF, sodass A\i(v;) = 1 fiir alle i und X\;(vj) =0 fiir alle j # i gilt.

(2) Sind A1, ..., \, € V* linear unabhdngig, dann findet man Vektoren vy, ..., v €
V', sodass \i(v;) =1 fiir alle i und \;(v;) = 0 fir alle j # i gilt.

BEWEIS. (1) Man erweitert die linear unabhéngige Menge {vy, ..., v} zu einer Basis
von V' (Korollar |4.5(im endlichdimensionalen Fall, sonst Satz . Dann definiert man \;
als die eindeutige lineare Abbildung V' — K, die v; auf 1 und alle anderen Basiselemente
auf 0 abbildet.

(2) Betrachte die (offensichtlich lineare) Abbildung f : V — K, die definiert ist
durch f(v) := (A (v),..., \e(v)). Wir behaupten, dass f surjektiv ist. Wére das nicht
der Fall, dann finden wir eine lineare Abbildung 0 # u : K¥ — K, sodass po f = 0 gilt.
Man kann nimlich eine Basis von Im(f) zu einer Basis von K¥ erweitern und dann y so
definieren, dass einer der hinzugekommenen Basisvektoren auf 1 und alle anderen auf
0 abgebildet werden. Nun gibt es Elemente aq, ..., a; € K, von denen mindestens eines
ungleich Null ist, sodass p(r1,...,7%) = a171 + - - - + agry gilt. Die Gleichung po f =0,
sagt dann gerade, dass

0=a1\(v) + -+ apAe(v) = (a1 A + - -+ + apAg)(v)

fiir alle v € V' gilt. Damit ist aber a1 A\; + - - - + ax A\, = 0, ein Widerspruch zur linearen
Unabhéngigkeit der \;. Damit ist f surjektiv und wir kénnen fiir jedes ¢ ein Urbild v;
von e; wahlen. O

Damit konnen wir nun mehr iiber die Struktur von V ® W herausfinden.

ProPOSITION 11.4. Seien V' und W Vektorrdaume tber K.
(1) Die Menge {v @ w :v € V,w € W} ist ein Erzeugendensystem fir Ve W.
(2) Jedes Element von V@ W kann in der Form Zle v; @ w; fir ein k € N, linear

unabhdngige Vektoren vy, ... ,vx € V und beliebige Vektoren wy, ... ,w, € W geschrieben
werden.
(3) Ein Ausdruck der Form Zle v; @w; mit linear unabhingigen Vektoren vy, ..., vy

stellt nur dann den Nullvektor in V@ W dar, wenn alle w; gleich Null sind.

(4) Sind V' und W endlichdimensional und sind {v1,...,v,} und {wy,...,w,} Ba-
sen fur V und W, dann ist B := {v; @w; : 1 <i <n,1 < j <m} eine Basis fir Vo W.
Insbesondere ist dim(V @ W) = dim (V') dim(W).

BEWEIS. (1) Sei A C V ®W der von allen Elementen der Form v ® w erzeugte Teil-
raum. Betrachte den Quotientenraum Z := (V' ® W)/A und die kanonische Surjektion
m:V®W — Z. Dann gilt nach Konstruktion m(v ® w) = 0 fiir alle v € V und w € W
Da aber die Nullabbildung die gleiche Eigenschaft hat, muss nach der Eindeutigkeit in
der universellen Eigenschaft 7 = 0 gelten. Damit ist aber A = Ker(7) =V @ W.

(2) Wir bemerken zunéchst, dass nach der Bilinearitdt v ® 0 = 0 ® w = 0 fur alle
v eV und w € W gilt. Damit kann man den Nullvektor als v ® 0 mit v # 0 (also linear
unabhéngig) darstellen.

Nach Teil (1) gibt es fiir ein Element £ € V®@W endlich viele Vektoren vy, ..., v, € V
und wyq,...,wp, € W, sodass £ = Zle v; ® w; gilt. Nachdem man Terme mit gleicher
v—-Komponente offensichtlich zusammenfassen kann, diirfen wir ohne Beschrankung der
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Allgemeinheit annehmen, dass die v; alle verschieden und # 0 sind. Wenn die v; linear
unabhéngig sind, dann sind wir fertig.

Wenn nicht, dann behaupten wir, dass wir nach eventuellem Umnummerieren eine
Darstellung der Form & = Zf;ll v; ® w; erhalten. Nach Satz E kénnen wir namlich,
eventuell nach Umnummerieren, v, als Linearkombination von vy, ..., v, schreiben,
erhalten also vy = Zf;ll a;v; mit a; € K. Damit ist aber v, @ wy = Zf;i v; ® (a;wy) und
man muss nur noch w; = w; + a;w, fiir alle 7 setzen. In endlich vielen Schritten fiithrt
das zu einer Darstellung der gewiinschten Form oder zu ¢ = 0, wofiir wir oben schon
eine passende Darstellung gefunden haben.

(3) Sei zunéchst A : V — K ein lineares Funktional. Betrachte die Abbildung ¢, :
VxW — W, die durch (v, w) := A(v)w gegeben ist. Diese Abbildung ist offensichtlich
bilinear, also gibt es eine eindeutige lineare Abbildung @) : V@ W — W, die v ® w auf
A(v)w abbildet. Haben wir linear unabhéngige Vektoren vy,...,vx € V gegeben, dann
finden wir nach Lemma lineare Funktionale Ay, ..., \; € V*, sodass \;(v;) = 1 und
Ai(v;) = 0 fiir 4 # j ist. Ist nun 0 = %

J=1

0= @Ai(zj' v; @ wj) = Zj Az‘(”j)wj = w;.

(4) Sind v € V und w € W, dann finden wir Skalare a; und b;, sodass v = . a;v;
und w =}, bjw;. Damit ist aber v@w = 3, ; a;b;v;®v;. Damit liegt v®@w im Erzeugnis
von B und nach (1) ist B ein Erzeugendensystem fiir V' & W.

Seien andererseits a;; € K Skalare, sodass ZZ ; QijV; @ wj = 0 gilt. Dann schreiben
wir das als 0 = >, v; ® (3_; a;;w;). Da die v; linear unabhéngig sind, folgt >, ajjw; =0
fir alle ¢ = 1,...,n aus (3). Wegen der linearen Unabhéngigkeit der w; ist das nur
moglich, wenn a;; = 0 fiir alle j = 1,...,m gilt. Damit ist B linear unabhéngig, also
eine Basis. Die Aussage iiber die Dimension folgt offensichtlich. 0

v; ® wj, dann folgt

Aus diesen Resultaten folgt auch, dass allgemeine Elemente von V ® W nicht in
der Form v ® w geschrieben werden konnen. Seien etwa vy, vo linear unabhéngig in V
und wy, we linear unabhéngig in W. Dann gilt vy ® wy + vy ® we # v ® w fiir alle
v € V und w € W. Sonst kénnte man nédmlich 0 = v; ® w; + ve ® Wy + v @ (—w)
schreiben. Nach Teil (3) des Lemmas kénnen vy, v9, v nicht linear unabhéngig sein, also
folgt leicht, dass v = ajv; + agvs fiir passendes aq,as € K gelten muss. Dann ist aber
VR (—w) = vy ® (—aw) + vy ® (—agw) und setzt man das ein, dann erhdlt man
0=v ® (W —aqw) + v2 ® (wy — asw). Nochmals nach Teil (3) der Proposition folgt
daraus w; = a;w und wy = asw, ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit.

Man nennt Elemente der Form v ® w in V ® W zerlegbare Tensoren. Wir werden
in Kiirze ein Beispiel besprechen, in dem man sehr handlich verstehen kann, welche
Elemente zerlegbar sind.

11.5. Anwendung: Komplexifizierungen. Wir haben schon 6fters benutzt, dass
man eine Matrix mit reellen Eintragungen auch als komplexe Matrix ansehen kann oder
allgemeiner eine Matrix mit Eintragungen in K als Matrix iiber dem algebraischen
Abschluss von K. Dahinter steckt ein Zusammenhang von R™ und C" der fiir diese
beiden Raume ziemlich offensichtlich ist. Mit Hilfe von Tensorprodukten kann man ein
Analogon dieser Konstruktion fiir allgemeine Vektorrdume angeben.

Aus Teil (2) von Beispiel wissen wir, dass die Einschrankung von Addition
und Multiplikation C zu einem Vektorraum iiber R macht. Fiir einen beliebigen R-
Vektorraum V' definieren wir nun die Komplezifizierung Ve von V durch Vg := C®g V.
Das ist ein Vektorraum iiber R, aber man kann leicht eine Skalarmultiplikation mit kom-
plexen Zahlen definieren. Fiir fixes A € C betrachtet man die Abbildung C x V' — Vf,
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die durch (u, v) — Ap®v gegeben ist. Diese ist offensichtlich bilinear iiber R, also erhélt
man eine eindeutige R-lineare Abbildung Ve — V¢, die ein Element der Form p® v auf
(M) ® v abbildet. Definiert man dadurch die Multiplikation mit A, dann erhilt man
eine Funktion C x Vg — Vi, die durch A - (1 ® v) = (Ap) ® v charakterisiert ist.

PrROPOSITION 11.5. Sei V' ein R-Vektorraum mit Komplezifizierung Ve und sei
j V= V¢ definiert durch j(v) :=1® v.

(1) Die oben definierte Skalarmultiplikation macht Vi zu einem komplezen Vektor-
raum. Ist V' endlichdimensional, dann auch Vg und dime(Ve) = dimg(V). Ist B =
{v1,...,v,} eine Basis fir V., dann ist {j(v1),...,j(v,)} eine C-Basis fiir V.

(2) Fir einen beliebigen C—Vektorraum W und eine R-lineare Abbildung f -V — W
gibt es eine eindeutige C—lineare Abbildung f Ve = W, die foj = f erfillt.

Beweis. (1) Die verlangten Eigenschaften der Skalarmultiplikation folgen leicht aus
der definierenden Gleichung. Fiir die Basis B bilden nach Proposition die Elemente
1®uv, = j(vg) und i@vy, = i-j(vy) eine R—Basis fiir V. Damit ist einerseits dimg(V¢) =
2n also dimc¢(Ve) = n. Andererseits folgt auch, dass die Elemente j(v1),...,j(v,) ein
Erzeugendensystem fiir den C-Vektorraum V¢ und damit eine Basis bilden.

(2) Haben wir f : V. — W gegeben, dann definieren wir ¢ : C x V. — W durch
©(A,v) := X f(v). Diese Abbildung ist offensichtlich R-bilinear, also erhalten wir eine
R-lineare Abbildung f = ¢ : Ve — W. Diese ist durch f(A®v) = A- f(v) charakterisiert,

erfiillt also f o 7 = f. Andererseits folgt aber
F - (e V) = F(() ®v) = A~ f(v) = X f(n@w),

und damit ist f C-linear. Nachdem j(V) C Vi ein Erzeugendensystem iiber C ist, ist
jede C—lineare Abbildung auf Vi durch ihre Komposition mit j eindeutig bestimmt. [J

Fiir die Komplexifizierung gibt es auch direktere Konstruktionen. Beispielsweise
kann man V x V mit der komponentenweisen Addition betrachten und die Skalar-
multiplikation durch (a + ib)(vy,vs) := (av; — bvy, buy + avy) definieren und dann alle
Eigenschaften direkt verifizieren.

Die Konstruktion mit dem Tensorprodukt ist aber viel allgemeiner. Sie funktioniert
vollig analog fiir beliebige Korpererweiterungen. Ist K C L ein Teilkorper, dann be-
zeichnet man L als Korpererweiterung von K. Aus den Korpereigenschaften folgt sofort,
dass die Einschriankung der Multiplikation zusammen mit der Addition I zu einem K-
Vektorraum macht. Dann kann man einem K—Vektorraum V den Raum Vi, (=L ®x V
zuordnen, der in natiirlicher Weise ein L-Vektorraum ist. Die Abbildung j(v) :=1®V
definiert eine K-lineare Abbildung V' — V1, die eine universelle Eigenschaft analog zu
Teil (2) von Proposition besitzt. Analoge Konstruktionen funktionieren auch iiber
Ringen.

11.6. Das Tensorprodukt als Operation. Zunichst bemerken wir, dass auch
das Tensorprodukt nicht nur eine Konstruktion fiir Vektorrdume, sondern auch fiir li-
neare Abbildungen ist. Seien Vi, V5, W7 und W5 Vektorrdume iiber K und f: V3 — Vs
und g : W7 — W, lineare Abbildungen. Betrachte die Funktion V; x Wi — Vo ® W, die
definiert ist durch (v,w) — f(v) ® g(w). Man verifiziert sofort, dass diese Abbildung
bilinear ist, also gibt es eine eindeutige lineare Abbildung f® g : Vi @ W7 — Vo ® W,
die (f ® g9)(v @ w) = f(v) ® g(w) erfiillt. Man nennt diese Abbildung das Tensorpro-
dukt der linearen Abbildungen f und g. Auch hier verifiziert man leicht die funktoriellen
Eigenschaften (f1 0 fo) ® (g1092) = (f1 @ g1) © (fo ® g2) und id ®id = id.
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Damit kann man im weiteren die Aussagen {iber Natiirlichkeit prizise machen, wie
wir das in besprochen haben. Wir werden diese Verifikationen aber meist auslassen
und uns damit begniigen festzustellen, dass man Abbildungen “auf natiirliche Weise
angeben” kann. Wir verifizieren nun Eigenschaften des Tensorprodukts, die analog zu
Assoziativitat, Kommutativitit und der Existenz eines neutralen Elements sind.

PropPOSITION 11.6. Seien U, V und W Vektorraume iiber einem Korper K. Dann
gibt es fiir die Tensorprodukte tiber K folgende natirliche Isomorphismen: URQ(VQW') =
UV) oW, VoW 2WeV undKeV =V.

BEWEIS. Sei ¢ : K x V' — V die Skalarmultiplikation, also ¢(r,v) := r - v. Dann
sagen die entsprechenden Vektorraumaxiome, dass ¢ bilinear ist, also eine eindeutige
lineare Abbildung ¢ : K® V' — V induziert. Umgekehrt definiert v — 1 ® v eine lineare
Abbildung V' — K ® V, und man verifiziert sofort, dass diese invers zu ¢ ist. Damit
folgt der letzte der Isomorphismen.

Analog definiert ¢(v, w) := w ® v eine bilineare Abbildung V- x W — W ® V, die
eine lineare Abbildung ¢ : V@ W — W ® V induziert. Analog konstruiert man eine
inverse lineare Abbildung W @V — V @ W.

Fiir den ersten der behaupteten Isomorphismen konstruiert man analog in zwei
Schritten eine lineare Abbildung U @ (V @ W) — (U V) ®@ W, die © ® (v @ w)
auf (u ® v) ® w abbildet und ebenso eine Inverse dazu. O

Durch dieses Resultat kann man das Tensorprodukt von drei Vektorrdumen einfach
als U ® V ® W schreiben und erhélt darin Elemente der Form v ® v ® w. Man sieht
leicht, dass dieses Tensorprodukt eine universelle Eigenschaft besitzt. Ist ndmlich Z ein
beliebiger K—Vektorraum und ¢ : U x V x W — Z eine trilineare Abbildung (also linear
in der dritten Variable, sofern man zwei der drei Variablen festhélt). Dann gibt es eine
eindeutige lineare Abbildung ¢ : U@V @ W — Z, sodass p(u @ v ® w) = ¢(u, v, w)
gilt.

Allgemeiner kann man fiir Vektorrdume Vi, ...,V das Tensorprodukt Vi ® --- ® Vj,
bilden, das eine universelle Eigenschaft fiir k—lineare Abbildungen Vi x ... x V, — Z
besitzt. Hat man fiir ¢ = 1,...,k weitere Vektorraume W; und lineare Abbildungen
fi + Vi = W; gegeben, dann erhilt man

A @fh VNV, =W ®- - W,

und wieder sind funktorielle Figenschaften erfiillt. Setzt man in einem k—fachen Ten-
sorprodukt V; = V fiir einen fixen Vektorraum V und alle i« = 1,...,k, dann erhélt
man die kte Tensorpotenz von V, die mit ®*V bezeichnet wird und die eine universelle
Eigenschaft fiir k-lineare Abbildungen V* — Z in beliebige K-Vektorrdume Z besitzt.
Eine lineare Abbildung f : V — W liefert dann ®*f : @V — QFW.

An dieser Stelle ist etwas Vorsicht geboten. Der natiirliche Isomorphismus V@ W —
W ® V aus Proposition [I1.6], der durch die Vertauschung der Elemente induziert wird,
bedeutet nicht, dass es fiir linear unabhéngige Vektoren v; und v, in V' einen Zusam-
menhang zwischen den Elementen v; ® v, und v, @ v; von V ® V = ®2V gibt. Das sind
vollkommen unabhéngige Elemente. Analog kommt es auch in héheren Tensorpotenzen
stark auf die Reihenfolge der Elemente an.

11.7. Einige weitere natiirliche Abbildungen und Isomorphismen.

PROPOSITION 11.7. Seien V und W Vektorrdume tiber K. Dann gilt:
(1) Fiir jeden K-Vektorraum Z Sind die Riume L(V @ W, Z), L(V,L(W,Z)) und
LW, L(V, Z)) natiirlich isomorph. Insbesondere gilt (V@ W)* = L(V,W*) = L(W, V™).
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(2) Es gibt eine natirliche injektive Abbildung V* @ W* — (V. @ W)*, die ein
Isomorphismus ist, falls V und W endlichdimensional sind.

(3) Es gibt eine injektive natiirliche lineare Abbildung V*@W — L(V, W), deren Bild
die Menge all jener linearen Abbildung f : V — W ist, fiir die Im(f) endlichdimensional
ist. Insbesondere ist V* @ W = L(V,W), falls V' oder W endlichdimensional ist.

(4) Es gibt eine eindeutige natiirliche Surjektion C : V* @V — K, die C(A @ v) =
Av) erfillt. Ist V' endlichdimensional, dann findet man auch eine natiirliche Injektion
J:K—=V*®V, sodass C o j die Multiplikation mit dim(V") ist.

BEWEIS. (1) Fiir eine bilineare Abbildung ¢ : V- x W — Z erhilt man nach Defi-
nition des Tensorprodukts eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : V @ W — Z sodass
P(v ®w) = ¢(v,w) gilt. Das definiert eine Funktion B(V,W;Z) — L(V @ W, Z). Fiir
v, € B(V,W;Z) und X in K gilt aber

(@ + M) (v @ w) = (v, w) + Mp(v,w) = (p + M) (v, ).

Damit folgt ¢ + A\i) = @ + \ib also ist unsere Abbildung linear. Die Bijektivitit der
Abbildung folgt unmittelbar aus der universellen Eigenschaft, also ist B(V,W; Z) =
L(V ® W, Z) und damit folgen die restlichen Isomorphismen aus Proposition [I1.3] Die
Natiirlichkeit iberlegt man leicht, sieche Bemerkung [I1.7} Fiir Z = K erhilt man sofort
die Aussage iiber die Dualrdume.

(2) Fir A € V* also A : V. — K, und g € W* definiert das Tensorprodukt A ® u
von linearen Abbildungen eine lineare Abbildung V ® W — K ® K. Benutzt man den
Isomorphismus K ® K — K aus Proposition dann kann man A ® p als lineares
Funktional auf V @ W betrachten, das durch (A® u)(v @ w) = A(v)u(w) charakterisiert
ist. Man verifiziert sofort, dass die Abbildung V* x W* — L(V @ W,K), die (A, )
auf A ® p abbildet, bilinear ist, also erhélt man eine lineare Abbildung V* @ W* —

L(V @ W,K).
Um zu zeigen, dass diese natiirliche Abbildung injektiv ist, geniigt es nach Propositi-
on|11.4]zu zeigen, dass fiir linear unabhéngige Funktionale Ay, ..., Ay € V* und beliebige

Wiy - pe € W* die Abbildung >N\ ® p; 0 V@ W — K nur dann gleich Null ist, wenn
alle p; gleich 0 sind. Nach Lemma finden wir vy, ..., v, € V, sodass \;(v;) = 1 fiir
alle ¢ und \;(vj) = 0 fur ¢ # j gilt. Ist >, A\; ® p; die Nullabbildung, dann folgt

0=(3_;A @ py)(vi @w) =35 Aj(vi)pj(w) = pi(w)
fiir beliebiges w € W und damit y; = 0.

(3) Fir A € V* also A : V' — K linear und w € W, betrachte die Abbildung V' — W,
die v auf A\(v)w abbildet. Diese Abbildung ist offensichtlich linear, also haben wir eine
Abbildung V* x W — L(V,W) definiert. Man verifiziert sofort, dass diese Abbildung
bilinear ist, also induziert sie nach der universellen Eigenschaft eine lineare Abbildung
V*@ W — L(V,W). Die Natiirlichkeit dieser Abbildung ist leicht zu verifizieren.

Um zu sehen, dass diese Abbildung injektiv ist, miissen wir nach Proposition
wieder nur zeigen, dass fiir linear unabhéngige Funktionale A\, ..., A; auf V und belie-
bige Elemente wy, ..., w; € W, die lineare Abbildung V' — W zu >, \; ® w; nur dann
Null ist, wenn alle w; = 0 sind. Nach Lemma finden wir wieder vq,...,v; € V, so-
dass \;(v;) gleich 1 fiir ¢ = j und gleich 0 fiir i # j ist. Die lineare Abbildung >, A\; ®w;
bildet aber dann genau v; auf w; ab, also folgt die Behauptung.

Ist f die lineare Abbildung zu Zle i @ w;, dann gilt f(v) = > . \i(v)w;, also liegt
f(v) immer im Erzeugnis von {wy,...,w;}. Damit ist aber Im(f) in diesem Erzeugnis
enthalten und damit endlichdimensional.
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Sei umgekehrt f : V' — W eine lineare Abbildung mit endlichdimensionalem Bild
Im(f). W&hlt man eine Basis {wy,...,w;} fiir Im(f), dann gibt es zu jedem Vektor
v € V eindeutige Elemente A (v), ..., \(v) € K, sodass f(v) = S5, \i(v)w; gilt. Das
definiert Funktionen A{,..., Ay : V — K, die klarerweise linear sind und offensichtlich
ist f dann die lineare Abbildung zu Zle Ai ® w;.

Ist V oder W endlichdimensional, dann hat jede lineare Abbildung f : V — W
endlichdimensionales Bild, also folgt die letzte Behauptung.

(4) Betrachte die Abbildung V* x V' — K, die (A, v) auf A(v) abbildet. Diese ist
offensichtlich bilinear und liefert daher eine lineare Abbildung C : V* ® V — K wie
behauptet.

Fiir jeden Vektorraum V definiert r — ridy eine natiirliche, injektive lineare Ab-
bildung K — L(V, V). Ist V endlichdimensional, dann kann man nach (3) den Raum
L(V,V) mit V*®V identifizieren. Dort sehen wir auch, wie man j(r) € V*®@ V explizit
beschreiben kann: Man wéhlt eine Basis B := {v,...,v,} fir V. Dann benétigt man
Funktionale \;, sodass rid(v) = Y . A\;(v)v; gilt. Die Elemente {¢;} der dualen Basis
zu B sind erfiillen genau das fiir r = 1, also gilt j(r) = r)_, ¢; ® v;. Daraus folgt aber
C(j(r)) = dim(V)r sofort. O

BEMERKUNG 11.7. (1) Um die Natiirlichkeit in Teil (1) der Proposition explizit
zu verifizieren, muss man zunéchst {iberlegen, was das alles eigentlich bedeutet. Unser
Isomorphismus L(V, L(W, Z)) — L(V @ W, Z) ist dadurch charakterisiert, dass er aus
einer Abbildung ® : V. — L(W, Z) die eindeutige lineare Abbildung ¥ : V@ W — Z
macht, die U (v@w) = ®(v)(w) erfiillt. Nehmen wir nun an, dass wir lineare Abbildungen
f:V=>V,g:W—=Wundh:Z — Z gegeben haben. Dann erhalten wir Abbildungen
L(V,L(W,Z)) = L(V,L(W,Z)) und L(V @ W, Z) — L(V ® W, Z). Das Bild von ®
unter der ersten Abbildung ist dadurch charakterisiert, dass man v € V die lineare
Abbildung h o ®(f(v)) o g zuordnet. Das Bild von ¥ unter der zweiten Abbildung ist
einfach ho Wo (f ® g). Wendet man das auf 0 ® & an, dann erhélt man

h(W(f(0) ® g(w))) = h((f(0))(g())).

Damit folgt aber, dass unser Isomorphismus mit den beiden Abbildungen vertréglich
ist.

(2) Der Beweis von Teil (3) der Proposition liefert auch die in angekiindigte
schone Interpretation von zerlegbaren Tensoren. Wir kénnen V* @ W mit dem Raum
aller linearen Abbildungen f : V' — W identifizieren, die endlichdimensionales Bild, also
endlichen Rang haben. Aus dem Beweis sieht man, dass zerlegbare Tensoren (ungleich
Null) genau den linearen Abbildungen mit Rang 1 entsprechen.

(3) Wenn man bereit ist, sich auf Félle zu beschrinken, in denen zumindest ein
Faktor endlichdimensional ist, dann kann man ein Tensorprodukt auch ohne Umweg
iiber den freien Vektorraum direkt konstruieren. Ist etwa V' endlichdimensional, dann
kann man V @ W einfach als L(V*, W) realisieren. Dazu definiert man b : V- x W —
L(V*, W) indem man (v, w) auf die Abbildung A — A(v)w abbildet.

Sei nun ® : V x W — Z eine bilineare Abbildung. Sei B := {vy,...,v,} eine Basis
fir V- und B* = {¢1, ..., p,} die duale Basis fiir V*. Fir f € L(V*, W) betrachte dann
O(f) := 32, ®(vs, f(¢s)) € Z. Man verifiziert leicht, dass dies eine lineare Abbildung
d: L(V*, W) — Z definiert. Fiir v € V gilt v = >_; #j(v)v; und fiir ¢ € V* erhdlt man
¢ =>_;p(vj)p;. Die lineare Abbildung b(v,w) : V* — W ist daher durch b(v, w)(p) =
p)w = 37 p(v;)pj(v)w gegeben und erfiillt daher b(v, w)(¢;) = @;i(v)w. Damit ist
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aber
(b(v,w)) = 32 P(vi, pi(v)w) = P32, pi(v)vi, w) = (v, w).

Nun zeigt man leicht, dass fiir eine lineare Abbildung f : V* — W die Gleichung f =
> b(vi, f(pi)) gilt. Damit ist eine lineare Abbildung von L(V*, W) in einen Vektorraum
durch ihre Werte auf den Elementen b(v, w) eindeutig bestimmt. Also ist (L(V*, W), b)
ein Tensorprodukt von V' und W. 3

Etwas miithsamer kann man auch nachrechnen, dass ® unabhingig von der Wahl der
Basis v; ist. Dazu benutzt man, dass es fiir eine andere Basis C := {wy,...,w,} mit
dualer Basis {¢1,...,%,} und die Basiswechselmatrizen A = [id|§ = (a;;) und A™' =
id]5 = (b;;) die Gleichungen w; = >, a;jv; und v; = > b;w; fiir alle j gelten. Wendet
man auf die erste Gleichung ; an, dann folgt ¢;(w;) = a;; und damit ¢; = 3 a;;9;.
Das setzt man gemeinsam mit der Formel fiir v; in die Definition von ® ein und daraus
folgt das Resultat durch direkte Rechnung.

(4) Sei V endlichdimensional und f : V' — V linear. Aus dem Beweis von Teil (3)
von Proposition sehen wir, wie man f als Element von V* ® V realisiert. Fiir eine
Basis B = {v1,...,v,} definiert man Ay,..., A\, : V = K durch f(v) = >, \i(v)v;, also
gilt [f(v)]g = (A1 (v),..., An(v)). Das bedeutet aber gerade, dass die Matrixdarstellung
[fls = (aij) durch a;; = A;(v;) gegeben ist. Als Element von V*®@V ist f durch ), \;®v;
gegeben. Die Abbildung C aus Teil (4) von Proposition bildet dieses Element auf
Yo iNi(vi) = >0, ai = tr([flg) = tr(f) ab. Deshalb wird C als Spur oder als Kontraktion
bezeichnet. Das liefert eine Definition der Spur ohne den Umweg iiber Matrizen.

(5) Mit Hilfe der Kontraktion kann man viele natiirliche Operationen in schoner
Weise darstellen. Zunéchst kann man die Kontraktion problemlos erweitern. Ist W ein
beliebiger Vektorraum, dann erhélt man C®idy : V@V @ W — W. Kommen in einem
Tensorprodukt mehrere Faktoren V' und V* vor, dann kann man jeweils einen Faktor
auswéhlen und darauf eine Kontraktion anwenden. So erhélt man etwa eine Kontraktion
V*@W ®V — W. Fasst man den Raum als Teilraum von L(V, W) ® V auf, dann ist
diese Kontraktion durch f ® v — f(v) gegeben. Analog kénnen wir eine Kontraktion
V@ W @ W* = V* definieren. Wendet man diese auf f ® p an, dann erhélt man ein
Element f(x) € V* und hat so f € V* @ W eine lineare Abbildung f : W* — V*
zugeordnet.

Betrachtet man nun V@ W ® V ® W*, dann kann man zunédchst nach W @ W*
und dann nach K kontrahieren oder erst nach V* ® V' und dann weiter nach K. Die-
se beiden Kontraktionen miissen iibereinstimmen, weil sie beide der 4-linearen Abbil-
dung (A, w, v, 1) — A(v)p(w) entsprechen. Betrachten wir das wieder als Teilraum von
L(V,IW)®V @ W* dann erhdlt man einerseits f ® v @ p — f(v) @ u — u(f(v)).
Andererseits ergibt sich f ® p®@ v = f(u) @ v — (f(1))(v). Man erhilt also gerade
f (1) = po f, also liefert das genau die duale Abbildung zu f.

Symmetrische und duflere Potenzen

11.8. Symmetrische Potenzen. Seien V und Z Vektorrdume iiber einem Kérper
K und sei ¢ : V x V. — Z eine bilineare Abbildung. Analog zu nennt man ¢
symmetrisch, wenn @(vy,vg) = p(ve, v1) fiir alle vy, vy € V' gilt. Das lasst sich problemlos
auf mehrere Argumente, also auf k-lineare Abbildungen V* — Z verallgemeinern. Hier
verlangt man einfach, dass der Wert von ¢ unverdndert bleibt, wenn man zwei der
Argumente von ¢ vertauscht. Daraus folgt dann sofort, dass fiir jede Permutation o €
Sy, die Gleichung ¢ (vo(1), - - -, Vo)) = ©(v1, ..., vg) gilt.
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Nun kann man sich natiirlich fragen, ob es analog zu den Tensorpotenzen auch
Raume gibt, die eine universelle Eigenschaft fiir symmetrische k-lineare Abbildungen
haben. Analog zu den bisher besprochenen Féllen ist so ein Raum, wenn er existiert,
durch die universelle Eigenschaft bis auf natiirliche Isomorphie eindeutig bestimmt, also
muss man sich wieder nicht darum kiimmern, wie der Raum konstruiert wurde.

ProPOSITION 11.8. Sei V' ein Vektorraum tber K und sei k > 2. Dann gilt:

(1) Es gibt einen Vektorraum S*V wund eine symmetrische, k-lineare Abbildung
VEk — SV, die man als (vy,...,v5) = v V- Vo, schreibt, sodass folgende universelle
Eigenschaft erfillt ist: Fir einen K-Vektorraum Z und eine k-lineare, symmetrische
Abbildung ¢ : VF — Z gibt es eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : S*V — Z, sodass
Qv V- V) = (v, ...,u) gilt.

(2) Ist W noch ein K-Vektorraum und f : V. — W eine lineare Abbildung, dann
erhalten wir eine induzierte lineare Abbildung S*f : S¥V — SkW , die durch

(S")(or V- Vo) = flu) VooV f (o)

charakterisiert ist. Es gilt S*(go f) = Skgo S*f und S*idy = idgky .
(3) Ist V' endlichdimensional und {v,...,v,} eine Basis fir V, dann bilden die
Elemente vy, V---Vuv;, mit1l <3 <iy <--- <14 <n eine Basis fiir SkV . Insbesondere

it dim(SHV) = (PH4°7) = il

BEWEIS. (1) Man betrachtet die Tensorpotenz ®*V und den Teilraum A C &V,
der von allen Elementen der Form

(R RURAN—ERURu QN

mit vy, vy € V, & ein Tensorprodukt von ¢ Elementen von V mit 1 <¢ < k — 2 und n
ein Tensorprodukt von k — 2 — i Elementen von V. Dann definiert man S*V := @V /A
und v V- Vo = 1(0, @ - @y ), wobei 7 : @V — ®@*V/ A die kanonische Surjektion
bezeichnet.

Die Abbildung (v1,...,vg) +— v; V -+ V vy ist offensichtlich k-linear. Auflerdem
gilt nach Konstruktion, dass sich am Wert von vy V --- V v nichts &ndert, wenn man
zwei benachbarte Vektoren vertauscht, weil dann die Differenz der Tensorprodukte in
A = Ker(m) liegt. Nachdem man aber jede Vertauschung durch iterierte Vertauschung
benachbarter Elemente erzeugen kann, ist die Abbildung symmetrisch.

Sei nun ¢ : V¥ — Z eine symmetrische, k-lineare Abbildung. Dann gibt es nach der
universellen Eigenschaft der Tensorpotenz eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : @*V —
Z, sodass $(v1 @ - -+ @ vg) = p(v1, ..., vx) gilt. Da ¢ symmetrisch ist, folgt sofort, dass
jedes der erzeugenden Elemente von A von oben im Kern von ¢ liegt. Damit gilt aber
A C Ker(p) und man findet eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : S¥V — Z, sodass
pom = ¢ gilt. Das liefert genau die gewiinschte Eigenschaft fiir ¢.

(2) Die Abbildung V* — S*¥W, die durch (vy,...,vx) = f(v1) V-V f(vr) definiert
ist, ist offensichtlich k-linear und symmetrisch, induziert also nach Teil (1) eine eindeu-
tige lineare Abbildung S*f : S¥V — S*¥W. Die weiteren Behauptungen folgen sofort
aus dieser Charakterisierung.

(3) Nach Teil (4) von Lemma bilden die Elemente der Form v, ® -+ ® v;,
fiir beliebige i1, ...,ix € {1,...,n} ein Erzeugendensystem fiir ®*V. Damit bilden ihre
Bilder unter 7 ein Erzeugendensystem fiir S*V. Aus der Symmetrie des V-Produkts
folgt, dass man die Faktoren in der angegebenen Reihenfolge anordnen kann. Damit
bilden die angegebenen Elemente ein Erzeugendensystem.
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Fiir ein Tupel 1 <1y <19 < -+ <14 < n definieren wir nun eine lineare Abbildung
[ @V — K, indem wir das Element v;; ® --- ® v;, und alle Elemente, die daraus
durch eine Permutation der Vektoren hervorgehen, auf Eins abbilden und alle iibrigen
Basiselemente auf 0. Dann folgt sofort, dass A C Ker(f) gilt, also erhalten wir eine
lineare Abbildung \;, ;, = f : S*V — K. Dann gilt nach Konstruktion offensichtlich
Xiyoin(Vi, Voo Vo, ) =1, aber fiir jedes andere Tupel mit 1 < j; < jo <--- < jp <n
muss A, (vj, V---Vwu;) = 0 sein. Daraus folgt sofort die lineare Unabhéngigkeit der
angegebenen Elemente.

Um die Formel fiir die Dimension zu beweisen, verwenden man einen einfachen Trick.
Wenn 1 <4 < -+ < <ngilt,dann gilt 1 < i3 <ig+1 <~ <ip+(k—1) <

n + k — 1. Damit erhalten wir aus dem Tupel (iq,...,i) die k—elementige Teilmenge
{ir,io+1,.. . ig+(k—1)} von {1,... , n+k—1}. Haben wir umgekehrt eine k—elementige
Teilmenge von {1,...,n+ k — 1} gegeben, dann kénnen sie der Reihe nach ordnen und

erhalten 1 < 0y < ly < --- <l < n+k—1. Dann folgt aber fiir jedes r, dass ¢, < n+r—1
gilt und somit ist 1 <03 <l —1</l3—2< ... </l —k+1 < n. Damit sehen wir, dass
die angegebenen Tupel in bijektiver Korrespondenz mit den k—elementigen Teilmengen
einer Menge mit n+k — 1 Elementen steht, woraus sich die Anzahl der Tupel ergibt. [

11.9. AuBere Potenzen. In Beispiel und bei den Determinanten in Kapitel |§|
haben wir schon gesehen, dass es neben dem Konzept von symmetrischen multilinearen
Abbildungen auch das “umgekehrte” Konzept gibt. Man nennt eine k—lineare Abbildung
¢ : V¥ — Z alternierend, wenn ¢(vy, ..., v;) = 0 gilt, sofern v; = v; fiir ein ¢ # j gilt.
Analog wie in und Veriﬁziert man, dass daraus die Gleichung gp(vg(l), e Ug(k)) =
sgn(o)e(vy, ..., vg) fiir jede Permutation o € &, mit Signum sgn(o) folgt. Wie in
gibt es auch fiir diese Abbildungen ein universelles Objekt, das iiberraschenderweise
wahrscheinlich sogar wichtiger ist, als die symmetrische Potenz.

PROPOSITION 11.9. Sei V' ein Vektorraum tber K und sei k > 2. Dann gilt:

(1) Es gibt einen Vektorraum A*V wund eine k-lineare, alternierende Abbildung
VE — ARV, die man als (vy, ..., v) = v1 A+ - Avy schreibt, sodass folgende universelle
FEigenschaft erfillt ist: Fiir einen K—Vektorraum Z und eine k—lineare, alternierende
Abbildung ¢ : VF — Z gibt es eine eindeutige lineare Abbildung @ : A*¥V — Z, sodass
Bon A Avg) = p(on, v gill

(2) Ist W noch ein K-Vektorraum und f : V. — W eine lineare Abbildung, dann
erhalten wir eine induzierte lineare Abbildung A*f : A*V — AW, die durch

AFflog Ae- Aog) = flon) A= A f(or)
charakterisiert ist. Es gilt A*(go f) = A¥go A*f und A*idy = idywy.
(3) Ist V' endlichdimensional und {vi,...,v,} eine Basis fir V, dann bilden die
Elemente vy N---Nv;, mit 1 < iy <ig < --- <1y <n eine Basis fiir A*V . Insbesondere

ist dim(A*FV) = () = #lk), fiir k < mn und A*V = {0} fir k > n.

BEWEIS. Man betrachtet den Teilraum A C ®*(V), der von allen Tensorprodukten
von Elementen von V' aufgespannt wird, in denen ein Vektor v € V mindestens zwei
mal vorkommt. Dann definiert man AV 1= @*V/Aund vy A---Avg =10, ®@ - - - Qup),
wobei 7 : ®*V — ®@¥V /A die kanonische Surjektion bezeichnet.

Die Abbildung (vy, ..., vx) — v1 A+ -+ Ay ist nach Konstruktion k-linear und alter-
nierend. Die universelle Eigenschaft und damit Teil (1), sowie Teil (2) folgen nun vollig
analog wie im symmetrischen Fall.

(3) Wie im symmetrischen Fall folgt sofort, dass die Elemente v;, A --- A v;, mit
1 <ip < iy < --- < iy < n ein Erzeugendensystem fiir A*V bilden. Fiir ein Tupel
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1 <i < --- < i, < n definieren wir eine lineare Abbildung f : ®*V — K indem
wir fiir jede Permutation ¢ € &, das Element Vigry @+ + ® Vi auf sgn(o) und alle
anderen Basiselemente auf Null abbilden. Analog wie im symmetrischen Fall liefert das
ein lineares Funktional auf AV, das v, A+ - Av;, auf Eins und alle anderen Elemente in
unserem Erzeugendensystem auf Null abbildet. Daraus folgt wieder, dass die angegebe-
nen Elemente eine Basis bilden. Die Behauptung {iber die Dimension folgt sofort, weil
die Basiselemente durch die k—elementigen Teilmengen der Menge {1,...,n} indiziert
werden. 0

Im Gegensatz zu den symmetrischen Potenzen, wachsen die Dimensionen der &uflern
Potenzen eines endlichdimensionalen Raumes nicht mit dem Grad. Ist dim(V') = n, dann
ist A*V = {0} fiir £ > n und dim(A"V) = 1, also A"V = K. Die letzte Aussage ent-
spricht genau der Aussage aus Satz [6.7] dass es bis auf Vielfache genau eine n-lineare
alternierende Funktion V™ — K gibt. Solche Funktionen entsprechen ja genau linearen
Abbildungen A"V — K. Analog zum Beweis von Satz kann man auch sofort se-
hen, dass fiir k£ > n eine k-lineare alternierende Abbildung V* — K automatisch Null
sein muss. Man setzt einfach beliebige Vektoren ein und entwickelt sie in eine Linear-
kombination von Basiselementen. Wegen der k-Linearitdt kann man das Ergebnis als
eine Summe von Termen schreiben, in denen immer nur Basisvektoren in die Abbildung
eingesetzt werden und dabei treten immer mindestens zwei gleiche Vektoren auf.

Auch das Resultat aus Satz kénnen wir nun schon interpretieren. Sei V' ein
Vektorraum der Dimension n und F': V" — K eine n-lineare, alternierende Funktion
# 0. Dann ist F': A"V — K ein linearer Isomorphismus. Ist nun f : V' — V eine lineare
Abbildung, dann erhalten wir die induzierte lineare Abbildung A™f : A"V — A"V.
Wegen dim (V') = 1 ist diese Abbildung einfach durch Multiplikation mit einem Element
a € K gegeben. Wir kénnen diese Zahl bestimmen, indem wir Elemente vy ...,v, € V
wéhlen, sodass v; A -+ - A v, # 0 gilt. (Das ist genau dann der Fall, wenn die Elemente
eine Basis bilden.) Dann ist A" f(vi A+ -Awv,) = f(v1)A---Af(vn) = a(vy A+ - - Avy), und
somit F(f(v1),..., f(v,)) = aF(vq,...,v,). Aus Satz folgt dann a = det(f), also
erhalten wir so eine basisunabhéingige Beschreibung der Determinante einer linearen
Abbildung.

Interessanterweise kann man eine dhnliche Beschreibung fiir alle Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms, die sogenannten charakteristischen Koeffizienten, geben.

SATZ 11.9. Set V' ein K-Vektorraum der Dimension n > 0 und sev f : 'V — V
eine lineare Abbildung mit charakteristischem Polynom py = > ,_,axz®. Dann gilt

ar, = (=1)ktr(A™Ff) fiir alle k < n.

BEWEISSKIZZE. Indem man zu einer Matrixdarstellung A von f {ibergeht und dann
A als Matrix iiber dem algebraischen Abschluss von K betrachtet, darf man ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dass py in ein Produkt von Polynomen ersten
Grades zerféllt. Also finden wir n (nicht notwendigerweise verschiedene) Eigenwerte
M-y Ap von f und py = (A — ) -+ (A, — x). Dann zeigt man leicht induktiv, dass
a, = (—1)F Z1gil<i2<---<in,kgn<)‘i1 T Aiy ) gilt.

Nach Bemerkung finden wir eine geordnete Basis B := {vy, ..., v,} fiir V, sodass
[f]5 eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann stehen auf der Hauptdiagonale die Eigenwerte
Ai, also konnen diese so ordnen, dass f(v;) immer als A\;v; plus eine Linearkombination
der v; mit j < ¢ geschrieben werden kann.

Nach Proposition erhalten wir eine induzierte Basis fiir jeden der Raume AFV.
Um mit diesen Basen handlich arbeiten zu kénnen, betrachten wir Multiindizes i :=
(41, ..,1,) mit 1 < iy < -+ < i < n, und schreiben die Elemente der induzierten Basis
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als v; :== v;; A---Av;, . Wir ordnen diese Basiselemente dadurch an, dass wir i < j genau
dann setzen, wenn fiir das erste ¢, sodass i, # 7, gilt, 7, < j, ist. Das definiert eine
Totalordnung und wir benutzen diese, um die Reihenfolge der Elemente in der Basis
{v;} fiir A*V festzulegen.

Betrachten wir nun A* f(v;) = f(vi,) A -+ A f(v;,). Wir wissen, dass man, fiir jedes
i, das Bild f(v;) als Summe von A\;v; und einer Linearkombination von v, mit ¢ < i
schreiben kann. Setzt man das ein, dann zerfillt A*f(v;) in eine Linearkombination
der Basisvektoren vj. Setzt man fiir f(v;,) ein, dann erhdlt man \;,v;, plus eine Li-
nearkombination von v, mit ¢ < 7;. Nun gilt aber fiir jeden Multiindex j, der einen
Eintrag ¢ < i; enthilt, automatisch j < i. Damit sehen wir, dass man A*f(v;) als
iy Uiy A f(vig) A+ - A f(v5,,) plus eine Linearkombination von v; mit j < i schreiben kann.
Analog erfiillt jeder Multiindex j, der ¢; und einen Index ¢ < iy enthilt, automatisch
j < i. Damit ist aber A" f(v;) gleich A;, \j,vi; A viy A f(vig) A=+ A f(v;,) plus eine Line-
arkombination von v; mit j < i. Setzt man das fort, dann sieht man, dass A* f(v;) eine
Summe von J;; ... A;, v; und einer Linearkombination von v; mit j < i ist.

Das sagt aber gerade, dass die Matrixdarstellung von A¥f beziiglich der Basis {v;}
eine obere Dreiecksmatrix ist, wobei die Hauptdiagonaleintragungen gerade H];:1 i,
sind. Somit ist tr(A¥f) gerade die Summe aller dieser Ausdriicke und die Behauptung
folgt. L

Tensoralgebra, duflere Algebra und Cliffordalgebren

11.10. Algebren und die Tensoralgebra. Eine Algebra iiber einem Koérper K
ist ein K—Vektorraum A zusammen mit einer bilinearen Abbildung A x A — A, die man
als Multiplikation bezeichnet. Wenn diese Multiplikation assoziativ ist, spricht man von
einer assoziativen Algebra, ist sie zusitzlich kommutativ, von einer kommutativen Alge-
bra. Die Bilinearitét stellt sicher, dass die Multiplikation auf beiden Seiten distributiv
beziiglich der Addition ist, weil ja (a+b)c = ac+bc und a(b+c) = ab+ac gelten miissen.
Zusétzlich wird noch eine Vertréglichkeit mit der Skalarmultiplikation verlangt, in dem
Sinne, dass (ra)b = a(rb) = r(ab) fir r € K und a,b € A gelten muss. Ein Homomor-
phismus von K—Algebren ist eine lineare Abbildung, die zusétzlich im offensichtlichen
Sinn mit den Multiplikationen vertraglich ist.

Wir haben schon einige Beispiele von Algebren kennen gelernt. Fiir eine K—Vektor-
raum V ist der Raum L(V, V') mit der Komposition o als Multiplikation eine assoziative
Algebra, die aber fiir dim(V) > 1 nicht kommutativ ist. Analog mach die Matrizen-
multiplikation den Raum M, (K) der n x n—Matrizen mit Eintragungen aus K zu einer
assoziativen aber nicht kommutative Algebra. Ist V' endlichdimensional, dim(V) = n
und B eine Basis fiir V, dann definiert f — [f]g einen Homomorphismus (sogar einen
[somorphismus) von K—-Algebren.

Der Polynomring K[z] mit Koeffizienten in K ist eine unendlichdimensionale kom-
mutative K-Algebra. Fiir eine Vektorraum V und eine lineare Abbildung f:V — V
definiert die Evaluationsabbildung p — p(f) einen Algebrahomomorphismus K[z] —
L(V,V). Die in Satz bewiesenen Eigenschaften fiir diese Abbildung gelten ganz
analog allgemein: Das Bild eines Algebrahomomorphismus ist eine Teilalgebra (im of-
fensichtlichen Sinn) und der Kern eines Algebrahomomorphismus ist immer ein Teilraum
und ein Ideal.

Mit Hilfe von Tensorprodukten kann man nun zu jedem Vektorraum V eine “univer-
selle” Algebra konstruieren, die sogenannte Tensoralgebra @V . Dazu betrachten wir die
Tensorpotenzen ®*V fiir k € N, wobei wir "V als den Grundkérper K und @'V =V
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definieren. Dann definiert man ®V := @en(®@FV). Ein Element von ®V ist also nach
Definition eine endliche Summe von Elementen der Rdume ®*V, wobei es zwischen der
Réaumen fiir verschiedene k keine Relationen gibt. (Man kann auch direkte Summen
von unendlich vielen Rdumen allgemein definieren und zeigen, dass sie eine universelle
Eigenschaft besitzen, das wiirde hier aber zu weit fithren.)

Aus der Assoziativitit des Tensorprodukts aus Proposition [I1.6]folgt induktiv sofort,
dass es einen natiirlichen Isomorphismus (®*V) @ (®‘V) — @V gibt. (Fiir k = 0
benutzt man einfach den Isomorphismus K @ (2‘V) — ®&‘V aus Proposition [11.6]) Die
entsprechenden bilineare Abbildung (®*V) x (®@‘V) — @V ist durch

(U1®"'®Uk,w1®"'®wz)'—>U1®"'®Uk®w1®"'®wz

(bzw. durch (r,w; ® --- @ wy) = r(w; ® - -+ @ wy)) charakterisiert. Wir schreiben dieses
Produkt als (@, 1) — ¢ @ 1 fiir ¢ € @V und ¢ € @V,

Diese Abbildung kénnen wir nun benutzen, um eine Multiplikation @V x @V — @V
zu definieren. Nehmen wir Elemente ¢; + -+ + ¢, und ¥; + - -+ + 1, von ®V, wobei
@i € @V und ¢; € ®% liegt. Dann kénnen wir fiir jedes i und j das Element ¢; @ 1; €
@+ VY definieren und dann einfach diese rs Elemente aufsummieren. Meist schreibt
man diese Elemente wieder als ¢, € ®V und ihr Produkt als ¢ ® 1.

PROPOSITION 11.10. Se: V' ein Vektorraum dber K. Dann gilt:

(1) Die oben definierte Multiplikation macht @V zu einer assoziativen (aber im
Allgemeinen nicht kommutativen) Algebra. Das Element 1 € K = @V ist multiplikativ
neutral.

(2) Die Tensoralgebra @V hat folgenden universelle Eigenschaft. Ist A eine assozia-
tive Algebra mit Einselement tiber K und f :V — A eine lineare Abbildung, dann gibt
es einen eindeutigen Homomorphismus f : @V — A von Algebren mit Einselement, der
auf @V =V mit f ibereinstimmt.

BEWEISSKIZZE. (1) Unsere Definition impliziert sofort, dass die Multiplikation bi-
linear ist, also erhalten wir eine Algebra. Auch dass 1 € K ein neutrales Element fiir
die Multiplikation ist, folgt sofort aus der Definition. Wegen der Bilinearitit muss man
die Assoziativitit nur fiir Elemente ¢ € @V, ¢ € @V und w € ®™V {iberpriifen.
Nochmals wegen der Bilinearitdt darf man sogar annehmen, dass alle drei Elemente
Tensorprodukte von Elementen von V sind. Fiir diese ist die Assoziativitidt aber of-
fensichtlich. Nachdem wir schon wissen, dass im Allgemeinen fiir linear unabhéngige
Vektoren vy, v, € V die Elemente v; ® v, und v, ® v in ®2V verschieden sind, ist die
Multiplikation fiir dim(V) > 1 nicht kommutativ.

(2) Haben wir f : V — A gegeben, dann definieren wir f;, : @V — A wie folgt. Fiir
k = 0 setzen wir fo(r) := r - 14, wobei 14 das Einselement der Algebra A ist und - die
Skalarmultiplikation auf A bezeichnet. Natiirlich setzen wir f; == f : V = @'V — A.
Fiir k = 2 betrachten wir die Abbildung V? — A, die durch (vy,v2) = f(v1)f(v)
(Multiplikation in A) gegeben ist. Wegen der Bilinearitit der Multiplikation in A ist
diese Abbildung bilinear, induziert also eine lineare Abbildung f, : ®*V — A, die
fo(v1®v9) = f(v1)f(vy) erfiillt. Da die Algebra A assoziativ ist, erhélt man ganz analog
fiir k > 2, eine lineare Abbildung f, : @V — A, die fy(v; ® -+ - @vp,) = f(v1) -+ f(vr)
erfiillt. .

Nun definiert man f : @V — A, indem man

flor+ -+ o) = fu (1) +-+ fi,(0r)

fiir Elemente ¢; € ®%V definiert. Nach Konstruktion ist das eine lineare Abbildung
und man verifiziert leicht direkt, dass f ein Algebrahomomorphismus ist.
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Die Eindeutigkeit von f folgt sofort, weil man vy ® --- ® v als Produkt in der
Tensoralgebra interpretieren kann. Deshalb muss f dieses Element auf f(v)--- f(vy,) €
A abbilden. Verlangt man, dass f auf ®'V = V mit f iibereinstimmt, dann legt das
natiirlich f auf @*V fest und die Eindeutigkeit folgt. O

11.11. Ideale und Quotienten von Algebren. Die Tensoralgebra ist vor allem
deswegen ein sehr flexibles Werkzeug, weil man leicht Quotienten bilden kann. Den
richtigen Rahmen dafiir bilden wieder Ideale, die wir (im Fall eines Polynomringes)
schon in Definition [10.5 kennen gelernt haben. Fiir Algebren modifiziert man den Begriff
so, dass man ein Ideal in einer K—Algebra A als einen Teilraum I C A definiert, sodass
fiir jedes a € A und b € I, sowohl ab als auch ba in I liegt.

PrOPOSITION 11.11. Sei A eine Algebra tiber eine Korper K.

(1) Ist I C A ein Ideal, dann induziert die Multiplikation auf A eine Multiplikation
auf dem Quotientenraum A/I. Dabei tbertragen sich Assoziativitdt, Kommutativitit
und Fxistenz eines Finselments auf den Quotienten.

(2) Ist {1,} eine beliebige Familie von Idealen in A, dann ist der Durchschnitt Ny 1,
ebenfalls ein Ideal in A.

(3) Ist B C A eine beliebige Teilmenge, dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Ideal
Igp C A, sodass B C I gilt und sodass jedes Ideal I C A, das B enthdlt auch Ig enthdlt.

(4) Das Ideal Ip aus (3) stimmt mit dem von B U {aibas : ai,as € Ab € B}
erzeugten Teilraum von A tberein.

BeEwEIS. (1) Man definiert die Multiplikation auf A/l durch (ay + 1) - (a2 + I) :=
aias + I. Um zu sehen, dass das wohldefiniert ist, geniigt es zu beobachten, dass fiir
by, by € I die Gleichung (a;+0b;)(az+by) = ajas+bias+aiby+b1bs wegen der Bilinearitét
der Multiplikation gilt. Da aber I ein Ideal ist, liegen die letzten drei Summanden
(und damit auch ihre Summe) in 7, und die Wohldefiniertheit folgt. Aus der Definition
von Addition und Skalarmultiplikation auf A/I folgt sofort, dass sich die Bilinearitét
sowie Assoziativitdt, Kommutativitdt und Existenz eines neutralen Elements von der
urspriinglichen Multiplikation auf die Multiplikation auf A/I iibertragen.

(2) folgt direkt aus der Definition eines Ideals und aus Korollar das zeigt, dass
Nal, ein Teilraum von A ist. Dann erhélt man aber (3) sofort, indem man g als den
Durchschnitt iiber all jene Ideale von A definiert, die B enthalten.

(4) Sei V' der von B := BU {albag say,as € Ab € B} erzeugte Teilraum. Dann
liegen natiirlich fiir « € A und b € B klarerweise auch ab und ba in B, also in V.
Zusammen mit der Bilinearitdat der Multiplikation impliziert das sofort, dass V C Aein
Ideal ist. Natiirlich gilt B C V, also folgt Iz C V aus (3).

Umgekehrt folgt aus B C I und der Tatsache, dass Ig ein Ideal ist, natiirlich
Bcl g. Da Ip aber insbesondere ein Teilraum von A ist, ist auch der von B erzeugte
Teilraum V in Ig enthalten. O

Analog zum Fall von Teilriumen nennt man das Ideal Iz aus Teil (3) das von B
erzeugte Ideal in A.

BeispieL 11.11. Wir kénnen die Flexibilitit dieses Konzepts schon in einem einfa-
chen Beispiel erkennen. Der Ubergang von R zu C ist dadurch motiviert, dass in R das
Polynom 22 + 1 keine Nullstelle besitzt. Betrachten wir nun die kommutative Algebra,
R[z] und, dann ist das von p := x? 4 1 erzeugte Ideal I gerade pR[z], also ist der Quo-
tient R := R[x]/] ein kommutativer Ring mit Einselement. Analog wie im Beweis von
Proposition folgt sofort, dass 1+ I und x + I eine Basis fiir R bilden, und das 1 ein
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multiplikativ neutrales Element ist. Nun ist aber (z+1)? = 2*+1 = —1+1 = —(1+1),
also gilt (x+1)* = —1 in R. Daraus schlieit man sofort, dass R ein Kérper und isomorph
zu C ist.

Tatséchlich kann man leicht zeigen, dass fiir jeden Korper K und fiir jedes irreduzible
Polynome p € K[z]| der Quotient L := K]z]/pK|z] ein Koérper ist. Dazu nimmt man ein
Element 0 # u € L und betrachte ul. = {uv : v € L}. Man sieht sofort, dass das ein
Ideal in L ist. Betrachtet man die kanonische Surjektion 7 : K[z] — L, dann folgt sofort,
dass I := {r € K[z] : n(r) € uL} ein Ideal in K[z] ist. Nach dem Hauptidealsatz (Satz
10.5)) ist I = ¢gK[z] fiir ein monisches Polynom ¢ € K[z]|. Nach Definition ist p € I, also
q ein Teiler von p, aber I eine echte Obermenge von pK[z] = Ker(r), also ¢ # p. Wegen
der Trreduzibilitat von p folgt ¢ = 1, also I = K[z]|. Damit ist aber 1 € uL also gibt es
ein Element v € L, sodass uv = 1 gilt, also hat jedes Element # 0 in L ein multiplikativ
Inverses. Man erhéilt also einen systematischen Weg zur Konstruktion von Korpern aus
irreduziblen Polynomen.

11.12. Die duflere Algebra. Wir kénnen die Ideen iiber das Bilden von Quotien-
ten in einem einfachen Fall auf die Tensoralgebra @V eines Vektorraumes V' anwenden.
Im Beweis von Proposition haben wir fiir k£ > 2 die d4ueren Potenz A*V als Quo-
tientenraum von ®*V nach einem Teilraum A definiert, den wir nun mit A4, C ®*V
bezeichnen. Nach Definition ist A, der Teilraum, der von all jenen Tensorprodukten
von Elementen von V' aufgespannt wird, in denen ein Element v € V' mindestens zwei
Mal vorkommt. Setzten wir nun noch Ay = {0} C K und A4; = {0} C V, dann kénnen
wir offensichtlich I := ®renAg als Teilraum von @pey ®F V = @V auffassen.

Nun liegt aber nach Definition ein Produkt eines Elements von A mit v, ®- - -®uv, €
®‘V immer in Ay, (egal in welcher Reihenfolge man die beiden Elemente multipliziert).
Daraus folgt sofort, dass I = @renAg ein Ideal in der Algebra ®V ist. Somit ist AV :=
®V/I eine assoziative Algebra mit Einselement die man als die dufere Algebra von V
bezeichnet. Aus der Konstruktion folgt sofort, dass AV = @enAFV gilt, wobei A%V :=
K und A'V =V gesetzt wird. Die Multiplikation in AV bildet A*V x AV nach A*V
ab und wird (analog zum Tensorprodukt) mit (y, 1) — ¢ A ¢ bezeichnet.

PROPOSITION 11.12. Sei V' ein Vektorraum iber K mit duferer Algebra AV. Dann
gilt:

(1) Die Multiplikation auf AV ist assoziativ und graduiert kommautativ, d.h. fir
0 € AV und o € AV gilt Y Ap = (=1)* o A, und 1 € K = AV st ein multiplikativ
neutrales Element.

(2) Ist V' endlichdimensional und dim(V') = n, dann ist auch AV endlichdimensional
mit dim(AV') = 2".

BEWEIS. (1) Assoziativitdt und die Tatsache, dass 1 ein neutrales Element ist, fol-
gen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften der Tensoralgebra und aus Proposition
[11.11] also bleibt nur die graduierte Kommutativitéit zu zeigen. Da ®*V von Tensor-
produkten von Elementen von V aufgespannt wird, spannen die Elemente der Form
vy A+ Av mit v; € V den Raum AFV auf. Damit geniigt es aber nach der Bilinearitéit
der Multiplikation, die graduierte Kommutativitét fiir solche Elemente zu zeigen. Nach
Definition der Multiplikation ist aber

(VP A Avg) A(wp A= Awg) =0 A= Ao Awyp A== Awyg

und wir wissen schon, dass eine Permutation von Elementen in so einem Produkt von
Elementen von V' gerade Multiplikation mit dem Signum der Permutation bewirkt. Nun
kénnen wir aber wy A--- Awp Avy A- - - Ay, folgendermaflen erzeugen. Wir tauschen erst
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w; ganz nach rechts, was k Vertauschungen, also eine Multiplikation mit (—1)* bewirkt.
Dann tauschen wir w, hinter w;, was wiederum eine Multiplikation mit (—1)* bewirkt
und so weiter. Insgesamt erhalten wir einen Faktor (—1)* und das Resultat folgt.

(2) Wir wissen bereits aus Proposition dass fiir endlichdimensionales V' auch
A*V endlichdimensional ist und A*V = {0} fiir £ > n = dim(V) gilt. Wir haben wir
auch schon gezeigt, dass wir eine Basis fiir A*V erhalten, die durch die k—elementigen
Teilmengen von {1,...,n} indiziert ist. Fiir A'V = V erhalten wir eine Basis mit genau
n Elementen (also der Anzahl der einelementigen Teilmengen von {1,...,n}) und fiir
A’V = K eine Basis mit einem Element. Insgesamt sehen wir, dass wir eine Basis fiir
AV erhalten, die durch die Menge aller Teilmengen von {1,...,n} indiziert ist, also 2"
Elemente hat. [

11.13. Anwendung: Differentialformen. Die Schiefsymmetrie von Abbildungen
und die graduierte Kommutativitat der Multiplikation in der &uleren Algebra wirkt viel-
leicht ungewohnt. Trotzdem haben duflere Algebren wichtige Anwendung in der Analy-
sis und in der Differentialgeometrie. Die wesentliche Quelle dieser Anwendungen ist der
Zusammenhang der Determinante fiir K = R mit Volumsbegriffen. Wir haben diesen
Zusammenhang in Dimension drei in Abschnitt kurz besprochen. Dort haben wir
gesehen, dass man fiir 3 Vektoren u,v, w € R?, der Absolutbetrag | det(u,v,w)| genau
das Volumen des von u, v und w aufgespannten Parallelepipeds ist. (Fiir diese Inter-
pretation war das innere Produkt und das Kreuzprodukt nétig. Man kann das Volumen
aber auch einfach iiber den Betrag der Determinante definieren und die Rechnung in
als Bestatigung fiir die Sinnhaftigkeit dieses Begriffs interpretieren.) Das Vorzei-
chen der Determinante hangt mit dem Begriff der Orientierung zusammen, weshalb die
Determinante oft als orientiertes Volumen bezeichnet wird.

Die eigentliche Rechtfertigung der Interpretation der Determinante als Volumen und
die Verbindung zur Analysis stellt der Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale dar.
Seien U und V offene Teilmengen in R” und ¢ : U — V ein Diffeomorphismus (also
eine stetig differenzierbare, bijektive Funktion, sodass auch ®~! : V — U stetig dif-
ferenzierbar ist). Fiir geeignete Funktionen f : V — R stellt der Transformationssatz
dann den Zusammenhang zwischen fv f und fU( f o ®) her, wobei der zentrale Faktor
der Absolutbetrag der Determinante der Ableitung von & ist.

In der Analysis und der Differentialgeometrie méchte man Integrale nicht nur iiber
offene Teilmengen von R™ bilden, sondern auch iiber gewisse schonen Teilmengen (“Teil-
mannigfaltigkeiten”) von R" (Kurvenintegrale, Oberflachenintegrale, etc.) oder iiber
noch allgemeinere Objekte (Mannigfaltigkeiten). In klassischen Formulierungen wer-
den dabei Funktionen integriert, wobei aber noch Objekte wie “Volumselemente” und
“Oberflachenelemente” beriicksichtigt werden miissen. Einen alternativen, allgemeinen
Zugang zu diesen Fragen bietet der Begriff der Differentialform. Hier interpretiert man
den Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale so, dass man nicht iiber Funktionen in-
tegriert sondern iiber Objekte, deren Werte in jedem Punkt alternierende, multilineare
Abbildungen sind.

Fiir 0 < k < n definiert man eine Differentialform vom Grad k (oder einfach eine k-
form) w auf einer offenen Teilmenge U C R™ als eine Funktion, die jedem Punkt x € u
eine k-lineare, alternierende Abbildung w(z) : (R")* — R zuordnet. Diese Objekte
kann man dann in natiirlicher Weise {iber k-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten von U
integrieren. Um mit diesen Objekten operieren zu konnen, benutzt man iiblicherweise
die folgende Beschreibung.

ProproSITION 11.13. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R.



TENSORALGEBRA, AUSSERE ALGEBRA UND CLIFFORDALGEBREN 205

(1) Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus von A*V* auf den Raum L* aller k-
linearen, alternierenden Abbildungen V* — R und damit einen natiirlichen Isomorphis-
mus AFV* 2 (ARV)*,

(2) Uber den Isomorphismus aus (1) induziert das Produkt auf der duferen Algebra
AV™* eine Operation auf den alternierenden multilinearen Abbildung auf V', die explizit
wie folgt gegeben ist. Fiir ¢ : VF — R und ¢ : V¥ — R ist o Ap : VETE 5 R gegeben
durch

(P ALY 1s - Vk1e) = Fa Dvesr,, SBUO)P (Vo) -+ s Vo))V (Vo k1), -+ s Vo(hta))-

BEWEIS. (1) Der Raum L* aller k-linearen alternierende Abbildungen V¥ — R ist
ein Vektorraum unter den punktweisen Operationen. Nach der universellen Eigenschaft
von A*V induziert jede Abbildung ¢ € L* eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : A*V —

R, also ein Element in (A*V)*. Aus der Eindeutigkeit folgt leicht, dass ¢ + M) = @+ b
gilt, wir also eine lineare Abbildung L* — (A*V)* definiert haben. Umgekehrt ist fiir eine
lineare Abbildung f : A*V — R natiirlich die Abbildung (vy,...,vx) = f(vg A+ Avg)
in L¥ und man verifiziert sofort, dass das eine Inverse definiert, also gilt L¥ = (A*V)*.

Fiir lineare Funktionale ¢y, ..., ¢, € V* betrachten wir die Abbildung V* — R,
die vy,...,v, € V auf die Determinante der Matrix A = (a;;) abbildet, die durch
a;; = pi(v;) gegeben ist. Offensichtlich ist diese Abbildung k-linear und falls zwei der
v’s iibereinstimmen hat A zwei gleiche Spalten, also erhalten wir eine Element von L*.
Betrachten wir nun diese Zuordnung als Abbildung (V*)* — L* dann folgt aus der
Linearitdt der Determinante in jeder Zeile leicht, dass die entsprechende Abbildung k-
linear ist. Ist ; = ¢, fiir ¢ # j, dann hat die Matrix A immer zwei gleiche Zeilen, also
Determinante Null. Nach der universellen Eigenschaft aus Proposition [11.9|erhalten wir
eine lineare Abbildung A¥V* — L*. Betrachten wir als vereinfachte Notation einfach
01 A -+~ A @y als Element von L*, dann ist diese Abbildung charakterisiert durch

(1 A Apr)(Vr, - 0k) = D pes, 581(0) 01 (Vo)) « - Pk (Vo))

wobel wir die Leibniz Formel fiir die Determinante aus Satz benutzt haben. Aus
Proposition wissen wir auch, dass die Réume A*V* und (A*V)* (und damit LF)
die gleiche Dimension haben, also geniigt es zu zeigen, dass unsere Abbildung injektiv
ist, um den Beweis von (1) zu vervollstédndigen. Dafiir wéhlen wir eine Basis {vy,...,v,}
fiir V und betrachten die duale Basis {1, ..., ¢, } fur V*. Dann bilden nach Proposition
die Elemente p;, A --- Ay, fir 1 <i; < iy < --- <1, < n eine Basis fiir AFV*,
Setzt man aber k verschiedene Basiselmente v, in die entsprechenden Abbildungen ein,
dann liefert genau eine der Abbildung 1 und alle anderen Null. Daraus folgt aber sofort,
dass die Menge {p;, A=A, @ 1 <y <iy < -+ < i < n} linear unabhingig in L*
ist, und damit die Injektivitét.
(2) Das Produkt auf A*¥V* ist natiirlich charakterisiert durch

(@1 A= ANp) AL A= ANg) = 1 A== A

Wegen der Bilinearitéat geniigt es auch, die behauptete Formel in diesem Fall, also fiir
=1 A+ ANppund ¢ = 1 A -+ Ay zu beweisen. Aus dem Beweis von (1) wissen
wir, das 1 A --- A1y die Vektoren vy, ..., vpy, auf

Zaer SgH(U)@l(%u)) T @k(va(k))%(va(kﬂ)) " 'W(%(k%))

abbildet. Um aber fiir ¢ = @1 A -+ A ¢, den Wert ©(vs1), - .., VUsk)) zu berechnen,
miissen wir iiber alle Permutationen der Eintrdge summieren. Die k! entsprechenden
Terme treten natiirlich auch in der Summe fiir andere Permutationen ¢ auf. Analoges
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gilt fir ¢¥(Vo(k+1); - - -, Vo(kte)) Wobei man hier ¢! Summanden erhélt. Insgesamt folgt,
dass man die obige Summe als

W 2oy, SEUO)O(Va(1)s -+ Vo))V (Vo (kt1)s - - - Va(hto)
schreiben kann und damit die Behauptung. O

Damit ist eine Differentialformen auf U einfach eine Funktion auf U mit Werten im
endlichdimensionalen Vektorraum AFR™ . also kann man problemlos von stetigen oder
differenzierbaren Differentialformen sprechen. Auflerdem kann man natiirlich das punkt-
weise Produkt von zwei Differentialformen bilden. Das macht die Differentialformen zu
einer assoziativen und graduiert kommutativen Algebra, die eine der Grundstrukturen
der Differentialgeometrie darstellt.

11.14. Die symmetrische Algebra. Das kommutative Gegenstiick zur dufleren
Algebra ist die symmetrische Algebra eines Vektorraumes, die wir nur relativ kurz be-
sprechen werden. Hier sind die Konstruktionen eher einfacher als im Fall der dufleren
Algebra, das Resultat ist aber immer unendlichdimensional.

In haben wir fiir einen K-Vektorraum V die symmetrische Potenz S*V als
Quotient von ®*V nach einem Teilraum A;, definiert. Wiederum kann man die A;, zu
einem Teilraum J := @penAr C ®V zusammenfassen, der nach Definition ein Ideal
in der Tensoralgebra bildet. Somit ist der Quotient SV := ®V/J eine Algebra, die
symmetrische Algebra von V. Definiert man wie zuvor S°V := K und S'V := V,
dann ist SV = @®penS*V. Analog zum Fall der dufleren Algebra bezeichnen wir die
Multiplikation in SV mit (¢, %) — ¢ V .

PROPOSITION 11.14. Sei V' ein Vektorraum tber K mit symmetrischer Algebra SV .

(1) Die Algebra SV ist assoziativ und kommutativ und 1 € K = S°V ist ein multi-
plikativ neutrales Element.

(2) Die symmetrische Algebra iber V' besitzt folgende universelle Figenschaft. Ist
A eine beliebige assoziative und kommutative Algebra iber K und f : V. — A eine
lineare Abbildung, dann gibt es einen eindeutigen Homomorphismus f : SV — A wvon
K-Algebren, der auf dem Teilraum S*V =V mit f tibereinstimmd.

BEWEIS. (1) AuBer der Kommutativitéat folgen alle Eigenschaften direkt aus denen
der Tensoralgebra. Um die Kommutativitit zu beweisen geniigt es zu zeigen, dass fiir
© € @V und ¢ € @V immer pR1Y -1 R € Apyy gilt. Das beweist man mit Induktion
nach k + ¢, wobei der Induktionsanfang k£ + ¢ = 2 nach Definition von A, offensichtlich
ist. Fiir dreifache Produkte rechnet man einfach

VIOWIOUW-—UWRUV QU =11 RW -V QWU+ UV QWK U — WKV K V2

und sowohl die erste als auch die zweite Differenz liegt in nach Definition in Aj. Das
allgemeine Resultat beweist man analog mit Induktion.

(2) Nach der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra liefert f : V' — A einen
Homomorphismus ®V — A den wir mit f bezeichnen. Nach Definition kann man jedes
Element von J als Summe von Elementen der Form £ ® v1 Q v @ n — £ @ v ® v1 ® 1.
Da f ein Algebrahomomorphismus ist, gilt

fE@v @vy@n) = (&) f(v1)f(v2) f(n),
wobei auf der rechten Seite in A multipliziert wird. Da aber die Multiplikation in A
kommutativ ist, d&ndert sich das Ergebnis nicht, wenn v; und vy vertauscht werden.

Damit gilt J C Ker(f). Damit faktorisiert f zu einer Abbildung f : ®@V/J = SV — A,
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die nach Konstruktion eine Algebrahomomorphismus ist und (wie f yauf V =WV =
SV mit f iibereinstimmt. Die Eindeutigkeit folgt genau wie in Proposition [11.10 O

BEMERKUNG 11.14. (1) Es mag iiberraschend erscheinen, dass wir zwar fiir die
Tensoralgebra und fiir die symmetrische Algebra eine universelle Eigenschaft bewiesen
haben, nicht aber fiir die &ulere Algebra. Die d&uflere Algebra besitzt eine universelle Ei-
genschaft, um diese zu formulieren benotigt man allerdings den Begriff von graduierten
Algebren, der hier zu weit fithren wiirde.

(2) Wie im Fall der &dufleren Algebra kann man fiir einen K—Vektorraum V' mit
Dualraum V* die Symmetrische Algebra SV* mit symmetrischen Multilinearformen in
Verbindung bringen. Dazu ordnet man ¢, ..., ¢, € V* die Abbildung V¥ — K zu, die
(v1,...,vx) auf

Zae(«;k @1(”0(1)) U Sok(va(k))
abbildet. Diese ist k—linear und symmetrisch und liefert daher nach der universellen Ei-
genschaft der symmetrischen Potenz eine lineare Abbildung S*V — K, also ein Element
von (SkV)*.

Das liefert eine Abbildung (V*)¥ — (S*V)* von der man leicht nachrechnet, dass sie
k—linear und symmetrisch ist. Nochmals nach der universellen Eigenschaft erhdlt man
eine lineare Abbildung S*V* — (S*V)*. Fiir endlichdimensionales V und K = R liefert
das wieder einen Isomorphismus, den man benutzen kann, um das Produkt von SV*
auf den Raum der symmetrischen Multilinearformen zu iibertragen.

(3) Betrachten wir die Konstruktion auf (2) fiir den R-Vektorraum R"™ und be-
zeichnen wir mit z1,...,z, € R"™ die Koordinatenabbildungen (also die Elemente der
dualen Basis zur Standardbasis). Schreibt man 27 fiir ein V-Produkt von j Kopien von
x;, dann wissen wir aus Proposition , dass die Elemente der Form :E]f VeV mit
0 <j;und j; + -+ j, = k eine Basis fiir SkV. Schreibt man dieses Element einfach
als o' ... 2" besteht SV* gerade aus endlichen Summen der Form > aj, j, @1 ... 2.
Somit sieht man, dass man in diesem Fall einfach eine Polynomalgebra in n Variablen
erhélt. Man kann also SV* als Algebra der Polynome auf V' betrachten.

11.15. Clifford—Algebren. Zum Abschluss des Kapitels besprechen wir noch eine
Klasse von endlichdimensionalen Algebren, die eine wichtige Rolle in einigen Teilgebie-
ten der Mathematik und der theoretischen Physik spielen. Man benutzt diese Algebren
um tiefer liegende Eigenschaften der orthogonalen Gruppen zu studieren. Auflerdem
liefern sie die Grundlage fiir Spinoren, die sowohl in der Mathematik als auch in der
Physik wichtig sind.

Sei K = R oder C, sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und b :
V x V — K eine symmetrische Bilinearform (auch fiir C, wir betrachten hier keine
Sesquilinearformen). Wir wollen eine Algebra CI(V,b) konstruieren, die in natiirlicher
Weise V' enthélt und die eine universelle Eigenschaft fiir gewisse lineare Abbildungen
von V' in K—-Algebren mit Einselement besitzt. Und zwar interessieren wir uns fiir lineare
Abbildungen f: V — A, sodass f(v)f(v) = b(v,v)1 gilt, wobei auf der linken Seite die
Multiplikation in A und auf der rechten Seite das Einselement von A benutzt wird. Diese
Relation sieht an dieser Stelle wahrscheinlich ziemlich aus der Luft gegriffen aus. Am
Anfang der Theorie standen Versuche, die komplexe Einheit 7 (die ja i* = —1 erfiillt)
zu verallgemeinern, dhnlich wie wir es in fir die Hamilton’schen Quaternionen
besprochen haben. Die Verbindungen zur Physik entstehen aus den Versuchen, den
Laplace Operator als Quadrat eines Operators erster Ordnung zu schreiben. Das gelang
dem Physiker P.A.M. Dirac in den 1930er Jahren, und die entsprechenden Operatoren
heiflen heute Dirac—Operatoren.
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Die oben angesprochene Beziehung zu komplexen Einheiten konnen wir auch be-
nutzen um an Beispielen zu sehen, dass diese Relationen nicht so seltsam sind, wie
sie vielleicht auf den ersten Blick aussehen. Betrachten wir V' = R mit dem Nega-
tiven des Standard-inneren Produkts, also b(t,t) = —t*>. Dann hat die Abbildung
f V. — C, die durch f(t) = ti gegeben ist, gerade die gewiinschte Eigenschaft.
Etwas komplizierter kénnen wir V' = R? mit dem negativen des Standard-inneren
Produkts betrachten und f : R? — H durch f () = si + tj definieren. Nun ist
(si + tj)(si + tj) = %% + stzy + tsji + 252 und wie wir aus [0.15] wissen, gelten
in H die Relationen i*> = j2 = —1 und ij = —ji = k. Damit erhalten wir aber
(si+tj)(si+tj) = —(s* +t*)1 und damit genau die gewiinschte Relation.

PROPOSITION 11.15. Sei K = R oder C, V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum
und b eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann gibt es eine assoziative K-Algebra
Cl(V,b) mit Finselement und eine lineare Abbildung i : V — Cl(V,b), sodass i(v)i(v) =
b(v,v)1 fir alle v € V gilt und die folgende universelle Figenschaft erfillt ist. Ist A
eine assoziative Algebra mit Finselement und f 1V — A eine lineare Abbildung, sodass
f()f(v) = b(v,v)1 gilt, dann gibt es einen eindeutigen Homomorphismus f - C1(V,b) —
A wvon Algebren, sodass f oi = f gilt. Durch diese Eigenschaft ist ClI(V,b) bis auf
natirliche Isomorphie eindeutig bestimmit.

BEWEIS. Der Beweis ist eigentlich ganz simpel. Man betrachtet die Tensoralgebra
®V und darin das Ideal Ig, das von der Menge B := {v ® v — b(v,v)1 : v € V'} erzeugt
wird (siehe Proposition [11.11]). Dann definiert man CI(V,b) := ®V/Ip, bezeichnet mit
m: ®V — CIV,b) die kanonische Surjektion und definiert ¢ : V" — CIL(V,b) als die
Einschrinkung von 7 auf @'V = V. Dann ist C1(V, b) nach Konstruktion eine assoziative
K-Algebra mit Einselement und i : V' — CI(V,b) ist eine lineare Abbildung. Fiir v €
V = ®'V gilt nach Definition der Multiplikation i(v)i(v) = 7(v ® v) und 1 = 7(1). Da
v®v—0b(v,v)1 in Ip liegt, erhalten wir 0 = m(v®@wv)—b(v,v)w(1), also i(v)i(v) = b(v,v)1.

Sei nun A eine assoziative Algebra mit Einselement und f : V' — A eine lineare
Abbildung, sodass f(v)f(v) = b(v,v)1 fiir alle v € V gilt. Dann liefert die universelle
Eigenschaft der Tensoralgebra einen Homomorphismus f : ®V — A von Algebren mit
Einselement, der auf V = @'V mit f iibereinstimmt. Insbesondere gilt

flo®v—bv,0)1) = f(v)f(v) — blv,v)1 = 0.

Damit ist aber Ker(f) ein Ideal in ®V/, dass B enthilt. Nach Propomtlonmfolgt Ip C
Ker(f) also gibt es eine lineare Abbildung R ®@V/Ig = Cl(V,b) — A, sodass for = f.
Daraus folgt einerseits sofort, dass f ein Algebrahomomorphismus ist. Andererseits gilt
f 0f = f |g1y = f. Damit ist die Existenz von f bewiesen.

Zur Eindeutigkeit von f: Wir wissen bereits, dass die Elemente der Form 1 und
MR- Rumit 1 <kundwv; € V firallei =1,...,k den Vektorraum aufspannen. Da
7 surjektiv ist, spannt die 1 gemeinsame mit den Elementen der Form 7(v; ® - -+ ® vy)
den Vektorraum CI(V, b) auf. Nun ist aber nach Definition der Multiplikation

(v @+ @ug) =m(vy) - mw(vg) = i(vq) - -+ i(vg),

also wird der Vektorraum CI(V,b) von allen Produkten von Elementen der Form i(v)
mit v € V aufgespannt. Somit ist ein Homomorphismus von Algebren mit Einselement
von CI(Vb) in eine beliebige K—-Algebra durch seine Werte auf den Elementen der Form
i(v) eindeutig bestimmt.
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Die Tatsache, dass Cl(V,b) durch die universelle Eigenschaft bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt ist, beweist man vollig analog wie unseren fritheren Resultate dieser
Art. OJ

An dieser Stelle sieht alles wunderbar einfach aus und man kénnte den Eindruck be-
kommen, dass man mit solchen universellen Konstruktionen ganz leicht alle gewiinschten
Eigenschaften erzwingen kann. Bis zu einem gewissen Grad stimmt das auch, es gibt
allerdings ein gravierendes Problem. Wir kénnen néamlich fiir’'s Erste gar nicht sagen,
wie die Algebra CI(V,b) tatséchlich aussieht. Dadurch, dass wir einfach das von einer
gewissen Teilmenge B C ®V erzeugte Ideal I betrachtet haben, haben wir die Kon-
trolle dariiber verloren, wie grof3 Ip tatsdchlich ist. Es konnte ja durchaus passieren,
dass I = ®V und damit Cl(V,b) = {0} gilt, das haben wir in unserem Beweis nir-
gends ausgeschlossen. (Das wiirde natiirlich auch bedeuten, dass eine lineare Abbildung
f:V = A die f(v)f(v) = b(v,v)1 erfiillt, automatisch 0 sein miisste, aber auch da-
gegen spricht im Moment nichts.) Mit schlecht gewihlten Relationen passiert es leicht,
dass das entsprechende Ideal viel grofler ist, als man auf den ersten Blick vermuten
wiirde.

Fiir die Clifford Algebren ist das natiirlich nicht der Fall, aber der Beweis dafiir ist
relativ aufwéndig. Ein erster Hinweis ergibt sich, indem man Spezialfille betrachtet.
Im Fall b = 0 wird das Ideal Iz von der Menge B = {v ® v : v € V} erzeugt. Aus
der Definition der Multiplikation auf der Tensoralgebra folgt damit sofort, dass Ig C
Prz2 ®F V gilt und damit insbesondere die Abbildung i : V — C1(V,0) injektiv ist. Hier
konnen wir aber Ig explizit beschrieben. Betrachten wir ndmlich das Ideal I, das in der
Konstruktion der &ufleren Algebra AV in verwendet wurde. Nach Definition wird
I von allen Tensorprodukten von Elementen von V' aufgespannt, in denen mindestens
ein Faktor zwei Mal vorkommt. Insbesondere ist natiirlich I N ®2?V gerade die lineare
Hiille von B C ®2V. Damit folgt B C I, also Ig C I. Andererseits ist Iz ein Teilraum,
muss also die lineare Hiille von B enthalten. Damit folgt I N ®%*V C I5.

Wir behaupten nun, dass I C Ip und damit I = Iy und Cl(V,0) = AV gilt. Dazu
zeigt man durch Induktion nach k, dass I N ®@*V C I gilt, wobei wir den Induktions-
anfang k = 2 bereits erledigt haben. Nehmen wir also & > 2 an, dann geniigt es zu
zeigen, dass ein Tensorprodukt von k Elementen von V| in dem mindestens zwei Fakto-
ren gleich sind, schon in /Iy liegt. Betrachten wir also v1 ®- - - ®@uvy. Ist v; = v; fiir 4,5 > 1
und i # j, dann liegt v, ® --- ® v}, in I N ®* 'V, also nach Induktionsvoraussetzung
in Ig. Weil Ig ein Ideal ist, liegt auch das Tensorprodukt von v; mit diesem Element
in Iz. Analog behandelt man den Fall ¢, 7 < k, also miissen wir nur noch zeigen, dass
VR W ® - @wgp_o ®v € Ig gilt. Nun liegen aber nach Definition v ® v, w; ® w; und
(v+w) ® (v+wp) in Ip, also auch v ® w; + w; @ v. Bildet man das Tensorprodukt
mit wy ® -+ ® wr_o ® v dann liegt das in Ip und ist die Summe des gesuchten Ele-
ments mit einem Element, das nach Induktionsvoraussetzung in Ig liegt, also folgt die
Behauptung. Man kann also Clifford Algebren als eine Verallgemeinerung der dufleren
Algebra betrachten.

Der zweite wichtige Spezialfall ist, dass die symmetrische Bilinearform nicht dege-
neriert ist. Analog wie im Fall b = 0 bemerken wir, dass fiir v,w € V das Element
(v+w)® (v+ w)+ bv+ wv+ w)l in Ig liegt. Expandiert man in beiden Sum-
manden, dann erhélt man die Summe der Elemente zu v und w, die in Iz liegen mit
v wW+w®v+ 2b(v,w)l, also liegt auch dieses Element in I5. Damit folgt aber sofort,
dass in CI(V,b) immer i(v)i(w) + i(w)i(v) = 2b(v,w)1l. Damit sieht man sofort, dass
i .V — CI(V,b) injektiv ist, denn aus i(v) = 0 folgt 0 = 2b(v,w) fiir alle w € V, also
v = 0. Aus Abschnitt wissen wir, dass wir eine Basis {v1,...,v,} fiir V finden
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kénnen, sodass b(vj,v;) =: ¢; = £1 fiir alle j = 1,...,n und b(v;,v;) = 0 fiir j # k
gilt. In der Clifford Algebra gilt somit i(v;)i(v;) = ;1 und i(v;)i(v) = —i(vy)i(v,) fiir
J# k.

Die Tatsache, dass iterierte Tensorprodukte von Basiselementen die Tensoralgebra
®V aufspannen zeigt nun, dass die iterierten Produkte der Form i(vj, ) ... i(v;,) die Clif-
fordalgebra CI(V,b) aufspannen. Kommen in so einem Produkt zwei gleiche Faktoren
vor, dann kann man sie nebeneinander tauschen, was das Element entweder unveréindert
ldsst oder mit —1 multipliziert und dann weglassen, was wiederum bestenfalls das Vor-
zeichen dndert. Also geniigt es, Produkte dieser Form mit lauter verschiedenen Faktoren
zu betrachten. In diesen kann man aber dann die Faktoren umordnen, was wieder nur
das Vorzeichen dndern kann. Insgesamt sieht man, dass das Element 1 gemeinsam mit
den Produkten i(vj;,)...i(v;,) mit 1 < 53 < js < -+ < jp < n die Cliffordalgebra
aufspannen. Insbesondere ist dim(CI(V, b)) < 2",

Als néchstes zeigt man, dass fiir nicht degeneriertes b die oben aufgelisteten Ele-
mente immer linear unabhéngig sind, also dim(CI(V, b)) = 2™ gilt. Dann kann man das
Resultat von oben, dass CI(V,0) = AV ist, benutzen um das auf den Fall allgemeiner
Bilinearformen erweitern. Es gilt also immer dim(Cl(V,b)) = 2" und man kann eine
Basis fiir die Cliffordalgebra analog wie oben konstruieren.

Wichtig fiir Anwendungen sind hauptséchlich die Cliffordalgebren fiir nicht degene-
riertes b. Das liegt einerseits an einem Zusammenhang mit orthogonalen Gruppen. Da
jede Cliffordalgebra assoziativ ist, bilden die invertierbaren Elemente in CI(V,b) immer
eine Gruppe. Indem man die Struktur der Clifford Algebra genauer analysiert, kann
man (dhnlich wie in den Konstruktionen mit Quaternionen in und darin Un-
tergruppen finden, die man als lineare Abbildungen f : V' — V interpretieren kann, die
b(f(v), f(w)) = b(v,w) fiir alle v,w € V erfiillen. Das fithrt zur Theorie der sogenannten
Spin—Gruppen.

Andererseits kann man zu gegebenem (V,b) die Komplexifizierung Vg := V @ C
betrachten, und sieht leicht, dass b darauf eine komplexe Bilinearform b¢ induziert.
Man sieht dann leicht, dass man CI(V,b) als reelle Teilalgebra der komplexen Clifford
Algebra Cl(Vg, bc) betrachten kann. Wie wir in besprochen haben, ist aber die
Klassifikation der komplexen symmetrischen Bilinearformen wesentlich einfacher als im
reellen Fall. Damit kann man beweisen, dass Cl(V¢, bc) als Algebra entweder isomorph
zu einer Matrixalgebra MyC fiir passendes N oder zu einer direkten Summe von zwei
solchen Matrixalgebren ist. Das liefert dann Realisierungen der oben erwéhnten Spin
Gruppen durch lineare Abbildungen auf CV, die sogenannten Spin Darstellungen, die
in einigen Teilgebieten der Mathematik und der theoretischen Physik wichtig sind.
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