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KAPITEL 6

Determinanten

Als Motivation fiir die folgenden Uberlegungen, erinnern wir uns an einige Tatsa-
chen iiber den Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen, die wir in
Kapitel 4 der Vorlesung “Einfithrung in die Lineare Algebra und Geometrie” kennen
gelernt haben. Seien V' und W endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K
und sei f : V — W eine lineare Abbildung. W#hlt man eine Basis B = {vy,...,v,}
fiir V und eine Basis C = {wy,...,w,,} fir W, dann kann man die lineare Abbildung
[ durch ihre Matrixdarstellung [f]8 € M,,,.(K) beschreiben. Fiir jedes Element v € V/
gilt ndmlich [f(v)]e = [f]E[v]s, wobei [v]s der Koordinatenvektor von v beziiglich B
und [f(v)]e der Koordinatenvektor von f(v) beziiglich C ist. Ist v = ajv; + -+ - + a,v,
die (eindeutige) Darstellung von v als Linearkombination der Elemente von B, dann ist
[v]g = (a1, ..., a,). Insbesondere erhélt man im Fall V' = K" und W = K™ genau den
iiblichen Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen (siehe Kapitel 3
von [1]) wenn man fiir B und C jeweils die Standardbasis verwendet.

Es ist auch leicht zu beschreiben, wie die Matrixdarstellungen beziiglich verschie-
dener Basen zusammenhéngen. Ist B eine weitere Basis fiir V, dann kann man die
Matrizen zum Basiswechsel bilden, die man in der Notation von oben als [id]g bzw

[id)8 = ([id]g)*1 schreiben kann. Analog gibt es zu einer weiteren Basis C fiir W die
entsprechenden Basiswechselmatrizen, und es gilt

[} mx

1112 = GISLAEE = Gl B (IS,
(Wir werden in Kiirze sehen, warum die zweite Schreibweise die natiirlichere ist.) Schlief3-
lich ist noch wichtig zu bemerken, dass fiir eine gegebene Basis B fiir V' jede invertierbare
n x n—Matrix als [id]g fiir eine geeignete Basis B von V geschrieben werden kann.
Damit sieht man, dass fiir eine gegeben Matrixdarstellung A € M,, ,(K) einer linea-
ren Abbildung f, die Matrixdarstellungen von f beziiglich beliebiger Basen genau die
Matrizen der Form SAT ! fiir invertierbare Matrizen S € M,,(K) und T' € M, (K) sind.
Entsprechend nennt man zwei rechteckige Matrizen A, B € M, ,,(K) dhnlich, wenn es
invertierbare Matrizen S und T wie oben gibt, sodass B = SAT ! gilt, siche Abschnitt
4.18 in [1).

Aus diesen Uberlegungen konnen wir einerseits erkennen, wie man Matrizen zum
Studium linearer Abbildungen verwenden kann. Jede Eigenschaft einer Matrix, die sich
automatisch auf alle &hnlichen Matrizen iibertragt kann man als Eigenschaft von linea-
ren Abbildungen betrachten. Um diese Eigenschaft fiir eine Abbildung f zu iiberpriifen
geniigt es dann, sie fiir eine Matrixdarstellung von f zu verifizieren. Umgekehrt kann
man natiirlich fragen, wie die einfachste mogliche Matrixdarstellung fiir eine gegeben
lineare Abbildung f aussieht. Wir wissen aus Abschnitt 4.18 von [1], dass Ahnlichkeit
von Matrizen eine Aquivalenzrelation ist und die suche nach einer méglich einfachen Ma-
trixdarstellung bedeutet, dass man in jeder Aquivalenzklasse einen maglichst einfachen
Repréasentanten angeben mochte.
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Tatséchlich haben wir diese beiden Probleme in Satz 4.18 von [1] einfach losen
konnen. Einerseits sind zwei Matrizen genau dann &hnlich, wenn sie den gleichen Rang
haben. Somit ist der Rang die einzige wesentliche Invariante einer linearen Abbildung
zwischen zwei verschiedenen endlichdimensionalen Vektorrdumen. Andererseits kann
man leicht einen einfachen Représentanten fiir die Matrizen mit Rang r angeben, zum
Beispiel die Matrix J, = (a;;) fir die a;y = ag2 = -+ = a,, = 1 gilt, wihrend alle
anderen Eintragungen Null sind. Wir haben damals schon angedeutet, dass die entspre-
chenden Probleme fiir lineare Abbildungen f : V' — V' also von einem Vektorraum auf
sich selbst, sehr viel schwieriger sind. Tatsédchlich werden uns die beiden obigen Fragen
in diesem Fall einen Gutteil des Semesters beschéftigen.

6.1. Ahnlichkeit fiir quadratische Matrizen. Der wesentliche Unterschied im
Fall linearer Abbildungen f : V' — V ist natiirlich, dass wir uns auf Matrixdarstellungen
beziiglich einer Basis von von V' einschréinken kénnen und nicht zwei verschiedene Basen
fir V' verwenden. Fiir eine Basis B = {vy,...,v,} von V schreiben wir ab sofort [f]s
statt [f]8, und sofern nicht explizit anderes gesagt wird, werden wir uns ab sofort nur
noch fiir solche Matrixdarstellungen interessieren.

Ist B eine weitere Basis fiir V, dann erhalten wir die invertierbare Matrix [id]g und
von oben lesen wir ab, dass

15 = GdZ[f]s((d]E) ™
gilt. Im Gegensatz zu vorher muss man also von links mit einer beliebigen invertierbaren
Matrix und von rechts mit ihrer Inversen multiplizieren und nicht mit zwei beliebigen
invertierbaren Matrizen. Entsprechend adaptiert man den Begriff von Ahnlichkeit fiir
quadratische Matrizen:

DEFINITION 6.1. Sei K ein Kérper und n € N. Zwei quadratische Matrizen A, B €
M, (K) heiBen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix T € M,,(K) gibt, sodass B =
TAT—! gilt. In diesem Fall schreibt man A ~ B.

Sofern nicht explizit anderes gesagt wird, werden wir ab sofort nur noch diesen
Begriff von Ahnlichkeit und nicht den “alten” Begriff, der auch fiir rechteckige Matrizen
Sinn macht, verwenden.

Die grundlegenden Eigenschaften folgen nun sofort aus bereits bekannten Resultaten
bzw. werden ganz analog zu diesen bewiesen:

PROPOSITION 6.1. (1) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum diber K, f : V —
V eine lineare Abbildung, und A € M,(K) eine Matrizdarstellung fir f, d.h. A = f]s
fiir eine Basis B von V.

Dann ist eine Matriz B € M, (K) genau dann eine Matrizdarstellung von f, wenn
sie dhnlich zu A 1m Sinne von Definition |6. 1] ist.

(2) Ahnlichkeit quadratischer Matrizen ist eine Aquivalenzrelation. Ahnliche Ma-
trizen haben den gleichen Rang, es gibt aber Matrizen mit gleichem Rang, die nicht
zueinander dhnlich sind.

BeEwEIS. (1) folgt sofort aus den obigen Uberlegungen und Lemma 4.18 von [1],
und den Anfang von (2) beweist man vollig analog zu Bemerkung 4.18 (2) aus [1].
Die Details auszufiithren ist eine gute Ubung. Dass dhnliche Matrizen gleichen Rang
haben folgt aus Satz 4.18 von [1]. Umgekehrt betrachten wir K = R und fiir ¢ € R die
Matrix ¢I,,, wobei I, die Einheitsmatrix bezeichnet. Ist T' € M, (R) invertierbar, dann
ist T(tL,) T~ =T, T~ = tTT~! = tI,,. Somit sind fiir ¢ # s die Matrizen ¢I,, und s,
nicht dhnlich, obwohl sie fiir ¢, s # 0 beide Rang n haben. OJ
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BEMERKUNG 6.1. (1) Analog zu den Uberlegungen von oben kénnen wir nun li-
neare Abbildungen f : V — V {iber ihre Matrixdarstellungen studieren. Man kann
einfach jede Eigenschaft quadratischer Matrizen, die sich automatisch auf &hnliche Ma-
trizen iibertrigt, als FEigenschaft von linearen Abbildungen auffassen. Umgekehrt kann
man versuchen in jeder Aquivalenzklasse dhnlicher Matrizen einen moglichst einfachen
Repréasentanten zu finden, eine sogenannte Normalform. Diese stellt dann eine ausge-
zeichnete “einfache” Matrixdarstellung fiir eine Klasse von linearen Abbildungen dar.
Wie schon bemerkt, sind diese Fragen hier wesentlich interessanter und schwieriger als
im Fall von Abbildungen zwischen verschiedenen Vektorrdumen und sie werden uns auf
lingere Zeit beschéftigen.

(2) Im letzten Semester haben elementare Zeilenoperationen eine zentrale Rolle ge-
spielt, insbesondere beim Studium linearer Gleichungssysteme. Dabei war es wichtig,
dass jede Folge elementarer Zeilenoperationen durch Multiplikation von links mit einer
invertierbaren Matrix dargestellt werden kann. Damit fiihrt jede Folge elementarer Zei-
lenoperationen von einer Matrix A zu einer Matrix, die im “alten” Sinn dhnlich zu A
ist. Das gilt aber fiir den neuen Begriff von Ahnlichkeit aus Definition nicht! Daher
werden elementare Zeilenoperationen im weiteren keine so grofie Rolle mehr spielen.

Existenz der Determinante

Der erste Schritt zum Verstédndnis quadratischer Matrizen ist der Begriff der De-
terminante einer Matrix. Um den allgemeinen Begriff zu motivieren besprechen wir
zunédchst den Fall der Determinante von 2 x 2-Matrizen. In diesem Fall ist der Be-
griff schon aus der Schule bekannt und man kann alle wesentlichen Eigenschaften ganz
einfach nachrechnen.

6.2. Die Determinante von 2 x 2-Matrizen. Sei K ein Kérper und M, (K)
der Raum der 2 x 2-Matrizen iiber K. Dann definieren wir die Determinantenfunktion
a b

det : My(K) — K durch det e d
ist es auch hier oft giinstig, die Matrix als Familie ihrer Spaltenvektoren zu betrachten.
Wir werden daher det auch als Funktion K? x K? — K betrachten und als det(vy, vy)
fiir vy, vy € K2 schreiben. Die grundlegenden Eigenschaften der Determinantenfunktion
kénnen wir nun sofort ablesen:

:= ad — bc. Wie schon im ersten Teil der Vorlesung

(1) Fiir r € K gilt det(rvy, v2) = det(vy, 7ve) = rdet(vy, v2) und fiir v}, v} € K? gel-
ten det(vy+v], v2) = det(vy, vo)+det(v], v2) sowie det(vy, vo+v)) = det(vy, va)+
det(vy, v}). Man sagt, die Determinante ist linear in jeder Spalte. Die Bedingun-
gen besagen ja gerade, dass vy +— det(vy,ve) fiir fixes vy und vy +— det(vy, ve)
fiir fixes v; lineare Abbildungen K? — K sind.

(2) Fiir beliebiges v € K? ist det(v,v) = 0. Man sagt, die Determinante ist alter-
nierend.

(3) Fiir die Einheitsmatrix (bzw. fiir die Elemente der Standardbasis) gilt det(I) =
det(ey, e2) = 1. Man sagt, die Determinante ist normiert.

Wie schon aus der Schule bekannt kann man im Fall K = R den Betrag der Deter-
minante als Fldche des von den Spaltenvektoren aufgespannten Parallelogramms inter-
pretieren.
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Die erste zentrale Eigenschaft der Determinante ist ihr Bezug zur Invertierbarkeit,
der im Fall der hier ganz einfach explizit nachgerechnet werden kann. Es gilt ndmlich

(Z Z) <_dc _ab) = (_dc _ab> (Z Z) = (adabc . do_ bc) — (ad — be)Ts.

Ist also A € M3(K) so, dass det(A) # 0 gilt, dann ist A invertierbar, und wir kénnen
die inverse Matrix einfach angeben. Umgekehrt zeigt eine direkte Rechnung, dass fiir
A, B € M,(K) die Gleichung det(AB) = det(A) det(B) gilt. Ist A invertierbar, dann gibt
es eine Matrix B, sodass AB = BA = [ gilt. Damit ist aber det(A) det(B) = det(I) = 1,
also insbesondere det(A) # 0.

Es ist bemerkenswert, dass diese Rechnung nicht nur iiber Korpern funktioniert
sondern ganz allgemein iiber kommutativen Ringen funktioniert. Man muss dann nur
statt det(A) # 0 verlangen, dass es ein Element r gibt, sodass r det(A) = 1 gilt. Damit
kann man dieses Kriterium insbesondere iiber den ganzen Zahlen Z verwenden. Wir
sehen also etwa, dass eine 2 x 2-Matrix mit Eintragungen in Z genau eine inverse Matrix
mit Eintragungen aus Z besitzt, wenn ihre Determinante diese Bedingung erfiillt. In Z
bedeutet das aber gerade, dass det(A) = £1 gelten muss. Tatséchlich kann man die
ganze Theorie der Determinanten ohne grofere Anderungen iiber kommutativen Ringen
mit Einselement entwickeln, wir werden das aber nicht tun.

Nehmen wir nun an, dass A € M(K) invertierbar ist, also det(A) # 0 gilt. Betrach-
ten wir nun das lineare Gleichungssystem Az = y, dann ist = A~y fiir jedes y € K>

Y

die eindeutige Losung. Ist y = yl , dann erhalten wir mit der Formel fiir A~ von oben
2

gerade z1 = det(A) ! (dy; — byz) und w9 = det(A)~!(—cy; + ays). Bezeichnen wir die
Spaltenvektoren von A mit v; und vy, dann kann man das als z; = det(A) ™! det(y, vo)
und zo = det(A)~!det(vy,y) schreiben. Das ist der einfachste Fall der sogenannten
Cramer’schen Regel, die explizite Losungsformeln fiir lineare Gleichungssysteme liefert.

Betrachten wir schliefllich dhnliche Matrizen A, B € M»(K). Dann gibt es nach De-
finition eine invertierbare Matrix T' € M(K), sodass B = TAT ! gilt. von oben wissen
wir, dass det(7") det(T~1) = 1 gilt. Damit erhalten wir aber aus der obigen Formel fiir
Determinanten von Produkten det(B) = det(T) det(A) det(T~!) = det(A), also haben
dghnliche Matrizen die selbe Determinante. Damit kann man aber die Determinante fiir
lineare Abbildungen von einem zweidimensionalen Vektorraum auf sich selbst als die
Determinante einer beliebigen Matrixdarstellung definieren.

6.3. Determinantenfunktionen. Sei K ein Korper. Wie in werden wir wei-
terhin eine Matrix auch als Familie ihrer Spaltenvektoren betrachten, also den Raum
M, (K) der n x n—Matrizen iiber K auch als K" x ... x K" (n Faktoren) betrachten.

DEFINITION 6.3. (1) Eine Funktion F' : M, (K) = K* x ... x K* — K heifit eine
Determinantenfunktion wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

e [ ist linear in jeder Spalte, d.h. fiir jedes i = 1, ..., n und beliebige fixe Elemen-
te v; fiir j # ¢ ist v; — F(vq,...,0;,...,v,) eine lineare Abbildung K" — K.
o Ist v; = v, fiir ein ¢ # j, dann ist F(vy,...,v,) = 0.
(2) Eine Determinantenfunktion F' : M, (K) — K heift normiert, wenn F(I,) =
F(ey,...,e,) =1 gilt.

BEMERKUNG 6.3. (1) Die Funktion det : My(K) — K aus ist eine normierte
Determinantenfunktion. Fiir n > 2 miissen wir erst beweisen, dass Determinantenfunk-
tionen iiberhaupt existieren.
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(2) Zu den elementaren Zeilenoperationen aus Abschnitt 3.6 von [1] gibt es natiirlich
analoge elementare Spaltenoperationen. Diese sind gegeben, indem man zwei Spalten
vertauscht, eine Spalte mit einem Skalar ungleich Null multipliziert, oder zu einer Spalte
ein beliebiges Vielfaches einer anderen Spalte addiert. Aus der Definition ergibt sich
sofort, wie sich eine Determinantenfunktion F' unter diesen Operationen verhélt:

Addiert man zur i—ten Spalte das r—fache der j—ten Spalte, dann erhélt man wegen
der Linearitét in der i—ten Spalte

F(og,...,0i+rvj, ... 05, .0,0n) = Fug, ..o v,) +17F(vg, 00 05,000, 05,000, )

und der zweite Summand verschwindet, weil zwei Spalten gleich sind. Bei dieser Art
von Spaltenoperationen bleibt also der Wert jeder Determinantenfunktion unveréndert.
Multipliziert man eine Spalte mit einem Skalar » € K, dann wird wegen der Linearitét
in dieser Spalte auch der Wert von F' mit r multipliziert. Schliefilich behaupten wir,
dass F' bei Vertauschung von zwei Spalten das Vorzeichen wechselt. Dazu schreiben wir
in die i—te und die j-te Spalte v; + v;, und erhalten nach Definition 0 = F(vy,...,v; +
Vj, ...,V + vj,...,0,). Nach der Linearitét in der i-ten Spalte konnen wir die rechte
Seite als F'(v1,...,05,...,0 +vj,...,0,) + F(v1,...,0j,...,v +vj,...,v,) schreiben.
Da F' verschwindet, wenn zwei Spalten gleich sind, bleibt vom ersten Summanden nur
F(ui,...,v,...,05,...,0,) und vom zweiten nur F'(vy,...,vj,...,0;,...,0,) librig, also
erhalten wir F'(vi,...,v5,...,0;,...,0,) = —F(v1,...,0;,...,05,...,0,). Wir werden
spéter sehen, dass fiir jede Determinantenfunktion F' und jede Matrix A € M, (K) die
Gleichung F(A") = F(A) gilt, wobei A’ die transponierte Matrix bezeichnet. Daraus
folgt dann, dass ein analoges Verhalten unter elementaren Zeilenoperationen gilt.

Wir kénnen nun direkt beweisen, dass Determinantenfunktionen fiir Matrizen belie-
biger Grofle tatséchlich existieren:

SATz 6.3 (Existenzsatz). Fir jeden Korper K und jedesn € N gibt es eine normierte
Determinantenfunktion det : M, (K) — K.

BEWEIS. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n und definieren die Deter-
minantenfunktion induktiv. Fiir n = 1 ist die Identitiat idg : M;(K) = K — K eine
normierte Determinantenfunktion. Fiir n = 2 ist die Funktion det aus eine normier-
te Determinantenfunktion. Nehmen wir induktiv an, dass wir bereits eine normierte
Determinantenfunktion det : M,,_;(K) — K definiert haben. Fiir A = (a;;) € M,(K)
sei A; € M,_1(K), die (n — 1) x (n — 1)-Matrix die entsteht, wenn man in A die
erste Zeile und die j—te Spalte weglisst. Anders gesagt, ist A = (vy,...,v,), dann ist
A; = (t1,...,0j-1,0j41,...,0p), wobei 0; aus v; durch weglassen der ersten Komponente
entsteht. Nun definieren wir det(A) := 377, (—=1)7"ay; det(4;).

Wir miissen nun die definierenden Eigenschaften einer normierten Determinanten-
funktion verifizieren. Fiir A = (vy,...,v,) betrachte B = (vy,...,7rv;,...v,). Dann ist
bi; = ray; und B; = A;, also wird der i—te Summand in der Definition von det mit r
multipliziert. Fiir j # ¢ ist by; = ay;, aber eine Spalte von B; ist gerade das r—fache
der entsprechenden Spalte von A;, also det(B;) = rdet(A;) nach Induktionsvorausset-
zung. Somit werden auch alle anderen Summanden mit r» multipliziert, und wir erhalten
det(B) = rdet(A).

Betrachte zu A = (vy,...,v,) die Matrizen B = (vy,...,v.,...,v,) und C' =
(1)1, Ce ,Ui+U7€, ce ,Un), dann ist C1; — au—i—bu und Cl = Az = Bl und damit C14 det(C’Z) =
ay; det(A;) + by; det(B;). Fiir j # i erhalten wir ¢1; = ay; = by, aber in der Matrix C}
ist gerade eine Spalte gleich der Summe der entsprechenden Spalten von A; und Bj,
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wihrend alle anderen Spalten in allen drei Matrizen gleich sind. Nach Induktionsvor-
aussetzung impliziert das det(C;) = det(A;) + det(B;) und damit auch ¢;; det(C;) =
ay; det(A;) 4 by det(B;). Damit erhalten wir aber det(C') = det(A) +det(B), und somit
ist det linear in jeder Spalte.

Nehmen wir nun an, dass in A = (vy, ..., v,) zwel Spalten gleich sind, etwa v; = v; =
v mit ¢ < 7. Flir k£ # 4, 7 sind dann zwei Spalten von Ay gleich ¢, und damit reduziert
sich die definierende Formel fiir det(A) zu (—1)"*ay; det(A;) +(—1)"ay; det(A;). Nach
Definition gilt

A = (Ub ces Ui, Uiy - -5 V-1, U, Uity - - - 7Un>

Aj = (01,5 Vi1, D, Vgt - - - y Uj—1, U1,y - - - ;).

Nach Induktionsvoraussetzung ist det auf (n — 1) x (n — 1)-Matrizen eine Determi-
nantenfunktion, also wissen wir aus Bemerkung [6.3] (2), dass bei Vertauschen von zwei
Spalten der Wert von det das Vorzeichen wechselt. Nun erhélt man aber A; aus A, in-
dem man die Spalte v der Reihe nach mit den j —i—1 Spalten 0,41, ...,7;_; vertauscht.
Damit ist aber det(A4;) = (—=1)"""!det(4;), also (1) det(A;) = —(—1)""det(A;)
und somit det(A) = 0.

Die Tatsache, dass det normiert ist, ist ganz einfach zu zeigen: Ist A =1, die n x n—
Einheitsmatrix, dann ist a;; = 1 und A; = I,_; und ay; = 0 fiir alle 7 > 1. Damit
ist aber nach Definition det(l,) = 1det(I,_;) und nach Induktionsvoraussetzung ist
det(I,,_1) = 1. O

BEISPIEL 6.3. (1) Wir hétten im Beweis den Fall n = 2 gar nicht extra behandeln
miissen. Die Funktion det aus entsteht ndmlich aus der Identitét (die normierte
Determinantenfunktion fiir n = 1) durch die im Beweis angegebene Konstruktion. Ist

a

namlich A = dann ist A} = dund Ay = ¢ (jeweils als 1 x 1-Matrizen betrachtet).

b
d
Die Formel aus dem Beweis vereinfacht sich also zu adet(d) — bdet(c) = ad — be.

(2) Wir wollen die Formel fiir die Determinante einer 3 x 3-Matrix A = (a;;) explizit
berechnen. Aus der Definition von det erhalten wir

Q22 Q2 A21 G2 21 Q22
ai det 3) — a12 det 3 + ais det
a3z ass az1 ass az1 a3z
und setzt man die 2 x 2-Determinanten ein, dann erhélt man

11022033 — Q11023032 — 12021033 + G12G23031 + Q13021032 — A13022031 -

Diese Formel kann man sich einfach mit der sogenannten Regel von Sarrus merken.

Dazu bildet man eine 5 x 3-Matrix, indem man die ersten beiden Spalten der Matrix A
11 Q12 Q13 dAil A12

nochmals hinten anhéngt: | as1 a2 a3 a1 ase |. Dann addiert man die Produkte
31 ag2 a3z 31 A32

iiber die drei “Hauptdiagonalen” (von links oben nach rechts unten) mit positivem

Vorzeichen und die Produkte iiber die drei “Nebendiagonalen” (von rechts oben nach

links unten) mit negativem Vorzeichen.

Vorsicht: Fiir grofiere Matrizen (ab 4 x 4) gibt es kein Analogon der Regel von
Sarrus! Versuche, Analoga so einer Regel zu verwenden sind ein Zeichen fiir schlimmes
Unverstdndnis.
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6.4. Die Cramer’sche Regel. Aus den elementare Eigenschaften der Determi-
nantenfunktion det kénnen wir sofort eine Anwendung auf lineare Gleichungssysteme
folgern:

SATZ 6.4. Ist K ein Kirper, A € M,(K) eine n x n—-Matriz iber K mit Spalten-
vektoren vy, ..., v, und b € K", dann gilt: Ist © = (x1,...,2,) € K" eine Liosung des
linearen Gleichungssystems Ax = b, dann ist

z;jdet(vy,...,v,) = det(vy,...,vj-1,0,0j41,...,0,)
BEWEIS. In Termen der Spaltenvektoren vy, ... v, von A bedeutet Ax = b gerade
x101 + - - -+ v, = b. Betrachten wir nun det(vq,...,b,...,v,), wobei wir b anstelle von

v; eingesetzt haben, dann erhalten wir
det(vi,...,b,...,v,) =det(vy,..., 201 + -+ + TpUp, ..., Vp).

Nach der Linearitét in der j—ten Spalte ist das gleich Y | z;det(vy,...,v;,...,0,),
wobei v; an der j-ten Stelle steht. Fiir ¢ # j kommt aber in der Determinante zwei
mal der selbe Spaltenvektor vor (ndmlich v; an der i—ten und der j—ten Stelle), also
bleibt nur der j—te Summand iibrig, indem in der j—ten Spalte v, steht. Damit folgt die
Behauptung des Satzes sofort. OJ

KOROLLAR 6.4. Ist det(A) # 0, dann sind die Spaltenvektoren v; von A linear
unabhdngig, A st invertierbar, und fir jedes b € K" ist die eindeutige Lisung v =

(x1,...,2,) des linearen Gleichungssystems Ax = b gegeben durch
det(vi,...,vj-1,b,0541,...,0)
T, =
! det(A)
BEwEIs. Sind zq,...,x, € K so, dass x1vy + - - - + x,v, = 0 gilt, dann ist natiirlich
x = (21,...,x,) eine Losung des linearen Gleichungssystems Az = 0. Natiirlich ist

det(vy,...,v;-1,0,vj41,...,v,) = 0 fiir alle j, also folgt aus dem Satz x; det(A) = 0 fiir
alle j. Ist det(A) # 0, dann folgt z; = 0 fiir alle j, und damit die lineare Unabhéngigkeit
der Spaltenvektoren von A.

Nach Korollar 4.5 (6) von [I] bilden die v; dann eine Basis fiir K” und nach Satz
4.10 (4) von [1] ist A invertierbar. Damit hat das Gleichungssystem Az = b fiir jedes
b € K" die eindeutige Losung 2 = A~1b. Da det(A) # 0 ist folgt die Formel fiir z; direkt
aus dem Satz. |

BEMERKUNG 6.4. (1) Wie wir schon bemerkt haben, kann man die Theorie der De-
terminantenfunktionen ohne Anderungen iiber kommutativen Ringen mit Einselement
entwickeln. Satz gilt in dieser Form ohne Anderungen. Die Folgerungen entsprechend
Korollar [6.4] sind allerdings etwas komplizierter, wie aus dem Beweis ersichtlich ist: Um
die lineare Unabhéngigkeit der Spaltenvektoren zu folgern muss man verlangen, dass
det(A) kein Nullteiler ist (es also kein Element # 0 gibt, dass mit det(A) multipliziert
Null ergibt). In Z oder R[z] ist das dquivalent zu det(A) # 0, im Allgemeinen ist es
aber eine stéirkere Einschriankung. Andererseits impliziert diese Eigenschaft noch lange
nicht, dass es ein multiplikativ inverses Element zu det(A) gibt, was man bené6tigt, um
tatsdchlich Losungen des linearen Gleichungssystems zu erhalten. In Z haben etwa nur
die Elemente £1 ein multiplikativ Inverses.

(2) Fiir die praktische Losung von linearen Gleichungssystemen ist die Cramer’sche
Regel nicht besonders gut geeignet, weil die Berechnung der vielen Determinanten sehr
aufwéndig ist. Daher 16sen Computerprogramme lineare Gleichungssysteme nicht mit
dieser Methode. Um das zu sehen, bestimmen wir, wie viele Rechenoperationen zur
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Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Gleichungen in n Unbekannten nétig
sind. Wir werden uns dabei auf die Multiplikationen und Divisionen beschréinken (die
mehr Rechenaufwand bendtigen) und Additionen, Subtraktionen und Vertauschungen
von Zeilen oder Spalten aufler Acht lassen. Die Formel fiir eine 2 x 2—Determinante
besteht aus zwei Summanden, von denen jeder ein Produkt von zwei Zahlen ist. Nach
Definition muss man n mal ein Element mit einer (n — 1) x (n — 1)-Determinante
multiplizieren, um eine n X n—Determinante zu berechnen. Eine 3 x 3-Determinante
hat also 6 Summanden, von denen jeder ein Produkt von 3 Zahlen ist, man benotigt
also 12 Multiplikationen fiir so eine Determinante. Induktiv sieht man, dass eine n x n—
Determinante aus n! = n(n—1) - - - 3-2 Summanden besteht, von denen jeder ein Produkt
von n Zahlen ist, also n!(n — 1) Multiplikationen benotigt.

Um ein n x n—Gleichungssystem nach der Cramer’schen Regel zu berechnen, muss
man n+ 1 Determinanten von n x n—Matrizen berechnen, benétigt als (n+1)n!l(n—1) =
(n+1)!(n—1) Multiplikationen. Anschlielend braucht man noch n Divisionen, was aber
kaum mehr ins Gewicht féllt. Berechnet man das explizit, dann braucht man fiir ein
3 x 3-System 48 Multiplikationen, ein 4 x 4-System bendétigt 360 Multiplikationen, fiir
5 x 5—Systeme sind 2880 Multiplikationen nétig und bei einem 10 x 10-System sind es
schon 359251200 Multiplikationen.

Versuchen wir auf dhnliche Weise den Gauf’schen Algorithmus zu analysieren, dann
miissen wir nur bedenken, dass man nach Satz 3.9 von [I] jede invertierbare nxn-Matrix
(der einzige Fall in dem die Cramer’sche Regel funktioniert) durch elementare Zeilen-
operationen in die Einheitsmatrix umgewandelt werden kann, was genau dquivalent zur
Losung des Systems ist. Betrachten wir also die erweiterte Matrix (A, b) des Systems.
Da wir Vertauschungen von Zeilen ignorieren, diirfen wir annehmen, dass das die erste
Zeile von A mit einem Element ungleich Null beginnt. Mit n Divisionen erreichten wir,
dass die erste Zeile mit 1 beginnt. Um in den weiteren Zeilen das Element in der ers-
ten Spalte zu Null zu machen, benotigen wir pro Zeile n Multiplikationen. Somit sind
wir mit n Divisionen und (n — 1)n Multiplikationen so weit, dass in der ersten Spalte
der erweiterten Matrix der erste Einheitsvektor e; steht. Damit das zweite Element der
zweiten Zeile gleich Eins ist, brauchen wir (n — 1) Divisionen, und mit (n — 1)(n — 1)
Multiplikationen erreichen wir, dass in der zweiten Spalte der zweite Einheitsvektor es
steht. Induktiv sehen wir, dass wir n + (n — 1) +--- + 2+ 1 = in(n + 1) Divisionen
und (n —1)(n+ (n—1)4---+2+1) = 5(n — 1)n(n + 1) Multiplikationen benétigen,
und ein n x n—Gleichungssystem mit dem Gauf3’schen Algorithmus zu l6sen. Fiir ein
3 x 3-System sind das 6 Divisionen und 12 Multiplikationen, bei einem 4 x 4-System
10 Divisionen und 30 Multiplikationen und bei einem 5 x 5-System 15 Divisionen und
60 Multiplikationen. Bei einem 10 x 10-System erh&lt man die moderate Zahl von 55
Divisionen und 495 Multiplikationen.

Die Cramer’sche Regel ist aber von einem theoretischen Standpunkt aus interessant,
weil sie in einfacher Weise beschreibt, wie die eindeutige Losung des linearen Gleichungs-
systems Az = b (fiir invertierbares A) von der Matrix A und vom Vektor b abhéngt,

siche Bemerkung

Eindeutigkeit der Determinante und die Leibniz—Formel

Unser néchstes Hauptziel ist zu zeigen, dass es nur eine normierte Determinanten-
funktion gibt. Dazu miissen wir einige Grundtatsachen iiber die sogenannten Permuta-
tionsgruppen, also die Gruppen von Bijektionen einer endlichen Mengen beweisen.
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6.5. Permutationen. Fiir n € N bezeichnen wir mit G,, die Menge aller Bijektio-
nen der Menge {1,...,n}. Fir zwei bijektive Funktionen o,7 € &,, ist natiirlich auch
die Komposition o o 7 eine Bijektion, liegt also wieder in &,,. Wir werden im weiteren
meist einfach o7 statt o o 7 schreiben. Zu o € &,, ist auch die inverse Funktion o~!
bijektiv und liegt damit ebenfalls in &,,. Nach Definition gilt oo™ = 7' = id und
coid =id oo = ¢ und da die Komposition von Funktionen immer assoziativ ist, ist &,,
eine Gruppe mit neutralem Element id. Diese Gruppe ist allerdings nicht kommutativ.

Ist 0 € 6, also o : {1,...,n} — {1,...,n} eine bijektive Funktion, dann kénnen
wir o einfach beschreiben, indem wir das n—Tupel (o(1),...,0(n)) angeben. Klarerweise
ist eine Funktion f : {1,...,n} — {1,...,n} genau dann injektiv, wenn sie surjektiv
ist. Die moglichen n—Tupel zu Bijektionen o € &,, sind also genau die, in denen jede
der Zahlen {1,...,n} einmal vorkommt. Somit hat man aber n Méglichkeiten o (1) zu
wéhlen, es bleiben (n — 1) Mdglichkeiten fiir 0(2), und so weiter bis zu o(n), das dann
schon eindeutig festgelegt ist. Daraus folgt aber, dass &,, genau n! Elemente besitzt.

Schlielich bemerken wir noch, dass wir &,,_; in natiirlicher Weise als Teilmenge
von &,, betrachten konnen. Betrachten wir namlich eine Permutation o € G,,, fiir die
o(n) = n gilt, dann ist o(i) € {1,...,n — 1} fiir alle ¢ € {1,...,n — 1}, also liefert
o eine Funktion {1,...,n — 1} — {1,...,n — 1}, und diese ist offensichtlich injektiv,
also bijektiv, also ein Element von &,,_;. Umgekehrt kann man aus jedem o € G,,_;
eine Bijektion von {1,...,n} machen, indem man n auf sich selbst abbildet. Natiirlich
ist der Wechsel zwischen den beiden Bildern mit der Komposition vertraglich, also ist
{o0 € 6,,: 0(n) = n} eine Untergruppe von &, die wir mit &,,_; identifizieren kénnen.

Fiir n = 1 gibt es natiirlich nur eine Bijektion der Menge {1}, ndmlich die Identitét.
Fiir n = 2 gibt es neben der Identitat nur noch eine Bijektion, die dem geordneten Paar
(2,1) entspricht und gerade die beiden Elemente vertauscht. Fiir n = 3 entsprechen die
6 moglichen Bijektionen gerade den Tripeln (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2)
und (3,2,1), und so weiter. Das erste und das dritte Tripel entsprechen gerade den
beiden Elementen der Untergruppe &5 C Gs.

Besonders einfache Permutationen sind die sogenannten Transpositionen oder Ver-
tauschungen. Fiir n € N und i,5 € {1,...,n} mit i # j definieren wir die Trans-
position (i,7) € &,, als die bijektive Abbildung die ¢ auf j, j auf i und alle anderen
Elemente von {1,...,n} auf sich selbst abbildet. (i, 7) vertauscht also gerade die Ele-
mente ¢ und j. Offensichtlich ist (¢,7)~! = (4, 7). Was wir nun bené&tigen ist, dass man
jeder Permutation o ein sogenanntes Signum sgn(c) € {1,—1} zuordnen kann, so-
dass sgn(o7) = sgn(o)sgn(7) gilt und so, dass das Signum einer Transposition —1 ist.
Zunéchst beweisen wir:

SATZ 6.5. Sein € N, n > 2. Dann gilt:

(1) Man kann jede Permutation o € &,, als Produkt von hdochstens n Transpositionen
schreiben.

(2) Sind 7 firi=1,...,k und 7} fiir j = 1,...,¢ Transpositionen und ist Ty - - - 7, =
T -1y, dann sind die Zahlen k und ¢ entweder beide gerade oder beide ungerade.

BEWEIS. (1) Wir verwenden Induktion nach n. Fiir n = 2 haben wir nur die Trans-
position (1,2) und die Identitéit. Wie wir aber bereits bemerkt haben, ist (1,2)"! =
(1,2), also (1,2)(1,2) = id. Nehmen wir induktiv an, dass n > 3 gilt, und wir den Satz
fir &,,_; bereits bewiesen haben. Zu o € &,, betrachte o(n) € {1,...,n}. Ist o(n) = n,
dann ist ¢ ein Element der Untergruppe 6,1 C &,,, kann also nach Induktionsvor-
aussetzung als Produkt von hochstens n — 1 Transpositionen geschrieben werden. Ist
andererseits o(n) = k # n, dann betrachten wir (k,n)o. Das bildet n auf n ab, also gibt
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nach Induktionsvoraussetzung eine Zahl s < n—1 und Transpositionen 7y, ..., Ts, sodass
(k,n)o =1y - -+ 75 gilt. Damit ist aber 0 = (k,n)(k,n)o = (k,n)7 - - - 75 ein Produkt von
hochstens n Transpositionen.

(2) Sei {eyq,...,e,} die Standardbasis fiir den R—Vektorraum R”, sei 0 =71+ 7 =
71 - - -7, und betrachte det(e,(1), . . ., €5(n)), wobei det die normierte Determinantenfunk-

tion aus Satz bezeichnet. Nach Konstruktion ist det(ey,...,e,) = 1, und nach Be-
merkung (2) von [6.3| wechselt die Determinante das Vorzeichen, wenn man zwei Spalten

vertauscht. Damit folgt aber aus o = 7 - - - 73, sofort, dass det(es(1),...,€rm)) = (—1)*
gelten muss. Analog folgt aus o = 7{ - - - 75, dass diese Determinante gleich (—1)* sein
muss, also folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG 6.5. (1) Die Darstellung als Produkt von Transpositionen ist nicht
eindeutig. So gilt etwa in &3 zum Beispiel trivialerweise (1,3) = (1,2)(1,2)(1, 3) aber
auch die nichttriviale Gleichung (1,2)(2,3)(1,2) = (1, 3).

(2) Die induktive Methode aus dem Beweis von Teil (1) des Satzes kann man ver-
wenden, um eine explizite Darstellung einer gegebenen Permutation als Produkt von
Transpositionen zu erhalten. Betrachten wir etwa die Permutation o € &4, die gegeben
ist durch o(1) = 3, 0(2) = 4, 0(3) = 2 und o(4) = 1. Betrachten wir nun (1,4)o,
dann bildet das 1 auf 3, 2 auf 1, 3 auf 2 und 4 auf 4 ab. Damit vertauscht (2,3)(1,4)c
die Elemente 2 und 1 und ldsst 3 und 4 fix, also ist (2,3)(1,4)c = (1,2) und somit
o=(1,4)(2,3)(1,2).

(3) Bei Rechnungen mit Permutationsgruppen ist immer Vorsicht geboten, weil diese
Gruppen nicht kommutativ sind. Betrachten wir etwa &3, dann bildet (1,2)(2,3) das
Element 3 auf 1 ab, wihrend (2, 3)(1, 2) klarerweise 3 auf 2 abbildet.

DEFINITION 6.5. Sei ¢ € G,, eine Permutation. Dann definieren wir das Signum
sgn(o) € {—1,1} von o als (—1)* falls es eine Darstellung von o als Produkt von k
Transpositionen gibt. Nach Teil (1) des Satzes kann man o immer als Produkt von
Transpositionen schreiben und nach Teil (2) des Satzes ist sgn(o) wohldefiniert, weil
sich fiir verschiedene Darstellungen der selben Permutation immer der selbe Wert fiir
sgn(o) ergibt.

Wir erhalten nun leicht die Eigenschaften der Signumfunktion:

PROPOSITION 6.5. Fiirn > 2 hat die Signumfunktion sgn : &,, — {—1,1} folgende
FEigenschaften:

(1) sgn ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. sgn(co’) = sgn(o)sgn(o’).

(2) Ist T eine Transposition, dann ist sgn(t) = —1.

(3) sen(id) = 1 und fiir jedes o € &,, ist sgn(o) = sgn(o™').

Bewers. (1) Sind ¢ = 7 --- 7 und o’ = 7/ ---7, Darstellungen von ¢ und ¢’ als
Produkte von Transpositionen, dann ist 7y --- 7 - 71 - - - 7, eine Darstellung von oo’ als
Produkt von Transpositionen. Damit ist aber nach Definition sgn(oo’) = (—1)"* =
(~1)H(~1)" = sgn(o) sgn(o").

(2) folgt direkt aus der Definition.

(3) Weil id = (1,2)(1,2) gilt ist sgn(id) = 1, also gilt sgn(o)sgn(o™!) = sgn(id) = 1
nach Teil (1), also ist sgn(o) = sgn(c ™). O

6.6. Eindeutigkeit der Determinante. Mit den obigen Resultaten iiber Permu-
tation konnen wir beweisen, dass es nur eine normierte Determinantenfunktion gibt.
Gleichzeitig erhalten wir eine allgemeine Formel fiir die Determinante, die sogenannte
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Leibniz—Formel, die zwar fiir die praktische Berechnung von Determinanten zu kompli-
ziert ist, aber theoretisch in vielen Féllen niitzlich ist. Aus diesen beiden Ergebnissen
werden wir rasch alle weiteren Resultate iiber Determinanten erhalten.

Wir kénnen nun nédmlich sofort das Verhalten von Determinantenfunktionen unter
Permutation der Spaltenvektoren beschreiben. Ist F' : M, (K) — K eine Determinan-
tenfunktion und o € G,, eine Permutation, dann kann man o als Produkt von Transpo-
sitionen schreiben, und bei Vertauschung von zwei Spalten wechselt F' nach Bemerkung
(2) von das Vorzeichen. Somit ist aber F(vyqy, ..., Vo)) = sgn(o)F(vy, ..., v,) fir
beliebige Elemente vy, ..., v, € K".

SATZ 6.6. Sei K ein Korper, F' : M,(K) — K eine Determinantenfunktion und
I e M,(K) die n x n—Einheitsmatriz. Dann gilt fir A = (a;;) € M, (K) die Formel

F(A)=F(1) Y sgn(0)as() - - - omn.

UEGn

Insbesondere ist det(A) = > o sg0(0)ao(1)1 - - - Ao(nyn und F(A) = F(I) det(A).

BEWEIS. Sei{ey,...,e,} die Standardbasis von K”. Dann kann man den i—ten Spal-
tenvektor von A als ay;e; + - - - + apie, schreiben. Somit ist

F(A) = F(anier + -+ ani€n, .-, @11 + + -+ + Qppén)-

Wegen der Linearitdt von F' in jeder Spalte zerféllt das in eine riesige Summe wobei in
jedem Summanden in jeder Spalte nur mehr ein e; steht. Ist f: {1,...,n} — {1,...,n}
definiert dadurch, dass in der j—ten Spalte gerade ey(;) steht, dann erhalten wir

F(A) = agay - agmnF(epays s erm);
f

wobei die Summe {iiber alle Funktionen f : {1,...,n} — {1,...,n} geht. Ist nun f
nicht injektiv, dann kommen im entsprechenden Summanden zwei gleiche Vektoren in
zwei verschiedene Spalten von F' vor, also verschwindet der entsprechende Summand.
Daher miissen wir nur iiber die bijektiven Funktionen, also iiber &,,, summieren. F'iir
o € &, haben wir aber bereits festgestellt, dass F'(eo(1), - - -, €o(m)) = sgn(o)F(e1, ..., e,)
gilt. Offensichtlich ist F'(ey,...,e,) = F(I) also folgt die erste Formel fiir F'(A). Wegen
det(I) = 1 erhalten wir daraus sofort die Formel fiir det(A) und daraus folgt sofort die
zweite Formel fiir F'(A). O

Dieser Satz liefert nun eine vollstdndige Beschreibung aller Determinantenfunktionen
F : M,(K) — K. Ist namlich r € K beliebig, dann ist offensichtlich A — rdet(A) eine
Determinantenfunktion, und nach dem Satz ist jede Determinantenfunktion von dieser
Form, wobei r = F(I) gilt.

Wir konnen diesen Satz (oder besser gesagt den Beweis) verwenden um zu zeigen,
dass eine Matrix genau dann invertierbar ist, wenn ihre Determinante ungleich Null ist.
Als weiteres Beispiel einer unmittelbaren Anwendung dieses Satzes betrachten wir soge-
nannte obere Dreiecksmatrizen. Eine n x n-Matrix A = (a;;) € M,,(K) heifit eine obere
Dreiecksmatrix, wenn a;; = 0 fiir alle 7 > j gilt, d.h. wenn unterhalb der Hauptdiagonale
von A nur Nullen stehen.

KOROLLAR 6.6. (1) Eine Matric A € M,(K) ist genau dann invertierbar, wenn
det(A) # 0 gilt.
(2) Sei A = (a;;) € M,,(K) eine obere Dreiecksmatriz. Dann ist det(A) = a1 ... Gpp.
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BeEWwEIS. (1) aus Korollar 6.4 wissen wir schon, dass det(A) # 0 die Invertierbarkeit
von A impliziert, es bleibt also zu zeigen, dass fiir eine invertierbare Matrix A immer
det(A) # 0 gelten muss. Sind {vy,...,v,} die Spaltenvektoren einer invertierbaren
Matrix A, dann bilden diese Vektoren nach Satz 4.10 von [1] eine Basis fir K". Damit
findet man fiir 4,7 = 1,...,n Skalare b;; € K sodass ¢; = Zj bijv; gilt. Damit erhalten
wir

1 = det(I) = det(ey, ..., e,) = det(byyvr + -+ binUn, -« ., bpavr + -+« + bppvy)
Wie im Beweis des Satzes sehen wir nun, dass die rechte Seite durch
det(vl, . ,Un) Z bo‘(l)l s bg(n)n
ce6,
gegeben ist. Insbesondere folgt det(A) = det(vy,...,v,) # 0.

(2) Nach der allgemeinen Formel ist det(A) = > .o sgn(0)dsyi - - - Aomp- Ist

o(j) > j, fur ein j, dann nach Voraussetzung a,(j); = 0, also bleiben nur Summan-

den zu solchen Permutationen iiber, die o(j) < j fiir alle j = 1,...,n erfiillen. Daraus
folgt aber (1) = 1, damit ¢(2) = 2 und so weiter, sodass nur der Summand zu ¢ = id
iibrig bleibt. O

6.7. Determinante der Transponierten, Entwicklungsséitze. Betrachten wir
die Formel det(A) = > & sg0(0)ao(1)1 - - - Ao(nyn- In jedem Summanden kommt nach
Definition genau ein Eintrag aus jeder Spalte vor. Weil aber o eine Bijektion ist, kommt
auch aus jeder Zeile genau ein Eintrag vor, und das lésst eine gewisse Symmetrie zwi-
schen Zeilen und Spalten vermuten. Aus Definition 5.3 (5) von [1] kennen wir die Opera-
tion des Transponierens einer Matrix, die Zeilen und Spalten vertauscht. Nach Definition
ist fiir A = (a;;) € M,(K) die transponierte Matrix A* = (b;;) € M,,(K) gegeben durch
bij := aj;. Dies bedeutet gerade, dass der k—te Spaltenvektor von A’ gerade mit dem
k—ten Zeilenvektor von A iibereinstimmt, wenn man beide einfach als Elemente von K"
betrachtet, und umgekehrt (wegen (A")' = A).

SATZ 6.7. Sei K ein Korper. Dann gilt det(A) = det(A") fiir alle A € M, (K).

BEWEIS. Nach Satz ist det(A") = deen sgn(0)a15(1) - - - Ano(n)- Weil o bijektiv
ist, kann man das Produkt ai,(1) . . . Gno(n) als @g-1(1)1 - - - @g—1(n), schreiben. Nach Propo-
Sitionist sgn(o) = sgn(o"), also folgt det(A*) = 3" o sgn(o™")a,-11)1 - - - Go1(nn-
Wenn o durch alle Permutationen in &,, lauft, dann kommt als 0! jedes Element von &,,
genau ein mal vor, also konnen wir die Summe auch als ZUEGn sgn(0)ao(1)1 - - - Go(n)n

det(A) schreiben.

In der Definition von det haben wir die Berechnung von n x n—Determinanten auf
die Berechnung von (n — 1) x (n — 1)-Determinanten zuriickgefithrt, wobei wir durch
die Elemente der ersten Zeile gelaufen sind und jeweils eine Spalte der verbleibenden
(n — 1) x n—Matrix weggelassen haben (“Entwicklung nach der ersten Zeile” ). Mit Hilfe
unserer jetzigen Resultate kénnen wir leicht zeigen, dass man nach jeder beliebigen
Zeile und auch nach jeder beliebigen Spalte entwickeln kann. Auflerdem kénnen wir den
Zusammenhang der Determinante mit elementaren Zeilenoperationen kldaren, was uns
auch eine effektive Methode zur Berechnung von Determinanten liefert. Dazu benotigen
wir noch eine Notation. Fiir A € M, (K) sei A;; € M,,_1(K) die Matrix, die entsteht,
wenn man in A die i—te Zeile und die j—te Spalte weglésst.

KOROLLAR 6.7. (1) Die Funktion det : M,(K) — K ist linear in jeder Zeile der
Matriz und verschwindet, falls zwei Zeilen gleich sind. Addiert man zu einer Zeile ein
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Vielfaches einer anderen Zeile, dann bleibt der Wert der Determinante unverdndert.
Vertauscht man zwei Zeilen, dann wechselt die Determinante ihr Vorzeichen.
(2) Fir A= (a;;) € M,(K) gelten die Formeln
det(A) = Z(—l)”jaij det(A;;) “Entwicklung nach der i-ten Zeile”

J=1

det(A) = Z(—l)iﬂaij det(A;;) “Entwicklung nach der j—ten Spalte”
i=1

BEWEIS. (1) Da det(A) = det(A") gilt, folgt die Linearitdt in jeder Zeile aus der
Linearitit in jeder Spalte. Sind in A zwei Zeilen gleich, dann sind in A’ zwei Spalten
gleich, also gilt det(A") = 0, also det(A) = 0. Daraus folgt sofort, dass sich die Determi-
nante nicht dndert, wenn man zu einer Zeile ein Vielfaches einer anderen Zeile addiert.
Vertauschen von zwei Zeilen in A entspricht genau Vertauschen der entsprechenden
Spalten in A?, also wechselt die Determinante ihr Vorzeichen.

(2) Tm Beweis von Satz (6.3 haben wir det durch det(A) = 7", (—1)"""ay; det(Ay;)

definiert. Sei A = (@,;;) die Matrix, die aus A entsteht, indem man die i—te Zeile ganz
nach oben tauscht. Das kann man realisieren, indem man die i—te Zeile mit der (i — 1)-
ten, dann mit der (i — 2)~ten und so weiter bis zur ersten Zeile vertauscht, also ist
det(A) = (—1)"'det(A) nach Teil (1). Andererseits ist A;; = Ay fiir alle j = 1,...,n.
Damit erhalten wir

det(A) =Y (=1)"ay;det(Ay;) =Y (—1)ay; det(Ay)
j=1 j=1
und somit det(A) = 7" (—1)"*a;; det(Ay;).

Ist andererseits B = (b;) = A’, dann ist nach der zuletzt bewiesenen Formel
det(B) = > 7, (—1)"b;; det(By;). Nun gilt aber det(B) = det(A) und b;; = a;;, sowie
Byj = Al also erhalten wir det(A) = 7" (—1)"*/ay; det(AY,), und wegen det(A};) =
det(A;;) liefert das die letzte behauptete Formel. O

BEISPIEL 6.7. (1) In manchen Fillen fiihrt die Entwicklung nach einer Zeile oder ei-
ner Spalte schnell zur Berechnung einer Determinante. Betrachten wir etwa die Matrix

5 0 3 2
3 2 4 5 . . .

A= 100 1]¢€ M,(R). Entwickeln nach der zweiten Spalte liefert det(A) =
6 01 3
5 3 2

2det {4 0 1]. Entwickelt man diese Determinante nach der zweiten Zeile, dann
6 1 3

erhélt man det(A) = —8det (il)) g) — 2det <2 ?) =-8-7+2-13=-30.

(2) In den meisten Fillen ist der beste Weg zur Berechnung einer Determinante die
Anwendung von elementaren Zeilen— oder Spaltenoperationen. Betrachten wir als Bei-

1 1 -2 4
A : 0o 1 1 3 . . . :
spiel die Matrix A = 2 1 1 ol Subtrahieren wir von der dritten Zeile das dop-
3 1 2 5

pelte der ersten, und von der vierten Zeile das dreifache der ersten, dann dndert das die
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1 1 -2 4

. . : : : o1 1 3
Determinante nicht, also ist det(A) gleich der Determinante von 0 -3 5 -8
0 -2 8 =7

Addieren wir nun zur dritten Zeile das dreifache der zweiten und zur vierten Zeile das
doppelte der zweiten, dann dndert das die Determinante wieder nicht, und wir erhalten

11 -2 4
: : 01 1 3 ) : ) 10
die Matrix 00 8 e Subtrahieren wir nun noch von der vierten Zeile 3 mal
0 0 10 -1

die dritte Zeile, dann wird diese Zeile zu (0,0, 0, —%), und die entstehende Matrix hat

immer noch die selbe Determinante wie A. Nun habe wir aber eine obere Dreiecksmatrix
vor uns, und nach Korollar [6.6] erhalten wir det(A) = —18.

(3) Zum Abschluss wollen wir noch einen wichtigen Spezialfall einer Determinante
besprechen, ndmlich die sogenannte Vandermonde—Determinante. Dazu betrachten wir

Elemente x4, ..., z, € K und bilden die n x n—-Matrix
1 1 ... 1
T ) . Tn
2 2 2
Ty x5 ... X
n—1 n—1 n—1
xy Th ceoaxy

Wir behaupten, dass die Determinante dieser Matrix gegeben ist durch [], <@y — ).

Wir beweisen das durch Induktion nach n. Fir n = 2 ist det (; ;) = Ty — X1,
1 T2

also stimmt die Behauptung. Nehmen wir also an, dass wir die Formel fiir (n — 1) X
(n — 1)-Matrizen bereits bewiesen haben. Nun subtrahieren wir von der letzten (n—
ten) Zeile das x;—fache der vorletzten (n — 1-ten) Zeile. Wir erhalten als neue letzte
Zeile (0, (xy — x1)25 2, ..., (2, — 21)27"2) und die Determinante bleibt unverindert.
Subtrahieren wir nun von der (n— 1)-ten Zeile das x;—fache der (n—2)-ten, dann bleibt
die Determinante unversindert und die vorletzte Zeile wird zu (0, (zo—z1)xy >, ..., (2, —
x1)x"3). Das setzten wir nun so lange fort, bis wir von der zweiten Zeile das x;—fache der
ersten Zeile abgezogen haben. Dann sehen wir, das unsere urspriingliche Determinante

iibereinstimmt mit der Determinante der Matrix

1 1 1
0 (x9 — 11) (xn — 1)

0 (ro—x)z0 ... ()—27)20

2 n—2

(zn — 1)y,
Entwickeln nach der ersten Spalte zeigt nun, dass wir in der Berechnung der Determi-
nante einfach die erste Zeile und die erste Spalte weglassen kénnen. Dann kénnen wir
aber aus der (neuen) ersten Spalte (o — x1) aus der ndchsten Spalte (3 — x1) und so
weiter bis (x,, — 1) herausheben und sehen, dass unsere Determinante gegeben ist durch

0 (x9—m)zy™

1 ... 1

i) e Tn

(xp —x1) ... (xa —xq)det | . ,
x§—2 xn—?
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Nach Induktionsvoraussetzung liefert die verbleibende Determinante [[,;_;.,(z; — ;)
und somit folgt die Behauptung.

6.8. Determinante und die inverse Matrix. Die Entwicklungssétze fiir Deter-
minanten erlauben uns im Fall einer Matrix A mit det(A) # 0 die inverse Matrix explizit
anzugeben. Diese Formel fiir die Inverse wird oft auch als Cramer’sche Regel bezeichnet.

SATZ 6.8. Sei K ein Korper. Fir eine Matriz A = (a;;) € M,,(K) sei A;; € M,,_1(K)
die Matriz, die entsteht, wenn man in A die i—te Zeile und die j—te Spalte streicht.
Definiert man B = (b;;) € M,(K) durch b;j = (=1)""7 det(A;;), dann ist AB = BA =
det(A)T. Ist det(A) # 0, dann ist A~' = det(A)™'B.

Beweris. Fiir das Produkt AB = (¢;;) gilt nach Definition der Matrizenmultiplika-

tion
Cij = Zaikbkj = Z(—l)kﬂaik det(Ajk).
k k
Fiir ¢ = j ist ¢;; = det(A) nach der Formel fiir die Entwicklung der Determinante nach
der i—ten Zeile aus Korollar (2) Nehmen wir andererseits an, dass j # ¢ gilt. Sei
A= (@;;) die Matrix, die aus A entsteht, indem man statt der j-ten Zeile nochmals
die i-te Zeile einsetzt. Dann ist natiirlich det(A) = 0, weil A zwei gleiche Zeilen hat.
Entwickelt man nun diese Determinante nach der i—ten Zeile, dann erhélt man 0 =
(=) Fa, det([lik). Nun ist aber @;; = a;,. Andererseits unterscheidet sich A;;, von
A, nur durch eine Vertauschung von Zeilen, also det(flik) von det(A;;) nur durch ein
Vorzeichen, dass auBerdem unabhéngig von £ ist. Damit gilt aber ¢;; = 0 fiir ¢ # 7, also
AB = det(A)L
Betrachten wir andererseits das Produkt BA = (d;;). Wiederum nach Definition
ist dij = Y, ar;(—1)"F det(Ay,). Fiir i = j gilt wieder d;; = det(A) nach der Formel
fiir die Entwicklung nach der ¢-ten Spalte aus Korollar (2) Analog zu den obigen
Uberlegungen beweist man, dass d;; = 0 fiir ¢ # j gilt, indem man die Matrix betrachtet,
die aus A entsteht, indem man die i—te Spalte durch eine Kopie der j—ten Spalte ersetzt.
O

6.9. Determinante und Produkte. Aus der Eindeutigkeit der Determinante
kénnen wir leicht schliefen, dass die Determinante mit Produkten vertraglich ist.

SATZ 6.9. Sei K ein Korper und F : M,(K) — K eine Determinantenfunktion.
Dann gilt F(Avy, ..., Av,) = det(A)F(vy,...,v,) fir alle A € M,(K) und vy, ... v, €
K". Ist B € M, (K) eine weitere Matriz, dann ist det(AB) = det(A) det(B).

BEWEIS. Betrachte die Funktion Fa(vq,...,v,) := F(Avy,..., Av,). Da v — Av
linear und F' linear in jeder Spalte ist auch F)4 linear in jeder Spalte. Ist v; = v, fiir
i # j, dann ist Av; = Avj, also ist Fu(vy,...,v,) = 0, weil F eine Determinantenfunk-
tion ist. Nach Satz [6.6]ist damit Fa(vy,...,v,) = Fales, ..., e,)det(vy, ..., v,). Nun ist
aber nach Definition Fa(ey,...,e,) = F(Aey,..., Ae,), und Aeq, ..., Ae, sind gerade
die Spaltenvektoren von A, also ist Fiu(eq,...,e,) = F(A) = F(I) det(A), wobei wir fiir
die zweite Gleichung wieder Satz verwendet haben. Wegen F'(I)det(vy,...,v,) =
F(vy,...,v,) erhalten wir Fa(vy,...,v,) = det(A)F(vq,...,v,). Sind vy,...,v, die
Spaltenvektoren einer Matrix B, dann sind Avq,..., Av, die Spaltenvektoren von AB
und wir erhalten

det(AB) = det(Avy, ..., Av,) = det(A) det(vy, ..., v,) = det(A) det(B).
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Diese Produktformel hat eine ganz wichtige Konsequenz:

KOROLLAR 6.9. Flir dhnliche Matrizen A, B € M, (K) gilt det(A) = det(B). Ins-
besondere kann man fiir einen endlichdimensionalen K—Vektorraum V und eine lineare
Abbildung f : V — V die Determinante det(f) von f als die Determinante einer belie-
bigen Matrizdarstellung von f definieren.

BEWEIS. Ist B = TAT ™! fiir eine invertierbare Matrix T" € M, (K), dann ist nach
dem Satz det(B) = det(T') det(A)det(T'). Das ist ein Produkt von Elementen von
K, also spielt die Reihenfolge keine Rolle und nach dem Satz ist det(T') det(T!) =
det(TT) = 1. O

BEMERKUNG 6.9. Wir haben in Bemerkung 3.4 von [I] festgestellt, dass die Men-
ge GL(n,K) aller invertierbaren n x n—Matrizen iiber einem Korper K eine Grup-
pe unter der Matrizenmultiplikation bildet. Nach Korollar liegt eine Matrix A
genau dann in GL(n,K), wenn det(A) # 0 gilt. Betrachten wir nun die Teilmenge
SL(n,K) := {A € GL(n,K) : det(A) = 1}. Dann ist natiirlich I € SL(n,K) und fir
A, B € SL(n,K) liegen nach der Produktformel auch AB und A~! in SL(n,K). Das
bedeutet aber gerade, dass SL(n,K) eine Untergruppe der Gruppe GL(n,K) ist, sie
sogenannte spezielle lineare Gruppe. Man kann das auch elegant dadurch sehen, dass
die Produktformel bedeutet, dass det ein Homomorphismus von GL(n,K) in die Grup-
pe (K '\ {0},-) ist. Nach Definition besteht SL(n,K) genau aus jenen Elementen, die
durch diesen Homomorphismus auf das neutrale Element 1 abgebildet werden, ist also
der Kern dieses Homomorphismus. Damit ist SL(n,K) sogar eine normale Untergruppe
in GL(n,K), d.h. fir A € SL(n,K) und B € GL(n,K) gilt BAB™! € SL(n,K).

Fiir spezielle Korper liefert die Produktformel weitere Untergruppen von G L(n, K).
So erhélt man etwa fiir K = R die Gruppe {A € GL(n,R) : det(A) > 0} und fir K = C
die Gruppe {A € GL(n,C) : |det(A)| = 1}.

6.10. Bemerkung. Zum Abschluss mochte ich noch kurz einige Beobachtungen zu
den in diesem Kapitel entwickelten Begriffen im Fall K = R machen, die insbesondere
in den Anwendungen dieser Begriffe in der Analysis wichtig sind (wo lineare Abbildun-
gen insbesondere als Ableitungen auftreten). Wie schon in Abschnitt 3.1 von [1I] kann
man den Raum M, (R) einfach als R"™ betrachten, und in diesem Bild sind die Koor-
dinaten einfach durch die Eintragungen der Matrix gegeben. Die Leibnizformel aus
driickt nun die Determinante det(A) einfach als eine Summe von Produkten von Ma-
trixeintragungen aus. Damit folgt aber aus elementaren Resultaten der Analysis, dass
det : R” - R stetig und sogar beliebig oft differenzierbar ist. Das bedeutet aber, dass
fiir eine Matrix A mit det(A) # 0, Matrizen die sehr nahe bei A liegen, ebenfalls Deter-
minante ungleich Null haben miissen. In der Néhe einer invertierbaren Matrix befinden
sich also nur invertierbare Matrizen. (Technisch gesagt ist die Menge der invertierba-
ren Matrizen offen.) Diese Tatsache spielt eine wichtige Rolle beim Beweis des inversen
Funktionensatzes in der Analysis.

Fiir eine invertierbare Matrix A € M,,(R) und einen Vektor b € R™ kann man nach
der Cramer’schen Regel aus die eindeutige Losung des Gleichungssystems Ax = b
durch Determinanten beschreiben. Das impliziert aber, dass diese eindeutige Losung
sowohl von der Matrix A als auch von dem Vektor b stetig abhéngt, was wiederum in
vielen Anwendungen wichtig ist. Analog zeigt die Formel fiir die inverse Matrix aus
dass die Funktion A — A~! auf der (offenen) Teilmenge der invertierbaren Matrizen
stetig und beliebig oft differenzierbar ist.



KAPITEL 7

Charakteristisches Polynom,
Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Nachdem wir nun die Determinante als Hilfsmittel zur Verfiigung haben, beginnen
wir lineare Abbildungen von einem Vektorraum auf sich selbst genauer zu studieren.
Insbesondere versuchen wir, zu einer gegebenen linearen Abbildung eine Basis zu finden,
beziiglich der wir eine besonders einfach Matrixdarstellung erhalten. Ein wesentlicher
Schritt dahin wird sein, jeder linearen Abbildung (bzw. jeder quadratischen Matrix)
das sogenannte charakteristische Polynom zuzuordnen. Damit kénnen dann algebraische
Resultate {iber Polynome auf das Studium von linearen Abbildungen bzw. von Matrizen
angewandt werden, was im weiteren eine zentrale Rolle spielen wird.

Eigenwerte und Eigenrdume — Diagonalisierbarkeit

7.1. Grundlegende Definitionen. Sie K ein Korper, V' ein endlichdimensionaler
K—-Vektorraum und f : V' — V eine lineare Abbildung. Wir wollen versuchen, eine Basis
fiir V zu finden, in der f besonders einfach aussieht. Aquivalent kann man das natiirlich
so formulieren, dass wir zu einer gegebenen n x n—Matrix A eine moglichst einfache
aghnliche Matrix suchen. Wir werden im weiteren ofters zwischen den Sichtweisen der
Matrizen und der linearen Abbildungen hin und her schalten.

Als Anfang sollten wir vielleicht iiberlegen, was man eigentlich mit “besonders ein-
fach aussehen” meinen konnte, bzw. Beispiele fiir besonders einfach lineare Abbildungen
und Matrizen geben. Eine Klasse von besonders einfachen Matrizen sind die sogenann-
ten Diagonalmatrizen, also Matrizen A = (a;;), fir die a;; = 0 fiir ¢ # j gilt. Eine
Diagonalmatrix hat also nur auf der Hauptdiagonale nichttriviale Eintragungen. Geo-
metrisch bedeutet das, dass die Elemente der Standardbasis durch die Matrix A nur
in ihrer Lange, aber nicht in ihrer Richtung geéndert werden. Man kann nun natiirlich
fiir eine allgemeine lineare Abbildung Vektoren suchen, bei denen nur die Lénge und
nicht die Richtung verdndert wird. Das fiihrt sofort zu den zentralen Begriffen dieses
Kapitels:

DEFINITION 7.1. Sei K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum und f : V — V eine
lineare Abbildung.

(1) Ein Element A € K heifit ein Eigenwert von f, falls es einen Vektor v € V' mit
v # 0 gibt, sodass f(v) = Av gilt. Ist das der Fall, so heifit v ein Eigenvektor fir f zum
Eigenwert \.

(2) Ist A ein Eigenwert von f, dann heift V{ := {v € V' : f(v) = A} der Eigenraum
von f zum Figenwert \.

(3) Die lineare Abbildung f heifit diagonalisierbar falls es eine Basis {v;} fur V' gibt,
sodass jedes v; ein Eigenvektor fiir f ist.

(4) Analog definieren wir die Begriffe Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum und Dia-
gonalisierbarkeit fiir eine Matrix A € M,,(K), indem wir die lineare Abbildung K” — K"
benutzen, die durch = — Ax gegeben ist.

17
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BEMERKUNG 7.1. Sei V ein endlichdimensionaler K—Vektorraum, f : V' — V eine
diagonalisierbare lineare Abbildung und B = {vq,...,v,} eine Basis fiir V, die aus
Eigenvektoren fiir f besteht. Sind A1, ..., A\, die zugehorigen Eigenwerte, dann gilt nach
Definition f(v;) = A;v;. Nach Definition bedeutet das aber fiir die Matrixdarstellung
[f]s = (a;;) von f beziiglich der Basis B gerade a; = A\; und a;; = 0 fiir i # j, also ist
[f]s eine Diagonalmatrix.

Ist umgekehrt f: V — V linear, und B = {vy,...,v,} eine Basis von V', sodass [f]s
eine Diagonalmatrix ist, dann ist nach Definition f(v;) = a;v;, also v; ein Eigenvektor
zum Eigenwert a;;. Damit ist f diagonalisierbar.

Somit sehen wir, dass eine lineare Abbildung genau dann diagonalisierbar ist, wenn
sie beziiglich einer geeigneten Basis durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden kann.
Analog ist eine n x n—Matrix A genau dann diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer
Diagonalmatrix ist, d.h. wenn es eine invertierbare Matrix T" € M, (K) gibt, sodass
TAT~! eine Diagonalmatrix ist.

BEisPIEL 7.1. Zur Illustration des Begriffes betrachten wir zunédchst drei Beispiele
im R-Vektorraum R?:

(1) Betrachte die Drehung um den Winkel ¢ € [0,27), d.h.

f(x,y) = (xcos(p) — ysin(p), zsin(p) + y cos(v)).

Ist ¢ # 0,7, dann hat f offensichtlich keine Eigenwerte und kann daher auch nicht
diagonalisierbar sein. Fiir ¢ = 0 ist f = id, also jedes (z,y) # (0,0) ein Eigenvektor
zum Eigenwert 1, und fiir ¢ = 7 ist f = —id, also jeder Vektor (auBer Null) ein
Eigenvektor zum Eigenwert —1.

(2) Betrachte die lineare Abbildung f(z,y) = (2z, x +vy). Offensichtlich ist f(0,y) =
(0,y), also jeder Vektor dieser Form ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Andererseits ist
f(z,z) = (2z,2x) also ist jeder Vektor mit gleichen Komponenten ein Eigenvektor zum
Eigenwert 2. Damit ist f diagonalisierbar, weil etwa B = {(1,1),(0,1)} eine Basis aus
Eigenvektoren ist. Offensichtlich gilt dann [f]z = (29).

(3) Betrachte die lineare Abbildung f(z,y) = (z,z + y). Offensichtlich ist wieder
jeder Vektor der Form (0,y) ein Eigenvektor zum Eigenwert Eins. Es kann aber keine
weiteren Eigenvektoren geben. Wire namlich f(z,y) = (z,x+y) = (Az, Ay) und = # 0,
dann miisste natiirlich A = 1 gelten. Die zweite Komponenten liefert aber dann y = z+y,
also = 0, ein Widerspruch. Insbesondere kann f nicht diagonalisierbar sein, weil je
zwei Eigenvektoren fiir f linear abhéngig sind.

(4) Das Konzept von Eigenvektoren ist auch fiir unendlichdimensionale Vektorraume
sehr wichtig. Betrachte den Raum C*(R,R) der beliebig oft differenzierbaren Funktio-
nen von R nach R. In der Analysis lernt man, dass (f +g) = f'+ ¢ und (A\f) = \f’
fir alle f,g € C*°(R,R) und A € R gilt, also definiert die Ableitung D(f) = f’ eine
lineare Abbildung D : C*°(R,R) — C*(R,R). Wie ebenfalls aus der Analysis bekannt,
ist fiir jedes A € R die Funktion z + e’ beliebig oft differenzierbar, und (e**)" = \e??.
Somit ist fiir jedes A € R die Funktion e’ ein Eigenvektor von D zum Eigenwert \.

7.2. Geometrische Vielfachheit. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum
itber K, und f : V — V eine lineare Abbildung. Ist A ein Eigenwert von f, dann
betrachten wir den zugehorigen Eigenraum V), := VAf st v € V), und p € K, dann
ist f(uv) = pf(v) = p v = Apw, also pv € V. Sind andererseits v, w € V), dann ist
flo+w) = f(v)+ f(w) = I+ Iw = A(v+w), also ist V) ein Teilraum vom V.
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DEFINITION 7.2. Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A\ einer linearen
Abbildung f : V' — V ist die Dimension des zugehorigen Eigenraumes V)\f .

Damit kénnen wir nun relativ einfach zu einer (allerdings in der Praxis noch nicht
sehr niitzlichen) Charakterisierung diagonalisierbarer Abbildungen kommen. Zunéchst
zeigen wir, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten automatisch linear un-
abhéngig sind.

LEMMA 7.2. Sei V' ein Vektorraum dber K, f :V — V eine lineare Abbildung und
seien Ay, ..., \p € K verschiedene Figenwerte von f. Ist v; € V' ein Figenvektor zum
Figenwert \; fiir jedesi = 1,...,k, dann sind die Vektoren vy, ..., vy linear unabhdngig.

BEwWEIS. Durch Induktion nach k. Ist £ = 1, dann ist v; ein Eigenvektor, also v; # 0,
also ist {v;} linear unabhéngig. Nehmen wir also an, dass k > 2 gilt, und dass wir die
Behauptung fiir £ — 1 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten bereits bewiesen
haben. Seien aq,...,a; € K so, dass ajv; + - -+ + apv, = 0 gilt. Wenden wir auf diese
Gleichung f an, dann erhalten wir wegen der Linearitét a; f(vy)+- - - +axf(vx) = 0, und
nach Definition der v; erhalten wir a; Ajv1+- - -+ agApvr = 0. Subtrahieren wir von dieser
Gleichung das Ap—fache der urspriinglichen Gleichung ayv;+- - -+agv = 0, dann erhalten
wir aq (A —Ap)vr+- - -+ ag_1(Ag—1 — Mg )vk—1 +0 = 0. Nach Induktionsvoraussetzung sind
die Vektoren vy, ..., vg_1 linear unabhéngig, also ist a;(\; —Ag) =0furi=1,...,k—1.
Da die \; alle verschieden sind, ist A\; — Ay # 0, also a; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,k — 1.
Damit ist azvr = 0, also ap = 0 weil v, ein Eigenvektor und damit nicht der Nullvektor
ist, und die Behauptung folgt. O

SATz 7.2. Sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum tiber einem Korper K und f :
V — V eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(1) f hat hochstens n verschiedene Eigenwerte.

(2) Sind A1, ..., N\, die verschiedenen Eigenwerte von f und ist n; die geometrische
Vielfachheit von X\; fir i = 1,...,k, dann ist Z?Zl n; < n und ) n; =n gilt genau
dann, wenn f diagonalisierbar ist.

BEWEIS. (1) Zu jedem Eigenwert gibt es nach Definition mindestens einen Eigen-
vektor, und nach Lemma sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear
unabhingig. Da eine linear unabhéngige Teilmenge von V nach Korollar 4.5 (4) von [1]
hochstens dim (V') = n Elemente haben kann, folgt die Behauptung.

(2) Fir i = 1,...,k sei {v(i . v,(f;} eine Basis fiir den Eigenraum V)\Jz . Dann

behaupten w1r dass die Vektoren v( ) .. vﬁlll), .. vgﬁ), . vff? linear unabhéngig sind.

Seien also a} € K fiir j = 1,...,k und i=1,...,n s0, dass ), ;a] Z(J) =0 gﬂt Dann
konnen wir diese endliche Summe als 25:1 v(j) = 0 schreiben, wobei v\ := 37" @ ?JZ( ),

Nach Konstruktion ist vl € V/\JZ_ . Nach Lemma ist aber Y v = 0 nur moglich,
wenn v¥) = 0 fiir alle j gilt.

Damit ist aber > 7, a; UZ(] ) = 0 fiir alle j, was al = 0 fiir alle i und j impliziert, weil
nach Konstruktion v%ﬂ ) fe ,vnj fiir alle j linear unabhéngig sind. Damit ist die ) n;—
elementige Teilmenge {vg), . vnk)} von V linear unabhéngig, also folgt > n; < n

wieder aus Korollar 4.5 (4) von [1].

Falls > n; = n gilt, dann ist diese Menge nach Korollar 4.5 (6) von [I] eine Basis
von V also ist f diagonalisierbar. Ist umgekehrt f diagonalisierbar, dann finden wir
eine Basis {vy,...,v,} aus Eigenvektoren. Elemente dieser Basis, die Eigenvektoren zu
einem fixen Eigenwert A sind, bilden eine linear unabhéingige Teilmenge von V)\f , also
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ist ihre Anzahl hochstens gleich der geometrischen Vielfachheit von A. Damit folgt aber
sofort » n; > n. O

Insbesondere impliziert der Satz dass eine lineare Abbildung f : V' — V, die dim(V)
viele verschieden Eigenwerte hat, automatisch diagonalisierbar ist.

Das charakteristische Polynom

Wir wissen an dieser Stelle noch nicht, wie wir zeigen kénnen, dass eine gegebene
lineare Abbildung Eigenwerte hat, bzw. wie man Eigenwerte bestimmen konnte. Aus
Beispiel (1) von wissen wir sogar, dass es im Allgemeinen keine Eigenwerte geben
muss. Um diese Fragen zu studieren kommt uns die Theorie der Polynome zur Hilfe.

7.3. Eigenwerte und Determinanten. Zunéchst konnen wir die Eigenrdume ei-
ner linearen Abbildung leicht als Kern interpretieren. Damit kommen wir der Frage der
Bestimmung von Eigenwerten einen grofien Schritt néher:

PROPOSITION 7.3. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Korper
K und f : V. — V eine lineare Abbildung. Dann ist eine Zahl A\ € K genau dann
ein Eigenwert von f, wenn det(f — Xid) = 0 gilt. Ist A ein Eigenwert, dann ist der

Eigenraum VAf genau der Kern von f — Aid.

Bewers. Nach Abschnitt 2.5 von [I] betrachten wir auf L(V,V) die punktweise
Addition und Skalarmultiplikation, also (f —Aid)(v) = f(v) — Av. Daher gilt f(v) = v
genau dann, wenn (f — Aid)(v) = 0 gilt. Somit ist A € K genau dann ein Eigenwert,
wenn es ein Element v # 0 mit dieser Eigenschaft gibt, also genau dann wenn (f — Aid)
nicht injektiv ist. Da f — \id eine lineare Abbildung von V' auf sich selbst ist, ist nicht
injektiv zu sein dquivalent zu nicht invertierbar zu sein, siehe Satz 4.11 von [I]. Nach
Korollar 6.6 (1) ist das dquivalent zu det(f — Aid) = 0. Fiir einen Eigenwert A gilt dann
offensichtlich V' = Ker(f — Aid). O

Betrachten wir diese Charakterisierung von Eigenwerten im Bild von Matrizen, dann
ist also fiir eine Matrix A = (a;;) € M, (K) eine Zahl A € K genau dann ein Eigenwert,
wenn die Matrix B = A — AL, d.h. b;; = a;; — A und b;; = a;; fiir 7 # j Determinante
Null hat.

An dieser Stelle kénnen wir Polynome ins Spiel bringen. Wir haben Polynome vom
Grad < N in Abschnitt 2.6 von [I] als formale Ausdriicke der Form Zszo ayth fiir Ko-
effizienten a; aus einem Korper K und eine Variable ¢ kennen gelernt. Diese Ausdriicke
kann man einfach koeffizientenweise addieren und mit Skalaren aus K multiplizieren,
und erhélt so einen K-Vektorraum Ky [t] der Dimension N + 1. Explizit bedeutet das,
dass fiir p = Y axt* und ¢ = Y bet* und r € K die Gleichungen p+q = > (ax +b)t* und
rp = (rag)t* gelten. Natiirlich kann man ein Polynom vom Grad N auch als Polynom
hoheren Grades betrachtet, indem man die Koeffizient a; fiir & > N Null setzt. Damit
kann man dann den (unendlichdimensionalen) Vektorraum K][t] aller Polynome bilden.

Insbesondere ist K[t] eine kommutative Gruppe unter der Addition. Man kann aber
auf den Polynomen auch eine natiirliche Multiplikation definieren. Diese ist dadurch
charakterisiert, dass t*t’ = t*** gilt und die Multiplikation mit einem fixen Polynom
eine lineare Abbildung ist. Explizit ist fiir p = > apt® und ¢ = > bst? das Produkt
pq = > ct* gegeben durch ¢ = Zf:o a;b,_;. Daraus sieht man sofort, dass diese Mul-
tiplikation kommutativ ist, also pqg = gp gilt, und dass das Polynom 1 ein multiplikativ
neutrales Element ist. Durch (teilweise etwas aufwéndige) direkte Rechnungen verifi-
ziert man, dass die Multiplikation von Polynomen assoziativ und distributiv beziiglich
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der Addition ist (siche Ubungen). Damit bildet aber K[t] einen kommutativen Ring mit
Einselement.

Kehren wir nun zu den Matrizen zuriick, dann kénnen wir fiir A = (a;;) € M, (K)
einfach die Matrix A —tI bilden, die in der Hauptdiagonale a;; —t und auflerhalb davon
a;; als Eintragung hat. Dann konnen wir fiir jedes ¢ = 1,...,n den Ausdruck a; —t
als Polynom (vom Grad 1) betrachten, wahrend fiir ¢ # j die Zahl a;; € K einfach
als Polynom vom Grad Null betrachtet werden kann. Damit konnen wir aber, wenn
wir die Determinante von A — ¢I auf irgend eine der in Kapitel [0] vorgestellten Arten
berechnen, alle Summen und Produkte im Raum K[¢] der Polynome interpretieren.
Damit kann man aber det(A — tI) als Polynom p, € KJt] auffassen. Dieses Polynom
heif3t das charakteristische Polynom der Matrix A und stellt einen der zentralen Begriffe
der linearen Algebra dar.

BEMERKUNG 7.3. Wie wir in Kapitel [6] bemerkt haben, kann man die Theorie der
Determinanten ohne Anderungen fiir kommutative Ringe mit Einselement entwickeln.
Wenn man das macht, dann kann man A — ¢I einfach als n x n—Matrix iiber dem
Polynomring K[t] betrachten, und so ihre Determinante als Element von K[t] bilden.
Insbesondere zeigt das, dass verschiedene Moglichkeiten, die Determinante von A — tI
zu berechnen alle zum gleichen charakteristischen Polynom p,4 fiihren.

Damit wir das charakteristische Polynom gut verwenden konnen, miissen wir ei-
nige allgemeine Resultate iiber Polynome herleiten. Wir bemerken hier zunéchst nur
eine grundlegende Eigenschaft. Dazu erinnern wir uns, dass man ein Polynom p € K[t]
auch als Funktion K — K auffassen kann, indem man fiir ¢ einfach Elemente von K
einsetzt und die Potenzen, Produkte und Summen als Operationen in K interpretiert,
siche Abschnitt 2.6 von [1]. Wir schreiben weiter p(\) fiir den Wert dieser Funktion bei
A € K. Aus den Abschnitten 2.6 und 4.12 von [I] wissen wir auch, dass die algebrai-
schen Operationen auf Polynomen genau den algebraischen Operationen auf Funktionen
entsprechen. Fiir p, ¢ € K[t] und Skalare r, A € K gilt also (p + ¢)(A) = p(A) + q(N),
(rp)(A) = r(p(A)) und (pq)(A) = p(A)g(A). Ist nun A € M,,(K) eine Matrix mit charak-
teristischem Polynom py4, dann folgt aus diesen Uberlegungen sofort, dass pa(A) € K
genau die Determinante der Matrix A — Al € M,,(K) ist. Damit erhalten wir:

KorOLLAR 7.3. Sei A € M, (K) eine n x n-Matriz. Dann sind die Eigenwerte
der linearen Abbildung x — Ax genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms,
d.h. A € K ist genau dann ein Eigenwert, wenn pa(\) = 0 gilt.

BEISPIEL 7.3. Betrachten wir die 2 x 2-Matrizen zu den Beispielen aus[7.1] Fiir die

Drehung um den Winkel ¢ erhalten wir die Matrixdarstellung A = Cf)s(sp) —sin(yp) .
sin(p)  cos(yp)

Daraus ergibt sich p4 = (cos(p) — t)? +sin?(¢) = t? — 2 cos(¢)t + 1. Nach der iiblichen
Formel fiir die Losung von quadratischen Gleichungen ergibt sich als Nullstellen A\ o =
cos(p) £ y/cos?(p) — 1 = cos(yp) £ isin(p). Somit existieren Nullstellen in R nur fiir
sin(p) = 0, also ¢ = kr mit k& € Z, und das liefert nur die Félle A = £I. Wir werden

spéter sehen, wie man die komplexen Nullstellen benutzen kann.

Fiir die zweite lineare Abbildung erhalten wir A = <? (1)) und damit das charakte-
ristische Polynom p4 = (2—1t)(1 —t) woraus schon offensichtlich ist, dass die Nullstellen

gerade 2 und 1 sind.
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Im Fall der Scherung erhalten wir schliellich A = (1 ?) und damit das charakte-
ristische Polynom p4 = (1 — t)2. Hier ist also 1 eine doppelte Nullstelle des charakteris-

tischen Polynoms, obwohl es nur einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 gibt.

7.4. Charakteristisches Polynom und Ahnlichkeit. Bevor wir uns allgemein
mit Polynomen beschéftigen, wollen wir noch zeigen, dass dhnliche Matrizen das selbe
charakteristische Polynom haben.

Satz 7.4. Seien A,B € M, (K) dhnliche n x n—Matrizen iber einem Korper K.
Dann haben A und B das gleiche charakteristische Polynom.

BeEwEIS. Nach Definition gibt es eine invertierbare Matrix 7' € M,,(K), sodass B =
TAT™! gilt. Fiir jedes A € K ist natiirliche T(AI)T~! = ATTT ! = AL, also ist B— A\ =
T(A— MI)T! fiir alle A € K. Damit folgt aus Korollar [6.9 sofort, dass pg(\) = pa()\)
fiir alle A € K gilt. Fiir unendliche Kérper folgt daraus schon pg = pa.

Allgemein muss man benutzen, dass auch B — ¢l = T'(A — tI)T~! als Gleichung fiir
Matrizen von Polynomen gilt. Dann folgt die Aussage aus der Version von Korollar
fiir kommutative Ringe mit Einselement. O

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun die Definition des charakteristischen Poly-
noms auf beliebige lineare Abbildungen f : V' — V ausdehnen, wobei V' ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum ist. Dazu definieren wir einfach p; € K[t] als das cha-
rakteristische Polynom der Matrixdarstellung [f]z beziiglich einer beliebigen Basis B
von V. Wihlen wir eine andere Basis, dann erhalten wir nach als Matrixdarstel-
lung eine Matrix, die dhnlich zu [f]z ist, und damit nach dem obigen Satz das gleiche
charakteristische Polynom.

Insbesondere folgt daraus, dass jeder Koeffizient des charakteristischen Polynoms
ps von [ eine Invariante der linearen Abbildung f ist. Wir werden spéter auf diesen
Gesichtspunkt zuriick kommen. Natiirlich sind die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von f genau die Eigenwerte.

Polynome und ihre Nullstellen

Wie schon angekiindigt miissen wir als néchsten Schritt etwas allgemeine Theorie
iiber Polynome entwickeln.

7.5. Der Euklidische Algorithmus. Wie wir uns in [7.3|schon erinnert haben ist
der Raum K[¢] aller Polynome mit Koeffizienten in K nicht nur ein Vektorraum tiber
K sondern auch ein kommutativer Ring mit Einselement. Das andere offensichtliche
Beispiel eines kommutativen Ringes mit Einselement bilden die natiirlichen Zahlen Z.
Viele der Anwendungen von Polynomen, die wir im weiteren kennen lernen werden
beruhen darauf, dass die die Analogie zwischen K[¢] und Z noch viel weiter geht. So
gibt es in K[t] Analoga von Primzahlen und der eindeutigen Primfaktorzerlegung, die
eine grofle Rolle spielen werden. Die Basis fiir diese Analogie ist, dass es in beiden Féllen
moglich ist, mit Rest zu dividieren (was fiir Polynome auch schon aus der Schule bekannt
ist). Dazu benétigt man (um auszudriicken, dass der Rest klein ist) einen Ersatz fiir die
Ordnung auf Z, den der Grad von Polynomen bildet.

DEFINITION 7.5. Sei p = > a;t* € K[t] ein Polynom mit p # 0. Dann gibt es nach
Definition einen maximalen Index n € N, sodass a,, # 0 gilt. Dieses n heifit der Grad
deg(p) von p und der Koeffizient a,, heifit der fihrende Koeffizient von p. Aquivalent ist
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deg(p) = n genau dann, wenn p € K, [t] aber p ¢ K,,_1[t] gilt. Man nennt ein Polynom
p € K[t] monisch, wenn sein fithrender Koeffizient 1 ist.

Die Vertriglichkeit des Grades von Polynomen mit den algebraischen Operationen
ist leicht zu analysieren: Fiir Polynome p = > axt* und ¢ = > bst? ist das Polynome
p+q = > cit" bestimmt durch ¢; = a; + b;. Damit folgt sofort, dass deg(p + q) <
max{deg(p), deg(q)}, wobei Gleichheit gelten muss, wenn die beiden Grade verschieden
sind. Analog ist fiir r € K mit r # 0 natiirlich deg(rp) = deg(p). Fiir das Produkt
pq = > dit' gilt ja dp = Zf:o a;by_;. Ist deg(p) = n und deg(q) = m, dann ist fiir
k > n + m in dieser Summe natiirlich entweder ¢ > n also a; = 0 oder k —i > m
also by_; = 0 und es folgt d = 0. In der Summe, die d,,.,, definiert sind offensichtlich
alle Summanden gleich Null, aufler a,b,, # 0. Damit gilt fiir p,q # 0 offensichtlich
deg(pq) = deg(p) + deg(q) und der fithrende Koeffizient eines Produkts ist das Produkt
der fithrenden Koeffizienten der beiden Faktoren. Damit konnen wir nun das Resultat
iiber Division von Polynomen mit Rest formulieren (“Euklidischer Algorithmus”), das
eigentlich schon aus der Schule bekannt ist:

LEMMA 7.5. Seien py, ps € K[t] Polynome, ps # 0. Dann gibt es eindeutige Polyno-
me q,r € K[t], sodass p1 = qps + 1 und r = 0 oder deg(r) < deg(p2) gilt.

BEwWEIS. Wir beweisen zunéchst die Existenz der Zerlegung. Falls p; = 0 ist oder
deg(p1) < deg(p2) gilt, dann setzen wir ¢ = 0 und r = p; und beide Eigenschaften sind
erfiillt.

Sei also n := deg(p;) > deg(ps) =: m. Wir fithren wir den Beweis durch Indukti-
on nach n. Seien a, und b,, die fiilhrenden Koeffizienten der beiden Polynome. Dann
betrachten wir p; = p; — 3=¢"""py. Nach Konstruktion ist deg(p1) < n. Die Terme
in py, die t" enthalten sind aber gerade a,t" — §=1"""by,t™ = 0, also ist deg(p1) < n.
Nach Induktionsvoraussetzung finden wir Polynome ¢ und 7, sodass p; = qps + 7 und
7 = 0 oder deg(7) < deg(pa) gelten. Damit ist aber p; — pt" My = gpa + 7, und setzt
man g = ¢ + =t" " und r = 7, dann erhélt man p; = gps + r mit den gewiinschten
Eigenschaften.

Zur Eindeutigkeit: Ist gps +7r = ¢p2+7, wobei r und 7 Null sind oder kleineren Grad
als g2 haben, dann erhalten wir r — 7 = (¢ — ¢)ps. Die linke Seite dieser Gleichung ist
entweder Null oder hat Grad < deg(py). Wére ¢ — ¢ # 0, dann hétte die rechte Seite
Grad deg(ps) + deg(q — q) > deg(p2) ein Widerspruch. Somit muss ¢ — ¢ = 0, also ¢ = ¢

gelten. Daraus folgt sofort 7 = r. 0

BEISPIEL 7.5. Der Induktionsbeweis des Satzes entspricht genau dem aus der Schule
bekannten Algorithmus zur Division von Polynomen mit Rest. Betrachten wir zum
Beispiel die Division (* + 2t> — ¢ + 1) : (¢ + 3) Im ersten Schritt erhilt man ¢* fiir den
Quotienten, und zieht man #*(¢ 4+ 3) vom Dividenden ab, dann erhélt man —t* — ¢ + 1.
Damit erhélt man —t fiir den Quotienten und Abziehen von —¢(¢t + 3) liefert 2¢ + 1.
Somit erhélt man noch 2 fiir den Quotienten und 2¢ + 1 — 2(¢ + 3) = —5 fiir den Rest.
Also gilt 3 +2t> —t +1= (> —t +2)(t + 3) — 5.

Mit diesem Resultat konnen wir aber nun eine Charakterisierung der Nullstellen
A € K eines Polynoms p € K[t] finden:

SaTz 7.5. Sei p € K[t] ein Polynom, p # 0. Dann ist eine Zahl A\ € K genau dann
eine Nullstelle von p, wenn das Polynom t — X das Polynom p teilt, d.h. wenn es ein
Polynom q € K[t] gibt, sodass p = (t — X)q gilt.
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BEWEIS. Wenden wir den Euklidischen Algorithmus auf p und (t — A) an, dann
erhalten wir Polynome ¢, r € K[t] mit p = (t—\)g+7 und r = 0 oder deg(r) < deg(t—\).
Damit muss aber r einfach ein Skalar sein. Setzten wir nun in dieser Gleichung A fiir ¢
ein, dann erhalten wir p(A) = 0g(\) 4+ r = r, und die Behauptung folgt. O

7.6. Vielfachheit von Nullstellen. Der letzte Satz liefert uns sofort einen al-
ternativen Beweise fiir die Tatsache, dass ein Polynom p € K,[t], p # 0 hochsten n
verschiedene Nullstellen haben kann. Seien nédmlich Ay, ..., Ay verschiedene Nullstellen
eines Polynoms 0 # p € K[t]. Nach Satz[7.5]gibt es ein Polynom g, sodass p = (t— )@
gilt. Setzen wir nun Ay ein, dann erhalten wir 0 = p(Ay) = (A — A\1)q1(A2). Da Ay # Ay
gilt, ist Ao— Ay # 0, also muss ¢;(A2) = 0 gelten. Nach Satz gibt es somit ein Polynom
¢2 € KJt], sodass ¢1 = (t — A2)g2 und damit p = (t — \)(t — Ag)ge gilt. Induktiv sehen
wir, dass es ein Polynom ¢, € K[t] geben muss, sodass p = (t — Ay)(t — A2) -+ - (t — A\k) gk
gilt, was insbesondere deg(p) = k + deg(qx), also deg(p) > k impliziert.

Die algebraische Sichtweise erlaubt uns aber eine feinere Analyse von Nullstellen,
indem wir den Begriff der Vielfachheit einer Nullstelle einfithren. Ist p € K[t], p # 0
und A eine Nullstelle von p, dann sagt man A ist eine k—fache Nullstelle von p, wenn es
ein Polynom ¢ € K[t] mit ¢(\) # 0 gibt, sodass p = (t — \)¥q gilt. Die Vielfachheit einer
Nullstelle ist also gerade die hochste Potenz von (t — A), die das Polynom p noch teilt.

PROPOSITION 7.6. Sei p € K|t] ein Polynom p # 0, seien \y,..., \p € K verschie-
dene Nullstellen von p und sei m; die Vielfachheit von A; fir j = 1,...,k. Dann gibt
es ein Polynom q € K|t], sodass

p=(t—=X)"(t— )" (t — \p)™q

gilt. Insbesondere ist Z?Zl m; < deg(p), also kann ein Polynom vom Grad n, mit Viel-
fachheit gezdhlt, nur hochstens n Nullstellen haben.

BEWEIS. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach k. Nach Definition gibt es
ein Polynom ¢; € K[t], sodass p = (t — A1)™ ¢y gilt. Nehmen wir induktiv an, dass ¢ > 2
gilt, und wir ein Polynom ¢;_; gefunden haben, sodass p = (t—A1)™ -+ (t—=Xi_1)"™ g1
gilt. Nun ist aber p()\;) = 0, und wenn wir ); in die rechte Seite einsetzen, dann erhalten
wir einen Faktor ungleich Null mal ¢;_;();). Also muss ¢;—1(\;) = 0 und damit ¢;_; =
(t — A\i)gia fiir ein Polynom ¢;; € K[t] gelten. Ist m; = 1, dann konnen wir einfach
¢; = @i 1 setzen und erhalten ¢;_; = (t — \;)™q;.

Ist m; > 1, dann wissen wir nach Definition der Vielfachheit, dass es ein Polynom ¢
gibt, sodass p = (t — A\;)™q gilt. Setzen wir oben fiir ¢;_; ein, dann erhalten wir

p= =)t = )™ (= N)™ g = (E— ) (= N)™ G
Wegen der Eindeutigkeit in Lemma [7.5] folgt
(t — Al)ml . e (t — )\’i—l)mi_lqu — (t _ )\Z)ml—lq

Die rechte Seite hat \; als Nullstelle, also kénnen wir wie oben ¢; 1(A;) = 0, also ¢; 1 = (t—
Ai)gi2 und damit ¢;_1 = (£ — \;)%q; 2 fiir ein Polynom ¢; o € K[t] folgern. Ist m; = 2, dann
setzen wir ¢; = ¢;» und erhalten ¢;_y = (¢t — \;)™¢;. Sonst kénnen wir weiter Faktoren
(t — \;) abspalten, bis wir ein Polynom ¢; := ¢; , erreichen, fir das ¢;—1 = (t — \;)™q;.
Damit folgt die Darstellung von p mittels Induktion und die zweite Aussage ist eine
unmittelbare Konsequenz. O
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7.7. Existenz von Nullstellen. Nachdem wir gesehen haben, dass die Anzahl
(mit Vielfachheit gezdhlt) der Nullstellen eines Polynoms durch den Grad des Poly-
noms beschréinkt ist, wenden wir uns der (viel schwierigeren) Frage der Existenz von
Nullstellen zu. Insbesondere hingt die Existenz von Nullstellen stark von dem Korper
ab, den wir betrachten. Zum Beispiel konnen wir ein Polynom p € Q[t] auch als Poly-
nom mit Koeffizienten in R oder C betrachten. Das Polynom #? — 2 zum Beispiel hat in
R die Nullstellen v/2 und —\/5, aber es hat keine Nullstellen in Q, weil V/2 irrational ist.
Natiir lich sind diese beiden Nullstellen auch die einzigen Nullstellen in C. Das Polynom
t* + 1 € Q[t] hat weder in @ noch in R Nullstellen, wiithren in C die Nullstellen 7 und
—1 sind.

Uberraschenderweise kommen Existenzresultate fiir Nullstellen eher aus der Analysis
als aus der Algebra. So kénnen wir zum Beispiel leicht sehen, dass ein Polynom p €
R[t] mit deg(p) = 3 in R immer eine Nullstelle haben muss. Betrachten wir so ein
Polynom, dann konnen wir natiirlich durch den fiithrenden Koeffizienten dividieren ohne
die Nullstellen zu dndern, also geniigt es, ein Polynom der Form p = 3 + at? + bt + ¢
fiir a, b, ¢ € R zu betrachten. Betrachten wir p als Funktion p : R — R, dann behaupten
wir, dass limy 4., p(A\) = oo gilt. Das folgt ganz einfach, weil wir fiir A # 0 den Wert
p(A) als A3(1 4+ 4 + % + 55) schreiben kénnen und fiir A — +oo die Klammer gegen
Eins geht. Insbesondere bedeutet das, dass es Zahlen A;, A\ € R mit A\; < 0 und Ay > 0
gibt, die auBerdem p(A;) < 0 und p(A2) > 0 erfiillen. Nach dem Zwischenwertsatz
der Analysis muss die stetige Funktion p auf dem Intervall (A, Ay) auch alle Werte
annehmen, die zwischen p(\;) und p()\y) liegen, also muss insbesondere zwischen A
und A, eine Nullstelle von p liegen. Analog sieht man die Existenz mindestens einer
Nullstelle fiir jedes Polynom ungeraden Grades iiber R.

Der wichtigste Satz iiber Nullstellen von Polynomen ist der Fundamentalsatz der
Algebra, der zeigt, dass iiber dem Korper C keine Probleme mit Nullstellen auftreten.
Uber C kann jedes Polynom als Produkt von Polynomen ersten Grades geschrieben
werden und damit hat ein Polynom p € C[t] vom Grad n genau n Nullstellen (mit Viel-
fachheit gezéhlt). Auch bei diesem Satz ist der Beweis eher analytisch. Daher passt er
nicht wirklich in die Vorlesung und wird hier nur der Vollstdndigkeit halber présentiert.
Wir setzen im Beweis einige Kenntnisse aus der Analysis voraus.

SaTz 7.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Seip € Clt] ein Polynom mit deg(p) > 1.
Dann besitzt p mindestens eine Nullstelle in C.

BEWwEIS. Die Vorschrift f(z) := |p(z)| definiert eine stetige Funktion f : C — R,
und f(z) > 0 fiir alle z € C. Der erste Schritt des Beweises ist zu zeigen, dass diese
Funktion ein globales Minimum besitzt, d.h. ein 2y € C existiert, sodass f(z9) < f(2)
fiir alle z € C gilt. Falls p eine Nullstelle hat ist das offensichtlich, also nehmen wir an,
dass f(z) > 0 fur alle z gilt.

Fiir eine reelle Zahl R > 0 betrachten wir die Teilmenge Br := {2 € C: |z| < R} C
C = R2. Diese Teilmenge ist beschriinkt und abgeschlossen, also kompakt, also besitzt
die Einschréankung der stetigen Funktion f auf B nach dem Satz vom Maximum ein
Maximum und ein Minimum. Schreiben wir andererseits p = ant"™ + ap_1t" 1 4+ -+ - +
ait + ap, dann gilt fiir z € C\ {0} die Gleichung

Ay a a
p(2) = anz" (1+ P —— On).
a2 an2 A

Nehmen wir den Betrag der rechten Seite, dann erhalten wir |a,||z]"|(1+...)|, und fiir
|z| — oo geht das gegen co. Somit gibt es fiir jedes C' > 0 eine Zahl R > 0, sodass
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f(z) > C fiir alle z € Cmit |z| > R gilt. Sei nun Zy der Punkt, an dem die Einschrinkung
von f auf By ihr Minimum annimmt und sei C' := f(%)) > 0 dieses Minimum. Dann
gibt es dazu einen entsprechenden Wert R. Sei nun R := max{1, R} und z, € By ein
Punkt, an dem die Einschrinkung von f auf Bg ihr Minimum annimmt. Weil R > 1 ist,
ist f (zo) < C. Nach Definition ist f(z9) < f(z) fiir alle z € Bg. Andererseits ist nach
Konstruktion f(z) > C = f(z) fiir alle z € C mit |z| > R. Damit ist aber f(z) < f(2)
fiir alle z € C, also nimmt f ein absolutes Minimum bei zy an.

Der zweite Schritt des Beweises besteht nun darin zu zeigen, dass ein positiver Wert
niemals ein globales Minimum von f sein kann. Nehmen wir zunéchst an, dass 2y = 0
gilt. Natiirlich ist ag = p(0) # 0. Weil der Grad von p mindestens Eins ist, gibt es einen
kleinsten Index m € {1,...,n}, sodass a,, # 0 ist. Dann ist p = ag + a,,t™ + t" g,
wobei g € C[t] gegeben ist durch Umg1 + Amgot +- - -+ a,t” ™ L Wir kénnen — 22 ¢ Cin
Polarkoordinaten schreiben, also finden wir eine eindeutige reelle Zahl r > 0 und einen
eindeutigen Wlnkel ¢ € [0,27), sodass —ar = re gilt. Setzen wir z; = rl/mele/m)
dann ist 2" = . Fir A € [0,1] C R betrachten wir nun p(Az1) = ag + @A™z

)\m+1z’1”+1q()\z1) Nach Konstruktion ist der zweite Summand gerade —agA™, und wir
erhalten

p(Az1) = ag (1 = N + ag "X 21" g(Az))

Aus Stetigkeitsgriinden gibt es eine Zahl C' > 0, sodass |ay 27" q(\z1)| < C fiir alle
A € [0,1] gilt. Damit erhalten wir aber |p(Az1)] < |ao|[(1 — A™ + CA™ )| Fiir 0 < A <
1/C ist aber 0 < 1 — C'A < 1, und damit sicher auch 0 < 1 — A™(1 — C'A) < 1. Damit
ist aber |p(Az1)| < |ao| = p(0), also 0 kein globales Minimum.

Im Fall von beliebigem z; € C bemerken wir, dass es Koeffizienten by, ..., b, gibt,
sodass 2™ + -+ ag = bp(z — 20)" + bp_1(z — 20)"  + -+ + bi(z — 20) + by gilt.
Dazu muss man nur z = 29 + (2 — z9) zu den Potenzen 2,...,n erheben, und dann
einsetzen. Insbesondere sehen wir, dass by = p(zp) gelten muss. Die Tatsache, dass
z = |a,z" 4+ -+ 4+ a1z + ap| ein globales Minimum bei zy hast, iibersetzt sich nun
natiirlich direkt in die Tatsache, dass z +— |b,z" + - -+ + b1z + by| ein globales Minimum
bei 0 hat. Nach dem letzten Schritt folgt daraus aber 0 = by = p(20). O

KOROLLAR 7.7. Sei p € CJt] ein Polynom mit deg(p) = n > 0. Dann gibt es
Elemente a, € C\ {0}, A1,..., s € C und mq,...,my € N mit mqy + -+ my = n,
sodass p = a,(t — A)™ -+« (t — A\p)™. Insbesondere zerfillt jedes solche Polynom in ein
Produkt von Polynomen ersten Grades und es hat genau deg(p) viele Nullstellen, wenn
man die Nullstellen mit Vielfachheit zdahlt.

BEWEIS. Durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist p = a1t + a9 mit a; # 0, und das
konnen wir als a1 (t — A;) schreiben, wobei \; = —Z—‘f.
Nehmen wir also an, dass n > 1 gilt und der Satz fiir Polynome vom Grad n — 1
schon bewiesen wurde. Dann hat p nach dem Satz eine Nullstelle A € C, also gibt es
nach Satz 7.5 ein Polynom ¢ € C[t] vom Grad n — 1, sodass p = (t — \)q gilt. Wendet

man auf ¢ die Induktionsvoraussetzung an, dann folgt die Behauptung. O

BEMERKUNG 7.7. (1) Ein Korper K in dem jedes Polynom p € K[t] in ein Produkt
von Polynomen ersten Grades zerféllt heiflt algebraisch abgeschlossen. Der Fundamen-
talsatz der Algebra sagt also gerade, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Die Korper
Q und R sind nicht algebraisch abgeschlossen, weil etwa das Polynom ¢ + 1 in diesen
Korpern keine Nullstelle besitzt. Auch die Korper Z, fiir p eine Primzahl sind nicht
algebraisch abgeschlossen.
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(2) Der Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra ist nicht konstruktiv. Er gibt
uns also keinen Hinweis, wie wir Nullstellen eines gegebenen Polynoms iiber C konkret
finden konnen. Im Allgemeinen ist das auch ein schwieriges Problem. Fiir quadratische
Polynome gibt es natiirlich die schon aus der Schule bekannte Formel: Wir koénnen durch
den fithrenden Koeffizienten dividieren ohne die Nullstellen zu &ndern, also diirfen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ein Polynom der Form t? + at + b betrachten.
Ist das gleich (¢t — A1)(t — A\2), dann folgt sofort @ = —(A; + Ag) und b = A Ao. Damit
ist aber (A} — A2)2 = (A1 + A2)? — 4\ Ay = a? — 4b. Daraus erhalten wir aber sofort

_ AitXe AM—=X _ _a a? _
Ao = 5 + 52 = 2:]:\/4 .

Fiir Polynome dritten und vierten Grades gibt es noch allgemeine (aber deutlich
kompliziertere) Losungsformeln. Fiir Polynome vom Grad > 5 wurde um 1820 von
N.H. Abel und E. Galois bewiesen, das man Losungen nicht durch endlich Anwendung
der Grundrechnungsarten und des Wurzelziehens bilden kann. Insbesondere gibt es also
keine allgemeinen Losungsformeln, die nur diese Operationen benutzen. Diese Beweise
beruhen auf der (heute so genannten) Galois—Theorie, die eine Verbindung zwischen der
Theorie der Korper, der Theorie der Polynome und der Gruppentheorie darstellt.

Wir werden uns nicht weiter mit dem Problem des Findens von Nullstellen komple-
xer Polynome beschiftigen, weil die vielen verfiigbaren (algebraischen und/oder nume-
rischen) Methoden zum Finden solcher Nullstellen iiber den Rahmen dieser Vorlesung
weit hinausgehen wiirden. Im Fall von Polynomen vom Grad > 3 werden wir uns auf
Beispiele beschrénken, in denen man geniigend viele Nullstellen erraten kann, um das
Problem durch Divisionen auf quadratische Polynome zuriickfithren zu koénnen.

7.8. Nullstellen reeller Polynome. Der Fundamentalsatz der Algebra liefert uns
auch Informationen iiber reelle Polynome. Ist ndmlich p € R[t] ein Polynom vom Grad
n > 1, dann koénnen wir p wegen R C C natiirlich auch als komplexes Polynom auffassen.
Nach Korollar finden wir als n (nicht notwendig verschiedene) komplexe Zahlen
Ay..oy Ay und a, € C, sodass p = a,(t — A1) -+ (t — \n) gilt. Aus dieser Formel ist
offensichtlich, dass a, gerade der fithrende Koeffizient von p ist, also gilt a, € R. Ist
nun p = a,t"™ + --- + a1t + ap, dann ist a; € R, also a; = a;. Ist A € C eine Nullstelle
von p, dann gilt 0 = a,\" + --- 4+ a1\ + ag. Da die komplexe Konjugation mit allen
Korperoperationen auf C vertréglich ist, erhalten wir daraus

0=0=a,\"+---+aA+ay=a,\"+ -+ a A+ ao,

also ist mit A automatisch auch A eine Nullstelle von p. Andererseits ist (t —\)(t — A) =
22— (A+A)t+A\, und A+ A = 2Re()\) € R und A\ = |A\|? € R, also hat dieses Polynom
reelle Koeffizienten. Somit erhalten wir

KOROLLAR 7.8. Seip € R[t] ein Polynom vom Grad n > 1. Dann gibt es eine Zahl
k <mn, sodass n — k gerade ist, k (nicht notwendig verschiedene) Zahlen Ay, ..., A\, € R
und € := "=E monische Polynome qi, ..., q; € R[t] mit deg(g;) = 2, sodass

Ein Polynom p € R[t] zerfillt also genau dann in in Produkt von Polynomen ersten
Grades, wenn alle Nullstellen des komplexen Polynoms p im Teilkérper R C C liegen.
Die Sprechweise “alle Nullstellen von p liegen in K”, anstatt “p zerfillt in ein Produkt
von Polynomen ersten Grades” ist auch fiir allgemeine Korper iiblich. Der Grund dafiir
ist, dass man zu einem beliebigen Korper K einen (im wesentlichen eindeutigen) al-
gebraisch abgeschlossenen Kérper K konstruieren kann, der K als Teilkorper enthiilt.
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Dieser Korper heift der algebraische Abschluss von K. Uber K zerfillt dann jedes Po-
lynom p € K[t] in ein Produkt von Polynomen ersten Grades und das gilt genau dann
auch iiber K wenn alle Nullstellen von p im Teilkérper K ¢ K liegen. Der Beweis fiir
die Existenz des algebraischen Abschlusses geht weit iiber den Rahmen dieser Vorlesung
hinaus, wir werden diese Tatsache aber gelegentlich noch verwenden.

Anwendung auf das charakteristische Polynom

Wir wollen nun unser allgemeinen Resultate {iber Polynome im Spezialfall von cha-
rakteristischen Polynomen anwenden. Wir werden die Resultate oft entweder nur fiir
Matrizen oder nur fiir lineare Abbildungen formulieren, die notige Umformulierung fiir
den jeweils anderen Fall ist offensichtlich.

7.9. Zunéchst konnen wir aus der Definition sofort den Grad des charakteristi-
schen Polynoms, sowie seinen héchsten Koeffizienten und den konstanten Koeffizienten
bestimmen.

Satz 7.9. Sei A € M, (K) eine n x n—Matriz iber einem Kérper K mit charakte-
ristischem Polynom ps € Klt]. Dann ist degpa = n, der fihrende Koeffizient von pa
ist (—1)" und der konstante Koeffizient ist det(A).

BEWEIS. Sei B = (b;;) = (A — tI) als Matrix von Polynomen betrachtet. Dann ist
deg(b;;) = 0 fiir 7 # j und deg(b;;) = 1 fiir alle 7 und der fithrende Koeffizient von b;; ist
—1. Nach Satz ist

pa = det(B) = Z sg0(0)bo(1)1 * * * bo(nyn;

ceS,

wobei &,, die Menge aller Permutationen der Menge {1,...,n} bezeichnet. Fiir o =
id erhalten wir ein Produkt von n Polynomen ersten Grades also ein Polynom vom
Grad n, und nach Definition des Produktes von Polynomen ist der fithrende Koeffizient
eines Produktes das Produkt der fithrenden Koeffizienten. Damit erhalten wir (—1)" als
fithrenden Koeffizienten dieses Summanden. In allen anderen Summanden treten auch
Faktoren auf, die Grad Null besitzen, also erhalten wir Polynome vom Grad < n, also
hat die Summe Grad n und fithrenden Koeffizienten (—1)". Wegen p4(A) = det(A — AI)
erhalten wir natiirlich sofort p4(0) = det(A), und das ist der konstante Koeffizient von

PA- O

BEMERKUNG 7.9. Das charakteristische Polynom liefert iiberraschende weitere In-
formationen iiber die Struktur der Teilmenge GL(n,R) aller invertierbaren n x n—
Matrizen des Vektorraumes M, (R) = R™. Aus wissen wir ja schon, dass GL(n,R)
cine offene Teilmenge von R™ ist. Jetzt konnen wir beweisen, dass diese Menge auch
dicht ist, also beliebig nahe bei einer gegeben Matrix A invertierbare Matrizen liegen.

Ist ndmlich A € M, (R) beliebig, dann betrachten wir das charakteristische Polynom
pa von A als Funktion R — R. Falls pa(\) # 0 ist, dann ist det(A — AI) # 0, also A — I
eine invertierbare Matrix. Da aber p, ein Polynom vom Grad n > 1 ist, hat es nach
Proposition hochstens n verschiedene Nullstellen. Insbesondere bedeutet das, dass
es zu jedem € > 0 eine Zahl A mit |\| < e gibt, sodass p4(A) # 0 gilt. Das bedeutet aber
gerade, dass beliebig nahe bei A invertierbare Matrizen liegen. Insbesondere hat das die
niitzliche Konsequenz, dass eine stetige Funktion F' : M, (R) — R™, die F(A) = 0 fiir
jede invertierbare Matrix A erfiillt, schon identisch Null sein muss.
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An dieser Stelle stellt sich die Frage, ob die charakteristischen Polynome von Matri-
zen spezielle Eigenschaften haben (die etwa beim Finden von Nullstellen helfen kénn-
ten). Das ist aber (abgesehen vom fithrenden Koeffizienten, den wir in Satz[7.9|bestimmt
haben) nicht der Fall:

PROPOSITION 7.9. Sei K ein Korper und seip = (—1)"t"+b, 11" 14+ - +bit+by €
K[t] ein Polynom vom Grad n mit fihrendem Koeffizienten (—1)". Dann gibt es eine
Matriz A € M, (K) mit charakteristischem Polynom ps = p.

BEWEIS. Betrachten wir die Matrix A = (a;;), die gegeben ist durch a;1,; = 1 fiir
i=2,...,n,aj, = (—1)""1h;_; fiir j = 1,...,n und alle anderen a;; = 0. Wir beweisen
mit Induktion nach n, dass pg = (—=1)"t" + b, _#" L + -+« + byt + by gilt.

Fiir den Induktionsanfang betrachten wir den Fall n = 2, also die Matrix ((1) :Z?)
Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist offensichtlich (—t)(—b; —t) — (=bg) =
2 + byt + by.

Nehmen wir also induktiv an, dass n > 3 gilt, und die Behauptung fir (n—1) x (n—
1)-Matrizen schon bewiesen ist. Entwickeln wir nun die Determinante von A — tI nach
der ersten Zeile, so erhalten wir nur zwei Summanden. Der erste dieser Summanden ist
(—t) mal die Determinante der Matrix die entsteht, wenn man in A — tI die erste Zeile
und die erste Spalte streicht. Nach Induktionsvoraussetzung ist diese Determinante aber
(=)=t — b, "2 — ... — byt — by, also liefert dieser Summand schon p — by. Der
andere Summand ist aber gerade (—1)"™!(—1)""'hy = by mal der Determinante der
Matrix die entsteht, wenn man in A — tI die erste Zeile und die letzte Spalte streicht.
Die resultierende Matrix ist aber eine obere Dreiecksmatrix mit lauter Einsen auf der
Hauptdiagonale, hat also nach Korollar (2) Determinante Eins. O

Dieses Resultat zeigt, dass Finden von Eigenwerten von beliebigen Matrizen {iber
K dquivalent zum Finden von Nullstellen von beliebigen Polynomen iiber K, und somit
ein schwieriges Problem ist.

7.10. Die algebraische Vielfachheit. Da wir ja wissen, dass die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms genau die Eigenwerte einer linearen Abbildung (oder einer
Matrix) sind, kénnen wir nun natiirlich das Konzept der Vielfachheit einer Nullstelle
auf Eigenwerte iibertragen.

DEFINITION 7.10. Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwertes A einer Matrix
A € M,(K) bzw. einer linearen Abbildung f ist die Vielfachheit der Nullstelle A des
charakteristischen Polynoms py bzw. py.

SATZ 7.10. Sei V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum und f : V — V' eine lineare
Abbildung. Dann gilt:

(1) Fir jeden Eigenwert \ von f ist die algebraische Vielfachheit zumindest so grofs
wie die geometrischen Vielfachheit aus 7.9

(2) Die Summe der algebraischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von f ist < n und
falls das charakteristische Polynome von f in ein Produkt von Polynomen ersten Grades
zerfdllt, ist die Summe der algebraischen Vielfachheiten gleich n.

BEwEIS. (1) Sei V{ der Eigenraum zum Eigenwert A. Seine Dimension ist nach
Definition die geometrische Vielfachheit von \. Ist diese geometrische Vielfachheit gleich
k, dann betrachten wir eine Basis {vy, ..., vy} fiir VAf und erweitern diese zu einer Basis
B :={vy,...,v,} von V. Nach Konstruktion ist dann f(v;) = A\v; fiir i = 1,..., k, also

hat die Matrixdarstellung [f]z von f beziiglich dieser Basis die Blockform ()\gk g)
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fir A € My,,—(K) und B € M,,_,,—(K). Berechnen wir nun das charakteristische
Polynom dieser Matrix, dann kénnen wir k—mal nach der ersten Spalte entwickeln, und
erhalten p; = (A — t)* det(B — tI). Somit sehen wir, dass die algebraische Vielfachheit
von A zumindest gleich k ist.

(2) folgt sofort aus Proposition [7.6] O

7.11. Charakterisierung von Diagonalisierbarkeit. Mit Hilfe unserer Resulta-
te iiber charakteristische Polynome konnen wir nun eine vollstdndige Charakterisierung
diagonalisierbarer linearer Abbildungen beweisen:

SATZ 7.11. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Korper K. Dann
ist eine lineare Abbildung f:V — V genau dann diagonalisierbar iber K, wenn

(a) das charakteristische Polynom py von f dber K in ein Produkt von Polynomen
ersten Grades zerfaillt und

(b) fiir jeden Eigenwert von f die algebraische Vielfachheit mit der geometrischen
Vielfachheit ibereinstimmt.

BEwEIs. Ist f diagonalisierbar, dann sei B eine Basis aus Eigenvektoren. Die Ma-
trixdarstellung [f]z ist dann eine Diagonalmatrix. Sind Ay, ..., A, die Eintragungen auf
der Hauptdiagonale, dann ist das charakteristische Polynom dieser Matrix (also das
charakteristische Polynom von f) gegeben durch (A; —¢)--- (A, — t) und zerfillt so-
mit in Produkt von Polynomen ersten Grades. Ist A einer der Eigenwerte, dann ist die
Anzahl der Basisvektoren, die diesem Eigenwert entsprechen, genau die algebraische
Vielfachheit des Eigenwertes und diese Vektoren sind linear unabhéngig. Somit muss
die Dimension des Eigenraumes Vf’\ mindestens gleich der algebraischen Vielfachheit
von A sein, und damit folgt Bedingung (b) aus Satz [7.10{(1).

Nehmen wir umgekehrt an, dass die Bedingungen (a) und (b) erfiillt sind. Seien
A1, ..., Ax die verschiedenen Eigenwerte von f und sie m; die algebraische Vielfachheit
von \;. Aus Bedingung (a) und Satz [7.10)2) folgt nun, dass Y m; = n gilt, und wegen
Bedingung (b) ist m; gleich der geometrischen Vielfachheit von );. Damit ist aber f
nach Satz [7.2) diagonalisierbar. O

Damit kénnen wir nun ein vollsténdiges Schema angeben, wie man entscheidet, ob
eine Matrix A € M, (K) diagonalisierbar ist, und wie man sie explizit diagonalisiert,
d.h. eine invertierbare Matrix T findet, sodass TAT~! eine Diagonalmatrix ist.

(i) Berechne das charakteristische Polynom p4 € KJt] und finde seine Nullstellen.
Zerfallt dieses Polynom nicht in ein Produkt von Polynomen ersten Grades, dann kann
A nicht diagonalisierbar sein. Ansonsten seien \; die verschiedenen Eigenwerte von A
und m; ihre algebraischen Vielfachheiten.

(ii) Sind alle m; = 1, also alle \; verschieden, dann ist A diagonalisierbar, also
dghnlich zu einer Diagonalmatrix mit den Eintragungen A,...,\, auf der Hauptdia-
gonale. Ist das nicht der Fall, dann bestimme fiir jene m;, die grofler als 1 sind, die
geometrische Vielfachheit n; von \;. Diese Vielfachheit ist die Dimension des Kerns der
linearen Abbildung A — A1, also gilt n; = n — rg(A — Al) und dieser Rang kann mit
Hilfe des Gaufi’schen Algorithmus bestimmt werden. Die Matrix A ist nun genau dann
diagonalisierbar, wenn n; = m; fiir alle ¢ mit m; > 1 gilt.

(iii) Mochte man fiur diagonalisierbares A eine invertierbare Matrix 7' € M, (K)
finden, sodass TAT~! diagonal ist, dann geht man wie folgt vor: Fiir jeden Eigenwert
Ai bestimme mit Hilfe des GauB’schen Algorithmus eine Basis {v{,...,v} } fiir den
Raum der Losungen des homogenen lineare Gleichungssystems (A — A\;I)x = 0. Dann
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wissen wir aus unseren allgemeinen Resultaten, dass {v{,..., v} } eine Basis B fiir K"

ist. Bezeichnen wir mit S die Standardbasis, dann ist die Matrix mit Spaltenvektoren

vi,...,vF gerade [id]8. Bezeichnen wir mit f die lineare Abbildung x +— Az, dann

) Uny,
ist A = [f]s, und nach Korollar 4.17 von [1] ist damit [id]3A[id]2 = [f]s, also eine
Diagonalmatrix. Da [id]§ = ([id]8)~! gilt, erhilt man die Matrix T’ indem man mit Hilfe

des Algorithmus aus 3.9 von [1] die Matrix mit Spaltenvektoren vy, ... vkk invertiert.

)

Hat man es mit einer linearen Abbildung f : V — V auf einem beliebigen end-
lichdimensionalen Vektorraum zu tun, dann geht man analog vor. Zunichst wéhlt man
eine beliebige Basis B von V' und bestimmt die Matrixdarstellung A := [f]z. Wie oben
kann man dann aus A das charakteristische Polynom ps4 = p;, sowie die Eigenwer-
te und ihre algebraischen und geometrischen Vielfachheiten bestimmen. Die Losungen
von (A — \I)x = 0 sind dann gerade die Koordinatendarstellungen von Eigenvektoren
beziiglich der Basis B, und damit kann man dann eine Basis B’ von V' angeben, die aus
Eigenvektoren fiir f besteht.

3 -1 -1
BEISPIEL 7.11. (1) Betrachten wir die Matrix A= [2 1 —2| € M3(R). Nach
0 -1 2

der Regel von Sarrus erhélt man fiir das charakteristische Polynom
pa=0B-)1—-t)2—-t)+2—-23—-t)+22—-t)=B—-t)(2—1t)(1 —1).

Somit hat A drei verschiedene Eigenwerte, ndmlich 1, 2 und 3 und muss daher diago-
nalisierbar sein. Eigenvektoren zu diesen Eigenwerten kann man leicht durch Losen von
linearen Gleichungssystemen bestimmen. Betrachten wir etwa den Eigenwert 1, dann

2 -1 -1
miissen wir die Gleichung Bx = 0 fir B = [2 0 —2 | lésen. Wenden wir darauf
0 -1 1
den GauB’schen Algorithmus an, dann erhalten wir
2 -1 -1 2 —1 -1 2 -1 —1
2 0 -2l—1(0 1 —=-1]~1]0 1 -1
0 -1 1 0 -1 1 0 0 0

Setzt man x3 = 1, so erhélt man xo = 1 und 2x; = 2, also x; = 1, und damit ist (1,1, 1)
ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.

2 =21
(2) Seinin A= 3 —1 1| € M3(R). Mit Hilfe der Regel von Sarrus berechnet
-1 2 0

man das charakteristische Polynom von A als
pa=2—t)(-1—t)(—t) +6+2+ (=1 —1t) —2(2—1t) — 6t = —t* +1* — 3t + 3.

Offensichtlich ist 1 eine Nullstelle dieses Polynoms, und dividiert man ps durch (¢ —
1), dann erhélt man —(¢? + 3). Das letztere Polynom hat iiber R offensichtlich keine
Nullstellen, also kann A iiber R nicht diagonalisierbar sein. Uber C hat dieses Polynom
natiirlich die Nullstellen +iv/3, also ist A iiber C diagonalisierbar mit Eigenwerten 1,
iv/3 und —iV/3. Eigenvektoren kann man wie zuvor durch Lésen von linearen Glei-
chungssystemen finden.
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2 -1 -1
3)Ist A= |—-1 2 —1] € M;3(R), dann erhalten wir als charakteristisches
-1 -1 2
Polynom (2—t)3—1—1—(2—t)—(2—1t)— (2—1t) = —t3+6t*> — 3t = —t(t — 3)%. Damit
hat A die Eigenwerte 0 und 3 mit algebraischen Vielfachheiten 1 bzw. 2. Offensichtlich ist
(1,1, 1) ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. Fiir den Eigenwert 3 miissen wir die Gleichung
Bx = 0 16sen, wobei alle drei Zeilen von B gerade (—1, —1, —1) sind. Das bedeutet aber
sofort, dass B den Rang 1 hat, also der Eigenwert 3 auch geometrische Vielfachheit
2 besitzt. Somit ist A diagonalisierbar. Eine Basis des Eigenraumes zum Eigenwert 3
erhélt man natiirlich, indem man in obigen Gleichungssystem die Losungen mit x5 = 1
und z3 = 0 bzw. die mit o = 0, 23 = 1 berechnet. Das liefert aber gerade (—1,1,0)
und (—1,0,1). Betrachten wir also die Basis B = {(1,1,1),(—1,1,0),(—1,0,1)} und

1 -1 -1
bezeichnen wir mit S die Standardbasis, dann ist [idjgs = [1 1 0 |. Berechnet
1 0 1

man mit Hilfe des Algorithmus aus 3.9 von [1] die inverse dieser Matrix, dann erhalt
man die explizite Diagonalisierung

/3 1/3  1/3 2 -1 -1\ /1 -1 —1 000
—-1/3 2/3 —1/3| (-1 2 —1||1 1 o]=[030
~1/3 —1/3 2/3 ) \-1 -1 2/ \1 0 1 00 3

(4) Betrachte den Raum R[z],, der Polynome vom Grad < n und den Ableitungs-
operator D : R[z], — R[z],. Man kann D einfach algebraisch durch D(} aja?) :=
>~ ja;z?~! definieren. Betrachten wir die Basis B = {1, z,2?,...,2"}, dann ist D(27) =
ja?~1, also erhalten wir A := [D]z = (a;;), wobei a;; = 0 fiir j # i+ 1 und a;,41 = 7. Be-
trachten wir nun A — tI, dann ist das eine obere Dreiecksmatrix, und alle Eintragungen
auf der Hauptdiagonale sind gleich —t. Nach Korollar [6.5]ist pp = det(A—tI) = (—1)™¢".
Das bedeutet aber, dass 0 der einzige Eigenwert von D ist. Ware D diagonalisierbar,
dann géibe es eine Basis aus Eigenvektoren zum Eigenwert 0, also ware D die Nullabbil-
dung. Tatséchlich liegt hier ein extremer Fall vor: Die Matrix A hat ja Zeilenstufenform,
und daraus sieht man sofort, dass rg(A) = rg(D) = n — 1 gilt. Damit ist aber die Di-
mension des Kerns von D, die ja nach Definition genau die geometrische Vielfachheit
des Eigenwertes 0 ist, gleich Eins.

Die Spur

Aus [7.4] wissen wir bereits, dass dhnliche Matrizen das gleiche charakteristische Po-
lynom haben. Insbesondere ist jeder Koeffizient des charakteristischen Polynoms einer
beliebigen Matrixdarstellung eine Invariante einer linearen Abbildung. Nach Satz[7.9ist
die Determinante einer dieser Koeffizienten. Wir werden nun einen weiteren dieser soge-
nannten charakteristischen Koeffizienten kennen lernen, der sogar um einiges einfacher
ist als die Determinante.

7.12. Sei A € M, (K) eine n x n—Matrix mit charakteristischem Polynom p4. Dann
ist es ziemlich einfach, den Koeffizienten von ¢"~! in p4 berechnen. Setzen wir ndmlich
B = A —tI = b;; und betrachten die Leibniz Formel

pa = det(B) = Z sgn(0)bo(1)1 * * * bo(nyn

0'6671
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als Produkt von Polynomen. Nach Definition hat fiir ¢ # j das Polynom b;; den Grad
Null, wahrend jedes b; Grad Eins hat. Ist aber ¢ # id eine Permutation, dann gilt
o(i) # i fiir mindestens zwei Indizes 4, also kann der entsprechende Summand hochstens
Grad n — 2 haben. Damit kommen aber alle Beitrige zum Koeffizienten von t"~! aus
dem Summanden (a; —t) - - - (a,, — t), der 0 = id entspricht. Der Koeffizient von "~
in diesem Produkt ist aber offensichtlich (—1)""!(a;; + -+ + ay,). Das motiviert die
folgende Definition.

DEFINITION 7.12. Sei A = (a;;) € M, (K). Dann definieren wir die Spur (englisch
“trace”) tr(A) von A durch tr(A) := a1 + -+ + aup, also die Summe der Elemente auf
der Hauptdiagonale.

PROPOSITION 7.12. (1) Die Spurabbildung tr : M,(K) — K ist linear.
(2) Ahnliche Matrizen haben die gleiche Spur. Allgemeiner gilt fir A, B € M, (K)
die Gleichung tr(AB) = tr(BA).

BEWEIS. (1) ist aus der Definition offensichtlich und der erste Teil von (2) ist klar,
weil die Spur ein Koeffizient des charakteristischen Polynoms ist.

Also miissen wir nur die letzte Behauptung beweisen. Ist A = (a;;) und B = (b;5),
dann sind die Hauptdiagonalelemente von AB gegeben durch ) ; @izbji. Damit ist aber
tr(AB) = >_; >, aibji, und dieser Ausdruck ist offensichtlich unabhéngig von der Rei-
henfolge von A und B. O

BEMERKUNG 7.12. (1) Die Aussage, dass tr(AB) = tr(BA) fir alle A, B € M, (K)
gilt impliziert die Aussage, dass dhnliche Matrizen gleiche Spur haben. Man rechnet
einfach tr(TAT™1) = tr(T~'TA) = tr(A).

(2) Fiir eine 2 x 2-Matrix A kennen wir nun das vollstindige charakteristische Po-
lynom, weil py = t2 — tr(A)t + det(A) gilt.

(3) Die Proposition impliziert natiirlich, dass man die Spur einer linearen Abbildung
als die Spur einer beliebigen Matrixdarstellung definieren kann. Die Spur ist ein ganz
simples Kriterium um Ahnlichkeit von Matrizen auszuschlieflen.






KAPITEL 8

Exkurs: Normalformen

In diesem Kapitel werden wir unsere Beschéftigung mit der Frage, wie moglichst
einfache Matrixdarstellungen einer linearen Abbildung von einem Vektorraum K auf
sich selbst aussehen, abschlieBen. Wir werden diese Frage nicht fiir allgemeine Korper
beantworten kénnen, immerhin aber fiir C (und allgemein fiir algebraisch abgeschlossene
Korper) und fiir R. Auch in diesen Fillen werden wir aber einige Beweise nur skizzieren.
Technisch gesehen ist der wichtigste Teil dieses Kapitels die enge Beziehung der Frage
von Normalformen zur Theorie der Polynome. Diese Verbindung ist auch der Grund
dafiir, dass in diesem Bereich die Resultate stark vom betrachteten Korper abhéngen,
weil sich eben auch Polynome iiber verschiedenen Korpern ganz verschieden benehmen.

Invariante Teilrdume und Triangulierbarkeit

Einer der wesentlichen Schritte in Richtung einfacher Matrixdarstellungen fiir eine
lineare Abbildung f : V — V ist, den Raum V in Teilrdume zu zerlegen, auf denen die
Einschrinkung von f einfach aussieht. Diese Idee wird uns auch relativ leicht die Ant-
wort auf die Frage liefern, welche linearen Abbildungen durch obere Dreiecksmatrizen
dargestellt werden koénnen.

8.1. Invariante Teilrdume. Sei V ein K-Vektorraum und f : V. — V eine li-
neare Abbildung. Fiir einen beliebigen Teilraum W von V kann man zwar f auf W
einschréanken und somit auch als lineare Abbildung f : W — V betrachten, aber da dies
keine Abbildung von einem Vektorraum auf sich selbst ist, kénnen wir damit nicht viel
anfangen. Somit liegt es nahe, Teilrdume W von V' zu betrachten, sodass f(W) C W gilt.
Diese Teilrdume nennt man f—invariant oder einfach invariant, wenn klar ist, welche
lineare Abbildung gemeint ist. Ist W ein f-invarianter Teilraum, dann konnen wir die
Einschrénkung von f auf W wiederum als lineare Abbildung f : W — W betrachten.

Insbesondere sind Eigenrdume von f immer invariante Teilrdume. Ist ndmlich v €
Vi, dann ist f(v) = v € V{, also f(V{) c V. Die Einschrinkung von f auf V;/ ist
natiirlich gerade )\idV{. Ein Eigenraum ist somit ein invarianter Teilraum, auf dem f
als Vielfaches der Identitéat wirkt.

Als néchsten Schritten erinnern wir uns an den Begriff des Quotientenraumes aus
Abschnitt 5.1 von [1]. Fiir einen beliebigen Teilraum W C V und ein Element v € V
betrachtet man die Nebenklasse v+ W = {v+w : w € W} von v beziiglich W.
Geometrisch gesehen ist das einfach eine durch v verschobene Kopie von W. Anders
gesagt ist v + W die Aquivalenzklasse von v beziiglich der Aquivalenzrelation v ~ v’
genau dann, wenn v'—v € W. Der Quotientenraum V/W ist dann die Menge aller dieser
Nebenklassen, also V/W = {v+W : v € V'}, also die Menge aller zu W parallelen affinen
Teilrdume. Es gibt eine offensichtlich Abbildung 7 : V' — V/W | die durch n(v) = v+ W
gegeben ist, also jedes Element von V' auf seine Aquivalenzklasse abbildet.

Man verifiziert leicht, dass man V/W in natiirlicher Weise zu einem Vektorraum
machen kann, indem man (v+W)+(0'+W) := (v+v")+W und r(v+W) := ro+W setzt.
Das ist dquivalent dazu, dass die kanonische Quotientenabbildung 7 : V' — V/W linear
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ist. Offensichtlich ist 7 surjektiv und Ker(7) = W. Somit ist fiir endlichdimensionales
V auch V/W endlichdimensional und dim(V/W) = dim(V') — dim(W).

Schlieflich bendttigen wir noch die universelle Eigenschaft des Quotienten. Diese
beschreibt, wann man eine lineare Abbildung ¢ : V' — Z in einen beliebigen Vektorraum
Z in der Form ¢ = @go fiir eine lineare Abbildung ¢ : V/W — Z schreiben kann. Nach
Proposition 5.2 von [1] geht das genau dann, wenn W C Ker(y) gilt, und in diesem
Fall ist die lineare Abbildung ¢ eindeutig bestimmt. Explizit ist diese Abbildung durch
Qv+ W) = p(v) gegeben, und das ist wohldefiniert, weil fir o' € v+ W jav' —v e W
und daher 0 = p(v' —v) = (V') — p(v) gilt.

Ist insbesondere f : V' — V eine lineare Abbildung und W ein f-invarianter Teil-
raum von V', dann kénnen wir mo f : V' — V/W betrachten. Fiir w € W ist f(w) € W,
also o f(w) = 0, also ist W C Ker(w o f), und wir finden eine (eindeutige) lineare
Abbildung f : V/W — V/W, sodass mo f = f ox gilt. Explizit ist diese Abbildung
durch f(v+W) = f(v)+W gegeben, und man kann auch leicht direkt verifizieren, dass
das wohldefiniert und linear ist, und die gewiinschte Eigenschaft hat.

Wir konnen nun diese Begriffe auch schon in Termen von Matrixdarstellungen cha-
rakterisieren. Dazu ist es giinstig, folgende Sprechweise einzufithren. Angenommen, wir
haben eine Matrix M = (m;;) € M, (K), sodass fiir ein k < n gilt, dass m;; = 0 ist,
sofern ¢+ > k und j < k ist, als in den ersten k Spalten Eintragungen ungleich Null nur
in den ersten k Zeilen vorkommen. Dann sagen wir einfach, dass M eine Blockform der

Form mit A € My(K), B € M,—,(K) und C € M,_;(K) hat. Beachte, dass

A B
0 C
die Teilmatrizen A und C' wieder quadratisch sind, wihrend B rechteckig ist.

PROPOSITION 8.1. Sei V' ein n—-dimensionaler Vektorraum tber einem Kirper K
und f 'V — V eine lineare Abbildung. Dann gilt: FEs gibt genau dann einen k-
dimensionalen f—invarianten Teilraum W C V, wenn beziiglich einer geeigneten Ba-
a g) fir A € My(K),
B € Myn(K) und C € M,_;(K) besitzt. Ist das der Fall, dann ist A eine Ma-
trizdarstellung der Einschrinkung flw : W — W und C ist eine Matrizdarstellung
der induzierten Abbildung f : V/W — V/W.

sis B von V' die Matrizdarstellung von f eine Blockform

BEWEIS. Ist W C V ein k-dimensionaler f-invarianter Teilraum, dann wéhlen wir
eine Basis B := {vy, ..., v} fiir W und ergénzen sie zu einer Basis B = {vy,...,v,} von
V. Da W invariant ist, gilt insbesondere f(v;) € W fiir i = 1,..., k. Damit kann jedes
dieser f(v;) als Linearkombination von vy, ..., v geschrieben werden, also haben die
ersten k—Spalten [f(v1)]s, ..., [f(vk)]s von [f]s nur in den ersten k—Zeilen Eintragungen
ungleich Null. Das bedeutet aber gerade, dass [f]sz die verlangte Blockform besitzt.
Auflerdem ist nach Konstruktion der Block A € My (K) genau [f|w]s-

Die kanonische lineare Quotientenabbildung 7 : V' — V/W ist surjektiv, und ihr
Kern ist genau W. Nach dem Beweis des Dimensionssatzes fiir lineare Abbildungen
aus 4.12 von [I] ist die Menge B” = {m(vk41),...,7(v,)} eine Basis fir V/W. Fiir
j=1,...,n —k gilt aber nach Konstruktion f(vgi;) = by jv1 + -+ by vk + c1 V41 +
-+ 4 Cp_k, jUn, Wobei B = (b;;) und C' = (¢;;). Damit ist aber

f(m(vrig) = 7(f(Vr45)) = crym(Vrsr) + - + gy (vn),

also ist C' die Matrixdarstellung [f]z».
Ist umgekehrt B = {vy,...,v,} eine Basis von V, sodass die Matrixdarstellung
[f]s die angegebene Blockform hat, dann sei W := (vy,...,v;) der von den ersten k
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Basisvektoren erzeugen Teilraum. Wegen der Blockform der Matrix ist f(v;) € W fur
i=1,...,k also f(W)CW. O

8.2. Charakteristisches Polynom und invariante Teilrdume. Ist f: V — V
eine lineare Abbildung auf einem endlichdimensionalen K—-Vektorraum und ist W C V
ein f-invarianter Teilraum, dann erhalten wir die Einschrankung fly : W — W und
die induzierte Abbildung f : V/W — V/W. Natiirlich ist nicht alle Information iiber
f in diesen beiden Abbildungen enthalten. In Termen der Matrixdarstellung aus Satz
merkt man sich nur die Blocke A und C' und vergisst alle Information, die im
Block B enthalten ist. Interessanterweise verliert man aber keine Information iiber das
charakteristische Polynom. Dazu benotigen wir noch ein Resultat:

PROPOSITION 8.2. Fiir eine Matriz in Blockform wie in Satz gilt det (gl g) =
det(A) det(C).

BEwEIs. Durch Induktion nach k. Ist k& = 1, dann ist A = ay;, B der Rest der
ersten Zeile und C' gerade die Matrix die entsteht, indem man in der gesamten Matrix
die erste Zeile und die erste Spalte streicht. Damit folgt die Behauptung aber sofort
durch Entwickeln nach der ersten Spalte, sieche Satz

Nehmen wir also an, dass k > 2 gilt und der Satz fiir Blocke der Griéfle k — 1 bereits
bewiesen ist. Wie in bezeichnen wir mit A;; die Matrix, die aus A = (a;;) durch
Streichen der i~ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht. Weiters sei B; die Matrix die
aus B durch Streichen der j-ten Zeile entsteht. Entwickeln wir nun die Determinante
nach der ersten Spalte, dann erhalten wir

k

A B , A4 B;
det(0 C)zZ(—l)lﬂaﬂdet(dl CZ)

j=1
Nach Induktionsvoraussetzung ist die letzte Determinante gleich det(A;;) det(C'), und
wir erhalten (zk (—1)"*ay det(Ajl)) det(C) = det(A) det(C). O

j=1

KOROLLAR 8.2. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Kérper K,
f:V =V eine lineare Abbildung, W C V ein f—invarianter Teilraum, f|ly : W — W
die Einschrinkung von f und f: V/W — V/W die induzierte Abbildung. Dann gilt fiir
die charakteristischen Polynome Df = DflwPy-

BeweIs. Wihle eine Basis B fiir V, sodass [f]z Blockform wie in Satz|8.1 hat, dann
berechne py = det([f] — ¢I) mit Hilfe von Proposition [8.2] O]

8.3. Triangulierung linearer Abbildungen. Mit Hilfe der Resultate iiber das
charakteristische Polynom kénnen wir nun ein niitzliches Zwischenresultat beweisen,
namlich welche linearen Abbildungen durch obere Dreiecksmatrizen dargestellt werden
konnen.

SATZ 8.3. Sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum tiber einem Korper K. Dann sind
fur eine lineare Abbildung f :V — V dquivalent:

(1) Es gibt f-invariante Teilraume Wy C W C --- C W,y C V mat dim(W;) = j.

(2) Es gibt eine Basis B fiir V, sodass [f]g eine obere Dreiecksmatriz ist (siehe[0.5).

(3) Das charakteristische Polynom von f zerfillt in ein Produkt von Polynomen
ersten Grades, d.h. alle Eigenwerte von f liegen in K.
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BEwEIs. (1) = (2): Sind W; C --- C W,_; C V invariante Teilrdume mit
dim(W;) = j, dann wéhlen wir eine Basis {v,} fir W, erweitern sie zu einer Basis
{v1,v9} fiir Wy, und so weiter bis wir zu einer Basis {vy,...,v,_1} von W,,_; gelangen,
die wir schliellich zu einer Basis B = {vy,...,v,} fiir V erweitern. Ist nun [f]|z = (a;;),
dann besagt die Tatsache, dass jedes W; invariant ist gerade, dass f(v;) als Linearkom-
bination von vy, ..., v; geschrieben werden kann. Damit ist aber a;; = 0 falls ¢ > j, also
[f]s eine obere Dreiecksmatrix.

(2) = (3): Sei B eine Basis von V, sodass [f]s = (a;;) eine obere Dreiecksmatrix
ist. Nach Korollar ist dann aber p; = det([f|g — tI) = (a11 —t) - (an, — 1), also
zerfallt py in ein Produkt von Polynomen ersten Grades.

(3) = (1): Durch Induktion nach n. Ist n = 1, dann ist nichts zu beweisen.
Nehmen wir also an, dass n > 2 gilt, und die Behauptung fiir lineare Abbildungen auf
Vektorrdaumen der Dimension n — 1 bereits gezeigt ist. Sei f : V — V eine lineare
Abbildung, deren charakteristisches Polynom in ein Produkt von Polynomen ersten
Grades zerfillt. Dann hat f mindestens einen Eigenwert A\ und zu diesem Eigenwert
gibt es einen Eigenvektor v # 0. Somit ist W; := {rv : r € K} ein eindimensionaler
Teilraum von V', der wegen f(v) = Av invariant ist. Betrachte nun den Quotienten
V/Wi und die induzierte lineare Abbildung f : V/W; — V/W;. Nach Satz 5.1 von
] ist dim(V/W;) = dim(V) — dim(W;) = n — 1. AuBerdem ist nach Korollar
pr = (A — t)py, also zerféllt auch py in ein Produkt von Polynomen ersten Grades.

Damit gibt es aber nach Induktionsvoraussetzung invariante Teilrdume Wl C - C
W,y C V/W; mit dim(W;) = j. Nun definieren wir W; := 7~ (W,_,) fiir j = 2,...,n,
wobei 7 : V' — V/W; die kanonische lineare Quotientenabbildung ist.

Als Urbild eines Teilraumes unter einer linearen Abbildung ist jedes W; ein Teilraum,
und weil Wy = Ker(m) gilt ist Wy, € Wy C -+ C W,,_; C V. Weiters bildet 7 den
Teilraum W; surjektiv auf W,_; ab und hat Kern W1, also ist nach dem Dimensionssatz
fiir lineare Abbildungen dim(W;) = dim(W;) + dim(W;_;) = 4. SchlieBlich folgt aus
v € W;, i > 2 nach Definition 7(v) € W;_1 und da dieser Teilraum invariant ist, gilt
f(m(v)) € W;_y. Nun ist aber f(m(v)) = 7(f(v)), also gilt f(v) € W; und somit ist jedes

W; ein invarianter Teilraum. ]

KoRrROLLAR 8.3. Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und f :' V — V
eine lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom in ein Produkt von Polynomen
ersten Grades zerfillt. Dann ist det(f) das Produkt aller Eigenwerte von f und tr(f)
die Summe aller Eigenwerte von f (jeweils mit Vielfachheiten genommen).

BeweIs. Nach Satz 8.3/ finden wir eine Basis B von V, sodass A = [f]z = (a;;) eine
obere Dreiecksmatrix ist. Nach Korollar ist py = pa = det(A — tI) gegeben durch
(=1)"(t — a11) - (t — ann), also sind die a; genau die Eigenwerte von f. Wiederum
nach Korollar [6.5]ist aber det(A) = det(f) = a1 - - - an, und nach Definition ist tr(A) =
tl"(f) =ant+- -+ apn. O

Aus Satz wissen wir, dass iber dem Kérper C jedes Polynom in ein Produkt von
Polynomen ersten Grades zerfillt. Insbesondere konnen also lineare Abbildungen auf
endlichdimensionalen komplexen Vektorrdumen immer durch obere Dreiecksmatrizen
dargestellt werden, und auch der Zusammenhang zwischen Eigenwerten, Determinante
und Spur aus Korollar [8.3] ist iiber C immer gegeben. Analoges gilt nach Bemerkung
fiir jeden algebraisch abgeschlossenen Korper.
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8.4. Summenzerlegungen und Projektionen. Wie wir bereits bemerkt haben,
verliert man Informationen, wenn man eine lineare Abbildung durch ihre Einschrénkung
auf einen invarianten Teilraum und die induzierte Abbildung auf dem Quotienten nach
diesem Teilraum ersetzt. Deshalb kann man auch mit dieser Methode nicht mehr als die
obere Dreiecksgestalt erreichen, die zwar technisch sehr niitzlich, aber doch noch recht
weit von einer endgiiltigen Normalform entfernt ist.

Um noch weiter zu kommen, miissen wir Zerlegungen von V' in eine direkte Summe
von invarianten Teilrdumen finden. In der Sprache von Abschnitt 4.9 von [1] bedeutet
das gerade, dass wir invariante Teilrdume finden miissen, die ein invariantes Komplement
besitzen. Dort haben wir definiert, dass V die direkte Summe von zwei Teilrdumen
Wi, Wy C W ist und das als V= Wy & W5 geschrieben, wenn W, + Wy =V und Wy N
Wy = {0} gilt. In Proposition 4.9 von [1] haben wir gesehen, dass man die Bedingung
Wi + Wy =V auch durch dim(W;) 4+ dim(W;) = dim(V') ersetzen kann. Weiters haben
wir bewiesen, dass V' = W& W, genau dann gilt, wenn jedes Element v € V' eindeutig in
der Form v = wy + w9 mit wy; € Wi und wy € Wy geschrieben werden kann. Bezeichnet
man diese Elemente mit p;(v) := w; und py(v) := we, dann erhédlt man Abbildungen
p1,p2 0V — V. Wir kénnen direkte Summenzerlegungen auch iiber diese Abbildungen
charakterisieren, was zur Beschreibung der Invarianz sehr giinstig sein wird:

PROPOSITION 8.4. (1) Sei V.= W,&W,. Dann sind die Abbildungen py,py : V — V
linear, es gilt p; o p; = p; und Im(p;) = W; firi = 1,2, pyopy = pyop; = 0 und
p1+p2 = idy.

(2) Ist umgekehrt py : V- — V eine lineare Abbildung, die p1op; = py erfillt, dann gilt
V =1Im(p,) ®Ker(py). Setzt man ps = id —py, dann gilt poops = pa, paop; = p1ops =0
und Im(pg) = Ker(p).

BEWEIS. (1) Ist v = wy 4wy und r € K, dann ist rv = rw; +rws, also p;(rv) = rp;(v)
fir i = 1,2. Ist v/ = w] + w), ein weiteres Element von V', dann ist v +v' = (w; +w}) +
(wq 4 w}), also folgt p;(v 4+ v') = p;(v) + p;(v'), also sind p; und p, linear.

Fiir wy € W ist die eindeutige Darstellung als Summe natiirlich durch w; = w; +0
gegeben, also gilt p;(w;) = wy und po(w;) = 0 fiir alle wy € W;. Wendet man das auf
wy = pi1(v) an, dann folgt pi(p1(v)) = pi(v), also p1 o p1 = p1, und pa(pi(v)) = 0, also
peop; = 0. Analog zeigt man pyopy = pe und pyopy = 0. SchlieBllich gilt v = py(v)+p2(v)
nach Konstruktion fiir alle v € V', also folgt p; + py = idy .

(2) Natiirlich sind Ker(p;) und Im(p;) Teilrdume von V. Ist v € Ker(p;) N Im(py),
dann kann man v = p;(v’) schreiben, und erhélt 0 = py(v) = p1(p1(v')) = p1(v') = v,
also ist Ker(p;)NIm(p;) = {0}. Andererseits gilt dim(Im(p,) = dim(V') — dim(Ker(p,)),
also dim(Ker(p;)) +dim(Im(p;)) = dim(V') nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbil-
dungen (Satz 4.12 von [1]). Damit folgt V' = Im(p;) & Ker(p;) aus Proposition 4.9 von
[1].

Setzt man ps(v) = v — py(v), dann ist sowohl po(pi(v)) als auch p;(p2(v)) gleich
p1(v) — pr(pi(v)) = 0, also gilt p; o pa = py o p1 = 0. Damit ist aber py(p2(v)) =
po(v — p1(v)) = pa(v) — (pa o p1)(v) = pa(v) fiir alle v € V', also folgt auch py o py = po.
Wegen p; o py = 0 folgt nach Definition Im(ps) C Ker(p). Ist umgekehrt v € Ker(p;),
also p1(v) = 0, dann ist ps(v) = v — p1(v) = v, also v = pa(v) € Im(ps), also folgt
Ker(p;) = Im(ps). O

Die Abbildungen p; : V' — V heiflen die Projektionen zur direkten Summenzerlegung
V == W1 EB WQ.
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Das alles ldsst sich relativ einfach auf mehr als zwei Summanden verallgemeinern.
Wie im Fall von zwei Teilrdumen definiert man die Summe endlich vieler Teilrdume als
den von der Vereinigung der Teilrdiume erzeugten Teilraum. Sind W7, ..., W}, Teilrdume
eines Vektorraumes V', dann sagt man, dass V' die direkte Summe dieser Teilrdume ist,
und schreibt V=W, ®--- @& W, wenn V =W; +--- + W, und

Win Wi+ -+ Wiy + Wigy + - + Wy,) = {0}

fir alle i = 1,..., k gilt. Es gilt dann wieder, dass dim(W;) + - - - + dim(W}) = dim(V)
ist, und die Vereinigung von Basen der W; eine Basis fiir V' bildet. Schliellich kann man
jedes Element v € V eindeutig in der Form v = wy + - - - + wy, fiir w; € W; schreiben,
und durch p;(v) = w; lineare Abbildungen p; : V' — V definieren. Diese Abbildungen
erfilllen Im(p;) = W, und p; o p; = p; fiir alle 4, sowie und p; o p; = 0 fiir ¢ # j und
P14+ pr =id.

Gibt man sich umgekehrt lineare Abbildungen p; mit diesen Eigenschaften vor, dann
ist V=1Im(p;) ®--- & Im(pg).

8.5. Invariante Summenzerlegungen. Einer der Vorteile der Charakterisierung
von Summenzerlegungen iiber die zugehorigen Projektionen besteht darin, dass man in
dieser Sprache leicht charakterisieren kann, wann alle Summanden invariant unter einer

linearen Abbildung f :V — V sind.

SATZ 8.5. Sei V.= W& W, eine Zerlegung eines n—dimensionalen K-Vektorraumes
in eine direkte Summe von Teilrdumen mit zugehorigen Projektionen p; : V. — V' fiir
j=1,2und sei f:V — V eine lineare Abbildung. Dann gilt:

(1) Die Teilrdume Wy und Wy sind genau dann beide f—invariant, wenn pjof = fop;
fir 3 =1,2 gilt.

(2) Die Ezistenz einer f—invarianten Summenzerleqgung V = Wi@®Wsy mit dim(W;) =
k, ist dquivalent zur Ezistenz einer Basis B firV sodass |f|s eine Blockgestalt der Form

61 g ( “Blockdiagonalform”) mit A € My(K) und C € M, _(K) besitzt. In diesem

Fall ist A ein Matrizdarstellung von flw, und C' eine Matrizdarstellung von f|w,.

Bewers. (1) Natiirlich ist fir v = w; + wy auch f(v) = f(wy) + f(wq). Sind
W1 und Wy beide f—invariant, dann ist f(w;) € W, fir i = 1,2, also ist das die
eindeutige Zerlegung von f(v). Damit ist aber pi(f(v)) = f(wi) = f(p1(v)) und
pa(f(v)) = flwz) = f(p2(v)), also folgt p;o f = fop; firi=1,2.

Ist umgekehrt fop; = py o f, dann gilt fiir wy; € Wy natiirlich f(wy) = f(p1(wy)) =
p1(f(wy)) € Wi. Analog folgt f(W5) C Wy aus fopy =peo f.

(2) Sie zunéchst V- = W1 @W; eine f-invariante Summenzerlegung mit dim(W;) = k.
Dann wihlen wir eine Basis By = {vy, ..., v} fiir W) und eine Basis By = {vg11,..., 00}
fiir W5 und setzen B = {vy, ..., v,}. Nach dem Beweis des Dimensionssatzes fiir Summen
(Proposition 4.8 in [1]) ist B eine Basis fiir V. Da W) f-invariant ist, liegt firi = 1,..., k
das Bild f(v;) in Wi, und kann daher als Linearkombination von vy, . .., vy geschrieben
werden. Daher kann fiir diese i der Koordinatenvektor [f(v;)]s Eintragungen ungleich
Null nur in den ersten k Zeilen haben. Analog folgt, dass fiir ¢ > k der Koordinatenvektor
[f(vi)]p Eintragungen ungleich Null nur in den letzten n — k Zeilen haben kann, was
genau die gewiinschte Blockform liefert. Nach Konstruktion ist dann A = [f|w,]s, und
C = [flwa)s,-

Ist umgekehrt B = {vy,...,v,} eine Basis fiir V, sodass [f]s die angegebene Block-
form hat. Dann bezeichnen wir mit W; den von v, ..., v, aufgespannten Teilraum von
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V und mit W5 den von vg4q, ..., v, aufgespannten Teilraum. Die Blockform von [f]z
bedeutet dann genau, dass beide Teilrdume f-invariant sind.

Weiters kann offensichtlich jedes v € V' in der Form v = w; + wy fir w; € W;
geschrieben werden, also ist V' = W) + Ws. Da dim(V) = dim(W;) + dim(Ws) gilt,
folgt aus dem Dimensionssatz fir Summen sofort, dass dim(WW; N Ws) = 0 und damit
V = W1 D W2 gilt. Ul

Der zweite Teil zeigt, dass man im Fall einer Zerlegung in eine direkte Summe
von invarianten Teilrdumen keine Informationen verliert, wenn man von f auf die Ein-
schréankungen von f auf die Teilrdume WW; iibergeht. Dies bietet also eine echte Chance,
das Problem des Findens schoner Matrixdarstellungen von einem Raum auf einen Teil-
raum zu reduzieren.

Wiederum verallgemeinern sich diese Uberlegungen ohne grofie Probleme auf meh-
rere Summanden. Fiir eine Zerlegung V = W, & - - - & W), mit zugehorigen Projektionen
p; ist genau dann jeder Summand W; ein f-invarianter Teilraum, wenn f op; = p; o
f fir alle ¢ = 1,... k gilt. Im zweiten Teil der Aussage erhélt man dann natiirlich
Blockdiagonalmatrizen mit k£ Blocken entlang der Hauptdiagonale.

BEISPIEL 8.5. Einen Hinweis, wie man Zerlegungen in eine invariante direkte Sum-
me finden konnte, liefert uns das Beispiel einer diagonalisierbaren linearen Abbildung
f 'V — V.Seien Ay,..., \; die verschiedenen Eigenwerte von f und fiir jedes ¢ sei
W; = V/\{, der Eigenraum zum Eigenwert );. Nach dem Beweis von Satz ist die
Vereinigung von Basen dieser Eigenrdume eine Basis fiir V' und daraus folgt leicht, dass
V=W & @& W,gilt. In diesem Fall kann man die Projektionen p; : V. — W; relativ
einfach erraten:

Betrachten wir die linearen Abbildungen f — \;id fiir ¢ = 1,..., k. Dann rechnet
man sofort nach, dass

(f=XNid)o(f=Xjid) = fof— (N +X)f+ XA id=(f — Ajid) o (f — \;id)
gilt. Wenn wir die Projektion p; auf W; konstruieren wollen, dann muss diese natiirlich

jedes W; fiir j # 4 auf Null abbilden. Eine Abbildung, die das erfiillt kénnen wir aber
sofort konstruieren, indem wir einfach

(f = Mid)o...o(f = Mirid)o (f — Aspid) o... o0 (f — Ay id)

bilden. Als Komposition von linearen Abbildungen ist diese Abbildung natiirlich selbst
linear. Wenn wir Thren Wert auf w; € W, bestimmen wollen, dann kénnen wir nach
den obigen Uberlegungen die Reihenfolge der Komposition so vertauschen, dass wir
als erstes f — \;id anwenden, was nach Definition w; auf Null abbildet. Andererseits
konnen wir auch leicht den Wert auf w; € W; bestimmen. Da f(w;) = \w; gilt ist
(f — Aeid)(w;) = (A — A\p)w;, wenden wir darauf (f — A\;—;1d) an, dann wird dieser
Vektor noch mit (A; — A\x_1) multipliziert, und so weiter. Insgesamt sehen wir, dass w;
durch unsere Funktion einfach mit dem Faktor [[,_,(A; — A;) multipliziert wird, und da
die \; # \; fiir j # ¢ gilt, ist dieser Faktor ungleich Null. Damit folgt aber sofort, dass
die lineare Abbildung

1
= (f—Mid)o...o(f = Ajqid) o (f — Ajp1id)o...o(f —A,id)
Hj;éi()‘i - )‘j)
eine Summe w, +- - -+w;, auf w; abbildet und damit mit der Projektion p; iibereinstimmt.
Lost man diese Komposition auf, dann erhélt man natiirlich eine Linearkombination von
Termen der Form fo...of, also kann man die Projektionen aus diesen Termen aufbauen.
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Polynome von linearen Abbildungen und Matrizen

Man kann Ausdriicke der Form wie sie im letzten Beispiel vorgekommen sind, als
Polynome in der gegebenen linearen Abbildung f interpretieren. Damit konnen wir allge-
mein versuchen, Projektionen fiir invariante direkte Summenzerlegungen als Polynome
in f zu konstruieren. Es zeigt sich, dass das mit Hilfe einiger algebraischer Resultate
iiber Polynome sehr gut funktioniert. Genauer gesagt, werden wir eine Zerlegung von
V' in eine f-invariante direkte Summe finden, die einer Zerlegung von p; in einfache
Teile entspricht. Diese Zerlegung ist analog zur Primfaktorzerlegung einer ganzen Zahl.
Im néchsten Schritt kann man dann, zumindest in einigen Féllen bestimmen, wie f auf
den einzelnen Teilen aussieht. Dieser letzte Schritt ist elementar (d.h. er benétigt keine
tiefere Theorie) aber nicht einfach.

8.6. Sei f:V — V eine lineare Abbildung auf einem endlichdimensionalen K-
Vektorraum. Um V' in f-invariante Teilrdume zu zerlegen, benotigen wir nach Satz
lineare Abbildungen, die mit f kommutieren. Nun gibt es aber zwei offensichtliche
lineare Abbildungen, die diese Eigenschaft haben, ndmlich f selbst und idy . Sind an-
dererseits g, h : V — V linear mit go f = fogund ho f = f o h und ist r € K, dann
ist auch (g +7rh)o f = fo(g+rh)und (hog)o f = fo(hog). Insbesondere kénnen
wir f2 := fo f, f2 und allgemein f* fiir & € N bilden, wobei wir f° = idy setzen.
Dann sehen wir, dass fiir a1, ...,ay € K der Ausdruck Zf\il a; f* eine lineare Abbildung
definiert, die mit f kommutiert. Das sieht aber gerade so aus, als wiirden wir f in ein
Polynom einsetzten, und man kann es auch tatsdchlich so interpretieren.

DEFINITION 8.6. Sei V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum und f : V — V
eine lineare Abbildung.

(1) Fiir ein Polynom p = 3.~ ait’ € K[t] definieren wir p(f) := S~ a;f’. Las-
sen wir alle Terme mit a; = 0 weg, dann ist das eine Linearkombination von linearen
Abbildungen, also ist p(f) : V' — V eine lineare Abbildung.

(2) Fiir eine n x n-Matrix A € M, (K) setzen wir A° := I, und A* als die k-te
Potenz von A beziiglich der Matrizenmultiplikation. Dann kénnen wir fiir ein Polynom
p=S",a;it" € K[t] analog das Element p(A) := 3. a;A* € M,,(K) bilden.

Die wesentlichen Eigenschaften dieser Operationen sind nun leicht abzukléren:

SATZ 8.6. Sei V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum und f : 'V — V eine
lineare Abbildung. Dann gilt:

(1) Fir p,q € K[t] und A € K gilt (p+ Xg)(f) = p(f) + Aqg(f) und (pg)(f) =
p(f)oalf).

(2) Die Menge I; := {p € K[t] : p(f) = 0} ein Ideal in K[t], d.h I; C K[t] ist ein
Teilraum und fir p € Iy und q € K[t] ist pg € 1.

(3) Die Menge K[f] := {p(f) : p € K[t]} C L(V,V) ist ein Teilraum und abgeschlos-
sen unter der Komposition.

(4) Analoge Resultate gelten, wenn man f durch eine Matriz A € M,(K) ersetzt.

BEWEIS. Die meisten dieser Eigenschaften sind vollig offensichtlich, man muss sie
sich nur einmal bewusst machen.

(1) Bezeichnen wir das Maximum der Grade von p und ¢ mit N, dann kénnen wir
p=N,a;it und ¢ = SN bit? schreiben, und erhalten p(f) = SN a;f* und q(f) =
SN, bift. Damit ist aber offensichtlich p(f) + Aq(f) = SN (ai + Aby) f7 = (p+ Ag) (f).
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Nach Definition ist ¢t/ = %7 in K[t] und f'o f7 = f* in L(V,V). Da beide
Multiplikationen distributiv beziiglich der Addition sind, impliziert das sofort (pq)(f) =
p(f) o a(f).

(2) Fiir p,q € Iy und A € K gilt nach Teil (1) (p + \g)(f) = p(f) + Mg(f) = 0.
Damit ist p+ Ag € I, also Iy C KJt] ein Teilraum. Ist andererseits p € Iy und ¢ € K]t]
beliebig, dann gilt wieder nach Teil (1) (pq)(f) = p(f) o q(f) = 00 q(f) = 0. Damit ist
pq € Iy und die zweite Behauptung folgt.

(3) Sind g,h € K[f] C L(V,V), dann finden wir nach Definition Polynome p,q €
K[t], sodass g = p(f) und h = ¢(f) gilt. Fiir A € K gilt dann nach Teil (1) g + A\h =

p(f) +Aq(f) = (p+ Aq)(f), sowie g o h = p(f) o q(f) = (pq)(f).

Die entsprechenden Beweise fiir eine Matrix A sind vollig analog. 0]

BEMERKUNG 8.6. (1) Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Ma-
trizen ist mit dem Anwenden von Polynomen vertréglich. Ist ndmlich f : V' — V linear,
B eine Basis von V und A = [f]s, dann ist nach Satz 4.16 von [1] A? = [f]5[f]s = [f*]s
und induktiv erhélt man [f*]z = A*. Da die Abbildung f ~ [f]s nach Satz 4.15 von
[1] linear ist, folgt sofort, dass [p(f)]s = p(A) fiir alle p € K[t] gilt.

(2) Die Elemente von K[f] sind in mehrfacher Hinsicht nahe mit f verwandt. Sei
etwa v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A. Dann gilt natiirlich f%(v) = f(f(v)) =
f(\w) = A2 und induktiv folgt f*(v) = Mo fiir alle k € N. Ist p = S0 ait’ € K[t]
ein Polynom, dann ist p(f)(v) = Y iy aif'(v) = >y a; v = p(A)v. Somit ist v ein
Eigenvektor von p(f) zum Eigenwert p(A).

(3) SchlieBlich ist das Anwenden von Polynomen auf Matrizen gut vertréglich mit
Ahnlichkeit. Sind namlich A, B € M, (K) dhnlich, dann gibt es eine invertierbare Matrix
T € M,(K) mit B = TAT™!'. Dann ist aber B> = TAT'TAT™' = TA?T~', und
induktiv erhélt man B* = TA*T~'. Aus der Distributivitit der Matrizenmultiplikation
folgt damit aber sofort, dass p(B) = T'p(A)T~! fiir jedes p € K[t] gilt.

(4) Ist A eine Diagonalmatrix mit Eintragungen a;; auf der Hauptdiagonale, dann
ist A* diagonal mit Eintragungen (a;;)* auf der Hauptdiagonale, also p(A) diagonal mit
Eintragungen p(a;) auf der Hauptdiagonale. Zusammen mit dem letzten Punkt liefert
das auch Informationen iiber p(A) fiir eine diagonalisierbare Matrix A.

8.7. Der Satz von Cayley—Hamilton. Fiir jede Matrix A muss es Polynome
p € K[t] geben, sodass p(A) = 0 gilt. Der Raum M,,(K) hat ja Dimension n?, also sind
die n?+1 Elemente I, A, A2, ..., A" linear abhéngig. Daher muss es Skalare ag, . . ., a,2 €
K geben, sodass Z;io a; A" = 0 gilt. Das bedeutet aber gerade, dass das Polynom
p = Zﬁo a;t' die Gleichung p(A) = 0 erfiillt. Die grofe Niitzlichkeit der Polynome in
der Theorie der linearen Abbildungen basiert aber zu einem guten Teil darauf, dass es
einen tieferen Zusammenhang zwischen dem Ideal 14 = {p € K][t] : p(4) = 0} und
den algebraischen Eigenschaften der Matrix A gibt. Der Schliissel dazu ist der Satz von
Cayley—Hamilton, der besagt, dass das charakteristische Polynom p, von A in 14 liegt.

SATZ 8.7 (Cayley-Hamilton). Ist K ein Korper und A € M, (K) eine n x n-Matriz
mit charakteristischem Polynom pa € Klt], dann ist pa(A) = 0. Analog gilt fiir jede

lineare Abbildung f : V — V mit charakteristischem Polynom py die Gleichung ps(f) =
0.

BEWEIS. Da fir A = [f]p auch ps = py gilt, und nach Bemerkung (1) von
dann pa(A) = pr(A) = [ps(f)]s gilt, geniigt es, den Fall von Matrizen zu betrachten.
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Weiters kénnen wir A € M, (K) auch als Matrix iiber dem algebraischen Abschluss K
von K betrachten, und damit ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass das
charakteristische Polynom von A in ein Produkt von Polynomen ersten Grades zerfillt.
Damit ist aber A nach Satz ghnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix B, die nach Satz
das selbe charakteristische Polynom hat wie A. Nach Bemerkung (3) von folgt
aus A = TBT™! aber pa(A) = Tpp(B)T™!, also diirfen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass A = (a;;) selbst eine obere Dreiecksmatrix ist.

Unter dieser Annahme ist aber py = (a1; — t) -+ (an, — t) nach Korollar . Da-
mit miissen wir zeigen, dass (a1l — A)--- (a1 — A) = 0 gilt. Dazu zeigen wir mit
Induktion, dass (a1 I — A)---(a;l — A)e; = 0 fiir j = 1,...,1¢ gilt, wobei {ey,...,e,}
die Standardbasis von K" bezeichnet. Fiir i = 1 bemerken wir, dass Ae; = aj;e; und
damit (a;;I — A)e; = 0 gilt. Nehmen wir induktiv an, dass wir gezeigt haben, dass
(a I — A)---(aj—1,-11 — A)e; = 0 fir j = 1,...,4 — 1 gilt. Dann ist aber Ae; =
ajie; + - - + aze; und damit (a;l — A)e; eine Linearkombination von ey, ..., e;_1, also
ist (a1 —A) -+ (aul — A)e; nach Induktionsvoraussetzung gleich Null. Andererseits ist

(a I —A)- - (ai—1,i-1 1 — A)(aul — A) = (aul — A) (a1l — A) - - - (a;—1,,11 — A),
also werden auch die e; fiir j <4 auf Null abgebildet. Nach Induktion ist somit
(I —A)-- (apl— A)e; =0
fir alle j = 1,...,n und somit ist das Produkt die Nullmatrix. O

Dieser Beweis ist fiir allgemeine Korper eher heikel, weil er die Existenz des alge-
braischen Abschlusses voraussetzt, die ein ziemlich schwieriges Resultat darstellt. Es
gibt auch andere Beweise, die den algebraischen Abschluss nicht benétigen, dafiir aber
intensiv Determinanten iiber kommutativen Ringen mit Eins verwenden. Aus Satz
folgt ndmlich leicht, dass die Teilmenge K[A] = {p(A) : p € K[t]} C M, (K) einen kom-
mutativen Ring mit Einselement unter der Matrizenmultiplikation bildet. Dann kann
man pa(A) in raffinierter Weise als Determinante einer Matrix mit Eintragungen aus
diesem kommutativen Ring interpretieren, und dann nachrechnen, dass diese Determi-
nante verschwinden muss.

Primfaktorzerlegung von Polynomen

Um weitere Informationen iiber lineare Abbildungen zu erhalten, miissen wir noch
ein wenig allgemeine Theorie iiber Polynome entwickeln. Diese Teile der Theorie sind
ganz parallel zu grundlegenden Resultaten iiber ganze Zahlen. Dieser Zusammenhang
ist auch die Grundlage fiir viele Begriffsbildungen der Algebra (die “Ideale” die wir
schon aus Satz kennen, waren urspriinglich “ideale Zahlen”).

8.8. Der Hauptidealsatz. In Satz haben wir die Teilmenge Iy = {p € K]t] :
p(f) = 0} C KJ[t] betrachtet und gezeigt, dass sie ein Ideal in K[t] ist. Der Begriff
eines Ideals macht allgemein iiber kommutativen Ring Sinn, und ist eine Verstirkung
des offensichtlichen Begriffs eines Teilringes, weil man etwas mehr verlangt als nur die
Abgeschlossenheit unter beiden Ringoperationen.

Es gibt eine sehr einfache Moglichkeit, Ideale in K[t] (und allgemein in beliebigen
Ringen) zu konstruieren. Ist ndmlich p € K[t] ein beliebiges fixes Element, dann be-
trachten wir die Menge pK|[t] := {pq : ¢ € K[t]} C K[t]. Fiir ¢1,¢> € K[t] und A € K ist
pq1 + Apga = p(q1 + Age), also ist pK[t] ein Teilraum in K[t]. Andererseits ist natiirlich
(pg1)q2 = P(q1¢2), also ist pK[t] ein Ideal in K[¢t]. Mann nennt dieses Ideal das von p
erzeugte Hauptideal in K[t].
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Als erstes zeigen wir, dass diese einfache Konstruktion im Fall von K[t] schon alle
Ideale liefert. Das ist eine einfache Konsequenz des Euklidischen Algorithmus. Erinnern
wir uns noch daran, dass wir in ein Polynom monisch genannt haben, wenn sein
fithrender Koeffizient (also der Koeffizient der hochsten Potenz, der ungleich Null ist)
gleich Eins ist.

SATZ 8.8. Sei K ein Korper und I C KJt] ein beliebiges Ideal. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes monisches Polynom p € K[t], sodass I = pK][t] gilt.

BEWEIS. Falls I ein konstantes Polynom ungleich Null enthélt, etwa A € [ fiir 0 #£
A € K, dann ist fiir beliebige ¢ € K[t] auch ¢ = A(A7!¢) € I. Damit ist I = K[t] = 1K[t].
Ansonsten sei 0 # p € I ein Polynom minimalen Grades. Ist a der fithrende Koeffizient
von p, dann liegt auch p = a~!p in I, und nach Konstruktion ist p monisch. Da p € I gilt
und [ ein Ideal ist, ist offensichtlich pK[¢t] C I. Ist andererseits ¢ € I, dann dividieren
wir ¢ mit Rest durch p: Nach Lemma finden wir Polynome ¢, € K[t] mit » = 0
oder deg(r) < deg(p), sodass ¢ = pg + r gilt. Da ¢ € I und wegen p € I auch pg € [
gilt, ist auch ¢ — pg = r in I. Wéire r # 0, dann wére deg(r) < deg(p), ein Widerspruch
zur Definition von p. Damit haben wir I = pK[t] bewiesen.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, dass p1,ps € K[t] monische Po-
lynome sind, fir die p;K[t] = poK]t] gilt. Dann gibt es Polynome ¢, ¢ € K[t], so-
dass py = pigs und p; = poqo gilt. Insbesondere folgt daraus deg(py) > deg(p;) und
deg(p1) > deg(p2), also haben p; und py gleichen Grad, und ¢, ¢2 liegen in K C KJt].
Da aber beide Polynome monisch sind, folgt ¢ = ¢o = 1, also p; = p». [

Damit kénnen wir nun elegant einige Grundkonzepte der elementaren Zahlentheorie
auf Polynome iibertragen, namlich die Konzepte des grofiten gemeinsamen Teilers und
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen. Um die Uneindeutigkeit zu vermeiden, die sich
durch die Moglichkeit ergibt, Polynome mit Skalaren # 0 zu multiplizieren, schrankt
man sich immer auf monische Polynome ein.

Der Schliissel zu diesen Ideen ist eigentlich ganz einfach: Ideale in KJt] sind insbe-
sondere Teilrdume, also kann man versuchen, die aus dem letzten Semester bekannten
Konstruktionen mit Teilrdiumen anzuwenden. Wir konnen also fiir Ideale Iy, Iy C K[t]
die Teilrdume I; N I und [, + I, von KJt] betrachten, siehe 2.4 und 4.8 von [1]. Nun
sieht man aber sofort, dass diese beiden Teilrdume selbst wieder Ideale sind. Ist ndmlich
p € [1N 15 und ¢ € K[t], dann liegt pq in I, weil p € I liegt und I; ein Ideal ist. Analog
folgt pg € I, also ist pqg € I N I, und somit Iy N I, wieder ein Ideal. Andererseits
besteht I; + I genau aus allen Polynomen, die in der Form p; 4+ py fiir p; € I; und
po € I3 geschrieben werden konnen. Ist ¢ € K[t] wieder ein beliebiges Polynom, dann ist
(p1 + p2)q = p1q + p2q und der erste Summand liegt in I, weil I; ein Ideal ist, wihrend
der zweite Summand in I, liegt. Damit ist (p; + p2)q € I; + I, also ist auch die Summe
der beiden Ideale ein Ideal.

Sind nun py, po € K[t] Polynome ungleich Null, dann kénnen wir die entsprechenden
Hauptideale p;K[t] und poK[t] bilden. Da die Summe dieser beiden Teilrdume wieder ein
Ideal ist, gibt es nach Satz ein eindeutig bestimmtes monisches Polynom p € K[t],
sodass p1 K[t]+poK[t] = pK[¢] gilt. Nach Konstruktion liegen p; und ps in dieser Summe,
also gibt es Polynome ¢, ¢ € K[t], sodass p; = pg; und ps = pgo gilt. Damit ist p
ein Teiler von p; und von py. Andererseits kann man nach Definition p in der Form
p = pir1 + pors fiir Polynome rq, 7y € KJ[t] schreiben. Ist nun s € K[t] ein Polynom,
dass sowohl p; als auch p, teilt, dann gibt es Polynome §; und $, sodass p; = s5; und
Po = 889 gilt. Setzt man das oben ein, dann erhélt man

P = D171 + Ppara = $5171 + S$Sary = S(5171 + Sara).



46 8. EXKURS: NORMALFORMEN

Das bedeutet aber gerade, dass das Polynom s auch das Polynom p teilen muss, was
die folgende Definition rechtfertigt:

DEFINITION 8.8. (1) Sind py, p2 € K]t] Polynome ungleich Null, dann ist der grifite
gemeinsame Teiler von p; und py das eindeutig bestimmte monische Polynom p, dass
pKt] = piK[t] + p2K[t] erfiillt. Man schreibt p = ggT(py, p2).

(2) Zwei Polynome p1,ps € K[t] heilen teilerfremd oder relativ prim, wenn ihr
grofiter gemeinsamer Teiler das konstante Polynom 1 ist, also ggT(py,p2) = 1 gilt.

Insbesondere erhalten wir sofort:

KOROLLAR 8.8. Sind p1, ps € K[t] relativ prim, dann gibt es Polynome q1, g2 € K]t],
sodass p1q1 + p2qe = 1 gilt.

BEMERKUNG 8.8. Ganz analog gibt es zu py,p; € KJt] ein eindeutig bestimmtes
monische Polynom p, sodass pK[t] = (p1K[t]) N (poK]t]) gilt. Das bedeutet nach Defi-
nition, dass p sowohl in der Form p = p;q; als auch in der Form p = pogs geschrieben
werden kann, also ein gemeinsames Vielfaches von p; und p, ist.

Analog wie oben iiberlegt man (sieche Ubungen), dass jedes gemeinsame Vielfache von
p1 und py ein Vielfaches dieses Polynoms p sein muss, also ist p das kleinste gemeinsame
Vielfache von p; und ps.

8.9. Irreduzible Polynome und die eindeutige Primfaktorzerlegung. Als
néchsten Schritt entwickeln wir die Analoga von Primzahlen und der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung fiir Polynome. Das geht ganz analog wie fiir ganze Zahlen, man muss
nur beriicksichtigen, dass alle Elemente von K\ {0} (betrachtet als konstante Polynome)
invertierbar sind. (Im Gegensatz zu Z, wo nur 1 und —1 invertierbar sind.)

DEFINITION 8.9. Sei K ein Kérper. Ein Polynom p € K[¢] mit deg(p) > 0 heiit
irreduzibel, wenn es nicht als Produkt von zwei Polynomen echt kleineren Grades ge-
schrieben werden kann, d.h. wenn p = ¢;¢2 nur fiir deg(q;) = 0 oder deg(g2) = 0 moglich
ist.

BEISPIEL 8.9. (1) Polynome ersten Grades sind immer automatisch irreduzibel, weil
wegen deg(q1¢2) = deg(q1) +deg(gz) ein Produkt nur dann Grad eins haben kann, wenn
einer der beiden Faktoren Grad Null hat.

(2) Ist der Korper K algebraisch abgeschlossen (siehe [7.8]), dann zerféllt nach Defi-
nition jedes Polynom in ein Produkt von Polynomen ersten Grades. Damit sind aber in

diesem Fall die irreduziblen Polynome genau die Polynome vom Grad 1. Insbesondere
ist das fiir K = C der Fall.

(3) Das Polynom p = t* + 1 € RJ[t] ist irreduzibel. Wire das némlich nicht der Fall,
dann wire p = ¢q1¢o mit deg(q;) = deg(q2) = 1. Weil das Produkt der fiihrenden Koeffi-
zienten von p; und ps Eins sein muss, diirften wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass p; = t — a; fiir a1, as € R ist. Das wiirde aber nach Satz bedeuten,
dass a; und ay Nullstellen des Polynoms p wéren, die es in R aber nicht geben kann.

Tatséchlich kann man Korollar so interpretieren, dass ein Polynom iiber R genau
dann irreduzibel ist, wenn es entweder Grad eins hat, oder Grad zwei hat, aber keine
reelle Nullstelle besitzt.

4) Fiir allgemeine Korper gibt es irreduzible Polynome hoheren Grades. So ist etwa
t3 — 2 € Q[t] irreduzibel. Kénnte man dieses Polynom némlich in ein Produkt zerle-
gen, dann miisste einer der Faktoren Grad eins haben, was analog wie in Beispiel (3)
zur Existenz einer Nullstelle des Polynoms in Q fithren wiirde. Uber R zerfillt dieses
Polynom natiirlich, und zwar in der Form > — 2 = (t — 21/3)(¢2 + 21/3¢ 4- 22/3).
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LEMMA 8.9. Sei K ein Korper, p € K[t] irreduzibel und qi,qs € K|t] beliebig. Dann
qilt: Falls p das Produkt qi1qo teilt, dann teilt p entweder q, oder es teilt qs.

BEWEIS. Nehmen wir an, dass p das Produkt ¢;q2, aber nicht den Faktor ¢, teilt.
Dann betrachten wir den grofiten gemeinsamen Teiler s := ggT(p, ¢1). Ware deg(s) =
deg(p), dann wiire s = a~!p, wobei a der fiihrende Koeffizient von p ist. Nach Kon-
struktion ist aber s ein Teiler von ¢; und damit wére auch p ein Teiler von ¢, ein
Widerspruch. Also ist deg(s) < deg(p) und weil p irreduzibel ist, muss deg(s) = 0, also
s =1 folgen.

Damit gibt es nach Korollar Polynome p und ¢, sodass pp + ¢1¢ = 1 und damit
PPG2 + qq1q2 = qo gilt. Nun ist aber nach Voraussetzung p ein Teiler des Produktes ¢;gs2,
also gibt es ein Polynom r, sodass q1q2 = pr gilt. Damit liefert aber die obige Gleichung
g2 = p(pga + Gr), also teilt p den Faktor gs. O

Induktiv folgt aus diesem Lemma sofort, dass ein irreduzibles Polynom, das ein
Produkt von endlich vielen Polynomen teilt, mindestens eines dieser Polynome teilen
muss.

Nun haben wir alle Zutaten gesammelt, um die eindeutige Primfaktorzerlegung fiir
Polynome zu beweisen. Das Problem, dass man skalare Faktoren beliebig auf die ein-
zelnen Primfaktoren verteilen kann, 16st man dadurch, dass man sich auf monische
Primfaktoren beschrankt.

SaTz 8.9. Sei K ein Korper, p € Klt] ein beliebiges Polynom mit deg(p) > 0.
Dann gibt es paarweise verschiedene, monische, irreduzible Polynome py, ..., py € K[t],
Elemente ny,...,n; € N\ {0} und ein Element c € K\ {0}, sodass p = cpi* -- - pi* gilt.
Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig bestimmd.

BEWEIS. Zunéchst beweisen wir die Existenz der Zerlegung durch Induktion nach
n = deg(p). Ist n = 1, dann ist p nach Beispiel (1) von oben irreduzibel. Ist ¢ der
fithrende Koeffizient von p, dann ist p; := ¢ !p irreduzibel und monisch, und p = cp;
ist die gesuchte Zerlegung.

Nehmen wir also an, dass n > 2 gilt, und die Existenz der Zerlegung fiir alle Po-
lynome vom Grad k& < n schon bewiesen wurde. Ist p irreduzibel, dann liefert wieder
p = c(c!p) die gesuchte Zerlegung, wobei ¢ der fithrende Koeffizient von p ist. Ist p nicht
irreduzibel, dann gibt es Polynome ¢, ¢ € K[t] mit deg(q1), deg(q2) < deg(p), sodass
p = q1q2 gilt. Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir ¢; und ¢ in der gewiinschten
Form darstellen, und durch Multiplizieren und Zusammenfassen gemeinsamer Faktoren
erhalten wir die gesuchte Darstellung fiir p.

Zur Eindeutigkeit: Da der Faktor c¢ offensichtlich gerade der fithrende Koeffizient
des Produktes cp{* ...p* ist, ist dieser Faktor eindeutig bestimmt. Es geniigt also zu
zeigen, dass fiir (nicht notwendigerweise verschiedene) monische irreduzible Polynome
Diy--sPnsq1y--->qm die Gleichung py---p, = q1---¢, nur dann gelten kann, wenn
n = m gilt und sich die Produkte nur durch die Reihenfolge der Faktoren unterscheiden.
Wir diirfen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit n < m annehmen und fithren den
Beweis nun durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist das Resultat offensichtlich, weil alle
auftretenden Polynome monisch und irreduzibel, also vom Grad > 1, sind.

Fiir n > 1 sehen wir, dass p; das Produkt ¢; --- ¢, teilt, also gibt es nach dem
Lemma ein i, sodass p; den Faktor g; teilt, und weil ¢; irreduzibel ist und deg(p;) > 0
gilt, muss p; = ¢; gelten. Damit erhalten wir aber

(P2 Do — @1 Gim1Giv1 - Gm) = 0.
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Das kann aber nur sein, wenn die Klammer verschwindet, also erhalten wir py---p, =
q1° " qi—1qi+1 - - @m und die Behauptung folgt nach Induktion. ]

Die Primérzerlegung

8.10. Das Minimalpolynom. Unsere Motivation zur Betrachtung von Idealen in
K[t] war ja gerade, dass fiir eine lineare Abbildung f : V' — V auf einem endlichdi-
mensionalen K-Vektorraum V' die Teilmenge I; := {p € K[t] : p(f) = 0} ein Ideal
in K[t] ist. Nach dem Hauptidealsatz (Satz gibt es ein eindeutiges monisches Po-
lynom m; € KJt], sodass Iy = mK[t] gilt. Das bedeutet, dass ein Polynom p € K[t
genau dann p(f) = 0 erfiillt, wenn es in der Form p = mq fiir ein Polynome ¢ € K[t
geschrieben werden kann. Nach dem Beweis von Satz ist das Polynom my ist das
monische Polynom minimalen Grades, das ms(f) = 0 erfiillt. Deshalb heifit m, das
Minimalpolynom der linearen Abbildung f. Nach dem Satz von Cayley—Hamilton (Satz
liegt insbesondere das charakteristische Polynom py in Iy, also ist py = myq fiir ein
Polynom ¢ € K[t].

Man kann den Zusammenhang zwischen py und my in Termen der Primfaktorzerle-
gung der beiden Polynome genauer beschreiben. Nehmen wir an, dass die Primfaktorzer-
legung des Minimalpolynoms durch m; = pi"* - - - p;"* gegeben ist. Dann teilt natiirlich
jedes p; das Polynom p; und man iiberlegt leicht, dass jedes p; in der Primfaktorzerle-
gung von py mit einer Potenz n; > m, auftauchen muss. Umgekehrt kann man zeigen,
dass jeder Primfaktor von py auch in my vorkommen muss, also hat die Primfaktor-
zerlegung von py die Form py = pi* ---pp*, wobei n; > m; fiir alle ¢ = 1,...,k liegt.
Die letzte Tatsache ist etwa im Fall K = C leicht zu sehen: Wie wir in Beispiel (2)
von gesehen haben, hat in diesem Fall jedes irreduzible Polynome Grad 1, also
hat die Primfaktorzerlegung von p; die Form (¢t — Aq)™ ... (¢t — Ap)™, wobel Aq,..., A
genau die verschiedenen Eigenwerte von f sind. Nehmen wir an, dass der Primfak-
tor (¢ — A;) nicht in m; vorkommt, also die Primfaktorzerlegung von m; die Form
my = (t—X)™ ... (t — A\)™ hat. Ist v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert \;, dann
ist natiirlich (f — A\;id)(v) = (A1 — Ay)v, also (f — A;id)™i(v) = (A — A;)™w. Damit
wire aber

ms(f)(v) = (A1 — X2)™ ... (A1 — X)) ™ v #£ 0,
ein Widerspruch zu m(f) = 0.

8.11. Wir konnen nun die Primfaktorzerlegung des Minimalpolynoms benutzen,
um fiir eine gegebene lineare Abbildung f : V' — V den Raum V ein eine direkte Summe
von f-invarianten Teilriumen zu zerlegen. Der Schliissel dazu ist folgendes Resultat:

LEMMA 8.11. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tiber einem Kérper K
und f 'V — V eine lineare Abbildung. Seien pi,ps € K[t] Polynome, die relativ prim
sind und (p1p2)(f) = 0 erfillen. Setze W; := Ker(p;(f)) C V fir i = 1,2. Dann sind
W1 und Wy f—invariante Teilrdume von V und V = Wy & Ws.

BEWEIS. Da p; und p, relativ prim sind, finden wir nach Korollar Polynome
¢1,q2 € K[t], sodass ¢1p1 + gap2 = 1 gilt. Setzen wir nun m; = (¢;p;)(f) € L(V, V) fir
1 = 1,2, dann bedeutet diese Gleichung gerade m; + m5 = idy,. Auflerdem ist

my o m = (g2p2)(f) o (ap1)(f) = (@2p2q1p1) (f) = (@2q1)(f) © (p1p2)(f) = 0.

Analog folgt 7 o my = 0, und da jedes 7; ein Polynom in f ist folgt m; 0 f = f o m; fiir
i = 1,2. Damit ist V = Im(m;) @ Im(m2) nach Proposition [8.4 und nach Satz [8.5(1) ist
das eine Zerlegung in f-invariante Teilrdume.
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Wegen po(f) om = (paqap1)(f) = 0 gilt Im(my) C Wy = Ker(p2(f)). Andererseits
ist Wo = Ker(pa(f)) C Ker(ga(f) o p2(f)) = Ker(ms). Fir v € Wy ist damit aber
v =m1(v) + m(v) = 7 (v), also Wy C Im(7y). Damit gilt aber W5 = Im(71) und analog
fOlgt W1 = Im(7r2). O

Mit etwas mehr technischem Aufwand (aber ohne zusétzliche Ideen zu bendtigen)
kann man das analoge Resultat fiir mehr als zwei Faktoren beweisen. Das kann man
dann insbesondere auf die eindeutige Primfaktorzerlegung eines Polynoms anwenden
und erhélt:

SAaTz 8.11 (Primérzerlegung). Sei V' ein endlichdimensionaler K—Vektorraum, f :
V' — V eine lineare Abbildung und p € K]t] ein Polynom, sodass p(f) = 0 gilt. Sei
p=cpy'---pp* die eindeutige Primfaktorzerlegung von p, und setze W; := Ker(p;(f)™)
firi=1,... k.

Dann st jedes W; ein f—invarianter Teilraum von V und V =W; & --- & Wy.

BEMERKUNG 8.11. (1) Die offensichtlichen Kandidaten fiir Polynome, auf die man
dieses Resultat anwenden koénnte sind natiirlich das Minimalpolynom m; und das cha-
rakteristische Polynom p;. Diese beiden Polynome liefern aber die gleiche Zerlegung
(wobei das Minimalpolynom aber zu einer einfacheren Beschreibung der Summanden
fithrt). Aus wissen wir ja, dass die Primfaktorzerlegungen der beiden Polynome die
Form

mf:p;_nl."p"k’n/k pf:p?l."pzk
fiir natiirliche Zahlen m; und n;, die 1 < m,; <n, fir alle 2 = 1, ..., k erfiillen.

Damit hat aber die Primérzerlegung beziiglich m; die Form V' = W @- - -®&W},, wobei
W; = Ker(p;(f)™). Fiir py erhélt man eine Primérzerlegung der Form V' = Wi - - Wy,
wobei W; = Ker(p;(f)™). Das bedeutet aber nach Konstruktion, dass W; c W fiir alle
1=1,...,k gilt, also jedes W; ein Teilraum von W; ist. Wire eines der W; =+ W;, dann

wiirde dim(W;) > dim(W;) gelten. Da aber zusétzlich dim(W;) > dim(W;) gilt, wére
dim(Wy) + - - - + dim(Wy) > dim(W,) + - - - + dim(W3).

Das kann aber natiirlich nicht sein, weil beide Seiten gleich dim(V") sein miissen. Somit
gilt W; = W, fiir alle ¢ = 1,...,n, und die beiden Zerlegungen sind gleich. Analog
zeigt man, dass jedes Polynom p € K[t], das p(f) = 0 erfiillt, im wesentlichen auf die
gleiche Zerlegung fithrt. Daher spricht man oft einfach von der Primérzerlegung von V'
beziiglich f.

(2) Betrachten wir den Fall von Primfaktoren vom Grad 1, die also die Form p; =
(t—A) fiir A € K haben. Tritt der entsprechende Primfaktor in my in der Form (t—\)™
auf, dann ist der entsprechende Summand in der Primérzerlegung W; := Ker((f—\)™).
Ist m; = 1, dann ist das genau der Eigenraum VAf zum Eigenwert A aus Definition .

Im Allgemeinen nennt man Ker((f — A)™) den verallgemeinerten Eigenraum zum
Eigenwert A\ und bezeichnet ihn mit V(Jj\) Offensichtlich gilt VAf C V(Jj\) aber im Allge-
meinen sind die beiden Rédume verschieden.

Wir kénnen nun noch Diagonalisierbarkeit einer linearen Abbildung in Termen Ihres
Minimalpolynoms charakterisieren:

KOROLLAR 8.11. Eine lineare Abbildung f : V — V auf einem endlichdimensio-
nalen K-Vektorraum V' ist genau dann diagonalisierbar, wenn thr Minimalpolynom m
die Form (t — Ay) -+ (t — \g) fiir paarweise verschiedene Skalare A1, ..., A\, € K hat.
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BEWEIS. Hat m; die angegebene Form, dann sie V- = W, @ - - @ W}, die Primérzerle-
gung zu my. Nach Definition ist W; = Ker(f—\;id) = V/\fi der Eigenraum zum Eigenwert
A;. Wahlt man nun fiir jedes i eine Basis fiir W;, dann ist die Vereinigung dieser Basen
eine Basis fiir V', die aus Eigenvektoren fiir f besteht, also ist f diagonalisierbar.

Ist umgekehrt f diagonalisierbar, dann seine Ay, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte
von f. Nach Satz zerfallt das charakteristische Polynom p; in ein Produkt von
Polynomen ersten Grades, und die Nullstellen von p; sind genau die A; also hat p; die
Form py = (t — A\;)™ - - - (t — \y)"*. Betrachten wir nun

(f = Mid)o...o(f — M\id),

dann kann man die Reihenfolge der Komposition beliebig vertauschen. Damit folgt
aber sofort, dass diese Komposition jeden Eigenvektor von f auf Null abbildet. Da f
diagonalisierbar ist, gibt es eine Basis fiir V' die aus solchen Eigenvektoren besteht, also
ist diese Komposition die Nullabbildung. Damit liegt aber das Polynom (t — Ay) - - (¢ —
Ak) in Iy und muss daher nach unseren Uberlegungen aus das Minimalpolynom m
sein. 0

Die Jordan’sche Normalform

Wir konnen nun die Frage des Findens einer schonen Matrixdarstellung fiir eine
gegebene lineare Abbildung f : V' — V endgiiltig beantworten. Durch die Primérzerle-
gung haben wir V' in eine direkte Summe von f—invarianten Teilrdumen W; zerlegt, und
erhalten nach ein Matrixdarstellung von f in Blockdiagonalform wobei die Blocke
Matrixdarstellungen von f|y, sind. Damit miissen wir nur noch fiir diese Einschrankun-
gen schone Matrixdarstellungen finden.

Betrachten wir zunéchst K = C (oder allgemein den Fall von algebraisch abgeschlos-
senen Korpern). Dann wissen wir, dass jeder der Summanden W; als Ker((f — A\;)™)
fiir einen Eigenwert \; von f und eine Zahl m; € N geschrieben werden kann. Setzen
wir g := f|w, dann sagt das gerade, dass (g — A; idy,)™ = 0 gilt. Lineare Abbildungen,
fiir die eine gewisse Potenz verschwindet kann man aber (iiber beliebigen Kérpern) gut
verstehen, was unsere néchste Aufgabe ist.

8.12. Nilpotente lineare Abbildungen. Zuné#chst ben6tigen wir noch einige De-
finitionen.

DEFINITION 8.12. (1) Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Eine lineare
Abbildung f : V — V heiBt nilpotent, wenn es eine Zahl k € N gibt, sodass f* = 0 ist.
Das bedeutet also, dass (f o...o f)(v) = 0 fir alle v € V gilt, wobei k& Kopien von f
komponiert werden.

(2) Ist f : V — V nilpotent, so heifit das kleinste k, sodass f* = 0 gilt, der
Nilpotenzindex von f. Der Nilpotenzindex von f ist also genau dann k, wenn f*(v) = 0
fiir alle v € V gilt, es aber ein vy € V mit f571(vg) # 0 gibt.

(3) Fiir A € K und m € N, m > 1 definieren wir den Jordan-Block J,,(\) € M,,(K)
der Grofle m mit Eigenwert A als die m xm-Matrix (a;;) mit a;; = M firallei =1,...,m,
aji+1 =1firi=1,...,m—1und a;; = 0 fiir alle anderen 7 und j. Die Matrix J,,(\) hat
also auf der Hauptdiagonale lauter \’s, direkt iiber der Hauptdiagonale lauter Einsen
und sonst lauter Nullen als Eintragungen.

Da J,,(A\) — tI eine obere Dreiecksmatrix ist, konnen wir sofort ablesen, dass das
charakteristische Polynom von J,,(A) durch (—1)"(t — X\)™ gegeben ist, also ist A der
einzige Eigenwert von J,, (). Betrachten wir andererseits J,,,(0) = J,,,(A) —AL In Termen
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der Standardbasis {ey, ..., e} von K, gilt einfach J,,,(0)e; = €;_; fiiri =2,...,m und
Jn(0)e; = 0. Insbesondere ist (J,,(0))™ e, = e; # 0 aber offensichtlich (.J,,,(0))™ = 0,
also ist J,,(0) nilpotent mit Nilpotenzindex m. Somit ist auch das Minimalpolynom von
Jm(A) durch (t — X\)™ gegeben. Die Jordan Blécke sind somit die einfachsten Matrizen,
deren Minimalpolynom eine gegebene Potenz eines Polynoms ersten Grades ist.

Betrachten wir nun wieder einen endlichdimensionalen Vektorraum V iiber einem
Korper K und eine lineare Abbildung f : V' — V. Dann kénnen wir fiir jedes k > 0
die Potenz f* : V — V betrachten. Insbesondere haben wir fiir jedes k& den Teilraum
Im(f*) C V. Fiir k = 0 ist Im(f°) = V, weil f° = id gilt. Ist allgemein v € Im(f*), dann
gibt es ein Element w € V mit f*(w) = v. Damit ist aber v = f*(w) = f*1(f(w)), also
v € Im(f*1), und wir erhalten Im(f*) C Im(f*~1!). Ist f nilpotent mit Nilpotenzindex
¢, dann ist Im(f*) = 0 und somit Im(f*~1) C Ker(f).

Der wesentliche Schritt zum Versténdnis nilpotenter Abbildungen ist nun:

LEMMA 8.12. Sei V' ein Vektorraum tiber einem Korper K, f .V — V eine lineare
Abbildung und k € N. Angenommen, wir finden eine lineare unabhdngige Teilmenge
{D1,..., 0} C Im(f*) NKer(f), dann gilt:

Sind vy, ...,vm €V, sodass f¥(v;) = ¥; fiiri =1,...,m gilt, dann ist die Teilmenge
B = {f(v;) : 0 <i<k1l<j<m} CV linear unabhingig und spannt einen
f-invarianten Teilraum W von V' auf.

Fiir eine geeignete Anordnung der Basis B ist die Matrizdarstellung der Einschrdn-
kung von f auf W beziiglich B gegeben durch eine Blockdiagonalmatriz mit m Jordan—
Bliocken Jx11(0) entlang der Hauptdiagonale und ansonsten lauter Nullen.

BeEwEIS. Seien a} € K so, dass ), ;a}f'(v;) = 0 gilt. Wenden wir auf diese Glei-
chung f* an, dann gilt f*(fi(v;)) = f*(v;) = fi(f*(v;)) = fi(9;), und das ist o; fiir
i =0 und O fir ¢ > 0, weil nach Voraussetzung 0; € Ker(f) gilt. Damit erhalten wir
aber 0 = > a%;, was wegen der linearen Unabhingigkeit der ©; schon a? = 0 fiir

Jj=1"7
alle j = 1,...,m impliziert.
Nehmen wir nun induktiv an, dass wir aé- =0 firallei </undalle j =1,...,m

bereits gezeigt haben. Dann hat unsere Gleichung die Form Zf:e Z;”zl aé- fi(v;) = 0.
Wenden wir auf diese Gleichung f*~¢ an, dann verschwinden wieder alle Terme mit
¢t > {, und wir erhalten Z?Zl aﬁﬁj = 0. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der v;
impliziert das wieder a? = 0 fiir alle j = 1,...,m. Nach Induktion folgt nun aé- = 0 fiir
alle « und 7, also ist die Menge B linear unabhéngig.

Ist W der von dieser Menge erzeugte Teilraum, dann ist f(f*(v;)) = f(v;) € W
fir i < k und f(f*(v;)) = f(9;) = 0 € W. Da die Elemente fi(v;) eine Basis fiir W
bilden, folgt damit f(WW) C W, also ist W ein f—invarianter Teilraum.

Natiirlich konnen wir W aber noch feiner zerlegen. Fiir ¢ = 1,...,m setze B; =
{F*s), f7 N (v), ..., f(v;),v:}. Als Teilmenge der linear unabhéingigen Menge B ist das
linear unabhéngig, und f bildet das erste Element von B; auf 0 und jedes weitere Element
auf das vorhergehende Element von B; ab. Damit erzeugt jedes B; einen f-invarianten
Teilraum W; C W und die Matrixdarstellung der Einschriankung von f beziiglich B; ist
Jr+1(0). Da die Vereinigung der B; die Basis B von W ist, folgt die letzte Behauptung
des Satzes aus 8.4 und B3 O

KoOROLLAR 8.12. Seir V' ein Vektorraum iiber einem Korper K und f :'V — V
eine nilpotente lineare Abbildung. Dann ist der Nilpotenzindex von f hdchstens gleich

dim (V).
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BEwEIS. Hat f Nilpotenzindex k, dann gibt es nach Definition ein Element vy € V/,
sodass f*71(vg) =: 0 ungleich Null ist, withrend f(?) = f*(vy) = 0 gilt. Damit kénnen
wir aber das Lemma auf die linear unabhéngige Menge {0} anwenden, und sehen, dass
die k—elementige Teilmenge {vg, f(vo), ..., f* 1(vg)} C V linear unabhingig ist. Damit
kann die Menge hochsten dim(V') viele Elemente enthalten, also ist k£ < dim(V). O

Aus Lemma kann man mit einem elementaren aber eher unangenehmen Induk-
tionsargument eine Normalform fiir nilpotente lineare Abbildungen beweisen:

SATZ 8.12. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iber einem Korper K und
f:V =V eine nilpotente lineare Abbildung. Dann gibt es eine Basis B von V', beziiglich
derer die Matrizdarstellung von f Blockdiagonalform hat, wobei entlang der Hauptdia-
gonale nur Jordan-Blocke mit Figenwert 0 auftreten.

BEWEISIDEE. Sei n der Nilpotenzindex von f und betrachte Im(f""!).Da f* =
0 gilt, ist Im(f" ') C Ker(f) und damit kann man Lemma auf eine Basis von
Im(f"!) anwenden. Das liefert einen f-invarianten Teilraum W C V sodass f|y eine
Matrixdarstellung in Blockdiagonalform mit Jordan—Blocken der Form .J,(0) besitzt.
Ist W =V, dann sind wir fertig. Falls nicht, dann gilt nach Konstruktion f*~*(W) =
Im(f"1) = f*1(V). Also gibt es einen gréfiten Index k, sodass fH(W) # Im(f*)
aber f*1(W) = Im(f**!) gilt. Dann iiberlegt man, dass es eine linear unabhingige
Teilmenge in Ker(f) N Im(f*) gibt, die gemeinsam mit f*(W) den Teilraum Im(f*)
erzeugt. Auf diese Teilmenge wendet man dann wieder Lemma [8.12] an, was einen f—
invarianten Teilraum Teilraum U C V liefert, auf dem f eine Matrixdarstellung der
verlangten Form besitzt. Dann beweist man, dass U N W = {0} gilt und damit ist der
Teilraum U @ W C V invariant mit einer geeigneten Matrixdarstellung fiir f. Das setzt
man dann induktiv fort, bis man im letzten Schritt nur noch eine linear unabhéngige
Teilmenge von Ker(f) erhélt, die die vorhandene Basis fiir eine Teilraum zu einer Basis
fiir V' ergénzt, beziiglich derer f eine Matrixdarstellung der verlangten Form hat. [

8.13. Die Jordan’sche Normalform iiber C. Durch unsere bisherigen Uberle-
gungen erhalten wir aus der Normalform fiir nilpotente lineare Abbildungen sofort eine
Normalform fiir lineare Abbildungen, deren charakteristisches Polynom in ein Produkt
von Polynomen ersten Grades zerfillt. Insbesondere gilt das immer iiber algebraisch
abgeschlossenen Korpern und damit speziell iiber C.

SATZ 8.13. Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum tber einem Korper K und
sei f:V — V eine lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom in ein Produkt
von Polynomen ersten Grades zerfdllt. Seien A1, ..., \x € K die verschiedenen Eigen-
werte von f und fir jedes i sei n; die algebraische Vielfachheit von \;, und m; die
Potenz, mit der (t — \;) im Minimalpolynom my von f auftritt. Dann gibt es eine Basis
fiir V', beziiglich derer die Matrixdarstellung A von f folgende Form hat:

A ist eine Blockdiagonalmatriz wie in Satz[8.5. Jeder der Blicke auf der Hauptdia-
gonale ist ein Jordan Block der Form Jy,  (\:) fiir einen der Eigenwerte ;. Die Block-
gréoflen erfillen m;; < m,;, fiir mindestens ein j gilt m;; = m; und Zj mi; = n;. Die
Matrizdarstellung dieser Form ist bis auf die Reihenfolge der Jordan Blicke eindeutig
bestimmdt.

Analog ist jede quadratische Matriz B iber K, deren Eigenwerte alle in K liegen, dhn-
lich zu einer Matrix der obigen Form. Diese Matrix heifit die Jordan’sche Normalform
von B und ist bis auf die Rethenfolge der Blocke eindeutig bestimmt. Schlieflich sind
zwet quadratische Matrizen tiber K deren charakteristische Polynome in ein Produkt von
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Polynomen ersten Grades zerfallen genau dann dhnlich, wenn sich ihre Jordan’schen
Normalformen nur durch die Reihenfolge der Blicke unterscheiden.

BEWEISSKIZZE. Man zerlegt zuerst V' in die direkte Summe der verallgemeinerten
Eigenrdume V(J;\i), siehe |8.11] Das liefert eine Matrixdarstellung in Blockdiagonalform
sodass die Blocke Matrixdarstellungen der Einschrénkung von f auf den jeweiligen ver-
allgemeinerten Eigenraum ist, also geniigt es, diese Einschrankung zu betrachten.

Auf V(’;) ist f — \;id nilpotent, also erhalten wir nach Satz 8.12eine Matrixdarstel-
lung von f — A;id aus Jordan-Blocken mit Eigenwert 0 und damit einer Darstellung
von f aus Jordan—Blécken mit Eigenwert \;. Nach unserer Beweisskizze fiir diesen Satz
ist klar, dass die Groéfle dieser Blocke hochsten gleich dem Nilpotenzindex der Ein-
schriankung von f — );id ist, und das mindestens einer der Blécke auch tatséchlich diese
Grofle haben muss. Betrachtet man die resultierende Matrixdarstellung, dann liest man
leicht ab, dass sich als charakteristisches Polynom gerade (t — ;)%™ und als Minimal-
polynom (¢t — \;)™® ™ ergibt, also folgen die Aussagen iiber die m;;.

Hat man so eine Matrixdarstellung, dann kann man (durch geeignete Permutation
der Basisvektoren) natiirlich die Blocke vertauschen. Um zu sehen, dass das die einzige
Freiheit ist, muss man anhand eines vollen Beweises von Satz iberlegen, dass man
die Blockgroflen fiir die einzelnen Eigenwerte aus Invarianten der Einschrdnkung von f
auf den entsprechenden verallgemeinerten Eigenraum (wie etwa dim(Im(f*) N Ker(f*)))
ablesen kann. Die entsprechenden Aussagen iiber Matrizen folgen dann sofort. [

BEeispIEL 8.13. (1) Fiir diagonalisierbare Matrizen A ist natiirlich die Diagonalform
die Jordan’sche Normalform und in diesem Fall habe alle Jordan Blocke die Grofle Eins.

(2) Fiir 2 x 2-Matrizen A, fiir die beide Eigenwerte in K liegen, gibt es nur drei
mogliche Jordan’sche Normalformen. Ist pa = (t — A\1)(t — A2), dann muss A nach
diagonalisierbar sein, und die Diagonalform ist die Jordan’sche Normalform mit Blocken
Jl()\l) und Jl()\g)

Ist p4 = (t—\)?, dann gibt es zwei Moglichkeiten: Hat A geometrische Vielfachheit 2,
bzw. dquivalent ist my4 = (t — \), dann ist A = \id und ist damit schon in Jordan’scher
Normalform mit zwei Blocken J;(A). Ist andererseits ma = (¢ — A\)?, dann muss in der

Jordan’schen Normalform ein Block Jy(\) = <8 i\

vorkommen, also muss das schon
die Jordan’sche Normalform sein.

(3) Fiir 3 x 3-Matrizen ist die Situation ahnlich einfach. Hat A drei verschiedene
Eigenwerte, so muss A diagonalisierbar sein. Gibt es zwei verschieden Eigenwerte, A und
1, der erste mit algebraischer Vielfachheit zwei, der zweite mit algebraischer Vielfachheit
eines, dann erhalten wir einen Block der Form J; (), und fiir den Rest die moglichen
Jordan’schen Normalformen von 2x2-Matrizen mit charakteristischem Polynom (t—X\)2.
Somit ist nur der Fall p4 = —(t — \)® interessant, und hier kénnen wir wieder die
verschiedenen Moglichkeiten fiir m 4 untersuchen. Ist my = (¢t — \), dann ist A = \id,
also diagonalisierbar. Fiir m4 = (¢ — \)? miissen wir einen Block J,(\) erhalten, diirfen
aber keine grofleren Blocke haben. Somit kommt fiir die Jordan’sche Normalform nur
ein Block J;()\) und ein Block J;(A) in Frage. Ist schlieBlich m4 = (t — \)3, dann muss
ein Block J3(\) auftauchen, also muss das schon die Jordan’sche Normalform sein.

(4) Betrachten wir 4 x 4-Matrizen A mit py = (¢t — \)*. (Der Fall verschiedener
Eigenwerte kann wieder leicht auf die vorherigen Beispiele zuriickgefithrt werden). Dies
ist der erste Fall, indem das Minimalpolynom alleine nicht mehr ausreicht, um die
verschiedenen moglichen Jordan’schen Normalformen zu unterscheiden. Fiir ma = (t —
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A) ist A = \id, fir myq = (¢t — A\)* ist die Jordan’sche Normalform J;(\), und fiir
ma = (t — \)® muss ein Block J3()\) auftauchen, also bleibt nur noch ein Block J;()\)
iibrig.

Im Fall m4 = (t — \)? gibt es aber zwei Moglichkeiten fiir die Jordan’sche Normal-
form nédmlich entweder zwei Blocke Jo(A), oder ein Block J2(A) und zwei Blocke Jy ().
Um diese Moglichkeiten zu unterscheiden muss man nur bemerken, dass im ersten Fall
dim(Im(A — AI)) = 2 gilt, wéhrend im zweiten Fall diese Dimension gleich Eins ist.

BEMERKUNG 8.13. Im Prinzip sehen wir aus den letzten beiden Abschnitten auch,
wie man die Jordan’sche Normalform einer Matrix A (bzw. einer linearen Abbildung f),
deren Eigenwerte alle in K liegen, konkret bestimmen kann, sofern man die Eigenwerte
und ihre algebraischen Vielfachheiten kennt (also die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms bestimmt hat). Man sieht im Prinzip auch, wie man eine Basis finden kann,
fiir die die Matrixdarstellung Jordan’sche Normalform hat. Dazu muss man immer nur
lineare Gleichungssysteme losen.

8.14. Die Jordan’sche Normalform iiber R. Im Bild der Matrizen kann man
die Ergebnisse iiber die Jordan’sche Normalform iiber C direkt benutzen, um Ergebnisse
fiir reelle Matrizen abzuleiten. Man kann ja eine reelle Matrix einfach auch als komplexe
Matrix betrachten. Fiir allgemeine Vektorrdume und lineare Abbildungen gibt es eine
analoge Konstruktion, die sogenannte Komplexifizierung.

Sei dazu V ein reeller Vektorraum. Dann definiert man VC := V x V und definiert
eine Skalarmultiplikation C x V€ — V€ durch (a +ib) - (v1,v2) = (avy — bvy, bvy + avsy).
Dann verifiziert man leicht, dass diese Skalarmultiplikation V© mit der komponentenwei-
sen Addition zu einem komplexen Vektorraum macht. Wir kénnen V' als Teilraum von
V€ betrachten, indem wir v € V mit (v,0) € VC identifizieren. Dann folgt sofort, dass
(v1,v2) = (v1,0)4(0,v9) = v1+i-vq ist. Man verifiziert auch leicht, dass eine Basis fiir den
R-Vektorraum V' zugleich eine Basis fiir den C-Vektorraum ‘{C bildet. Fiir eine lineare
Abbildung f : V — V definiert man f : VC — VC durch f(vy,v0) := (f(v1), f(v2)).
Dann verifiziert man leicht, dass f eine komplex lineare Abbildung ist, die beziiglich
einer Basis wie zuvor durch die gleiche Matrix dargestellt wird wie f. Wir konnen aber
im weiteren problemlos im Bild der Matrizen bleiben.

Um die Jordan’sche Normalform iiber R zu beschreiben, erinnern wir uns zunéchst
an die Primfaktorzerlegung von reellen Polynomen aus[7.9] Hier treten einerseits Prim-
faktoren ersten Grades auf, die also die Form (t—\) fiir A € R haben. Die entsprechenden
Summanden in der Primérzerlegung sind einfach verallgemeinerte Eigenrdume zu reel-
len Eigenwerten. Auf diesen kann man dann wir im komplexen Fall vorgehen und erhélt
Jordan-Blocke der Form J,,(\) fir A € R.

Andererseits erhilt man Primfaktoren zweiten Grades, die keine reellen Nullstellen
besitzen, also die Form ¢ = (t — A\)(t — ) fiir A € C\ R haben. Dafiir kann man auch
ein Analogon von Jordan—Blocken definieren:

DEFINITION 8.14. Fir A =a+ i € C\ R und m € N, m > 1 definieren wir den
reellen Jordan Block Jo,(A) € My, (R) als (ajz) wobei a;; = a fiir alle j = 1,...,2m,
(251,25 = ﬁ und a252j-1 = —ﬁ fllI‘j = 1, o, und Qj i+ = 1 fllI‘j = ]_, .. .,2m — 2.
Der Block Jy,,()) sieht also dhnlich aus wie der komplexe Jordan Block J,,(\) wobei
aber alle Eintragungen durch 2 x 2-Blocke ersetzt werden, namlich die Elemente \ auf

der Hauptdiagonale durch <_aﬁ g ) und die Einsen iiber der Hauptdiagonale durch I.
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Setzen wir weiterhin A = o + i und betrachten wir das reelle Polynom
g=(t—=N(t—=X) =t —2at+ (a* + (7).

Das ist gerade das charakteristische Polynom der Matrix (_aﬁ g) Mit Hilfe von Pro-

position folgt daraus leicht induktiv, dass das charakteristische Polynom von J:gm()\)
gleich ¢ ist. Eine direkte Rechnung zeigt, dass auch das Minimalpolynom von J,, ()
gleich ¢ ist. Mit Hilfe der komplexen Jordan—Zerlegung zeigt man dann:

SATZ 8.14. Sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und f @V — V
eine lineare Abbildung. Sei py = (—1)"(t —ay)™ --- (t — ak)"’“q;ﬂl e q;2 die eindeutige
Primfaktorzerlequng des charakteristischen Polynoms von f, wobei ay,...,ar € R und
jedes q; ein Polynom vom Grad 2 ohne reelle Nullstellen ist. Fiir jedes j = 1,...,{ sei
Aj € C die Nullstelle von q; mit positivem Imagindrteil. Seien m; und m’; die Potenzen
der irreduziblen Komponenten im Minimalpolynom my. Dann gilt:

Es gibt eine Basis von V beziiglich derer die Matrizdarstellung von f Blockdiago-
nalform mit endlich vielen Jordan Blocken J,, (a;) und ijgr(Aj> besitzt. Hierbei ist
mj, < my; und mf, < mj fir alle r und fir mindestens ein r gilt Gleichheit. AufSer-
dem ist Y mj, = n; und ) m’, = n} fir alle j. Beziglich der Eindeutigkeit dieser
Darstellung und fiir quadratische Matrizen gelten analoge Aussagen wie in Satz[8.13.






KAPITEL 9

Normen und innere Produkte

Mit diesem Kapitel verlassen wir endgiiltig die allgemeinen Kérper und schréanken
uns ganz auf die Félle K = R und K = C ein. Dafiir kehren wir zu Themen zuriick,
die im Ansatz schon aus der Schule bekannt sind, ndmlich zu inneren Produkten und
den damit verbundenen Konzepten der Lange von Vektoren und des Winkels zwischen
zwei Vektoren. Der Langenbegriff kann tatséchlich allgemeiner mit Hilfe des Begriffs der
Norm formuliert werden, was auch Beziige zur Analysis liefert.

Normierte Riume

Zunichst beschéftigen wir uns mit dem Begriff der Norm, der es erlaubt, jedem Vek-
tor eine Lange zuzuordnen. Das liefert eine Distanzfunktion, mit deren Hilfe Konvergenz
und Stetigkeit definiert werden kénnen. Der Normbegriff ist einerseits als Ausblick auf
unendlichdimensionalen Rdumen wichtig. Im Endlichdimensionalen ist insbesondere der
Fall von Rdumen der Form L(V, V) interessant, wo man mit Hilfe des Normbegriffs ge-
wisse stetige Funktionen auf lineare Abbildungen bzw. Matrizen anwenden kann. Wir
werden uns in diesem Abschnitt eher kurz fassen und Grundkenntnisse aus der Analysis
voraussetzen.

9.1. Normen. Die allgemeine Definition einer Norm ist intuitiv ziemlich einsichtig:

DEFINITION 9.1. (1) Sei V ein Vektorraum iiber K = R oder C. Eine Norm auf V/
ist eine Funktion || || : V' — R mit folgenden Eigenschaften:

(N1) ||v|| > 0 fur alle v € V und |jv]| =0 <= v =0.

(N2) Fiir v e V und A € Kist [[Av|| = [A] - ||v]].

(N3) Fiir v,w € V ist ||[v +w| < ||v]| + |Jw]].

(2) Ein normierter Vektorraum tiber K = R oder C ist ein K-Vektorraum V' zusam-
men mit einer Norm auf V.

Die Bedingung (N1) wird {iblicherweise als “Nichtnegativitat” bezeichnet, Bedin-
gung (N2) als “positive Homogenitéit”. Denkt man an die geometrische Interpretation
der Vektoraddition, dann sagt (N3) gerade, dass die Linge einer Seite eines Dreiecks
hochsten so grof} sein kein, wie die Summe der Léngen der beiden anderen Seiten, wes-
halb diese Bedingung als Dreiecksungleichung bezeichnet wird.

BEISPIEL 9.1. (1) Das wichtigste Beispiel einer Norm auf einem endlichdimensio-
nalen Vektorraum ist die aus der Schule und der Grundvorlesung Analysis bekannte
euklidische Norm || ||2 auf R” und C™. Diese Norm ist definiert durch ||(z1, ..., 2,)|2 :=

> i1 7|2, wobei man fiir K = R natiirlich den Betrag auf der rechten Seite weglassen
darf. Die Eigenschaften (N1) und (N2) sind dann offensichtlich erfiillt. Fiir (N3) benutzt
man zunéchst die Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag auf R, siehe Proposition
6.4.12 von [2]. Daraus folgt sofort
Yoilwi il < 30wl + 2laillyil + [yil*) < (l2ll2)” + 20z l2llyllz + (lyll2)?,
57



58 9. NORMEN UND INNERE PRODUKTE

und damit (N3) durch Ziehen der Wurzel.

(2) Betrachten wir wieder R™ oder C™ und die Funktion || ||;, die definiert ist durch
[(z1,. @)l = D25 || Hier sind wieder (N1) und (N2) offensichtlich, und (N3)
folgt sofort aus der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag.

Analog definiert ||(z1,...,%4)|le = max{|zi|,...,|z,|} eine Norm auf K". Auch
dafiir sind (N1) und (N2) offensichtlich. Fiir (N3) bemerkt man, dass fiir jedes j =
1,...,n die Ungleichung |z; + y;| < |z;| + |y;| gilt. Geht man auf der rechten Seite zu
den Maxima iiber, dann bleibt die Ungleichung richtig, also ist |z;+v;| < |||lco + [|¥]]co,
und da das fiir alle j gilt, folgt (N3).

(3) Die Beispiele (1) und (2) sind tatséchlich Spezialfélle einer Familie || ||, von
1/p
Normen fiir p € (1,00) C R, wobel ||(z1,...,2,)|l, = (Z?:l \xj|1”> . Hier sind immer

noch (N1) und (N2) offensichtlich, (N3) ist allgemein schwieriger zu beweisen. Alle diese
Normen besitzen Verallgemeinerungen auf geeignete (unendlichdimensionale) Raume
von Folgen. Insbesondere macht jede dieser Normen auf dem Raum aller endlichen
Folgen in K Sinn.

(4) In der Analysis und in der Funktionalanalysis spielen verschiedene Normen auf
Funktionenrdumen eine wichtige Rolle. Wir bemerken hier nur zum Beispiel, dass auf
dem Raum C([a,b],R) aller stetigen Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall

[a,b] C R sowohl sup,c(, 4 | f(7)| als auch fab |f(z)|dz eine Norm definiert.

Hat man eine Norm || || auf V', dann kann man eine zugehorige Distanzfunktion
d:V xV — R definieren, indem man d(v,w) := ||w — v|| setzt. Es ist leicht zu zeigen,
dass diese Distanzfunktion die aus der Analysis bekannten Eigenschaften erfiillt:

PROPOSITION 9.1. Sei V' ein Vektorraum iber K = R oder C, sei || || eine Norm auf
V und seid : V xV — R die zugehirige Distanzfunktion. Dann ist (V,d) ein metrischer
Raum (im Sinne der Analysis), d.h. es fir alle u,v,w € V gilt:

(D1) d(v,w) > 0 und d(v,w) =0 gilt genau dann, wenn v = w gilt.

(D2) d(v,w) = d(w,v) (Symmetrie)

(D3) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (Dreiecksungleichung)

BEWEIS. Nach (N1) ist d(v,w) = [|w—v]| > 0, und Gleichheit gilt nur fiir 0 = w—v,
also fiir v = w, und (D1) ist gezeigt. Fiir (D2) bemerken wir, dass v —w = (—1)(w — v)
gilt, also nach (N2) ||lv —w]| = | = 1|||w — || gilt. Wegen w —u = (w —v) + (v — u) folgt
auch (D3) sofort aus (N3). O

Damit kann man nun einige Grundkonzepte aus der Analysis in der bekannten Art
definieren:

e Eine Folge (vy,)nen mit v, € V' konvergiert gegen ein Element v € V| wenn es
zu jedem ¢ > 0 einen Index N € N gibt, sodass d(v,,v) < ¢ fir alle n > N gilt.

e Eine Folge (v,)nen mit v, € V heifit Cauchy—Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0
einen Index N € N gibt, sodass d(v,, v,) < ¢ fir alle m,n > N gilt.

e Eine Funktion f : V — V heifit stetig ein einem Punkt vy € V, wenn es zu
jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass aus d(vg,v) < € immer d(f(vy), f(v)) < €
folgt.

Es stellt sich heraus, dass man im Fall V' = R" oder C" fiir jede Wahl einer Norm
die gleichen Begriffe erhilt (“alle Normen sind dquivalent”). Fiir einen allgemeinen
endlichdimensionalen Vektorraum V' kann man einen linearen Isomorphismus mit R"
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(n = dim(V')) wéhlen, und man zeigt, dass so ein Isomorphismus mit den oben defi-
nierten Begriffen vertrédglich ist. Damit sind auch auf V' alle Normen &dquivalent. Ins-
besondere folgt aus den aus der Analysis bekannten Resultaten, dass in jedem endlich-
dimensionalen normierten Vektorraum V' eine Folge genau dann konvergiert, wenn sie
eine Cauchy—Folge ist (“V ist vollstindig”).

In unendlichdimensionalen Rdumen ist das ganz anders. In diesem Fall ist die Voll-
stdndigkeit eines Raumes eine hochst nicht—triviale und sehr wichtige Eigenschaft, voll-
standige normierte Rdume nennt man Banachrdume. Weiters fithren verschiedene Nor-
men im unendlichdimensionalen oft zu verschiedenen Topologien, also zu verschiedenen
Begriffen von Konvergenz, Stetigkeit und Cauchy—Folgen. Betrachten wir etwa den im
obigen Beispiel erwéhnten Raum aller endlichen Folgen auf R mit den Normen || ||, fiir
p € RU{oc}, dann erhilt man fiir verschiedene p verschiedene Topologien und nie einen
vollstdndigen Raum.

9.2. Die Operatornorm. Wir erwihnen hier nur kurz einen wichtigen Spezialfall
einer Norm. Sei (V|| ||) ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum iiber K = R
oder C, und f : V — V eine lineare Abbildung. Dann zeigt man, dass es eine Konstante
C € R gibt, sodass ||f(v)|| < Cllv|| gibt (“f ist beschrinkt”). Die kleinste Konstante
fir die das gilt, heifit die Operatornorm von f und wird mit || f|| bezeichnet. Nach
Definition gilt also || f(v)|| < ||f]|||v||- Daraus folgt aber sofort die wichtigste Eigenschaft
der Operatornorm. Ist ndmlich g : V' — V noch eine lineare Abbildung, dann ist auch
go f:V — V linear und nach Definition gilt fiir jedes Element v € V' die Ungleichung

(g o H)I = NlgCf DI < Ngllllf I < Ngllll.f vl

Damit folgt aber aus der Definition der Operatornorm sofort, dass [[g o f|| < ||g||||f]l-
Bilden wir insbesondere f2 = f o f, dann gilt ||f]|*> < ||f||?, und induktiv folgt || f*|| <
| fI|F fiir alle k& € N. Natiirlich kann man das insbesondere auf den Raum R™ mit der
euklidischen Norm anwenden um eine Operatornorm auf dem Raum M, (R) der n x n—
Matrizen zu erhalten, die || A*|| < || A||* erfiillt, wobei A* die k—te Potenz beziiglich der
Matrizenmultiplikation bezeichnet.

Damit kann man nun die Idee, Polynome auf lineare Abbildungen und Matrizen
anzuwenden (siehe auf konvergente Potenzreihen erweitern. Ein wichtiger Spezial-
fall ist die Exponentialfunktion. Wie aus der Analysis bekannt, konvergiert die Reihe
Yoo %{Bk fiir jedes © € R gegen e” € R. Betrachtet man nun eine Matrix A € M, (R),
dann kann man fiir jeden Wert n € N natiirlich B, = >_;_, A" € M,(R) bilden,
und dann die Folge (B, )nen betrachten. Fiir ¢ > 0 folgt nun aus der Konvergenz der
reellen Exponentialreihe fir = ||A]| € R, dass es einen Index N € N gibt, sodass
S, mllAllF < e fiir alle m > n > N gilt. Dann gilt aber auch

m m m
1B = Ball = | > HAF <> 1A% <Y LAF <e.
k=n k=n k=n

Das bedeutet aber gerade, dass (By)nen ein Cauchy—Folge in M, (R) (beziiglich der
Operatornorm) ist. Damit konvergiert diese Folge in M, (R) gegen eine Matrix, die
man sinnvollerweise mit e? bezeichnet. Aus unseren Uberlegungen folgt sofort, dass
le?]| < el gilt. Somit kann man die Exponentialfunktion allgemein fiir Matrizen (und
ganz analog fiir lineare Abbildungen auf beliebigen endlichdimensionalen Vektorrdumen)
definieren.

Analog zu oben kann man aus der Stetigkeit der reellen Exponentialfunktion leicht
schlieBen, dass das Matrizenexponential stetig als Funktion M, (R) — M, (R) ist. Auch
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andere schone Eigenschaften der reellen Exponentialfunktion lassen sich leicht auf das
Matrizenexponential iibertragen. Interessant sind hier insbesondere Exponentialkurven
t — e fir t € R und eine fixe Matrix A € M,(R), die man als Funktion R —
M, (R) betrachten kann. Da M, (R) ja mit R" identifiziert werden kann, kénnen die
aus der Analysis bekannten Konzepten von Differenzierbarkeit problemlos auf diese
Kurven angewandt werden. Man zeigt, dass fiir jede Matrix A die Kurve c¢(t) := et
differenzierbar ist, und fiir die Ableitung gilt ¢/(t) = A - ¢(t), wobei der Punkt das
Matrizenprodukt bezeichnet. Daraus folgt dann sofort, dass die Kurve ¢(t) beliebig oft
differenzierbar ist. Aus der Definition folgt sofort, dass ¢(0) = I,, gilt.

Betrachten wir nun einen Vektor v € R", dann kénnen wir natiirlich fiir jedes t € R
die Matrix e auf den Vektor v anwenden. Bezeichnen wir den resultierenden Vektor
mit v(¢), dann definiert das eine Kurve ¢ — v(¢) in R™. Man schlieit sofort, dass diese
Kurve stetig und sogar beliebig oft differenzierbar ist, wobei die Ableitung durch v'(t) =
A(v(t)) gegeben ist. AuBlerdem gilt natiirlich v(0) = I,,uv = v. Das bedeutet aber gerade,
dass die Kurve v(t) = e*4(v) eine Losung der Differentialgleichung v'(t) = A(v(t)) mit
Anfangsbedingung v(0) = v ist. Aus grundlegenden Resultaten der Analysis folgt, dass
eine Losung dieser Gleichung durch ihren Wert in einem Punkt eindeutig bestimmt
ist. Damit liefert das Matrizenexponential alle Losungen von linearen gewohnlichen
Differentialgleichungen in R™ mit konstanten Koeffizienten.

Um das Matrizenexponential konkret auszurechnen kann man Ideen benutzen, die
uns von Polynomen von Matrizen bereits vertraut sind. Nach Definition erhélt man ef4
als Limes einer Folge (By)nen in M,(R), wobei B, = Y ;_, %Ak. Fiir eine invertier-
bare Matrix T" € M, (R) ist nun (TAT')* = TA*T~! und allgemeiner p(TAT') =
Tp(a)T! fiir jedes Polynom p € Rlz], siche Bemerkung . Nun ist jedes der Fol-
genglieder B, als ein Polynom in A gegeben. Berechnet man also e/747"" dann muss
man nur die B, durch TB,T~! ersetzen. Nun sieht man sofort, dass die Abbildung
B+ TBT! stetig ist, also ist

¢TAT — lim TB, T~ = T(lim B,)T " = T ()T,

Ist etwa A diagonalisierbar, dann finden wir eine invertierbare Matrix 7', sodass T AT~}
eine Diagonalmatrix D ist. Man rechnet aber sofort nach, dass fiir eine Diagonalmatrix
D mit Eintragungen \i,...,\, auch e diagonal mit Eintragungen e, ... e ist.
Damit kann man aber auch e/ = T71(e!P)T sofort berechnen. Analog kann man die
Berechnung beliebiger Matrizenexponentiale iiber die Jordan’sche Normalform (siehe

und [8.14) auf die Berechnung von Matrixexponentialen von Jordan—Blécken zu-
riickfithren, die nicht so schwierig ist.

Innere Produkte

Eine Norm auf einem Vektorraum liefert den Begriftf der Lange eines Vektors. Spezi-
elle Normen, etwa die euklidische Norm || |2 auf R™ erlauben es aber, auch den Winkel
zwischen zwei Vektoren zu definieren. Diese speziellen Normen kommen von inneren
Produkten, die dann eine Vielzahl an zusétzlichen Strukturen auf einem Vektorraum
liefern.

9.3. Grundlegende Definitionen. Sei V' ein reeller Vektorraum. Eine Bilinear-
form auf V' ist eine Abbildung b: V x V — R, (v,w) — b(v,w), sodass b(v + ', w) =
b(v, w) + Ab(v',w) und b(v, w + Aw') = b(v, w) + Ab(v, w') fiir alle v,v’, w,w’ € V und
A € K gelten. Diese Bedingungen sagen gerade, dass fiir fixes v € V die Funktionen
w +— b(v,w) und w — b(w,v) lineare Abbildungen V' — R sind.
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Seib:V xV — R eine Bilinearform.
(1) b heifit symmetrisch falls b(w,v) = b(v, w) fir alle v,w € V gilt
(2) Ist b symmetrisch, dann heifit b positiv semidefinit falls b(v,v) > 0 fiir alle
v € V gilt, und positiv definit, falls zusitzlich b(v,v) = 0 nur fiir v = 0 gilt.
(3) Ein inneres Produkt ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform.
(4) Ein euklidischer Vektorraum ist ein reeller Vektorraum V' zusammen mit einem
inneren Produkt auf V.

BEMERKUNG 9.3. (1) Ist b : V x V' — R eine Bilinearform, dann folgt aus der
Linearitdt in der ersten Variable sofort, dass b(0,v) = 0 fiir alle v € V gilt. Ist 0 € V
der einzige Vektor, fiir den das vorkommt, dann nennt man die Form b nicht ausgeartet
oder nicht degeneriert. Innere Produkte sind natiirlich nicht ausgeartet, weil in diesem
Fall schon b(v,v) = 0 nur fiir v = 0 moglich ist.

Sei b : V x V — R nicht ausgeartet und seien v,v" € V zwei Vektoren, sodass
b(v,w) = b(v',w) fur alle w € V gilt. Dann folgt aus der Linearitdt in der ersten
Variable sofort, dass 0 = b(v — v/, w) fiir alle w € V gilt, was nach Voraussetzung
v—1v" =0, also v = v’ impliziert.

(2) Innere Produkte werden iiblicherweise mit (v, w) — (v, w) bezeichnet.

BEISPIEL 9.3. (1) Das wichtigst Beispiel eines inneren Produktes ist das Standard
innere Produkt auf R™, das durch

(1, 20), (Y1s - Yn)) = 211 + -+ + Tl

definiert ist. Man sieht sofort, dass dieser Ausdruck bilinear und symmetrisch ist. Au-
Berdem ist (z,x) = x? + --- + 22, also folgt sofort, dass { , ) tatséichlich ein inneres
Produkt definiert.

(2) Ahnlich wie bei Normen sind auch innere Produkte auf unendlichdimensiona-
len Rdumen sehr interessant. Wir erwédhnen hier nur ein Beispiel, ndmlich den Raum
C([a,b],R) aller stetigen, reellwertigen Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall
[a,b] C R. Aus den aus der Analysis bekannten Eigenschaften des Integrals kann man
leicht schlieflen, dass

b
()= [ rgterat
ein inneres Produkt auf diesem Raum definiert.

9.4. Sesquilinearformen. Natiirlich kann ganz analog zu Bilinearformen V' xV —
R auf einem reellen Vektorraum V auch C—wertige komplexe Bilinearformen auf kom-
plexen Vektorrdumen betrachten, und alle Begriffe aus mach auch iiber C Sinn. Es
gibt allerdings ein gravierendes Problem, nédmlich dass komplexe Bilinearformen nie-
mals positiv definit sein konnen. Fiir v € V und b : V x V — C komplex bilinear
gilt némlich b(iv, iv) = 1?b(v,v) = —b(v,v). Daher bendtigen wir einen etwas anderen
Begriff um ein gutes Analogon reeller innerer Produkte zu erhalten, namlich den Begriff
der Sesquilinearform.

DEFINITION 9.4. Sei V ein Vektorraum iiber C. Eine Sesquilinearform auf V' ist eine
Funktion s : V xV — C, die s(v+ A\, w) = s(v,w) + As(v', w), sowie s(w,v) = s(v,w)
fiir alle v,7',w € V und alle A\ € C erfiillt.

Aus den beiden Bedingungen in der Definition folgt sofort, dass s(v,w + Aw') =
s(v,w) + As(v,w’) gilt. Man sagt, eine Sesquilinearform ist konjugiert linear in der
zweiten Variable. Andererseits gilt natiirlich s(v,v) = s(v,v), also s(v,v) € R € C
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fiir alle v € V. Man sagt nun eine Sesquilinearform s ist positiv semidefinit, wenn
s(v,v) > 0 fiir alle v € V gilt und s heifit positiv definit, wenn zusétzlich s(v,v) = 0 nur
fiir v = 0 gilt. Der Begriff “nicht degeneriert” macht natiirlich fiir Sesquilinearformen
in genau der selben Form Sinn, wie fiir Bilinearformen, und wieder sind positiv definite
Sesquilinearformen automatisch nicht degeneriert.

Positiv definite Sesquilinearformen werden hermitische innere Produkte genannt und
meist mit (, ) bezeichnet. Ein unitdrer Vektorraum ist ein komplexer Vektorraum V
zusammen mit einem hermitischen inneren Produkt auf V.

Formal kann man symmetrische Bilinearformen und Sesquilinearformen gleichzeitig
behandeln, indem man einfach immer mit Sesquilinearformen arbeitet und im reellen
Fall die Konjugation als Identitét definiert.

BEISPIEL 9.4. Betrachte V' = C", und definiere ( , ) : V x V — C durch (z,w) =
211 + -+ + 2,w,. Offensichtlich ist das eine Sesquilinearform und wegen (z,z) =
S zzZ; = > |z|? ist diese Form positiv definit. Das ist das Standard hermitische innere
Produkt auf C".

9.5. Vom inneren Produkt zur Norm. Sei (V,( , )) ein euklidischer oder
unitérer Vektorraum. Dann ist (v,v) > 0 fir jedes v € V, also kénnen wir [jv] =
V/ (v,v) bilden. Wir wollen zeigen, dass dies eine Norm auf V' definiert. Dazu brau-
chen wir ein Resultat, das noch 6fters sehr niitzlich sein wird, ndmlich die sogenannte
Cauchy—-Schwarz—Ungleichung.

LEMMA 9.5 (Cauchy—Schwarz—Ungleichung). Sei (V, (, )) ein euklidischer oder uni-
tirer Vektorraum. Dann ist |(v, w)|? < (v, v){w,w). Gleichheit gilt genau dann, wenn v
und w linear abhdngig sind.

BEWwWEIS. Fiir w = 0 sind offensichtlich beide Seiten gleich Null, also nehmen wir
w # 0 an. Fiir jedes A € K =R bzw. C gilt
0 < (v—Aw,v—Iw) = (v,v) — Muv,w) — Mw,v) + A\ (w, w).

|{v,w)|?
(w,w)

Setzt man A = (v, w)/{w, w), so erhélt man 0 < (v, v)— , und die Ungleichung folgt

durch Multiplizieren mit der positiven reellen Zahl (w,w). In der obigen Ungleichung
gilt auflerdem genau dann Gleichheit, wenn v —Aw = 0 gilt, also v und w linear abhéingig
sind. O

SaTz 9.5. Sei (V,(, )) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum. Dann definiert
lv]| := /(v,v) eine Norm auf V. Diese Norm erfillt die Parallelogrammidentitit

lv +wl* + [lv — wl* = 2(lv]l* + [lw]]*)-

Weiters gelten die Polarisierungsformeln:

(1) fiirr (V,{,)) euklidisch: (v,w) = 1(||v + wl|]* = [Jv — w]?).

(2) fir (V.(, ) unitdr: (v, w) = 3([Jv+w|* = lv = w]* + v+ iw]* — i]jo — iw]]?).

BewEIS. Nach Konstruktion ist |[v[| > 0 und [[v|| = 0 impliziert (v,v) = 0 und
damit v = 0, also ist (N1) erfiillt. Fiir A € K ist (Av, Av) = AX(v,v), also folgt || Av|| =
Al - |lv]| wegen A\ = |A|?. Wiederum wegen der Bilinearitét gilt
(%) (v+w,vEw) = (v,v) £ (v,w) £ (w,v) + (w,w).
Fiir positives Vorzeichen liefert diese Gleichung ||v 4+ wl|? = ||v]|? + 2 Re({v, w)) + |Jw||*.

Natiirlich ist Re((v,w)) < [(v,w)| und nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung ist
[{v,w)| < o]l - [lwl], also erhalten wir [[v + w|[* < [[v]* + 2[[v] - [[w]| + [lw]]*, und
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das impliziert natiirlich die Dreiecksungleichung fiir || ||. Addiert man die Gleichungen
(%) fiir positives und negatives Vorzeichen, dann erhélt man direkt die Parallelogram-
midentitét.

Die Differenz der beiden Gleichungen (x) fiir positives und negatives Vorzeichen
liefert ||v + w|* = |Jv — w||* = 2(v,w) + 2(w,v). Im reellen Fall liefert das sofort die
Polarisierungsformel. Im komplexen Fall muss man nur noch bemerken, dass das auch
|lv+iwl|]? —|lv—iw||* = —2i{v, w)+2i(w, v) impliziert. Multipliziert man diese Gleichung
mit ¢ und addiert sie zur obigen, dann erhélt man die komplexe Polarisierungsformel. [

DEFINITION 9.5. Ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum ist ein euklidischer bzw.
unitérer Vektorraum (V, (, )), der beziiglich der Norm |[v|| = /(v, v) vollstindig ist.

BEMERKUNG 9.5. Ein inneres Produkt liefert also eine Norm auf V' und wegen der
Polarisierungsformel ist das innere Produkt durch diese Norm vollstéandig bestimmt. Es
zeigt sich, dass die Parallelogrammidentitédt charakteristisch fiir Normen ist, die von
inneren Produkten kommen. Man kann leicht elementar-geometrisch zeigen, dass diese
Identitéit dquivalent zum Satz von Pythagoras ist. Sie hat aber den Vorteil, dass man
den Begriff des rechten Winkels (bzw. der Orthogonalitit) in der Formulierung nicht
bendtigt. Man kann allgemein beweisen, dass fiir eine Norm, die die Parallelogrammi-
dentitat erfiillt, durch die Polarisierungsformel ein inneres Produkt auf V' definiert wird,
das gerade die gegebene Norm liefert.

BeIspieL 9.5. (1) Das Standard innere Produkt (z,y) = > x;y; auf R™ liefert als
zugehorige Norm die euklidische Norm ||zl = /) 27 (daher auch der Name “euklidi-
sche Norm”). Analog liefert das Standard hermitische innere Produkt (z,w) = )" z;w;
die euklidische Norm auf C" = R?". Wie wir bereits in [J.1| bemerkt haben, sind endlich-
dimensionale normierte Rdume immer vollstindig, also erhalten wir hier jeweils einen
Hilbertraum.

(2) Fir p # 2 und n > 1 kommt keine der Normen || ||, auf R” aus Beispiel (3) von
von einem inneren Produkt. Betrachten wir ndmlich die Standardbasis {ey, ..., e,},
dann ist ||e;||, = 1 fiir alle i und p. Andererseits ist |e; +eg||, = (17 4 17)V/P = 21/P also
ller 4+ €2+ [|er — ea|? = 2'+%/P. Damit die Parallelogrammidentitt erfiillt ist, muss das
gleich 4, also 2/p = 1 sein. Fiir p = oo ist ||e; & es]|oc = 1 und damit liefert eine Seite
der Parallelogrammidentitat zwei, die andere vier.

(3) Das Standardbeispiel eines unendlichdimensionalen Hilbertraumes ist der Raum
¢? aller komplexen Folgen (a,)nen, fiir die >, |an|®> < oo gilt. Man kann direkt ve-
rifizieren, dass diese Folgen einen Teilraum des Raumes aller komplexwertigen Folgen
bilden. Weiters zeigt man, dass fiir zwei Folgen (a,), (b,) € ¢* die Summe Y, _\ anby
immer konvergiert. Damit kann man

((@n)nen; (bn)nen) = Z anby,

definieren, und man zeigt, dass das ein inneres Produkt auf ¢? ist. Dieses innere Produkt
liefert dann die Norm [|(an)|| = /> ,en |@a]? und man verifiziert, dass ¢ mit dieser
Norm ein vollstéandiger Raum ist.

Orthogonalitit und Orthonormalbasen

Innere Produkte liefern den Begriff der Orthogonalitidt (der allgemeiner auch fiir
nicht entartete Bilinear— bzw. Sesquilinearformen Sinn macht), der zum Begriff des
Winkels zwischen zwei Vektoren verfeinert werden kann.
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9.6. Orthogonalitit. Sei (V,( , )) ein euklidischer oder unitédrer Vektorraum.
Dann nennen wir zwei Elemente v,w € V orthogonal und schreiben v | w, wenn
(v,w) = 0 gilt. Ist A C V eine beliebige Teilmenge, dann definieren wir den Orthogo-
nalraum A+ von A durch At := {v € V : (v,a) =0 Va € A}. Offensichtlich ist das
ein Teilraum von V' (auch wenn A selbst kein Teilraum ist).

Ein Orthogonalsystem in V ist eine Teilmenge {v; : i € I} C V, sodass v; # 0 fiir alle
i€ I und (v;,v;) = 0 fiir i # j gilt. Gilt zusétzlich (v;,v;) =1 (also ||v;|| = 1) fiir alle
1 € I, dann spricht man von einem Orthonormalsystem in V. Eine Orthonormalbasis
ist ein Orthonormalsystem in V', das eine Basis von V ist.

PrOPOSITION 9.6. Sei (V,( , )) ein Euklidischer oder unitdrer Vektorraum und
B ={v1,...,v,} eine Orthonormalbasis fir V. Dann gilt:
(1) Jedes Orthogonalsystem in V' ist eine linear unabhingige Teilmenge.

(2) Fiir Skalare xy, ..., 20,91, yn € K gilt (3 w05, > yrvr) = D5 7

(3) Fiir x € V ist die eindeutige Darstellung als Linearkombination der Elemente
von B gegeben durch x =377 (x,v;)v;.

(4) Ist (W, (, Yw) ein weiterer Vektorraum der gleichen Art, C = {wy, ..., wy,} eine
Orthonormalbasis und f : V- — W eine lineare Abbildung, dann ist die Matrizdarstellung

[f15 = (ai;) gegeben durch ai; = (f(v;), w:i)w.

BEWEIS. (1) Sei A C V ein Orthogonalsystem, ay,...,a, € Aund A,..., A\, € K,
sodass ) Aja; = 0 gilt. Dann gilt fiir jedes £ = 1,...,n die Gleichung

0= <Zj Ajag, ar) = Zj Ajlag, ax) = Arak, a).

Nach Definition ist ay # 0, also (ax,ax) # 0. Damit muss aber A\, = 0 fiir alle k =
1,...,n gelten, also ist A linear unabhéngig.

(2) Wegen der Sesquilinearitét von ( , ) ist

(22525075 D Ukvk) = D25 (U5, D p YkVk) = Dk TiUk{V5, Vk),
und nach Definition ist (v, vy) gleich Null fiir j # k und gleich Eins fiir j = .

(3) Da {vy,...,v,} eine Basis fiir V ist, konnen wir den Vektor € V eindeutig in
der Form = = Z?:l x;v; schreiben. Damit rechnen wir

(,05) = (3imy Tivi, v5) = D00, 2i(vi, v)) = ;.

(4) Die j-te Spalte der Matrix [f]5 ist der Koordinatenvektor [f(v;)]c, siche Propo-
sition 4.15 von [I]. Nach Teil (3) ist aber f(v;) = >_.(f(v;), w;)ww; und die Behauptung
folgt. OJ

Ein zentrales Resultat iiber euklidische und unitiare Vektorrdume ist nun, dass linear
unabhéngige Teilmengen eindeutig Orthonormalsysteme liefern. Der Beweis besteht in
einer expliziten Prozedur, dem sogenannten Gram-Schmidt Orthonormalisierungsver-
fahren.

SATZ 9.6. Sei (V,( , )) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum und sei A =

{a1,...,a,} C V linear unabhingig. Dann gibt es ein eindeutiges Orthonormalsystem
{vi,...,v,} C V, das folgende Bedingung erfillt: Fir jedes j = 1,...,k kann a; als
Linearkombination von vi, . ..,v; geschrieben werden, wobei der Koeffizient von v; reell

und positiv ist.
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BEWEIS. Zunachst beweisen wir die Existenz durch eine induktive Konstruktion

Da A linear unabhéngig ist, ist a; # 0, also ||a1|| # 0, und wir setzen v; := ”a Ta@1- Dann
ist (vy,v1) = m(al, a;) =1, also {v1} ein Orthonormalsystem, und a; = ||aq||v;.
Nehmen wir induktiv an, dass & > 2 gilt, und wir {vy,...,vx_1} bereits konstruiert
haben. Setze nun v, := aj, — Z§;11<ak> vj)v;. Fiir £ < k ist dann
k—1
(Or, ve) = (ax,ve) Z ak, vj){v;, vg).
j:
Nach Induktionsvoraussetzung ist {vy, ..., v,_1} ein Orthonormalsystem, also (v, vs) =
0 fir alle ¢ < k.
Wiire v, = 0, dann kénnte man a;, als Linearkombination von vy, ..., v,_1 schreiben.

Das diese k — 1 Elemente ein Orthogonalsystem bilden, erzeugen sie nach Teil (3) der
Proposition einen k — 1-dimensionalen Teilraum, in dem ay, liegen wiirde. Aber ebenfalls
nach Induktionsvoraussetzung liegt {ai,...,ar_1} in diesem Teilraum und ist linear
unabhéngig, also eine Basis. Somit konnte man a; als Linearkombination der a; fiir
J < k schreiben, ein Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit von A.

Somit ist Uy # 0, also kdnnen wir v := Hv ”vk setzen. Dann gilt natiirlich immer
noch (v, v;) = 0 fiir j < k und auBerdem (vy, vy) = 1, also ist {vy, ..., vx} ein Orthonor-
malsystem. Auflerdem ist wiederum nach Konstruktion ay = ||0g||vx + Zf;ll (ag,v;)v;,
also ist die letzte Bedingung verifiziert.

Zur Eindeutigkeit: Es muss a; = av1 fir a € R, a > 0 und ||v1]| = 1 gelten. Daraus
folgt aber a = ||a;|| und damit v; = ” ” Haben wir gezeigt, dass vy, ..., v;_1 eindeutig

bestimmt sind, dann muss nach Teil (2) der Proposition a; = {(ag, Uk>Uk+Z?;11 (ag,v;)v;
und damit ist vy bis auf Vielfache eindeutig bestimmt. Nun soll aber auch noch (ay, vy.)
reell und positiv sein, was v, bis auf einen positiven reellen Faktor bestimmt, der durch
|lug]] = 1 dann eindeutig festgelegt wird. O

KOROLLAR 9.6. Sei (V,( , )) ein endlichdimensionaler euklidischer oder unitdrer
Vektorraum. Dann gilt:

(1) V besitzt eine Orthonormalbasis.

(2) Jedes Orthonormalsystem in V' kann zu einer Orthonormalbasis erweitert wer-

den.
(3) Ist W C V ein Teilraum mit Orthogonalraum W+, dann ist V. =W & W=,

Beweis. (1) Nach Korollar 4.4 von [1I] besitzt V eine Basis B = {ay, ..., a,}. Wen-
den wir darauf das Orthonormalisierungsverfahren aus Satz an, dann erhalten wir
ein Orthonormalsystem {vy,...,v,} mit dim(V') vielen Elementen. Nach Teil (1) von
Proposition ist das eine linear unabhéngige Teilmenge in V', also eine Basis nach

Korollar 4.5 von [1].

(2) Ist A ein Orthonormalsystem in V', dann ist A nach Teil (1) von Proposition
linear unabhéngig, kann also nach Korollar 4.5 von [1] zu einer Basis von V' erwei-
tert werden. Wendet man auf diese Basis das Orthonormalisierungsverfahren an, dann
passiert in den ersten Schritten (bei den Elementen von A) nichts, also erhélt man ein
Orthonormalsystem mit dim(V') Elementen, das A enthilt, und dieses muss wie zuvor
eine Orthonormalbasis fiir V' sein.

(3) Wéhlt man eine Basis von W und orthonormalisiert diese, dann erhéilt man
eine Orthonormalbasis {wy,...,w,} fiir W. Nach (2) kann man diese zu einer Or-
thonormalbasis fiir V' erweitern. Seien vy, ..., v, die hinzugekommenen Elemente. Fiir
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i = 1,...,¢ ist nach Konstruktion ist (v;,w;) = 0 fiir alle j = 1,...,k. Da jedes
w € W als Linearkombination der w; geschrieben werden kann, folgt (v;, w) = 0 fiir
alle w € W, also v; € W fiir 4 = 1,...,£. Weiters ist W N W+ = {0}, weil fiir
w € W N W+ insbesondere (w,w) = 0 gelten muss. Nach der Dimensionsformel fiir
Summen ist dim(W+) < dim(V) — dim(W) = ¢, also muss Gleichheit gelten. Damit
folgt V = W @ W+ aus Proposition 4.9 von [1]. O

BEMERKUNG 9.6. (1) Nach dem Korollar kann man in einem endlichdimensionalen
euklidischen oder unitéren Vektorraum immer in Orthonormalbasen arbeiten. In einer
Orthonormalbasis sieht aber das innere Produkt auf V' nach Teil (3) von Proposition
genau so aus wie das Standard innere Produkt auf K® = R"™ bzw. C". Man kann
das auch so ausdriicken, dass der lineare Isomorphismus V' — K", v — [v]p, der durch
eine Orthonormalbasis induziert wird, vertriaglich mit den inneren Produkten ist. (Wir
werden solche lineare Isomorphismen spéter “orthogonal” bzw. “unitdr” nennen.) Man
kann also die Untersuchung von euklidischen (unitdren) Vektorrdumen immer auf R”
(C™) mit den Standard inneren Produkten zuriickfithren. Fiir unendlichdimensionale
Hilbertraume gelten dhnliche Resultate, hier gibt es bis auf Isomorphie auch jeweils nur
einen Hilbertraum fiir jede Kardinalzahl.

(2) Unsere Resultate liefern uns auch eine schone geometrische Interpretation des
inneren Produktes in einem euklidischen Vektorraum. Sind ndmlich v,w € V linear
unabhéngig, dann erzeugen die beiden Vektoren eine Ebene, und wir kénnen (etwa
durch Orthonormalisieren von {v,w}) einen Vektor ¢ # 0 in dieser Ebene finden der
orthogonal auf v steht. Dann konnen wir aber w eindeutig als av + bv fiir a,b € R
schreiben, und av kann als die Projektion von w auf v interpretiert werden. Nach Teil

(2) von Propositionist aber a = 222’)3) und damit ist |(v, w)| = |a|- ||v||?

= llav| - flvll,
und wir kénnen den Betrag des inneren Produktes als das Produkt der Lange von v
und der Lénge der Projektion von w auf v interpretieren.

(3) Der letzte Teil des Korollars sagt, dass fiir jeden Teilraum W C V' der Orthogo-
nalraum W+ ein Komplement zu W ist. Deshalb bezeichnet man W+ oft auch als das
orthogonale Komplement von W.

(4) Da man in einem euklidischen bzw. unitéiren Vektorraum zu jedem Teilraum
W automatische ein Komplement (nimlich W) erhilt, gibt es natiirlich auch die zu-
gehorigen Projektionen, my und my 1, siehe Die Projektion my heifit die Orthogo-
nalprojektion auf W. Wir werden in Kiirze eine geometrische Charakterisierung dieser
Projektion besprechen.

(5) Mit kleinen Anderungen machen die Konzepte dieses Abschnitts auch allgemeiner
fiir eine nicht entartete symmetrische Bilinearform bzw. Sesquilinearform b: V xV — K
Sinn. Man muss dann nur Orthogonalsysteme durch b(v;,v;) = 0 und b(v;,v;) # 0
definieren und fiir ein Orthonormalsystem zusétzlich b(v;,v;) = £1 verlangen. Dann
gelten auch fast alle Resultate dieses Abschnitts mit kleinen Modifikationen weiter.
Der wesentliche Unterschied ist, dass fiir allgemeine Teilrdume W C V nicht mehr
WNW+ = {0} gilt. Es gilt aber immer dim(W+) = dim(V') —dim(W), also ist in diesen
Fillen W + W+ ein echter Teilraum von V. Der Unterschied stammt daher, dass die
Einschrinkung einer nicht degenerierten symmetrischen Bilinearform auf einen Teilraum
degeneriert sein kann. Damit gibt es fiir allgemeine Teilrdume keine Orthonormalbasen
mehr.

9.7. Der Winkel. Wie schon angekiindigt kann man in euklidischen Vektorrdumen
den Winkel zwischen zwei Vektoren definieren. Grundlage dafiir ist die Cauchy—Schwarz



DUALRAUM UND ADJUNGIERTE ABBILDUNG 67

Ungleichung: Fiir einen euklidischen Raum V und v, w € V mit v, w # 0 impliziert diese,
dass —[v]|- [w]| < (v,w) < [[o]|- w] gilt. Somit ist el eine reelle Zahl die zwischen 1
und —1 liegt. Weiters wissen wir, dass diese Zahl nur dann 1 (bzw. —1) sein kann, wenn
w ein positives (bzw. negatives) Vielfaches von v ist, sowie dass sie genau dann gleich
Null ist, wenn v | w gilt. Wie aus der Analysis bekannt ist, gibt es einen eindeutigen
Winkel a € [0, 7], sodass % = cos(a) gilt, und wir definieren dieses « als den Winkel
zwischen den Vektoren v und w.

Diese Definition entspricht genau der intuitiven Vorstellung des Winkels, und stimmt
in R™ mit dem Standard inneren Produkt mit dem {iblichen Begriff des Winkels {iberein.
Insbesondere ist der Winkel zwischen v und w genau dann 0, wenn w ein positives
Vielfaches von v ist, er ist genau dann gleich 7, wenn w ein negatives Vielfaches von v
ist, und er ist genau dann 7, wenn v L w gilt.

Die Definition des Winkels « zwischen zwei Vektoren v,w € V mit v,w # 0 kann

man nun auch als (v, w) = ||v]| - ||w]| - cos(a) schreiben. Die Gleichung
(0w, 0+ w) = (v,0) + 20,w) + (1,w)

liefert nun den Cosinussatz ||[v + w|* = ||v]|* + ||w||* + 2cos(a)|v| - ||w]| der eukli-
dischen Geometrie. Fiir v L w erhalten wir insbesondere den Satz von Pythagoras
|lv+w|[* = ||v]|* + ||w]]?, der natiirlich (mit genau dem selben Beweis) auch in unitéiren
Vektorrdaumen gilt.

Der Satz von Pythagoras liefert auch die angekiindigte geometrische Interpretati-
on der Orthogonalprojektion © = my auf einen Teilraum W eines euklidischen oder
unitdren Vektorraumes V. Sei ndmlich v € V und betrachte 7(v) € W, sowie ein belie-
biges weiteres Element w € W. Wegen w — v = (w — w(v)) + (w(v) — v) erhalten wir fiir
das Quadrat der Distanz von v nach w, die Formel

lw = vl* = |(w = 7(v)) + (x(v) = V)II* = w =7 (@)[I* + 7 (v) - vI,

wobei wir benutzt haben, dass 7(v) —v = Ty (v) € Wt und w — 7(v) € W gilt,
und wir damit den Satz von Pythagoras anwenden kénnen. Da ||w — 7(v)||* > 0 gilt
und Gleichheit nur fiir w = 7(v) vorkommen kann, sehen wir, dass es einen eindeutigen
Punkt in W gibt, der minimalen Abstand zu v hat, namlich 7(v).

Dualraum und adjungierte Abbildung

Als néchsten Schritt zeigen wir, dass ein inneres Produkt auf einem Vektorraum
V eine Identifikation von V' mit seinem Dualraum liefert. Damit kann man fiir lineare
Abbildungen f : V — V die duale Abbildung ebenfalls als Abbildung von V' nach V'
betrachten, die in diesem Bild die adjungierte Abbildung zu f heifft. Wir werden dieses
Konzept aber ohne die Benutzung von Resultaten iiber Dualrdume herleiten.

9.8. Identifikation mit dem Dualraum. Sei (V,( , )) ein euklidischer oder
unitédrer Vektorraum. Nach Definition ist fiir jeden Vektor v € V' die Zuordnung w +—

(w,v) eine lineare Abbildung ¢, : V' — K, also ein Element des Dualraumes V* =
L(V,K) von V.

PROPOSITION 9.8. Sei (V,(, )) ein (endlichdimensionaler) euklidischer bzw. uni-
tarer Vektorraum diber K = R bzw. C und ¢ : V. — K ein lineares Funktional. Dann
gibt es ein eindeutiges Element vy € V', sodass p(v) = (v,ve) fir alle v € V gilt.
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BEWEIS. Betrachte zunédchst den Fall eines euklidischen Vektorraumes. Fiir v € V'
setze ¢, : V — R, ¢,(w) = (w,v) und betrachte v — ¢, als Funktion V' — L(V|R).
Nach Definition gilt fiir v1,vo € V, r € R und alle w € V

Purtroy (W) = (W, 01+ 702) = (W, v1) +7(W, V2) = o, (W) + 70w, (W) = (P, + 700, (W).
Damit ist aber ¢y, trp, = @, + 7w, also ist v +— ¢, eine lineare Abbildung zwischen
den R—Vektorraumen V und L(V,R). Auflerdem gilt ¢, = 0 genau dann, wenn 0 =
wo(w) = (w,v) fur alle w € V gilt, und das gilt nur fiir v = 0. Damit ist v — ¢, injektiv
und da dim(V') = dim(L(V, R)) ist ist die Abbildung sogar bijektiv und die Behauptung
folgt.

Im Fall unitdrer Vektorrdume ist die resultierende Abbildung V' — L(V,C) nicht
linear sondern konjugiert linear, die Argumentationsweise funktioniert aber auch fiir
solche Abbildungen. O

Identifiziert man in dieser Weise den Vektorraum V mit seinem Dualraum V*, dann
kénnen wir zu einer Teilmenge A C V' den Annihilator A° (siche Abschnitt 5.4 von [1])
bilden, und diesen als Teilraum von V' betrachten. Nach Definition liegt ein Element
v € V genau dann in diesem Teilraum, wenn 0 = ¢,(a) = (a,v) fir alle a € A gilt,
man erhilt also genau den Orthogonalraum At aus . Damit kann man alle Resultate
iiber Annihilatoren aus 5.4 von [1] auf Orthogonalrdume iibertragen. Man kann die
entsprechenden Aussagen aber auch leicht direkt beweisen:

SATZ 9.8. Sei (V,(, )) ein euklidischer oder unitirer Vektorraum, A, A’ C'V Teil-
mengen und W, W' C V' Teilraume. Dann gilt:

(1) ACc A = (A)t c AL

(2) dim(W+) = dim(V) — dim(W).

(3) (A1) ist der von A erzeugte Teilraum von V. Insbesondere ist (WL)+ =W.

(4) W+ W)= =WEn (W)

(5) (WnWHt=wt4 (W)t

BeEweis. (1) ist offensichtlich und (2) haben wir schon in bewiesen. Fiir (3)
bemerken wir zunichst, dass (A1)% ein Teilraum von V ist, der A enthilt, weil fiir
a € Aund v € At natiirlich (a,v) = 0 gilt. Ist W der von A erzeugte Teilraum, dann
kann jedes Element von W als Linearkombination von Elementen von A geschrieben
werden. Damit folgt aber, dass jedes Element v € At auch schon in W+ liegt, und
mittels (1) erhalten wir A* = W+ und damit (A+)+ = (W+)+. Von vorher wissen wir,
dass W C (W+)+ gilt und nach (2) haben die beiden Teilriume gleiche Dimension, also
folgt W = (W+)+.

(4) Da W C W + W' gilt, folgt (W + W’)+ c W+ nach (1). Analog gilt das fiir W’
und damit folgt (W + W)+ € W+ N (W’')*. Liegt umgekehrt ein Vektor v € V' sowohl
in W+ als auch in (W’)*, dann liegt v offensichtlich in (W UW’)+ und von oben wissen
wir, dass das mit (W + W’)+ iibereinstimmt.

(5) Nach (4) und (3) wissen wir, dass (W + (W")1)t = W N W’ gilt. Daraus folgt
die Behauptung, indem man auf beiden Seiten den Orthogonalraum bildet. O

9.9. Anwendungen. Wie wollen hier zwei geometrische Anwendungen der Identi-
fikation von V' mit V* durch ein inneres Produkt geben, ndmlich einerseits die Hessesche
Normalform fiir affine Hyperebenen und andererseits die Konstruktion des Normalvek-
tors in R? und des Kreuzprodukts in R3.

(1) Betrachte R™ mit dem Standard inneren Produkt (, ). Ist z € R™ mit x # 0
beliebig, dann der von z erzeugt Teilraum gerade Rz = {Az : A € R} und nach Teil
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(2) des Satzes ist das orthogonale Komplement {z}+ = {y € R" : (y,2) = 0} ein
Teilraum der Dimension n— 1, eine sogenannte Hyperebene. Ist umgekehrt W C R" eine
Hyperebene, dann ist W+ ein eindimensionaler Teilraum von V und ist = ein Element
darin, das ungleich Null ist, dann ist W = {z}+. Man bemerke, dass das Element z bis
auf Vielfache (ungleich Null) eindeutig bestimmt ist. Nimmt man zusétzlich ||z| = 1 an,
dann ist x bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Man kann also jede Hyperebene
in der Form {x}* darstellen. Insbesondere ist in R? jede Gerade durch Null und in R?
jede Ebene durch Null von dieser Form.

Betrachten wir nun eine verschobene Kopie eine Hyperebene (eine “affine Hyperebe-
ne”) A C R™ Dann gibt es einen Punkt y € A und eine Hyperebene W C R™, sodass
A=y+W={y+w:we W} gt Ist z € Wt mit ||z]| = 1, dann ist (z,w) = 0,
also (x,y + w) = (x,y) fir alle w € W. Damit gilt (z,a) = (z,y) fiir alle a € A. Ist
umgekehrt z € R™ so, dass (z,2) = (z,y) gilt, dann ist (z,z —y) =0, also z —y € W
und damit z € A. Das bedeutet aber gerade, dass man A als {v € R" : (x,v) = d} fiir
einen Einheitsnormalvektor x € R™ zu W ein geeignetes d € R beschreiben kann.

Wir kénnen aber auch dieses d leicht beschreiben: Nach Teil (3) von Korollar (9.6 ist
R" = W @ W+, also kann man jedes Element a € A eindeutig als w + Az fiir w € W
und A € R schreiben. Da a +w € A fiir alle a € A und w € W gilt hat AN W+
genau ein Element, also gibt es ein eindeutiges A € R, sodass Az € A gilt, und wegen
|z|| = 1 erhalten wir sofort A = d. Wahlen wir = so, dass d > 0 gilt, dann ist d genau
der Normalabstand der affinen Hyperebene A vom Nullpunkt.

(2) Betrachten wir wieder R™ mit dem Standard inneren Produkt ( , ) und sei
det : (R™)™ — R die Determinante. Fixieren wir beliebige Vektoren vq,...,v,_1 € R™,
dann ist y — det(vq,...,v,_1,y) eine lineare Abbildung, also gibt es einen eindeutigen
Vektor = € R™, sodass (x,y) = det(vy,...,v,_1,y) fir alle y € R™ gilt.

Im Fall n = 2 bedeutet das, dass wir fiir einen fix gewihlten Vektor v € R? einen
eindeutigen Vektor z € R? finden, der (z,y) = det(v,y) fiir alle y € R" erfiillt. Insbe-
sondere ist (z,v) = det(v,v) = 0, also x ein Normalvektor zu v. Ist v = (v1,v,) und
x = (x1,23), dann ist 1 = (z,e1) = det(v, e1) = —vy und x9 = (x, €2) = det(v, e2) = vy,
also ist * = (—wg,v1). Insbesondere ist ||z|| = ||v||. Nun ist |(z, y)| das Produkt der Lénge
der von x mit der Lénge der Projektion von y auf z. Da x L v gilt, ist die Lange dieser
Projektion genau die Hohe des von y und v aufgespannten Parallelogramms, also ist
| det(v,y)| = |{z,y)| genau die Flache des von v und y aufgespannten Parallelogramms.
Man zeigt leicht (siche Ubungen), dass | det(v,y)| = |[v|| - ||y|| sin(c) gilt, wobei a der
Winkel zwischen v und y ist.

Im Fall n = 3 erhalten wir zu zwei Vektoren v,w € R3 einen eindeutigen Vektor
vXw € R3 der (v x w,y) = det(v,w,y) fiir alle y € R3 erfiillt. Das definiert also
ein Produkt R?® x R® — R3, das sogenannte Kreuzprodukt. Aus der Linearitit der
Determinante in jeder Eintragung folgt sofort, dass (v + Av') X w = v x w + A(v X w)
und v X (w+ Aw') = v x w4+ A(v' x w) gelten. Da die Determinante alternierend ist,
erhalten wir w X v = —v X w und (v X w,v) = (v X w,w) = 0.

Sind v und w linear abhéngig, dann ist det(v,w,z) = 0 fiir alle z, also v x w = 0.
Ist andererseits {v,w} linear unabhiingig, dann finden wir ein y € R3, sodass {v,w, y}
eine Basis, und damit det(v,w,y) = (v x w,y) # 0 gilt. Somit gilt v x w = 0 genau
dann, wenn v und w linear abhéngig sind.

SchlieBlich ist nach Konstruktion det(v, w,v x w) = ||jv x w/||*. Ist also {v, w} linear
unabhiingig, dann ist {v, w,vxw} eine Basis fiir R3. Eine explizite Formel fiir v xw erhélt
man, indem man benutzt, dass die i—te Komponente von v x w gerade als (v X w, ¢;) =
det(v,w, e;) berechnet werden kann. Entwickelt man diese Determinante jeweils nach
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der letzten Spalte, dann erhélt man
(Uh Vg, Us) X (wl, Wy, w3) = (U2w3 — V3Wg, —V1W3 + VW1, V1W2 — U2w1)~

Aus dieser Formel verifiziert man direkt, dass ||[v x w|* = ||v|* - [Jw|]* — (v, w)? gilt.
Sind v und w linear unabhéngig, dann wéhlen wir wie in Bemerkung (2) von (9.6 einen
Vektor o # 0 in der von v und w erzeugten Ebene mit (v,0) = 0, und schrieben
w = av + bo. Dann wissen wir, dass (v,w)? = |v]|? - ||av||* gilt, also erhalten wir
lv x w||* = ||v*]|(Jlw]]* — |lav||?). Nach dem Satz von Pythagoras liefert die Klammer
|bo||?, also erhalten wir ||[v x w|| = ||v| - [|6?]|, und das kann man offensichtlich als
die Flache des von v und w aufgespannten Parallelogramms interpretieren. Nun ist
|{(v x w,y)| gerade das Produkt der Lénge von v x w mit der Lénge der Projektion von
y auf v x w. Da v X w normal auf die von v und w erzeugte Ebene steht, ist die Lénge
dieser Projektion genau die Hohe des von v, w und y erzeugten Parallelepipeds. Somit
sehen wir, dass | det(v,w,y)| = [(v X w,y)| genau das Volumen des von v, w und y
erzeugten Parallelepipeds ist.

9.10. Die adjungierte Abbildung. Wir kommen jetzt zu der Interpretation der
dualen Abbildung, die durch die Identifikation eines euklidischen oder unitéren Vektor-
raumes mit seinem Dualraum ermdoglicht wird. Wir werden allerdings wieder nicht auf
Resultate iiber duale Abbildungen aufbauen, sondern direkte Beweise geben. Fiir ein
tieferes Verstédndnis ist aber sehr hilfreich, sich die Zusammenhénge bewusst zu machen.

SATZ 9.10. Seien (V,(, )v), (W, (, Yw) und (Z,(, )z) endlichdimensionale eu-
klidische bzw. unitire Vektorrdume tiber K =R bzw. C. Dann gilt:

(1) Zu einer linearen Abbildung f : V — W gibt es eine eindeutige lineare Abbildung
W =V, sodass (f(v),w)w = (v, f*(w))y fir allev eV und w e W gilt.

(2) Die adjungierte Abbildung (f*)*:V — W zu f*: W — V st durch (f*)* = f
gegeben.

(3) Ker(f*) = Im(f)* C W und Im(f*) = Ker(f)* C V.

(4) Sind B CV und C C W Orthonormalbasen, und ist [f]5 = (ai;) die Matrizdar-
stellung von f beziiglich dieser Basen, dann ist die Matrizdarstellung [f*|% = (by;) cha-
rakterisiert durch b;; = a;;.

(5) Ist f -V — W eine weitere lineare Abbildung und \ € K, dann gilt (f + \f)* =
APV

(6) Ist g : W — Z eine weitere lineare Abbildung, dann ist (go f)* = f*og*.

BEWEIS. (1) Fixieren wir zunéchst ein Element wy € W und betrachten die Funk-
tion V' — K, die durch (f(v),wo)w gegeben ist. Aus der Linearitdt von f folgt sofort,
dass auch diese Abbildung linear ist. Somit gibt es nach Proposition ein eindeu-
tig bestimmtes Element in V', dass wir mit f*(wp) bezeichnen, sodass (f(v), wo)w =
(v, f*(wp))y. Damit haben wir eine Vorschrift gefunden, die jedem Vektor w € W einen
Vektor f*(w) € V zuordnet, sodass die gewiinschte Gleichung gilt, und damit eine
Funktion f*: W — V definiert.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass f* linear ist: Seien dazu wy,wy € W und
A € K. Dann rechnen wir fiir beliebiges v € V

(v, f*(w1) + A (wa))y = (v, f*(wi))v + Mu, f*(ws))v
= (f(),wi)w + Mf(v), wa)w = (f(v), w1 + Awz)w = (v, f* (w1 + Mwa))v,
und da ( , )y nicht entartet ist, folgt f*(wy + Aws) = f*(wq) + Af*(wy).
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(2) Fur v € V und w € W rechnen wir einfach

(w, f)w = {f(v), w)w = (v, fF(wW)w = (f* (W), vV)w = (w, (/)" (©)w.
Da das fiir alle w € W gilt, folgt f(v) = (f*)*(v) fiir alle v € V, also f = (f*)*.

(3) Da ( , )y nicht entartet ist, ist f*(w) = 0 Aquivalent zu 0 = (v, f*(w))y =
(f(v),w)y fiir alle v € V, also zu w € Im(f)*.

Ist andererseits v € Ker(f), dann gilt 0 = (f(v),w)w = (v, f*(w))y, also gilt
[*(w) € Ker(f)*. Das gilt aber fiir alle w € W, also folgt Im(f*) C Ker(f)*. Nach
Satz ist dim(Ker(f)*) = dim(V) — dim(Ker(f)) = dim(Im(f)). Nach dem Di-
mensionssatz fiir lineare Abbildungen ist dim(Im(f*)) = dim(W) — dim(Ker(f*)) =
dim(W) — dim(Im(f)*) = dim(Im(f)). Damit hat der Teilraum Im(f*) C Ker(f)* die
gleiche Dimension wie der ganze Raum, also folgt Gleichheit.

(4) Ist B = {v1,...,v,} und C = {wy,...,wy,}, dann wissen wir aus Proposition

dass ai; = (f(v.), wih gilt. Analog ist
bij = (f*(w;), vi)v = (i, [*(w;))v = (f(vi), wy)v = @i
(5) Fiir beliebige Elemente v € V und w € W rechnen wir
(0, 1" (w) + Af*(w))v = (v, f*(W))y + Mo, *(w))v

= (f(v), whw + A (W), whw = ((f + M) (), wyw = (v, (f + AF)* (w))v,
und die Behauptung folgt analog wie in (2).

(6) Fiir v € V und z € Z rechnen wir

(0, [(g"(2))v =(F (), 5" (2)w = (g(f(v)), 2) 2
={(g0 f)v),2)z = (v,(g0 f)"(2)v,
und die Behauptung folgt wie in (2). O

DEFINITION 9.10. (1) Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen zwei eukli-
dischen bzw. unitdren Vektorrdumen heifit die lineare Abbildung f*: W — V aus Teil
(1) des Satzes die zu f adjungierte Abbildung.

(2) Fiir eine Matrix A = (a;;) € M,(C) nennt man die Matrix (b;;) € M,(C) die
gegeben ist durch b;; = @;; die adjungierte Matriz zu A und bezeichnet sie mit A*.

BEMERKUNG 9.10. (1) Im Fall euklidischer Vektorrdume erhdlt man in Teil (4)
des Satzes als Matrixdarstellung fiir f* einfach die Transponierte der Matrixdarstellung
von f, siehe Abschnitt 5.3 von [1]. Deshalb spricht man in diesem Fall oft auch von
der Transponierten der linearen Abbildung f und schreibt dafiir auch f* statt f*. Die
Tatsache, dass im Komplexen nicht einfach die transponierte Matrix auftritt héangt
damit zusammen, dass die Identifikation mit dem Dualraum in diesem Fall konjugiert
linear ist.

(2) Man kann die Ergebnisse des Satzes natiirlich insbesondere auf Abbildungen
f:V — V von einem euklidischen oder unitiren Vektorraum auf sich selbst anwenden.
In diesem Fall ist dann auch f* eine lineare Abbildung von V' auf sich selbst. Wahlt man
eine Orthonormalbasis B fiir V und setzt A = [f|z, dann gilt [f*]z = A* (im komplexen
Fall) bzw. [f*]g = A" im reellen Fall.

Betrachtet man insbesondere den Fall V' = K" fiir K = R bzw. C, dann ist die Stan-
dardbasis {e,...,e,} orthonormal beziiglich des Standard inneren Produkts. Damit
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ist die Adjungierte Abbildung zu x — Az (beziiglich des Standard inneren Produkts)
einfach durch z — A*x bzw. x — A'x gegeben.

Orthogonale und unitire Abbildungen

Als letztes Thema der Vorlesung behandeln wir spezielle Klassen von linearen Ab-
bildungen auf euklidischen und unitéren Vektorrdumen. Wir beginnen mit dem offen-
sichtlichen Vertraglichkeitsbegriff zwischen einer linearen Abbildung und einem inneren
Produkt. Das liefert auch den richtigen Isomorphiebegriff fiir euklidische und unitére
Vektorrdume.

9.11. Definitionen und grundlegende Eigenschaften. Der Begriff der ortho-
gonalen bzw. unitdren Abbildung ist ganz naheliegend:

DEFINITION 9.11. Seien (V,(, )v) und (W, (, )w) zwei euklidische (bzw. unitére)
Vektorrdume.

(1) Eine lineare Abbildung f : V. — W heifit orthogonal (bzw. wunitdr), wenn
(f(v1), f(v2))w = (v1,v9)y fiir alle vy, vy € V' gilt.

(2) f:V — W heiit ein euklidischer (bzw. unitdrer) Isomorphismus, falls f or-
thogonal (bzw. unitér) ist, und es eine orthogonale (bzw. unitére) lineare Abbildung
g: W — V gibt, sodass go f = idy und f o g = idy gilt.

(3) Eine Matrix A € M,,(R) heifit orthogonal, wenn die lineare Abbildung R" — R,
x +— Ax orthogonal beziiglich des Standard inneren Produktes ist.

(4) Eine Matrix A € M,,(C) heifit unitdr, wenn die lineare Abbildung C* — C”,
z +— Az unitér beziiglich des Standard hermitischen inneren Produktes ist.

Eine invertierbare euklidische (unitére) lineare Abbildung f : V' — W ist automa-
tisch ein euklidischer (unitérer) Isomorphismus. Ist ndmlich f~' : W — V die inverse
lineare Abbildung zu f, dann gilt

(M wn), M wa))v = (F(FHwn), F(F 7 (wa)))w = (wr, wa)w
Allgemein kénnen wir orthogonale (unitére) lineare Abbildungen wie folgt charakteri-
sieren:

Satz 9.11. Seien (V,(, Yv) und (W, {, Yw) zwei endlichdimensionale euklidische
(bzw. unitire) Vektorrdume. Dann sind fir eine lineare Abbildung f : V. — W mit
adjungierter Abbildung f* : W — V' dquivalent:

(1) f ist orthogonal (unitir).

(2) |f )|l = llvl| fir alle v e V.

(3) Es gibt eine Orthonormalbasis {vy, ..., v,} firV, sodass {f(vi),..., f(vn)} CW
ein Orthonormalsystem ist.

(4) Fiir jedes Orthonormalsystem {vy,..., v} CV ist {f(v1),..., f(vg)} CT W ein
Orthonormalsystem.

(5) f*o f=idy.

BeEwEIs. (1) = (2) ist klar wegen |[v]| = y/(v,v) und (2) = (1) folgt sofort
aus den Polarisierungsformeln aus Satz[0.5] (1) = (4) ist klar nach Definition eines
Orthonormalsystems, und (4) = (3) ist offensichtlich.

(3) = (1): Nach Korollar kénnen wir {f(v1),..., f(v,)} zu einer Orthonor-
malbasis fiir W erweitern. Sind x = zyv; +- - - +x,v, und y = y10v1 + - - - + y, v, beliebige
Elemente von V', dann ist nach Proposition (x,y)v = 2191 + -+ + TpYpn. Anderer-
seits ist f(x) = x1f(v1) + -+ + 2, f(v,) und analog fiir y und damit wiederum nach

Proposition 0.8(2) (f(z), f(y))v = z151 + - + TpTn.
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(1) < (5) Nach Definition ist (v, f*(f(v2)))v = (f(v1), f(v2))w. Da das innere
Produkt nicht entartet ist, ist f*(f(v2)) = ve dquivalent zu (vy, f*(f(ve)))v = (v1, v2)v
fiir alle v; € V', und damit folgt die Behauptung. O

KOROLLAR 9.11. (1) Orthogonale und unitére lineare Abbildungen sind automatisch
imgektiv, also bei gleicher Dimension automatisch euklidische bzw. unitire Isomorphis-
men.

(2) Jeder n—dimensionale euklidische (unitire) Vektorraum ist orthogonal (unitir)
isomorph zu R™ (C") mit dem Standard (hermitischen) inneren Produkt.

(3) f:V — V ist genau dann orthogonal (unitir) wenn f* = f=1 gilt.

(4) Ist f 'V — V orthogonal (unitir) und A € K ein Eigenwert von f, dann ist
|A| = 1.

(5) Ist f:V — V orthogonal (unitir), dann ist | det(f)| = 1.

(6) Fiir eine Matriz A € M, (R) (M, (C)) sind dquivalent:

(a) A ist orthogonal (unitdr)
(b) die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis von R™ (C™).
(c) At = A1 (A* = A7),

BEWEIS. (1) Nach Teil (2) des Satzes folgt aus f(v) = 0 schon ||v|| =0, also v = 0,
also ist Ker(f) = {0}, also f injektiv.

(2) Nach Korollar findet man immer eine Orthonormalbasis. Die eindeutige li-
neare Abbildung nach K", die diese Orthonormalbasis auf die Standardbasis abbildet
ist nach Teil (4) des Satzes ein orthogonaler (unitérer) Isomorphismus.

(3) Ist f orthogonal, dann ist f nach (1) invertierbar und nach Teil (5) des Satzes
ist f* o f = id. Komponiert man diese Gleichung von rechts mit f~!, so erhilt man

f* ffl‘
(4) folgt sofort aus ||f(v)]| = ||v]|-
(5) Ist B eine Orthonormalbasis fir V und A = [f]s, dann ist nach Satz [9.10)

[f*]s = A* (bzw. A"). Nach Satz ist det(A") = det(A) und daraus folgt natiirlich
det(A*) = det(A). Damit erhalten wir aus f* o f = id im reellen Fall det(A)? = 1 und
im komplexen Fall det(A)det(A) = 1, also in beiden Fillen |det(A)| = 1.

(6) Die Aquivalenz der ersten beiden Bedingungen ist die Matrizenversion von Teil

(4) des Satzes, die Aquivalenz zur letzten die Matrizenversion von (3). O

9.12. Die (QR—Zerlegung. Eine Matrix A ist also genau dann orthogonal bzw. u-
nitér, wenn die Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis bilden. Damit kénnen wir aber
das Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren aus auch in Termen von Ma-
trizen formulieren. Das liefert eine Zerlegung fiir beliebige invertierbare Matrizen, die
theoretisch unter dem Namen [wasawa—Zerlequng ziemlich bedeutsam ist, aber auch
in der angewandten Mathematik (unter dem Name QQR-Zerlegung) eine wichtige Rolle
spielt.

SATZ 9.12. Sei A eine invertierbare n x n—Matriz iber R (bzw. C). Dann gibt es
eine orthogonale (bzw. unitire) Matriz () und eine obere Dreiecksmatriz R mit reellen
positiven Eintragungen auf der Hauptdiagonale, sodass A = QR qilt. Die Matrizen @)
und R sind eindeutig bestimmdt.

BEWEIS. Sind vy, ..., v, die Spaltenvektoren von A, dann bilden diese Vektoren eine
Basis, weil A invertierbar ist. Wenden wir darauf das Gram—Schmidt Orthonormalisie-
rungsverfahren an, dann erhalten wir eine Orthonormalbasis {wy, ..., w,}, sodass jedes
w; als byjvr + - -+ 4 bj;u; mit bj; reell und positiv dargestellt werden kann. Ist @ die
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Matrix, die die w; als Spaltenvektoren hat, dann ist @) nach Korollar orthogonal
(bzw. unitér).

T
Nach Definition der Matrizenmultiplikation ist A [ : | = xyv1 + - -+ z,v,. Bilden
Tn
wir also die Matrix B := (b;;) (wobei man fiir i > j b;; = 0 setzt), dann erhélt man

die Spaltenvektoren von AB indem man A auf die Spaltenvektoren von B anwendet,
also ergibt sich AB = (. Offensichtlich ist B eine obere Dreiecksmatrix mit reellen
positiven Eintragungen auf der Hauptdiagonale. Insbesondere ist det(B) das Produkt
der Hauptdiagonalelemente, also det(B) # 0, also B invertierbar und damit A = QB~!.
Sei B;; die Matrix, die man erhélt, wenn man in B die i—te Zeile und die j-te Spalte
streicht. Dann ist jedes B;; eine obere Dreiecksmatrix und fiir j > 4 ist mindestens eines
der Hauptdiagonalelemente gleich 0, also det(B;;) = 0 falls j > 7. Ist R := B~ = (ry;),
dann ist nach Satzr,-j = (—1)"" det(Bj;)/ det(B). Daraus iiberlegt man leicht direkt,
dass r;; = 0 fiir ¢ > j gilt, und r;; = bj_j1 reell und positiv ist. Damit folgt die Existenz
der Zerlegung.

Zur Eindeutigkeit: Sind )1, Q)2 orthogonal und R;, Ry obere Dreiecksmatrizen mit
positiven reellen Eintragungen auf der Hauptdiagonale, sodass Q)1 R; = Q2 Rs gilt, dann
ist Q;'Q1 = RyR;"'. Einerseits ist aber ;'@ unitér, andererseits ist RyR;* eine obe-
re Dreiecksmatrix mit positiven reellen Eintragungen auf der Hauptdiagonale. Damit
sind aber die Hauptdiagonalelemente Eigenwerte einer orthogonalen (unitéren) linea-
ren Abbildung, haben also nach Teil (4) von Korollar Betrag Eins, also sind alle
Hauptdiagonalelemente gleich Eins, weil sie reell und positiv sein miissen. Da die Spal-
tenvektoren von eine orthogonalen (unitdren) Matrix ein Orthonormalsystem bilden,
folgt sofort RoR; ' = T und damit R; = R», also auch Q; = Q. ]

9.13. Spiegelungen. Das einfachste Beispiel einer nichttrivialen orthogonalen (u-
nitdren) Abbildung ist die Spiegelung an einer Hyperebene. Nach kann man jede
Hyperebene W in einem euklidischen oder unitéren Vektorraum V als W = {a}* fiir
einen Einheitsvektor a € V' schreiben. Definieren wir nun fiir a € V mit |ja| = 1 die
Spiegelung s, : V — V an {a}* durch s,(v) := v —2(v, a)a.

LEMMA 9.13. Fiir jedes a € V mit ||a|| = 1 ist die Spiegelung s, an {a}* eine or-
thogonale (unitire) lineare Abbildung mit (s,)~' = s, und det(s,) = —1. Die Spiegelung
ist charakterisiert durch s,(a) = —a und s,(v) = v falls (v,a) = 0.

Fiirv# w €V gibt es genau dann einen Einheitsvektor a € V' mit s,(v) = w, wenn
lv|| = [|w|| sowie (v,w) € R gilt.

BEWwEIS. Die Abbildung s, ist offensichtlich linear, und nach Definition gilt s,(a) =
a—2(a,a)a = —a und s,(v) = v falls (v,a) = 0. Nach Korollar[0.6)ist V = K-a@® {a}*,
also kann man jedes v € V' eindeutig als Aa+w mit (w, a) = 0 schreiben. Damit ist aber
Sq4(v) = —Aa + w, also ist s, durch die obigen Eigenschaften eindeutig bestimmt. Nach
dem Satz von Pythagoras liefert diese Zerlegung ||v]|> = |A\|* + ||w||?* = ||s.(v)]|?, also ist
s, orthogonal nach Satz[0.11] Erweitern wir das Orthonormalsystem {a} C V' zu einer
Orthonormalbasis B = {a, vy, ...,v,}, dann ist (v;,a) = 0 fiir alle i = 2,...,n, also ist
[s4]5 eine Diagonalmatrix mit einer —1 und sonst lauter Einsen auf der Hauptdiagonale,
also ist s, 0 s, = id und det(s,) = —1.

Das s, orthogonal bzw. unitér ist, ist ||s,(v)|| = ||v||. AuBlerdem ist nach Definition

(v,8,(v)) = (v,v) — 2(v,a)(v,a) € R. Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass es fiir
v#w €V mit ||v|| = [|w|| und (v,w) € R einen Einheitsvektor a € V gibt, sodass
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Sq(v) = w gilt. Geometrisch bedeuten die Bedingungen ||v|| = [Jw| und (v,w) € R
genau, dass (v +w) L (v — w) gilt. Es ist ndmlich

(w+w,v—w) = (o] = [lw]*) = ({v,w) = {v,w)),

und die letzte Klammer liefert genau den 2¢ mal dem Imaginérteil von (v, w). Nach

Voraussetzung ist v — w # 0, also konnen wir a := ”vflwu(v — w) setzen. Dann ist

Sq(v) = v —2(v,a)a =v — 2%(1} —w).
Aus (v+w,v—w) = 0 folgt aber sofort (w, v—w) = — (v, v—w), und damit % =1
also s,(v) = w. O

Daraus erhalten wir sofort eine schone geometrische Charakterisierung von orthogo-
nalen Abbildungen:

SATz 9.13. Sei (V,(, )) ein n—dimensionaler euklidischer Vektorraum und f :V —
V' eine orthogonale lineare Abbildung. Dann gibt es eine Zahl k < n und Einheitsvektoren
ap,...,ax €V, sodass [ = 4, 0...08,, gilt. Insbesondere ist det(f) = (—1)F.

BeEWwEIs. Fixieren wir eine Orthonormalbasis {v1, ..., v,} von V. Nach Teil (4) von
Satz ist {f(v1),..., f(vn)} ebenfalls eine Orthonormalbasis fiir V. Sei j der kleinste
Index, sodass f(v;) # v, gilt. Wegen || f(v;)|| = ||v;]| = 1 (und weil wir iber R arbeiten)
ist nach dem Lemma s,, (f(v;)) = v;, wobei a1 = %

Fir ¢ < jist v; L v; und v; = f(v;)) L f(v;), also auch v; = f(v;) L aq, al-
S0 Sa,(f(vy)) = f(v;)) = v;. Damit gilt aber (s, o f)(v;) = v; fir alle ¢ < j und

Sa, © f ist wiederum orthogonal. Induktiv finden wir Einheitsvektoren a4, ..., ax, sodass
(Sqp © ... 0 8q, © f)(v;) = w; fiir alle ¢ = 1,...,n. Damit ist diese Komposition aber
die Identitétsabbildung, und wegen (s,,)~" = s,, liefert das f = s,, 0... 0 s,,. Wegen

det(sq,) = —1 fiir alle j folgt det(f) = (—1)" sofort. O

9.14. Orthogonale Abbildungen in Dimension 2 und 3. Als néchstes wollen
wir orthogonale Abbildungen in R? und R?® (jeweils mit dem Standard inneren Pro-
dukt) beschreiben. Nach Korollar liefert das auch die Beschreibung fiir beliebige
euklidische Vektorrdume der Dimensionen zwei und drei.

Sei f : R? — R? orthogonal. Dann ist nach Satz entweder f eine Spiegelung,
oder f ist eine Komposition von zwei Spiegelungen und det(f) = 1. Ein Einheitsvektor
in R? hat die Form (z,y) mit 2> + y* = 1. Damit gibt es aber einen eindeutigen Winkel
¢ € [0,27), sodass © = cos(p) und y = sin(yp) gilt. Die zweil moglichen Einheitsnormal-
vektoren zu (x,y) sind nachdurch (—y,x) und (y, —z) gegeben. Ist nun f orthogonal
mit det(f) = 1 und ist f(e;) = a = (cos(p),sin(¢)), dann muss f(ez) ein Normalvektor
zu f(ep) sein, der auerdem noch det(f(e1), f(e2)) = 1 erfiillt. Damit entspricht f aber

der Matrix CQS(SO) —sin(g) , also ist f genau die Drehung um den Winkel .
sin(p)  cos(y)

Um andererseits eine Matrixdarstellung fiir die Spiegelung s, fiir a = (cos(p), sin(p))
zu erhalten, betrachten wir die Rotation f um den Winkel ¢. Diese bildet e; auf a und
e, auf ein Element von a* ab. Damit folgt aber sofort, dass f~!os, 0 f den Basisvektor
e; auf —e; und e, auf sich selbst abbildet. Damit ist aber die Matrix zu s, gegeben
durch

(e =) G D) (et &) - Oy 2
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In drei Dimensionen ist die Situation dhnlich einfach. Eine orthogonale lineare Ab-
bildung f : R® — R? ist entweder eine Spiegelung, oder eine Komposition von zwei
Spiegelungen und erfiillt det(f) = 1, oder eine Komposition von drei Spiegelungen. Die
wesentliche Beobachtung hier ist aber, dass f mindestens einen reellen Eigenwert besit-
zen muss, weil jedes Polynom dritten Grades mindestens eine reelle Nullstelle hat. Nach
Korollar muss dieser Eigenwert gleich 1 oder —1 sein.

Ist v ein Eigenvektor dazu, dann betrachten wir den Teilraum W = {v}+ C R3. Fiir
w e Wist (v, f(w)) = £(f(v), f(w)) = x(v,w) =0, also ist f(w) € W, also W ein f-
invarianter Teilraum. Wir kénnen das innere Produkt auf W einschrénken und natiirlich
ist die Einschrénkung von f auf W orthogonal beziiglich dieses inneren Produktes.
Damit konnen wir diese Einschrdnkung aus der Beschreibung der zweidimensionalen
orthogonalen Abbildungen von oben ablesen: Ist der Eigenwert von oben gleich 1, dann
ist fiir det(f) = 1 die Abbildung f eine Drehung um die Achse {tv : t € R} wihrend
wir fiir det(f) = —1 ein Spiegelung an einer Ebene erhalten, die v enthélt.

Ist der Eigenwert von oben gleich —1 und ist det(f) = 1, dann muss die Ein-
schrinkung von f auf W Determinante —1 haben, also eine Spiegelung sein. Damit
erhalten wir aber einen zweidimensionalen Eigenraum zum Eigenwert —1 und einen
eindimensionalen Eigenraum zum FEigenwert 1. Geometrisch konnen wir f als “Spie-
gelung” an der Geraden interpretieren, die durch den Eigenraum zum Eigenwert Eins
beschrieben wird. Im letzten Fall, also Eigenwert gleich —1 und det(f) = —1 muss die
Einschrankung von f auf W Determinante Eins haben, also eine Drehung sein. Damit
ist f aber die Komposition einer Drehung um die Achse {tv : t € R} mit der Spiegelung
an W = {v}+. Im Spezialfall des Winkels 7 erhalten wir f = —id, was wir auch als
Punktspiegelung im Nullpunkt interpretieren kénnen.

Normale, selbstadjungierte und symmetrische lineare Abbildungen

Wir besprechen nun eine Version von Diagonalisierbarkeit, die den Ideen von Or-
thogonalitdt angepasst ist. Uberraschenderweise ist Diagonalisierbarkeit in diesem Sinn
sehr einfach zu charakterisieren.

9.15. Orthogonale und unitéire Diagonalisierbarkeit. Sei (V,(, )) ein eukli-
discher (unitdrer) Vektorraum. Eine lineare Abbildung f : V' — V heifit orthogonal
(unitdr) diagonalisierbar, wenn es eine Orthonormalbasis von V' gibt, die aus Eigenvek-
toren von f besteht.

Analog wie in ist die orthogonale (unitére) Diagonalisierbarkeit von f dquivalent
dazu, dass es eine Orthonormalbasis B fiir V' gibt, sodass [f]g eine Diagonalmatrix ist.
Das Konzept der orthogonalen (unitédren) Diagonalisierbarkeit macht natiirlich auch
fir Matrizen Sinn, wobei man fir A € M, (K) einfach die lineare Abbildung K" —
K", x +— Ax betrachtet. Da die Basiswechsel zwischen zwei Orthonormalbasen nach
Teil (3) von Satz [9.11] genau den orthogonalen (unitiren) Matrizen entsprechen, ist
A € M, (K) genau dann orthogonal (unitér) diagonalisierbar, wenn es eine orthogonale
(unitdre) Matrix U € M,,(K) gibt (die nach Korollar automatisch invertierbar ist),
sodass UAU ! eine Diagonalmatrix ist. Man bemerke, dass U AU ! nach Definition fiir
orthogonales U gleich UAU® und fiir unitires U gleich UAU* ist.

Betrachten wir zunéchst den komplexen Fall. Sei f : V' — V unitdr diagonalisier-
bar und f* : V — V die adjungierte Abbildung zu f. Ist B eine Orthonormalbasis
fiir V', die aus Eigenvektoren von f besteht, dann ist [f]s eine Diagonalmatrix. Nach
Satz ist dann [f*]s = ([f]5)*, also ebenfalls eine Diagonalmatrix, nur sind die
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Eintragungen auf der Hauptdiagonale gerade die Konjugierten der urspriinglichen Ein-
tragungen. Jedenfalls gilt aber [f]5[f*]s = [f*]5[f]s, und damit ist fo f* = f*o f. Man
nennt lineare Abbildung mit dieser Eigenschaft normal. Man bemerke, dass insbeson-
dere unitdre Abbildungen normal sind, weil sie nach Korollar f* = f~! und damit
fof* = f*of = id erfiillen. Uberraschenderweise charakterisiert diese Eigenschaft
schon die unitér diagonalisierbaren linearen Abbildungen, denn es gilt:

SATZ 9.15. Sei (V,(, )) ein unitirer Vektorraum. Dann ist eine lineare Abbildung
f:V =V genau dann unitir diagonalisierbar, wenn sie normal ist, also fo f* = f*of
erfillt.

BEwEIs. Wir miissen nur noch zeigen, dass eine normale lineare Abbildung f : V —
V unitdr diagonalisierbar ist, und dazu benutzen wir Induktion nach n := dim(V'). Fir
n = 1 ist jede lineare Abbildung unitar diagonalisierbar. Nehmen wir also induktiv an,
dass m > 2 gilt, und der Satz fiir alle k¥ < n bereits bewiesen wurde. Da C algebraisch
abgeschlossen ist, besitzt f mindestens einen Eigenwert A\ € C und der zugehorige
Eigenraum V/\f C V ist ein Teilraum der Dimension > 1. Ist nun W := (V)\f ) c Vv,
dann ist dim(W) < dim(V).

Wir behaupten, dass der Teilraum W f—invariant ist. Zum Beweis bemerken wir
zunéchst, dass V)\f invariant unter f* ist. Ist némlich v € V)\f , dann ist f(f*(v)) =
F*(f(v)) = Af*(v) wegen der Normalitét von f, also f*(v) € V. Ist nun aber w € W
und v € V{, dann ist (v, f(w)) = (f*(v),w) = 0, weil f*(v) € Vi gilt, also gilt
flw) e W.

Nun koénnen wir das hermitische innere Produkt auf W einschrénken und natiirlich
ist die Einschriankung fly : W — W von f auf W normal beziiglich dieses inneren
Produktes. Damit gibt es aber nach Induktionsvoraussetzung eine Orthonormalbasis
fiir W, die aus Eigenvektoren fiir f besteht. Andererseits gibt es nach Korollar
eine Orthonormalbasis fiir V/\f . Weil W = (V)\f )t gilt, ist die Vereinigung der beiden
Orthonormalbasen eine Orthonormalbasis fiir V', also folgt die Behauptung. OJ

KOROLLAR 9.15. Sei (V,(, )) ein n—dimensionaler unitirer Vektorraum, f:V —
V' eine unitdre lineare Abbildung. Dann gibt es eine Orthonormalbasis {vy, ..., v,} fir
V' und Elemente \y,...,\, € C mit |\;| = 1 fir alle j, sodass f(v;) = Ajv; fiir alle
j=1,...,n gqilt.

BEWEIS. Wie wir bereits festgestellt haben ist jede unitére lineare Abbildung nor-
mal, also nach dem Satz unitér diagonalisierbar. Nach Korollar hat jeder Eigenwert
von f Betrag Eins, also folgt die Behauptung. O

9.16. Selbstadjungierte und symmetrische Abbildungen. Sei (V,(, )) ein
euklidischer (unitdrer) Vektorraum. Eine lineare Abbildung f : V — V heifit symme-
trisch (selbstadjungiert), wenn f* = f gilt.

Eine Matrix A € M, (R) heiit symmetrisch, wenn A' = A gilt und eine Matrix
B € M, (C) heifit selbstadjungiert oder hermitisch, wenn B* = B gilt.

Nach Definition ist eine lineare Abbildung f : V — V also genau dann symme-
trisch (selbstadjungiert), wenn (f(v),w) = (v, f(w)) fiir alle v,w € V gilt. Nach Satz
9.10|ist f genau dann symmetrisch (selbstadjungiert) wenn eine (oder dquivalent jede)
Matrixdarstellung von f beziiglich einer Orthonormalbasis von V' eine symmetrische
(selbstadjungierte) Matrix ist.

Natiirlich sind selbstadjungierte lineare Abbildungen auf einem komplexen Vektor-
raum automatisch normal, weil ja f*o f = fo f = f o f* gilt. Insbesondere sind also
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selbstadjungierte lineare Abbildungen nach Satz immer unitar diagonalisierbar. Ist
aber v € V ein Eigenvektor fir f zum Eigenwert A, dann ist (f(v),v) = A(v,v) aber
(v, f(v)) = AMv,v). Da v ein Eigenvektor ist, ist (v,v) # 0, also muss A € R gelten.
Somit erhalten wir

PROPOSITION 9.16. Sei (V,( , )) ein unitdrer Vektorraum und f : V — V eine
selbstadjungierte lineare Abbildung. Dann ist f unitir diagonalisierbar und alle Eigen-
werte von [ sind reell.

Man kann auch leicht direkt sehen, dass zwei Eigenvektoren v, w einer selbstad-
jungierten linearen Abbildung f : V — V zu verschiedenen Eigenwerten A\ # pu
automatisch orthogonal aufeinander stehen. Es gilt ndmlich A(v,w) = (f(v),w) =
(v, f(w)) = p({v,w) (wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass u reell ist), also
(A = w){v,w) = 0.

Daraus konnen wir aber nun die orthogonale Diagonalisierbarkeit auf euklidischen
Vektorrdumen charakterisieren.

SATz 9.16. Sei (V,( , )) ein euklidischer Vektorraum. Eine lineare Abbildung f :
V. — V st genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn sie symmetrisch ist, also

= f erfillt.

BEWEIS. Ist f orthogonal diagonalisierbar, dann sei B eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren. Dann ist [f]s eine Diagonalmatrix, also insbesondere symmetrisch, also
ist [f*]s = [f]s, also f* = f.

Ist umgekehrt f : V' — V symmetrisch, dann beweisen wir mit Induktion nach
n = dim(V'), dass f diagonalisierbar ist. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen, also nehmen wir
n > 1 an und der Satz sei fiir Vektorrdume der Dimension n — 1 bereits bewiesen. Sei
B eine beliebige Orthonormalbasis fiir V und A = [f]g. Dann ist A eine symmetrische
reelle n x n—Matrix, erfiillt also als komplexe Matrix betrachtet die Gleichung A* =
At = A. Damit wissen wir aber aus unseren Uberlegungen iiber selbstadjungierte lineare
Abbildungen auf unitdren Vektorrdumen von oben, dass alle Eigenwerte von A reell sind.

Insbesondere hat f mindestens einen reellen Eigenwert a und dazu finden wir einen
Eigenvektor v mit |[v]| = 1. Sei nun W = {v}+. Fiir w € W ist {f(w),v) = (w, f(v)) =
a{w,v) = 0, also ist W ein f-invarianter Teilraum. Das innere Produkt schrinkt sich
zu einem inneren Produkt auf W ein, beziiglich dem f symmetrisch ist. Nach Indukti-
onsvoraussetzung finden wir eine Orthonormalbasis fiir W, die aus Eigenvektoren fiir f
besteht, geben wir zu dieser Basis v dazu, dann erhalten wir eine Orthonormalbasis fiir
V' aus Eigenvektoren. O

Damit konnen wir nun auch ein vollstdndiges Schema angeben, wie man eine sym-
metrische Matrix A € M, (R) orthogonal diagonalisiert. Zunéchst bestimmt man die
Eigenwerte. Fiir jeden Eigenraum findet man mit Hilfe des Gaufi’schen Algorithmus
eine Basis, die man mit Hilfe des Gram—Schmidt Verfahrens orthonormalisiert. Verei-
nigt man die Orthonormalbasen fiir die verschiedenen Eigenrdume, dann erhélt man
eine Orthonormalbasis fiir V', die aus Eigenvektoren fiir A besteht. Schreibt man diese
Basisvektoren als Spaltenvektoren in eine Matrix und invertiert diese, dann erhélt man
eine orthogonale Matrix U, sodass UAU"® eine Diagonalmatrix ist.

Analog kann man natiirlich bei normalen Matrizen in M, (C) beziehungsweise bei
symmetrischen (normalen) linearen Abbildungen auf euklidischen (unitéren) Vektorréu-
men vorgehen.
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9.17. Anwendung: Klassifikation von Kurven zweiten Grades. Eine Funk-
tion zweiten Grades auf R™ ist eine Funktion x : R™ — R der Form

R(T1,. .., X)) = Z aja:? + Z BikxiTy + Z Yexg + 9,
j=1 1

i<k =

wobei «a;, Bk, Ve, 0 € R, und mindestens ein o oder ein 3 ungleich Null ist. Eine Hy-
perfliche zweiten Grades in R"™ ist eine Teilmenge der Form {v € R" : k(v) = 0},
wobei k eine Funktion zweiten Grades ist. Wir wollen solche Funktionen (bzw. Hy-
perflichen) zweiten Grades durch Translationen und orthogonale Abbildungen in eine
einfache Form bringen, wobei wir den Fall n = 2 von Kurven zweiten Grades im Detail
betrachten werden.

Der Schliissel dazu ist, dass man die Funktion s von oben mit Hilfe des Standard
inneren Produktes schon anschreiben kann: Sei dazu A = (a;;) € M, (R) gegeben durch
a; = o fiir i = 1,...,n, a;; = %ﬁij fir ¢ < j und a;; = ay; fir 7 > j. Weiters sei
b= (7,...,7) € R". Dann erhalten wir fiir x = (xq,...,z,)

(Az,x) + (b,x) + 0 = Zx,(z a;xj) + Z%xk + 0 = k(x).

Nach Definition ist die Matrix A symmetrisch.
Wir wollen nun versuchen, die Funktion

(%) k(z) = (Az,z) + (b,z) + ¢

durch Translationen und orthogonale Abbildungen zu vereinfachen, um die Nullstel-
lenmenge gut beschreiben zu konnen. Um den Effekt einer Translation zu bestimmen,
berechnen wir

k(z —v) = (Ax — Av,z — v) + (b,x — v) + 4.
Dabei benutzen wir, dass A" = A und damit (Az, —v) = (—Av, z) gilt, und erhalten

(Az, z) + (b— 2Av, ) + (Av,v) — (b,v) + 0 = (Az, z) + (b,x) + 0,

wobei b= b — 24v und 6 = & — (b, v) + (Av,v).

Setzen wir ¢(x) = Az, dann ist ¢* = ¢ und nach Satz ist Ker(¢)t = Im(p*) =
Im(yp). Damit kann nach Korollar jedes Element w € R™ eindeutig in der Form
w = wp + w; mit wy € Ker(yp) und w; € Im(p) geschrieben werden. Natiirlich kann
man ¢ auf den Teilraum Im(y) einschrianken und erhilt so eine lineare Abbildung
¢ : Im(p) — Im(p). Da Ker(p)NIm(p) = {0} gilt, ist diese Abbildung injektiv, also ein
linearer Isomorphismus. Nun zerlegen wir b = by + b; und v = vg + v; in dieser Weise,
und erhalten b = by + (b — 2Avy) und & = 6 — (by, vo) — (by, v1) — (Avy, v1). Nun kénnen
wir v; eindeutig so wahlen, dass 2Av; = by, also b= by gilt. Nun unterschieden wir zwei
Fille:

Fall 1: Ist b = by = 0, dann beeinflusst die Wahl von vy weder b noch 4, wir kénnen
also einfach vy = 0 setzen und keine weitere Normalisierung erreichen.

Fall 2: Ist b = by # 0, dann ist (bo, bo) # 0, also konnen wir
v — 0 — %<b1,1)1>
" (b0, bo)

setzen, um & = 0 zu erreichen. Dazu konnten wir noch Elemente von Ker(p) addieren,
die zusétzlich orthogonal zu by sind, das &ndert aber wieder nichts mehr.

bo
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Zusammenfassend kann man sagen, dass man durch eine Translation erreichen kann,
dass man in der Formel (x) fiir die Funktion x von oben entweder b = 0 oder b # 0,
Ab =0 und 9 = 0 annehmen kann.

Der zweite Schritt der Normalisierung ist noch einfacher: Wir berechnen einfach in
() k(Uz) fiir eine orthogonale Matrix U und erhalten

(AUz,Uz) + (b,Uz) + 6 = (U'AUx, z) + (U'b, z) + 6.

Das ersetzt also nur die Matrix A durch U'AU = U~'AU und b durch U'b = U~'b, und
da UTYAUU b = U1 Ab gilt, bleiben die vereinfachenden Annahmen von oben einfach
in der gleichen Form giiltig. Da A = A? gilt, konnen wir die Matrix U nach Satz SO
withlen, dass U AU diagonal mit den Eigenwerten von A (in beliebiger Reihenfolge) auf
der Hauptdiagonale ist. Davon ausgehend kann man nun in allgemeinen Dimensionen
eine Klassifikation von Hyperflichen zweiten Grades durchfiithren, wir werden uns aber
auf den Fall n = 2 von Kurven zweiten Grades beschrénken.

Nach Voraussetzung ist die Matrix A ungleich Null und symmetrisch, sie hat also
zwei reelle Eigenwerte a und (3, von denen mindestens einer ungleich Null ist, und durch
eine orthogonale Transformation wie oben konnen wir erreichen, dass A diagonal ist.
Nun betrachten wir die beiden oben angefiihrten Félle:

Fall 1: Ist b = 0, dann miissen wir noch nach dem Rang von A Unterfille unter-
scheiden:

Fall 1a: Ist rg(A) = 2, dann kénnen wir durch eine orthogonale Transformation wie

oben erreichen, dass unsere Matrix die Form ((g g) mit «, § # 0 hat. Das liefert die

Funktion zweiten Grades

a(x)? + B(x)* + 6,
und wir kénnen noch mit einem beliebigen Faktor # 0 multiplizieren, ohne die Null-
stellenmenge zu dndern. Ist 6 = 0, dann multiplizieren wir mit 1/« und erhalten die
Gleichung (z1)%+ £(25)? = 0. Fiir £ > 0 (d.h. wenn o und § gleiches Vorzeichen haben)

Ist das nur der Nullpunkt. Fiir g < 0 erhélt man x, = + —g.fl'g, also zwei Gerade, die
sich in Null schneiden.
Ist 0 # 0, dann dividieren wir durch —¢§ und erhalten dadurch die Gleichung

=2(21)%+ L (22)? = 1. Sind die Faktoren = und = beide < 0, dann beschreibt das die

leere Menge. Ist =* > 0 und _Tﬁ < 0, dann setzt man ¢ = (/=* und d = \/é und erhélt

die Gleichung (21)? — (£2)? = 1, die eine Hyperbel in erster Hauptlage mit Hauptach-
senldnge ¢ und Nebenachsenlédnge d beschreibt. Analog erhélt man fiir die umgekehrte

Konfiguration der Vorzeichen eine Hyperbel in zweiter Hauptlage. Sind schliellich beide
Faktoren positiv, dann setzt man ¢ = /= und d = \/_Tﬁ und erhilt die Gleichung

( x_; )2+ (%2)2 = 1 und damit eine Ellipse.

Fall 1b: Ist rg(A) = 1, dann kénnen wir durch eine orthogonale Transformation

wie oben erreichen, dass unsere Matrix die Form ((g 8) mit a # 0 hat. Das liefert die
Funktion zweiten Grades

azy)? + 6,
und wir konnen wieder mit einem beliebigen Faktor # 0 multiplizieren. Fiir 6 = 0
dividieren wir durch o und erhalten (z;)?> = 0, und damit die xo—Achse (eigentlich

doppelt gezihlt) als Nullstellenmenge. Fiir § # 0 dividieren wir durch —4 und erhalten
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’Ta(azl)Q = 1. Das liefert entweder (fiir & > 0) die leere Menge oder (fiir § < 0)

|

=+ , also zwei parallele Gerade.

Fall 2: Ist b # 0, dann muss A nichttrivialen Kern haben, also rg(A) = 1 gelten.
Damit erreichen wir durch eine Orthogonale Transformation wieder die Matrix g 8
mit a # 0. Weiters muss by # 0 von dieser Matrix auf Null abgebildet werden, also
ein Vielfaches von e, sein, sagen wir b = Aey. Damit erhalten wir als Funktion zweiten
Grades a(z1)?+Azo und wir diirfen wieder durch einen beliebigen Faktor # 0 dividieren.
In diesem Fall ist die iibliche Konvention durch —% zu dividieren, was zur Gleichung

=29 (z1)? = 225 und damit zu einer Parabel fiihrt.

9.18. Anwendung 2: Klassifikation der symmetrischen Bilinearformen.
Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und seien b, b : V x V' — R symmetri-
sche Bilinearformen. Wir nennen die Formen b und b dquivalent, wenn es einen linearen
[somorphismus f : V' — V gibt, sodass b(v,w) := b(f(v), f(w)) gilt. Das definiert eine
Aquivalenzrelation auf der Menge aller symmetrischen Bilinearformen auf V, und wir
wollen entscheiden, wann zwei Formen in diesem Sinne dquivalent sind. Dazu werden
wir wieder eine Normalform fiir eine Bilinearform bestimmen, d.h. eine Basis finden,
in der die Bilinearform moglichst einfach aussieht. Durch Anwenden eines linearen Iso-
morphismus diirfen wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit V' = R" annehmen. Der
Schliissel zu diesem Problem liegt wieder darin, dass man es mit Hilfe des Standard
inneren Produktes auf eine Frage iiber symmetrische Matrizen zuriickfithren kann.

Sei also b : R® x R" — R ein symmetrische Bilinearform. Definiere die Matrix
A = (a;;) € M,(R) zu b durch a;; = b(e;,e;), wobei {eq,...,e,} die Standardbasis
bezeichnet. Da b symmetrisch ist, ist A eine symmetrische Matrix. Fir x = (z1,...,x,)
und y = (y1,...,9yn) € R"ist x = ) x;e; und y = ) yje;, also erhalten wir wegen der
Bilinearitdat von b die Gleichung

b(z,y) = b(z T, Z yje] Z z;y;b (e, 6] Z Ly Z aljy] (z, Ay).

Umgekehrt definiert fiir jede Matrix A = (a;;) € M, (R) natiirlich (z,y) — (x, Ay) eine
Bilinearform 3 auf R"™ mit a;; = 3(e;, ;) und wegen (y, Az) = (Az,y) = (x, Aly) ist
genau dann symmetrisch wenn die Matrix A symmetrisch ist. Damit erhalten wir eine
Bijektion zwischen der Menge der symmetrischen Bilinearformen und der Menge der
symmetrischen Matrizen.

Jeder lineare Isomorphismus f : R®” — R" ist von der Form x +— Tz fiir eine
invertierbare Matrix T' € M, (R). Damit ist aber b(Tz, Ty) = (Tz, ATy) = (x, T*ATy).
Damit sind aber die Bilinearformen zu symmetrischen Matrizen A, B € M, (R) genau
dann #quivalent, wenn es eine invertierbare Matrix T gibt, sodass B = TAT" gilt.
(Beachte, dass mit 7" auch T* invertierbar ist, und (7%)~! = (T1)! gilt.)

Als néchstes stellen wir die Frage, wann b(z, y) = (x, Ay) nicht entartet ist. Definiere
dazu den Nullraum von b als V{ := {z € R" : b(z,y) =0 Vy € R"}. Offensichtlich ist
dies ein Teilraum von R™. Der Rang rg(b) der symmetrischen Bilinearform b ist definiert
als n — dim(V). Weil (, ) nicht entartet ist, ist aber (z, Ay) = (Ax,y) genau dann
fiir alle y € R™ gleich Null, wenn Az = 0 gilt. Damit ist aber V genau der Kern der
linearen Abbildung x — Az, also stimmt der Rang von b mit dem Rang der Matrix A
iiberein. Insbesondere ist b genau dann nicht entartet, wenn A invertierbar ist.
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SATz 9.18 (Tragheitssatz von Sylvester). Sei V' ein n—dimensionaler reeller Vektor-
raum und sei b : 'V x V — R eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen p,q € N mit p + q = rg(b) < n sowie eine Basis {vq,...,v,} fir
V, sodass b(vi,v;) = 0 fir i # j, und b(v;,v;) gleich 1 fir 1 < i < p, gleich —1 fiir
p+1<i<p+qund gleich 0 firi> p+ q gilt. Man sagt dann, b hat Signatur (p,q).

Zwei symmetrische Bilinearformen auf V' sind genau dann dquivalent, wenn sie die
gleiche Signatur haben.

BEWEIS. Wie oben erklért diirfen wir V' = R” annehmen. Sei A € M,,(R) die Matrix
zu b. Da A symmetrisch ist, finden wir eine Orthonormalbasis {?,...,0,} aus Eigen-
vektoren fiir A, die wir so anordnen, dass erst Eigenvektoren zu positiven Eigenwerten,
dann solche zu negativen Eigenwerten und dann solche zum Eigenwert Null kommen.
Sind p und ¢ die Anzahlen der positiven bzw. negativen Eigenwerte, dann ist Av; = \;0;
mit \; >0firi=1,...,p, s, <0fire=p+1,....,p+qund \; =0 fiiri > p+q.
Bemerke, dass p+q gleich dem Rang von A, also dem Rang von b ist. Nach Konstruktion
ist b(0;,05) = (Av;, 0;) = Ni(0s, 0;), also gleich 0 fiir ¢ # j und gleich \; fiir ¢ = j. Setzt
man nun v; = (\;)"Y20; fir 1 < i < p, vy = (=) V20 fir p+1 <i < p+qundv; = 3
fiir i > p+ ¢, dann hat die Basis {v1,...,v,} die gewiinschten Eigenschaften.

Zur Eindeutigkeit von p und ¢ haben wir bereits bemerkt, dass p+¢ gleich dem Rang

von b ist, also geniigt es zu zeigen, dass p eindeutig bestimmt ist. Sei also {wy, ..., w,} ei-
ne weitere Basis fiir V', sodass b(w;, w;) = 0 fiir i # j und b(w;, w;) > 0 fiir 1 < ¢ < p’ und
b(w;, w;) < 0 fiir ¢ > p/. Dann behaupten wir, dass die Menge {v1, ..., vp, Wyi1, ..., Wy}

linear unabhéngig ist. Ist namlich > 7 | Aoy + 377 ) pyw; = 0, dann ist 37 \iv; =
- Z;-l:plﬂ pjw;, und damit

p p n n
B> A, > i) =b( Y pwy, Y pwy).

i=1 i=1 Jj=p’'+1 J=p'+1
Nach Konstruktion liefert aber die linke Seite 7 ,(A;)> > 0 und die rechte Seite
Z;L:p’+1</j‘j)2b<wj,wj) < 0. Damit kann Gleichheit nur gelten, wen beide Seiten gleich
Null sind. Damit sind insbesondere alle \; = 0, und wegen der linearen Unabhéngigkeit
von {wy 1, ..., w,} miissen auch alle y; Null sein. Damit muss aber p + (n —p’) < n,
also p < p’ gelten, und vertauscht man die Rollen der beiden Basen, dann folgt p’ < p,
also p = p'. Damit ist die Signatur wohldefiniert, und zwei Bilinearformen kénnen nur
dann dquivalent sein, wenn sie die selbe Signatur haben.

Sind umgekehrt b und b symmetrische Bilinearformen mit der selben Signatur, dann

finden wir entsprechende Basen {vq,...,v,} und {wy,...,w,}. Ist f : V — V die
eindeutige lineare Abbildung, die f(v;) = wj fiir alle i erfiillt, dann ist fiir v = ) x;v; das

Bild f(v) = 3 ;w; und daraus folgt sofort b(f(v), f(w)) = b(v, w) fiir allev,w € V. O
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