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Vorwort

In der Theorie der Matrixgruppen werden auf unerwartete Weise Themen aus den
beiden Grundvorlesungsyzklen {iber Analysis und lineare Algebra in Beziehung gebracht
und ergénzen einander. Die Verwendung der Methoden der Differentialrechnung in die-
sem ungewohnten Kontext bietet die Gelegenheit, einen anderen Blick zu entwickeln,
der auf die Sichtweise der Analysis auf Mannigfaltigkeiten vorbereitet. Zugleich ergeben
sich “echte” Beispiele fiir viele Konzepte der Analysis, bei denen viele der vereinfachen-
den Annahmen, die in den Beispielen der Grundvorlesungen meist gemacht werden,
wegfallen, was ebenfalls zu einem erweiterten Blick beitrégt.

Andererseits bieten die Matrizengruppen nichttriviale und substantielle Beispiele
fiir Teilmannigfaltigkeiten euklidischer Rdume. Wiahrend durch die Exponentialfunk-
tion die Analysis auf diesen Teilmannigfaltigkeiten relativ nahe bei den Inhalten der
Grundvorlesungen bleibt, zeigt sich doch auch die Notwendigkeit und Niitzlichkeit der
allgemeineren Version. Durch die Einbindung einer algebraischen Struktur erhélt man
durch Betrachtung der Ableitung in einem Punkt ungewohnlich viel Information iiber
Abbildungen (in diesem Fall Homomorphismen) sodass die Stérke der analytischen Me-
thoden deutlich sichtbar wird.

Matrixgruppen spielen, vor allem als Symmetriegruppen, eine wichtige Rolle in vielen
Bereicher der Mathematik und der theoretischen Physik. Sie bilden den wichtigsten
Spezialfall von Lie Gruppen, deren Theorie in weiten Teilen parallel zur der Theorie der
Matrixgruppen verlduft, wobei allerdings andere Methoden verwendet werden. Somit
bietet die Vorlesung auch eine Vorbereitung auf die diese allgemeine Theorie.

Die erste Version dieses Skriptums ist im Sommersemester 2018 entstanden, in dem
ich dieses Wahlmodul erstmals angeboten habe. Ich danke den Hohrer*innen dieser
ersten Vorlesung fiir verschiedene Korrekturen und Verbesserungsvorschlage. Fiir das
Sommersemester 2022 habe ich das Skriptum geringfiigig iiberarbeitet und einige Druck-
fehler korrigiert.






KAPITEL 1

Einleitung — Analysis und Matrizen

Die Theorie der Matrixgruppen verbindet Elemente der beiden Grundvorlesungszy-
klen {iber Analysis und lineare Algebra. Insbesondere wollen wir Funktionen auf Rdumen
von Matrizen differenzieren und dabei die aus der linearen Algebra bekannten Opera-
tionen auf Matrizen effizient benutzen. Dazu wird ein etwas anderer Blick auf Teile
der Analysis hilfreich sein, der auf fortgeschrittenere Teile der Analysis, insbesondere
Analysis auf Mannigfaltigkeiten, vorbereitet. Wir werden also einige Teile der Analysis
wiederholen und fiir unsere Zwecke adaptieren, was den ersten Teil dieses Kapitels bil-
det. Im zweiten Teil werden wir die Exponentialfunktion fiir Matrizen besprechen, was
zum Teil ebenfalls Bekanntes wiederholt.

1.1. Differentialrechnung. Das iibliche Setting der Differentialrechnung in meh-
reren Variablen studiert Funktionen f : U — R™, wobei U C R" eine offene Teilmenge
ist. Die letztere Bedingung bedeutet, dass es fiir jeden Punkt = € U einen offenen Ball
um z gibt, der noch ganz in U liegt. Fiir eine derartige Funktion kann man dann Diffe-
renzierbarkeit in einem Punkt xq € U definieren. Ist f im Punkt xq differenzierbar, dann
erhélt man die Ableitung D f(xo) von f in xg, die eine lineare Abbildung von R™ nach
R™ ist. Man kann die Ableitung in z, folgendermafien interpretieren: Man betrachtet
die Funktion f(v) := f(zo + v) — f(x¢), die auf einer offenen Umgebung von 0 in R"
definiert ist und 0 auf 0 € R™ abbildet. Die Ableitung D f(zy) ist dann die beste lineare
Approximation an diese Funktion (und Differenzierbarkeit bedeutet genau, dass eine
beste lineare Approximation existiert).

Formal arbeitet man in der Analysis meist mit partiellen Ableitungen. Schreibt man
die Funktion f in Komponenten, also f(z) = (fi(x),..., fm(x)), dann ist jedes f; eine
Funktion U — R. Zerlegt man nun auch x in Komponenten, dann erhélt man f;(x) =
fi(z1, ..., x,), also eine reellwertige Funktion von n Variablen. Hilt man nun alle dieser
Variablen aufler einer fest, dann ergibt sich eine reellwertige Funktion die (wegen der
Offenheit von U) auf einem Intervall in R definiert ist. Ist diese Funktion differenzierbar
und ist die laufende Variable z;, dann nennt man ihre Ableitung die j-te partielle
Ableitung von f; und bezeichnet sie mit gg’; (x). Existieren alle partiellen Ableitungen
in einem Punkt xg, dann ist f differenzierbar in zq und die Ableitung D f(z) ist durch
die Matrix (a;;) gegeben, wobei a;; = STJZ(Q:O) gilt.

Ist f in allen Punkten x € U differenzierbar, dann sagt man f ist differenzierbar
auf U und héngen zusétzlich die partiellen Ableitungen stetig von x ab, dann ist f ste-
tig differenzierbar auf U. Sind die partiellen Ableitungen selbst wieder differenzierbar,
dann kann man zweite partielle Ableitungen bilden und so Schritt fiir Schritt hohere
Differenzierbarkeitsstufen fiir f definieren. Es wird fiir uns kaum nétig sein, die Dif-
ferenzierbarkeit von Funktionen direkt zu verifizieren, sie wird meist aus allgemeinen
Resultaten folgen. Auch spielt fiir unsere Zwecke die genaue Differenzierbarkeitsklasse
kaum eine Rolle, wir werden einfach glatt als Synonym fiir “hinreichend oft stetig dif-
ferenzierbar” benutzen. Tatsichlich werden wir nur C*°~Funktionen (also beliebig oft
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2 1. EINLEITUNG - ANALYSIS UND MATRIZEN

differenzierbare Funktionen) antreffen, fiir die Sdtze geniigt aber iiblicherweise C'' oder
C? (also ein— oder zwei mal stetig differenzierbar) als Voraussetzung.

Fiir unsere Zwecke werden die partiellen Ableitungen nicht so handlich sein, weil
sie sich nicht leicht auf allgemeinere Teilmengen von R™ {ibertragen lassen. Es gibt
aber eine handliche Alternative, die auch anschaulich gut verstédndlich ist. Der Aus-
gangspunkt dafiir ist, dass die Ableitungen von Kurven leicht zu behandeln und an-
schaulich versténdlich sind. Sei also I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — R”
eine stetige Funktion, die wir im weiteren als Kurve bezeichnen werden. Fiir einen
Punkt t € I kann man dann Differenzierbarkeit von ¢ in ¢ durch Existenz des Limes
limy, 0 +(c(t + h) — c(t)) =: ¢(t) € R™ definieren. (Man multipliziert den Skalar + € R
mit dem Vektor ¢(t+h) —c(t) € R™ und erhélt einen Vektor in R™.) Ist ¢ differenzierbar,
dann ist ¢ wieder eine Funktion von I nach R", also ist auch der Umgang mit hoherer
Differenzierbarkeit fiir Kurven ganz einfach. Anschaulich ist ¢/(¢) einfach der Geschwin-
digkeitsvektor von ¢ im Punkt ¢, also der “Richtungsvektor” im entsprechenden Punkt.

Der Schliissel zur Verwendung von Kurven ist nun ein Spezialfall der aus der Analysis
bekannten Kettenregel. Ist f : U — R™ eine glatte Funktion und ¢ : I — R™ eine glatte
Kurve mit ¢(I) C U, dann ist auch die Komposition foc: I — R™ eine glatte Kurve
und fiir ihre Ableitung gilt (f o ¢)'(t) = Df(c(t))(c/(t)). Insbesondere kann man fiir
einen Punkt € U und einen Vektor v € R” immer die Kurve ¢(t) = « + tv betrachten,
die auf einem offenen Intervall um 0 Werte in U hat. Damit kann Df(z)(v) als die
Richtungsableitung <|,—o f (x + tv) berechnen. Auch die Richtungsableitungen sind aber
fiir den Ubergang auf allgemeinere Teilmengen nicht so gut geeignet.

BEISPIEL 1.1. Wir wollen die Verwendung von Kurven an einem Beispiel illustrie-
ren. Betrachten wir die Funktion f : R® — R, die durch f(z) = |z|® gegeben ist.
Explizit ist f(z1,...,2,) = > o (7;)?, also ein Polynom und damit eine glatte Funk-
tion. Die partiellen Ableitungen sind offensichtlich durch g—ai = 2x; gegeben, also ist
Df(x) die 1 x n—Matrix (2z1,...,2x,). Damit ist aber fiir v = (vy,...,v,) € R™ die
Richtungsableitung D f(z)(v) = Y i, 2z;0; = 2(x,v) gegeben.

Um das weniger koordinatenlastig zu berechnen kann man beobachten, dass f(z) =
(x,x) gilt. Damit ist f(z + tv) = (z + tv,z + tv) was man wegen Symmetrie und
Bilinearitét des inneren Produkts als (z, z) +2t(x, v) +t*(v, v) schreiben kann. Natiirlich
ist die Ableitung dieser Funktion bei t = 0 gerade 2(x,v).

Betrachten wir nun die Einheitssphire S"~! = {z € R™ : |z| = 1} und eine glatte
Kurve ¢ : (a,b) — R™, die Werte in S"! hat. Dann ist foc: (a,b) — R die konstante
Funktion 1, also gilt fiir alle ¢ € (a,b) die Gleichung

0= (foc)(t)=Dfe)(c(t) = 2{c(t), ¢ (t)).

Somit steht ¢/(t) normal auf ¢(t) fiir alle . Ist umgekehrt x € S"~! ein Punkt und v ein
Vektor, der normal auf z steht, dann gibt es eine Kurve ¢ : R — S™ ! die ¢(0) = x und
d(0) = v erfiillt. Fiir t € R ist ndmlich f(z +tv) = |z + tv|> = 1+ t*|v|* > 1 und damit
ist a(t) := |z +tv| = \/1 + t?|v|? eine glatte Funktion mit Werten > 1. Man sieht auch
sofort, dass die Ableitung dieser Funktion bei ¢ = 0 verschwindet (sie hat ja dort ein
Minimum). Damit kann man aber eine glatte Kurve ¢ durch ¢(t) = |z + tv|~}(z + tv)
definieren, die offensichtlich Werte in S"~! hat und ¢(0) = z erfiillt. AuBerdem gilt fiir

die Ableitung (t) = —g;gg (x +tv) + ﬁv damit insbesondere ¢/(0) = v. Wir kénnen
also als Ableitungen von Kurven in S"! in z € S"~! genau jene Vektoren realisieren,

die orthogonal auf x stehen. Geometrisch entspricht das der anschaulichen Tatsache,
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dass die Vektoren “im Punkt z”, die tangential zur Sphére sind genau die (durch den
Punkt z verschobene) Normalebene auf x bilden.

Sei nun g : R — R™ eine beliebige glatte Funktion, x € S"~! ein Punkt und v € R®
ein Vektor, der normal auf = steht. Dann kann man die Kurve ¢ von oben benutzen,
um Dg(x)(v) als (goc)'(0) zu berechnen. Da aber ¢ Werte in S"~! hat, hingt g o ¢ und
damit Dg(z)(v) nur von der Einschrinkung von g auf S"~! ab.

Die Grundaufgabe der Differentialrechnung ist nun, Eigenschaften einer glatten
Funktion f aus Eigenschaften Threr Ableitung D f zu folgern. Das prototypische Resul-
tat in dieser Richtung ist der aus der Analysis bekannte inverse Funktionensatz, der ein
absolutes Schliisselresultat der Analysis darstellt. Um den Satz zu formulieren, fithren
wir etwas Terminologie ein. Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive glatte Funktion f
zwischen offenen Teilmengen, fiir die auch die inverse Funktion f~! glatt ist. Aus der
Kettenregel folgt in diesem Fall sofort, dass fiir jeden Punkt x im Definitionsbereich von
[ die Gleichung D(f~1)(f(x)) = (Df(x))~" gelten muss, also ist in so einem Fall jede
Ableitung von f eine invertierbare lineare Abbildung. Insbesondere folgt daraus, dass
die beiden beteiligten Rdume die gleiche Dimension haben miissen. Der inverse Funk-
tionensatz sagt nun, dass die offensichtlich notwendige Bedingung der Invertierbarkeit
der Ableitung in einem Punkt lokal auch hinreichend ist.

SATZ 1.1. Sei U C R"™ eine offene Teilmenge und f: U — R™ eine glatte Funktion
und x € U ein Punkt. Ist Df(z) : R™ — R"™ invertierbar, dann gibt es eine offene
Teilmenge V- C U mit x € V, sodass f(V) C R"™ offen und fly : V. — f(V) ein
Diffeomorphismus ist.

1.2. Riume von Matrizen. Wie aus der linearen Algebra bekannt, bilden die
Matrizen einer fixen Grofle mit Eintragungen aus einem Korper K eine Vektorraum
iiber K. Die Vektorraumoperationen (Addition und Multiplikation mit einem Skalar
aus K) sind hier einfach komponentenweise definiert. Fiir A = (a;;) und B = (b;;) ist
also A+ B = (¢;;) mit ¢;; = a;; + b;; und fiir r € K ist 7A = (ra;;). Betrachten wir
insbesondere K = R und den Raum M, (R) der n x n—-Matrizen, dann erhalten wir
R™ wobei die Komponenten eines Vektors genau die Eintragungen der entsprechenden
Matrix sind.

Es stellt sich heraus, dass viele Konzepte der linearen Algebra, wenn man sie auf
reelle (oder komplexe) Matrizen anwendet, interessante Beispiele fiir die Konzepte aus
der Analysis liefern. Betrachten wir zum Beispiel die Teilmengen GL(n,R) C M,(R)
(die Notation werden wir spater noch erkléren), die aus allen invertierbaren Matrizen
besteht. Fiir eine invertierbare Matrix A werden wir wie iiblich die inverse Matrix mit
A1 bezeichnen. Das folgende Resultat sollte aus der Analysis bekannt sein, es spielt
eine wichtige Rolle im Beweis des inversen Funktionensatzes.

PROPOSITION 1.2. Die Teilmenge GL(n,R) C R™ = M, (R) ist offen. Auferdem, ist
die Inversionsabbildung v : GL(n,R) — GL(n,R), die definiert ist durch v(A) :== A~}
glatt.

BEwEIS. Wir benutzen die Determinantenfunktion det, sowie die aus der linearen
Algebra bekannte Tatsache, dass eine Matrix A € M, (R) genau dann invertierbar ist,
wenn det(A) # 0 gilt. Fir die Determinante gibt es die Leibniz Formel, die zwar zur
Berechnung der Determinante groflier Matrizen nicht handlich, hier aber sehr niitzlich
ist. Fiir A = (a;;) gilt

det(A) = > s, 580(0)A15(1) * A20(2) " Ano(n)
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wobei die Summe {iber alle Permutationen der Menge {1,...,n} geht und sgn(o) das
tibliche Signum der Permutation ist. Jedenfalls ist det(A) ein Polynom in den Eintra-
gungen von A und damit eine glatte und insbesondere stetige Funktion det : R™ — R.
Wie oben beobachtet ist aber GL(n,R) gerade das Urbild der Teilmenge R\ {0} unter
der stetigen Funktion det und damit ebenfalls offen.

Nach Standardresultaten der Analysis folgt aus der Glattheit von det : R® — R
auch die Glattheit von det : GL(n,R) — R\ {0} und daraus wieder die Glattheit von
A+ det(A)~! als Funktion auf GL(n,R). Nach der Cramer’schen Regel kann man aber
die Eintragungen b;; der Matrix A~! durch b;; = (—1)"% %ﬁf‘;) berechnen. Dabei ist
Aj; die (n—1) x (n —1)-Matrix die entsteht, wenn man in A die j-te Zeile und die i-te
Spalte streicht. Jedenfalls ist (—1)""7 det(A;;) wieder ein Polynom in den Eintragungen
von A und damit héngt b;; glatt von A ab. OJ

Da GL(n,R) eine offene Teilmenge in M,,(R) ist, konnen wir fiir jede glatte Funktion
f : GL(n,R) — R™ (fiir beliebiges m) und eine Matrix A € GL(n,R) die Ableitung
Df(A) als lineare Abbildung M, (R) — R™ betrachten. Damit besteht die Moglichkeit,
solche Ableitungen in Termen von Matrizenoperationen zu schreiben.

Aufbauend auf diese Beobachtung kénnen wir nun die Matrixmultiplikation, die
eigentlich noch einfacher ist, als die Inversion, vom Standpunkt der Analysis aus stu-
dieren. Ungewohnt ist hier wohl hauptséchlich die Betrachtungsweise an die wir uns
aber im Laufe der Vorlesung ohnehin gewohnen miissen. Man kann die Matrixmul-
tiplikation (fiir quadratische Matrizen) als Funktion p : M, (K) x M,(K) — M,(K)
auffassen, die durch (A, B) = AB definiert ist. Wie in der Analysis iiblich kann man
bei einer Abbildung in zwei Variablen (die beide aus vielen Komponenten bestehen)
eines der Argumente festhalten und sie als Funktion im anderen Argument betrachten.
Wendet man das hier an, dann erhélt man die Linksmultiplikation mit A als Funktion
A M, (K) — M, (K) definiert durch As(B) = AB bzw. die Rechtsmultiplikation mit B
als Funktion p? : M, (K) — M, (K), die durch p?(A) = AB definiert ist. Oft bezeichnet
man diese Abbildungen auch als Links— bzw. Rechtstranslationen.

Aus der linearen Algebra ist nun einerseits bekannt, dass das Produkt von zwei inver-
tierbaren Matrizen ebenfalls invertierbar ist (es gilt ja sogar det(AB) = det(A) det(B)).
Damit kann man fiir A,B € GL(n,R) die Abbildungen A4 und p? auf GL(n,R)
einschrinken und erhiilt Funktionen Aa, p? : GL(n,R) — GL(n,R). Fiir die Abbil-
dung p selbst, kann man beobachten, dass GL(n,R) x GL(n,R) C M,(R) x M,(R)
wieder eine offene Teilmenge ist, und das die Einschriankung von pu eine Funktion
w: GL(n,R)x GL(n,R) — GL(n,R) definiert. Andererseits wissen wir, dass die Matri-
zenmultiplikation assoziativ ist, also fiir quadratische Matrizen A, B,C' € M,,(R) immer
A(BC) = (AB)C gilt. In Termen der einseitigen Multiplikationen kann man diese Glei-
chungen als As(Ag(C)) = Aap(C) und als pB¢(A) = p(pP(A)) lesen. Damit gilt aber
immer Ay o A\p = Aap und pP¢ = p® o p? (was auch erklirt, warum wir die Matrix
einmal unten und einmal oben schreiben).

SATZ 1.2. (1) Die Matrizmultiplikation ist eine glatte Abbildung
p: GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R).

Fiir jede Matriz A € GL(n,R) sind die Linkstranslation und die Rechtstranslation
A, p4 i GL(n,R) — GL(n,R) sogar Diffeomorphismen.
(2) Fiir die Ableitungen gilt DA4(B)(X) = AX, Dp(B)(X) = XA und

Du(A,B)(X,Y) = AY + XB
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fiir A,B € GL(n,R) und X,Y € M,(R).

(3) Die Ableitung der Inversionsabbildung v : GL(n,R) — GL(n,R) ist gegeben
durch Dv(A)(X) = —A7YX A~ Insbesondere gilt fiir die Einheitsmatriz T die Glei-
chung Dv(I) = —id : M,(R) — M,(R).

Beweis. (1) Sind A = (a;;) und B = (b;;) dann ist aus der linearen Algebra bekannt,
dass fiir AB = (¢;;) die Gleichung ¢;; = > ;_; a;xby; gilt. Damit folgt wieder, dass die
Eintragungen von p(A, B) Polynome in den Eintragungen von A und B sind, also ist
w glatt als Funktion M, (R) x M,(R) — M,(R). Damit folgt auch die Glattheit der
Einschrinkung von g, und damit direkt die Glattheit von A4 und p# sowohl auf M, (IR)
als auch auf GL(n,R). Ist T die n x n—Einheitsmatrix, dann gilt natiirlich A\; = id = p
auf M, (R) und damit auch auf GL(n,R). Fiir A € GL(n,R) ist auch A~' € GL(n,R)
und AA™! = A'A = I. Damit folgt aus den Uberlegungen von oben sofort Ay o Ay—1 =
Aaa-1 = A = id und analog fiir A4-1 o A4. Damit ist die glatte Funktion A4-1 invers zu
A4, also A4 ein Diffeomorphismus. Das Argument fiir p# ist ganz analog.

(2) Wir bemerken zunéchst, dass wir nur auf offenen Teilmengen arbeiten und daher
Richtungsableitungen benutzen kénnen. Aus der Formel fiir die Matrixmultiplikation
von oben folgt aber sofort, dass die Matrixmultiplikation bilinear ist, also (A;+7rAs)B =
A1B 4+ rAsB und A(B; + rBs) = AB; + rABs erfiillt. Damit erhalten wir aber sofort
Aa(B+tX) = AB+tAX und differenzieren bei t = 0 liefert DA 4(B)(X) = AX. Analog
folgt DpA(B)(X) = X A. Fiir die Abbildung i beobachten wir, dass

(A,B) +t(X,Y) = (A+tX,B+1Y)

gilt und wendet man darauf y an, dann erhilt man AB + t(AY + X B) + t?XY . Diffe-
renzieren bei t = 0 liefert dann Du(A, B)(X,Y) = AY + X B.

(3) Hier kénnen wir auf raffinierte Weise die Kettenregel benutzen. Betrachten wir
die Funktion ¢ : GL(n,R) — GL(n,R) x GL(n,R), die durch ¢(A) := (A, A~!) gegeben
ist. Thre Ableitung ist natiirlich durch Dp(A)(X) = (X, Dv(A)(X)) gegeben. Nun ist
aber nach Definition p o ¢ die konstante Abbildung I, also gilt 0 = D(uo ¢)(A)(X) fiir
alle A € GL(n,R) und X € M, (R). Nach der Kettenregel erhalten wir

0 = Dp(p(A))(D(A) (X)) = Du(A, A™)(X, Dv(A)(X)) = A(Dr(A)(X)) + XA,

wobei wir im letzten Schritt Teil (2) verwendet haben. Also gilt A(Dvr(A)(X)) =
— XA~ und die Behauptung folgt sofort. O

1.3. Gruppen von invertierbaren Matrizen. Fiir jeden Korper K ist die Mul-
tiplikation auf GL(n, K) assoziativ und besitzt ein neutrales Element I. Fiir jede Matrix
A € GL(n,K) ist die inverse Matrix A~! ein multiplikativ inverses Element. Damit
macht die Matrixmultiplikation GL(n, K) zu einer Gruppe (“general linear group”) und
man kann Untergruppen davon betrachten. So eine Untergruppe ist eine Teilmenge
G C GL(n,K), sodass T € G gilt, fiir A € G auch A™! € G liegt und fiir zwei Elemente
A, B € G auch das Produkt AB in G liegt. Unter diesen Voraussetzungen kann man
die Multiplikation zu einer Abbildung G x G — G einschréanken, die G zu einer Gruppe
macht.

Die lineare Algebra liefert Beispiele fiir solche Untergruppen, die automatisch ei-
ne schone Interpretation als Symmetriegruppen besitzen. Zum Beispiel konnen wir fiir
einen beliebigen Korper K die Teilmenge SL(n,K) = {A : det(A) = 1} € GL(n,K)
betrachten. Die Tatsache, dass dies eine Untergruppe ist, folgt direkt aus det(AB) =
det(A) det(B) und det(I) = 1. In den Fillen K = R und K = C die uns hier primér inter-
essieren, liefert die Multiplikativitdt der Determinante weitere Untergruppen, die zwi-
schen SL(n,K) und GL(n,K) liegen. Fiir K = R kann man GL*(n,R) = {A : det(A) >
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0} betrachten, fiir K = C die Teilmenge {A : |det(A)| = 1}. Fiir K = R erhalten wir eine
Interpretation als Symmetriegruppe. Man kann eine Matrix A € M, (R) als Kollektion
(ay,...,a,) ihrer Spaltenvektoren a; € R™ interpretieren. Dann gilt det(A) # 0 genau
dann, wenn die a; eine Basis von R" bilden. Da dann (fiir K = R!) entweder det(A) > 0
oder det(A) < 0 gelten muss, erhdlt man zwei Klassen von geordneten Basen, die man
als “positiv orientiert” bzw. "negativ orientiert” bezeichnet. Aus den Definitionen folgt
nun sofort, dass eine invertierbare Matrix A genau dann in GL™(n,R) liegt, wenn fiir
jede positiv orientierte geordnete Basis (vy,...,v,) auch die Basis (Avy, ..., Av,) posi-
tiv orientiert ist. Aus dieser Beschreibung ist offensichtlich, dass dies eine Untergruppe
definiert.

Fiir K = R kann man weiters | det(A)| als das Volumen des von den Spaltenvektoren
von A aufgespannten Parallelepipeds interpretieren. Daraus sieht man leicht, dass eine
invertierbare Matrix A genau dann in SL(n,R) liegt, wenn fiir jede positiv orientierte
geordnete Basis (vq,...,v,) die Basis (Avy,. .., Av,) ebenfalls positiv orientiert ist und
das gleiche Volumen wie (vy, ..., v,) aufspannt. Man kann also SL(n,R) als jene Matri-
zen interpretieren die orientierungserhaltend und volumserhaltend auf R™ wirken, und
daraus ist wieder klar, dass es sich um eine Untergruppe handelt.

Schlielich liefern innere Produkte Beispiele fiir Untergruppen von GL(n,K) fiir
K =R und C. Fiir K = R kann man die Bedingung (Av, Aw) = (v, w) fiir das standard
innere Produkt und alle Vektoren v, w € R" dquivalent als A® = A~! formulieren. Die
entsprechenden Matrizen heiflen orthogonale Matrizen und die Menge aller dieser Matri-
zen wird mit O(n) bezeichnet. Dann ist natiirlich I € O(n) und aus beiden Sichtweisen
folgt leicht, dass mit A, B € O(n) auch A~' € O(n) und AB € O(n) gilt. Analog funk-
tioniert das mit dem iiblichen Hermite’schen inneren Produkt auf C”, man erhélt dann
die Untergruppe U(n) = {A € M,,(C) : A* = A~'}. Hier bezeichnet A* die adjungierte
Matrix zu A, also A* = (A)?.

Einer der Kernpunkte dieser Vorlesung ist, dass eine grofie Klasse von Untergruppen
von GL(n,R) automatisch besonders schone Teilmengen von M, (R) sind, ndmlich so-
genannte Teilmannigfaltigkeiten, auf die man die Differentialrechnung verallgemeinern
kann. Das kénnen wir in unseren Beispielen schon ansatzweise sehen. Ein sehr einfaches
Beispiel einer Teilmannigfaltigkeit ist die Einheitssphire S*~' € R¥, die schon in Bei-
spiel vorgekommen ist und der einfachste Fall davon ist der Einheitskreis S' C R2.
Tatséchlich kann man leicht sehen, dass zwei unserer Untergruppen wie der Einheitskreis
aussehen. Einerseits konnen wir U(1) = {z € C : 2z = 1} betrachten. Fiir 2 € C = R?
ist 2z = |2]?, also ist U(1) der Einheitskreis in C.

Eine etwas komplizierte Realisierung des Einheitskreises liefert die Untergruppe
SO(2) :={A € O(2) : det(A) = 1} € GL(2,R). Fiir eine Matrix A € SO(2) miissen
die Spaltenvektoren (ai, as) eine positiv orientierte Orthonormalbasis bilden. Insbeson-
dere ist a; € R? ein Einheitsvektor, also ein Punkt am Einheitskreis. Ist a; = (z) mit

22 +y? = 1, dann muss wegen as L a; und |as| = 1 automatisch a, = +(7¥) gelten. Aus
det(A) = 1 folgt dann ay = (7) also ist die Matrix A durch a; eindeutig bestimmt,

also sieht auch SO(2) wie der Einheitskreis S aus (der allerdings diesmal als Teilmenge
von R* realisiert ist).

1.4. Das Matrizenexponential. Man kann eine quadratische Matrix A € M, (K)
mit sich selbst multiplizieren und erhélt damit A? € M,,(K) und induktiv die Potenzen
A* € M, (K) fiir k € N. Nachdem es auch kein Problem ist, Linearkombinationen von
Matrizen gleicher Grofle zu bilden, kann man Matrizen in Polynome einsetzen. Fiir ein
Polynom p(t) = ngv:o cith definiert man einfach p(A) := fozo cpA*. Das ist eines



1. EINLEITUNG - ANALYSIS UND MATRIZEN 7

der zentralen technischen Hilfsmittel in einigen fortgeschrittenen Teilen der linearen
Algebra. Betrachtet man im Fall von K = R oder C Polynome als Funktionen K — K,
dann kann man von diesen auf konvergente Potenzreihen {ibergehen, was einige der
wichtigsten Funktionen der Analysis liefert. Es stellt sich heraus, das man auch in
konvergente Potenzreihen Matrizen einsetzen kann, was fiir unsere Zwecke sehr niitzlich
sein wird. Wir begniigen uns damit, das fiir die Exponentialfunktion zu besprechen, das
ist der einzige Fall, den wir benttigen werden.

Um iiber Konvergenz von Potenzreihen sprechen zu kénnen, miissen wir die To-
pologie auf M, (R) = R"” benutzen. Die Resultate aus der Analysis lassen sich am
einfachsten benutzen, wenn man die Topologie iiber eine Norm beschreibt. Anderer-
seits wollen wir ja die Matrizenmultiplikation benutzen, also sollte die Norm auch mit
der Matrizenmultiplikation vertréglich sein. Die eleganteste Losung fiir dieses Problem
ist ein Resultat aus der Topologie zu benutzen, das besagt, dass jede Norm auf einem
endlichdimensionalen reellen Vektorraum die iibliche Topologie liefert. Damit kann man
als Norm die sogenannte Operatornorm verwenden, die nach Definition mit der Kom-
position von Operatoren (und daher mit der Matrixmultiplikation) vertraglich ist. Als
Alternative zeigen wir direkt, dass auch die iibliche (euklidische) Norm auf M, (K) fiir
K = R oder C mit der Matrixmultiplikation vertraglich ist. Wir betrachten also fiir eine

Matrix A = (ai;) € M,(K) die Norm [[Al| := />~ - |ai;|?.

LEMMA 1.4. Fir K =R oder C seien A, B € M, (K) Matrizen und sei AB € M, (K)
ihr Produkt. Dann ist ||AB| < || A||||B|| und somit ||A*|| < ||A||* fiir alle k € N.

BEWEIS. Fiir i« = 1,...,n sei a; der ite Zeilenvektor von A und b° der ite Spal-
tenvektor von B, die wir beide als Elemente von K" betrachten. Dann gilt fiir das
standard innere Produkt ( , ) auf K" die Gleichung (a;,a;) = Y77, |ay|?, also ist
[AI1? = 70 (ai, a;). Ganz analog folgt auch ||B|[* = 377, (/, ). Schreiben wir das
Produkt AB als (¢;;), dann ist nach Definition ¢;; = (a;, V).

Damit gilt |c;;|* < (a;, a;)(t?,b7) nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Summiert
man das iiber alle 7, j auf, dann erhiilt man sofort ||AB|* < ||A||?||B|?. Damit folgt die
erste Behauptung sofort und die zweite durch Induktion. O

Damit konnen wir grundlegende Eigenschaften des Matrizenexponentials leicht be-
weisen:

PROPOSITION 1.4. Sei X € M, (K) eine beliebige Matriz mit K = R oder C.

(1) Die Summe - £ X" ist in M,(K) absolut konvergent und definiert daher ein
Element exp(X) = eX € M, (K).

(2) Die Matriz eX ist immer invertierbar, genauer gilt det(eX) = e™X)  wobei tr(X)
die Spur von X bezeichnet.

(3) Ist A € GL(n,K), dann gilt exp(AX A1) = Aexp(X)A~L.

(4) Sind X,Y € M, (K), sodass XY =Y X gilt, dann ist XY = eXe¥.

Bewgrs. (1) Fiir jedes N € N ist natiirlich Zy := Yp 5 X* ein wohldefiniertes

Element von M, (K). Fiir M > N gilt Zy; — Zy = > jty, 1 X" und damit

123 = Znll < il X < il XN
Die rechte Seite ist aber gerade die Differenz der entsprechenden Partialsumme der
Potenzreihe fiir e/XIl. Aus der Analysis ist bekannt, dass diese Potenzreihe konvergiert,
also ist (Zn)nen eine Cauchy Folge in M, (R) = R™”. Damit existieren die Limiten
limpy 00 Zn und limy o, Z]k;vzo S X|[*, was die absolute Konvergenz der Reihe beweist.
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(3) Es gilt (AXA)(AXA™!) = AX?A~! und induktiv folgt sofort (AXA~1)*F =
AXFA-! fiir alle & € N. Da die Abbildung X + AXA™! linear ist, erhalten wir
S EAXATY = AN ZX*)A fiir alle N € N. Bildet man auf beiden Sei-
ten den Limes fiir N — oo, dann folgt die Behauptung.

(2) Wir kénnen eine Matrix X € M, (R) auch als Element von M, (C) betrachten.
Da dies mit Matrixprodukten und Summen vertréglich ist, erhalten wir in beiden Sicht-
weise das gleiche Element e® nur einmal als reelle und einmal als komplexe Matrix
betrachtet. Also diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit {iber C arbeiten und
in diesem Fall ist aus der linearen Algebra bekannt, dass es eine Matrix A € GL(n,C)
gibt, sodass Y := AXA™! eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann ist aber auch Y* ei-
ne obere Dreiecksmatrix und wenn man die Eintragungen von Y auf der Hauptdia-
gonale mit A, ..., \, bezeichnet, dann sind die entsprechenden Eintragungen von Y*
gerade (A\1)*, ..., (\,)*. Damit sehen wir, dass Z]kvzo LY* eine obere Dreiecksmatrix
ist und kennen ihre Eintragungen auf der Hauptdiagonale. Daraus folgt aber sofort,
dass e¥ ein obere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonaleintragungen e, ..., e* ist. Da-
mit ist det(e¥) = eMt T = () ynd aus der linearen Algebra ist bekannt, dass
tr(Y) = tr(X) gilt. Nach (3) ist aber e¥ = Ae® A7, also gilt auch det(e¥) = det(e”).

(4) Die wesentliche Beobachtung hier ist, dass der aus der Analysis bekannte Be-
weis fiir die reelle Exponentialfunktion als wesentlichen Input nur den binomischen
Lehrsatz benétigt, der fiir kommutierende Matrizen natiirlich gilt. Wegen der absolu-
ten Konvergenz kann man eXe¥ als ZZ}:O ﬁX *Y* berechnen und die Reihenfolge
der Summation spielt keine Rolle. Damit kann man die Summe aber insbesondere als

>0 > o ksten maX Y berechnen und wegen XY = Y X ist die innere Summe gleich
%(X +Y)", also folgt eXe¥ = XHY, "

Damit kénnen wir das Matrizenexponential als Funktion exp : M,,(K) — GL(n,K)
betrachten und deren Eigenschaften studieren:

SAatz 1.4. Fir K =R oder C ist die Funktion exp : M,(K) — GL(n,K), exp(X) =
eX beliebig oft differenzierbar (und sogar reell analytisch) und erfiillt exp(0) = 1. Die
Ableitung D(exp)(0) : M, (K) — M, (K) ist die Identititsabbildung, also gibt es offene
Umgebungen U von 0 in M,(K) und V von I in GL(n,K), sodass exp : U — V ein
Diffeomorphismus ist. Fiir jede Matriz A € GL(n,K) definieren X — AeX und X
eX A Diffeomorphismen von U auf offene Umgebungen von A in GL(n,K).

BEWEIS. Wie im Beweis von Proposition [I.4] betrachten wir fiir N € N die Funktion
fv : M, (K) — M, (K), die definiert ist durch fx(X) = Z]kvzo L X* Fiir jedes N ist das
eine glatte Funktion (sogar ein Polynom) und wir haben schon gesehen, dass

(+) 1£ae(X) = Fu (O < Sl I X1
gilt. Ist nun K C M, (K) eine kompakte Teilmenge, dann ist K nach dem Satz von
Heine-Borel beschréankt und abgeschlossen, also || X|| < C fiir eine konstante C. Die
Konvergenz der Reihe fiir ¢ und die Monotonie der Partialsummen zeigt dann aber,
dass fiir hinreichend grofies M und N die rechte Seite von (x) fiir alle X € K kleiner als
eine beliebige vorgegebene Zahl ¢ ist. Das bedeutet aber gerade, dass die Exponentialrei-
he auf K gleichméfig konvergiert und damit folgt die Glattheit der Exponentialfunktion
aus bekannten Resultaten der Analysis. Aus Proposition wissen wir schon, dass exp
Werte in GL(n,R) hat.

Fiir die Nullmatrix gilt offensichtlich exp(0) = I und fir X € M, (K) kénnen wir
D exp(0)(X) als die Richtungsableitung < |,_o exp(tX) berechnen. Aber nach Definition
ist exp(tX) = > 1o, %th ¥ und das ist eine Potenzreihe auf R die absolut und auf
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jedem kompakten Intervall gleichméBig konvergiert. Damit ist die Ableitung in 0 aber
einfach der Limes der Ableitungen von Z/ivzo 5t X*¥in ¢ = 0, die aber offensichtlich alle
gleich X sind. Damit erhalten wir Dexp(0)(X) = X, also ist Dexp(0) = ida, ) und
damit ein linearer Isomorphismus.

Nach dem inversen Funktionensatz (Satz gibt es offene Umgebungen U von 0 und
V von exp(0) = [, sodass sich exp zu einem Diffeomorphismus von U nach V' einschrinkt.
SchlieBlich wissen wir fiir eine invertierbare Matrix A € GL(n,K) aus Satz[L.2] dass die
Linksmultiplikation A4 und die Rechtsmultiplikation p#* mit A Diffeomorphismen sind,
die A 4(I) = A = pA(I) erfiillen. Damit sind aber A\4(V) und p?(V') offene Umgebungen
von A und offensichtlich sind Ag oexp : U — Aa(V) und p?oexp : U — pA(V)
Diffeomorphismen. O

BEMERKUNG 1.4. Es ist nicht schwierig, eine lokale glatte Inverse zur Exponen-
tialfunktion explizit anzugeben. Man kann dazu die aus der Analysis bekannte Po-
tenzreihendarstellung des Logarithmus benutzen. Fiir z € C mit |z| < 1 gilt ndmlich

1 _ oo (=1)kt1zk N . .

og(l+2)=> —— Nun kann man fiir eine Matrix X € M, (K) mit || X|| <1
den Logarithmus von I + X als log(I + X) := Zzozl(—l)k“%k definieren. Dabei stellt
man analog zur Exponentialreihe fest, dass diese Reihe absolut und auf jeder kompak-
ten Teilmenge des Einheitsballs in M, (K) gleichmé&fig konvergiert und somit eine glatte
Funktion definiert. Mit etwas Wissen iiber Potenzreihen kann man dann aus der Tat-
sache, dass logoexp = expolog = id auf K gilt, dass exp und log auch fiir Matrizen

invers zueinander sind, siche Abschnitt 6.2 von [Kiihnel].

1.5. Exponentialkurven und Differentialgleichungen. Im Beweis von Satz[1.4]
haben wir fir K = R oder C und X € M, (K) bereits die glatte Kurve cx : R —
GL(n,K) benutzt, die durch cx(t) := exp(tX) gegeben ist. Insbesondere haben wir
gesehen, dass die Ableitung dieser Kurve in ¢ = 0 durch ¢ (0) = X gegeben ist. Nun
haben diese Fxponentialkurven gruppentheoretisch schone Eigenschaften: Natiirlich ist
(t+s)X = tX+sX und die Matrizen ¢t X und sX kommutieren miteinander. Damit folgt
aber nach Teil (4) von Proposition [1.4] dass cx (t+5) = e!XT5X = et XesX = ¢y (1) - cx(s)
gilt. Das bedeutet aber gerade, dass cx ein Homomorphismus von der Gruppe (R, +)
in die Gruppe GL(n,K) ist, der zusitzlich glatt ist. Man nennt so eine Kurve eine
FEinparameter—Untergruppe von G L(n, K).

Diese Eigenschaft der Exponentialkurven ist eng verwandt mit einer weiteren wichti-
gen Eigenschaft, die sie mit der reellen Exponentialfunktion gemeinsam haben, ndmlich
Losungen fiir grundlegende Differentialgleichungen zu liefern. Betrachtet man auf R die
Differentialgleichung f'(t) = af(t) fiir a # 0, dann ist die allgemeine Losung durch
f(t) = Ce™ gegeben, wobei C' € R eine Konstante ist, die durch die Anfangsbedingung
C = f(0) festgelegt werden kann. (Um diese Losung zu finden, bemerkt man, dass man

lokal um ¢ € R mit f(¢) # 0 die Gleichung als % = a schreiben kann. Der Ansatz
u(t) = log(f(t)) liefert dann u'(t) = % = a was als allgemeine Losung natiirlich
u(t) = up + at hat. Damit erhilt man f(t) = e*® = e"e® wie behauptet.)

Die natiirliche Verallgemeinerung der Gleichung f'(t) = af(t) sind lineare Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Man gibt sich eine fixe n x n—Matrix
X € M, (K) vor und sucht eine Kurve ¢ : R — K", sodass (t) = Xc(t) fir alle t € R
(oder fiir t nahe bei 0 € R) gilt. Zusétzlich gibt man sich noch einen Anfangswert
c(0) = vy € K" vor. Aus der Analysis ist bekannt, dass die Losung so einer Differential-
gleichung eindeutig bestimmt ist, soferne sie existiert. (Fiir den Beweis der Existenz und

Eindeutigkeit mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes ist nur eine lokale Lipschitz
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Bedingung notig, die fiir Gleichungen mit stetig differenzierbaren Koeffizienten immer
erfiillt ist.)

PROPOSITION 1.5. Sei X € M, (K) eine n x n-Matriz mit K =R oder C.

(1) Fir vy € K" ist die eindeutige Losung der Differentialgleichung ¢ (t) = Xe(t)
fiir eine Kurve ¢ : R — K™ mit Anfangsbedingung c(0) = vy durch c(t) = X vy gegeben.

(2) Die eindeutige Losung der Differentialgleichung Y'(t) = XY (t) fir eine Kurve
Y : R — M, (K) mit Anfangsbedingung Y (0) = A ist durch Y (t) = e!* A gegeben.

(3) Die eindeutige Losung der Differentialgleichung Z'(t) = Z(t)X fir eine Kurve
Z : R — M,(K) mit Anfangsbedingung Z(0) = A ist durch Z(t) = Ae'* gegeben.

BEWEIS. (2) und (3): Aus dem Beweis von Satz [I.4] wissen wir schon, dass B(t) :=
e™X eine glatte Kurve in M, (K) ist, die auflerdem B’(0) = X erfiillt. Auflerdem wissen
wir von oben, dass B(ty +t) = B(to)B(t) = B(t)B(to) gilt, was man als B(ty +t) =
AB(o)(B(t)) = pBU)(B(t)). Differenziert man diese Gleichung bei ¢ = 0, dann erhilt
B'(ty) = DApy)(B(0))(B'(0)) = DpBt)(B(0))(B'(0)). Nach Satz ist das gleich
B(tp)X beziehungsweise X B(t(). Das sagt aber genau, dass B(t) sowohl die Differenti-
algleichung B’'(t) = X B(t) aus (2) als auch die Differentialgleichung B’(t) = B(t)X aus
(3) mit Anfangsbedingung B(0) = I erfiillt.

Fir A € M, (K) ist aber dann die Ableitung der Kurve Z(t) = AB(t) = Aa(B(t))
durch Z'(t) = DAa(B(t))(B'(t)) = AB'(t) = AB(t)X = Z(t)X. Analog folgt fiir Y (t) =
B(t)A aus B'(t) = X B(t) die Gleichung Y’(t) = XY (¢). Da natiirlich Z(0) = A = Y (0)
gilt, sind damit (2) und (3) bewiesen.

(1) Fiir B(t) = ¥ ist nach Definition c(t) = B(t)vy also gilt insbesondere ¢(0) = .
Andererseits ist offensichtlich ¢/(t) = B'(t)vg = X B(t)vg = Xc¢(t) und die Behauptung
folgt. O

BEMERKUNG 1.5. (1) Man sieht aus dem Beweis, dass die Charakterisierung der
Exponentialkurven als Losungen einer Differentialgleichung eng mit der Tatsache zu-
sammenhéngt, dass sie Einparameter—Untergruppen sind.

(2) Gemeinsam mit Proposition liefert Proposition explizite Formeln fiir
die Losungen einer beliebigen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-
ten. Fiir eine beliebige Matrix X € M,,(C) kénnen wir eine invertierbare Matrix A so
withlen, dass Y := AXA~! Jordan’sche Normalform hat. Das liefert eine Darstellung
Y = Yp + Yy, wobei Yp eine Diagonalmatrix und Yy eine strikte obere Dreiecksma-
trix ist, was insbesondere YpYy = YnYp impliziert. Nach Teil (4) von Proposition
folgt e = ePe!™™ und nach Teil (3) dieser Proposition gilt e = A~1e®Y A. Hat Yp
die Eintragungen A, ..., \, auf der Hauptdiagonale, dann ist e*? natiirlich die Dia-
gonalmatrix mit Eintragungen e ... e auf der Hauptdiagonale. Andererseits ist
(Yy)"*! = 0, und damit ist ¥ durch eine endliche Summe gegeben, die man leicht
berechnen kann.



KAPITEL 2

Matrixgruppen und ihre Lie Algebren

Matrixgruppen sind als spezielle Untergruppen der Gruppen G L(n, R) definiert. Das
wichtigste Prinzip in der Theorie dieser Gruppen ist, dass man einer solchen Untergrup-
pe G C GL(n,R) einen linearen Teilraum g C M,,(R) zuordnen kann. Dieser Teilraum
erhélt zusétzlich eine bilineare Operation, die ihn zu einer sogenannten Lie Algebra
macht. Es stellt sich heraus, das diese relativ einfache algebraische Struktur unerwartet
viel Information {iber die zugehotrige Gruppe G enthélt und die Verbindung zwischen G
und g ist der Kern der ganzen Theorie.

2.1. Definition von Matrixgruppen. Die Mischung aus Algebra und Analysis,
die die Theorie der Matrixgruppen préagt, kommt schon in der Definition von Matrix-
gruppen zum Ausdruck, die eine algebraische und eine topologische Bedingung enthélt.
Um den topologischen Teil zu formulieren, erinnern wir uns an die wichtigsten Begrif-
fe aus diesem Bereich: Da M, (R) einfach ein endlichdimensionaler R—Vektorraum ist,
konnen wir die iiblichen topologischen Begriffe verwenden. Eine Teilmenge U C M,,(R)
heiflt offen, wenn es zu jedem A € U ein Zahl ¢ > 0 gibt, sodass fiir jede Matrix
B € M,(R) mit |B — A|| < ¢ auch B € U gilt. Andererseits nennt man eine Teilmenge
F C M,(R) abgeschlossen, wenn das Komplement M, (R) \ F' offen ist.

Eine Teilmenge eines topologischen Raumes erbt von diesem eine Topologie, die
sogenannte Spurtopologie oder Teilraumtopologie. Spezialisiert auf eine Teilmenge C' C
M, (R), sieht das so aus, dass man eine Teilmenge U C C' offen in C nennt, wenn
es eine offene Teilmenge U C M,(R) gibt, sodass U = C'N U gilt. Das kann analog
wie oben charakterisiert werden. Ist C' selbst offen in M, (R), dann ist U = C N U als
Durchschnitt von offenen Teilmengen ebenfalls offen in M, (R). Analog wie zuvor nennt
man eine Teilmenge F' C C abgeschlossen in C, wenn ihr Komplement C'\ F offen in
C ist. Wie aus den Vorlesungen iiber Analysis und Topologie bekannt ist, gibt es dafiir
dquivalente Charakterisierungen:

LEMMA 2.1. Seien F C C' C M,(R) Teilmengen. Dann sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent: (1) F ist abgeschlossen in C.

(2) Es gibt eine abgeschlossene Teilmenge FcC M,(R), sodass F'=CN F gilt.

(3) Fir jede Folge (Ap)nen von Elementen von F, die (in M,(R)) gegen ein Element
A € C konvergiert, gilt A € F.

Bedingung (2) zeigt sofort, dass fiir eine abgeschlossene Teilmenge C' C M,,(R) eine
Teilmenge F' C C' genau dann abgeschlossen in C' ist, wenn sie abgeschlossen in M, (R)
ist. Ein zentrales Resultat der Topologie ist, dass Urbilder von offenen bzw. abgeschlos-
senen Mengen unter stetigen Funktionen selbst offen bzw. abgeschlossen sind.

DEFINITION 2.1. Eine Matrizgruppe ist eine Teilmenge G C GL(n,R), die abge-
schlossen in GL(n,R) ist und auBerdem eine Untergruppe bildet, also I enthélt und
erfiillt, dass fiir A, B € G auch AB und A~! in G liegen.

11
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BeispiEL 2.1. Wir kénnen nun einfach zeigen, dass einige der Beispiele von Un-
tergruppen, die wir in Abschnitt kennen gelernt haben, tatséchlich Matrixgruppen
sind.

(1) Im Beweis von Proposition [L.2|haben wir gezeigt, dass die Determinantenfunktion
det : M,(R) — R stetig ist. Da {1} C R abgeschlossen ist, ist das Urbild SL(n,R) =
det™'({1}) eine abgeschlossene Teilmenge von M, (R). Da aber SL(n,R) C GL(n,R)
gilt, ist diese Teilmenge auch in GL(n,R) abgeschlossen und damit ist SL(n,R) eine
Matrixgruppe.

(2) Analog ist die Funktion f : M,(R) — M,(R), die durch f(A) := AA" gegeben
ist, nach Satz stetig und es gilt A € O(n) genau dann, wenn f(A) = I gilt. Damit
ist O(n) = f~1({I}) ebenfalls abgeschlossen in M,(R) und in GL(n,R). In diesem Fall
gilt aber noch mehr: Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine Matrix A genau
dann orthogonal ist, wenn ihre Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis von R™ bilden.
Daraus folgt aber sofort, dass fir A = (a;;) € O(n) immer |a;;| < 1 fiir alle ¢ und j
gilt. Damit hat aber A als Element von R™ sicher Norm kleiner als n2. Somit ist die
Teilmenge O(n) C M, (R) nicht nur abgeschlossen, sondern auch beschrinkt, also ist
nach dem Satz von Heine-Borel O(n) eine kompakte Teilmenge von M, (R).

(3) Etwas komplizierter ist die Situation mit GL*(n,R) = {A : det(A) > 0}. Ei-
nerseits ist natiirlich (0,00) C R offen, also ist GL*(n,R) eine offene Teilmenge von
M,(R) und von GL(n,R). Andererseits ist aber [0,00) C R abgeschlossen, also ist
{A : det(A) > 0} eine abgeschlossene Teilmenge von M, (R), deren Durchschnitt mit
GL(n,R) genau GLT(n,R) ist. Das bedeutet aber genau, dass GL™(n,R) als Teilmenge
von GL(n,R) sowohl offen, als auch abgeschlossen ist. Damit ist also auch GL*(n,R)
eine Matrixgruppe.

Ganz analog ist die Teilmenge {A : det(A) < 0} C GL(n,R) sowohl offen als
auch abgeschlossen. Diese beiden Teilmengen liefern eine Disjunktion von GL(n,R),
was zeigt, dass GL(n, R) nicht zusammenhéngend ist, siehe [2.9]

(4) Ahnliches passiert im Fall von O(n). Fiir eine Matrix A gilt det(A) = det(A?),
also folgt aus A € O(n) sofort, dass det(A)? = 1, also det(A) = +1 gilt. Nun definiert
man SO(n) := {A € O(n) : det(A) = 1}, also gilt SO(n) = O(n) N GL*(n,R) und
SO(n) = O(n) N SL(n,R). Damit ist SO(n) eine Matrixgruppe, die als Teilmenge von
O(n) sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Damit ist einerseits auch SO(n) kompakt,
andererseits ist auch O(n) nicht zusammenhéngend sondern “zerfillt in zwei Teile”.

Die Verifikation der Abgeschlossenheit mit Hilfe stetiger Funktionen, die wir im Bei-
spiel von O(n) verwendet haben, ist zwar sehr handlich, es ist aber nicht so offensichtlich,
wie man sie verallgemeinern kann. Mit einem etwas alternativen Argument auf Basis
von Lemma erhélt man aber sofort ein sehr allgemeines Resultat.

PROPOSITION 2.1. Sei [ eine beliebige Bilinearform auf R"™, also eine bilineare
Abbildung B : R™ x R — R. Dann ist

Op) :={A e GL(n,R) : Yo,w € R" : B(Av, Aw) = B(v,w)}
eine Matrizgruppe.

BEWEIS. Zunéchst folgen die Untergruppeneigenschaften leicht aus der Definiti-
on. Natiirlich ist I € O(8) und fir A, B € O(B) ist 5(ABv, ABw) = p(Bv,Bw) =
B(v,w), wobei wir erst A € O(f8) und dann B € O(f) benutzt haben. Schlieflich ist
B(A v, A7 w) = B(AA v, AAw) = B(v,w), also A7 € O(B).

Zur Verifikation der Abgeschlossenheit von O(f) bemerken wir, dass die Funkti-
on f: R" x R" — R stetig ist. Ist v = (v;) und w = (w;), dann gilt ja B(v,w) =
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> i v;w;B(e;, e;), also ist das wieder ein Polynom und damit eine glatte Abbildung.
Sei nun (A, )nen eine Folge in O(/3), die gegen eine invertierbare Matrix A € GL(n,R)
konvergiert. Dann folgt aus A = lim,, A,, natiirlich Av = lim,, A,,v und Aw = lim,, A, w.
Also konvergiert die Folge (A,v, A,w) in R" x R"™ gegen (Av, Aw) und wegen der Stetig-
keit von f kann man f(Av, Av) € R als Limes der Folge (8(A,v, A,w))nen berechnen.
Aber die letztere Folge ist konstant gleich (v, w), also ist A € O(f) und das Resultat
folgt aus Lemma [2.1] O

2.2. Die Lie Algebra einer Matrixgruppe. Der erste Schritt zur Analyse einer
Matrixgruppe G C GL(n,R) aus Sicht der Analysis ist, eine “lineare Approximation”
an G im Punkt I € G zu finden. Die Idee dazu haben wir schon in Beispiel fiir die
Sphére kennen gelernt. Fiir die Definition und den ersten Schritt spielt die Tatsache,
dass G abgeschlossen in GL(n,R) ist, noch keine Rolle, sie wird aber schnell wichtig
werden.

DEFINITION 2.2. Fiir eine Matrixgruppe G C GL(n,R) betrachten wir glatte Kur-
ven ¢ : I — M,(R), die auf einem offenen Intervall I C R definiert sind, das 0 enthilt,
und die ¢(0) = I und ¢(t) € G fiir alle t € [ erfiillen. Fiir jede solche Kurve ist die
Ableitung ¢(0) ein Element von M, (R) und wir definieren g C M, (R) als die Menge
aller dieser Ableitungen.

Eine analoge Definition macht natiirlich fiir beliebige Teilmengen in R™ Sinn. In
unserem Fall kénnen wir aber mit Hilfe der Resultate aus Kapitel [I| beweisen, dass wir
einen Teilraum von M, (R) erhalten, was fiir allgemeine Teilmengen nicht gilt.

PROPOSITION 2.2. Fiir eine Untergruppe G C GL(n,R) ist die in Definition
definierte Teilmenge g C M, (R) ein linearer Teilraum.

BewEIs. Natiirlich erfiillt die konstante Kurve ¢(¢) = I die Bedingungen aus Defi-
nition also gilt 0 € g. Sei nun X € g ein Element und ¢ : I — M, (R) eine glatte
Kurve wie in Definition und sei A € R mit A > 0. Ist I = (—a,b), dann betrach-
ten wir die Kurve ¢ : (—=%,2) — M,(R), die durch &(t) := c(\t) definiert ist. Dann
erfiillt ¢ die Bedingungen aus Definition und natiirlich ist &(0) = A - ¢(0), also gilt
A - X € g. Anderseits konnen wir auch die Kurve ¢ : (=b,a) — M, (R) betrachten, die
durch é(t) = ¢(—t) gegeben ist und ¢ (0) = —c(0) erfiillt. Somit liegt A- X fiir alle A € R
wiederum in g.

Nehmen wir schliellich an, dass wir Elemente X, X5 € g gegeben haben. Dann
finden wir fir ¢ = 1,2 Kurven ¢; : I; — M,(R) wie in Definition 2.2 die ¢;(0) =
X, erfiillen. Nun ist aber I := I; N Iy ein offenes Intervall, das 0 enthélt und wir
definieren eine Kurve ¢ : I — M, (R) als ¢(t) := ¢i(t) - c2(t) (Matrixprodukt). Da G
eine Untergruppe ist, hat diese Kurve Werte in G und weil man sie als ¢ = p o (¢q, ¢2)
schreiben kann, ist sie glatt nach Teil (1) von Satz [L.2] Mit dieser Darstellung erhlt
man die Ableitung nach Teil (2) dieses Satzes als

(0) = Dpu(c1(0),¢2(0))(¢1(0),¢5(0)) = Dp(LD(X,Y) =1V + X - I= X 4+,
und damit ist der Beweis vollsténdig. 0

Unter Benutzung der Abgeschlossenheit von G kénnen wir aber eine alternative
Beschreibung von g mittels der Exponentialfunktion aus den Abschnitten und
erhalten.

SATz 2.2. Sei G C GL(n,R) eine Matrizgruppe und g C M, (R) die in Definition
definierte Teilmenge. Dann gilt exp(tX) € G fir alle X € g und t € R.
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BEWEIS. Wir beginnen mit folgender Behauptung: Ist (X, )nen eine Folge in M, (R),
die gegen eine Matrix X € M, (R) konvergiert und (t,),en eine Folge positiver reeller
Zahlen, die gegen 0 konvergiert, sodass exp(t,X,) € G fur alle n € N gilt, dann gilt
exp(tX) € G fiir alle t € R.

Fixiere t € R und fiir n € N sei m,, € Z die grofite ganze Zahl, die < t/t,, ist. Dann
ist m,t, <t aber myt, +t, > t, also [t — m,t,| < t,, also konvergiert die Folge m,t,
gegen t. Damit konvergiert aber die Folge m,t,X, in M,(R) gegen tX und aus der
Stetigkeit von exp folgt exp(tX) = lim, exp(m,t,X,). Aus Abschnitt wissen wir,
dass exp((t, + t,)X,) = exp(t,X,)* und exp(—t,X,) = exp(t,X,) " gilt. Daraus folgt
aber induktiv sofort, dass exp(m,t,X,) = exp(t, X, )™ gilt, und dieses Element liegt in
G, da G eine Untergruppe ist. Wegen der Abgeschlossenheit von G folgt exp(tX) € G,
was die Behauptung beweist.

Um den Beweis abzuschliefen, betrachten wir nun fiir ein Element X € g eine Kurve
c: 1 — M,(R) wie in Definition mit ¢/(0) = X. Aus Satz wissen wir, dass es
offene Umgebungen U von 0 in M,,(R) und V von [ in GL(n,R) gibt, sodassexp : U — V
ein Diffeomorphismus, also ein glatte Bijektion mit glatter Inverser ist. Indem wir [ falls
notig verkleinern, konnen wir wegen ¢(0) = I annehmen, dass ¢(I) C V gilt. Dann ist
aber ¢ := exp~loc: I — U eine glatte Kurve in M,(R) sodass ¢ = exp o¢ gilt. Damit
ist X = /(0) = Dexp(0)(¢'(0)) = &(0) nach Satz [1.4 Fiir hinreichend groBes n € N
liegt 1/n € I und nach Definition der Ableitung ist ¢(0) = lim,, n¢(1/n). Fiir solche n
setzt man nun ¢, = 1/n und X,, = né(1/n), dann konvergiert X,, gegen X und t,, gegen
0 und nach Konstruktion ist exp(t,X,) = exp(¢(1/n)) = ¢(1/n) € G fiir alle solchen n.
Damit folgt der Satz aus der Behauptung. O

Da die Exponentialkurve ¢(t) = exp(tX) eine glatte Kurve R — GL(n,R) ist, die
d(0) = X erfiillt sieht man, dass g = {X € M, (R) : Vt € R : exp(tX) € G} gilt.

2.3. Die Lie Klammer. Beim Studium der Exponentialfunktion in Abschnitt
hat die Frage, ob zwei Matrizen kommutieren schon eine Rolle gespielt. Allgemein
kann man das Maf§ der Nicht—kommutativitidt durch den Kommutator messen, der fiir
X,Y € M,(K) durch [X,Y] := XY — Y X definiert ist. Uberraschenderweise spielt
dieser Kommutator auf dem “infinitesimalen” Niveau der Lie Algebra eine viel wich-
tigere Rolle als die Matrizenmultiplikation. Zunéchst miissen wir beweisen, dass man
durch Bilden eines Kommutators die Lie Algebra einer Matrixgruppe nicht verldsst, was
fiir sich schon ein iiberraschendes und wichtiges Resultat ist. Der Beweis sieht dhnlich
aus wie der Beweis von Proposition [2.2] hat aber doch eine etwas andere technische
Grundlage, die wir sicherheitshalber explizit formulieren und beweisen:

LEMMA 2.3. Sei I ein Intervall in R und ¢ : I — RY eine glatte Kurve, die Werte
in einem Teilraum V C RN hat. Dann hat auch die Ableitung ¢’ : I — RN Werte in V.

BEWEIS. Ist k = dim(V'), dann findet man eine lineare Abbildung f : RN — RNk,
sodass Ker(f) = V gilt. Man wihlt einfach eine Basis {v1,..., v} von V und ergénzt
sie durch Vektoren wy, ..., wy_j zu einer Basis von RY und betrachtet die eindeutige
lineare Abbildung f, die f(v;) = 0 fiir alle ¢ und f(w;) = e; fiir alle j erfiillt. Nach
Voraussetzung ist dann f o ¢ identisch 0, und ableiten ergibt 0 = (f o ¢)’(t) aber weil f
linear ist, stimmt das mit f(c¢/(t)) tiberein. Damit hat ¢ Werte in Ker(f) = V. O

Damit konnen wir nun das angekiindigte Resultat beweisen:

SATz 2.3. Fir eine Matrizgruppe G C GL(n,R) und die zugehirige Teilmenge
g C M,(R) aus Definition gilt:



2. MATRIXGRUPPEN UND IHRE LIE ALGEBREN 15

(1) Fiir A€ G und X € g ist AXA ' €g.
(2) Fir X,Y € g gilt auch [X,Y]=XY —-YX €g.

BeEweIs. (1) Nach Satz gilt exp(tX) € G fiir alle t € R, also sehen wir, dass
auch Aexp(tX)A™! € G fiir alle t € R gilt. Nach Teil (3) von Proposition [1.4] ist aber
Aexp(tX)A™! = exp(t(AX A™1)), also folgt die Behauptung.

(2) Nach Voraussetzung finden wir eine glatte Kurve ¢ : I — M, (R) wie in Definition
sodass ¢/(0) = X gilt. Nach Proposition und Satz definiert dann auch é(t) :=
c(t) Y -c(t)~! eine glatte Kurve I — M, (R) und nach Teil (1) hat diese Kurve Werte im
Teilraum g C M, (R). Damit liegt nach Lemmal[2.3|insbesondere ¢(0) in g. Nun kénnen
wir ¢ als po (p¥ oc,v oc) schreiben und damit erhalten wir

&(0) = Dp(Y. I)(Dp" (I)(¢'(0)), Dv(L)(¢'(0))) = Dp(Y, I)(XY, = X) = —V'X + XY.
0J

Damit kénnen wir den Kommutator als Operation auf g also als Abbildung gxg — g
betrachten. Die grundlegenden Eigenschaften dieser Operation sind zwar ungewohnt, sie
erweisen sich aber als &hnlich niitzlich wie die gewohnten Eigenschaften wie Assoziati-
vitdt und Kommutativitét.

PROPOSITION 2.3. Der Kommutator [, |: g x g — g ist eine bilineare Abbildung,
die schiefsymmetrisch ist, also [Y, X] = —[X, Y] erfullt. Auflerdem gilt die sogenannte
Jacobi Identitdt, ndmlich

VX.Y.Zeg: [X.[V.2]] = [[X.Y),Z) + [Y.[X. Z]).

BEWEIS. Das sind einfache Rechnungen, in denen der konkrete Teilraum g keine
Rolle spielt. Wir haben bereits in Abschnitt[1.2|gesehen, dass die Matrizenmultiplikation
eine bilineare Abbildung ist. Damit gilt (X;+AX5)Y = XYV +AXoY und YV(X;14+AXs) =
YX; + AY X, und somit [X; + A X, Y] = [X1,Y] + A[X,,Y]. Da die Schiefsymmetrie
aus der Definition offensichtlich ist, folgt daraus die Bilinearitat.

Auch die Jacobi Identitét verifiziert man einfach direkt: Nach Definition und Asso-
ziativitit der Matrizenmultiplikation ist [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]] gleich

XYZ-YXZ—~ZXY +ZYX+YXZ-YZX - XZY + ZXY
=XYZ-XZY -YZX + 2YX =[X,[Y, Z]].
0

DEFINITION 2.3. (1) Eine Lie Algebra iiber einem Korper K ist ein K—Vektorraum
g zusammen mit einer schiefsymmetrischen, bilinearen Operation [, | : g x g — g,
die die Jacobi Identitét erfiillt. Die Operation [ , | wird als die Lie Klammer (der Lie
Algebra) bezeichnet.

(2) Fiir eine Matrixgruppe G C GL(n,R) heiit die Teilmenge g aus Definition
zusammen mit dem Kommutator [, | als Operation die Lie Algebra von G.

2.4. Beispiele. (1) Aus Beispiel[2.1](1) wissen wir, dass G := SL(n,R) C GL(n,R)
eine Matrixgruppe ist. Thre Lie Algebra sl(n,R) konnen wir leicht mit Hilfe von Satz
bestimmen. Nach diesem Satz gilt fiir eine Matrix X € M,(R), dass X € sl(n,R)
dquivalent zu e € G fiir alle t € R gilt. Nach Proposition ist aber det(e’X) =
(%) — et(X) yund das ist genau dann identisch gleich 1, wenn tr(X) = 0 gilt. Damit
ist sl(n,R) genau die Menge der spurfreien Matrizen. Diese ist ein Teilraum, weil tr :
M,,(R) — R eine lineare Abbildung ist. Aus der linearen Algebra ist auch bekannt, dass
fiir zwei Matrizen X,Y € M, (R) immer tr(XY) = tr(Y X) und damit tr([X,Y]) =0
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gilt. Damit bewahrt der Kommutator nicht nur den Teilraum sl(n, R) sondern es liegen
sogar alle Werte von [, | in diesem Teilraum. Man beachte aber, dass sl(n,R) nicht
abgeschlossen unter der Matrizenmultiplikation ist, was zum Beispiel aus (94)* = 1
folgt. Schlieflich folgt aus tr(XY) = tr(Y X) auch sofort, dass tr(AXA™!) = tr(X) fiir
alle A € GL(n,R) und X € M, (R) gilt. Damit gilt fiir X € sl(n,R) und A € GL(n,R)
immer AXA™! € sl(n,R).

(2) Aus der linearen Algebra ist bekannt, wie sich Transponieren mit Produkten
vertrigt. Es gilt ndmlich (XY)! = Y'X"' und damit [X,Y]" = [V, X]. Sind also X
und Y symmetrische Matrizen, also X! = X und Y* =Y, dann ist [X,Y]' = [V, X]| =
—[X, Y]. Somit ist der Raum der symmetrischen Matrizen nicht abgeschlossen unter dem
Kommutator und kann damit nicht Lie Algebra einer Matrixgruppe sein. Andererseits
zeigt die obige Rechnung aber, dass fiir schiefsymmetrische Matrizen X und Y, also
X'=—-X und Y' = =Y auch [X,Y] = [-Y,—X] = —[X, Y] gilt also ist der Teilraum
der schiefsymmetrischen Matrizen abgeschlossen unter dem Kommutator. Wie wir bald
sehen werden ist er die Lie Algebra o(n) der orthogonalen Gruppe O(n).

(3) Aus der linearen Algebra ist der Begriff einer oberen Dreiecksmatriz bekannt.
Das ist eine Matrix X = (z;;) sodass x;; = 0 fiir alle 7 > j gilt, bei der also alle Eintra-
gungen unterhalb der Hauptdiagonale verschwinden. Natiirlich bilden diese Matrizen ein
Teilraum b(n,R) C M, (R). Andererseits gilt fiir eine obere Dreiecksmatrix X natiirlich
det(X) = x11 - - - Ty, und damit besteht B(n,R) := b(n,R) N GL(n,R) genau aus jenen
oberen Dreiecksmatrizen, fiir die alle Hauptdiagonaleintragungen # 0 sind. Fiir zwei
obere Dreiecksmatrizen X = (z;;) und Y = (y;;) ist auch XY eine obere Dreiecksma-
trix und die Eintragungen des Produkts auf der Hauptdiagonale sind z11y11, - - -, TunYnn-
Damit gilt fir A, B € B(n,R) auch AB € B(n,R) und mit Hilfe der Cramer’schen Re-
gel verifiziert man leicht, dass fiir A € B(n,R) auch A~! € B(n,R) gilt. Damit ist
B(n,R) C GL(n,R) eine Untergruppe und nachdem eine Matrix A = (a;;) € GL(n,R)
genau dann in B(n,R) liegt, wenn a;; = 0 fiir alle ¢ > j gilt, ist B(n,R) abgeschlossen
in GL(n,R) und damit eine Matrixgruppe.

Aus dieser Beschreibung kénnen wir auch direkt eine weitere Untergruppe N(n,R) C
B(n,R) identifizieren. Betrachten wir ndmlich alle jene Matrizen in B(n,R), bei denen
alle Eintragungen auf der Hauptdiagonale gleich 1 sind. Dann gilt natiirlich I € N(n,R)
und von oben sehen wir, dass fiir A, B € N(n,R) auch AB € N(n,R) gilt. Schliefllich
wissen wir von oben auch, dass A~! € B(n,R) gilt und dann folgt aber auch dass die
Eintragungen dieser Matrix auf der Hauptdiagonale gerade die Zahlen 1/a;; sein miissen.
Damit ist N(n,R) eine Untergruppe von B(n,R) und offensichtlich ist N(n,R) abge-
schlossen in M, (R) und damit in GL(n,R). Also ist auch N(n,R) eine Matrixgruppe.

Zur Bestimmung der Lie Algebren betrachten wir zunéchst eine glatte Kurve c :
I — M, (R) mit ¢(0) = I, die wir als ¢(t) = (a;;(t)) schreiben. Gilt nun ¢(t) € B(n,R)
fiir alle ¢, dann sind die Eintragungen a;; fiir ¢ < j identisch Null. Damit liegt aber
d(0) = (ai;(0)) in b(n,R). Hat ¢ sogar Werte in N(n,R), dann sind die Kurven a;(t)
konstant gleich 1 fiir alle ¢, also gilt auch al;(0) = 0. Damit liegt aber ¢(0) im Teilraum
n(n,R) C b(n,R) der strikten oberen Dreiecksmatrizen, die nur oberhalb der Hauptdia-
gonale Eintragungen haben konnen, die ungleich Null sind. Somit sind die Lie Algebren
von B(n,R) bzw. N(n,R) in b(n,R) bzw. n(n,R) enthalten.

Ist umgekehrt X € b(n,R), dann folgt nach der Beschreibung des Produkts oberer
Dreiecksmatrizen von oben sofort, dass X? € b(n,R) gilt. Induktiv folgt sofort, dass
X* € b(n,R) liegt, womit auch Y r %X ¥ € b(n,R) gilt. Als Teilraum in endlichdi-
mensionalen Vektorraum M, (R) ist b(n, R) abgeschlossen, also liegt auch der Limes e**
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dieser Folge in b(n, R). Weil aber ¢/ immer invertierbar ist, liegt diese Matrix sogar in
B(n,R). Damit ist bewiesen, dass b(n,R) tatséchlich die Lie Algebra der Matrixgrup-
pe B(n,R) ist. Vollig analog folgt, dass fiir X € n(n,R) auch alle Potenzen von X in
n(n,R) liegen und damit, dass e € N(n,R) fiir alle ¢ gilt. Damit ist n(n, R) die Lie
Algebra der Matrixgruppe N (n,R).

(4) Analog zu Beispiel (3) konnen wir auch die Lie Algebra o(f) der orthogonalen
Gruppe O(f3) einer beliebigen Bilinearform /5 auf R™ aus Proposition beschreiben:

PROPOSITION 2.4. Sei f: R" x R™ — R eine Bilinearform und O(f3) die zugehdrige
orthogonale Gruppe aus Proposition . Dann ist die Lie Algebra von O(B) gegeben
durch

o(f) :={X € M,(R) : Vo,w € R" : f(Xv,w) = —F(v, Xw)}.
Insbesondere ist die Lie Algebra o(n) von O(n) genau der Raum der schiefsymmetrischen
Matrizen aus Beispiel (2) von oben.

BEWEIS. Im Beweis von Proposition haben wir gesehen, dass (3 eine glatte Ab-
bildung R™ x R®™ — R ist. Wir konnen die Ableitung von [ als Richtungsableitung
berechnen: Fiir (vq,w;), (ve, wy) € R™ x R™ erhalten wir

D (vi, wr)(va, w2) = %|t:05(?11 + tvg, wy + tws).

Da ( bilinear ist, kann man die rechte Seite einfach berechnen und erhilt B(vy,ws) +
B(ve,wy). Ist nun ¢ : I — M, (R) eine glatte Kurve mit Werten in O(f), die ¢(0) =1
erfiillt. Dann ist fiir beliebige Vektoren v,w € R" die Kurve B(c(t)v, c(t)w) konstant
gleich (v, w). Nun hat die Kurve ¢(t)v in R” den Wert v = v in ¢t = 0, wihrend ihre
Ableitung in ¢ = 0 offensichtlich gerade ¢/(0)v ist und analog fiir ¢(t)w. Differenziert
man nun die konstante Kurve (c(t)v, c(t)w) bei t = 0, dann erhélt man

0 = DB(v,w)(¢(0), ¢(0)) = Alv, ¢(O)w) + B (0)v, w).

Damit ist die Lie Algebra von O(f) im Teilraum o(f) enthalten und wir kénnen den
Beweis abschliefen, indem wir zeigen, dass fiir X € o(8) und ¢ € R immer ¢ € O(3)
gilt. Dazu berechnen wir fiir Vektoren v,w € R™ den Wert 3(e!*v, e!*w), den wir wegen
der Stetigkeit und Bilinearitéit von (3 als

>y BEX Y, %ij) =2 tiiJ!jB(XiU?ij)
berechnen konnen. Fiir X € o(n) gilt aber natiirlich (X', X/w) = —B(X v, X7 w)

und induktiv folgt B(X‘v, X/w) = (—1)"B(v, X" w). Da unsere Reihen absolut und
auf kompakten Intervallen gleichméfig konvergieren, kann man sie beliebig umordnen,

PO 00 it i j
und damit insbesondere unsere Summe als > 2,7 >, 5o B(X v, X7w) berechnen.
k . .
Dann kann man aber & aus der hinteren Summe herausheben und es bleibt nur noch

k!
Ziﬂzk(—l)i%B(U,ka). Fiir k£ = 0 liefert das (v, w), fiir £ > 0 kann man auch noch
B(v, X*w) herausheben und die Summe verschwindet nach dem binomischen Lehrsatz.
O

2.5. Teilmannigfaltigkeiten von R". Wir machen nun einen kurzen Ausflug in
allgemeine Konzepte der Analysis, die vermutlich zum Teil schon aus den Grundvor-
lesungen bekannt sind. Es geht dabei darum, Konzepte der Analysis, vor allem die
Differentialrechnung, auf eine allgemeinere Klasse von Teilmengen der Rdume R™ zu
verallgemeinern. Als prototypisches Beispiel kann man immer die Sphire S"~! c R”
betrachten. Die grundlegende Idee ist, dass S™~! lokal um jeden Punkt wie eine offene
Teilmenge von R"~! als Teilmenge von R" “aussieht”. Da die Ableitung einer Funktion
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in einem Punkt nur vom lokalen Verhalten der Funktion um diesen Punkt abhéngt,
sollte das ausreichen, um eine wohldefinierte Ableitung zu erhalten.

Das liefert die Idee zur allgemeinen Definition einer Teilmannigfaltigkeit, es ist aber
doch etwas an technischer Komplikation nétig, um das explizit zu machen. Dafiir kann
man glatte Funktionen auf solchen Teilmannigfaltigkeiten sehr einfach definieren, man
betrachtet einfach Funktionen, die lokal als Einschrankung einer glatter Funktionen von
offenen Teilmengen von R™ auf die Teilmannigfaltigkeit geschrieben werden koénnen.

DEFINITION 2.5. Sei M C R"™ eine Teilmenge und fiir k¥ < n betrachte R* C R" als
den Teilraum all jener Punkte, deren letzte n — k Koordinaten 0 sind.

(1) Die Menge M heifit eine k—dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™, wenn es
fiir jeden Punkt x € M eine offene Teilmenge U C R™ mit x € U und einen Diffeomor-
phismus ® : U — V auf eine offene Teilmenge V' C R" gibt, sodass UNM = &~ (VNRF)
gilt.

(2) Fiir eine Teilmannigfaltigkeit M C R™ nennt man eine Funktion f : M — R™
glatt, wenn es fiir jeden Punkt z € M eine offene Teilmenge U C R™ und eine glatte
Funktion f : U — R™ gibt, sodass f auf U N M mit f iibereinstimmt.

(3) Sind M C R" und N C R™ Teilmannigfaltigkeiten, dann nennt man eine Funk-
tion f : M — N glatt, wenn sie als Funktion f : M — R™ glatt im Sinne von (2)
ist.

BEISPIEL 2.5. (1) Wir kénnen eine offene Teilmenge U C R™ als n—dimensionale
Teilmannigfaltigkeit betrachten (wobei man V' = U und ® = idy setzen kann) und
werden das auch tun. Teil (2) der Definition liefert dann einfach die iiblichen glatten
Funktionen U — R™. In diesem Sinn verallgemeinerte die Analysis auf Teilmannigfal-
tigkeiten die aus den Grundvorlesungen bekannte Analysis auf offenen Teilmengen von
R™.

(2) Fiir die Sphiire S*~! C R" ist es leicht, Diffeomorphismen wie in der Definition
zu finden. Zunichst betrachten wir den Punkt e; € S"~! und schreiben dafiir Elemente
von R™ als (t,z) mit ¢ € R und =z € R"! also ¢; = (1,0). Die Teilmenge U :=
{(t,z) : t > ||z]|} € R™ ist offen als Urbild von (0,00) C R unter der stetigen Funktion
(t,x) — t — ||z|| und natiirlich ist e; = (1,0) € U. Andererseits ist auch

Vi={(y,s) ER":y e R |ly]| < 1,s € R,s > —1}
eine offene Teilmenge von R"™. Nun definieren wir ® : U — R" durch
O(t,x) = (7 o, ||(t, 2)[| - 1)

und ¥ : V. — R” durch ¥(y,s) = (\, A\y) mit A = A(y, s) := ﬁ Dann sind das
v

offensichtlich glatte Funktionen und wegen ||3z|| = 1||z|| hat ® Werte in V. Analog hat
die zweite Komponente von ¥(y, s) Norm A||y|| < A, also hat ¥ Werte in U. Nun hat aber
O(U(y,s)) = (A, \y) als erste Komponente offensichtlich y. Die zweite Komponente

ist \\/1+|yl2—1=(s+1)—1=s, also ist & o U = idy. Andererseits gilt fiir
t > 0 die Gleichung ||(¢,z)|| = /#* + [[2]]> = ¢1/1 + ||z]|* und daraus folgt sofort,

dass A(7z, [|(¢,2)]| — 1) = ¢ und somit ¥ o & = idy gilt. Also sind ® : U — V und
U : V — U inverse Diffeomorphismen und offensichtlich liegt (¢,z) genau dann in S™~!
wenn die letzte Koordinate von ®(¢,x) gleich 0 ist.

Betrachten wir nun einen beliebigen Punkt z € S"~!, dann ist x ein Einheitsvektor
in R™ und kann somit zu einer Orthonormalbasis {x, v, ..., v, } von R™ ergénzt werden.
Definiert man A € M,(R) als die Matrix mit den Spaltenvektoren z, vs,..., v,, dann
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ist A orthogonal, also A" = A~! und natiirlich gilt Ae; = z. Damit ist aber U, := {Av :
v € U} eine offene Teilmenge von R™, die x enthédlt und wir kénnen &, : U, — V
durch ®,(w) := ®(A~'w) definieren. Analog definiert man ¥, : V — U, als ¥,(y,s) =
AU(y, s) und offensichtlich ist dies eine glatte Inverse zu ®,. Fiir die orthogonale lineare
Abbildung A~ gilt [|[A™ w|| = ||w]| also gilt w € U, N S" ! genau dann wenn A~ 'w €
UnNS™ 1 also genau dann, wenn die letzte Komponente von ®,(w) gleich 0 ist. Damit
erfiillt die Familie {(U,, ®,) : z € S""1} alle Eigenschaften aus Definition und wir
haben verifiziert, dass S"~! eine (n — 1)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R" ist.

BEMERKUNG 2.5. Die Definition fiir eine Teilmannigfaltigkeit, die wir hier gew&ahlt
haben, wird als Existenz von “lokalen Trivialisierungen” bezeichnet. Praktisch arbeitet
man oft mit Aquivalenten Bedingungen, die leichter zu verifizieren sind, insbesondere mit
“lokalen Parametrisierungen” und lokalen Darstellungen als “reguldre Nullstellenmen-
ge”. Die Aquivalenz dieser Konzepte zu beweisen ist etwas aufwiindig, also verschieben
wir das zum Teil in die Ubungen und zum Teil auf spiter.

2.6. Tangentialraum und Tangentialabbildung. Der Schliissel zur Verallge-
meinerung der Analysis auf Teilmannigfaltigkeiten ist, dass man fiir glatte Funktionen
in jedem Punkt eine Ableitung definieren kann, die eine lineare Approximation der Funk-
tion in diesem Punkt bildet. Dazu benétigt man zunéchst einen Vektorraum (in diesem
Fall einen Teilraum von R"), der die Teilmannigfaltigkeit approximiert. Die Grundidee
zur Definition dieses Tangentialraumes haben wir fiir die Sphére schon in Beispiel
und fiir Matrixgruppen in Definition kennen gelernt. In Anbetracht von Abschnitt
konnen wir aber unsere Terminologie etwas vereinfachen. Nach Beispiel (1) ist
ein offenes Intervall I C R eine eindimensionale Teilmannigfaltigkeit von R und fiir eine
Teilmannigfaltigkeit M C R™ ist eine Funktion ¢ : I — M nach Definition glatt,
wenn sie glatt im iiblichen Sinn als Funktion nach R™ ist und Werte in M hat. In diesem
Sinn sprechen wir einfach von glatten Kurven in M.

DEFINITION 2.6. Fiir eine Teilmannigfaltigkeit M C R™ und einen Punkt z €
M definiert man den Tangentialraum T,M an M bei x analog zu Definition 2.2l Wir
betrachten offene Intervalle I C R mit 0 € I und glatte Kurven ¢ : I — M mit ¢(0) =z
und definieren T, M C R™ als die Menge der Vektoren ¢/(0) fiir alle solchen Kurven c.

Diese Definition macht natiirlich fiir beliebige Teilmengen von R"™ Sinn, im allgemei-
nen ist aber T, M kein linearer Teilraum von R™. (Man denke zum Beispiel an einen
Halbraum in R?.) Andererseits sagt uns diese Definition des Tangentialraumes eigentlich
auch schon, wie man die Ableitung einer glatten Funktion f : M — N zwischen zwei
Teilmannigfaltigkeiten definieren sollte. Zunéchst sollte fiir einen verniinftigen Glatt-
heitsbegriff fiir eine glatte Kurve ¢ : I — M und eine glatte Funktion f : M — N auch
foc: I — N eine glatte Kurve sein. Fiir einen Ableitungsbegriff, der die Kettenregel
erfiilllt muss man aber dann die Ableitung (f o ¢)'(0) berechnen kénnen, indem man
die Ableitung von f im Punkt ¢(0) auf ¢/(0) anwendet. A priori ist nicht klar, dass das
tatsédchlich Sinn macht, der Beweis ist aber nicht so schwierig:

SATZ 2.6. (1) Fir eine k—-dimensionale Teilmannigfaltigkeit M C R™ und jeden
Punkt x € M ist der Tangentialraum T, M ein k—dimensionaler Teilraum von R™.

(2) Fiir eine glatte Funktion f: M — N zwischen Teilmannigfaltigkeiten und jeden
Punkt x € M gibt es eine eindeutige lineare Abbildung T, f : T, M — Ty N die dadurch
charakterisiert ist, dass T, f(c'(0)) = (f o ¢)'(0) fiir jede glatte Kurve ¢ : I — M wie in

Definition [2.4 gilt.
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(3) Sind f : M — N und g : N — P glatte Funktionen, dann ist auch die
Komposition go f : M — P glatt und fiir jeden Punkt x € M gilt die Kettenregel
Tu(go f) =Tiwg o Tuf : TeM — Ty P

BEWEIS. (1) Nach Definition finden wir offene Teilmengen U,V C R" mit x € U
und einen Diffeomorphismus ® : U — V, sodass U N M = &~ 1(V NRF¥) gilt. Dann ist
D®(z) : R" — R" ein linearer Isomorphismus und wir behaupten, dass T, M mit der
Teilmenge F := {v € R": D®(z)(v) € R* C R"} iibereinstimmt, die offensichtlich ein
k—dimensionaler Teilraum von R™ ist.

Sei zunéchst I C R ein offenes Intervall mit 0 € I und ¢ : I — M eine glatte Kurve
mit ¢(0) = z. Weil U C R"™ offen ist und = € U gilt, gibt es ein offenes Teilintervall
I c I mit0 eI, sodass ¢(1) in U und damit in U N M enthalten ist. Damit ist aber
Poc: I — R"eine glatte Kurve in R”, die Werte im Teilraum R* ¢ R” hat. Nach
Lemma [2.3|folgt (P o¢)’(0) € R* und nach der Kettenregel ist das D®(c(0))(c/(0)), also
gilt ¢(0) € E, also T, M C E.

Umgekehrt koénnen wir fiir einen Vektor w € R¥ € R™ und t € R den Punkt
®(z) + tw € R™ betrachten. Da V' = ®(U) offen in R" ist, finden wir ein offenes
Intervall / C R mit 0 € I, sodass ®(z) + tw € V fiir all ¢t € I gilt. Damit ist aber
c: I — R c(t) := 0 HP(x) + tw) eine glatte Kurve, die nach Konstruktion Werte in
U N M hat. Damit ist aber ¢/(0) = D®~(®(z))(w) € T, M, was sofort E C T, M und
damit (1) impliziert.

(2) Nach Definition der Glattheit finden wir eine offene Teilmenge U C R"” mit x € U
und eine Funktion f : U — R™ die glatt ist und auf UNM mit f iibereinstimmt. Fiir ein
Intervall I C R und eine glatte Kurve ¢ : I — M mit 0 € I und ¢(0) = x finden wir wie
oben ein Teilintervall I € I mit 0 € I, sodass ¢(I) in U und damit in U N M enthalten
ist. Damit gilt aber foc = foec: I — R™ und aus der Analysis ist bekannt, dass dies
eine glatte Kurve ist. Damit existiert (f o ¢)’(0) und stimmt nach der Kettenregel der
Analysis mit D(f)(x)(¢(0)) iiberein. Daraus folgt, dass ¢(0) — (f o ¢)’(0) wohldefiniert
ist und als Abbildung mit D f(z)|r,a : ToM — R™ iibereinstimmt. Das vervollstindigt
einerseits den Beweis von (2), anderseits bemerken wir, dass Df(z)(T,M) C TyuN
gilt.

(3) Fiir einen Punkt # € M finden wir eine offene Teilmenge U C R™ mit = € U
und eine glatte Funktion f : U — R™, die auf U N M mit f {ibereinstimmt. Analog
finden wir zum Punkt f(z) € N eine offene Teilmenge V' C R™ mit f(z) € V und
eine glatte Funktion § : V — RY, die auf V N N mit g iibereinstimmt. Da f stetig ist,
ist f~1(V) offen in R und natiirlich ist z € f~'(V). Indem wir U durch U N f~(V)
ersetzen diirfen wir oBAA annehmen, dass f(U) € V gilt. Dann ist aber o f : U — R’
eine glatte Funktion und fiir y € U N M ist §(f(y)) = §(f(y)) und weil f(y) € N gilt,
stimmt das mit g(f(y)) iiber ein. Da der Punkt x beliebig war, ist go f : M — P eine
glatte Funktion.

Aus Teil (2) wissen wir dann aber, dass T,(g o f) mit der Einschrinkung von
D(j o f)(z) auf T,M C R™ iibereinstimmt. Nach der Kettenregel der Analysis ist aber
D(jo f)(x) = Dg(f(z)) o Df(z) und aus Teil (2) wissen wir, dass auf dem Teilraum
T, M die Abbildung Df (x) mit T, f iibereinstimmt. Insbesondere liegen die Werte dann
in Ty N, und darauf stimmt Dg(f(x)) nach (2) mit Tj,)g iiberein, was den Beweis
vervollstandigt. O

Da fiir unsere Zwecke die Ableitung in einem Punkt ausreicht, skizzieren wir nur
kurz, wie man in der Analysis auf Teilmannigfaltigkeiten weiter vorgeht. Zunéchst
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betrachtet man fiir eine Teilmannigfaltigkeit M C R™ das Tangentialbiindel TM :=
{(x,v):x € M,v e T,M} C R" x R". Fiir eine glatte Funktion f : M — N kann man
dann die Tangentialabbildung T'f : TM — TN durch T f(z,v) := (f(z), T, f(v)) defi-
nieren. Dann zeigt man, dass TM selbst eine Teilmannigfaltigkeit von R?" = R" x R"
ist. Damit ist aber fiir eine glatte Funktion f : M — N zwischen Teilmannigfaltigkeiten
auch Tf : TM — TN eine Funktion zwischen Teilmannigfaltigkeiten und man zeigt,
dass diese Funktion ebenfalls glatt ist. Die Kettenregel bekommt dann die einfache Form
T(go f)=TgoTf. Natiirliche kann man die Abbildung T'f selbst wieder differenzieren,
also TTf : TTM — TTN bilden und damit eine zweite Ableitung (und analog hohere
Ableitungen) definieren.

2.7. Matrixgruppen als Teilmannigfaltigkeiten. Wir kénnen nun das funda-
mentale Resultat beweisen, dass die Abgeschlossenheit einer Untergruppe in G L(n, R)
schon impliziert, dass die Untergruppe eine Teilmannigfaltigkeit von M,(R) = R™
bildet. Damit kénnen Methoden der Analysis auf das Studium von Matrixgruppen an-
gewandt werden.

SATZ 2.7. Sei G C GL(n,R) eine Matrizgruppe. Dann ist G eine Teilmannigfaltig-
keit in R™ und die Lie Algebra g von G stimmt mit dem Tangentialraum im neutralen
Element 1 von G iiberein.

BEWEIS. Der wesentliche Schritt im Beweis ist einen Diffeomorphismus ¢ wie in
Definition rund um das neutrale Element I € G zu konstruieren und dafiir ver-
wenden wir die Exponentialabbildung. Sei g die Lie Algebra von G aus Definition
Nach Proposition [2.2]ist g ein linearer Teilraum von M,,(R) und wir wéhlen einen kom-
plementéren Teilraum E C M, (R), also einen Teilraum sodass M, (R) = g & F gilt.
(Dazu kann man etwa eine Basis fiir g wéhlen, zu einer Basis von M, (R) erweitern und
E als jenen Teilraum definieren, der von den hinzugekommenen Basiselementen aufge-
spannt wird.) Dann ist £ ein Teilraum der Dimension ¢ := n? — dim(g), den wir mit R
identifizieren kénnen.

Wir behaupten nun, dass es eine offene Umgebung W von 0 in E gibt, sodass fiir
X € W mit exp(X) € G schon X = 0 und damit exp(X) = I gilt. Zum Beweis nehmen
wir indirekt an, dass wir in jeder Umgebung von 0 in E ein Element # 0 finden, dessen
Exponential in G liegt. Wenden wir das auf die Bélle mit Radius 1/n an, dann finden
wir zu jedem n € N ein Element X,, € E\ {0} sodass | Xo]l < 2 und exp( n) € G gilt.
Setzen wir nun t,, := || X, ||, dann gilt 0 < ¢, < %, also konnen wir X, X setzen.
Dann bilden die ¢, naturhch eine Nullfolge in R, Wahrend | X, =1 fur alle n € N gilt.
Somit bilden die X, eine beschriankte Folge in E R’, die nach dem Satz von Heine-
Borel eine konvergente Teilfolge besitzt. Indem wir zu so einer Teilfolge {ibergehen diirfen
wir oBdA annehmen, dass die Folge (X,,),en gegen ein Element X € E konvergiert, das
dann natiirlich || X|| = 1 erfiillen muss. Weil exp(t,X,) = exp(X,) € G gilt, erfiillen
die Folgen (t,)neny und (X,)nen aber genau die Bedingungen der ersten Behauptung im
Beweis von Satz 2.2, also folgt aus dieser, dass exp(tX) € G fur alle ¢ € R und damit
X € g gilt. Aber nach Konstruktion ist gnE = {0} also erhalten wir einen Widerspruch
zu || X|| = 1 und die Behauptung ist bewiesen.

Damit konnen wir unseren Diffeomorphismus (eigentlich seine Inverse) konstruie-
ren: Nach Satz finden wir offene Umgebungen V von 0 in M,(R) und U von
[ in GL(n,R), sodass sich das Matrizenexponential exp zu einem Diffeomorphismus
V — U ecinschriinkt. Betrachten wir M, (R) als g ® F = g x F, dann konnen wir of-
fene Nullumgebungen V; in g und Vs in E finden, sodass Vi x Vo C V gilt. Indem
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wir V5 durch den Schnitt von V5 mit einer Nullumgebung W aus der obigen Behaup-
tung ersetzen, kénnen wir weiters annehmen, dass fiir Y € V5 aus exp(Y) € G schon
Y = 0 und damit exp(Y) = I folgt. Nun definieren wir ¥ : V; x V5 — GL(n,R) durch
U(X,Y) :=exp(X)exp(Y).

Schreibt man ¥ als u o (exp, exp), dann folgt aus Satz[1.2] und Satz [1.4] sofort, dass
DYU(0,0)(X,Y) = Du(ILI)(X,Y) = X + Y fiir alle X € gund Y € E gilt. Damit
ist aber DW(0,0) ein linearer Isomorphismus und nach dem inversen Funktionensatz
finden wir eine Umgebung V von 0 in V4 x V4 C g x E = R" sodass U := (V)
eine offene Umgebung von I in GL(n,R) ist und sich ¥ zu einem Diffeomorphismus
V' — U einschrénkt. Jedes Element von V' kann man als (X,Y) mit X € Vi und Y € V4
schreiben. Liegt ¥(X,Y) € U N G, dann erhalten wir exp(X)exp(Y) = A und damit
exp(Y) = Aexp(X)~! fiir eine Matrix A € G. Nun ist aber X € g, also exp(X) € G und
damit auch exp(Y) = Aexp(X)™! € G. Aber daraus folgt nach Konstruktion ¥ = 0,
also (X,Y) € gNV. Das bedeutet aber genau, dass ® := ¥~!: U — V die in Definition
geforderten Eigenschaften hat.

Fiir ein beliebiges Element A € G ist nach Satz [1.2] A4 : GL(n,R) - GL(n,R) ein
Diffeomorphismus mit Inverser A 4-1. Damit ist aber Uy := A4 (U) eine offene Teilmenge
von GL(n,R) mit A € Uy und &4 := ® o A\y-1 : Uy — V ein Diffeomorphismus.
Ein Punkt B € Uy liegt genau dann in Uy NG, wenn A™'B € U N G, also genau
dann, wenn ®4(B) = ®(A"'B) € gNV liegt. Damit haben wir verifiziert, dass G ein
Teilmannigfaltigkeit ist und die letzte Aussage ist dann nach Definition offensichtlich.

O

Mit diesem Resultat erhélt man einen natiirlichen Begriff fiir Glattheit von Funktio-
nen zwischen Matrixgruppen. Sind G C GL(n,R) und H C GL(m,R) Matrixgruppen
und ist f : G — H eine glatte Funktion, die f(I) = T erfiillt, dann kann man insbe-
sondere die Ableitung T1f : T1G — T1H definieren. Nach dem letzten Teil von Satz
ist diese Ableitung somit eine lineare Abbildung g — h zwischen den Lie Algebren der
beiden Gruppen.

2.8. Glatte Homomorphismen und ihre Ableitungen. Wir kénnen die Ideen
aus dem letzten Abschnitt insbesondere auf Homomorphismen zwischen Matrixgruppen
anwenden. Damit erhalten wir den Begriff eines glatten Homomorphismus ¢ : G — H
zwischen zwei Matrixgruppen. Das ist einfach eine glatte Funktion, die zuséatzlich mit
den Gruppenstrukturen vertraglich ist, also p(AB) = @(A)p(B) fir alle A,B € G
erfiillt. Wie aus der Algebra bekannt ist, erfiillt so ein Homomorphismus automatisch
(1) =1 (und auch p(A™) = p(A)~! fiir alle A € G). Damit kénnen wir insbesondere
die Ableitung von ¢ als ¢’ :=Typ : g — b definieren.

Zunéchst konnen wir die Glattheit von Homomorphismen leicht charakterisieren:

LEMMA 2.8. Seien G C GL(n,R) und H C GL(m,R) Matrizgruppen, sei g die
Lie Algebra von G und sein ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist ¢
genau dann glatt, wenn es eine offene Umgebung V' von Null in g gibt, sodass f(X) :=
p(exp(X)) eine glatte Funktion f:V — R™ definiert.

BEWEIS. Ist ¢ glatt, dann ist auch poexp : g — H glatt, also auch glatt als Funktion
nach M,,(R) = R™". Nehmen wir also umgekehrt an, dass f(X) = ¢(exp(X)) glatt auf
einer offenen Nullumgebung V' C g ist. Aus dem Beweis von Satz wissen wir, dass
es fiir ein lineares Komplement £ C M, (R) zu g und hinreichend kleines V, eine offene
Nullumgebung W C E gibt, sodass ¥(X,Y) := exp(X) exp(Y) einen Diffeomorphismus
von V' x W auf eine offene Teilmenge U C GL(n,R) definiert, die I enthalt. Weiters gilt
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fiir die Inverse ® : U — V x W von W, dass A € U N G dquivalent zu ®(A) € V x {0}
ist. Schreiben wir die Komponenten von ® als ®; und ®g, dann sind das natiirlich auch
glatte Funktionen, also ist insbesondere F' := fo ®,: U — M,,(R) eine glatte Funktion
(im wblichen Sinn der Analysis). Fir A € U N G ist aber ®(A) = ®4(A) und damit
A = exp(P4(A)) und damit F(A) = p(A), also ist Flyne = ¢lune-

Fiir eine beliebige Matrix A € G betrachten wir nun die Linkstranslationen A4 und
Aa-1 auf G und GL(n,R). Da dies inverse Diffeomorphismen sind, ist Uy := A4 (U) eine
offene Teilmenge, die A enthélt und Fo\ -1 definiert eine glatte Funktion Uy — M,,(R).
Bezeichnet wir mit A4y die Linkstranslation in M,,(R), dann ist auch A,4)0 F o X4
glatt. Fiir B€ Us NG ist A\y~1(B) = A7'B € UNG, also F(Ay-1(B)) = p(A™'B) =
©(A 1) p(B) und A4y bildet dieses Element auf ¢(B) ab. Damit stimmt aber Ay4) ©
Fo)j-1 auf Uy NG mit ¢ iiberein und damit ist ¢ glatt nach Definition OJ

Als néichstes beschreiben wir die wichtigsten Eigenschaften der Ableitung eines glat-
ten Homomorphismus und zeigen, dass die Ableitung iiberraschend viel Information
iiber den Homomorphismus enthélt:

SATZ 2.8. Seip : G — H ein glatter Homomorphismus zwischen Matrixgruppen mit
Ableitung ¢' : g — §. Dann gelten folgende Gleichungen fiir beliebige Elemente A € G
und X,Y € g:

(1) (exp(X)) = exp(y'(X))

(2) ¢'(AXATY) = o(A)¢'(X)p(A)~

(3) ¢'([X,Y]) = [¢'(X),¢'(Y)]

BEWEIS. Da t — exp(tX) eine glatte Kurve in G ist, ist nach der Glattheit von ¢
auch c(t) := p(exp(tX)) eine glatte Kurve ¢ : R — GL(m,R). Natiirlich gilt ¢(0) =
©(I) =T und

c(t + 5) = p(exp((t + 5) X)) = p(exp(tX) eXp( X)) = c(t)e(s),
vergleiche mit Abschnitt [1.5] Nach Definition ist ¢/(0) = T.0)¢(X) = ¢/(X) und wie in
Abschnitt [1.5]erhélt man daraus und aus c(t+s) = c(t)c(s ) sofort dass ¢ (t) = ¢(t)¢'(X)
gilt. Nach der Eindeutigkeit der Losung dieser leferentialgleichung in Satz erhalten
wir ¢(t) = exp(t¢’(X)) und fiir ¢ = 1 erhalten wir (1).

(2) Nach Proposition gilt exp(tAXA™!) = Aexp(tX)A™! fiir alle t € R. Wen-
det man ¢ auf diese Gleichung an, dann erhélt man unter Benutzung von Teil (1)
exp(te'(AXA™Y)) = p(A) exp(ty’(X))p(A)~L. Das sind glatte Kurven durch T und die
Ableitung der linken Seite ist klarerweise durch ¢'(AX A~') gegeben. Fiir die rechte
Seite erhilt man als Ableitung unter Benutzung von Satz 1.2 leicht p(A)¢'(X)p(A™1).

(3) Wendet man (2) auf A = exp(tY’) an und benutzt (1), dann erhélt man

(2.1) ¢’ (exp(tY) X exp(—tY)) = exp(te'(Y))¢' (X) exp(—ty'(Y)).

Aus dem Beweis von Satz 2.3 wissen wir, das exp(tY)X exp(—tY") ein glatte Kurve in g
definiert, deren Ableitung bei t = 0 durch [V, X] =Y X — XY gegeben ist. Da ¢’ linear
ist, ist die linke Seite von (2.1]) eine glatte Kurve in h deren Ableitung bei t = 0 durch
¢'([Y, X]) gegeben ist. Aber fiir die rechte Seite von erhélt man als Ableitung bei
t = 0 analog zum letzten Schritt [¢'(Y), ¢'(X)], also folgt die Behauptung. O

Der erste Teil des Satzes sagt uns, dass der Homomorphismus ¢ auf den Bild von exp
(das insbesondere eine offene Umgebung von I in G enthélt) durch die lineare Abbildung
¢ eindeutig bestimmt ist. Teil (3) des Satzes sagt uns zusétzlich auch noch, dass die
lineare Abbildung ¢’ zusétzlich auch noch ein Homomorphismus von Lie Algebren sein
muss. Dass dies oft eine starke Einschrankung ist, zeigt folgendes einfache Beispiel:
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BEISPIEL 2.8. Sei G := SL(2,R) und sei ¢ : G — H ein glatter Homomorphismus
in eine beliebige Matrixgruppe. Dann behaupten wir, dass die Ableitung ¢’ : g — b
entweder die Nullabbildung oder injektiv sein muss.

Zum Beweis erinnern wir uns an Beispiel 2.1 wo wir gesehen haben, dass die Lie
Algebra g = sl(2,R) gerade der Raum der spurfreien 2 x 2-Matrizen ist. Betrachten wir
die Basis { £, H, F'}, wobei E := (), H := ({ % ) und F := (). Dann verifiziert man
sofort, dass die Klammern zwischen den Basiselementen durch [E, F| = H, [H,E] =
2F und [H, F] = —2F gegeben sind (was wegen der Schiefsymmetrie alle Klammern
bestimmt). Nehmen wir nun an, dass wir fiir einen gegebenen Homomorphismus ¢ ein
Element 0 # X € g finden, sodass ¢'(X) = 0 gilt. Dann gilt natiirlich auch 0 =
[(K'(X), ¢ (V)] = ¢([X,Y]) fir alle Y € g. Schreiben wir X = aF + bH + cF fir
a,b,c € R, dann ist [X,E] = 2bF — ¢H und [[X, E], E] = —2cE. Fir ¢ # 0 liegt
somit ein nichttriviales Vielfaches von E im Kern von ¢'. Fiir ¢ = 0 erhalten wir schon
(X, E] = 2bF, also liegt fiir b # 0 wieder ein nichttriviales Vielfaches von E im Kern
von ¢'. Schlielich ist fiir b = ¢ = 0 das Element X selbst ein nichttriviales Vielfaches
von E. Somit sehen wir, dass £ € Ker(¢') und damit auch [E, F| = H € Ker(¢') und
[H, F| = —2F € Ker(y') gilt, also ist ¢’ = 0.

2.9. Zusammenhang. Um genauer zu sehen, wie viel Informationen iiber einen
glatten Homomorphismus man aus seiner Ableitung gewinnen kann, benétigen wir ein
weiteres Grundkonzept der Topologie: Eine Disjunktion eines topologischen Raumes X
ist durch zwei nichtleere, offene Teilmengen U,V C X gegeben, die U NV = () und
U UV = X erfiillen. Ein topologischer Raum heifit zusammenhdingend, wenn er keine
Disjunktion besitzt, oder dquivalent, wenn die einzigen Teilmengen von X, die sowohl
offen als auch abgeschlossen sind, die leere Menge () und der Raum X selbst sind.

Fiir Teilmengen A eines topologischen Raumes X definiert man Zusammenhang iiber
die Teilraumtopologie. Aquivalent dazu ist, dass A C X genau dann zusammenhéngend
ist, wenn fiir offene Teilmengen U,V C X sodass UNVNA=0und (UUV)NA=A
ist, immer UN A = () oder VN A = () gelten muss. Ein einfaches Grundresultat der
Topologie ist, dass fiir eine stetige Funktion f : X — Y zwischen topologischen Raumen
und eine zusammenhéngende Teilmenge A C X auch f(A) C Y zusammenhéngend ist.
Etwas miihsamer ist der Beweis, dass die zusammenhéngenden Teilmengen von R genau
die Intervalle sind, was zusammen mit dem obigen Resultat eine allgemeine Version des
Zwischenwertsatzes liefert.

BEISPIEL 2.9. Erinnern wir uns an Beispiel (3) von [2.1} Dort haben wir bemerkt,
dass die Teilmengen U := {A : det(A) > 0} und V := {4 : det(A) < 0} offen in
M, (R) sind. Klarerweise ist GL(n,R) = UUV und U NV = (), und beide Teilmen-
gen sind nichtleer, also liefern sie eine Disjunktion von GL(n,R). Damit ist GL(n,R)
nicht zusammenhéngend. Wir haben auch schon bemerkt, dass U = GL*(n,R) eine
abgeschlossene Untergruppe von G L(n,R) ist.

Analog haben wir in Beispiel (4) von gesehen, dass fiir eine Matrix A € O(n)
immer det(A) = £1 gilt. Wie oben folgt O(n) = (UNO(n)) U (V NO(n)) also ist auch
O(n) nicht zusammenhéngend. Hier ist UNO(n) die abgeschlossene Untergruppe SO(n)
von O(n).

Es gibt noch einen verwandten Begriff, der intuitiv einfacher versténdlich ist. Ein to-
pologischer Raum X heift bogenzusammenhdngend oder wegzusammenhdngend, wenn es
fiir je zwei Punkte z,y € X ein Intervall [a,b] C R und eine stetige Kurve ¢ : [a,b] - X
gibt, sodass c¢(a) = x und ¢(b) = y gilt. Man zeigt leicht (siche Ubungen), dass ein
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bogenzusammenhéngender Raum automatisch zusammenhéngend ist. Fiir einen topo-
logischen Raum X und einen Punkt x € X definiert man die Bogenkomponente B, von
x, als die Menge all jener Punkte, die man durch eine stetige Kurve ¢ wie oben mit
x verbinden kann. Man sieht leicht, dass fiir Punkte =,y € X entweder B, = B, oder
B, N B, =0 gilt, also ist X disjunkte Vereinigung von Bogenkomponenten.

Nachdem wir die notigen Begriffe gesammelt haben, konnen wir nun kléren, wie das
fiir Teilmannigfaltigkeiten und Matrixgruppen aussieht.

SATz 2.9. (1) Fiir eine Teilmannigfaltigkeit M C RY und einen Punkt v € M
ist die Bogenkomponente B, eine Teilmenge von M, die offen und abgeschlossen ist,
und damit selbst eine Teilmannigfaltigkeit von RY. Insbesondere ist M genav dann
zusammenhdngend, wenn M bogenzusammenhdngend ist.

(2) Sei G C GL(n,R) eine Matrizgruppe und sei Gy := By C G die Bogenkompo-
nente der Einheitsmatriz. Dann ist Gy eine abgeschlossene, normale Untergruppe von
G und damit selbst eine Matrixgruppe, die die gleiche Lie Algebra g hat wie G.

BEWEIS. (1) Sei # € M ein Punkt und y € B,. Dann ist y € B, N B,, also sehen
wir von oben, dass B, = B, gilt. Nach Definition gibt es offene Teilmenge U,V C RY
mit y € U und einen Diffeomorphismus ® : U — V sodass ®(U N M) = V NR*
gilt, wobei k die Dimension von M ist. Da V offen ist und ®(y) € V gilt, gibt es ein
e > 0, sodass der Ball B.(®(y)) vom Radius ¢ um ®(y) ganz in V liegt. Damit ist
auch W := &~ 1(B.(®(y))) eine offene Teilmenge von RY und damit W N M eine offene
Umgebung von y in M. Fiir z € WN M gilt ®(2) € B.(®(y)) NRF ¢ VNRF und dieser
Schnitt ist ein Ball in R*. Damit ist aber c(t) = ®(y) +t(®(z) — ®(y)) eine stetige Kurve
in VNRY die ®(y) mit ®(z) verbindet, also ist ®~* o ¢ eine stetige Kurve, die y mit
z verbindet. Damit gilt z € B, und damit W C B, = B, und B, enthilt eine offene
Umgebung von y. Da y € B, beliebig war ist B, offen in M.

Da der Punkt z € M beliebig war ist jede Bogenkomponente in M offen und von
oben wissen wir, dass M disjunkte Vereinigung von Bogenkomponenten ist. Damit ist
aber M \ B, die Vereinigung jener Bogenkomponenten, die disjunkt zu B, sind und da-
mit ebenfalls offen. Ist M zusammenhéngend, dann ist das nur fiir M = B, moglich, also
ist M = B, bogenzusammenhingend. Umgekehrt wissen wir bereits, dass ein bogen-
zusammenhingender Raum zusammenhingend ist, also ist der Beweis der Aquivalenz
in (1) vollsténdig. Aus der Definition ist offensichtlich, dass eine offene Teilmenge einer
Teilmannigfaltigkeit selbst eine Teilmannigfaltigkeit ist.

(2) Fiir eine Matrix A € G gibt es eine stetige Kurve ¢ : [0, 1] — G, die ¢(0) = I und
c(1) = A erfiillt. Dann ist aber auch voc: [0,1] — G stetig und es gilt v(c(0)) =T"! =1
und v(c(1)) = A7, also ist A7 € Gy. Ist B € Gy eine weitere Matrix, dann finden
wir eine stetige Kurve ¢ : [0,1] — G, die ¢(0) = I und ¢(1) = B erfiillt. Dann ist
aber o (c,¢) : [0,1] — G eine stetige Kurve, die t auf ¢(t) - é(t) abbildet und damit
[T =1 mit AB verbindet. Damit sehen wir, das Gy C G eine Untergruppe ist und
aus (1) wissen wir dass Gy offen und abgeschlossen in G ist. Damit ist Gy selbst eine
Matrixgruppe. Die Aussage iiber die Lie Algebra folgt sofort aus der Definition, weil
jede der in Definition vorkommenden Kurven stetig ist und damit Werte in By = G|
hat.

Also bleibt nur noch zu zeigen, dass die Untergruppe G, C G normal ist. Dazu
sei A € Gop und ¢ : [0,1] — G eine stetige Kurve, die I mit A verbindet. Dann ist
aber fiir eine beliebige Matrix B € G die Kurve ¢ — Bc(t)B™! eine stetige Kurve
mit Anfangspunkt BIB~! = I. Damit liegt ihr Endpunkt BAB™! in By = G, was die
Normalitit beweist. O
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Damit kénnen wir nun genau verstehen, wie weit ein glatter Homomorphismus durch
seine Ableitung bestimmt ist.

KOROLLAR 2.9. Sie G C GL(n,R) eine Matrizgruppe, g ihre Lie Algebra und Gy C
G die Bogenkomponente von I.

(1) Die Untergruppe Go C G wird (algebraisch) von den Matrizen der Form exp(X)
mit X € g erzeugt.

(2) Sei H eine Matrizgruppe mit Lie Algebra b und seien p,v : G — H glatte
Homomorphismen. Dann gilt ¢’ =" : g — b genau dann, wenn ¢|g, = ¥|g, gilt.

BEwES. (1) Sei G C G, die Untergruppe, die von der Menge {exp(X) : X € g}
erzeugt wird. Fiir X € g ist ¢(t) = exp(tX) eine glatte Kurve, die ¢(0) = I und
c(1) = exp(X) erfiillt. Damit ist exp(X) € G und da Gy C G eine Untergruppe ist, ist
G C Gy.

Aus dem Beweis von Satz wissen wir, dass es eine offene Umgebung U von [ in GG
gibt, die im Bild von exp und damit in G enthalten ist. Fiir eine beliebige Matrix A € G
ist dann A4(U) eine offene Umgebung von A in G. Ist A € G, dann ist A4 (U) € G und
damit folgt, dass die Teilmenge G C G offen ist. Ist A € G\ G, dann muss A4 (U)NG =
gelten. Wire niamlich B € U so, dass AB € G _gilt, dann wére wegen B € G auch
(AB)B™' = A € G. Damit ist aber auch G \ G offen, also G C Gy eine nichtleere
Teilmenge, die offen und abgeschlossen ist, und weil G zusammenhéngend ist, folgt
G = Go.

(2) Fiir X € g konnen wir ¢/(X) als <|,_op(exp(tX)) berechnen. Natiirlich gilt
exp(tX) € G fiir alle t € R also héngt ¢’ nur von ¢|g, ab und die eine Implikation folgt.
Umgekehrt folgt aus ¢’ = 1)’ nach Teil (1) von Satz sofort p(exp(X)) = ¥ (exp(X))
fiir alle X € g. Nun sieht man aber sofort, dass Teilmenge {A € G : p(A) = 1»(A)} eine
Untergruppe ist. Nach Teil (1) muss diese Untergruppe G enthalten, was den Beweis
vervollstandigt. O

Ist eine Matrixgruppe G selbst zusammenhéngend, dann ist G = G und glatte Ho-
momorphismen in beliebige andere Matrixgruppen sind durch ihre Ableitung eindeutig
bestimmt. Aus den Resultaten dieses Abschnitts folgt auch, dass die Lie Algebra g einer
Matrixgruppe G nur von G, abhéngt, iiber den “Rest” von G kann man durch g und
damit durch die Ableitung von Homomorphismen keine Information gewinnen. Daher
werden wir im Weiteren meist zusammenhéngende Matrixgruppen studieren.

Die Resultate dieses Abschnitts zeigen aber auch, wie man im Fall nicht zusam-
menhéngender Matrixgruppen weiter vorgehen kann. Da Gy C G eine normale Un-
tergruppen ist, erhédlt man eine induzierte Gruppenstruktur auf G/Gy. Da Gy C G
offen und abgeschlossen ist, erbt dieser Quotient die diskrete Topologie, man kann ihn
also einfach als Gruppe im Sinn der Algebra betrachten. Aus den Definitionen folgt
leicht, dass fiir ein Element A € G die Menge AGy = {AB : B € Gy} genau die
Bogenkomponente von A in G ist. Damit kann man aber die Menge G/Gy mit der
Menge der Bogenkomponenten von G identifizieren. Daher wird G/Gy iiblicherweise
als die Komponentengruppe von G bezeichnet. In den meisten interessanten Beispielen
ist diese Gruppe endlich mit wenigen Elementen. Fiir einen glatten Homomorphismus
¢ : G — Hist o(Gy) C H eine zusammenhingende Teilmenge, die T = (I) enthilt,
also folgt ¢ : Gy C Hy und natiirlich ist ¢|g, : Go — Hy ein glatter Homomorphismus
zwischen zusammenhingenden Matrixgruppen. Auflerdem erhélt man einen induzier-
ten Homomorphismus ¢ : G/Gy — H/H,y zwischen den Komponentengruppen, den
man benutzen kann um ¢ zu studieren.
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2.10. Mehr iiber Homomorphismen und ihre Ableitungen. Fiir einen glat-
ten Homomorphismus ¢ : G — H zwischen Matrixgruppen ist die Ableitung ¢’ : g — b
eine lineare Abbildung, also ein viel einfacheres Objekt als ¢ selbst. Trotzdem kann man
eine ganze Menge an Information iiber einen glatten Homomorphismus aus seiner Ablei-
tung ablesen. Dazu bemerken wir zunéchst das der Kern Ker(¢') = {X € g: ¢/(X) =0}
der linearen Abbildung ¢’ natiirlich ein Teilraum in g ist. In Beispiel [2.8 haben wir schon
bemerkt, dass fir X € Ker(¢') und Y € g immer [X, Y] € Ker(¢') gilt, also ist insbeson-
dere Ker(y') eine Lie Teilalgebra von g. Man nennt einen Teilraum mit dieser stirkeren
Eigenschaft ein Ideal in g.

Weiters benétigen wir den Begriff des Zentrums einer Gruppe. Dieses ist als Z(G) :=
{A € G:VB € G: AB = BA} definiert, was sofort impliziert, dass Z(G) eine
kommutative Untergruppe von G ist. Fir A € Z(G) und B € G gilt aber natiirlich
BAB™! = ABB™! = A, also ist Z(G) eine normale Untergruppe von G. Fiir eine fixe
Matrix B € G definiert fg(A) := ABA !B eine glatte Funktion fp: G — G also ist
f5'({I}) eine abgeschlossene Teilmenge von G. Damit ist auch der Durchschnitt dieser
Mengen iiber alle B € GG abgeschlossen in G. Aber aus der Definition folgt sofort, dass
dieser Durchschnitt mit Z(G) tibereinstimmt, also ist Z(G) selbst eine Matrixgruppe.

SATZ 2.10. Sei p : G — H ein glatter Homomorphismus zwischen Matrixgruppen
mit Ableitung ¢’ : g — b.

(1) Der Kern Ker(p) = {A € G : p(A) =1} von ¢ ist eine abgeschlossene, normale
Untergruppe von G und damit selbst eine Matrizgruppe. Die Lie Algebra von Ker(p) ist
Ker(¢').

(2) Ist @' injektiv, dann ist Ker(y) eine diskrete Untergruppe von G. Ist auflerdem
G zusammenhdngend, dann ist Ker(p) im Zentrum Z(G) enthalten.

(8) Ist @' surjektiv und H zusammenhingend, dann ist ¢ surjektiv.

(4) Ist @' bijektiv, dann gibt es fir jede Matrix A € G eine offene Teilmenge U C G
mit A € U, sodass o(U) C H offen und ¢|y : U — ¢(U) ein Diffeomorphismus ist.

BEWEIS. (1) Aus der Algebra ist bekannt, dass der Kern eines Gruppenhomomor-
phismus immer eine normale Untergruppe ist. Natiirlich ist {I} abgeschlossen in M,,(R)
und damit auch in H und da ¢ : G — H stetig ist, ist Ker(¢) als Urbild dieser Teilmenge
abgeschlossen in G. Damit ist Ker(y) abgeschlossen in G und somit auch in GL(n,R),
also eine Matrixgruppe.

Fiir X € g gilt p(exp(tX)) = exp(t¢’ (X)) nach Satz 2.8 Somit liegt exp(tX) genau
dann fiir alle ¢ in Ker(y), wenn exp(t¢'(X)) = e fiir alle ¢ gilt. Das ist aber offensichtlich
equivalent zu ¢’ (X) = 0 also zu X € Ker(¢'). Nach Satz[2.2]sagt das genau, dass Ker(¢')
die Lie Algebra der Matrixgruppe Ker(y) ist.

(2) Nach Teil (1) ist Ker(y) eine Matrixgruppe mit Lie Algebra {0}. Also finden
wir nach Satz [2.7) eine offene Teilmenge U C GL(n,R), sodass U N Ker(yp) = {I} gilt.
Das bedeutet aber gerade, dass {I} offen in Ker(¢p) ist. Analog ist fir A € Ker(p) die
Teilmenge A4 (U) C GL(n,R) offen und fiir B € A4 (U)NKer(p) ist A7 B € UNKer(yp),
also B = A. Damit ist auch {A} C Ker(y) offen, also Ker(y) eine diskrete Untergruppe
von G.

Fir A € Ker(p) und X € g ist t — exp(tX)Aexp(—tX) eine glatte Kurve in G und
man sieht sofort, dass die Kurve Werte in Ker(p) hat. Da Ker(y) diskret ist, muss die
Kurve konstant sein und der Wert bei t = 0ist A. Damit gilt aber exp(tX)A exp(—tX) =
A also exp(tX)A = Aexp(tX) fiir alle ¢ € R. Damit kommutiert A aber auch mit jedem
Element der von {exp(X) : X € g} erzeugten Untergruppe und da G zusammenhéngend
ist, folgt A € Z(G).
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(3) Nach Satz gilt p(exp(X)) = exp(¢'(X)) und weil ¢ surjektiv ist, ist die
Menge {exp(X) : X € b} im Bild von ¢ enthalten. Aus der Algebra ist bekannt, dass
dieses Bild eine Untergruppe von H ist, also folgt nach Korollar 2.9 dass Hy = H im
Bild von ¢ enthalten ist.

(4) Betrachten wir zundchst A = I. Im Beweis von Satz haben wir eine offene
Umgebungen Vi von 0 in g und Ug von I in G konstruiert, sodass exp sich zu einem
Diffeomorphismus exp |y, : Vo — Ug einschriankt und analog finden wir Vi C h und
Ug C H. Da ¢’ : g — b als lineare Abbildung stetig ist, ist auch (¢')~!(Vg) eine offene
Umgebung von 0 in g und damit ist auch V; := Vg N (¢')~' (V) so eine Umgebung.
Weil Vi C Vg gilt, ist Uy := exp(Vy) C Ug offen in G und exp |y, : V3 — Uj ist ein
Diffeomorphismus. Da ¢ bijektiv ist, ist V5 := ¢/(V]) C Vp eine offene Umgebung
von 0 und natiirlich ist |y, : Vi — V4 ein Diffeomorphismus. Schliellich folgt wie
oben, dass Uy := exp(V2) eine offene Umgebung von I in H und exply, : Vo — U
eine Diffeomorphismus ist. Nach Satz ist p(exp(X)) = exp(¢/(X)) fiir alle X € g.
Fiir A € U; kann man daher ¢(A) als exp(¢'((exp)~'(A))) schreiben. Das bedeutet
aber gerade, dass man ¢|y, = (exp ;) o (¢'|v;) o (exp |y;) ! schreiben kann und dass
¢ly, : Uy — U, ein Diffeomorphismus ist.

Fiir eine beliebige Matrix A € G ist A4(U;) eine offene Umgebung von A in G und
Ap(4)(Us) eine offene Umgebung von ¢(A) in H. Fir B € U; erhalten wir p(AB) =
©(A)p(B), also kénnen wir |y, @) als Ay(a)|v, © @|u, © Aa—1 schreiben. Damit ist aber
©xa@n) : Aa(Ur) = Apay(Us) ein Diffeomorphismus. O

BEMERKUNG 2.10. Mit etwas mehr Theorie von Teilmannigfaltigkeiten liesse sich
Teil (4) einfacher beweisen. Aus der Tatsache, dass @ o A4 = A4y 0 ¢ gilt, schliefit man
leicht, dass aus der Bijektivitédt von ¢’ folgt, dass Ty : TaG — Ty,a)H fiir alle A € G
bijektiv ist. Dann kann man einfach den inversen Funktionensatz fiir Teilmannigfaltig-
keiten anwenden, den wir allerdings erst in Korollar beweisen werden.

BEIsPIEL 2.10. Ein fundamentales Beispiel eines glatten Homomorphismus mit bi-
jektiver Ableitung ist die Abbildung ¢ — ¢ als Funktion von R nach {z € C: |z| = 1}.
Da wir noch nicht ausgiebiger iiber komplexe Matrixgruppen gesprochen haben, bringen
wir das auf etwas andere Art in das Setting der Matrixgruppen. Einerseits betrachten
wir N(2,R) := {(} ) : t € R} C GL(2,R) wie in Beispiel (3) von[2.4] Bezeichnen wir die
Matrix in der Definition mit A;, dann rechnet man sofort nach, dass A;A; = A, gilt.
Die Lie Algebra n(2, R) von N (2, R) besteht aus allen Matrizen der Form (§ §) mit ¢ € R.
Bezeichnen wir diese Matrix mit X;, dann gilt X? = 0 und damit exp(X;) = I+ X; = A;.
Also konnen wir N (2, R) einfach mit der additiven Gruppe (R, +) und ihre Exponenti-
alabbildung mit der Identitdt auf R identifizieren.

Die Gruppe {z € C : |z| = 1} ist natiirlich der Einheitskreis, den wir auch anders
schon als Matrixgruppe beschreiben kénnen. Dazu betrachten wir die Gruppe H :=
SO(2) € GL(2,R) aus Abschnitt [I.3 und Beispiel (4) von[2.1} Aus der linearen Algebra
ist bekannt, dass eine Matrix A genau dann orthogonal ist, wenn ihre Spaltenvektoren

eine Orthonormalbasis bilden. In R? kann man jeden Einheitsvektor als (Z?j((f))) fir t €

0, 27) schrieben. Stellen wir den ersten Spaltenvektor von A in dieser Form dar, dann

muss der zweite Spaltenvektor einer der beiden Einheitsvektoren sein, die orthogonal auf

den gegebenen Vektor stehen, also kommt nur j:(;z;rgt(;)) in Frage. Fiir die Determinante

ergibt sich dann #(cos?(t) +sin®(t)), also sehen wir, dass H aus allen Matrizen der Form

Uy = (gos(t) —sin(?) ) besteht. Diese Darstellung macht natiirlich fiir beliebige t € R
sin(t)  cos(t)

Sinn, aber um alle solchen Matrizen zu erhalten, geniigt es t € [0, 27) zu wéhlen.
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Wir wissen bereits, dass H eine abgeschlossene Untergruppe von GL(2,R) ist und
dass die Lie Algebra h von H aus allen schiefsymmetrischen 2 x 2-Matrizen besteht.
So eine Matrix ist von der Form (¢ ') und man verifiziert sofort, dass das Exponential
dieser Matrix gerade U, ist. Daraus folgt sofort, dass U;Us = U,y gilt. Nun kénnen wir
natiirlich einen Funktion ¢ : G — H durch ¢(A;) := U; definieren und aus unseren
Beobachtungen folgt schon, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Aulerdem ist in unseren
Identifikationen die Funktion ¢ oexp : ¢ — H durch ¢ — U; gegeben und aus der
Definition von U, folgt sofort, dass diese Funktion glatt ist. Damit ist ¢ ein glatter
Homomorphismus. Die Ableitung ¢’ bildet die Matrix X, auf die Ableitung %lt:OUts
und diese Ableitung ist offensichtlich (9 *) und damit ist ¢’ ein linearer Isomorphismus.

Wir kénnen nun die in Satz bewiesenen Eigenschaften alle explizit sehen. Der
Kern von ¢ ist {A; : t € 2rZ} und natiirlich ist das eine diskrete Untergruppe von R (die
isomorph zu Z ist). Da G kommutativ ist, sind die anderen beiden Eigenschaften aus
Teil (1) und (2) von Satz trivialerweise erfiillt. Offensichtlich ist ¢ surjektiv und fiir
ein offenes Intervall I von Lénge hochstens 27 ist die Abbildung ¢t — ¢(A;) offensichtlich
ein Diffeomorphismus. Natiirlich ist aber ¢ kein Isomorphismus und es gibt auch gar
keinen interessanten glatten Homomorphismus H — G. Ist ndmlich ¢ : H — G ein
glatter Homomorphismus, dann ist ¢(H) eine Untergruppe von G, die kompakt ist,
weil H kompakt und 1) stetig ist. Identifizieren wir G mit R, dann muss nach dem Satz
von Heine Borel ¢)(H) C G beschrinkt sein. Aber eine Untergruppe von (R, +) enthélt
mit jedem Element ¢ auch ¢ 4+ ¢ = 2t und induktiv folgt, dass auch kt fiir alle k € Z in
der Untergruppe liegen muss, was fiir ¢ # 0 eine unbeschréinkte Menge ist. Also muss

Y(H) = {0} gelten.

2.11. Eine allgemeine Perspektive. Zum Abschluss des Kapitels wollen wir
noch eine kleine Verallgemeinerung der entwickelten Konzepte besprechen. Unsere Be-
schreibung von Matrixgruppen war auf den Raum M, (R) der n x n—Matrizen, also auf
den Raum der linearen Abbildungen von R"™ nach R", aufgebaut. Aus der linearen Alge-
bra ist bekannt, dass die Wahl einer Basis fiir einen endlichdimensionalen R—Vektorraum
V einen linearen Isomorphismus R™ — V' definiert, wobei n = dim(V') ist. Damit kann
man auch lineare Abbildungen von V' auf sich selbst durch n x n—Matrizen beschreiben.
Damit scheint es plausibel, dass sich die Theorie der Matrixgruppen auf allgemeine end-
lichdimensionale Vektorrdume {ibertragen kann. Dabei muss man aber natiirlich darauf
achten, dass die Wahl der Basis, die den Isomorphismus geliefert hat, keine Rolle spielt.

Dass ein derartiger Zugang niitzlich sein kénnte, ergibt sich schon aus Dingen, die
wir bereits besprochen haben. Beginnen wir mit einer Matrixgruppe G C GL(n,R),
dann ist die Lie Algebra g von G ein linearer Teilraum von M, (R) und damit ein
endlichdimensionaler Vektorraum. Aus Satz wissen wir, dass fir A€ Gund X € g
auch AXA™!in g liegt. Damit kénnen wir fiir fixes A € G, eine Funktion Ad, : g — g
durch Ady(X) := AXA™! definieren. Dann ist Ady die Einschrinkung der linearen
Abbildung Ay 0 p* " = pA" 0 Ay auf den Teilraum g C M, (R), also ist Ady : g — g
eine lineare Abbildung. Aus der Definition folgt auch sofort, dass Adyo Adg = Adap
und Ad; = idy gilt. Damit ist aber Ady ein linearer Isomorphismus und die linearen
[somorphismen g — g bilden mit der Komposition eine Gruppe GL(g). Damit sehen
wir aber auch, dass A +— Adyu einen Gruppenhomomorphismus Ad : G — GL(g)
definiert und es stellt sich die Frage, ob wir diesen als glatten Homomorphismus zwischen
Matrixgruppen betrachten kénnen.

Sei also V' ein n—dimensionaler R—Vektorraum, seien B und C Basen von V und
0,1 : R® — V die entsprechenden linearen Isomorphismen. Dann ist ¥ 1oy : R* — R®
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ein linearer Isomorphismus und damit durch Multiplikation mit einer invertierbaren Ma-
trix T" gegeben. Die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung f : V' — V zu B erhilt
man durch ¢~ o f o : R® — R™. Analog erhilt man fiir C die Abbildung ¢~ o fo
und man sieht sofort, dass diese durch T'(¢p=' o f o )T~ gegeben ist. Natiirlich ist f
genau dann invertierbar, wenn die entsprechende Matrix invertierbar ist. Damit liefern
die Basen B und C auch Isomorphismen GL(V) — GL(n,R), wobei der zweite Isomor-
phismus durch Komposition des ersten Isomorphismus mit A + TAT ! gegeben ist.
Bezeichnet man diese Funktion mit ¢y : GL(n,R) — GL(n,R), dann ist das natiirlich
glatt (als Einschrankung einer linearen Abbildung), invertierbar (mit Inverser ¢p-1) und
ein Gruppenhomomorphismus. Damit ist aber ¢; sowohl ein Gruppenisomorphismus als
auch ein Diffeomorphismus.

Daraus folgt aber sofort, dass man sinnvoll von abgeschlossenen Untergruppen von
GL(V') sprechen kann. Die Frage, ob das Bild einer Untergruppe G C GL(V') unter dem
von einer Basis induziertem Isomorphismus zu G L(n,R) abgeschlossen ist, unabhéngig
von der Wahl der Basis ist. Man kann dann allgemeiner solche Gruppen als Matrixgrup-
pen bezeichnen. Durch die Matrixdarstellung erhélt man zugleich einen Isomorphismus
L(V,V) = M,(R), der sich bei Anderung der Basis ebenfalls durch Komposition mit
cr dndert. Daraus schlieft man leicht, dass man zu G einen wohldefinierten Teilraum
g C L(V, V) erhilt, der abgeschlossen unter dem Kommutator [f, g] :== fog—go f und
damit eine Lie Algebra ist.

Damit konnen wir nun das obige Beispiel vollstdndig behandeln. Dazu benétigen wir
noch zwei Begriffe.

DEFINITION 2.11. Sei g eine Lie Algebra iiber einem Korper K.

Ein Automorphismus von g ist eine invertierbare K—-lineare Abbildung f : g — g
sodass f([X,Y]) = [f(X), f(Y)] fiir alle X, Y € g gilt. Die Menge aller Automorphismen
von g wird mit Aut(g) C GL(g) bezeichnet.

SATz 2.11. Fir eine Matrizgruppe G C GL(n,R) mit Lie Algebra g gilt:

(1) Die Menge Aut(g) ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(g) und damit
emne Matrizgruppe.

(2) Fiir jedes A € G ist Ady € Aut(g) und Ad definiert einen glatten Homomor-
phismus G — Aut(g) C GL(g). Ist G zusammenhdngend, dann ist der Kern von Ad
das Zentrum Z(G) von G.

(3) Die Ableitung ad : g — L(g,9) von Ad ist durch adx(Y) = [X,Y] fir alle
X, Y € g gegeben.

BEWEIS. (1) Aus der Definition folgt sofort, dass fiir f, g € Aut(g) auch gof und f~!
in Aut(g) liegen, also ist Aut(g) eine Untergruppe von GL(g). Um die Abgeschlossenheit
zu beweisen kénnen wir g durch Wahl einer beliebigen Basis mit RY identifizieren, wobei
N = dim(g) ist. Da die Lie Klammer bilinear ist, definiert fiir fixe Elemente v,w € RY
die Funktion A — Afv,w] — [Av, Aw] eine stetige Abbildung My(R) — RY. Damit
ist die Menge jener Matrizen die Afv,w] = [Av, Aw] fiir diese fixen Vektoren erfiillt,
abgeschlossen. Nach Definition ist Aut(g) der Durchschnitt iiber alles diese Mengen
und damit ebenfalls abgeschlossen, also eine Matrixgruppe.

(2) Natiirlich ist (AXA™ N (AY A7) = AXYA™! und daraus folgt sofort, dass
Ads([X,Y]) = [Ada(X),Ada(Y)] und damit Ady € Aut(g) gilt. Aus der Definition
folgt sofort, dass Ads o Adp = Adup und Ady = id, gilt, also ist Ad : G — Aut(g) ein
Gruppenhomomorphismus.

Aus Proposition wissen wir, dass exp(Ada(X)) = Aexp(X)A™! gilt. Fiir A €
Z(@G) folgt exp(t Ada(X)) = exp(tX) fir alle X € g und ¢ € R. Differenzieren bei
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t = 0 liefert Ads(X) = X fiir alle X und damit A € Ker(Ad). Umkehrt folgt aus
Ady = idy, dass Aexp(X) = exp(X)A fiir alle X € g gilt. Damit kommutiert A auch
mit allen Elementen der von {exp(X) : X € g} erzeugten Untergruppe und weil G
zusammenhéngend ist, folgt A € Z(G).

Um die Glattheit zu beweisen, erinnern wir uns daran, dass g ein linearer Teilraum
von M,(R) und die Abbildung X — AXA™! auf ganz M, (R) definiert ist. Aus den
Sétzen |1.1) und folgt sofort, dass fiir fixes X € M, (R) die Zuordnung A — AXA™!
eine glatte Funktion GL(n,R) — M, (R) definiert. Damit ist natiirlich (fir fixes X') auch
die Einschrankung auf G C GL(n,R) eine glatte Funktion G — M, (R). Fiir X € g hat
diese Einschréinkung aber Werte in g und ist daher glatt als Funktion G — g. Wahlt
man eine Basis {Y},..., Yy} fiir g, dann bedeutet das, dass man AX A~! eindeutig als
Zij\il aX (A)Y; schreiben kann und dass die ;¥ glatte Funktionen G — R definieren.
Die Matrix von Ad, beziiglich dieser Basis hat aber dann als Eintragungen genau die
Zahlen az/j(A) also héngen alle diese Eintragungen glatt von A ab.

(3) Definieren wir ad : g — L(g, g) als die Ableitung von Ad. Dann kénnen wir ady
als Ableitung bei ¢ = 0 von Adegex) berechnen und klarerweise ist dann adx(Y') die
Ableitung bei ¢ = 0 von Adexpex)(Y) = exp(tX)Y exp(—tX). Wie in (2) macht das
wieder auf M, (R) Sinn und dort funktioniert das Argument aus dem Beweis von Satz
und liefert adx(Y) = XY — Y X. Fir Y € g stimmt das mit [X, Y] iiberein. O

BEMERKUNG 2.11. Man kann auch die Lie Algebra der Automorphismengruppe
Aut(g) von g beschrieben. Durch Differenzieren der Gleichung ¢(¢)[ X, Y] = [¢(t) X, ¢(t)Y]
erhélt man sofort, dass ¢(0)[X,Y] = [(0)X,Y] + [X, ¢(0)Y] gelten muss. Eine lineare
Abbildung g — g mit dieser Eigenschaft heifit eine Derivation von g. Man kann direkt
zeigen, dass fiir eine Derivation D von g, die Exponentialkurve exp(tD) Werte in Aut(g)
hat. Damit ist die Lie Algebra von Aut(g) genau der Raum der Derivationen von g. Es
ist leicht direkt zu verifizieren, dass der Raum der Derivationen abgeschlossen unter
dem Kommutator ist. Man bemerke auch, dass die Jacobi Identitéit genau sagt, dass fiir
jedes X € g die Funktion Y — [X, Y] eine Derivation von g ist.

Die Uberlegungen in diesem Abschnitt sind auch dann relevant, wenn man nicht
an allgemeinen Vektorrdumen interessiert ist. Betrachten wir etwa zwei Bilinearfor-
men by,by : R" x R® — R auf R” und nehmen wir an, dass es eine Matrix T €
GL(n,R) gibt, sodass by(v,w) = by(Tv,Tw) gilt. Dann koénnen wir wie oben den
Isomorphismus ¢r : GL(n,R) — GL(n,R), cr(A) = TAT! betrachten. Dann ist
bi(cr(A)v, er(A)w) = by (TAT v, TAT " w) = by(AT v, AT 'w) und fiir A € O(by)
stimmt das mit by(T 1o, T~ 'w) = b;(v,w) iiberein. Das bedeutet aber gerade, dass
cr(A) € O(by) gilt, also kénnen wir ¢ als Homomorphismus O(by) — O(by) betrach-
ten. Vollig analog folgt aber, dass ¢p-1 die Untergruppe O(b;) nach O(by) abbildet, also
sind ¢y und ¢p-1 inverse Isomorphismen zwischen O(by) und O(bs). Natiirlich erweitert
sich das problemlos auf den Fall, dass b; und b, auf n-dimensionalen Vektorrdumen V;
und V5 definiert sind und 7" ein linearer Isomorphismus V; — V5 ist.

Betrachten wir insbesondere denn Fall einer positive definiten Bilinearform b auf
einem n-dimensionalen Vektorraum V. Dann ist aus der linearen Algebra bekannt, dass
b eine Orhthonormalbasis {vy, ..., v,}. Ist T" die eindeutige lineare Abbildung R™ — V|
die T'e; = v; fiir alle 7 erfiillt, dann gilt b(T'e;, Te;) = (e;, €;). Das impliziert aber sofort,
dass b(Tx,Ty) = (z,y) fir alle z,y € R™ gilt. Also induziert ¢(7") einen Isomorphismus
O(b) — O(n) und wir kénnen die orthogonale Gruppe O(n) durch jedes innere Produkt
auf einem n-dimensionalen Vektorraum realisieren.
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Im Fall symmetrischer Bilinearformen charakterisieren Resultate der linearen Alge-
bra, wann ein solcher Isomorphismus existiert. Nach dem Trigheitssatz von Sylvester
gibt es fiir zwei symmetrische Bilinearformen by, b, genau dann einen linearen Isomor-
phismus T wie oben, wenn b; und by den gleichen Rang und die gleiche Signatur haben.
Das bedeutet natiirlich, dass man bis auf Isomorphie nur relativ wenige orthogonale
Gruppen betrachten muss. Ahnlich sind fiir isomorphe Lie Algebren die Automorphis-
mengruppen isomorph und so weiter.



KAPITEL 3

Beispiele von Matrixgruppen

In diesem Kapitel werden wir eine Fiille von Beispielen und Klassen von Beispielen
von Matrixgruppen und von glatten Homomorphismen zwischen solchen Gruppen be-
sprechen, die in der Mathematik und/oder der theoretischen Physik eine wichtige Rolle
spielen. Dabei werden wir auch jeweils Aspekte kldren, die wir im letzten Kapitel als
wichtig erkannt haben, also etwa Zusammenhang der entsprechenden Gruppen.

3.1. Komplexe Matrixgruppen. Beim Studium der grundlegenden Operationen
auf Matrizen in Kapitel [1| haben wir R und C gleichzeitig behandelt, bei der forma-
len Definition von Matrixgruppen aber dann nur R betrachtet. Wir wollen nun zei-
gen, dass GL(n,C) sowie abgeschlossene Untergruppen von G L(n,C) Matrixgruppen
sind. Dazu bemerken wir zunéchst, dass C" natiirlich ein reeller Vektorraum der Di-
mension 2n ist. Bezeichnen wir die Standardbasis von C™ mit {ey,...,e,} dann bildet
{e1,i€1,. .., €n, i€, } eine R-Basis fiir C", die wir benutzen um C" mit R?*" zu identifizie-
ren. Die Skalarmultiplikation mit ¢ € C definiert eine R-lineare Abbildung J : C* — C",
deren Matrixdarstellung beziiglich der obigen R—Basis durch eine Blockdiagonalmatrix
mit n Blocken der Form (9 ') entlang der Hauptdiagonale gegeben ist.

Wir kénnen den Raum M,,(C) der komplexen nxn-Matrizen als L¢(C™, C™) betrach-
ten, was natiirlich ein linearer Teilraum in Lg(C", C") = M,, (R) ist. Die entsprechende
lineare Einbettung M,,(C) — My, (R) konnen wir sofort explizit angeben. Fiir eine kom-
plexe Matrix A = (zj;) schreiben wir z;, = a;;,+1ibj, fiir aji, bjrx € R. Dann gilt natiirlich
Aey, = Zj zikej = y_p(ajpej +bjpie;) und Aiey = iAep = Y, (—bjre; + ajxie;). Betrach-
tet man also A als reelle Matrix der Groflie 2n x 2n, dann muss man einfach jede der
Cij _bjk
bj ajk
Matrixmultiplikation der Komposition von linearen Abbildungen entspricht folgt sofort,
dass unsere Einbettung M, (C) — My, (R) mit der Matrizenmultiplikation vertriglich
ist.

Eintragungen z;;, durch einen 2 x 2-Block der Form ersetzen. Nachdem die

PROPOSITION 3.1. Schrdnkt man die oben konstruierte lineare Injektion M, (C) —
Mo, (R) auf eine abgeschlossene Untergruppe G C GL(n,C) ein, dann ist das Bild eine
abgeschlossene Untergruppe von GL(2n,R) und damit eine Matrizgruppe. Insbesondere
trifft das auf GL(n,C) selbst zu.

Die Injektion ist mit der Ezponentialabbildung vertrdglich, also kann man fir die
Bestimmung der Lie Algebra von G direkt in M, (C) arbeiten.

BEWEIS. Ist eine komplex lineare Abbildung f : C* — C" invertierbar iiber R, dann
ist f~!: C" — C" automatisch C-linear. (Weil f C-linear ist, gilt f(if (z)) = iz =
F(f71(iz)) also folgt f~'(iz) = if'(z) aus der Injektivitit von f.) In Matrizensprache
bedeutet das aber genau, dass das Bild von GL(n,C) in M,,(R) genau der Durch-
schnitt von GL(2n,R) mit dem Bild von M,,(C) in My, (R) ist. Das letztere Bild ist ein
Teilraum und damit abgeschlossen, also ist das Bild von GL(n,C) eine abgeschlossene
Untergruppe von G'L(2n,R). Damit ist aber auch jede abgeschlossene Teilmenge von
GL(n,C) abgeschlossen in GL(2n,R) und das Resultat fiir allgemeines G folgt.

33
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Wie oben bemerkt ist die Inklusion M,,(C) — My, (R) mit der Matrixmultiplikation
vertréglich. Da das Matrizenexponential durch eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten
gegeben ist, folgt sofort, dass sie auch mit der Exponentialfunktion vertraglich ist. [J

Nachdem wir dieses Resultat beweisen haben, ist es nicht weiter notig, komple-
xe Matrizen explizit als reelle Matrizen aufzufassen. Wir kénnen einfach verwenden,
dass jede abgeschlossene Untergruppe G C GL(n,C) eine Matrixgruppe ist, deren
Lie Algebra g C gl(n,C) durch die komplexen Versionen von Definition bzw. als

={X € gl(n,C) : Vt € R : exp(tX) € G} beschreiben kénnen. Wir sehen auch, dass
G eine Teilmannigfaltigkeit des Raumes M, (C) = C** = R*" ist.

3.2. Unitéire und spezielle unitire Gruppen. Als erstes Beispiel komplexer
Matrixgruppen studieren wir komplexe Analoga der Gruppen O(n) und SO(n), die iiber
Hermite’sche Formen definiert sind. Betrachten wir also die standard Hermite’sche Form
auf C", die fiir Vektoren z = (21,..., 2,) und w = (wy, ..., wy,) durch (z,w) := >, z;w;.
Wie aus der linearen Algebra bekannt ist, ist diese Form komplex linear in der ersten
Variable und erfiillt (w,z) = (z,w) (und ist daher konjugiert linear in der zweiten
Variable). Daraus folgt, dass (z, z) immer reell ist, und die Form ist positiv definit, also
gilt (z,2z) > 0 fiir alle z # 0. Fiir eine Matrix A € M,(C) und z,w € C" gilt dann
(Az,w) = (z, A*w), wobei man A* durch Transponieren und komplexes Konjugieren
von A erhalt.

DEFINITION 3.2. Fiir n > 1 sei U(n) := {A € M,(C) : Vz,w € C" : (Az, Aw) =
(z,w)} und SU(n) :={A € U(n) : det(A) = 1}.

Eine dquivalente Charakterisierung ist, dass A € U(n) genau dann gilt, wenn A*A =
I, also A* = A~! gilt. Insbesondere erhalten wir U(1) = {z € C : |z| = 1}, den
Einheitskreis in C.

PROPOSITION 3.2. Fiir jedes n > 1 ist U(n) eine kompakte Matrizgruppe mit reel-
ler Dimension n?, deren Lie Algebra durch u(n) := {X € M,(C) : X* = —X} gegeben
ist. Fir A € U(n) gilt |det(A)| = 1, also definiert det einen glatten Homomorphismus
U(n) — U(1) mit Kern SU(n). Damit ist SU(n) fir n > 1 ein abgeschlossener Nor-
malteiler von U(n) und damit selbst eine kompakte Matrizgruppe der Dimension n* — 1.

Ihre Lie Algebra ist su(n) := {X € M,(C) : X* = - X, tr(X) = 0}.

BEWEIS. Der Beweis ist ganz &hnlich wie fiir die orthogonalen Gruppen. Offen-
sichtlich ist U(n) eine Untergruppe von GL(n,C) und klarerweise ist A*A = I eine
abgeschlossene Bedingung. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine Matrix
A = (a;;) € M,(C) genau dann in U(n) liegt, wenn ihre Spaltenvektoren eine Or-
thonormalbasis von C" bilden. Damit folgt aber |a;;| < 1 fiir alle 4, j, also ist U(n) eine
beschrinkte, abgeschlossene Teilmenge von M, (C) und damit kompakt.

Zur Bestimmung der Lie Algebra betrachten wir eine Kurve ¢ : I — GL(n,C)
mit ¢(0) = I, die Werte in U(n) hat. Differenziert man (c(t)z, c(t)w) = (z,w), dann
erhélt man sofort 0 = (¢/(0)z, w) + (z, ¢ (0)w) und damit ¢/(0) + ¢(0)* = 0. Umgekehrt
zeigt eine direkte Rechnung wie im Beweis von Proposition 2.4 dass aus X* = —X
schon exp(tX) € U(n) fir alle t € R folgt. Zur Bestimmung der Dimension von u(n)
beobachten wir, dass fir X = (z;;) € u(n) die Eintragungen x;; rein imaginér sein
miissen, wiahrend man oberhalb der Hauptdiagonale beliebige komplexe Eintragungen
vorgeben kann, was dann X eindeutig festlegt. Daraus folgt dim(u(n)) = n? sofort.

Da det(A) = det(A") gilt, folgt sofort det(A*) = det(A). Fir A € U(n) liefert
dann aber A*A = T direkt |det(A4)|*> = 1. Somit hat die Einschrinkung der glatten
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Funktion det : M,(C) — C auf U(n) Werte in U(1), also ist det : U(n) — U(1) eine
glatte Funktion und natiirlich ist det ein Homomorphismus. Der Kern eines stetigen
Homomorphismus ist ein abgeschlossener Normalteiler und als abgeschlossene Teilmen-
ge des kompakten Raumes U(n) ist SU(n) ebenfalls kompakt. Die Beschreibung der
Lie Algebra folgt wie in Beispiel (1) von und die Aussage iiber die Dimension ist
offensichtlich. OJ

Neben U(1) hat auch die Gruppe SU(2) eine einfache topologische Beschreibung.
Fiir eine Matrix A € SU(2) miissen die Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis von C?
bilden. Damit bildet die erste Spalte (;) von A einen Einheitsvektor in C? = R*, also
ein Element der Sphire S®. Da der zweite Spaltenvektor normal auf (5}) steht, muss er
die Form (_/\)‘2“7) fiir A € C haben und weil auch er ein Einheitsvektor sein muss, folgt
|A| = 1. Damit ist aber det(A) = \(|2]? + |w?|) = X =1, also A = (2 ). Somit ist A

w oz

durch den ersten Spaltenvektor eindeutig bestimmt und wir sehen, dass wir SU(2) mit
der Sphire S? identifizieren kénnen.

BEMERKUNG 3.2. (1) Fiir Hermite’sche Formen gibt es analog zu reellen sym-
metrischen Bilinearformen eine Klassifikation durch Rang und Signatur. Insbesonde-
re sind nicht degenerierte Hermite’sche Formen auf C™ durch ihre Signatur (p,¢) mit
p + ¢ = n eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt. Insbesondere definiert (z,w)
> 51 25 = Y. #jw; eine Hermite’sche Form mit Signatur (p,¢) und man kann
der unitdre und spezielle unitdre Gruppe betrachten, die {iblicherweise mit U(p, ¢) und
SU (p, q) bezeichnet werden. Diese sind Matrixgruppen der gleichen Dimension wie U(n)
bzw. SU(n), aber nicht kompakt. Auch die Beschreibungen der Lie Algebren sind analog
(siehe Ubungen).

(2) Es gibt auch eine zweite Version von komplexen orthogonalen Gruppen. Auf
jedem endlichdimensionalen komplexen Vektorraum gibt es eine bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmte, nicht-degenerierte komplexe Bilinearform b. (Weil fiir so eine Form
b(iz,iz) = i°b(z,2) = —b(z,2) gilt, gibt es fiir komplexe Bilinearformen keine Signa-
tur.) Insbesondere kann man auf C" die Standardform (z,w) — > zjw; betrachten
und die Matrizen A € GL(n,C) die diese Form bewahren, bilden eine abgeschlossene
Untergruppe O(n,C) C GL(n,C) deren Lie Algebra aus den schiefsymmetrischen, kom-
plexen n x n—Matrizen besteht. Fiir A € O(n,C) gilt det(A)? = 1, also det(A) = +1
und man definiert SO(n,C) := {A € O(n,C) : det(A) = 1}. Auch diese Gruppen sind
nicht kompakt, sie sind vor allem fiir die Strukturtheorie wichtig, weil sie Beispiele fiir
komplexe einfache Lie Gruppen liefern.

3.3. Zusammenhang klassischer Gruppen. Nachdem wir die orthogonalen und
unitdren Gruppen definiert haben, konnen wir sie benutzen um die Zusammenhangsei-
genschaften einiger grundlegender Beispiele von Matrixgruppen zu studieren. Wir be-
ginnen mit einfachen Beispielen, die fiir sich genommen nicht so wichtig sind, aber im
folgenden technisch niitzlich sein werden.

Betrachten wir zunéchst die Gruppen B(n, K) der invertierbaren oberen Dreiecksma-
trizen aus Beispiel (3). Fiir K = R ist diese Gruppe sicher nicht zusammenhéngend,
weil fiir A € B(n,R) jede der Hauptdiagonaleintragungen a;; in R\ {0} liegt und damit
positiv oder negativ sein kann. Betrachten wir Z, als die multiplikative Gruppe {1, -1}
und fiir a € R\ {0} sei sgn(a) € Zy das Signum von a also 1 fiir @ > 0 und —1 fiir
a < 0, sodass sgn(ab) = sgn(a)sgn(b) gilt. Da die Hauptdiagonaleintragungen eines
Produkts von oberen Dreiecksmatrizen die Produkte der entsprechenden Eintragungen
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der beiden Faktoren sind, sehen wir, dass A = (a;;) — (sgn(a11),...,sgn(a,,)) einen
Homomorphismus B(n,R) — (Z3)" definiert, der offensichtlich surjektiv ist.

Der Kern dieses Homomorphismus besteht aus allen oberen Dreiecksmatrizen A =
(ai;), die a; > 0 fur alle ¢ = 1,...,n erfiillen. Fiir so eine Matrix A und ¢ € [0,1]
betrachten wir (1 —¢)I+¢A. Das ist offensichtlich eine obere Dreiecksmatrix mit Haupt-
diagonaleintragungen (1 —t) + ta; > 0, also definiert ¢(t) := (1 — ¢)[ + tA eine stetige
Kurve ¢ : [0,1] — B(n,R), die ¢(0) = T und ¢(1) = A erfiillt. Damit sehen wir aber, dass
die Zusammenhangskomponente By(n,R) genau aus den Matrizen in B(n,R) besteht,
bei denen alle Hauptdiagonaleintragungen positiv sind. Das gleiche Argument zeigt,
dass die Gruppe N(n,R) der oberen Dreiecksmatrizen fiir die alle Hauptdiagonaleintra-
gungen gleich 1 sind, zusammenhéngend ist.

Fir K = C ist die Situation einfacher, weil C \ {0} zusammenhéngend ist. Man
kann némlich eine komplexe Zahl 2z # 0 eindeutig als z = |z|e"® schreiben wobei |z| > 0
und ¢ € [0,27) gilt. Fir ¢ € [0,1] ist nun (1 — ¢) + ¢|z| > 0, also definiert c(t) :=
(1 —t) + t|]z|)e™ eine stetige Kurve in C \ {0}, die ¢(0) = 1 und ¢(1) = z erfiillt.
Gilt z € U(1), also |z| = 1, dann ist c(t) = €™, also hat die Kurve Werte in U(1) und
wir sehen, dass auch U(1) zusammenhéngend ist. Fiir eine Matrix A = (a;;) € B(n,C)
kénnen wir nun zunéchst die Elemente auflerhalb der Hauptdiagonale fix lassen, und
die Hauptdiagonalelemente mit stetigen Kurven wie oben bewegen. Das zeigt, dass wir
eine Kurve finden, die A mit einem Element von N(n,C) verbindet. Fiir B € N(n,C)
ist aber wieder ¢(t) := (1 —t)I+¢B eine Kurve in N(n,C), die B mit I verbindet. Somit
sind B(n,C) und N(n,C) zusammenhéngend.

Als néchsten Schritt konnen wir das Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren
in Matrizenschreibweise interpretieren um Informationen tiber die Gruppen GL(n,K)
und SL(n,K) zu erhalten.

LEMMA 3.3. (1) Fir eine Matric A € GL(n,R) gibt es Matrizen C' € O(n) und
N € By(n,R), sodass A= CN gilt. Fir A € GLT(n,R) gilt C € SO(n).

(2) Fir eine Matric A € GL(n,C) gibt es Matrizen C € U(n) und N € B(n,C)
mit positiven, reellen Fintragungen auf der Hauptdiagonale, sodass A = C'N gilt. Fiir
A€ SL(n,C) gilt C € SU(n).

BEWEIS. Der Beweis funktioniert fiir K = R und K = C gleich, nur die Interpre-
tation des Ergebnisses ist verschieden. Fiir A € GL(n,K) bilden die Spaltenvektoren

ai,...,a, von A eine Basis von K" und wir kénnen darauf das Gram—Schmidt Verfahren
anwenden um eine Orthonormalbasis ¢y, ..., ¢, von K" zu erhalten. Nach Definition ist
c; = mM, also ein positives Vielfaches von a;. Dann setzt man é, := ay — {(ag, ¢1)cy

und erhélt ¢ durch Normieren dieses Vektors. Da ¢; ein Vielfaches von a; ist, ist ¢y eine
Linearkombination von a; und as, wobei der Koeffizient von ay gerade Hc_le und damit
reell und positiv ist. Induktiv folgt fiir jeden Index k, dass ¢, eine Linearkombination
von aq, ..., a; ist, wobei der Koeffizient von a; reell und positiv ist.

Schreiben wir das explizit als ¢, = Z§:1 mjra; und setzen mj, = 0 fiir j > k, dann
ist M = (mjx) eine obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen Eintragungen auf der
Hauptdiagonale. In Komponenten sagt das ¢, = > ; @ijMyk, also C = AM, wobei C die
Matrix ist, die ¢y, . .., ¢, als Spaltenvektoren hat. Nun ist N := M ~! ebenfalls eine obere
Dreiecksmatrix und nj; = 1/m;; also hat auch N positive reelle Eintragungen auf der
Hauptdiagonale und natiirlich gilt CN = AMN = A. Da die ¢; eine Orthonormalbasis
bilden, gilt C' € O(n) fir K = R und C' € U(n) fir K = C. Schliefllich ist det(N)
reell und positiv, |det(C)| = 1 und det(A) = det(C)det(N). Damit ist fir K = R
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det(A) > 0 nur fir det(C') = 1 moglich, wéhren fiir K = C aus det(A) = 1 schon
det(C') = det(N) = 1 folgt. O

BEMERKUNG 3.3. In dem Beweis haben wir eine bijektive Abbildungen GL(n,R) —
O(n) x By(n,R) analog eine Bijektion von GL(n,C) auf das Produkt von U(n) mit ei-
ner abgeschlossenen Untergruppe von B(n, C) konstruiert. Diese Abbildungen sind keine
Gruppenhomomorphismen, aber man kann zeigen, dass sie Diffeomorphismen sind, also
sowohl die Funktionen als auch ihre Inversen glatt sein. Damit kann man die Struktur
von GL(n,K) als Mannigfaltigkeit besser verstehen. Offensichtlich ist By(n, R) als Man-
nigfaltigkeit sehr einfach, namlich (isomorph zu) (0, 00)" x R*"~1/2 wobei die ersten
n Komponenten den positiven Eintragungen auf der Hauptdiagonale und die restlichen
Komponenten den beliebigen Eintragungen iiber der Hauptdiagonale entsprechen. Die-
ser Raum hat sehr einfache Topologie, man kann ihn auf einen Punkt zusammenziehen.
Damit ist die “interessante” Topologie von GL(n,R) ganz in O(n) enthalten.

Ganz analog sieht die Untergruppe von B(n, C) wie (0, 00)" x C""~1)/2 aus, also ist
wieder die “interessante” Topologie von GL(n,C) in U(n) enthalten. Diese Zerlegungen
haben ein Analogon fiir die Klasse der komplexen einfachen Lie Gruppen, die sogenannte
Iwasawa Zerlegung.

SATZ 3.3. Fiir n > 1 sind die Gruppen GL*(n,R), SL(n,R), SO(n), GL(n,C),
U(n) und SU(n) zusammenhdingend, wihrend die Gruppen GL(n,R) und O(n) genau
zwet Zusammenhangskomponenten besitzen.

BEWEIS. Nach Lemma finden wir fiir eine Matrix A € GL(n,R) Matrizen
C € O(n) und N € By(n,R), sodass A = C'N gilt. Wir haben auch schon gesehen,
dass ¢(t) := (1 — t)[ + tN eine stetige Kurve in By(n,R) definiert, die I mit N verbin-
det. Damit ist aber ¢t — C' - ¢(t) eine stetige Kurve in GL(n,R), die C - ¢(0) = C mit
C - ¢(1) = CN = A verbindet. Damit folgt, dass GL(n,RR) hochstens so viele Zusam-
menhangskomponenten wie O(n) besitzt. Fir A € GL*(n,R) ist C € SO(n), also liegt
c(t) ganz in GL*(n,R) und verbindet A mit einem Element von SO(n). Damit besitzt
GL*(n,R) hochstens so viele Zusammenhangskomponenten wir SO(n).

Betrachten wir schliefllich A € SL(n,R), dann gilt wieder C' € SO(n) und aulerdem
det(N) = 1. Damit ist aber t — det(c(t)) eine stetige Funktion [0,1] — (0, 00) die 0

und 1 auf 1 abbildet. Damit ist auch m eine stetige Funktion, und wir definieren

¢(t) indem wir die erste Spalte von c¢(t) mit m multiplizieren. Dann folgt nach
Konstruktion det(é(t)) = 1 fur alle ¢, sowie ¢(0) = I und ¢(1) = N. Damit hat aber die
Kurve t — C'-é(t) Werte in SL(n,R) und verbindet A mit C. Damit hat auch SL(n,R)
hochstens so viele Zusammenhangskomponenten wie SO(n).

Wir wissen bereits, dass SO(n) und {A € O(n) : det(A) = —1} disjunkte offene
Teilmengen von O(n) sind, womit O(n) mindestens zwei Zusammenhangskomponenten
besitzt. Ist A € O(n) mit det(A) = —1, dann definiert A4 einen Homéomorphismus von
SO(n) auf {A € O(n) : det(A) = —1}. Somit kénnen wir aber alle behaupteten Aussa-
gen fiir K = R beweisen, in dem wir zeigen, dass SO(n) fiir n > 1 zusammenhéngend
ist.

Nach Definition ist SO(1) = {1} und damit zusammenhéngend. Aus Beispiel
wissen wir, dass SO(2) aus den Matrizen der Form (3! ~sint) mit ¢ € [0, 27) besteht und
offensichtlich kann man jede dieser Matrizen mit einer stetigen Kurve mit I verbinden.
Damit kénnen wir die Behauptung tiber SO(n) nun induktiv beweisen. Sei also A €
SO(n) fir n > 2 und seien ay, . . ., a, die Spaltenvektoren von A, die nach Voraussetzung

eine positiv orientierte Orthonormalbasis von A bilden. Wir behaupten zunéchst, dass
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es eine stetige Kurve ¢(t) = (ai(t),...,a,(t)) in SO(n) gibt, die bei A beginnt und bei
einer Matrix endet, deren letzter Spaltenvektor der Einheitsvektor e, ist.

Ist a, = e,, dann ist nichts zu zeigen und ist a = —e,, dann definieren wir ¢(t) :=
(ay,...,a,_9,costa, 1 +sinta,, —sinta, 1 + costa,). Das ist offensichtlich eine stetige
Kurve und man verifiziert sofort, dass c(t) € SO(n) fiir alle t € R gilt. Auflerdem ist
c(0) = A, wihrend der letzte Spaltenvektor von ¢(7) gerade —a,, = e, ist. Ist a, # *e,,
dann spannen diese beiden Vektoren eine Ebene auf und wir benutzen eine Rotation in
dieser Ebene. Dazu ergénzen wir a,, durch g, zu einer Orthonormalbasis dieser Ebene,
setzen also g, 1= e, — (€, an)a, und y, = ”y_lann Da e, ein Einheitsvektor in dieser
Ebene ist, gibt es eine Eindeutige Zahl ¢, € [0, 27), sodass e,, = costoa, + sintoy, gilt.
Fir ¢ < n ist {(a;,a,) = 0, also steht b; := a; — (a;, yn)y, normal auf a, und y, und
damit auf die von diesen beiden Vektoren erzeugte Ebene und a; = (a;, yn)yn + b;. Fiir
Jj < n erhalten wir damit sofort

(3.1) (ai, a5) = (@i, yn)(aj, yn) + (bi, bj) = bij.
Nun setzen wir a,(t) := costa, + sinty, und fiir i < n definieren wir
a;(t) := (a;, yn)(—sinta, + costy,) + b;.

Dann gilt b; L a,(t) und damit a;(t) L a,(t) fiir alle t. Andererseits gilt offensichtlich
llan(t)]| = 1 fiir alle ¢ und aus aus folgt sofort (a;(t),a;(t)) = 0;; fur i,7 < n
und alle ¢. Damit ist ¢(t) = (ai(t),...,a,(t)) eine stetige Kurve in O(n) mit ¢(0) =
A € S0(n), also bleibt ¢ in SO(n). Andererseits ist nach Konstruktion a,(ty) = e,
also hat die Matrix c(ty) als letzten Spaltenvektor e,. Die andere Spaltenvektoren von

c(tg) stehen normal auf e,, also hat ¢(tg) die Form fiir eine (n — 1) x (n —

B 0
0 1
1)-Matrix B, die nach Konstruktion orthogonal ist und Determinante 1 hat, also in
SO(n — 1) liegt. Nach Induktionsvoraussetzung ist SO(n — 1) zusammenhéngend, also
nach Satz bogenzusammenhéingend. Damit finden wir eine stetige Kurve B(t), die
B mit d%(E;inheitsmatrix verbindet und indem wir erst durch ¢ und dann durch die

t

0 1

Im komplexen Fall geht man analog vor, die Situation ist aber etwas einfacher:
Man kann wieder jede Matrix A € GL(n,C) mit einer stetigen Kurve mit einer Matrix
C € U(n) verbinden. Fiir A € SL(n,C) gilt C € SU(n) und wie zuvor kann man die
Kurve so modifizieren, dass sie Werte in SL(n,C) hat. Fiir eine Matrix C' € U(n) ist
det(C) € U(1), also det(C) = e fiir ein ¢ty € [0,27). Ist nun C(¢) die Matrix, die
man erhilt indem man die erste Spalte von C mit e~ multipliziert, dann erhilt man
eine glatte Kurve ¢t — C(t) in U(n), die C(0) = C und C(1) € SU(n) erfiillt. Damit
konnen wir alle behaupteten Aussagen iiber die komplexen Gruppen beweisen, indem
wir zeigen, dass SU(n) fiir alle n > 1 zusammenhéngend ist.

Nun gilt wieder SU(1) = {1} und wir haben in Abschnitt bereits SU(2) mit
der Einheitssphire S* in C? = R* identifiziert haben. Man sieht aber ganz leicht (sie-
he Ubungen), dass S™ fiir n > 1 bogenzusammenhiingend ist, also ist SU(2) zusam-
menhingend. Nun behaupten wir analog wie vorher, dass es zu einer gegebene Matrix
A € SU(n) eine stetige Kurve in SU(n) gibt, die A mit einer Matrix verbindet, deren
letzter Spaltenvektor e, ist. Ist a,, ein komplexes Vielfaches von e,,, dann gilt a,, = e‘e,,
fiir ty € [0,27). In diesem Fall definieren wir ¢(t) := (ay, . .., ap_2, €"a, 1, e "q,) und
erhalten eine Kurve ¢ : [0,1] — SU(n), die ¢(0) = A erfiillt, sodass ¢(1) als letzten Spal-
tenvektor e~#0q,, = e, hat.

Kurve laufen, konnen wir A mit der Einheitsmatrix verbinden.
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Ist a, kein komplexes Vielfaches von e,, dann spannen die beiden Vektoren eine
komplexe Ebene auf und wir konstruieren einen komplexen Normalvektor y, zu a, in
dieser Ebene wie zuvor. Natiirlich gibt es eine spezielle unitare Abbildung dieser Ebene,
die a,, auf e, abbildet und von oben wissen wird, dass wir eine stetige Kurve ¢ finden, die
die Identitdt mit dieser Abbildung verbindet. Wie oben kénnen wir jeden der anderen
Spaltenvektoren a; als A;y, + b; schreiben, wobei A\; € C gilt und der Vektor b; ortho-
gonal auf die Ebene steht. Nun definiert man a,(t) := c(t)a,, und a;(t) := A;jc(t)y, + b;
und verifiziert leicht, dass das die gewiinschten Eigenschaften hat. Damit erhélt man
wieder eine Blockform mit einer Matrix aus SU(n — 1) und der Zusammenhang von
SU(n) folgt durch Induktion. O

3.4. Die Struktur von SO(3). Die speziellen unitdaren Gruppen fiithren iiberra-
schenderweise auch zu einem besseren Verstédndnis der speziellen orthogonalen Gruppen
in niedrigen Dimensionen. Das zeigt auch, wie man die bisher entwickelten Techniken
effizient anwenden kann.

Betrachten wir die Lie Algebra su(2) = {X € M(C) : X* = —X}. Eine Matrix

X € su(2) kann eindeutig in der Form v

ben werden. Betrachten wir die Abbildung su(2) x su(2) — C, die durch (X,Y) —
—2tr(XY) = L tr(XY™) gegeben und damit offensichtlich bilinear iiber R ist. Stellen
wir unsere Matrizen wie oben durch Paare (a, z) und (b, w) dar, dann sehen wir sofort,
dass wir ab+ Re(zw) € R und fiir Y = X die Zahl a?® + |z|? erhalten, die fiir X # 0 po-
sitiv ist. Also haben wir ein positiv definites inneres Produkt auf dem 3—dimensionalen
reellen Vektorraum su(2) definiert, das wir mit ( , ) bezeichnen. Wir sehen auch, dass
die Matrizen (§ %), (Y ') und (9§) eine Orthonormalbasis fiir diesen Raum bilden.
Damit kénnen wir nun den glatten Homomorphismus Ad : SU(2) — G'L(su(2)) aus
Satz betrachten, der durch Ad,(X) = AXA™! fir A € SU(2) und X € su(2)

gegeben ist. Offensichtlich gilt
(Ada(X),Ada(Y)) = L tr(AXATTAYA™Y) = L tr(XY) = (X,Y),

also gilt Ady € O(su(2)) fir jedes A € SU(2). Aus Satz [3.3) wissen wir, dass SU(2)
zusammenhéngend ist, also ist auch Ad(SU(2)) zusammenhéngend. Aus Abschnitt

~

wissen wir, dass O(su(2)) = O(3) ist, was nach Satz genau zwei Zusammenhangs-
komponenten besitzt. Da I = Ady in Ad(SU(2)) liegt, ist Ad(SU(2)) in der Zusammen-
hangskomponente von I enthalten, die isomorph zu SO(3) ist. Damit konnen wir Ad
als glatten Homomorphismus Ad : SU(2) — SO(3) betrachten.

_.Za ) fiir @ € R und z € C geschrie-

SATZ 3.4. Der Homomorphismus Ad : SU(2) — SO(3) ist surjektiv und Ker(Ad) =
{I, =I}. Damit ist SO(3) als Gruppe isomorph zu SU(2)/Zy. Als topologischer Raum
(und als Mannigfaltigkeit) erhdlt man SO(3) indem man in der Sphére S® jeden Punkt x
mit dem antipodalen Punkt —z identifiziert. Also realisiert SO(3) den dreidimensionalen
projektiven Raum RP3.

BEWEIS. Aus Satz wissen wir, dass die Ableitung ad : su(2) — gl(su(2)) von
Ad durch adx(Y) = [X, Y] gegeben ist und wir wissen, dass ad Werte in so(su(2)) hat.
Nun hat aber sowohl su(2) als auch so(3) Dimension 3, also sind fiir ad Injektivitét und
Surjektivitat dquivalent. Nun bedeutet aber adx (Y') = 0 genau XY = Y X, also besteht
der Kern von ad aus jenen Matrizen in su(2), die mit allen anderen Matrizen in su(2)
kommutieren. Da wir das spéter noch benotigen werden, rechnen wir fiir Matrizen der
Form (7 %), die sowohl su(2) (als die Matrizen mit z € iR) als auch SU(2) (als die

w
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Matrizen mit |z]? + |w|? = 1 umfasst:

G L) I S8 R ) N G B G

Also kommutieren diese Matrizen nur fiir w = 0. Analog rechnet man, dass (
nur dann mit (9 ') kommutiert, wenn sowohl z also auch w reell sind. Da sowohl
als auch (9 ') in su(2) liegt, sehen wir, dass ady = 0 nur fiir X = 0 gilt.

Da SO(3) nach Satz[3.3| zusammenhéngend ist, folgt nach Satz aus der Surjekti-
vitéit von ad die Surjektivitdt von Ad. Nach dem gleichen Satz folgt aus der Injektivitéit
von ad, dass Ker(Ad) im Zentrum von SU(2) enthalten sein muss. Da aber die Ma-
5 %) und (9 4') auch in SU(2) liegen, folgt aus der obigen Rechnung, dass

)

: 0
w'zo
(0 2%)

trizen ({2,
eine Matrix A € SU(2) nur dann mit allen Elementen von SU(2) kommutieren kann,
wenn A ein reelles Vielfaches von I ist, was wegen det(A) = 1 sofort A = %I impli-
ziert. Nachdem Vielfache von I natiirlich mit jeder Matrix kommutieren, sehen wir, dass
Z(SU(2)) = {£[} = Ker(Ad) = Z, gilt.

Da ein surjektiver Homomorphismus ¢ : G — H zwischen zwei Gruppen einen Iso-
morphismus G/ Ker(p) — H induziert, folgt die behauptete Beschreibung von SO(3)
als Gruppe. Um die Beschreibung als Raum zu erhalten, erinnern wir uns, dass die
Identifikation von SU(2) mit S* C C? einfach dadurch gegeben war, dass eine Matrix A
auf ihren ersten Spaltenvektor abbildet, der ein Einheitsvektor in C? = R* ist. Im Quo-
tienten SU(2)/{=£l} muss man aber jede Matrix A mit A-(—I) = — A identifizieren und
ist z € S3 C C? der erste Spaltenvektor von A, dann ist die erste Spalte von —A gerade
—z. Nachdem ein (reell) 1-dimensionaler Teilraum von R* = C? die Einheitssphéire S®
in genau zwei Punkten der Form £z schneidet, kann man diesen Quotienten der Sphére
mit der Raum RP? der eindimensionalen Teilriume von R* identifizieren. [

Im einfachen Fall von SU(2) kann man die allgemeinen Resultate iiber Ad und
ad, die wir verwendet haben auch durch direkte Berechnung von Matrixdarstellungen
beziiblich der Orthonormalbasis von oben ersetzen. Insbesondere zeigt man leicht, dass

: . 0 20 -2
fiir X = (%% ~“F*) die Matrixdarstellung von adx durch <—22v 26) —027ct> gegeben ist.
u a

Das zeigt natiirlich sofort, dass ad einen linearen Isomorphismus su(2) — so0(3) definiert.

3.5. Die Struktur von SO(4). In Dimension n = 4 koénnen wir eine #hnlichen
Methode verwenden, um die Gruppe SO(4) zu beschreiben. Wir betrachten die Menge

H .= {(5) _Z“_’) 2w € c} C My(C)

von Matrizen aus dem Beweis von Proposition [3.4] Das ist offensichtlich ein 4-dimen-
sionaler, reeller Teilraum von M;(C) und wir haben schon gesehen, dass H sowohl su(2)
(Elemente mit z € iR) als auch SU(2) (Elemente mit |z|?+|w|? = 1) enthélt. Eine kurze
Rechnung (siche Ubungen) zeigt, dass H abgeschlossen unter der Matrixmultiplikation
ist, also fiir X,Y € H auch XY € H gilt. Fiir X € H ist det(X) = |2|? + |w|? und
das ist fiir X # 0 positiv. Damit ist jedes Element X € H \ {0} eine invertierbare
Matrix und man verifiziert sofort, dass X ! = #(X)X * gilt und dass auch diese Matrix
in H liegt. Damit folgt, dass H ein Schiefkorper ist, also alle Korperaxiome aufler der
Kommutativitiat der Multiplikation erfiillt.

Fiir X,Y € H definieren wir (X,Y) = 2 tr(X*Y) (was auf dem Teilraum su(2)

offensichtlich mit dem oben definierten inneren Produkt tibereinstimmt). Eine einfache
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direkte Rechnung zeigt sofort, dass dies dem (reellen) standard inneren Produkt ent-
spricht, wenn wir H analog wie oben iiber die erste Spalte mit C? = R* identifizieren.
Insbesondere folgt aus der Rechnung von oben sofort, dass (X, X) = det(X) gilt.

Bevor wir die Beschreibung von SO(4) geben kénnen, benétigen wir noch ein Lem-
ma:

LEMMA 3.5. Seien G C GL(n,R) und H C GL(m,R) Matrizgruppen mit Lie Alge-
bren g und b. Dann kann man die Produktgruppe G x H (also das Produkt der Mengen
mit den komponentenweisen Operationen) in natirlicher Weise als abgeschlossene Un-
tergruppe von GL(n+m,R) betrachten, also ist G x H wieder eine Matrizgruppe. Die Lie
Algebra dieser Gruppe kann man mit g X by identifizieren, wobei sowohl die Lie Klammer
als auch die Fxponentialabbildung komponentenweise gegeben ist.

BeEwEIs. Betrachten wir M,,,,(R) und nennen eine Matrix X = (z;;) in diesem
Raum block-diagonal mit Blécken der Gréfie n und m wenn x;; = 0 fiir alle ¢ > n und
j < n sowie fiir alle ¢ < n und 57 > n gilt. Diese Matrizen bilden offensichtlich einen
Teilraum in M,,,(R) und wir schreiben Elemente in diesem Raum als Blockmatrizen
der Form (' ¢ ) mit X; € M,(R) und X, € M, (R). Aus der Definition der Ma-
trixmultiplikation folgt sofort, dass ()61 )?2) . (Y01 82) = (X10Y1 X;)YQ) gilt. Daraus folgt
einerseits sofort ein analoges Resultat fiir den Kommutator. Andererseits ist natiirlich
der Schnitt dieses Teilraumes mit GL(n+m, R) eine abgeschlossene Teilmenge und eine
Blockmatrix (4 %) ist genau dann invertierbar, wenn A € GL(n,R) und B € GL(m,R)
gilt. Damit sehen wir aber sofort, dass die invertierbaren Blockdiagonalmatrizen eine
abgeschlossene Untergruppe in GL(n+m,R) bilden. Diese Gruppe ist in offensichtlicher
Weise isomorph zu GL(n,R) x GL(m,R) und ihre Lie Algebra ist in der gleichen Wei-
se isomorph zu gl(n,R) x gl(m,R) mit komponentenweiser Klammer. Schlieflich folgt

aus der Definition des Matrizenexponentials sofort, dass exp ()gl )?2 ) = (BXPE)X” exp(()XQ) >

gilt.

Daraus folgt das allgemeine Resultat leicht: Die Matrizen der Form (4 %) mit A € G
und B € H bilden eine abgeschlossene Untergruppe der Gruppe aller invertierbaren
Blockdiagonalmatrizen und damit auch von GL(n+m,R). Fiir die Lie Algebra erhalten
wir den Raum aller Blockmatrizen deren Komponenten in g bzw. b liegen und damit
folgen alle Behauptungen. O

Damit kénnen wir nun eine Beschreibung der Gruppe SO(4) geben, die wir als die
spezielle orthogonale Gruppe von H betrachten koénnen (siehe Abschnitt 2.11]). Ande-
rerseits konnen wir das Produkt SU(2) x SU(2) von zwei Kopien der Matrixgruppe
SU(2) bilden. Fiir A, B € SU(2) und X € H betrachten wir nun AXB~!, was wegen
SU(2) C H nach den obigen Resultaten wieder in H liegt. Fixieren wir A und B und
betrachten die Abbildung ¢4 p) : H — H, die durch ¢4 5)(X) := AX B! gegeben ist.
Dann ist diese Funktion offensichtlich linear und invertierbar mit Inverser p4-1 p-1y.
Damit konnen wir die Abbildung (A, B) — ¢(a,p) als Funktion ¢ : SU(2) x SU(2) —
G L(H) betrachten.

SATZ 3.5. Die Funktion ¢ hat Werte in SO(H) und ¢ : SU(2) x SU(2) — SO(H)
ist ein surjektiver glatter Homomorphismus mit Kern {(I,1), (=1, —1)}. Insbesondere ist
die Lie Algebra so(4) isomorph zu su(2) x su(2), wihrend SO(4) als Gruppe isomorph
zu (SU(2) x SU(2))/Zsy ist. Als Raum (und als Mannigfaltigkeit) erhdlt man SO(4)
indem man in einem Produkt S® x S® jeweils den Punkt (z,y) mit dem Punkt (—x, —y)
identifiziert.
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BEWEIS. Aus der Definition folgt sofort, dass ¢4, B,) © ¥(4,,B,) eine Matrix X € H
auf A1 A; X By 'Bi' = (A1A2)X(B1By)~! abbildet, also stimmt das mit (4,4, 5 8,)
iiberein. Damit ist ¢ ein Homomorphismus. Von oben wissen wir, dass (X, X) = det(X)
fir alle X € H gilt. Wegen det(A) = det(B) = 1 folgt det(AX B ') = det(X), also
ist |lo,m(X)|| = || X]|| fir alle X € H und somit hat ¢ Werte in O(H). Da SU(2)
bogenzusammenhéngend ist, ist auch SU(2) x SU(2) bogenzusammenhéngend und wir
folgern, dass die Werte von ¢ sogar in SO(H) liegen miissen.

Aus der Glattheit der Matrizenmultiplikation und der Inversion folgt sofort, dass
fiir fixes X € H die Abbildung (A, B) — AX B™! glatt als Funktion SU(2) x SU(2) —
M,(C) ist. Setzt man aber nun fiir X ein Element einer fixen Orthonormalbasis fiir H
ein und entwickelt im Bild nach dieser Orthonormalbasis, dann kann man die Koeffi-
zienten als innere Produkte schreiben, also hidngen auch sie glatt von (A, B) ab. Diese
Koeffizienten bilden aber gerade die Eintragungen der Matrixdarstellung von ¢4, p) in
L(H,H) und die Glattheit von ¢ folgt.

Damit kénnen wir die Ableitung ¢’ : su(2) x su(2) — so(H) bilden. Aus unseren
Resultaten iiber die Ableitung der Matrixmultiplikation und der Inversion in Satz
folgt sofort, das fiir Z, W € su(2) die Ableitung gp’( 2wy eine Matrix Y € Hauf ZY =YW
abbildet. Wir wissen, dass su(2) Dimension 3 hat, also hat su(2) x su(2) Dimension 6.
Fiir den Raum so(4) der schiefsymmetrischen 4 x 4-Matrizen ergibt sich als Dimension
% -4 -3 =6, also konnen wir zeigen, dass ¢’ ein linearer Isomorphismus ist, indem wir
Injektivitéat von ¢’ verifizieren. Nun gilt aber gp’( Zw) = 0 genau dann, wenn ZY =YW
fiir alle Y € H gilt. Setzen wir Y = I, dann folgt Z = W, und wir sehen, dass Z € su(2)
eine Matrix sein muss, die mit allen Y € H kommutiert. Aber im Beweis von Satz
haben wir schon gesehen, dass diese Eigenschaft fiir alle Y € su(2) C H schon
Z = 0 impliziert. Damit ist ¢’ ein linearer Isomorphismus und nach Satz folgt die
Surjektivitédt von .

Auch die Beschreibung des Kerns von ¢ kann man auf den Beweis von Satz
zuriickfiihren. Ein Paar (A, B) liegt genau dann in diesem Kern, wenn AXB™! = X
fiir alle X € H gilt. Setzen wir X = I ein, dann erhalten wir AB™' = I und damit
B = A. Aus dem Beweis von Satz [3.4] wissen wir aber schon, dass AXA™! = X fiir alle
X € su(2) C H nur fir A = +1I gelten kann. Da (—I, —I) offensichtlich im Kern von
@ liegt, erhalten wir die Beschreibung des Kerns und der Rest folgt dann vollig analog
wie im Beweis von Satz [3.4] O

Dieses Resultat ist in mehrfacher Hinsicht sehr bemerkenswert. Abgesehen von der
grundsétzlich unerwarteten Verbindung zwischen reellen und komplexen Matrizen ist
insbesondere die Tatsache, dass s0(4) isomorph zu einem Produkt ist, génzlich uner-
wartet. Diese Produktstruktur hat algebraische Konsequenzen. Betrachten wir ndmlich
in g := su(2) x su(2) die Teilmenge h = {(X,0) : X € su(2)}, dann ist das nicht nur
eine Teilalgebra, sonder erfiillt sogar, dass die Klammer eines Elements von b mit einem
beliebigen Element von g wieder in b liegt. Somit ist also h C g ein Ideal, siehe Ab-
schnitt Analoges gilt natiirlich fiir die Teilmenge {(0, X) : X € su(2)}, also gibt
es in der 6-dimensionalen Lie Algebra so0(4) zwei dreidimensionale Ideale.

Im Gegensatz dazu haben wir in Beispiel gesehen, dass ein Ideal in g := s[(2,R),
das # {0} ist, schon mit g iibereinstimmen muss. (Wir haben dort nur die einfache Tat-
sache verifiziert, dass der Kern eines Homomorphismus von Lie Algebren automatisch
ein Ideal ist und dann mit Idealen gearbeitet.) Die Algebra g besitzt also nur die tri-
vialen Ideale {0} und g und analog zur Gruppentheorie nennt man so eine Lie Algebra
einfach (wenn zusétzlich dim(g) > 1 gilt). Es stellt sich heraus, dass die Lie Algebren
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sl(n,R), sl(n, C) und su(n) fir n > 2, sowie auch so(n) fir n = 3 und n > 5 alle einfach
sind. Nur so0(4) ist ein Produkt von zwei einfachen Lie Algebren und man nennt Pro-
dukte von endlich vielen solchen Algebren halbeinfach. Es stellt sich heraus, dass man
einfache (und damit halbeinfache) Lie Algebren iiber R und C mit Methoden der linea-
ren Algebra vollstdndig klassifizieren kann und dabei viele interessante Beziehungen zu
anderen Teilen der Mathematik auftauchen.

BEMERKUNG 3.5. Alternativ zu der obigen Beschreibung in Termen der Matrix-
gruppe SU(2) kann man die Beschreibungen von SO(3) und SO(4) aus den letzten
beiden Abschnitt auch ganz in Termen des Schiefkérpers H der Hamilton’schen Quater-
nionen interpretieren. Dazu verwendet man, dass die Einheitsmatrix I zusammen mit
der Basis von su(2) aus Abschnitt ein reelle Basis {1,14,j,k} von H bildet, sodass
i? = j2 = —1 und ij = —ji = k ist (woraus sich alle Produkte der Basiselemente erge-
ben). Dann schreibt man ¢ € H als a + bi + ¢j + dk mit a,b, c,d € R und definiert die
Multiplikation durch Bilinearitat. Weiters definiert man eine quaternionische Konjuga-
tion, indem man ¢ := a—bi —cj — dk definiert und verifiziert, dass (p, ¢) — %(pcj—i— qp) ein
inneres Produkt auf H definiert, sodass g7 = |g|?- 1 fiir die zugehorige Norm gilt. Damit
bildet {q : |¢q| = 1} eine Untergruppe von H, die Gruppe der FEinheitsquaternionen,
die oft mit Sp(1) bezeichnet wird. In der Matrizeninterpretation ist Sp(1) = SU(2).
Fiir Satz betrachtet man dann den von 7, j und k aufgespannten Teilraum der rein
imagindren Quaternionen und darauf die Wirkung von p € Sp(1) durch ¢ — pgp~'.
Fiir Satz [3.5) betrachtet man die Wirkung von (py, pa) € Sp(1) x Sp(1) auf H, die durch
q — Dp1qp,  gegeben ist.

3.6. Darstellungen. Eine wichtige Klasse von glatten Homomorphismen zwischen
Matrixgruppen (und allgemeiner zwischen Lie Gruppen) sind die sogenannten Darstel-
lungen. Der Vorteil hier ist, dass man Methoden der linearen Algebra zur Konstruktion
und zum Studium von Darstellungen verwenden kann.

DEFINITION 3.6. (1) Eine Darstellung einer Matrixgruppe G auf einem endlichdi-
mensionalen Vektorraum V ist ein glatter Homomorphismus ¢ : G — GL(V). Ist V ein
komplexer Vektorraum und hat ¢ komplex lineare Abbildungen als Werte, so spricht
man von einer komplexen Darstellung.

(2) Eine Darstellung einer Lie Algebra g auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
V' ist ein Homomorphismus f : g — gl(V') von Lie Algebren.

(3) Ein Morphismus zwischen Darstellungen ¢ von G auf V' und ¢ von G auf W
ist eine lineare Abbildung F' : V' — W sodass F o p(g) = ¢(g) o F fiir alle g € G gilt.
Ein bijektiver Morphismus heiflt ein Isomorphismus. Analog definiert man Morphismen
und Isomorphismen zwischen Darstellungen von Lie Algebren.

Eine Darstellung einer Lie Algebra ist ein viel einfacheres Objekt als eine Darstellung
einer Matrixgruppe. Wihrend zunéchst nicht klar ist, wie restriktiv die Glattheitsbedin-
gung bei einer Darstellung einer Matrixgruppe ist, hat man es im Fall der Lie Algebra
nur mit einer einzelnen lineare Abbildung zu tun, die noch eine zusétzliche Bedingung
(ndmlich die Vertriglichkeit mit den Lie Klammern) erfiillen muss. Offensichtlich ist fir
jede Darstellung ¢ : G — GL(V) die Ableitung ¢’ eine Darstellung von g auf V', also
kann man etwa Satz direkt auf Darstellungen anwenden. Fiir jede Matrixgruppe
hat man eine offensichtliche Darstellung. Ist ndmlich G eine abgeschlossene Untergrup-
pe von GL(n,R), dann definiert die Inklusion von G nach GL(n,R) natiirlich eine
Darstellung von G auf R”, die oft als die Standarddarstellung von G bezeichnet wird.
Andererseits haben wir in Satz gesehen, dass wir fiir jede Matrixgruppe G mit Lie
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Algebra g eine natiirliche Darstellung Ad : G — GL(g) erhalten (die sogar Werte in der
abgeschlossenen Untergruppe Aut(g) hat), die adjungierte Darstellunyg.

Man kann Darstellungen auch in dem aus der Algebra bekannten Bild der Grup-
penwirkungen betrachten. Ist ¢ : G — GL(V) eine Darstellung dann kann man die
Abbildung G x V' — V betrachten, die durch (g,v) — ¢(g)v gegeben ist. Ist ¢ aus dem
Zusammenhang klar, dann wird diese Abbildung oft einfach mit (g,v) + ¢ - v bezeich-
net. In diesem Bild erhélt man die definierende Eigenschaften einer Gruppenwirkung,
nimlich e - v = v fiir das neutrale Element e € G und alle v € V und gh-v =g - (h-v)
fiir alle g,h € G und v € V. Zusétzlich haben wir natiirlich die Information, dass fiir
jedes g € G die Abbildung v + ¢ - v linear ist.

Fiir Darstellungen einer Lie Algebra gibt es eine dhnliche Beschreibung, die sogar
noch einfacher ist. Fiir eine lineare Abbildung f : g — gl(}V') kann man natiirlich die
Funktion (X,v) + f(X)(v) als bilineare Funktion g x V' — V betrachten. Wenn die
betroffene Darstellung klar ist, bezeichnet man diese Abbildung ebenfalls mit (X, v) —
X - v. Umgekehrt kann man fiir eine bilineare Abbildung F' : g x V' — V und jedes
Element X € g eine lineare Abbildung f(X) : V. — V durch f(X)(v) := F(X,v)
definieren und erhélt so eine lineare Abbildung f : g — gl(V'). Man sieht dann sofort,
dass die Bedingung, dass f ein Homomorphismus von Lie Algebren ist, in der einfacheren
Notation dquivalent zu [X,Y]-v =X (Y -v) =Y - (X - v) ist.

Im Fall von Gruppen ist die Charakterisierung wegen der Glattheitsbedingung etwas
komplizierter:

LEMMA 3.6. Sei G eine Matrixgruppe, V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und
betrachten wir eine Wirkung von G auf V', die wir als (g,v) — g - v schreiben. Nehmen
wir weiters an, dass fir jedes fire g € G die Abbildung v — ¢ - v linear und fiir jedes
fite v € V die Abbildung g — g - v eine glatte Funktion G — V ist. Dann definiert
©(g)(v) := g - v einen glatten Homomorphismus ¢ : G — GL(V).

BEWEIS. Fiir jedes g € G ist ¢(g) eine lineare Abbildung V' — V und aus den
Wirkungseigenschaften folgt sofort, dass ¢(g)op(g™!) = ¢(e) = idy gilt, also ist ¢(g) €
GL(V). Aus der Algebra ist bekannt, dass die Wirkungseigenschaften zeigen, dass ¢
einen Homomorphismus G — GL(V') definiert, also bleibt nur noch die Glattheit zu
zeigen. Dazu sei {vy,...,v,} eine Basis fir V und fiir jedes i = 1,...,nsei A; : V = K
die eindeutige lineare Abbildung, die X;(v;) = 1 und \;(v;) = 0 fiir j # ¢ erfullt. Ist
A(g) = (ai;(g)) die Matrixdarstellung von ¢(g) beziiglich der Basis {v;}, dann gilt nach
Definition a;;(g) = Ai(g-v;) fiir alle 4 und j. Nun ist aber nach Voraussetzung g — ¢-v;
eine glatte Funktion G — V und weil \; linear ist, ist auch g — a;;(g) glatt. Wie wir
aus Abschnitt wissen, bedeutet das genau, dass ¢ glatt als Funktion G — GL(V')
ist und damit eine Darstellung definiert. 0

BEISPIEL 3.6. Wie schon erwéhnt kénnen viele Konstruktionen der linearen Algebra
in natiirlicher Weise auf Darstellungen angewandt werden, wir besprechen hier nur einige
Beispiele. Dabei ist zu beachten, dass die Konstruktionen fiir Matrixgruppen und fiir
Lie Algebren nicht gleich sind, sondern durch eine Ableitung miteinander verbunden
sind. Sei G eine Matrixgruppe mit Lie Algebra g und seien Darstellungen von G auf
Vektorrdumen V und W gegeben.

(1) Die einfachste dieser Konstruktionen ist die direkte Summe von Darstellungen.
Wir betrachten V& W = V x W mit der Operation g - (v,w) := (g - v,g - w), wobei
auf der rechten Seite die gegebenen Wirkungen auf V und W verwendet werden. Nach
Konstruktion sind die Voraussetzungen von Lemma |3.6| erfiillt, also erhalten wir so eine
Darstellung von G auf V @& W. Die Konstruktion fiir Darstellungen von Lie Algebren
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ist in diesem Fall vollig analog, man definiert einfach X - (v,w) = (X - v, X - W) und
verifiziert sofort, dass die Darstellungseigenschaft erfiillt ist.

Analog kann man fiir eine Darstellung von G auf V' und eine Darstellung von H auf
W eine Darstellung von G x H auf V@& W definieren, indem man einfach (g, h)- (v, w) :=
(g-v, h-w) setzt (und analog fiir Lie Algebren). Tatséchlich haben wir diese Konstruktion
schon in Abschnitt verwendet um GL(n,R) x GL(m,R) zu einer Matrixgruppe zu
machen.

(2) Betrachten wir den Raum L(V, W) aller lineare Abbildungen von V' nach W und
definieren eine Abbildung G x L(V, W) — L(V,W) durch (g - f)(v) :=g- (f(g~' - v)),
wobei auf der rechten Seite der erste Punkt die Wirkung auf W und der zweite Punkt die
Wirkung auf V' bezeichnet. Zunéchst ist fiir fixes g € G und f € L(V, W) die so definierte
Funktion g - f eine Komposition von drei linearen Abbildungen und damit selbst linear,
also erhalten wir tatsdchlich eine Funktion nach L(V,W). Aus den Eigenschaften der
Wirkungen auf V' und W folgt sofort, dass dies eine Gruppenwirkung definiert, also
e-f=fund gh-f=g-(h-f)gilt. Fir fi, fo € L(V,W) und t € K betrachten wir
g-(fi+tfy). Dasbildet v € V auf g- (fi(g~'-v)+tfo(g~t-v)) ab und weil die Wirkung
auf W linear ist schlieBen wir leicht, dass ¢ - (fi1 +tf2) = (g f1) +t(g - f2) gilt, also ist
die Wirkung linear in der zweiten Variablen.

Um die Glattheit der Wirkung zu verifizieren, wihlen wir Basen {vq,...,v,} fir V
und {wy, . .., wy,} fiir W. Damit erhalten wir eine Basis fiir L(V, W) und die Entwicklung
von f € L(V,W) in dieser Basis entspricht gerade dem Ubergang zur Matrixdarstellung
von f beziiglich der beiden Basen. Stellen wir die Wirkungen von G auf V und W
ebenfalls durch Matrizen dar, dann liefern sie glatte Funktionen A : G — GL(n,R)
und B : G — GL(m,R). Ist C' € M,,,(R) die Matrixdarstellung zu f, dann erhélt
man nach Konstruktion die Matrix zu ¢ - f als B(g)CA(g)~'. Aus der Glattheit der
Matrixmultiplikation und —inversion folgt damit, das die Matrix von ¢ - f glatt von g
abhéingt und nach Lemmal[3.6haben wir eine Darstellung von G auf L(V, W) konstruiert.
Nach Definition ist f € L(V, W) genau dann ein Morphismus von Darstellungen, wenn
g- f=f firalle g € G gilt.

Auch hier kann man analog aus einer Darstellung von G auf V' und einer Darstellung
von H auf W eine Darstellung von G x H auf L(V, W) konstruieren. Schlielich kann
man W = R wihlen und darauf die triviale G-Darstellung g - t = ¢ fiir alle ¢ € G und
t € R betrachten. Dann ist L(V,R) = V* der Dualraum zu V' und man erhélt die duale
Darstellung, die explizit durch (¢ - a)(v) = a(¢7!-v) fira € V*, g € Gund v € V
definiert ist.

(3) Um zu verstehen, wie Darstellungen einer Lie Algebra auf V' und W eine Dar-
stellung auf L(V, W) liefern, betrachtet man die Konstruktion fiir Gruppen aus (2) und
differenziert. Wiahlen wir Basen fiir V' und W, wie oben, dann ist die Wirkung aus (2)
durch g-C = B(g)C'A(g)~! gegeben. Damit rechnet man analog zu Abschnitt leicht
nach, dass die Ableitung der Wirkung durch X -C' = (DB(I)(X))C — C(DA(I)(X)) ge-
geben ist. Ubersetzt in die Sprache der linearen Abbildungen bedeutet das, dass wir fiir
Darstellungen einer Lie Algebra auf V' und W die zugehorige Darstellung auf L(V, W)
durch (X - f)(v) := X - (f(v)) — f(X - v) definieren sollten. Eine einfache Rechnung

(siche Ubungen) zeigt dann, dass man so tatsichlich allgemein eine Darstellung von g
auf L(V,W) erhalt. Insbesondere liefert das die duale Darstellung auf V*, die durch
(X -a)(v) =—a(X -v) fiira € V¥, X € gund v € V gegeben ist.

(4) Die Konstruktionen aus (2) und (3) verallgemeinern sich einfach auf bi- und
multilineare Abbildungen, wir beschrinken uns hier auf einige Spezialfélle. Fiir Dar-
stellungen von G auf V und W betrachten wir den Raum aller bilinearen Abbildungen
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V x W — R, der iiblicherweise mit V* ® W* bezeichnet wird. Darauf definiert man
(9-a)(v,w) :=a(g~t v,¢g7 - w) und rechnet leicht, dass dies wieder eine Gruppenwir-
kung durch lineare Abbildungen definiert. Fixieren wir Basen {v;} und {w,} fiir V und
W, dann erhalten wir eine entsprechende Basis {;} fiir V* @ W* wobei die Abbildun-
gen «; durch oyj(vg, we) = 6505 charakterisiert ist. Fixieren wir ¢ und j, dann wissen
wir, dass g — g~ '-v; und g — g~ '-w; glatte Funktionen G — V und G — W definieren.
Jede Funktion a € V* @ W* ist bilinear und damit glatt als Abbildung V x W — R,
also ist auch g — (¢ - @)(v;, w;) eine glatte Funktion G — R. Nach Konstruktion ist
aber (g - a)(v;,w;) € R genau der Koeffizient von «;; in der Darstellung von g - a als
Linearkombination dieser Basiselemente. Damit folgt aber, dass g — ¢ - « fiir jedes
a € V'@ W* eine glatte Funktion G — V* @ W* definiert. Nach Lemma [3.6| erhalten
wir damit eine Darstellung von G auf V* @ W*.

Das geht analog fiir den Raum der k-linearen Abbildungen V* — R, der iiblicher-
weise mit ®*V* bezeichnet wird. Hier ist die Wirkung fiir ¢ € G und beliebige Elemente
vy ..., v € Vdurch (g-a)(vy, ..., v) = a(g vy, ..., g7 vy) gegeben. Aus der Defini-
tion folgt sofort, dass fiir eine symmetrische Abbildung « (also eine, die bei Permutation
der Argumenten unveridndert bleibt) auch g-« symmetrisch ist. Damit liefert die gleiche
Definition auch eine Darstellung auf dem Raum S*V* der k-linearen, symmetrischen
Funktionen V¥ — R. Analog ist fiir eine alternierende k-lineare Abbildung (also eine,
die bei Permutation der Elemente mit o € &, mit dem Signum sgn(c) multipliziert
wird) auch g - « alternierend. Somit erhalten wir auch eine Darstellung auf dem Raum
A*V* der alternierenden k-linearen Abbildungen V* — R.

Das funktioniert auch mit Darstellungen von Lie Algebren, wobei man aber wieder
eine differenzierte Wirkung verwenden muss. Dabei ergibt sich auf V* @ W* als Wirkung
(X - a)(v,w) == —a(X - v,w) — a(v, X - w). Analog erhiilt man (siche Ubungen) auf
®kV*, SEV* und A*V* die Vorschrift

(3.2) (X -a)(vr,...,00) = =S5 v, ..., v, X - 03, Vi1, - . -, k).

3.7. Invariante Teilrdume — Irreduzibilitit. Hat man den Begriff der Darstel-
lung verdaut, dann ergeben sich die folgenden Begriffe in natiirlicher Weise:

DEFINITION 3.7. Betrachten wir eine Darstellung einer Matrixgruppe G auf einem
endlichdimensionalen Vektorraum V, die wir mit (g, v) +— g - v bezeichnen.

(1) Ein invarianter Teilraum in V ist ein Teilraum W C V| sodass fiir alle g € G
und w € W auch g -w € W gilt.

(2) Die Darstellung V' heifit irreduzibel, wenn {0} und V' die einzigen invarianten
Teilrdume von V' sind.

(3) Die Darstellung V' heifit zerlegbar, wenn es invariante Teilrdume Wy, Wy C V
gibt, die beide Dimension > 0 haben, sodass V = W & W, gilt. Gibt es keine solchen
Teilrdume, dann nennt man V' unzerlegbar.

Diese Definitionen iibertragen sich in offensichtlicher Weise auf Darstellungen von
Lie Algebren.

Tatséchlich haben wir schon (allgemeine) Beispiele fiir invariante Teilrdume gesehen,
nimlich die Teilrdiume S*V* und A¥V* in ®@*V* in Beispiel (4).

Bevor wir die Zusammenhénge zwischen diesen Konzepten besprechen, beweisen wir
ein erstes Resultat.
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LEMMA 3.7. Sei ¢ : G — GL(V) eine Darstellung einer Matrizgruppe G auf einem
Vektorraum V und set W C V' ein invarianter Teilraum. Dann liefert ¢ in natirli-
cher Weise Darstellungen ow von G auf W und ¢ von G auf V/W. Analoges gilt fiir
Darstellungen von Lie Algebren. N

BEWEIS. Nach Definition gilt fiir jedes Element g € (G, dass der zugehorige lineare
Isomorphismus ¢(g) : V' — V erfiillt, dass ¢(g)(w) € W fiir alle w € W gilt. Damit kann
man einerseits ow(g) := ¢(g)|lw : W — W bilden, was wieder ein linearer Isomorphis-
mus ist. Andererseits erhélt man eine induzierte lineare Abbildung p(g) : V/W — V/W,
die durch ¢(g)(v + W) := ¢(g)(v) + W gegeben ist. Damit erhalten wir Funktionen
ow : G — GL(W) und ¢ : G — GL(V/W) und aus der Konstruktion verifiziert man
sofort, dass dies Gruppenhomomorphismen sind.

Um die Glattheit zu verifizieren, wéihlen wir eine Basis {wy, ..., wg} fiir W und
ergénzen sie durch Vektoren {vy,...,v,_x} zu einer Basis von V. Dann ist aus der
linearen Algebra bekannt, dass die Nebenklassen v; + W, ..., v,_; + W eine Basis fiir

den Quotientenraum V/W bilden. Bezeichnen wir fiir ¢ € G mit A(g) = (a;;(g)) die
Matrix zu ¢(g) beziiglich dieser Basis, dann bedeutet Invarianz des Teilraumes W C V
genau, dass a;;(g) = 0 fiir alle ¢ gilt, soferne i < k und j > k ist. In Blockform mit

Blocken der Groe & und n — k bedeute das genau, dass A(g) = <B(g) D(g)) fir

0 Cly)
passende Matrizen B(g), C(g) und D(g) ist. Nun ist aber nach Konstruktion B(g)
genau die Matrixdarstellung von ¢y (g) beziiglich der Basis {wy,...,w;} von W und
C(g) die Matrixdarstellung von ¢(g) beziiglich der Basis {vy + W, ..., v, + W} von
V/W. O

Ist ¢ : G — GL(V) eine zerlegbare Darstellung und sind Wy, Wy C V' die entspre-
chenden Teilrdume, dann konnen wir die Identifikation V' = W; @ W5 als Isomorphismus
zwischen der Darstellung ¢ und der direkten Summe von ¢, und ¢y, im Sinne von
Beispiel (1) betrachten. Umgekehrt sind die beiden Summanden in einer direkten
Summe natiirlich invariante Teilrdume, also ist eine Darstellung genau dann unzerleg-
bar, wenn sie nicht als Summe von zwei Darstellungen mit echt kleinerer Dimension
geschrieben werden kann. Mehr oder weniger nach Definition kann man jede Darstel-
lung als direkte Summe von unzerlegbaren Darstellungen schreiben, also geniigt es,
unzerlegbare Darstellungen zu verstehen.

Irreduzible Darstellungen sind nach Definition unzerlegbar, aber im Allgemeinen
muss eine unzerlegbare Darstellung nicht irreduzibel sein. Ein Beispiel liefern die Stan-
darddarstellungen der Gruppen B(n,R) aus Beispiel (3) (siche Ubungen). Es gibt
jedoch wichtige Klassen von Matrixgruppen (und Lie Algebren) fiir die unzerlegbare
Darstellungen automatisch irreduzibel sein miissen (“vollsténdige Reduzibilitét”). Ins-
besondere gilt das fiir kompakte und fiir halbeinfache Matrixgruppen, die in vielen
Anwendungen eine zentrale Rolle spielen. Fiir dieser Gruppen ist man primér daran
interessiert, irreduzible Darstellungen zu verstehen.

Ein Schliisselresultat ist, dass man im Fall von zusammenhé&ngenden Gruppen in-
variante Teilrdume auf dem Niveau der Lie Algebra studieren kann, was viele Fragen
wesentlich vereinfacht:

SATzZ 3.7. Sei G eine zusammenhdngende Matrixgruppe mit Lie Algebra g und sei
v : G — GL(V) eine Darstellung mit zugehoriger Lie Algebren Darstellung ¢ @ g —
gl(V'). Dann ist ein Teilraum W C V genau dann G-invariant, wenn er g-invariant
ist. Insbesondere ist V' genau dann unzerlegbar bzw. irreduzibel als G—Darstellung, wenn
die entsprechende Eigenschaft fir die zugehdrige g—Darstellung erfillt ist.



48 3. BEISPIELE VON MATRIXGRUPPEN

BEWEIS. Nach Definition gilt ¢'(X) = £|,_op(exp(tX)) fiir alle X € g. Damit folgt
aber fiir v € V sofort, dass X -v = ¢/(X)(v) = £|,—op(exp(tX))(v) = %o exp(tX) - v
gilt. Ist W C V ein G-invarianter Teilraum, dann ist exp(tX) - w € W fiir alle w € W
und ¢ € R. Damit folgt X - w € W nach Lemma 2.3 also ist W auch g-invariant.

Nehmen wir umgekehrt an, dass W C V' ein g-invarianter Teilraum ist. Dann gilt
¢ (X)(w) € W fiir alle w € W. Induktiv erhalten wir (¢'(X))*(w) € W fiir alle k € N.
Nun gilt nach Satz @(exp(X)) = exp(¢'(X)) fiir alle X € g. Die Exponentialabbil-
dung auf der rechten Seite ist aber hier das Matrizenexponential exp : gl(V) — GL(V).
Damit kann man aber ¢(exp(X))(w) als >_7= ) & (¢'(X))*(w) schreiben. Von oben wissen
wir, dass alle endlichen Partialsummen in W liegen und da Teilrdume von endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen immer abgeschlossen sind, liegt auch die unendliche Summe
in W. Damit folgt aber p(exp(X))(w) € W fiir alle w € W und X € g. Betrachten
wir nun H :={h € G :Yw € W : ¢(h)(w) € W} C G, dann gilt offensichtlich e € H
und aus hy, hy € H folgt hihe € H. Fiir h € H ist ¢(h)|w : W — W injektiv also ein
linearer Isomorphismus. Damit kann man ein gegebenes Element w € W als ¢(h)(w')
fiir w’ € W schreiben und damit gilt p(h™')(w) = w’ € W, also h™! € H. Somit ist
H C G eine Untergruppe, die alle Elemente der Form exp(X) enthélt. Nach Satz
folgt H = G also ist der Teilraum W auch G-invariant.

Die Aussagen iiber Unzerlegbarkeit und Irreduzibilitéit folgen offensichtlich aus der
Aussage iiber invariante Teilrdume. O

Wir geben nun ein Beispiel fiir die Verwendung der Lie Algebra, das auch zeigt, dass
man fiir interessante Matrixgruppen viele irreduzible Darstellungen findet.

PROPOSITION 3.7. Sei G := SL(2,R), R? die Standarddarstellung von G und fiir
k > 1 betrachten wir die Darstellung S¥R** der symmetrischen multilinearen Abbildun-
gen aus Beispiel (4) von . Dann gilt dim(S*R?*) = k + 1 und jede der Darstellungen
SER2* st irreduzibel.

BEWEIS. Sei V := R? und sei {e, e} die Standardbasis. Dann definieren wir fiir
i=0,...,k eine k-lineare Abbildung o; : V¥ — R wie folgt. Betrachten wir k Vektoren
v1,...,v; €V, schreiben v; = (ij) und definieren a;(vq,...,v5) =), H]EJ z; H%J Ye,
wobei die Summe iiber alle i—elementigen Teilmengen von {1, ..., k} geht. Insbesondere
ist also ag(v1, ..., Uk) = Y1 -+ Yg,

a1 (Vg .. Uk) = T2 Yk + YIT2Ys Yk YL Yk 1 Tk

und so weiter. Aus dieser Definition folgt sofort, dass jedes «; eine k-lineare, symme-
trische Abbildung definiert. Setzt man in «; nur Kopien der Basiselemente e; und e
ein, dann erhélt man 1 falls genau ¢« Kopien von e; und k& — ¢ Kopien von ey eingesetzt
werden und 0 sonst. Daraus folgt offensichtlich, dass die Abbildungen ay, ..., oy linear
unabhingig in S¥V* sind.

Betrachten wir nun eine beliebige k-lineare Abbildung o : V¥ — R. Dann kénnen

wir Basiselemente in « einsetzen und wir betrachten die reellen Zahlen ay, ..., ax, die
durch a; := afey, ..., e1, €9, ..., ez) definiert sind, wobei wir ¢ mal e; und k£—i mal e, ein-
setzen. Fiir Vektoren vy, ..., vy wie oben kénnen wir nun v; = x;eq +y;es in a(vq, . .., Ug)

einsetzen und nach Multilinearitéit expandieren. Das gibt eine grofle Summe wobei je-
der Summand aus einem reellen Faktor mal einem Ausdruck besteht, in dem an jeder
Stelle entweder e; oder ey in « eingesetzt wird. Bezeichnet man mit J C {1,...,k}
die Menge jener Eintragungen von «, in denen e; steht, dann ist der Vorfaktor genau
11 s Tj H% 7 Ye, wihrend man die verbleibenden Eintragungen wegen der Symmetrie
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von « umordnen kann und damit gerade a; erhélt. Damit folgt aber aw = ). a;q, also
bilden die «; eine Basis fiir den Raum S*V*, der somit Dimension k£ + 1 hat.

Um die Irreduzibilitdt zu beweisen, konnen wir nach Satz mit der zugehorigen
Darstellung der Lie Algebra s[(2, R) arbeiten. Dazu betrachten wir die Basis {F, H, F'}
aus Beispiel .8 also E = (§3), H=(§ %) und F = (9§) und berechnen die Wirkung
dieser Elemente auf die Basiselemente «;. Nach Definition ist He; = e¢; und Hey =
—eq, daraus folgt sofort, dass H - «; ein Vielfaches von «; sein muss, und es geniigt
(H-«;)(eq, ... 61,6, ...,e) mit i Kopien von e; und k —i Kopien von ey zu berechnen.
Expandieren wir das nach Formel aus Abschnitt , dann erhalten wir ¢ mal —1
und k£ — ¢ mal +1, also insgesamt H - «; = (k — 2i)«;. Damit sind alle a; Eigenvektoren
fiir die Wirkung von H und die auftretenden Eigenwerte sind alle verschieden, ndmlich
k,k—2,...,—k+2, —k.

Andererseits ist Fe; = 0 und Fes = e, woraus wir sofort sehen, dass E - ag = 0 gilt,
wéahrend fiir 7 > 0 die Funktion F - «; ein Vielfaches von «;_; sein muss. Um den Faktor
zu bestimmen konnen wir fiir ¢ > 0 wieder (E-«;)(eq, ..., e1,€s,...,e) mit i—1 Kopien
von e; und k — i + 1 Kopien von es berechnen und erhalten £ - a; = —(k — i+ 1)ay_1.
Insbesondere ist der Faktor immer ungleich 0. Analog ist F'e; = e; und Fey = 0 und es
folgt F'- ay, = 0 und fiir © < k muss F - ; ein Vielfaches von «;,; sein. Fiir den Faktor
erhalten wir analog wie oben F' - «a; = (i + 1)a;41 und auch dieser Faktor ist immer
ungleich Null.

Damit kénnen wir nun die Irreduzibilitéit direkt beweisen. Sei namlich W c SkV*
ein Teilraum # {0}, der s[(2, R)-invariant ist. Dann finden wir eine Element 0 # w =
Yo owia; € W, also finden wir einen Index 4, sodass w; # 0 gilt. Nun benutzen wir,
dass fiir die diagonalisierbare lineare Abbildung ¢(h) die Projektion auf einen Eigen-
raum als Polynom in ¢(h) geschrieben werden kann. Explizit betrachten wir die lineare
Abbildung m; == [[,;(p(h) — (k—27)id) : SkV* — S*V* wobei wir die Reihenfolge der
Komposition beliebig wéhlen diirfen. Damit folgt fiir j # ¢ sofort m;(«;) = 0 wéhrend
i) = [[((k —24) — (b — 2j))o; = (21 [1;4:(j —%))a; und damit ein nichttriviales
Vielfaches von «; ist. Aus der Invarianz von W folgt sofort, dass m;(w) € W gilt und
nach Konstruktion ist das ein nichttriviales Vielfaches von «;. Damit folgt a; € W und
wegen der Invarianz liegen auch F - a; und F' - ; und damit a;_; und o444 in W und
iterativ erhalt man W = V. [

Dieses Resultat zeigt viele allgemeine Ziige der Darstellungstheorie von halbeinfa-
chen Lie Algebren auf, wobei man dort iiblicherweise wegen der besseren Diagonalisier-
barkeitsresultate iiber C arbeitet. Tatséchlich bilden ja E, F und H auch eine (komple-
xe) Basis fiir s((2,C) und die Relationen [H, E| = 2E, [H,F] = —2F und [E,F] = H,
die wir schon aus Beispiel kennen, gelten fiir beide Lie Algebren. Diese bedingen
viele der schonen Eigenschaften, die wir im obigen Beweis beobachtet haben. Betrach-
ten wir eine beliebige Darstellung von sl(2, K) auf V' und sei v € V' ein Eigenvektor fiir
die Wirkung von H, also H - v = Ao fiir A € K. Dann betrachten wir £ - v und aus der
Definition einer Darstellung folgt, dass

H- (E-v)=FE-(H-v)+[H,El-v=ANE-v)+2E-v=AN+2)FE v

gelten muss. Also ist F - v ein Eigenvektor zum Eigenwert A\ + 2 und analog ist F'- v ein
Eigenvektor zum Eigenwert A —2. Schliellich kann man noch Informationen iiber die Ge-
samtheit der moglichen Eigenwerte der Wirkung von H bekommen. Wegen H = [E, F|
gilt o(H) = p(E) o p(F) — ¢(F) o p(E), wobei ¢ : sl(2,K) — gl(V) die Darstellung
bezeichnet. Daraus folgt aber tr(¢(H)) = 0, also muss fiir diagonalisierbares ¢(H) die
Summe aller Eigenwerte 0 sein. Uber C gibt es allgemeine Resultate, die sicherstellen,
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dass ¢(H) immer diagonalisierbar ist und man kann beweisen, dass jede endlichdimen-
sionale, irreduzible Darstellung von s[(2, C) isomorph zu einer der Darstellungen S*C?*
ist, fiir die Irreduzibilitdt wie in Proposition [3.7] folgt.

3.8. Bewegungen und affine Erweiterungen. Zum Abschluss dieses Kapitels
beschiéftigen wir uns mit einer Klasse von Beispielen von Matrixgruppen die eine Verbin-
dung zwischen der klassischen Geometrie und der Differentialgeometrie iiber die Theo-
rie der Matrixgruppen darstellt. Der Startpunkt fiir diese Uberlegungen ist die affine
Geometrie, in der man Geraden, Ebenen und ihre hoherdimensionalen Analoga ohne
Begriffe von Abstand und Winkel studiert. Ein typisches Resultat der affinen Geome-
trie ist der Strahlensatz, der keine Aussagen iiber Langen von Vektoren trifft, sondern
nur iiber Verhéltnissen von Léngen paralleler Vektoren, die in der affinen Geometrie
Sinn machen.

Den richtigen Rahmen dafiir bildet ein affiner Raum, den man erhélt, indem man in
einem Vektorraum (der in diesem Zusammenhang als der “modellierende Vektorraum”
bezeichnet wird) “den Ursprung vergisst”. Damit kann man einerseits zu zwei Punkten
im affinen Raum den Verbindungsvektor als Element des modellierenden Vektorraumes
betrachten, andererseits kann man an einen Punkt im affinen Raum einen Vektor aus
dem modellierenden Vektorraum “anhéngen” und so zu einem anderen Punkt des affinen
Raumes gelangen. Die allgemeine Definition eines affinen Raumes erhélt man, indem
man eine abstrakte Version der offensichtlichen Eigenschaften der beiden entstehenden
Operationen verlangt, wir werden diese allgemeine Version aber nicht benotigen.

Fiir unsere Zwecke wird der Begriff einer affinen Bewegung von zentraler Bedeutung
sein. Im abstrakten Setting definiert man affine Bewegungen als bijektive Funktionen
zwischen affinen Rdumen, die affine Geraden auf affine Geraden abbilden. Dann zeigt
man, dass diese Bewegungen als Kompositionen von Translationen und linearen Ab-
bildungen geschrieben werden kénnen. Bekannter als die affine Geometrie ist die eukli-
dische Geometrie fiir die der Abstand von zwei Punkten der fundamentale Begriff ist.
Um die dazu passenden euklidischen Rdume zu definieren, betrachtet man einen affinen
Raum zusammen mit einem positiv definiten inneren Produkt auf dem modellierenden
Vektorraum und definiert den Abstand zwischen zwei Punkten als die Lénge des Ver-
bindungsvektors. Fuklidische Bewegungen sind dann als bijektive Funktionen zwischen
euklidischen Raumen definiert, die Distanzen zwischen Punkten bewahren und man
zeigt wieder (siehe Satz 9.5 in [LinAlg]), dass solche Abbildungen als Komposition von
Translationen und orthogonalen linearen Abbildungen geschrieben werden kénnen.

Die Verbindung zu Matrixgruppen ist relativ leicht herzustellen. Wir betrachten
R"™! und darin die affine Hyperebene E := {(z,1) : * € R"}, die wir als Modell fiir
einen n—dimensionalen affinen Raum verwenden. Dann definieren wir

Aff(n) :={C € GL(n+ 1,R) :Vy € E: Cy € E}.
Wir koénnen leicht zeigen, dass dies genau die Gruppe der affinen Bewegungen ist:

PROPOSITION 3.8. (1) Aff(n) ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n+1,R)
und damit eine Matrizgruppe.

(2) Die Gruppe Aff(n) besteht genau aus den Matrizen der Blockform (4°%) mit
A € GL(n,R) und b € R™. Diese Matriz bildet (’f) auf (A"Efrb) ab, also wird Aff(n) von
Translationen und linearen Abbildungen erzeugt.

(3) Die Lie Algebra aff(n) von Aff(n) besteht genau aus jenen Matrizen in M, 1(R),
deren letzte Zeile nur aus Nullen besteht.
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BEWEIS. Wir behaupten zunéchst, dass fir jede Matrix C' € Aff(n) und jeden
Vektor y € R™™! mit letzter Koordinate t = y,,, auch die letzte Koordinate von Cy
gleich ¢ sein muss. Fiir t = 1 folgt das aus der Definition und damit folgt es fiir £ # 0
aus der Linearitdt von C. Nun kénnen wir aber den Punkt y = (g) fiir z € R™ als Limes

der Folge y; := (f;k) schreiben. Weil C' stetig ist, ist C'y der Limes der Folge Cy; und

wir wissen schon dass die letzte Koordinate von C'y,. gerade % ist, und damit folgt die
Behauptung.

(1) Aus der Definition folgt sofort, dass I in Aff(n) liegt und fir C, D € Aff(n)
auch CD € Aff(n) gilt. Fiir C € Aff(n) und z € F liegt CC 'z = x in E also
liegt nach der der Behauptung auch C~'z in E. Damit ist C~' € Aff(n) und somit
Aff(n) € GL(n,R) eine Untergruppe. Sei (Cj)ren eine Folge von Elementen von Aff(n),
die gegen eine invertierbare Matrix C' konvergiert. Dann konvergiert fiir jedes y € E
die Folge (Cry)ren gegen Cy und nach Konstruktion liegen die Cyy alle in E. Nun ist
E aber klarerweise abgeschlossen in R"™, also folgt Cy € F und damit C' € Aff(n).
Damit ist Aff(n) abgeschlossen in GL(n + 1,R) und somit eine Matrixgruppe.

(2) Aus der Behauptung wissen wir, dass fir C' € Aff(n) und i = 1,...,n die letzte
Koordinate von Ce; immer Null sein muss, wiahrend Ce,; letzte Koordinate 1 haben
muss. Damit erhalten wir die behauptete Blockform und die Determinante einer Matrix
mit dieser Blockform stimmt mit det(A) {iberein, also muss A € GL(n,R) gelten. Eine
Matrix dieser Form bildet aber offensichtlich (7) auf (Alerb) ab und liegt damit in Aff(n)
und damit ist der Rest von (2) offensichtlich.

(3) Ist ¢ : I — M,41(R) eine glatte Kurve, die ¢(0) = I erfiillt und Werte in
Aff(n) hat, dann ist die letzte Zeile von c¢(t) konstant, also besteht die letzte Zeile von
d(0) nur aus Nullen. Betrachten wir umgekehrt eine Matrix, deren letzte Zeile nur aus
Nullen besteht, dann gilt das gleiche fiir alle Potenzen dieser Matrix. Mit Hilfe von
(2) folgt daraus aber sofort, dass exp(tX) fiir alle ¢ in Aff(n) liegt, was den Beweis
vervollstandigt. O

Beschreibt man eine Matrix wie in Teil (2) als Paar (A,b) mit A € GL(n,R) und
b € R", dann ist die Multiplikation durch (Ay, b1)(As, be) = (A1 As, by + A1bs) gegeben.
Ahnlich kann man Elemente in aff(n) als Paare (X,c) mit X € gl(n,R) und ¢ € R®
schreiben, indem man die Nullzeile unten weglésst und dann die letzte Spalte abtrennt.
In diesem Bild bekommt die Lie Klammer die Form

[(X1701>, (XQ, CQ)] = ([Xl,XQ],chQ — XQCl).

Eine allgemeine Version davon bilden die Konstruktionen von semi-direkten Produkten.
Fiir eine allgemeine Matrixgruppe G und eine Darstellung V' von G kann man analog wie
oben eine Multiplikation definieren, die G x V' zu einer Gruppe macht. Mit etwas Miihe
kann man auch zeigen, dass dies eine Matrixgruppe ist (im Setting von Lie Gruppen ist
das leichter). Fiir einer Lie Algebra g und eine Darstellung V' von g kann man analog
g X V zu einer Lie Algebra machen. Insbesondere ist die Lie Algebra des semi-direkten
Produkts von G und V' genau das semi-direkte Produkt der Lie Algebra g von G mit
V.

Der Ubergang zu euklidischen Bewegungen ist nun relativ einfach. Man definiert
Euc(n) einfach als die Menge aller jener Matrizen (4 %) € Aff(n), fir die A € O(n)
(oder — je nach Konvention — A € SO(n)) gilt. Aus der Beschreibung der Multiplikation
von oben folgt sofort, dass diese Matrizen eine Abgeschlossene Untergruppe von Aff(n)
bilden, also ist auch Euc(n) eine Matrixgruppe. Im Bild der Paare von oben ist die
Lie Algebra dieser Gruppe euc(n) = {(X,¢) € aff(n) : X* = —X}. Die geometrische
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Interpretation ergibt sich dann wie folgt. Fiir eine affine Bewegung f(z) = Ax + b sieht
man sofort, dass die Ableitung durch D f(x)(v) = Av gegeben ist. Konzeptuell gesehen
kann man die affine Ebene {z,,1 = 1} als Teilmannigfaltigkeit von R™*! betrachten
und den Tangentialraum in jedem Punkt mit dem modellierenden Vektorraum R"™ iden-
tifizieren. Der Ubergang zu euklidischen Bewegungen erfolgt dann wie schon erwihnt
dadurch, dass man diesen R™ mit dem iiblichen inneren Produkt ausstattet und so ein
inneres Produkt auf jedem Tangentialraum erhélt. Die euklidischen Bewegungen sind
dann dadurch charakterisiert, dass ihre Ableitung in jedem Punkt orthogonal beziiglich
der inneren Produkte auf den beteiligten Tangentialrdumen ist. In diesem Sinne wird
die euklidische Geometrie zum Modellfall fiir die sogenannte Riemann’sche Geometrie,
siche Abschnitte 1.1 und 1.2 von [Riem)].

Natiirlich liefert nun jede abgeschlossene Untergruppe G C G'L(n,R) in dhnlicher
Weise eine abgeschlossene Untergruppe von Aff(n), die man als die affine Erweiterung
von G bezeichnet. Natiirlich ist diese Gruppe genau das semi-direkte Produkt von G
mit der Standarddarstellung R™ die man aus der Inklusion G — GL(n,R) erhélt. Somit
ist die Lie Algebra der affinen Erweiterung genau das semi-direkte Produkt der Lie
Algebra g von G mit R™. Analog zum Fall der euklidischen Gruppe kann man diese
Konstruktion so verstehen, dass die Gruppe G eine “geometrische Strukturen” auf dem
affinen Raum definiert. Dieser Standpunkt ist fundamental fiir den entsprechenden Teil
der Differentialgeometrie.

Ein Beispiel einer affinen Erweiterung, das in der Physik grofle Bedeutung hat ist
die Poincaré Gruppe. Dazu betrachtet man einen affinen Raum der Dimension 4 und
stattet den modellierenden Vektorraum R* mit einer nicht-degenerierten symmetrischen
Bilinearform der Signatur (3, 1) (oder, je nach Konvention, der Signatur (1,3)) aus. Be-
zeichnet man die Koordinaten mit (¢, x) = (¢, 1, 9, 3) dann kann man die Bilinearform
durch

<(t7 $), (37 y)) = —ts + Z?:l LilYi
definieren. Die orthogonale Gruppe dieser Bilinearform wird mit O(3,1) bezeichnet, in
der Physik heifit sie die Lorentzgruppe und ihre Elemente nennt man Lorentztransfor-
mationen. Die affine Erweiterung der Lorentzgruppe nennt man die Poincaré Gruppe.

Der entsprechende affine Raum heifit in der Physik der Minkowski Raum (obwohl in
der Physik meist nicht zwischen dem affinen Raum und dem unterliegenden Vektorraum
unterschieden wird) und wird als Raumzeit also gemeinsames Modell fiir Raum und
Zeit betrachtet. Die wesentliche Rolle der Bilinearform dabei ist, dass man bei Vektoren
v € R* zwischen den Fillen (v,v) > 0, (v,v) = 0 und (v,v) < 0 unterscheiden kann,
die als “raumartig”, “lichtartig” und “zeitartig” bezeichnet werden. Dementsprechend
kann man fiir zwei Punkte im Minkowski Raum sehen, in welche dieser Klassen der
Verbindungsvektor zwischen den Punkten féllt.

Physikalisch gesehen entsprechen die Geraden in lichtartigen Richtungen genau den
raumzeitlichen Bahnen von Lichtstrahlen (was bedeutet, dass wir die Zeit als Lénge
messen, indem wir die Lichtgeschwindigkeit gleich 1 setzen). Raumzeitliche Punkte mit
raumartigem Verbindungsvektor konnen einander nicht beeinflussen, weil eine Bewe-
gung von einem Punkt zum anderen nur mit Uberlichtgeschwindigkeit moglich wiire,
und so weiter. In diesem Sinne ist die spezielle Relativitatstheorie der Physik genau das
Analogon der euklidischen Geometrie, wobei aber der euklidische Raum durch den Min-
kowski Raum ersetzt wird. Tatséchlich kann man die Grundeffekte der speziellen Relati-
vitédtstheorie wie Zeitdialatation und Léngenkontraktion relativ leicht aus der Struktur
einiger grundlegender Lorentztransformationen ablesen.



KAPITEL 4

Exkurs: Homogene Riume und abstrakte Mannigfaltigkeiten

Zum Abschluss der Vorlesung werden wir einen kurzen Blick auf weiterfithrende
Aspekte der Theorie der Matrixgruppen und der Analysis auf Mannigfaltigkeiten wer-
fen. Zur Motivation betrachten wir die Frage von Quotienten von Matrixgruppen, die
man sowohl im Sinne von Quotientengruppen als auch allgemeiner im Sinne von Rdum-
en von Nebenklassen verstehen kann. Dabei stellt sich leicht heraus, dass nur im Fall
einer einer abgeschlossenen (normalen) Untergruppe Hoffnung auf einen “schénen” Quo-
tienten besteht. In diesem Fall kann man auch relativ leicht sehen, dass der Quotient
analytisch immer schén aussehen sollte, nur ist gar nicht klar, wie man ihn als Teilmen-
ge eine endlichdimensionalen Vektorraumes realisieren sollte. Die einfachste Losung fiir
dieses Problem ist der Ubergang zu einem allgemeineren Mannigfaltigkeitsbegriff.

4.1. Quotienten von Matrixgruppen. Sei G eine Matrixgruppe und H C G eine
normale Untergruppe. Dann kénnen wir G/H als die Menge der linken Nebenklassen
gH = {gh : h € H} definieren und darauf eine Multiplikation durch (g1 H)(g2H) =
(9192)H definieren. Aus der Algebra ist bekannt, dass diese Multiplikation die Menge
G/H zu einer Gruppe und die natiirliche Abbildung 7 : G — G/H, ©(g) := gH zu
einem Gruppenhomomorphismus macht. Nun stellt sich natiirlich die Frage, ob man
G/H so zu einer Matrixgruppe machen kann, dass der Homomorphismus 7 glatt ist.

In manchen Fillen wissen wir schon, dass das mdoglich ist. Nach Satz kann
man fiir einen surjektiven glatten Homomorphismus ¢ : G — H zwischen Matrixgrup-
pen den Quotienten G/ Ker(p) mit H identifizieren. Explizit haben wir das etwa in
den Abschnitten und verwendet um SO(3) mit SU(2)/{£l} und SO(4) mit
(SU(2) x SU(2))/Zs zu identifizieren. Schon das erste dieser Beispiele zeigt uns so-
wohl das Potential solcher Konstruktionen, als auch Schwierigkeiten, die wir erwarten
miissen. Als Raum kénnen wir SU(2) mit der Einheitssphére in C? = R* identifizieren
und aus Satz wissen wir, dass man daraus SO(3) erhélt, in dem man jeden Punkt
x mit dem antipodalen Punkt —z identifiziert. Diese Punkte x und —x sind aber genau
die beiden Schnittpunkte eines 1-dimensionalen reellen Teilraumes von R* mit S3. Da-
mit kann man den Quotienten SO(3) als den Raum aller eindimensionalen Teilrdume
von R%, also den projektiven Raum RP? betrachten. Also treten interessante Riume als
Quotienten von Matrixgruppen auf.

Tatséichlich ist hier die Tatsache, dass RP? zu einer Gruppe gemacht werden kann,
nicht so bedeutsam. Man kann allgemeiner sehen, dass viele interessante Mengen mit
Mengen von Nebenklassen von Gruppen nach einer Untergruppe identifiziert werden
kénnen. Einen konzeptuellen Zugang dazu liefern die aus der Algebra bekannten Grup-
penwirkungen. Fiir eine Menge X und eine Gruppe G betrachten wir eine Linkswirkung
von G auf X, also eine Funktion G x X — X, die wir als (g, z) — ¢ - schreiben. Dabei
verlangen wir, dass e -z =z und gh -z = g - (h-x) fiir das neutrale Element e € G und
beliebige g, h € G und = € X gelten. Daraus ergeben sich die folgenden Definitionen in
natiirlicher Weise:
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DEFINITION 4.1. Betrachten wir eine Linkswirkung (g, x) — ¢ - z einer Gruppe G
auf einer Menge X und sei xy € X ein fixer Punkt.

(1) Der Orbit oder die Bahn von x, ist die Teilmenge G-z :={g-z0: g € G} C X.

(2) Die Standgruppe oder die Isotropieuntergruppe von x ist die Teilmenge G, :=
{9eG:g9 -xg=20} CG.

Die folgenden Tatsachen sind vermutlich aus der Algebra bekannt:

LEMMA 4.1. Fir jede Linkswirkung G x X — X und jeden Punkt xo € X gilt:

(1) Die Standgruppe G, ist eine Untergruppe von G.

(2) Die Funktion g — g-xo induziert eine Bijektion zwischen dem Raum G /G, der
linken Nebenklassen und dem Orbit G - xq.

BEWEIS. (1) folgt sofort aus der Definition einer Wirkung,.

(2) Betrachten wir die Funktion p : G — X, die durch p(g) := ¢-x¢ gegeben ist. Sind
91,92 € G so, dass g1 - Tg = g2 - 9, dann wirken wir auf beide Seiten dieser Gleichung
mit g; . Auf der linken Seite erhalten wir e - 1y = x¢, auf der rechten Seite g; g, - 2o,
also folgt g, 'gs € Gy, und damit g1G,, = g2G4,. Ist umgekehrt ¢;G,, = g2G.,,, dann
gibt es ein Element h € G,,, sodass g2 = g1h gilt. Dann ist aber go - g = g1 - (h - x) =
g1 - To. Insgesamt erhalten wir, dass p(g1) = p(g2) dquivalent zu ¢1G,, = g2G, ist und
damit steigt p zu einer injektiven Funktion G/G,, — X ab. Aber nach Definition gilt
p(G) = G - xg, also folgt die Behauptung. O

Das liefert schon mit einfachen Matrixgruppen sehr interessante Beispiele, bei denen
a priori absolut nicht klar ist, ob sie “schone” Réume bilden.

BEeispiEL 4.1. Fir & < n € R™ betrachten wir die Menge Gr(k,R™) aller k-
dimensionalen Teilrdume von R". Ist V' C R" ein k-dimensionaler Teilraum und f :
R™ — R™ ein linearer Isomorphismus, dann ist natiirlich f(V) C R™ ebenfalls ein k-
dimensionaler Teilraum. Damit folgt sofort, dass (A, V) — A(V) eine Linkswirkung von
G := GL(n,R) auf Gr(k,R") definiert. Betrachten wir den k-dimensionalen Teilraum
R*¥ c R", dann folgt aus bekannten Resultaten der linearen Algebra sofort, dass die Bahn
von R¥ die ganze Menge Gr(k,R") ist: Fiir einen gegebenen Teilraum V € Gr(k,R™)

muss man nur einfach eine Basis vy, . . ., vy fiir V wéhlen und durch Vektoren vy1,..., v,
zu einer Basis von R” erweitern. Die Matrix A mit den Spaltenvektoren vy, ..., v, ist
dann invertierbar und bildet die Basis {ey, ..., ey} fiir R* auf die Basis {vy, ..., v} von

V ab, also gilt A(R¥) = V. Damit konnen wir die Menge Gr(k,R") mit der Menge
G /Ggr von linken Nebenklassen identifizieren.

Man kann diese Wirkung natiirlich auf jede Untergruppe von GL(n, R) einschrénken.
Betrachten wir etwa SL(n,R), O(n) oder SO(n), dann kann unter Benutzung von pas-
senden Basen wie oben zeigen, dass die Bahn von R* C R™ wiederum ganz Gr(k, R") ist,
die daher mit einer Menge von Nebenklassen der entsprechenden Gruppe identifiziert
werden kann.

Fiir das Beispiel des projektiven Raumes RP? ist aus der Konstruktion als S3/ ~
klar, dass RP? lokal schon aussieht. Betrachtet man etwa eine offene Hemisphére in S?
dann enthélt diese keine antipodalen Punkte und wird damit bijektiv auf eine Teilmen-
gen von RP? abgebildet. Um RP? zu einer Teilmannigfaltigkeit zu machen, miisste man
diesen Raum aber erst einmal als Teilmenge eines R realisieren und es ist nicht klar,
woher so eine Realisierung kommen konnte. Die Matrixgruppe SO(3) C R? liefert so
eine Realisierung und nachdem eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R? durch
ihre ersten beiden Vektoren eindeutig bestimmt ist, kann man sich auf die ersten beiden
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Spalten beschriinken, was eine Realisierung in RS liefert. Ein Zusammenhang zu der
Realisierung von SU(2) in R? ist aber nicht erkenntlich. Tatséichlich kann man zeigen,
dass RP? als Teilmenge von R® realisiert werden kann, nicht aber als Teilmenge von R™
fiir n < 4.

Im allgemeinen Fall einer Matrixgruppe G und einer Untergruppe H C G kann man
leicht einen ersten Schritt zu einer Beschreibung der Menge G/H von Nebenklassen
machen. Nach Definition ist G/H der Quotient von G nach einer Aquivalenzrelation
(ndmlich g; ~ g, genau dann, wenn g; ‘g, € H). Als Matrixgruppe trigt aber G eine
Topologie und diese liefert in natiirlicher Weise eine Topologie auf G/H, die Quoti-
ententopologie. Man definiert eine Teilmenge U C G/H als offen (bzw. abgeschlossen)
genau dann, wenn 7~ *(U) C G offen (bzw. abgeschlossen) ist, womit insbesondere die
Funktion 7 : G — G/H stetig ist. Diese Topologie hat die schone Eigenschaft, dass fiir
jeden topologischen Raum X eine Funktion f : G/H — X genau dann stetig ist, wenn
fom: G — X stetig ist. Daher wird sie auch als finale Topologie beziiglich m bezeich-
net. Eine Minimalvoraussetzung fiir einen schénen Quotienten ist, dass diese Topologie
Hausdorff ist. Insbesondere miissen dann einpunktige Teilmengen von G /H abgeschlos-
sen sein, was impliziert, dass H = 7 !(eH) abgeschlossen in G sein muss. Damit ist
aber dann H selbst eine Matrixgruppe und die Lie Algebra h von H ist ein Teilraum
der Lie Algebra g von G. Damit kann man hoffen, den Raum G/H lokal durch ein
Komplement von § in g zu beschreiben (und wir werden sehen, dass das funktioniert).
Eine Realisierung von G/H als Menge von Matrizen (oder als Teilmenge eines RY) ist
aber nicht in Sicht.

4.2. Von Teilmannigfaltigkeiten zu abstrakten Mannigfaltigkeiten. Man
kann die oben angesprochenen Probleme vermeiden, indem man den Begriff der Teilman-
nigfaltigkeit verallgemeinert, was natiirlich auch in vielen anderen Bereichen niitzlich
ist. Dazu konnen wir zunéchst bemerken, dass wir in der Definition der Teilmannigfal-
tigkeit eigentlich wesentlich mehr gefordert hatten, als tatséchlich benétigt wird. In der
Definition einer k—dimensionalen Teilmannigfaltigkeit M C R™ hatten wir ja verlangt
dass es fiir jeden Punkt © € M offene Teilmengen U,V C R" mit x € U und einen
Diffeomorphismus ® : U — V gibt, der sich zu einer Bijektion zwischen M N U und
R¥ NV einschriankt. Zerlegt man den Zielraum R™ als R¥ x R"* dann kann man &
in Komponenten (®;, ®,) zerlegen. Die Komponente ®, : U — R"* liefert eine lokale
Realisierung von M als “regulédre Nullstellenmenge”, die ausreicht um M zu einer Teil-
mannigfaltigkeit zu machen (sieche Ubungen). Analog kann man die Inverse ¥ := &~!
auf die beiden Faktoren im Produkt einschrinken und wir werden zeigen, dass man
die Teilmannigfaltigkeitsstruktur aus der Einschrinkung von ¥ auf R zuriickgewinnen
kann.

DEFINITION 4.2. Sei M C R" eine Teilmenge mit der von R" induzierten Topolo-
gie. Man sagt, dass M lokal requlire k-dimensionale Parametrisierungen besitzt, wenn
folgendes gilt: Fiir jeden Punkt = € M gibt es offene Teilmengen U C R™ mit x € U
und V C R* und eine glatte Funktion ¢ : V — U, die einen Homéomorphismus von V
auf M N U definiert, sodass fiir jedes y € V die Ableitung Dt (y) : RF — R™ injektiv
ist.

PROPOSITION 4.2. (1) Eine Teilmenge M C R™ ist genau dann eine k-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit, wenn sie lokal requlire k—dimensionale Parametrisierungen besitzt.
Fiir so eine lokale Parametrisierung ¢ : V. — U und y € V' gilt Ty,yM = D(y)(R*) C
R™.
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(2) Seien M C R™ und N C R™ Teilmannigfaltigkeiten der Dimension k und ¢ und
sei [+ M — N eine Funktion. Dann ist f genau dann glatt, wenn f stetig ist und
fuir jedes x € M lokale requlire Parametrisierungen 1y : Vi — Uy fir M mit x € Uy
und ¥y : Vo — Uy fiir N mit f(z) € Uy gibt, sodass 15" o f o1y eine glatte Funktion
im Sinne der Analysis zwischen den offenen Teilmengen ;' (f~H(Us) N UL) C R* und
o (Uy) C R definiert.

BEWEIS. (1) Ist M eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, dann finden wir fiir
x € M offene Teilmengen U,V C R™ mit # € U und einen Diffeomorphismus @ : U — 1%
der sich zu einer Bijektion zwischen M N U und V := R¥ NV einschrinkt. Dann ist
Y= @Yy, : V — M N U natiirlich glatt als Einschrinkung der glatten Funktion ®~!
und damit insbesondere stetig und bijektiv nach Konstruktion. Nach Konstruktion ist
Y™t = ®|ynv, was als Einschrinkung der stetigen Funktion ® ebenfalls stetig ist, also
ist ¢ ein Homdomorphismus. SchlieSlich ist fiir y € V natiirlich Di(y) = D® ! (y)|gs
und weil D®~!(y) ein linearer Isomorphismus ist, ist Di(y) injektiv, also ist 1 eine
lokale reguliire Parametrisierung fiir M. Wir bemerken auch, dass das Bild D (y)(R¥)
in diesem Fall nach dem Beweis von Satz mit Ty, M iibereinstimmt.

Nehmen wir also umgekehrt an, dass M C R”™ lokal reguldre Parametrisierungen
besitzt, betrachten z € M und eine Parametrisierung ¢ : V. — M NU mit x € U.
Damit ist * = ¢(yp) fiir einen eindeutigen Punkt yo € V und nach Voraussetzung ist
E = Di(yy)(R*) ein k-dimensionaler Teilraum von R™. Wir wihlen einen komple-
mentiren Teilraum F C R™ und identifizieren ihn mit R" % womit wir auch R* x F'
mit R* x R"* = R” identifizieren koénnen. Darin ist V x F eine offene Teilmenge und
wir betrachten die Funktion ¥ : V' x F' — R"  die durch ¥(y,v) := ¢ (y) + v definiert
ist. Insbesondere gilt ¥(yp,0) = z und DV (yy,0)(w,v) = DY(yo)(w) + v und der erste
Summand liegt in £ und der zweite in F. Damit folgt aber aus DW(y,0)(w,v) = 0
sofort Di)(yo)(w) = 0 und v = 0, also auch w = 0. Also ist DW(yy,0) injektiv und
damit ein linearer Isomorphismus.

Nach dem inversen Funktionensatz (Satz finden wir eine offene Umgebung von
(Yo, 0) auf der sich ¥ zu einem Diffeomorphismus einschrénkt und wir diirfen annehmen,
dass diese von der Form V; x V5, fiir offene Umgebungen V; von g, in V und V5 von
0in Fist. Davy : V — M N U ein Homéomorphismus ist, ist 1(V}) offen in M N U,
also finden wir eine offene Teilmenge W C R", sodass W N M = ¢(V}) gilt. Nun ist
auch U = W N ¥(V; x V) offen und damit auch V := U4 (U) und ¥ : V — U
ist ein Diffeomorphismus. Nach Konstruktion muss eine Punkt z € U N M schon in
W N M = (V) liegen, also gibt es einen Punkt y € Vi mit z = ¥(y) = ¥Y(y,0).
Damit gilt aber (y,0) € U und 2z = U(y,0) also U~1(2) € R* C R" und damit erfiillt
O =0"1:0U -V alle Bedingungen von Definition . Da 1) = W|gw ist, haben wir
oben schon gesehen, dass T, M = Di(yo)(RF) gilt.

(2) Nach Definition ist fiir eine lokale Parametrisierung v, : Vi — U; C M die
Funktion v glatt als Funktion V; — M. Andererseits sehen wir aus dem Beweis von
Teil (1) dass wir fiir ¢, : Vo — U, C N die inverse Funktion ;" : Uy — V, als
Einschrinkung einer lokalen Trivialisierung W : (72 — ‘72 auf U, = (72 N N schreiben
konnen. Ist f : M — N glatt, dann kann man es lokal als Einschrankung f|,; schreiben,
wobei f glatt im Sinne der Analysis und somit stetig ist. Daher ist auch f stetig,
also ist f~1(Uy) offen in M, also f~'(Uy) N U; offen in U;. Da v stetig ist, ist auch
U (f~H(Uy) NUL) offen. Natiirlich ist 15 ' o f o4, auf dieser Menge definiert und bildet
sie nach 1¥(Us) ab. Aus dieser Beschreibung, der Glattheit von f und Satz folgt
sofort die Glattheit von 15" o f 0¢; im Sinne der Analysis.
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Die umgekehrte Richtung ist d&hnlich einfach: Nehmen wir an, dass f stetig ist und
wir fiir x € M lokale Parametrisierungen 1 und 1, gefunden haben, sodass ¥, ' o f oty :
Y (UL N f7Y(Uy)) — Vs glatt im Sinne der Analysis ist. Nach Definition ist auch
1y : Vo — Uy glatt in diesem Sinn, also ist f o), = 1y 01y ' o f o1y glatt als Funktion
von der offenen Teilmenge ¥y (U; N f~1(Uy)) C R* nach R™. Nach dem Beweis von
(1) finden wir offene Teilmengen U; € R™ mit € U; und V; € R* x R** und einen
Diffeomorphismus W, : V' — U, sodass Wy (y,0) = 11 (y) gilt. Da f o ¢y glatt im Sinne
der Analysis ist, definiert auch F'(y,v) = f(¢1(y)) eine glatte Funktion auf einer offenen
Umgebung von ;' (x) und somit ist f' = F o U] cine glatte Funktion, die auf einer
offenen Umgebung von z in R"™ definiert ist und die auf dem Schnitt mit M nach
Konstruktion mit f o o4y = f iibereinstimmt. Da der Punkt z beliebig war ist f
glatt im Sinn von Definition [2.5] O

Die Bedingung, dass eine lokale Parametrisierung ein Homoomorphismus sein muss,
kommt vielleicht etwas iiberraschend, es ist aber leicht einzusehen, dass sie notig ist.
Betrachten wir etwa die Teilmenge M C R?, die aus der z—Achse und der positiven y-
Achse (also {(0,¢) : ¢ > 0}) besteht. Diese ist natiirlich keine Teilmannigfaltigkeit, weil
es keine lokale Trivialisierung um 0 € M geben kann. Andererseits definieren natiirlich
t — (t,0) und t — (0,t) glatte Funktionen ¢; : R — R? und %5 : (0,00 — R? mit
injektiven Ableitungen. Gemeinsam erfiillen diese beiden Funktionen alle Bedingungen
von Definition [2.5 abgesehen davon, dass v; kein Homéomorphismus auf den Schnitt
von M mit einer offenen Teilmenge von R? sein kann. (Insbesondere ist ¢;(R) € M
nicht offen in der Teilraumtopologie.)

Die Beschreibung glatter Funktionen aus Proposition bildet nicht nur die Uber-
leitung zum allgemeinen Konzept von Mannigfaltigkeiten, sie impliziert auch leicht, dass
der inverse Funktionensatz fiir Teilmannigfaltigkeiten von R" gilt:

KOROLLAR 4.2 (Inverser Funktionensatz fiir Teilmannigfaltigkeiten). Seien M C
R"™ und N C R™ Teilmannigfaltigkeiten und sei f : M — N eine glatte Funktion. Ist
r € M ein Punkt, sodass T,f : T,M — Ty N ein linearer Isomorphismus ist (was
nur moglich ist, wenn M und N die gleiche Dimension haben), dann gibt es eine offene
Umgebung U von x in M, sodass f(U) C N offen ist, fly : U — f(U) bijektiv ist und
die Inverse dazu ebenfalls glatt ist.

BewEeis. Wahlen wir lokale Parametrisierungen v, : V; — Uj fiir M mit x € U; und
Yy 1 Vo — Uy fiir N mit f(x) € Uy. Indem wir U; durch Uy N f~1(Uy) und Vi durch das
Urbild dieser offenen Menge unter v, ersetzen, diirfen wir annehmen, dass U; C f~1(Us)
gilt. Dann folgt aus dem Beweis von Proposition dass g := ¥, ' o f o1y glatt als
Funktion V; — V5 im Sinne der Analysis ist. Wie im Beweis der Proposition sehen wir
auch, dass die glatte Funktion ¢, 0 g : V; — R mit f o1 iibereinstimmt. Setzen wir
y =7 ' (2), dann gilt ¥2(g(y)) = f(2) und D(1hy09)(y) = Dia(f(x))o Dg(y). Schreiben
wir andererseits [ als Einschréinkung einer glatten Funktion f wie in Definition 2.5, dann
kénnen wir D(f o 41)(y) = D f(x) o D1y (y) schreiben. Aus Proposition m wissen wir,
dass D (y) ein linearer Isomorphismus R¥ — T, M ist und auf diesem Teilraum stimmt
D f (x) mit T, f tiberein. Nach Voraussetzung ist T, f ein linearer Isomorphismus, also
ist D(f o1)(y) = D(ws 0 g)(y) ein linearer Isomorphismus von R* auf den Teilraum
TtyN C R™. Da aber Dis(f(z)) : R¥ — T,y N ein linearer Isomorphismus ist, folgern
wir, dass Dg(y) : R¥ — R* ein linearer Isomorphismus ist.

Damit kénnen wir aber den gewthnlichen inversen Funktionensatz (Satz auf
die Funktion ¢ : Vi — V5 im Punkt y anwenden. Das liefert eine offene Teilmenge
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Wy C Vi, sodass Wy := g(W;) C V, offen ist und sich g zu einem Diffeomorphismus
Wy — Wy einschriankt. Nun setzen wir U := ¢ (W) und V := 9(g(W7)). Weil die 1
Homo6omorphismen sind, sind das offene Teilmengen in M bzw. N und natiirlich sind
Py Wi — U und vy : Wy — V bijektiv. Aus der Konstruktion folgt sofort, dass sich die
Funktion f = 1,090t ! zu einer Bijektion U — f(U) = V einschrinkt. AuBerdem folgt
auch sofort, dass 1; ' o (f|y) ™t o1by invers zu g|w, und damit glatt ist. Nach Proposition
folgt daraus aber, dass auch (f|y)™! eine glatte Funktion ist. O

4.3. Abstrakte Mannigfaltigkeiten. Die Uberlegungen aus Abschnitt fiihren
nun in natiirlicher Weise zu der Idee eine abstrakte Version von lokalen Parametrisie-
rungen zu verwenden um auf allgemeineren Mengen sinnvoll von glatten Funktionen
sprechen zu konnen. Wir sehen auch, dass es giinstiger sein konnte, mit einem topologi-
schen Raum M statt einfach mit einer Menge zu beginnen. Fiir so einen Raum kann man
dann die Existenz von lokalen Parametrisierungen zumindest als Homéomorphismen von
offenen Teilmengen eines R™ verlangen, wobei es sich allerdings eingebiirgert hat, die
inversen von lokalen Parametrisierungen zu betrachten. Leider macht es keinen Sinn zu
verlangen, dass die Parametrisierung selbst glatt sind, weil dieser Begriff fiir Funktio-
nen nach M (noch) keinen Sinn macht. Trotzdem kann man versuchen, Glattheit von
auf M definierten Funktionen durch Glattheit von Kompositionen mit lokalen Parame-
trisierungen zu definieren. Damit das einen sinnvollen Begriff ergibt, miissen aber die
verschiedenen Parametrisierungen eine Vertréglichkeitsbedingung erfiillen. SchliefSlich
mochte man noch vermeiden, dass die gewédhlten Parametrisierungen eine ausgezeich-
nete Rolle spielen, was die Definition leider etwas sperrig macht:

DEFINITION 4.3. Sei M ein topologischer Raum.

(1) Eine Karte auf M ist eine offene Teilmenge U C M zusammen mit einem
Homgomorphismus u von U auf eine offene Teilmenge u(U) C R*.

(2) Zwei Karten (Uy,uy) und (Us, ug) auf M heiflen vertraglich wenn Uy := Uy N Uy
entweder leer ist, oder die Kartenwechselabbildung us o uy' : uy(Us) — up(Ups) glatt
im Sinne der Analysis ist. (Das macht Sinn, weil Uy, offen in U; und Uj ist und daher
u1(Upz) und ug(Ups) offen in R¥ sind.)

(3) Ein Atlas fiir M ist eine Familie {(U;,u;) : i € I} von paarweise vertriaglichen
Karten auf M, sodass die Mengen U; eine offene Uberdeckung von M bilden, also
M = U;erU; gilt.

(4) Zwei Atlanten A; und A, fiir M heiflen dquivalent, wenn jede Karte von A; mit
jeder Karte von A, vertréglich ist.

(5) Eine glatte Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum M, der Hausdorff ist und
das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom AA2 erfiillt, zusammen mit einer Aquivalenzklasse von
Atlanten auf M. (Die topologischen Voraussetzungen “separabel” und “metrisierbar”
sind eher unproblematisch und werden fiir uns im weiteren keine Rolle spielen.)

Nach Definition sind die Kartenwechselabbildungen Diffeomorphismen zwischen of-
fenen Teilmengen, also miissen zwei Karten mit nichtleerem Schnitt immer in Rdume
gleicher Dimension abbilden. Damit ist diese Dimension auf Zusammenhangskompo-
nenten von M konstant und meist nimmt man an, dass sie auch fiir alle Komponenten
gleich ist, wodurch eine Mannigfaltigkeit eine wohldefinierte Dimension hat.

Der Vorteil von Karten gegeniiber lokalen Parametrisierungen ist, dass man fiir eine
Karte u : U — RF (mit U C M offen), die Funktion u : U — R* in Komponenten
(u1,...,ux) zerlegen kann. Diese Komponenten definieren lokalen Koordinaten auf U C
M, mit denen man oft sehr handlich rechnen kann.
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Man kann einen (geeigneten) topologischen Raum M zu einer Mannigfaltigkeit ma-
chen, indem man einen Atlas auf M konstruiert und (formal) dessen Aquivalenzklasse
betrachtet. Die umsténdliche Definition ist nur notwendig, damit der gewéhlten Atlas
keine besondere Rolle spielt. Die {ibliche Sprechweise ist dann, dass fiir eine Mannigfal-
tigkeit M “eine Karte auf M” gerade “eine Karte aus einem der Atlanten der gegebenen
Aquivalenzklasse” bedeutet. Das klingt aber wesentlich komplizierter, als es in der Pra-
xis ist.

BEISPIEL 4.3. Wir werden in Kiirze substantielle Beispiele besprechen, daher be-
schrinken wir uns hier auf eher triviale Beispiele, die aber die Denkweise illustrieren.

(1) Ist U C R™ eine offene Teilmenge, dann konnen wir (U,idy) als Karte auf U
betrachten und diese Karte bildet einen Atlas fiir U. Damit sind offene Teilmengen in
R™ automatisch glatte Mannigfaltigkeiten.

(2) Sei allgemeiner M eine glatte Mannigfaltigkeit und W C M eine offene Teilmen-
ge. Ist A = {(U;,u;) : i € I} ein Atlas fiir M, dann ist fiir jedes ¢ € I der Durchschnitt
Ui N W offen in M (und damit auch in W und in U;). Schrinken wir uns auf jene 4
ein, fiir die der Durchschnitt nichtleer ist, dann ist u;(U; N W) offen in R¥ und wir
konnen (U; "W, u;|y,nw) als Karte auf M betrachten. Damit erhélt man Kartenwechse-
labbildungen, die einfach Einschrinkungen der Kartenwechselabbildungen zwischen den
urspriinglichen Karten und damit glatt sind. Also erhalten wir einen Atlas auf W, der
W zu einer glatten Mannigfaltigkeit macht. Beginnt man mit einem zu A &quivalen-
ten Atlas von M, dann iiberlegt man sofort, dass man einen dquivalenten Atlas fiir W
erhélt. Damit héngt die Struktur auf W nicht von irgendwelchen Wahlen ab, sondern
nur von der Mannigfaltigkeitsstruktur auf M.

(3) Sei M C R"™ eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, die wir mit der Teil-
raumtopologie ausstatten (die automatisch Hausdorff ist und AA2 erfiillt). Ist x € M
und @ : U — V eine lokale Trivialisierung wie in Definition mit z € U, dann ist
U := UNM eine offene Teilmenge, die z enthilt. Setzt man V := VNRF, dann folgt aus
dem Beweis von Proposition sofort, dass ®|y : U — V ein HomGomorphismus ist
und damit eine Karte auf M definiert. Liefert ® eine weitere Karte dieser Art, dann ist
die resultierende Kartenwechselabbildung einfach eine Einschrankung der glatten Funk-
tion ® o &' und damit ebenfalls glatt. Damit ist M in natiirlicher Weise eine glatte
Mannigfaltigkeit.

4.4. Glatte Funktionen zwischen Mannigfaltigkeiten. Da glatte Mannigfal-
tigkeiten topologische Raume sind, konnen wir fiir zwei Mannigfaltigkeiten M und N
eine stetige Funktion f : M — N betrachten. Sei € M ein Punkt und betrachten wir
Karten (U, u) fiir M mit x € U und (V,v) fiir N mit f(z) € V. Dann ist f~(V) C M
offen (und enthélt ), also ist auch u(f~1(V)NU) eine offene Teilmenge in R*. Damit
ist aber vo fou™ :u(f~H(V)NU) — v(V) eine stetige Funktion zwischen zwei offenen
Teilmengen von R*. Damit bietet sich folgende Definition an:

DEFINITION 4.4. (1) Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und f : M — N
eine Funktion. Dann ist f glatt, wenn f stetig ist und es zu jedem Punkt x € M Karten
(U,u) fir M und (V,v) fiir N mit x € U und f(x) € V gibt, sodass die Funktion
vo fout:u(f~Y(V)NU)— v(V) glatt im Sinne der Analysis ist.

(2) Ein Diffeomorphismus zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N ist eine bi-
jektive glatte Funktion f : M — N, sodass auch die inverse Funktion f~!: N — M
glatt ist. Mann nennt M und N diffeomorph, wenn es einen Diffeomorphismus zwischen
M und N gibt.
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Fiir Karten (U,u) und (V,v) wie in Teil (1) der Definition heisst v o f o u™! die
lokale Koordinatendarstellung von f. Fir y € U beschreibt sie ja gerade die lokalen
Koordinaten v;(f(y)) als Funktionen der lokalen Koordination w;(y). Die Glattheit von
stetigen Funktionen ist also gerade iiber die Glattheit von Darstellungen in lokalen
Koordinaten definiert.

PROPOSITION 4.4. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und f : M — N eine
glatte Funktion.

(1) Fiir beliebige Karten (U,u) auf M und (V.v) auf N, sodass f~(V)NU nichtleer
ist, ist die Funktion vo fou™ :u(f~Y(V)NU) — v(V) glatt im Sinne der Analysis.

(2) Die Karten auf M sind genau die Diffeomorphismen zwischen offenen Teilmen-
gen von M und offenen Teilmengen von RF.

(3) Ist P eine weitere glatte Mannigfaltigkeiten und g : N — P eine glatte Funktion,
dann ist auch die Komposition go f : M — P glatt. Insbesondere ist Diffeomorphie eine
Aquivalenzrelation.

BEWEIS. (1) Es geniigt zu zeigen, dass v o f o u™! lokal um jeden Punkt 2 €
u(f~1(V) N U) glatt ist. Nach Definition finden wir zu 2 := u(z) Karten (U, @) fiir
M mit = € U und (V ) fuerltf( )EV sodass o fou ' w(UNF1(V)) = o(V)
glatt ist. Nun ist U :== UNU N f~ (V' NV) eine offene Umgebung von z in M, also
ist u(U) eine offene Umgebung von z in u(f~*(V) N U). Nach Konstruktion sind die
Kartenwechselabbildungen @ o u™' : w(U) = @(U) und vo o' : 5(VNV) = o(V NV)
jeweils glatt im Sinne der Analysis. Nun ist aber v o f o a™! glatt auf ﬂ(U ) und bildet
diese Teilmenge nach o(V N f/) ab. Als Komposition von drei glatten Funktionen ist
damit auch

(ot Yo (dofou o (lou)=vofou '

glatt im Sinne der Analysis als Funktion u(U) — v(V), also lokal um =.

(2) Ist (U, u) eine Karte auf M, dann sind U C M und u(U) C R* offene Teilmengen
und damit Mannigfaltigkeiten. Nach Definition ist v ein Homéomorphismus, also sind
w:U — u(U) und v : w(U) — U stetig. Betrachten wir u : U — u(U), dann kénnen
wir fiir jeden Punkt = € U die Karten (U, u) fiir U und (u(U), idyy) fiir w(U) verwenden
und natiirlich ist id, ) ou o ul = id,(ry glatt im Sinne der Analysis, also ist u glatt.
Analog ist die Funktion u™' : u(U) — U glatt, weil uwo u™! o id, @) = idyw) glatt ist,
also ist u : U — u(U) ein Diffeomorphismus.

Sei umgekehrt W € M offen und f : W — f(W) ein Diffeomorphismus auf eine
offene Teilmenge f(W) C R*. Dann sind f und f~! als glatte Funktionen stetig und
damit ist f ein Homomorphismus. Fiir eine Karte (U, u) auf M mit W NU # ) ist nach
(1) die Funktion idwyof ou™ : w(WNU) — f(W NU) glatt im Sinne der Analysis.
Analog folgt aus Glattheit von f=1 dass uo f~!': f(WNU) — u(U) glatt im Sinne
der Analysis ist. Damit sind die Kartenwechsel glatt und wir kénnen (W, f) zu einem
beliebigen Atlas auf M hinzufiigen und erhalten wieder einen Atlas. Damit ist (W, f)
eine Karte auf M.

(3) Fiir x € M wihlen wir beliebige Karten (U, w) fir M mit z € U, (V,v) fir N
mit f(z) € V und (W, w) fiir P mit g(f(z)) € W. Dann ist U := U N f~4(V N g (W)
eine offene Umgebung von « in M und fiir @ : uly ist (U, ) eine Karte auf M mit
z € U. Nun ist aber f(U) ¢ V ng Y(W), also (g o f)(U) C W. Damit gilt aber
fout=vtowvo fou ! und damit

wogofou ' =(wogov o (wofou ) :w(l)— wW).
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Das ist glatt im Sinne der Analysis als Komposition zweier Funktionen, die nach (1)
glatt im Sinne der Analysis sind, also ist g o f eine glatte Funktion. Damit ist auch die
Komposition von zwei Diffeomorphismen ein Diffeomorphismus, also ist Diffeomorphie
eine Aquivalenzrelation. [

Zusammen mit Beispiel (3) und Proposition zeigt dieses Resultat auch dass
wir tatsdchlich Verallgemeinerungen der bisher studierten Begriffe erhalten. Betrachten
wir Teilmannigfaltigkeiten M C R™ und N C R™ wie in Beispiel (3) als glatte
Mannigfaltigkeiten, dann ist eine Funktion f : M — N genau dann glatt im Sinn von
Definition [2.5] wenn sie glatt im Sinn von Definition [4.4] ist. Das umfasst insbesondere
den Fall offener Teilmengen von R".

4.5. Homogene Riume als Mannigfaltigkeiten. Betrachten wir nun eine Ma-
trixgruppe G, eine abgeschlossene Untergruppe H C G (die damit selbst eine Matrix-
gruppe ist), den Raum G/H der linken Nebenklassen und die kanonische Abbildung
p: G — G/H. Wir statten G/H mit der Quotiententopologie aus, definieren also eine
Teilmenge U C G/H als offen genau dann, wenn p~'(U) C G offen ist. Damit ist p
stetig und wir mochten G/H so zu einer Mannigfaltigkeit machen, dass die Funktion p
glatt ist.

SATZ 4.5. Sei G C GL(n,R) eine Matrizgruppe, H C G eine abgeschlossene Un-
tergruppe. Dann kann der Raum G/H der linken Nebenklassen auf natiirliche Art zu
einer Mannigfaltigkeit der Dimension dim(G) — dim(H) gemacht werden. Die kanoni-
sche Abbildung p : G — G/ H ist glatt und fiir eine beliebige Mannigfaltigkeit M ist eine
Funktion F : G/H — M genau dann glatt, wenn po F' : G — M glalt ist.

BEWEIS. Da H C G abgeschlossen ist, ist H selbst eine Matrixgruppe. Beschreibt
man die Lie Algebren durch h = {X € M,(R) : Vt € R: exp(tX) € H} und analog fiir
g, dann ist offensichtlich h C g. Damit ist § ein linearer Teilraum von g und wir wahlen
einen komplementéren Teilraum & C g. Wahlen wir schliefllich noch ein Komplement
[zu g in M,(R), dann ist € ® [ ein Komplement zu b in M,(R). Nun kénnen wir die
Argumente aus dem Beweis von Satz sowohl auf G als auch auf H anwenden.

Zunéchst finden wir offene Nullumgebungen V in h und W in ¢® [, sodass (X, Y) —
exp(X) exp(Y) ein Diffeomorphismus von W x V' auf eine offene Umgebung U von I in
GL(n,R) ist, deren Schnitt mit H nur aus den Elementen der Form exp(Y) fir Y € V
besteht. Indem wir W wenn notig Verkleinern, diirfen wir annehmen, dass es die Form
Wy x Wy fiir Nullumgebungen Wi in € und W5 in [ hat. Durch weiteres Verkleinern
konnen wir auch erreichen, dass ¢(X,Y) := exp(X)exp(Y) einen Diffeomorphismus
von Wi x V auf eine offene Umgebung U’ von I in G definiert, wobei wir annehmen
diirfen, dass U’ € U N G gilt. SchlieBlich definiert (X1, X5) — exp(X1)~ ! exp(X,) eine
stetige Funktion € x £ — (. Damit gibt es eine offene Nullumgebung W in £, sodass
exp(X;)lexp(Xy) € U’ fiir alle X1, X, € W gilt und wir definieren W := Wy N W.
Offensichtlich ist das eine offene Nullumgebung in €.

Nun betrachten wir die (offensichtlich glatte) Funktion f : ¢ x H — @G, die durch
f(X,h) := exp(X)h definiert ist und behaupten, dass sie einen Diffeomorphismus von
W x H auf eine offene Umgebung U von I in G definiert. Fiir X7, X5 € W und hy, hy € H
folgt aus exp(X;)h1 = exp(Xs)hs natiirlich exp(X;) ' exp(Xy) = hhy' € HNU' € HN
U. Damit muss es aber eine Element Y € V geben, sodass exp(X;) ! exp(Xs) = exp(Y)
gilt. Das bedeutet aber gerade, dass p(X1,Y) = ¢(X3,0) gilt und weil ¢ injektiv ist, folgt
X; = Xy und Y = 0. Damit folgt aber auch hy; = hy und wir sehen, dass f : WxH — G
injektiv ist.
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Nach Konstruktion gilt f(X,exp(Y)) = ¢(X,Y) fiir Y € b hinreichend nahe bei 0.
Damit kénnen wir f auf einer Umgebung von W x {I} als f = po(id, exp~!) schrieben.
Daraus folgt sofort, dass fiir jedes X € W die Tangentialabbildung T(x ) f invertierbar
und nach Korollar ist f lokal um diesen Punkt ein Diffeomorphismus. Natiirlich
gilt fo(id, p") = p" o f und da p" sowohl auf H als auch auf G ein Diffeomorphismus
ist, ist auch T x ) [ ein linearer Isomorphismus und f auch lokal um diesen Punkt eine
Diffeomorphismus. Damit enthélt aber U := f(W x H) C G fir jeden Punkt (X, h)
eine offene Umgebung von f(X,h) und ist damit selbst offen und da f : W x H — U
bijektiv ist und lokal glatte Inverse besitzt, ist f ein Diffeomorphismus.

Betrachten wir die Teilmenge p(U) € G/H. Nach Konstruktion gilt fir ¢ € U
und h € H offensichtlich gh € U also folgt p~(p(U)) = U, also ist p(U) offen in
G/H. Nun definieren wir ¢ : W — p(U) durch ¢(X) := p(exp(X)). Dann ist ¢ nach
Konstruktion surjektiv und fiir X, Xo € W folgt aus (X;) = ¢(X3) natiirlich, dass
exp(X1)H = exp(Xq)H gelten muss. Da aber f(X,h) = exp(X)h injektiv auf W x H
ist, folgt daraus natiirlich, dass X; = X, gilt, also ist ¢ bijektiv. Offensichtlich ist
1) = poexp stetig fiir die Quotiententopologie. Ist W’ C W offen, dann ist p~!(xy(W)) =
{exp(X)h: X e W he H} = f(W' x H) und weil f ein Diffeomorphismus und daher
ein Hom6omorphismus ist, ist diese Teilmenge offen in G. Damit ist aber auch ¢ (W')
offen in G/H und damit in p(U), also ist ¢ : W — p(U) ein Homdomorphismus.

Fiir gH € G/H ist g~'gH eine wohldefinierte Nebenklasse in G/ H, also kénnen wir
eine Funktion ¢, : G/H — G/H durch (,(gH) := ggH definieren. Nach Konstruktion
gilt £, 0p = po A, fiir die Linkstranslation A,. Damit ist £, o p stetig, also ist auch ¢, :
G/H — G/H stetig fiir die Quotiententopologie. Nun ist aber natiirlich £,-1 invers zu
¢, und ebenfalls stetig also ist jedes ¢, ein Homdomorphismus. Fiir g € G betrachten wir
die offene Teilmenge U, := {gexp(X)H : X € W} = {,(p(U)) C G/H und definieren
ug :=1p"tol,-1 : U, — W. Dann ist jedes u, ein Homéomorphismus und wir behaupten,
{(Uy,uy) : g € G} ein Atlas fiir G/H ist. Offensichtlich ist UgeqU, = G/H, also miissen
wir nur noch die Vertraglichkeit der Karten {iberpriifen. Nehmen wir also an, dass
Uy N Uy # 0 fiir g, € G gilt und betrachten uy o uy' - W — W. Fir X € W ist
uy N (X) = gexp(X)H und

ug (g exp(X)H) =4~ ((¢) " g exp(X) H)

und das ist die erste Komponente von f~((¢') *gexp(X)) € W x H. Damit ist aber u, 0
u;l =priof _10)\(g/)71 goexp und das ist glatt als Komposition glatter Funktionen. Damit
haben wir G/H zu einer glatten Mannigfaltigkeit der Dimension dim(¢) = dim(g) —
dim(h) gemacht.

Von oben wissen wir, dass es eine Nullumgebung V' in § gibt, sodass ¢(X,Y) =
exp(X) exp(Y') einen Diffeomorphismus von W x V' auf eine offene Umgebung von I in
G definiert. Damit definiert fiir jedes ¢ € G die Funktion (X,Y) — gexp(X)exp(Y)
einen Diffeomorphismus von W x V' auf eine offene Umgebung von g € GG, dessen Inverse
wir nach Proposition wir als Karte 2z, : Z;, — W x V auf G verwenden kénnen. Nun
ist aber

Uy 0po zg_l(X, Y) = (ug0op)(gexp(X)exp(Y)) = ug(g(exp(X)H)) = X

und weil das fiir jedes g € G funktioniert ist p glatt. Fiir eine glatte Funktion F' von G/H
in eine beliebige Mannigfaltigkeit M ist damit auch F op: G — M glatt. Andererseits
kann man jedes Element in U, eindeutig als gexp(X)H fiir ein X € W schreiben.
Damit koénnen wir eine Funktion o, : U, — G/H durch o,(gexp(X)H) := gexp(X)
und offensichtlich gilt z, 0 o4 0u, ' (X) = X, also ist o, glatt. Nach Konstruktion erfiillt
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das pooy = idy,. Sei nun F': G/H — M eine Funktion in eine Mannigfaltigkeit, sodass
Fop:G — M glatt ist. Dann folgt aus der Stetigkeit von F o p die Stetigkeit von F
und weil man F|y, als (¥ op) oo, schreiben kann, ist diese Einschréankung glatt, woraus
sofort folgt, dass F' glatt ist. O

Daraus konnen wir sofort einige weitere Folgerungen ziehen: Im Beweis haben wir
fir jedes g € G die Funktionen ¢, : G/H — G/H betrachtet, die durch (,(§H) = ggH
gegeben ist. Wir habe auch schon bemerkt, dass £,0p = po), fiir die Linkstranslation A, :
G — G gilt. Da ), glatt ist, ist auch po )\, glatt, also ist nach dem letzten Teil des Satzes
ly: G/H — G/H glatt. Schliellich haben wir aber auch schon gesehen, dass £,-1 invers
zu {, ist, also ist jedes ¢, ein Diffeomorphismus. Andererseits gilt nach Konstruktion
fp = idg/g und £y, = L4 o Lgy also haben wir eine Wirkung der Gruppe G' auf der
Mannigfaltigkeit G/H definiert, in der die Wirkung jedes g € G ein Diffeomorphismus
ist. Das ist ein typisches Beispiel fiir eine glatte Wirkung einer Matrixgruppe auf einer
Mannigfaltigkeit. Insbesondere finden fiir beliebige Punkte x = ¢;H € G/H und y =
92H € G/H einen Diffeomorphismus von G/H (némlich £, —1) der z auf y abbildet.
Das bedeutet, dass G/H “iiberall gleich aussieht”, weshalb man diese Rdume auch als
homogene Rdume bezeichnet.

4.6. Beispiele. (1) Betrachten wir die Einheitssphire S"! C R", also {v € R" :
|lv]| = 1}. Fiir eine Matrix A € O(n) und v € S" ! ist || Av|| = ||v||, also Av € S"~'. Man
rechnet sofort nach, dass (A, v) — Av eine Wirkung der Gruppe O(n) auf S"~! definiert.
Fiir einen beliebigen Einheitsvektor v € S"~! gibt es natiirlich eine Orthonormalbasis
von R"™ deren erstes Element v ist. Schreibt man die Basisvektoren als Spalten in eine
Matrix A, dann ist A € O(n) und Ae; = v, also ist die Bahn O(n) - e; von e; die ganze
Sphire S"!. Die Standgruppe H von e; in O(n) besteht offensichtlich aus allen Matrizen
in O(n), deren erste Spalte e; ist. Da aber die restlichen Spalten orthogonal auf die erste
Spalte stehen, muss die Matrix Blockform (} %) haben. Eine Matrix dieser Form ist aber
genau dann orthogonal, wenn B € O(n—1) gilt, also ist insbesondere H = O(n—1). Die
Abbildung A — Ae; induziert somit eine bijektive Funktion O(n)/O(n—1) — S™~'. Die
Komposition dieser Funktion mit p : O(n) — O(n)/O(n — 1) ist aber gerade A — Ae;
und damit offensichtlich glatt, also ist auch unsere Funktion O(n)/O(n — 1) — S*~!
glatt. Man kann leicht explizit verifizieren, dass diese Funktion ein Diffeomorphismus ist,
also stimmt die “{ibliche” Mannigfaltigkeitsstruktur auf S*~* mit der auf O(n)/O(n—1)
iiberein. Analog geht das mit SO(n).

Analog kann man die Einheitssphiire S*"~! C C" betrachten, auf der neben SO(2n)
und O(2n) auch die Untergruppen SU(n) und U(n) mit nur einer Bahn wirken. Da-
mit bekommt man verschiedene Darstellungen von S?"~! als homogener Raum, zum
Beispiel S*"~1 = SU(n)/SU(n — 1) die wieder die iibliche Mannigfaltigkeitsstruktur
auf S?"~! liefern. Man kann diese Darstellungen so interpretieren, dass man auf den
Sphéren verschiedene geometrische Strukturen finden kann, sodass die Wirkungen der
Gruppen jeweils genau die Diffeomorphismen der Sphére liefern, die mit der entspre-
chenden Struktur vertréglich sind.

Diese Beispiele bilden auch den Hintergrund fiir unser Studium der Zusammen-
hangseigenschaften der klassischen Gruppen in Abschnitt [3.3] Der wesentliche Schritt
dort war zu zeigen, dass die Gruppen SO(n) und SU (n) fiir zusammenhéngend sind und
die Tatsache, dass die Sphiren S"~! zusammenhiingend sind war die Basis fiir ein In-
duktionsargument. Tatsédchlich kann man allgemein zeigen, dass fiir eine abgeschlossene
Untergruppe H in einer Matrixgruppe G der homogene Raum G/H genau dann zu-
sammenhéngend ist, wenn jede Zusammenhangskomponente von GG die Untergruppe H
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schneidet, sieche Lemma 1.17 in [LieGrp|. Daraus folgt insbesondere, dass G hochstens
so viele Zusammenhangskomponenten besitzt wie H.

(2) Betrachten wir G := GL(n,R) und k& < n und die Wirkung A -V := A(V) von
G auf der Menge Gr(k,R") der k—dimensionalen Teilriume von R™ aus Beispiel [£.1] Sei
H := Ggr C G die Standgruppe des Teilraumes R* C R”. Nach Konstruktion bedeutet
A € H genau, dass die ersten k Spaltenvektoren von A den Teilraum R* aufspannen. Da
die Spaltenvektoren einer invertierbaren Matrix aber immer linear unabhéngig sind, ist
das dquivalent dazu, dass die ersten k Spaltenvektoren in R* C R" liegen. Fiir A = (a;;)
bedeutet das aber genau, dass a;; = 0 fiir « > k£ und j < k gelten muss. Damit ist
aber offensichtlich, dass H abgeschlossen in G ist und damit ist G/H nach Satz
eine glatte Mannigfaltigkeit. Aus Abschnitt wissen wir, dass AH ~ A(RF) eine
Bijektion zwischen G/H und Gr(k,R™) definiert, also haben wir so Gr(k,R"™) zu einer
glatten Mannigfaltigkeit gemacht (“Grassmann Mannigfaltigkeiten”). Aus dem letzten
Teil von Satz folgt auch, dass man glatte Funktionen von Gr(k, R"™) in eine beliebige
Mannigfaltigkeit M gut beschreiben kann. Fiir eine Funktion f : Gr(k,R™) — M erhilt
man po f: G — M ja gerade, indem man eine Matrix A auf den Wert von f auf dem
von den ersten k Spaltenvektoren von A aufgespannten Teilraum abbildet und Glattheit
von f ist dquivalent zu Glattheit dieser Funktion.

Diese Konstruktion kann man leicht variieren. Beginnen wir mit der Einschrankung
der Wirkung auf O(n) und setzen K wieder die Standgruppe von RF. Fiir A € K
miissen dann die ersten k Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis fiir R* bilden, wihrend
die restlichen Spaltenvektoren orthogonal auf die ersten k stehen miissen. Damit folgt
aber sofort, dass K C O(n) genau aus jenen Matrizen in G besteht, die blockdiagonal
mit Blécken der GroSe k und n — k sind (vergleiche mit Abschnitt [3.5). Nun ist ei-
ne Blockdiagonalmatrix offensichtlich genau dann orthogonal, wenn die beiden Blécke
auf der Diagonale orthogonal sind, also ist K = O(k) x O(n — k). Damit kénnen wir
Gr(k,R™) auch mit dem homogenen Raum O(n)/(O(k) x O(n — k)) identifizieren. Da
p:0O(n) = O(n)/(O(k) x O(n — k)) stetig und surjektiv ist folgt aus der Kompaktheit
von O(n) in diesem Bild sofort, dass wir Gr(k,R") sogar zu einer kompakten Mannig-
faltigkeit gemacht haben.

Die Inklusion i : O(n) — GL(n,R) hat die Eigenschaft, dass O(n) N H = K gilt.
Damit induziert aber AK — AH eine wohldefinierte Funktion j : O(n)/K — G/H, die
jop = poi erfiillt und daher glatt ist. Man verifiziert leicht, dass diese Funktion einen
Diffeomorphismus definiert, also liefern beide Konstruktionen die gleiche Mannigfal-
tigkeitsstruktur auf Gr(k,R"™). Eine natiirliche Interpretation dieser Situation ist, dass
man eine zusétzliche geometrische Struktur auf Gr(k, R") wéhlen kann (in diesem Fall
eine Riemann—Metrik) und die Untergruppe O(n) C GL(n,R) genau aus jenen Matri-
zen besteht, deren Wirkung auf Gr(k, R™) mit dieser zusétzlichen Struktur vertriglich
sind. (Man kann auch schon die Wirkungen von Elementen von GL(n,R) als jene Dif-
feomorphismen von Gr(k,R™) charakterisieren, die mit einer “gréberen” geometrischen
Struktur vertréglich sind.)

(3) Die Ideen aus (2) kann man auf viele Fragen der linearen Algebra anwenden.
Aus Abschnitt 3.6/ kennen wir die Darstellung von G := GL(n, R) auf dem Raum S*R™*
der symmetrischen Bilinearformen auf R, die durch (A4 - 8)(v,w) = B(A v, A" w)
definiert ist. Das standard innere Produkt fy := (, ) ist so eine Bilinearform und
seine Standgruppe ist nach Definition O(n) C GL(n,R). Damit sehen wir aber, dass die
Abbildung A — A - f, eine Bijektion zwischen dem homogenen Raum GL(n,R)/O(n)
und der Bahn G - 3y induziert. Wir behaupten, dass diese Bahn genau aus allen positiv
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definiten symmetrischen Bilinearformen auf R™ besteht, also ist GL(n,R)/O(n) der
Raum aller inneren Produkte auf R", der somit eine glatte Mannigfaltigkeit ist.

Einerseits gilt fiir v € R™ mit v # 0 natiirlich (A - 3y)(v,v) = (A~v, A7) > 0, also
besteht die Bahn nur aus positiv definiten symmetrischen Bilinearformen. Ist anderer-
seits f : R" xR™ — R symmetrisch und positiv definit, dann ist aus der linearen Algebra
bekannt, dass man eine Orthonormalbasis fiir £ findet, also Vektoren vy,...,v, € R",
sodass [(v;,vj) = 0;; gilt. Sei nun A die Matrix mit den Spaltenvektoren vy, ..., vy,
dann gilt Ae; = v; und somit A~v; = e; fiir alle ¢ = 1,...,n. Damit folgt aber sofort,
dass (A- Bo) (v, v;) = 0;; = B(v;, v;) fiir alle ¢ und j gilt und weil die v; eine Basis bilden
folgt daraus A - 5y = 8, was den Beweis der Behauptung vervollstandigt.

In diesem Beispiel kann man die Mannigfaltigkeitsstruktur auch einfacher finden:
Fiir eine Bilinearform § auf R gibt es eine eindeutig bestimmte Matrix Az € M, (R)
sodass B(v,w) = (v, Aw) gilt. Die Form f ist genau dann symmetrisch wenn A symme-
trisch ist in dem Sinne, dass A = A ist und die symmetrischen Matrizen bilden einen
Teilraum von M, (R). Aus der linearen Algebra ist bekannt, wie man positiv defini-
te symmetrische Bilinearformen in diesem Bild charakterisieren kann. Das sogenannte
Hauptminorenkriterium, sagt dass dies genau dann gilt, wenn fiir A = (a;;) jede der
Teilmatrizen (a;;)1<; <k positive Determinante hat (siche Satz 9.12 in [LinAlg]). Aus
dieser Beschreibung ist aber leicht zu sehen, dass die positiv definiten symmetrischen
Matrizen eine offene Teilmenge im Raum aller symmetrischen Matrizen bilden. Damit
erhalten wir eine Mannigfaltigkeitsstruktur die mit der Struktur von GL(n,R)/O(n)
iibereinstimmt.

4.7. Ausblick. Zum Abschluss dieser Einfiihrung in die Theorie der Matrixgrup-
pen und der Analysis auf Mannigfaltigkeiten besprechen wir kurz “wie es in dieser
Richtung weitergeht”. Insbesondere wollen wir sehen, wie man glatte Funktionen zwi-
schen Mannigfaltigkeiten tatsdchlich differenzieren kann. Da die Ableitung einer glatten
Funktion eine lineare Approximation an die Funktion in einem Punkt sein soll, benétigt
man zunéchst passende Vektorrdume auf denen die Ableitung wirken kann. Fiir eine
Mannigfaltigkeit M und einen Punkt z € M muss man also wieder den Tangenti-
alraum T,M an M in x definieren, der fiir eine k—dimensionale Mannigfaltigkeit ein
k—dimensionaler Vektorraum sein soll. Da man im Gegensatz zu Teilmannigfaltigkeiten
keinen umgebenden R" zur Verfiigung hat, ist das etwas aufwéindig.

Das Konzept einer glatten Kurve in einer Mannigfaltigkeit ist kein Problem und
fir eine glatte Kurve ¢ : I — M mit ¢(0) = 2z und eine Karte (u,U) fiir M mit
x € U ist uo c eine lokal um 0 definierte glatte Kurve in der offenen Teilmenge u(U) C
R*. Man zeigt dann, dass fiir Kurven ¢; und ¢; mit ¢;(0) = ¢3(0) = z die Frage ob
(uoecp)'(0) und (u o c3)'(0) gleich sind unabhéngig von der Wahl der Karte (u,U) ist.
Dann definiert man zwei solche Kurven als dquivalent, wenn (uocy)’(0) = (uoc)’(0) gilt
und bezeichnet die Menge der Aquivalenzklassen mit 7}, M. Natiirlich soll die Klasse von
c genau den “Tangentialvektor” ¢/(0) beschreiben. Fiir jede fixe Karte (u, U) kann man
T, M mit R” identifizieren, indem man die Klasse von ¢ auf (uoc)’(0) abbildet und damit
T, M zu einem Vektorraum machen. Fiir verschiedene Karten sind die entsprechenden
Identifikationen iiber die Ableitung der Kartenwechselabbildung in einem passenden
Punkt verbunden, also ist die erhaltene Vektorraumstruktur auf 7,,M unabhéngig von
der Wahl der Karte. Fiir eine glatte Funktion f : M — N und den Punkt x € M kann
man dann T, f : T, M — TN definieren, indem man die Klasse einer Kurve ¢ durch z
auf die Klasse von foc durch f(z) abbildet. Das entspricht genau der Idee aus Abschnitt
dass die Ableitung von f den Tangentialvektor ¢/(0) auf (f o ¢)’(0) abbilden muss,
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damit die Kettenregel gelten kann. Man rechnet leicht nach, dass das wohldefiniert und
linear ist. Um mit den Tangentialrdumen einfacher umgehen zu koénnen ist es handlicher,
eine kartenunabhéngige Beschreibung von T, M zu verwenden, aber darauf wollen wir
hier nicht eingehen.

Um die Ableitung von f als Funktion beschreiben zu koénnen, muss man wieder
die verschiedenen Tangentialrdume zusammenfassen, was auch schwieriger ist, weil sie
nicht als Teilrdume eines gemeinsamen umgebenden Vektorraumes definiert sind. Die
Idee ist aber wieder, die Menge TM := {(z,v) : « € M,v € T, M} zu betrachten
und diese zu einer Mannigfaltigkeit zu machen. Dazu benutzt man, dass wir ja oben
fiir eine Karte (u,U) fir M und jedes y € U eine Identifikation von T,M mit R*
erhalten haben, die man einfach als T,u : T,M — R* betrachten kann. Setzt man nun
TU = {(z,v) : x € Uyv € T,M} C TM dann kann man eine Bijektion Tu : TU —
uw(U) x R* durch Tu(z,v) = (u(z),Tyu - v) definieren. Nun withlt man einen Atlas
{(Us,u;) : 1 € I} fiir M und definiert eine Topologie auf T'M indem man die Abbildungen
Tu; fiir alle 7 zu Homéomorphismen erklért. Dann kann man jedes (T'U;, T'u;) als Karte
auf T'M betrachten. Die Kartenwechselabbildungen zwischen solchen Karten sind durch
die Kartenwechsel der urspriinglichen Karten und ihre Ableitungen gegeben und damit
glatt, also erhélt man so einen Atlas fiir 7'M, das damit zu einer glatten Mannigfaltigkeit
wird. Schliefllich zeigt man (relativ einfach), dass diese Struktur nicht von der Wahl des
Atlas abhéngt, also ist T'M in natiirlicher Weise eine Mannigfaltigkeit. Fiir eine glatte
Funktion f : M — N erhélt man dann eine glatte Funktion T'f : TM — TN indem
man T f(xz,v) := (f(z), T.f(v)) setzt und es gilt die Kettenregel T(go f) = Tgo Tf.
Damit hat man die wesentlichen Zutaten um die Analysis auf Mannigfaltigkeiten zu
entwickeln.

Hat man den Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit an der Hand, dann kann man
den Begriff der Matrixgruppe auf naheliegende Weise Verallgemeinern. Dazu muss man
nur noch zeigen, dass man fiir Mannigfaltigkeiten M und N den Produktraum M x
N (mit der Produkttopologie) kanonisch zu einer Mannigfaltigkeit machen kann, was
ganz einfach ist. Dann kann man eine Lie Gruppe als eine glatte Mannigfaltigkeit G
definieren, die mit einer Gruppenstruktur ausgestattet ist, sodass die Multiplikation und
die Inversion glatt als Funktionen p: G X G — G bzw. v : G — G sind. (Man kann auch
zeigen, dass die Glattheit von p schon die Glattheit von v impliziert, aber das ist nicht
so wichtig.) Der Ubergang zu Lie Gruppen ist aber primér aus konzeptuellen Griinden
handlich, vor allem um verschiedene Konstruktionen durchfiihren zu kénnen, die aus der
Klasse der Matrixgruppen herausfithren koénnen. Die bei weitem wichtigsten Beispiele
fiir Lie Gruppen sind aber Matrixgruppen und es gibt auch allgemeine Resultate, etwa
dass jede kompakte Lie Gruppe isomorph (als Lie Gruppe) zu einer Matrixgruppe ist.

Fiir eine Lie Gruppe G definiert man die Lie Algebra g als den Tangentialraum 7,G
an G im neutralen Element e € G. Mit analytischen Methoden (Vektorfelder und die Lie
Klammer von Vektorfeldern) definiert man eine Lie Klammer auf g. Damit kann man
dann wieder glatte Homomorphismen differenzieren und die Ableitungen sind wieder
Lie Algebra Homomorphismen. Analytische Methoden (Fliisse von Vektorfeldern) wer-
den auch bendétigt um eine allgemeine Version der Exponentialabbildung exp : g — G
zu erhalten, die man dann auch wieder in Termen von 1-Parameter—Untergruppen in-
terpretieren kann. Die adjungierte Darstellung Ad : G — GL(g) erhélt man, indem
man fiir jedes Element g die Konjugationsabbildung h + ghg™! (die ein glatter Ho-
momorphismus ist) differenziert um eine Lie Algebren Homomorphismus Ad, : g — g
zu erhalten. Praktisch alle Resultate dieser Vorlesung haben ein Gegenstiick im Setting
der Lie Gruppen mit parallelen Definitionen und oft &hnlichen Beweisen. Insbesondere
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sind abgeschlossene Untergruppen in Lie Gruppen automatisch Teilmannigfaltigkeiten
(in passendem Sinn analog zu Definition und damit selbst Lie Gruppen. Fiir eine
abgeschlossene Untergruppe H einer Lie Gruppe G kann man wieder den Raum G/H
der linken Nebenklassen in natiirlicher Weise zu einer Mannigfaltigkeit machen.

Auch Darstellung kann man fiir allgemeine Lie Gruppen definieren und Darstellungs-
theorie ist ein weites Feld, insbesondere wenn man auch Darstellungen auf unendlichdi-
mensionalen Rdumen zulésst, was Beziehungen zur Funktionalanalysis ins Spiel bringt.
In allen Bereichen (Klassifikation und Strukturtheorie, Darstellungstheorie, etc.) spielt
der Zusammenhang zwischen einer Lie Gruppe und ihrer Lie Algebra eine zentrale Rol-
le. Auf dem Niveau der Lie Algebren sind iiblicherweise stérkere algebraische Methoden
verfiighbar, wiahren auf dem Niveau der Gruppen die analytischen und geometrischen
Methoden dominieren.
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