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Vorwort

Die Kurzelbigkeit der Studienplédne bringt es leider mit sich, dass meine dritte
dreistiindige Vorlesung “Differentialgeometrie 17 eigentlich schon nicht mehr dem ak-
tuellen Curriculum fiir das Masterstudium, sondern noch dem auslaufenden Studien-
plan fiir das Diplomstudium angepasst ist. Im Masterstudium kann die Vorlesung aber
gemeinsam mit dem zweiten Teil fiir das Modul “Differentialgeometrie” (Teil der Stan-
dardausbildung im Schwerpunkt “Geometrie und Topologie”) angerechnet werden. An-
gesichts der Kiirze der Vorlesung ist es klar, dass diese Vorlesung nur exemplarisch kleine
Teile der Differentialgeometrie beleuchten kann. Weiters ergibt sich die Schwierigkeit,
dass die Vorlesung einerseits fiir die Mehrzahl der Studenten die einzige Vorlesung iiber
Differentialgeometrie (beziehungsweise Analysis auf Mannigfaltigkeiten) wéhrend des
gesamten Studiums ist, wahrend sie andererseits fiir der Schwerpunkt “Geometrie und
Topologie” eine absolute Grundlage darstellt.

Klarerweise sind diese beiden Anforderungen nicht kompatibel, und man muss einen
Mittelweg finden. Mein Ziel bei der Auswahl des Stoffes war, einen ersten Ausblick auf
die Inhalte des Schwerpunkts “Geometrie und Topologie”, vor allem in Richtung Differ-
entialgeometrie und ein wenig algebraische Topologie zu bieten, dabei aber die abstrak-
ten Konzepte auf das notwendige Minimum zu beschrénken und Verallgemeinerungen
nur kurz zu erwéhnen. Insbesondere werde ich abstrakte Mannigfaltigkeiten nur kurz
erwiahnen, und mich im wesentlichen auf Teilmannigfaltigkeiten des R"™ beschrénken, bei
denen man sich intuitiv etwas wohler fiihlt und auch einige topologische Schwierigkeiten
wegfallen.

Grundsétzlich ist der wesentlichste Inhalt der Vorlesung die Wechselwirkung zwis-
chen Analysis, Geometrie und Topologie. Dies bedeutet, dass wir einerseits sehen wer-
den, wie man Methoden der Analysis (insbesondere Differential- und Integralrechnung)
zum Studium gewisser Teilmengen des R" (und auch allgemeinerer Objekte) verwen-
den kann. Dies fiihrt zu geometrischen Begriffen, insbesondere verschiedene Formen von
Kriimmungen. In manchen Féllen kann man allerdings aus solchen geometrischen Be-
griffen Grolen erhalten, die nur von einer wesentlich roheren Struktur der betrachteten
Menge abhéangen, namlich ihrer Topologie. Eine Analogie hierfiir bietet etwa der Eu-
ler’'sche Polyedersatz, der besagt, dass fiir einen konvexen Polyeder (alle solche sind
topologisch dquivalent) die Anzahl der Ecken plus die Anzahl der Flachen minus die
Anzahl der Kanten immer gleich zwei ist.

Andererseits haben aber diese Anwendungen auch Riickwirkungen auf die Analysis.
Um Differentialgeometrie betreiben zu kénnen, muss man die analytischen Methoden
von offenen Teilmengen des R™ auf allgemeinere Teilmengen, sogenannte Teilmannig-
faltigkeiten von R iibertragen. Dies erlaubt es dann etwa, Analysis auf einer Kugelober-
fliche oder einem Torus zu betreiben. Dazu muss man die in der Analysis auftauchenden
Konzepte préazisieren was wiederum zu einer klareren Formulierung der Analysis auf of-
fenen Teilmengen des R™ fiihrt, etwa zu einer einfachen Formulierung des Satzes von
Stokes.



vi VORWORT

Zum Inhalt im Einzelnen: Im ersten Kapitel werden wir uns als Vorgeschmack mit
Kurven in der Ebene beschéftigen. In diesem Fall treten viele der spéteren Schwierigkeit-
en noch nicht auf, obwohl eine gute Definition einer glatten Kurve schon einige ganz
niitzliche Uberlegungen benétigt. Fiir Kurven gibt es einen einfachen, geometrisch vollig
einsichtigen Kriimmungsbegriff, der eine Kurve auch vollkommen bestimmt, was die
lokale Theorie der Kurven sehr einfach macht. Anschliefend werden wir uns ein wenig
mit der globalen Theorie geschlossener Kurven beschéftigen, was einen ersten Einblick
in die Zusammenhénge zwischen Geometrie und Topologie liefern wird.

Das zweite Kapitel ist der Theorie von Teilmannigfaltigkeiten von R™ gewidmet. Das
sind Teilmengen von R", auf die man die aus den Grundvorlesungen bekannte Analy-
sis verallgemeinern kann. Zunéchst besprechen wir mehrere &dquivalente Beschreibungen
fiir diese Teilmengen. Dann wenden wir uns dem Studium glatter Funktionen auf Teil-
mannigfaltigkeiten und beweisen den technisch wichtigen Satz iiber die Existenz von
Partitionen der Eins, der zeigt, dass es auf jeder Teilmannigfaltigkeit viele glatte Funk-
tionen gibt. Um glatte Funktionen tatséchlich differenzieren zu kénnen, muss zunéchst
der Begriff des Tangentialraumes eingefithrt werden, der eine lineare Approximation
der Teilmannigfaltigkeit in einem Punkt darstellt. Dies fithrt zum Begriff des Tan-
gentialbiindels, mit dessen Hilfe auch hohere Ableitungen betrachtet werden kénnen.
Schlielich studieren wir Vektorfelder, die die einfachsten geometrischen Objekte auf
Mannigfaltigkeiten darstellen. Wir besprechen in diesem Kapitel auch den Begriff der
(abstrakten) Mannigfaltigkeit, der grundlegend fiir die Differentialgeometrie ist, und
skizzieren wie die einzelnen Begriffe abgewandelt werden miissen, damit sie auch fiir
abstrakte Mannigfaltigkeiten Sinn machen.

Kapitel 3 behandelt die Theorie der Hyperflichen, also der n—dimensionalen Teil-
mannigfaltigkeiten von R"*1. Wir besprechen den Unterschied zwischen intrinsischen
und extrinsischen Groflen und entwickeln die wichtigsten Kriimmungsbegriffe fiir solche
Hyperflichen (Hauptkriimmungen, Gauflkriimmung und mittlere Kriitmmung). Hier er-
geben sich schone Verbindungen zur Kriimmung von Kurven. Mit dem Satz tiber Flachen,
die nur aus Nabelpunkten bestehen, beweisen wir ein einfaches Beispiel eines Klas-
sifikationssatzes. Am Ende des Kapitels besprechen wir kovariante Ableitung, Rie-
mannkriimmung und Geodéten, was einen Ausblick auf die Riemann’sche Geometrie
bietet.

Das letzte Kapitel kehrt wieder zur Analysis auf Mannigfaltigkeiten zuriick. Wir
besprechen Tensorfelder und Differentialformen, sowie die Integration auf (Teil-) Man-
nigfaltigkeiten und die allgemeine Version des Satzes von Stokes. In kurzen Abschnitten
am Ende des Kapitels werden der allgemeine Kalkiil fiir Differentialformen und die
de-Rham Kohomologie skizziert, und wir zeigen, wie die aus den Grundvorlesungen
bekannten Integralsitze aus dem Satz von Stokes hergeleitet werden kénnen.

Das Skriptum ist eine iiberarbeitete Version meinesm Skriptums aus dem Win-
tersemester 2001/2002, nach dem ich die Vorlesung zum ersten Mal dreistiindig gehalten
habe. Dieses Skriptum hat Prof. P. Michor als Grundlage fiir seine Vorlesung im Som-
mersemester 2003 verwendet. Ich verdanke ihm eine Vielzahl von Verbesserungsvorschlé-
gen, die in die neue Version des Skriptums eingeflossen sind. Ich danke auch mehreren
Hohrern der beiden Vorlesungen fiir Hinweise auf Druckfehler und Unklarheiten, beson-
ders Herrn Markus Wunsch, der mir eine vollstédndige Version des alten Skriptums mit
Korrekturen zur Verfiigung gestellt hat.

Fiir die aktuelle Version (Sommersemester 2011) habe ich weitere Korrekturen von
Stefan Haller erhalten, der seine Vorlesung nach meinem Skriptum gehalten hat, ich
danke ihm hiermit vielmals.



KAPITEL 1

Kurven in der Ebene

In diesem einleitenden Kapitel werden wir Teile der Theorie der ebenen Kurven be-
handeln. Wihrend fiir eine gute Definition einer glatten (beliebig oft differenzierbaren)
Kurve in der Ebene und einer geometrischen Eigenschaft einer solchen Kurve schon
einige Uberlegungen nétig sind, treten doch viele Problem nur in sehr einfacher Form
oder gar nicht auf. Zunédchst werden wir die lokale Theorie der glatten Kurven behan-
deln, die sich ziemlich einfach darstellt. Einerseits liefert die Bogenlénge einer glatten
Kurve eine ausgezeichnete Parametrisierung, und andererseits gibt es einen einfachen
Kriimmungsbegriff, der ebene Kurven auch noch vollstéindig charakterisiert. Im zweiten
Teil des Kapitels wenden wir uns dann geschlossenen Kurven zu, wo die Begriffe der
Windungs— und Umlaufzahl eine erste Beziehung zur algebraischen Topologie liefert.
Der Zusammenhang zwischen Kriimmung und Umlaufzahl liefert uns ein erstes Beispiel
fiir den Zusammenhang zwischen Geometrie und Topologie.

Glatte Kurven

1.1. Euklidischer Raum und Bewegungen. Der R” taucht schon in den Grund-
vorlesungen in vielen verschiedenen Rollen auf, etwa als Punktmenge, als metrischer und
topologischer Raum, als Vektorraum mit oder ohne innerem Produkt. Fiir geometrische
Anwendungen ist das wesentliche Bild der sogenannte euklidische Raum, der eine le-
ichte Abschwachung des Vektorraumes mit innerem Produkt darstellt. Betrachten wir
also den Vektorraum R™ = {(x1,...,2,) : ; € R} mit komponentenweiser Addition und
Skalarmultiplikation sowie dem inneren Produkt ((z1,...,25), (Y1, Un)) = D1y Tili-
Den euklidischen Raum erhélt man daraus im wesentlichen, indem man vergifit, wo der
Nullpunkt liegt. (Ein ausgezeichneter Punkt macht natiirlich geometrisch keinen Sinn.)

Das wesentliche Element wird dadurch der Verbindungsvektor i = y — x zwischen
zwei Punkten z,y € R", den man als Element des Vektorraumes R™ betrachten sollte.
Offensichtlich gilt fiir die Verbindungsvektoren z+z7 = y und zZ = z+y%. Hat man die
Verbindungsvektoren, dann erhélt man den Begriff der Distanz zweier Punkte, d(z,y) :=
lzy|| = \/{y — =,y — x), d.h. die Distanz ist gerade die Linge des Verbindungsvektors.

Zur Sichtweise des R™ als euklidischer Raum gehort eine Klasse von Funktionen
f:R" — R" die sogenannten Bewegungen. Die Funktionen R" — R", die die Struktur
als Vektorraum erhalten, sind natiirlich genau die linearen Abbildungen, und lineare
Abbildungen, die zusétzlich mit dem inneren Produkt vertrdglich sind, sind genau die
orthogonalen linearen Abbildungen A : R™ — R™. Nach Definition ist eine lineare Ab-
bildung A genau dann orthogonal, wenn (Az, Ay) = (x,y) fiir alle z,y € R gilt. Wie
aus der linearen Algebra bekannt, ist dies dquivalent zu ||Az| = ||z|| fiir alle z € R™, zu
At = A7! sowie zu der Tatsache, dass A eine (oder dquivalent jede) Orthonormalbasis
von R™ wieder auf eine Orthonormalbasis abbildet.

Will man nun noch den Nullpunkt vergessen, so liegt es nahe, aufler den orthogo-
nalen linearen Abbildungen auch noch beliebige Translationen zuzulassen. Das motiviert
folgende



2 1. KURVEN IN DER EBENE

DEFINITION 1.1. Eine Bewegung f : R" — R™ ist eine Abbildung der Form f(z) =
Ax + b, wobei b € R" ein beliebiger fester Punkt und A : R® — R" eine orthogonale
lineare Abbildung ist.

Das folgende Resultat zeigt, dass Bewegungen mit allen bisher betrachteten Dingen
gut vertréglich sind:

PROPOSITION 1.1. Sei f : R® — R" eine Bewegung, f(z) = Ax + b und seien
x,y € R™ beliebige Punkte. Dann gilt:

== - _ _ .
(1) f(x)f(y) = A(zg) und damit f(y) = f(z) + A(zg) sowie d(f(x), f(y)) = d(z,y).
(2) Die Funktion f ist C*, also beliebig oft differenzierbar, und die Ableitung ist gegeben
durch D f(v) = A fir alle v € R".

—_—
BEWEIS. (1) Nach Definition ist f(z)f(y) = f(y) — f(z) = Ay — Az = A(y — x) =
A(zy). Damit ist aber f(y) = f(z)+ f(z)f(y) = f(z) + A(zy). Da A orthogonal ist, ist
IA@D)|| = [Iz9]], also d(f(z), f(y)) = d(=,y).
(2) Fiir v,w € R" und ¢t € R haben wir nach Punkt (1) f(v + tw) = f(v) + A(tw) =
f(v)+tA(w), weil A linear ist. Differenziert man das in ¢ und setzt ¢ = 0, so sieht man,
dass die Richtungsableitung von f im Punkt v in Richtung w existiert und durch A(w)
gegeben ist. Damit folgt aber D f(v) = A, und da die Ableitung konstant ist, sind alle
hoheren Ableitungen Null und f ist beliebig oft differenzierbar. U

8

Nach Teil (1) dieser Proposition ldsst eine Bewegung Distanzen invariant. Interes-
santerweise charakterisiert diese Eigenschaft Bewegungen, was auch nachtriglich die
Definition (die oben nur eher schwammig motiviert war) rechtfertigt. Obwohl dieses
Resultat im weiteren (auer als Motivation) keine Rolle spielen wird, geben wir hier
einen Beweis:

Satz 1.1. Sei f : R" — R" eine Funktion, sodass d(f(x), f(y)) = d(z,y) fir alle
x,y € R™ qilt. Dann ist f eine Bewegunyg.

BEWEIS. Die Idee zum Beweis ist einfach. Ist f tatséchlich eine Bewegung, also
von der Form x +— Az + b, dann muss b = f(0) und Az = f(x) — f(0) gelten. Man
muss also nur verifizieren, dass durch A(v) := f(v) — f(0) eine orthogonale lineare
Abbildung R™ — R"™ definiert wird, denn falls dies bewiesen ist, gilt nach Konstruktion
f(v) = A(v) + f(0). Diese Verifikation ist allerdings etwas miithsam: Zunéchst ist

[A(v) = A(w)[| = [lf (v) = f(0) = f(w) + FO)] = d(f(v), f(w)),

und nach Voraussetzung an f ist das gleich d(v, w), also erhalten wir ||A(v) — A(w)|| =
||lv —wl|. Nach Definition ist A(0) = 0, also gilt insbesondere ||A(v)|| = ||v]|. Die aus der
linearen Algebra bekannte Polarisierungsformel, die es erlaubt innere Produkte durch
Normen zu berechnen, lautet in einer Version (v,w) = 2(|[v]|* + [[w]]® = [lv — w]?).
Somit muss (A(v), A(w)) = (v, w) gelten. Daher ist aber fiir jede Orthonormalbasis
{e1,...,e,} von R™ auch {A(e;),...,A(e,)} eine Orthonormalbasis. Entwickeln wir
nun v in der Basis {e;}, dann erhalten wir v = Y"1 (v, €;)e;. Anderseits konnen wir
A(v) in der Basis A(e;) entwickeln und erhalten

n n

A(v) =) (Av), Ale)Ales) = Y (v, ei)Ale).

i=1 =1
Daher ist aber A(>_ z;e;) = > x;A(e;), also ist A offensichtlich linear und somit eine
orthogonale lineare Abbildung. O
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1.2. Glatte Kurven. Das Wort “glatt” soll im weiteren immer beliebig oft dif-
ferenzierbar, also C*° bedeuten. Man konnte es auch immer durch endliche Differenzier-
barkeitsvoraussetzungen ersetzen, was aber nichts wesentlich Neues bringt und die Sache
cher verkompliziert. Wir wollen also glatte Kurven als bestimmte (schone) Teilmengen
des R™ und insbesondere des R? (oder, genauer gesagt, der entsprechenden euklidischen
Réume) definieren.

Zunéchst bemerken wir, dass fiir ein Intervall I C R und eine Funktion ¢: I — R"
die Ableitung in einem Punkt ¢ € I definiert ist als ¢/(¢) = limy, o +(c(t+h) —c(t)), also
als Limes der ;—fachen der Verbindungsvektoren von ¢(t) nach c¢(t + h). Damit kann
man die Ableitung ¢’ als Kurve im Vektorraum R"™ (und nicht im euklidischen Raum)
betrachten. Analog geht das natiirlich fiir alle htheren Ableitungen ¢ : I — R”.

Die offensichtlichste Idee wére natiirlich, glatte Kurven einfach als Bilder von Inter-
vallen unter glatten Funktionen zu definieren. Wie wir in Kiirze sehen werden, liefert das
auch Kurven mit Ecken, und ist damit zu allgemein. Andererseits hat diese Sichtweise
aber noch weitere Schwéchen, weil nur das Bild einer Funktion zu kennen doch etwas
zu wenig ist. So werden wir etwa bei Kreisen unterscheiden, ob sie nur einmal oder
mehrmals durchlaufen werden (ohne uns darum zu kiimmern, wie sie durchlaufen wer-
den). Zum anderen koénnen wir etwa die folgenden beiden Kurven betrachten, die bei
geeigneter Wahl der (offenen) Intervalle als Bild beide genau die volle Achterschleife
haben:

() (L

Natiirlich muss man diese beiden Kurven unterscheiden, um z.B. sinnvoll von einer
Tangente im Zentrum sprechen zu kénnen. Man muss also doch wissen, wie eine Kurve
durchlaufen wird, die Geschwindigkeit des Durchlaufens sollte aber keine Rolle spielen.
Diese intuitive Idee fasst man exakt im Begriff der Reparametrisierung.

DEFINITION 1.2. (1) Eine glatt parametrisierte Kurve in R™ ist eine glatte Funktion
c¢: I — R" wobei I C R ein Intervall ist.
(2) Sind ¢; : I — R" und ¢y : J — R™ parametrisierte glatte Kurven, dann heifit ¢y
eine Reparametrisierung von ci, falls es einen glatten Diffeomorphismus ¢ : J — I
gibt, sodass ¢y = ¢; 0 ¢ gilt. Dabei ist ein glatter Diffeomorphismus eine bijektive glatte
Funktion ¢ : J — I, sodass auch die inverse Funktion ¢! glatt ist. (Nach dem inversen
Funktionensatz geniigt es zu fordern, dass ¢'(t) # 0 fiir alle ¢t € J gilt.)

Die Eigenschaft, Reparametrisierung zu sein, definiert klarerweise eine Aquivalenzre-
lation auf der Menge der parametrisierten glatten Kurven. Damit kénnen wir nun eine
geometrische Kurve als eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kurven definieren.

Die weitere Strategie wird nun die sein, dass wir Begriffe fiir parametrisierte Kur-
ven entwickeln, die aber invariant unter Reparametrisierungen sind. Andererseits sollen
diese Eigenschaften aber auch nicht von der Lage der Kurve im Raum abhéngen, was be-
deutet, dass sie mit Bewegungen vertrédglich sein miissen. Fiir Zahlen oder Funktionen,
die man der Kurve zuordnet, bedeutet diese Vertréglichkeit einfach, dass sie sich nicht
andern sollen, wenn man auf die Kurve eine Bewegung anwendet. Es gibt aber auch
andere sinnvolle Vertrédglichkeitsbedingungen, wie wir etwa im Beispiel der Tangente in
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[1.3] sehen werden. Eigenschaften, die nicht von der Parametrisierung abhédngen und mit
Bewegungen vertréglich sind, nennt man geometrische Figenschaften der Kurve.
Schlieflich bemerken wir noch, dass fiir einen glatten Diffeomorphismus ¢ : J — [
die Ableitung ¢'(t) immer ungleich Null sein muss, weil ihr Reziprokwert ja die Ableitung
von ¢~ im Punkt ¢(¢) ist. Damit ist die Ableitung entweder immer positiv oder immer
negativ. Im ersten Fall heifit ¢ orientierungserhaltend, im zweiten Fall orientierungsver-
tauschend. Natiirlich definiert auch orientierungserhaltende Reparametrisierung eine
Aquivalenzrelation, und man kommt zum Begriff der orientierten geometrischen Kurve.

1.3. Regulire Kurven in R?. Es gibt noch ein weiteres Problem mit glatten
Kurven, wie wir sie bisher definiert haben: Sogar C'*°~Kurven kénnen nédmlich durchaus
noch Ecken haben. Um dies an einem Beispiel zu sehen, betrachten wir die Funktion
f:R =R, f(t) = ¢ . Wie aus der Vorlesung iiber Analysis bekannt, ist diese
Funktion glatt und im Nullpunkt verschwinden alle Ableitungen. Daher ist auch die
Funktion ¢ : R — R, die definiert ist durch g(t) = 0, falls ¢ < 0, und g¢(¢t) = f(¢), falls
t > 0, eine C*°—Funktion. Somit ist ¢ — (g(—t), g(t)) eine parametrisierte C*°~Kurve in
R2, deren Bild gerade die Vereinigung der positiven y-Achse und der positiven z—Achse
ist, also im Nullpunkt eine Ecke hat.

Um solche Phénomene zu vermeiden dient der Begriff von reguléren Kurven. Dieser
Begriff ist aber im Fall von Kurven in R? einfacher zu formulieren als im allgemeinen
Fall. Daher werden wir uns ab nun auf Kurven in R? spezialisieren.

DEFINITION 1.3. Eine parametrisierte glatte Kurve ¢ : I — R? heiflt requldir, falls
d(t) # 0 fiir alle t € I gilt. Ist ¢ regulir und ¢; : J — R? eine Reparametrisierung
von ¢ mit zugehorigem Diffeomorphismus ¢ : J — I, dann ist nach der Kettenregel
c(t) = (o(t)¢'(t) # 0 fiir alle t € J, also ist ¢; ebenfalls regulér. Damit ist Regularitét
eine Bedingung an geometrische Kurven.

Einer regulér parametrisierten Kurve ¢ : I — R? kann man nun in offensichtlicher
Weise in jedem Punkt eine Tangente zuordnen. Ist ndmlich £, € I, dann haben wir den
Punkt c(ty) und die Ableitung c/(¢p), und wir definieren die Tangente T¢q,)c an ¢ im
Punkt c(to) als die Teilmenge {c(tg) + A (ty) : A € R} C R2. Weil (¢) # 0 gilt, ist das
eine affine Gerade in R? (ein Konzept, das auch im euklidischen Raum Sinn macht).

PrRoPOSITION 1.3. Die Tangente ist ein geometrisches Konzept: Ist ¢ - J — I ein
Diffeomorphismus und ¢, = co ¢ die entsprechende Reparametrisierung von c, dann ist
T, wyc1 = Topyc, und ist f R? — R? eine Bewegung, dann ist Tty (foc) = f(Type).

BewEIS. Nach der Kettenregel ist ¢} (t) = ¢(¢(t))¢'(t) und nach Voraussetzung ist
¢'(t) # 0, also folgt die Invarianz unter Reparametrisierungen sofort.

Ist f: R? — R? eine Bewegung und A die entsprechende orthogonale lineare Ab-
bildung, dann ist wiederum nach der Kettenregel (f o ¢)'(t) = Df(c(t)) - ¢(t). Nach
Proposition [1.1[2) folgt (f o ¢)'(t) = A(¢/(t)). Nach Teil (1) von Proposition [L.1]ist an-
dererseits f(c(t) + A (t)) = f(c(t)) + A(A(t)). Da A linear ist, liefert die obige Formel
fiir (f oc)' die Gleichung f(c(t) + Ad(t)) = f(e(t)) + A(f o ¢)'(t), und die Behauptung
folgt. O
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Bogenlinge und Bogenlingenparametrisierung

In[I.2Jhaben wir gesehen, dass geometrische Konzepte zwei wesentliche Eigenschaften
haben miissen, ndmlich einerseits Unabhéngigkeit von der Parametrisierung und ander-
erseits Vertréglichkeit mit Bewegungen. Im Fall regulédrer Kurven lassen sich die Prob-
leme mit Parametrisierungen einfach 16sen, weil es hier eine ausgezeichnete Klasse von
Parametrisierungen gibt. Der Schliissel zu diesen Parametrisierungen ist der Begriff der
Bogenlénge.

1.4. Die Bogenlinge. Sei I C R ein Intervall, ¢ : I — R? eine stetig parametri-
sierte Kurve und a < b € I zwei Punkte. Dann definiert man die Bogenlinge L(c) von
¢ zwischen a und b durch

—sup{Zd c(tiz1)) meNa=ty<t;<---<t,1 <t, =0}

Man unterteilt also das Bild von ¢ in kleine Stiicke, ersetzt das Bild auf jedem dieser
Stiicke durch eine Strecke, betrachtet die Lénge des entstehenden Streckenzugs und
nimmt das Supremum iiber alle diese Lingen. Fiir allgemeine stetige Kurven kann diese
Lénge durchaus unendlich sein (zum Beispiel fiir die bekannte Schneeflockenkurve), fiir
C'-Kurven ist sie, wie wir gleich sehen werden, immer endlich. Der Vollstindigkeit
halber definiert man fiir a,b € I mit a > b die Bogenlinge durch L%(c) := —Lg(c).
Aus der Definition der Bogenldnge folgt leicht, dass fiir ay,as,a3 € I die Gleichung
L% (c) = L2(c) + L% (c) gilt (siehe Ubungen).

PROPOSITION 1.4. Sei c: I — R? eine regulir parametrisierte glatte Kurve. Dann

gilt Lb(c f | (s)||ds. Insbesondere ist Lb(c) immer endlich, die Funktion t — Lt (c)
ist glatt, und ihre Ableitung ist gegeben durch LL(c) = ||c'(t)].

BeEwEIS. Offensichtlich diirfen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit a < b an-
nehmen. Sei zunéchst a =ty < t; < --- < t,_1 <t, = b eine Unterteilung des Intervalls
[a,b]. Dann gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

de(ts), e(tinn)) = [e(tins) — clts)]| = / " ¢ (s)ds

fiir jedes i = 0,...,n— 1. Nun gilt aber | ft”l '(s)ds| < ft”l | (s)]|ds, und summieren
von 0 bis n — 1 liefert

d(e(ts), c(tin / 1(s)lds.

Weil das fiir jede Zerlegung gilt, muss auch L%(c) < f I/ (s)||ds gelten. Da die rechte
Seite dieser Gleichung als Integral einer stetlgen Funktlon iiber ein kompaktes Intervall
endlich ist, ist auch die Bogenldnge endlich.

Sei nun ¢ € (a,b) und h € R so klein, dass t £ h € (a,b). Nach Definition der Bo-
genlénge ist |Lt+h( )| > |le(t+h)—c(t)||. Andererseits gilt nach den obigen Uberlegungen

L) < | [T "||¢(s)||ds|. Damit erhalten wir aber
t+h
el
t

Fiir h — 0 geht der Term ganz links nach Definition und der Term ganz rechts nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gegen ||¢’(¢)||. Damit muss das auch

15 (et + 1) = cO)]| < [FL7 ()] = 5L (0) = Lo ()] <
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fir den mittleren Term gelten, also ist ¢ — L (c) differenzierbar mit Ableitung || (¢)]|.
Damit folgt aber die Formel fiir die Bogenlénge aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung und die Aussage iiber die Differenzierbarkeit der Bogenléngenfunktion
aus bekannten Resultaten der Analysis. O

Ist ¢ : [a,b] — R? eine glatte Kurve, die auf einem abgeschlossenen Intervall definiert
ist, dann sieht man leicht (siehe Ubungen), dass die totale Bogenlinge Lb(c) invariant
unter Reparametrisierungen und Bewegungen ist, also eine geometrische Grofie darstellt.

1.5. Bogenlingenparametrisierungen. Mit Hilfe der Bogenlénge erhalten wir
nun eine ausgezeichnete Klasse von Parametrisierungen einer glatten Kurve:

DEFINITION 1.5. Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R? heiit nach der Bogenlinge
parametrisiert, falls ||¢/(t)|| = 1 fiir alle ¢ € I gilt. In diesem Fall gilt nach Proposition
offensichtlich L%(c) = b — a fiir alle a,b € I.

SATZ 1.5. Sei ¢ : I — R? eine requlir parametrisierte glatte Kurve und sei a € 1
ein Punkt. Dann gibt es ein eindeutiges Intervall J C R, das 0 enthdlt, und einen ein-
deutigen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus ¢ : J — I mit ¢(0) = a, sodass
c o ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert ist. Insbesondere besitzt jede requldre glatte
Kurve eine Bogenlingenparametrisierung. Je zwei Bogenldngenparametrisierungen un-
terscheiden sich nur noch um einen Parameterwechsel der Form t — =+t + ;.

BEWEIS. Betrachte die Bogenlingenfunktion s : I — R, s(¢) = L (c). Nach Propo-
sition [1.4]ist s glatt und §'(f) = || (¢)|| > 0. Damit ist s streng monoton wachsend, nach
dem Zwischenwertsatz ist J = s(I) C R ein Intervall und nach dem Inversen Funktio-
nensatz ist s : I — J ein orientierungserhaltender glatter Diffeomorphismus. Also ist
auch ¢ = s~' : J — [ ein orientierungserhaltender glatter Diffeomorphismus, ¢(0) = a
und ¢'(t) = S,(;(t)) = HC’(;(t))II' Setzt man nun ¢; = c o ¢, dann ist nach der Kettenregel
(1) = (o) F (1), also (1)) = 1.

Nehmen wir nun an, dass ¢ : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte
Kurve und ¢ : J — I ein Diffeomorphismus ist, sodass auch c o ¢ nach der Bogenldnge
parametrisiert ist. Aus der Kettenregel folgt dann |¢'(t)| = 1 fiir alle t € J, also ¢'(t) =
+1 fiir alle £. Daher gilt aber ¢(t) = ¢(to) + [;. ¢ (r)dr = (¢(to) F to) + t. Damit folgt
die letzte Aussage der Proposition und die Eindeutigkeit im ersten Teil. O

BEMERKUNG 1.5. (1) Der Begriff der Bogenlédngenparametrisierung ist auch von

einem physikalischen Standpunkt aus sehr einsichtig: Betrachten wir ¢ : I — R? als eine
Bahnkurve in der Ebene (d.h. ¢(t) gibt die Position zum Zeitpunkt ¢ an), dann entspricht
die Eigenschaft, dass ¢ nach der Bogenlédnge parametrisiert ist, genau der Tatsache, dass
die Bahnkurve mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen wird. (Nattirlich kann nur
der Betrag der Geschwindigkeit konstant sein, die Richtung muss sich &ndern, damit
man in der richtigen Bahn bleibt.)
(2) Die Bogenléngenfunktion kann schon fiir ziemlich einfache Kurven (z.B. fiir Ellipsen)
nicht mehr in geschlossener Form angegeben werden. Trotzdem ist die Existenz von Bo-
genldngenparametrisierungen (wie wir sehr bald sehen werden) fiir theoretische Zwecke
duBerst niitzlich.

Die physikalische Interpretation aus Teil (1) der Bemerkung fithrt uns direkt zur
néichsten Eigenschaft von Bogenldngenparametrisierungen. Die Tatsache, dass der Be-
trag der Geschwindigkeit konstant ist, sollte bedeuten, dass alle auftretenden Beschle-
unigungen quer zur Bewegungsrichtung liegen. Um das zeigen zu kénnen, miissen wir
das innere Produkt auf R? differenzieren. Wir machen das gleich etwas allgemeiner:
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Sei b : R¥ x R® — R" bilinear, also b(x, ) : R — R® und b : (y) : RF¥ — R»
linear fiir alle z € R¥ und y € R, und sei (v,w) € R¥ x R‘. Wir wollen die Rich-
tungsableitung Db(z, y)(v, w) von b im Punkt (x,y) in Richtung (v, w) ausrechnen. Wie
aus der Grundvorlesung iiber Analysis bekannt, kann man diese Richtungsableitung als
L1i—0b((z,y) + t(v,w)) berechnen. Wegen der Bilinearitét von b erhalten wir

b(x + tv,y + tw) = b(x,y) + t(b(z,w) + b(v,y)) + t2b(v, w),
und damit Db(x,y) (v, w) = b(x,w) + b(v,y).

LEMMA 1.5. Seic: I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte glatte Kurve.
Dann gilt (¢(t),c"(t)) = 0 fir alle t € 1. Also steht fir so eine Kurve die zweite
Ableitung immer orthogonal auf die erste Ableitung.

BEWEIS. Da ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert ist, ist ||c/(¢)]|* = (¢/(t),d(t))
konstant gleich 1. Differenzieren dieser Gleichung liefert

0=D({, N(E®), @) (t), " (1) = (1), " (1)) + {"(1), (1)) = 2(¢' (1), " (1))
0

BEispPIEL 1.5. Betrachten wir einen im positiven Sinn durchlaufenen Kreis vom
Radius » > 0 um den Ursprung in R?. Eine offensichtliche Parametrisierung fiir so
einen Kreis ist die Funktion ¢ : [0,27] — R2, &(t) = (rcos(t),rsin(t)). Damit ist die
Ableitung &(t) = (—rsin(t),rcos(t)), also ||&(t)|| = r fiir alle . Daher ist die Bo-
genldngenfunktion fiir diese Parametrisierung gegeben durch ¢ — fg rds = rt. Somit
erhalten wir eine Bogenlingenparametrisierung des Kreises durch ¢ : [0,2r7] — R?
c(t) = (rcos(t/r),rsin(t/r)). Fir die Ableitungen dieser Parametrisierung erhalten wir
dann ¢(t) = (—sin(t/r),cos(t/r)) und ’(t) = 1/r(—cos(t/r), —sin(t/r)), also wie er-
wartet ||d(¢)]| = 1, ¢'(t) L d(t), sowie ||¢’(t)|| = 1/r. Man kann also den Radius
des Kreises aus dem Betrag der zweiten Ableitung einer Bogenlangenparametrisierung
zuriickgewinnen.

Betrachten wir einen negativ durchlaufenen Kreis vom Radius » um den Ursprung,
dann erhalten wir die bogenldngenparametrisierte Kurve ¢ : [0,2r7] — R? c¢(t) =
(rcos(t/r), —rsin(t/r)), und die Ableitungen ¢/ (t) = (—sin(t/r), — cos(t/r)) und ¢’ (t) =

1/r(—cos(t/r),sin(t/r)).

Kriimmung ebener Kurven

Die Kriimmung ist die entscheidende Grofe fiir die lokale Theorie der ebenen Kurven.
Einerseits liefert sie eine Vielzahl von geometrischen Grofien, andererseits werden wir
sehen, dass sie eine Kurve sogar vollstéindig bestimmt.

1.6. Kriimmungskreis und Kriimmung. Die wesentliche Idee zur Definition der
Kriitmmung kommt aus Beispiel [I.5 das im Wesentlichen zeigt, dass jeder Einheitsvektor
zusammen mit einem beliebigen orthogonalen Vektor ungleich Null als erste und zweite
Ableitung eines geeigneten bogenldngenparametrisierten Kreises auftritt. Damit kann
man eine glatte Kurve in jedem Punkt zu zweiter Ordnung durch einen Kreis approx-
imieren, dessen Radius die Kriimmung liefert. Dazu wollen wir die Resultate aus Beispiel
noch etwas verfeinern: Sei a € R? ein beliebiger Punkt, v € R? ein Einheitsvektor
und 0 # w € R? ein Vektor mit (v, w) = 0. Setze M = a + —~w und betrachte den

(w,w)
Kreis vom Radius ”71” mit Mittelpunkt M. Dieser Kreis geht offensichtlich durch a,
und fiir eine Bogenlédngenparametrisierung ist die Ableitung in a ein Einheitsvektor, der
normal auf w steht. Damit konnen wir den Kreis so durchlaufen (positiv oder negativ),
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dass die Ableitung in a genau v ist. Aus Beispiel sehen wir dann, dass die zweite
Ableitung dieser Parametrisierung im Punkt a gerade w sein muss. Natiirlich ist der
Kreis durch a, v und w eindeutig bestimmt.

Sei nun ¢ : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte glatte Kurve und
to € I ein Punkt. Aus wissen wir, dass ||/ (tp)]] = 1 und ’(ty) L (to) gilt. Ist
'(ty) # 0, dann gibt es nach der obigen Uberlegung einen eindeutigen bogenlingen-
parametrisierten Kreis durch ¢(ty), dessen erste und zweite Ableitungen in diesem Punkt
mit den entsprechenden Ableitungen von c {ibereinstimmen. Dieser Kreis heifit der
Krimmungskreis von ¢ im Punkt ¢(ty).

DEFINITION 1.6. Die Kriimmung x = k. : I — R von c ist wie folgt gegeben: Falls
d"(t) = 0 gilt, dann ist x(f) = 0. Andernfalls sei r der Radius des Kriimmungskreises
von ¢ im Punkt ¢(t). Dann ist x(t) = 1/r, falls der Kriimmungskreis positiv durchlaufen
ist, und k(t) = —1/r, falls der Kritmmungskreis negativ durchlaufen ist.

Aus dieser Definition sind die Eigenschaften der Kriimmungsfunktion nicht gut
zu erkennen. Wir konnen aber leicht eine explizite Formel fiir die Kriimmung find-
en, aus der einige Eigenschaften offensichtlich sind: Nach den obigen Uberlegungen ist
k()] = ||"(t)||, und falls k() # 0 gilt, dann ist x(t) > 0, falls {¢/(t), " (t)} eine positiv
orientierte Basis von R? ist, und (t) < 0, falls es eine negativ orientierte Basis ist.
(Dabei bedenke man, dass wegen ¢(t) L ¢’(t) und ¢(t) # 0 die Vektoren (¢) und
' (t) eine Basis von R? bilden, falls ¢(t) # 0 gilt.) Betrachten wir nun die 2 x 2-Matrix
(c'(t),c"(t)) mit /(t) und ¢’ (t) als Spaltenvektoren. Die Determinante einer 2 x 2-Matrix
hat als Betrag die Flidche des von den Spaltenvektoren aufgespannten Parallelogramms,
und das Vorzeichen der Determinante ist gerade durch die Orientierung der Spaltenvek-
toren gegeben. Da ||¢/(¢)|| = 1 gilt erhalten wir

PROPOSITION 1.6. Ist ¢ : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte glatte
Kurve, dann ist die Krimmung von ¢ gegeben durch k(t) = det(c'(t),c"(t)). Insbesondere
st k2 I — R glatt.

Ist ¢ : I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte glatte Kurve, sodass
d'(t) # 0 fiir alle t € I gilt, dann gibt es fiir jedes t € I den Mittelpunkt M ()
des Kriimmungskreises bei c(t). Nach unseren Uberlegungen von oben ist M(t) =
c(t) + Wc” (t). Damit ist aber offensichtlich M : I — R? eine glatt parametrisierte
Kurve. Diese Kurve heif3t die Evolute von c.

Es ist relativ einfach, die Kriimmung physikalisch zu interpretieren. Betrachten wir
dazu wieder eine nach der Bogenlinge parametrisierte glatte Kurve ¢ : I — R? als
Bahnkurve. Aus wissen wir, dass die Form der Parametrisierung bedeutet, dass die
Kurve mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen wird, und dass alle Beschleunigun-
gen quer zur Bahn auftreten. Diese Beschleunigungen sind aber genau proportional zu
den Kriften, die auf eine Masse wirken, die die Bahn durchldauft. Nehmen wir an, dass
die Masse gleich eins ist, dann ist der Betrag von k(t) gerade die zum Zeitpunkt ¢ auf
den Punkt wirkende Kraft, und das Vorzeichen ergibt sich so, dass (in Fahrtrichtung
gesehen) nach links wirkende Kriifte positiv und nach rechts wirkende Kréfte negativ
sind. Auch die Tatsache, dass dies eine geometrische Eigenschaft der Kurve liefert, ist
physikalisch ganz einsichtig: Die konstante Geschwindigkeit (d.h. die Tatsache, dass
¢ nach der Bogenldnge parametrisiert ist) bedeutet ja gerade, dass alle auftretenden
Beschleunigungskréfte nur dazu dienen, den Korper in der Bahn zu halten.

SchlieBlich sei noch bemerkt, dass man den Kriimmungskreis (und damit die Kriim-
mung) auch durch einen Limesproze wie folgt erhalten kann: Sei ¢ : I — R? nach der
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Bogenldnge parametrisiert und ¢ € I ein Punkt mit ¢”’(¢) # 0. Dann kann man zeigen,
dass es eine offene Umgebung U von t in I gibt, sodass fiir drei verschiedene Punkte
t1,ta,t3 € U die Punkte ¢(t1), ¢(t2) und c(t3) nicht auf einer Geraden liegen. Damit
gibt es aber einen eindeutigen Kreis, auf dem diese drei Punkte liegen. Sei M (ty, o, t3)
der Mittelpunkt und r(¢1, ¢, t3) der Radius dieses Kreises. Dann kann man zeigen, dass
die Grenzwerte limy, 4, 1,—s von M (ty,t9,t3) und r(tq, 1o, t3) existieren und gerade den
Mittelpunkt und den Radius des Kriimmungskreises von ¢ bei ¢ ergeben. Ein Beweis
dieser Tatsache findet sich zum Beispiel im Skriptum “Differentialgeometrie” von A.
Kriegl.

1.7. Kriimmung bei allgemeiner Parametrisierung. Es ist nun nahe liegend,
die Kriitmmung fiir beliebig parametrisierte Kurven durch Umparametrisieren zu defi-
nieren. Damit erhalten wir leicht eine allgemeine Formel: Sei ¢ : I — R? eine regulir
parametrisierte glatte Kurve. Dann gibt es nach einen orientierungserhaltenden Dif-
feomorphismus ¢ : J — I, sodass ¢ = c o ¢ nach der Bogenlidnge parametrisiert ist.
Dann ist nach der Kettenregel ¢ (t) = /(¢(t))¢'(t) und somit ¢’(t) = " (p(t))(¢'(t))* +
d(o(t))d"(t). Die offensichtliche Definition fiir die Kriimmung ist natiirlich k.(¢) :=
ka(¢~1(t)), und dafiir erhalten wir

det(@ (¢~ (1)), &"(¢7' (1)) =
(@'(671 (1)) det (' (t),¢"(8)) + &' (671 (1))¢" (¢ (1)) det( (1), € (1)),
wobei wir die Bilinearitdt der Determinante benutzt haben. Da die Determinante auch
alternierend ist, verschwindet der zweite Term in der Summe. Schliellich folgt aus
l@(¢72(t))|| = 1 und der Tatsache, dass ¢ positiv ist, noch ¢'(¢~1(t)) = 1/||¢ ()|,
und wir erhalten k.(t) = Wdet(c’(zﬁ), d(t)).

PROPOSITION 1.7. Sei ¢ : I — R? eine glatt parametrisierte requlire Kurve, ¢ :
J — I ein Diffeomorphismus und ¢ = co ¢ die entsprechende Reparametrisierung von
c. Dann ist Kz = k. o ¢, falls ¢ orientierungserhaltend, und gleich —k. o @, falls ¢
orientierungsvertauschend ist. Ist weiters f : R* — R? eine Bewegung, dann ist Kfo. =
Ke, falls [ orientierungserhaltend, und gleich —k., falls f orientierungsvertauschend ist.

BEWEIS. Wie oben berechnen wir die Ableitungen von ¢ nach der Kettenregel, und
erhalten weiters det(¢(t),"(t)) = (¢'(t))*det(c'(¢(t)), " (4(t))). Andererseits ist offen-
sichtlich ||&(¢)||*> = ||¢/(t)]]?|¢/(¢)]> und damit folgt die Behauptung iiber Reparametri-
sierungen.

Fiir die Vertriiglichkeit mit Bewegungen kénnen wir nun annehmen, dass ¢ : [ — R?
nach der Bogenldnge parametrisiert ist. Ist A die orthogonale lineare Abbildung zu f,
dann wissen wir aus dem Beweis von Proposition [1.3] dass (f o ¢)'(t) = A(d(t)) gilt.
Damit erhalten wir aber sofort (foc)”(t) = A(¢”(t)). Nun sind aber A(¢/(t)) und A(c”(t))
genau die Spaltenvektoren der Matrix, die man erhélt, wenn man die Matrix A mit der
Matrix (¢/(t), ¢’ (t)) multipliziert. Da mit ¢ auch die Kurve f o ¢ nach der Bogenlinge
parametrisiert ist, erhalten wir

Kfoc(t) = det(A(d (1)), A("(t))) = det(A - (¢(t),"(t))) = det(A)k.(t).
O
BEMERKUNG 1.7. Die Kriimmungsfunktion &ndert sich somit bei Reparametrisie-
rung durch Komposition mit dem Diffeomorphismus. Natiirlich ist es &uflerst schwierig

zu entscheiden, ob fiir zwei glatte Funktionen x : I — R und 5 : J — R ein Dif-
feomorphismus ¢ : J — [ existiert, sodass kK = k o ¢ gilt. Man kann aber aus der
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Kriimmung auf verschiedene Weise einfachere geometrische Grofien einer Kurve erhal-
ten, die sich bei Reparametrisierungen gar nicht &ndern. Die Anzahl der Nullstellen
der Kriimmung ist ein Beispiel fiir so eine geometrische Grofle. (Punkte c¢(t), fiir die
ke(t) = 0 gilt, heiBen Flachpunkte der Kurve). Flachpunkte der Kurve, in denen die
Kriimmung das Vorzeichen wechselt, heiflen Wendepunkte, und auch ihre Anzahl ist of-
fensichtlich eine geometrische Grofle, die bei Reparametrisierungen unverandert bleibt.
Analog konnen wir auch die Anzahl der lokalen Minima und die Anzahl der lokalen Max-
ima der Kriimmung betrachten. Punkte, in denen die Kriimmung ein lokales Extremum
annimmt, heiflen Scheitel der Kurve. Auch die Werte der Kriitmmung in Scheitelpunkten
sind unabhéngig von der Parametrisierung.

BEISPIEL 1.7. Betrachten wir eine Ellipse in R? in Hauptlage mit Hauptachsenlin-
gen a und b. Wie aus der Grundvorlesung iiber lineare Algebra bekannt, kann diese
Ellipse durch die Gleichung 2—; + i’—; = 1 beschrieben werden. Um eine Parametrisierung
der Ellipse zu erhalten, versuchen wir, diese Gleichung nach y aufzulésen, und erhalten
y? =0 (1— i—j) Um die Ellipse einmal zu durchlaufen, muss die z—Koordinate zunéchst
monoton von a nach —a und dann monoton von —a zuriick nach a laufen. Daher bietet
sich der Ansatz x = acos(t) an. Setzt man diesen Ansatz in die obige Gleichung ein,
dann erhilt man y* = b?(1 — cos®(t)), und y = bsin(t) 16st diese Gleichung. Betrachten
wir die parametrisierte Kurve ¢ : [0, 27] — R?, ¢(t) = (acos(t), bsin(t)), dann liegt c(t)
fiir jedes t auf der Ellipse, und aus den Monotonieeigenschaften von Sinus und Cosinus
schlieit man leicht, dass ¢ fiir die angegebenen Parameterwerte die Ellipse genau ein
Mal in positivem Sinn durchléauft.

Wir wollen nun die Kriimmung ausrechnen. Dazu berechnen wir die ersten beiden
Ableitungen von ¢ als ¢/(t) = (—asin(t),bcos(t)) und ¢’(t) = (—acos(t), —bsin(t)).
Damit erhalten wir

det(c/(£), ¢ (1)) = det (‘b‘i jslg) - Sﬁf((tt))) — ab(sin?(t) + cos (1)) = ab

und somit nach Definition

_ b
I{<t) "~ (a2 sin2(t)+(z2 cos2(t))3/2"
Insbesondere sieht man sofort, dass die Ellipse keine Flachpunkte hat, was geometrisch
ganz einsichtig ist. Um die Extremwerte der Kriimmung zu finden, differenzieren wir
die Kriimmungsfunktion und erhalten

—3ab(a?—b?) sin(2t
K (t) = 2(a? sin2((t)+b2 )cosQ((t)gg’/z'

Im Fall a # b, also im Fall einer “echten” Ellipse, sind die Nullstellen der Ableitung
der Kritmmung genau die Nullstellen von sin(2t), also t = 0,7/2, 7, 37/2, 27, wobei
wir die letzte Nullstelle vergessen kénnen, da ¢(0) = ¢(27) gilt. Aus der Formel fiir die
Kriimmung kann man sofort ablesen, dass die Kriimmung fiir a > bbeit =0und t ==
lokale Maxima und bei ¢t = 7/2 und ¢t = 37/2 lokale Minima hat. Daher hat die Ellipse
genau vier Scheitel, und die Werte der Kriimmung in diesen Scheiteln ist gegeben durch
k(0) = k() = a/b* und k(7/2) = Kk(37/2) = b/a.

Wir koénnen auch noch die Evolute unserer Ellipse berechnen: Ein Vektor, der zusam-
men mit ¢(t) eine positiv orientierte Orthogonalbasis bildet, ist einfach gegeben
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durch v(t) := (—bcos(t), —asin(t)). Aus der Definition der
Kriimmung schliefit man leicht, dass wir die Evolute als

e(t) = c(t) + L% berechnen kénnen. Eine kurze Rech-

k() [lv
nung liefert dann e(t) = (“=2 cos?(t), 259 sin’(t)). Das
Bild zeigt eine Ellipse mit ¢ = 3 und b = 2, den Kriim-
mungskreis in einem der Scheitel sowie die Evolute der El-

lipse.

1.8. Polarkoordinaten. Wir wollen noch eine weitere Interpretation der Kriim-
mung besprechen, fiir die wir die Darstellung von Kurven in Polarkoordinaten benétigen.
Da wir Resultate in dieser Richtung auch spéter noch verwenden werden, studieren wir
die Probleme gleich etwas ausfiihrlicher, als es an dieser Stelle nétig wire.

Fiir ein Intervall I und glatte Funktionen r,0 : I — R ist klarerweise ¢ : I — R2,
c(t) = (r(t) cos(0(t)), r(t) sin(0(t))) eine glatt parametrisierte Kurve in R?. Falls r(¢) > 0
fiir alle ¢ € I gilt, dann kann man (r(t),0(t)) als Polarkoordinaten interpretieren. Wir
wollen nun umgekehrt untersuchen, ob man eine beliebige glatt parametrisierte Kurve
in R? auch (eindeutig?) in Polarkoordinaten schreiben kann.

Offensichtlich tauchen bei Polarkoordinaten Probleme im Nullpunkt auf, also wer-
den wir uns von Anfang an auf Kurven in R?\ {0} beschrinken. Dann macht die
r—Koordinate offensichtlich keine Probleme: Ist ¢(t) = (z(t),y(t)), dann muss r(t) =

x(t)? + y(t)? gelten, und das ist glatt, falls ¢ eine glatte Kurve ist. Die Abbildung
p: RT xR — R?\ {0}, die gegeben ist durch p(r,0) = (rcos(f),rsin(d)), ist offen-
sichtlich beliebig oft differenzierbar und surjektiv. Fiir die Ableitung im Punkt (r,6)

, cos(f) —rsin(f
erhdlt man (Sin((ﬁ)) TCOS((G))
Ableitung immer invertierbar und damit nach dem inversen Funktionensatz auch p
lokal um jeden Punkt invertierbar. Offensichtlich ist aber p global nicht injektiv, da
p(r,0) = p(r, 0 + 2kn) fir alle k € Z gilt.

Man konnte nun versuchen, die Abbildung p auf eine Teilmenge einzuschranken, auf
der sie injektiv ist. Betrachten wir etwa die Einschrankung von p auf R* x (—m, 7), dann
liefert das einen Diffeomorphismus von dieser Teilmenge auf R*\{(z,0) : z < 0}. Auf der
rechten Halbebene ist die inverse Abbildung durch (z,y) — (y/2? + y?, arctan(y/x)),
auf anderen Teilen kann man sie leicht analog konstruieren. Analog sieht man leicht
(siche Ubungen), dass fiir jedes ¢, € R die Einschréinkung von p einen Diffeomorphismus
von RT x (tg — m,ty + 7) auf die Menge R? \ {\(cos(ty),sin(ty)) : A < 0} liefert. So
kann man aber nie den ganzen Raum R? \ {0} treffen. Betrachtet man andererseits
etwa R x [0, 27), dann induziert p zwar eine Bijektion zwischen dieser Teilmenge und
R?\ {0}, aber man kann Kurven wie etwa einen Kreis, der mehrmals um den Nullpunkt
lauft, sicher nicht durch glatte Polarkoordinaten beschreiben, fiir die 0 < 6(t) < 2 fiir
alle ¢ gilt.

Die Abbildung p hat aber auf ihrem vollen Definitionsbereich eine sehr schéne Eigen-
schaft: Betrachte einen Punkt (z,y) € R? \ {0} und eine Umgebung U dieses Punktes,
die kein negatives Vielfaches des Punktes enthélt. Dann sieht man aus unseren obi-
gen Uberlegungen sofort, dass das Urbild dieser Umgebung unter p aus einer disjunkten
Vereinigung von abzihlbar vielen Mengen besteht (die aus einander jeweils durch Trans-
lation um 27 in der zweiten Koordinate hervorgehen), sodass die Einschrankung von p
auf jede dieser Mengen einen Diffeomorphismus, (also insbesondere einen Homoomor-
phismus — eine stetige Bijektion mit stetiger Inverser) auf U definiert. So eine Funktion

). Diese Matrix hat Determinante r > 0, also ist die
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nennt man in der Topologie eine Uberlagerung, und diese Funktionen haben allgemein
die Eigenschaft, die wir im folgenden fiir p beweisen:

PROPOSITION 1.8. Sei ¢ : I := [a,b] — R?\ {0}, c(t) = (x(t),y(t)) eine stetige
Kurve, r(t) := \/x(t)?> + y(t)?, und 0y € R so, dass c(a) = (r(a)cos(by),r(a)sin(by))
gilt. Dann gibt es eine eindeutige stetige Funktion 0 : I — R, sodass 6(a) = 6y und
c(t) = (r(t) cos(6(t)), r(t) sin(0(t))) fir allet € 1

BEWEIS. Indem wir ¢ durch ¢ +— ¢(t)/r(t) ersetzen, diirfen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass ||c(t)|| = 1 fiir alle ¢ gilt, und wir miissen zeigen,
dass man so eine Kurve in der Form (cos(6(t)),sin(f(t))) fir eine stetige Funktion 6
schreiben kann. Als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist ¢ gleichméfig
stetig, also finden wir eine Unterteilung a = t5 < t; < --- < t,_1 < t, = b sodass fiir
5,8 € [t;,tip1] immer ||c(s) — ¢(s)]| < /2 gilt. Da ¢ im Einheitskreis liegt, bedeutet
das gerade, dass fiir jedes i das Bild ¢([t;, t;11]) in einer Halbebene H; liegt. Betrachten
wir nun Hy. Von oben wissen wir, dass p~!(Hy) eine abzihlbare Vereinigung disjunkter
zusammenhéngender Teilmengen ist, und wir bezeichnen mit Ay jene Teilmenge, die
(1,6p) enthélt. Wir wissen auch, dass p|a, : A9 — Hy ein Homdomorphismus ist, und
wir definieren 0 auf [t, ;] als die zweite Komponente von (p|4,) *oc. Dann gilt natiirlich
die geforderte Gleichung fiir ¢ € [to, t;]. Nun betrachten wir p~'(H;), bezeichnen mit A,
jene Komponente, die (1,6(t;)) enthilt, und definieren 6 auf [t;,t5] durch (p|a,) "' oc.
Klarerweise ist 0 stetig auf [tg, to] und erfiillt die geforderte Gleichung. So erhalten wir
in endlich vielen Schritten eine stetige Funktion 6 mit den gewiinschten Eigenschaften.

Zur Eindeutigkeit: Sind 6 und ¢ zwei Kurven mit den gewiinschten Eigenschaften,
dann betrachten wir die stetige Funktion § — 0 : [a,b] — R. Nach Konstruktion ist
cos(0(t)) = cos(A(t)) und sin(f(t)) = sin(A(t)), also miissen sich A(¢) und 4(t) immer um
ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden. Da aber nach Voraussetzung é(a) =
0o = 0(a) gilt, folgt 6 = # aus der Stetigkeit. O

Die eindeutige Kurve (r(t),0(t)) bezeichnet man als den Lift von ¢ zum Anfangswert
(r(a),bp).

Im Spezialfall von C''~Kurven kann man diesen Lift auch analytisch mit Hilfe eines
Kurvenintegrals konstruieren. Da die dabei auftretenden 1-Formen der einfachste Spe-
zialfall von Differentialformen sind, die spéter noch eine wichtige Rolle spielen werden,
wollen wir diese analytische Konstruktion genauer studieren.

1.9. 1-Formen und Kurvenintegrale. Sei U C R" eine offene Teilmenge. Dann
ist eine glatte 1-Form auf U eine glatte Funktion w : U x R® — R, die linear in der
zweiten Variable ist, also w(z, A\v + pw) = Aw(z,v) + pw(z, w) erfiillt.

Ist w eine glatte 1-Form auf U und f : U — R eine glatte Funktion, dann erhalten
wir eine glatte 1-Form fw auf U, die durch fw(z,v) = f(2)w(z,v) definiert ist. Man
kann also 1-Formen punktweise mit reellwertigen Funktionen multiplizieren.

Andererseits liefert eine glatte Funktion f : U — R eine glatte 1-Form df auf U, die
sogenannte duflere Ableitung oder das totale Differential von f, indem man df (z,v) als
die Richtungsableitung von f im Punkt 2z in Richtung v definiert. Im Wesentlichen ist
also df gerade die Ableitung von f.

Weiters gibt es auf jeder offenen Teilmenge U C R™ wie oben n kanonische glatte 1—
Formen, die man iiblicherweise mit dz', ..., dx™ bezeichnet. Man definiert dz*(z,v) als
die i—te Koordinate von v. In der Differentialgeometrie folgt man meist der Konvention,
dass man die Koordinatenindizes oben schreibt, also Punkte z € R™ als (z!,...,2")
darstellt. (Man darf diese Indizes natiirlich nicht mit Potenzen verwechseln.) Durch diese
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Konvention hat sich die Bezeichnung 2 fiir die i-te Projektion R" — R eingebiirgert,
weil diese Projektion ja dem Punkt z die Koordinate x* zuordnet. Die 1-Form dx* ist
genau die duflere Ableitung dieser Funktion.

Sei nun w eine 1-Form auf U und sei {ey,...,e,} die Standardbasis von R". Fiir
i =1,...,n ist dann w;(2) := w(z,¢;) eine glatte Funktionen U — R. Ist nun v =
(vt ... ) € R™, dann gilt natiirlich w(z,v) = v'w;(2) + - - - +v"w,(z). Nach Definition

ist v' = dx (2, v) und wir erhalten w(z,v) = wy(2)dx!(z,v) + -+ + wy(z )dx (z,v), also
w =Y wdz". Fir das totale Differential df ergibt sich df = Ez L ggﬁi dx’.

Die wesentliche Eigenschaft von 1-Formen an dieser Stelle ist, dass man sie (un-
abhéngig von Parametrisierungen) iiber orientierte Kurven integrieren kann. Sei al-
so ¢ : [a,b] — R™ eine glatt parametrisierte Kurve, U C R" eine offene Teilmenge
mit ¢([a,b]) C U und w eine 1-Form auf U. Dann definieren wir das Kurveninte-
gral [ w von w lings ¢ durch [ w = fabw(c(t),c’(t))dt. Ist ¢ : [a,0] — [a,b] ein
orientierungserhaltender Diffeomorphismus, also ¢(a’) = a und ¢(b') = b, und ist
¢ = co ¢ die entsprechende Reparametrisierung von ¢, dann gilt nach der Kettenregel

d(s) = ¢'(s)c(p(s)). Damit erhalten wir aber

Jo=[ vt ' vis = [ " o(e(0()). ¢ (6(5)) ' (5)ds,

’

und nach der Substitutionsregel stimmt dieses Integral mit fcw iiberein. Man be-
merke schlieflich noch, dass die Funktion [a,b] — R, die gegeben ist durch ¢ —
f;w(c(s),c’(s))ds, als erste Ableitung gerade t +— w(c(t),c(t)) hat und damit glatt
ist.

Betrachten wir noch den Spezialfall eines Kurvenintegrals {iber die &uflere Ableitung
einer glatten Funktion f : U — R. Fiir eine glatte Kurve ¢ : [a,b] — U ist nach der
Kettenregel (f o ¢)'(t) = Df(e(t)) - d(t) = df(c(t),d(t)). Damit folgt aber aus der
Definition des Kurvenintegrals sofort, dass [ df = f(c(b)) — f(c(a)) gelten muss.

1.10. Polarkoordinaten als Kurvenintegral. Wir konnen nun Kurvenintegrale
benutzen, um eine explizite Formel fir den Lift (r(t),6(¢)) einer glatten Kurve ¢ zu
einem gegebenen Anfangswert 6y zu konstruieren. Die Idee dazu ist einfach: Wie wir in
gesehen haben, ist fiir geeignete Teilmengen U C R?\ {0} das Urbild p~'(U) eine
disjunkte Vereinigung von abzéhlbar vielen Teilmengen V; und fiir jedes i ist p: V; — U
ein Diffeomorphismus. Die inversen Abbildungen (fiir verschiedene i) unterscheiden sich
nur um die Addition eines konstanten Vielfachen von 27 in der zweiten Koordinate,
also haben alle diese Inversen die gleiche Ableitung. Wir kénnen nun diese Ableitung
explizit berechnen, wobei wir in R? die Koordinaten mit x und y (statt mit ' und z?)
bezeichnen.

Dazu muss man nur bedenken, dass die Ableitung einer inversen Funktion gerade

durch die inverse Matrix gegeben ist. Nun kann man die inverse Matrix einer 2 x 2—

d —b

Matrix (CCL b allgemein als ——— d wl_e 4 > berechnen. Wenden wir das auf die Matrix

d
Dp(r,0) aus|1.8 an, dann erhalten wir die inverse Matrix

1 (rcos(f) rsin(0)) _ (22 + y2)~ 12 x y

r \—sin(d) cos(d) ) y —y /(22 +y?)"V2 oz (2 +y?) V2 )
Die partiellen Ableitungen der zweiten Komponente der Inversen bilden die untere Zeile
dieser Matrix. Damit sehen wir, dass fiir jede der Inversen das totale Differential der
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zweiten Komponente gegeben ist durch 7 := % Offensichtlich ist das eine glatte
1-Form, die auf ganz R? \ {0} definiert ist.

PROPOSITION 1.10. Sei n wie oben definiert und sei ¢ : [a,b] — R*\ {0}, c(t) =
(x(t),y(t)) eine glatt parametrisierte Kurve. Dann ist der eindeutige Lift (r(t),0(t))
von ¢ mit Anfangswert 0y aus Proposition |1.8 gegeben durch r(t) = \/x(t)? + y(t)? und
6(t) = 6y + f:n(c(s), d(s))ds. Insbesondere ist dieser Lift ebenfalls glatt.

BEWEIS. Wie im Beweis von Proposition |1.8/ kénnen wir uns auf den Fall ||¢(t)|| = 1
fiir alle ¢ einschrénken und eine Unterteilung a = tg < t; < --- < t,_1 < t, =0
finden. Nach Konstruktion ist die Einschrinkung von 6 auf [¢;,¢;,1] gegeben durch die
Komposition einer geeigneten lokalen Inversen von p mit ¢. Damit ist aber () —0(t;) =
ft ) fiir alle ¢ € [t;, t;41]. Ist nun ¢ € [a, b] beliebig, dann sei i so gewéhlt, dass
t e [tl, tz—i—l] Dann ist aber

0(t) =(0(t) — 0(t:)) + (0(t:) — 0(tim1) + - - 4 (0(t1) — 0(t0)) + O(to) =

[ atetr@n+ [ neo. o)+ [ nteto). o)+ -

to

@ i—

t
/ n(c(t), ¢ (1)) + o,
Damit ist die Glattheit offensichtlich. O

1.11. Damit kénnen wir nun die angekiindigte weitere Interpretation der Kriim-
mung von ebenen Kurven angeben: Sei ¢ : I — R? eine nach der Bogenlinge parame-
trisierte glatte Kurve. Dann ist ¢’ : I — R? glatt und nach Definition gilt ||c/(¢)]] = 1
fiir alle ¢ € I. Nach Proposition [I.9 und [I.I0] gibt es eine glatte Funktion 6 : I — R,
sodass ¢ (t) = (cos((t)), sm(@(t))) gilt. Je zwei solche Funktionen unterscheiden smh
um Addition eines konstanten Vielfachen von 2w, also ist insbesondere die Ableitung
¢'(t) unabhéngig von der Wahl von .

PROPOSITION 1.11. Seic: I — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte glatte
Kurve und sei 0 : I — R eine glatte Funktion, sodass c(t) = (cos((t)),sin(6(t))) gilt.
Dann ist k(t) = 6'(t) fir allet € 1.

BEWEIS. Nach Voraussetzung gilt ¢”(t) = ( — sin(6(t))6'(¢),cos(6(t))0'(t)). Da c
nach der Bogenldnge parametrisiert ist, gilt nach

R(t) = det(c (), &' (1)) = det (2?5((38)))) Zié?é?g?) (())) —0(1).

g

Mit Hilfe dieses Resultates konnen wir nun auch elegant zeigen, dass einerseits zu
jeder vorgegebenen Kriimmung eine Kurve mit dieser Kriimmung existiert und ander-
erseits die Kriimmung eine Kurve bis auf Bewegungen eindeutig bestimmt.

SATZ 1.11. Sei I C R ein Intervall und k : I — R eine glatte Funktion. Dann gibt es
eine nach der Bogenlinge parametrisierte glatte Kurve ¢ : I — R? mit Kriimmung k. Ist
¢ noch so eine Kurve, dann gibt es eine orientierungserhaltende Bewegqung f : R? — R2,
sodass ¢ = f o c gilt.

BEWEIS. Das wesentliche Argument fiir diesen Beweis ist, dass die Vorgabe der
Kriimmung fiir eine Kurve eine gewthnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung dar-
stellt, und so eine Differentialgleichung fiir gegebenen Wert und gegebene Ableitung
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in einem Punkt eindeutig losbar ist. Durch die letzte Interpretation der Kriimmung
wird aber diese Differentialgleichung so einfach, dass wir die Losung explizit als Integral
angeben konnen.

Fixieren wir zunéchst einen Punkt ¢ € I. Wir behaupten, dass es eine eindeutige
Kurve ¢ : I — R? mit ¢(tg) = 0, d(to) = €1 = (1,0) und Kriimmung KC( ) = k()
gibt. Dazu definieren wir eine glatte Funktion 6 : I — R durch 0(t ft s)ds. Dann

setzen wir z(t ft cos(0(s))ds und y(t ft sin(0(s))ds und deﬁmeren c: ] — R?
durch ¢(t) = (x(t), (1)). Offensmhthch 1st ¢ eine glatte Kurve. Nach Konstruktion
gilt z(ty) = y(to) = 0, also c(ty) = 0. Weiters ist ¢/(t) = (cos(0(t)),sin(0(t))), also
insbesondere ||¢/(t)|| = 1 fiir alle ¢ € I. Damit ist ¢ nach der Bogenlénge parametrisiert,
wegen 0(ty) = 0ist ¢/(ty) = e; und nach der obigen Proposition ist die Kriitmmung von ¢
gleich . Ist ¢ : I — R? eine weitere Kurve mit ¢(tg) = 0, &(ty) = e; und Kriimmung x,
dann finden wir eine glatte Funktion 6, sodass &(t) = (cos(A(t)), sin(6(t))) gilt, und nach
Voraussetzung kénnen wir ohne Beschriinkung der Allgemeinheit 6(t) = 0 annehmen.
Da sowohl ¢ als auch ¢ Kriimmung « haben, ist (/- 0)'(t) = re(t) — Ke(t ) = 0, also ist
0 — 6 konstant. Wegen 0(t,) = 0 = 6(to) erhalten wir # = # und damit ¢ = &. Damit
ist aber ¢ — ¢ konstant, also folgt ¢ = ¢ aus ¢(ty) = 0 = é(t).

Ist nun ¢ : I — R? eine beliebige nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve mit
Kriimmung k, dann betrachten wir ¢(fo) € R2. Dies ist ein Einheitsvektor, also gibt es
eine orthogonale Matrix A mit Determinante 1, die & () als erste Spalte hat. Betrachten
wir nun die Bewegung f : R* — R?, die gegeben ist durch f(x) = A(z) + ¢(to), und die
glatte Kurve f~!o¢c. Wegen f(0) = ¢(to) ist (f~1o¢é)(tg) =0 und D(f~1)(v) = A~ fiir
alle v € R% Nach Konstruktion gilt A(e;) = & (to), also ist (f~1oc)'(tg) = A7 (o)) =
e;. Damit wissen wir aber von oben, dass f~' o é=c, also ¢ = f o c gilt. [

Durch diesen Satz ist in einem gewissen Sinn das Studium ebener Kurven auf das
Studium reellwertiger Funktionen zuriickgefiihrt. Die Kriimmung ist ja einerseits eine
geometrische Grofle, andererseits bestimmt sie die Kurve eindeutig bis auf Bewegun-
gen, die bei geometrischen Dingen ohnehin keine Rolle spielen sollen. Damit folgt aber,
dass die gesamte geometrische Information iiber eine ebene Kurve in ihrer Kriimmung
enthalten ist.

Man bemerke, dass die Kriimmung einer ebenen Kurve eine lokale Grdfie ist, d.h.
um die Kriitmmung einer Kurve in einem Punkt zu bestimmen geniigt es, die Kurve auf
einer beliebig kleinen Umgebung dieses Punktes zu kennen.

Geschlossene Kurven, Windungszahl und Umlaufzahl

Wir kommen nun zu globalen Aspekten der Theorie der Kurven in der Ebene, also
Eigenschaften, die von der ganzen Kurve abhingen. Diese Aspekte liefern Grofien, die
sich bei Deformationen der Kurve nicht dndern, also eher in den Bereich der algebrais-
chen Topologie gehoren. Solche Grofien gibt es nur fiir geschlossene Kurven, weil man
ohne die Voraussetzung der Geschlossenheit beliebige Kurven ineinander deformieren
kann.

1.12. Windungszahl und Homotopie. Eine stetige geschlossene Kurve in R?
ist einfach eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — R?, sodass c(a) = ¢(b) gilt. So eine Kurve
heifit einfach geschlossen, wenn c(a) = c(b) der einzige Punkt im Bild von c¢ ist, der
ofter als ein Mal getroffen wird. Fiir glatte geschlossene Kurven nimmt man oft (neben
der Glattheit der Funktion ¢) an, dass alle Ableitungen von ¢ in den Punkten a und
b iibereinstimmen, also ¢®(a) = ¢ (b) fiir alle k € N gilt. Dies bedeutet, dass man c
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periodisch zu einer auf ganz R definierten glatten Funktion fortsetzen kann, indem man
c(t+k(b—a)) =c(t) fir all t € [a,b] und k € Z setzt.

Selbst fiir geschlossene Kurven findet man noch keine interessanten Grofien, die
invariant unter stetigen Deformationen sind, weil man jede stetige Kurve stetig auf
einen Punkt zusammen ziehen kann. Betrachten wir etwa fiir eine geschlossene stetige
Kurve ¢ : [a,b] — R? die Funktion H : [a,b] x [0,1] — R? die gegeben ist durch
H(t,s) := (1 — s)c(t), dann ist das klarerweise stetig, H(t,0) = c¢(t) fiir alle ¢ und
H(t,1) = 0 fiir alle t. Man kann also H als eine stetige Deformation der Kurve ¢ in die
konstante Kurve 0 betrachten. Die Situation dndert sich aber vollig, wenn wir Kurven
in R?\ {0} betrachten:

Sei ¢ : [a,b] — R?\ {0} eine stetige geschlossene Kurve. Nach Proposition
finden wir stetige Funktionen r : [a,b] — R, und 6 : [a,b] — R, sodass c(t) =
(r(t) cos(6(t)), r(t)sin(0(t))) gilt, und je zwei mogliche Wahlen fir 6 unterscheiden sich
um ein ganzzahliges Vielfaches von 27. Insbesondere ist 6(b) — 6(a) unabhéngig von
der Wahl der Funktion 6. Wegen c(a) = ¢(b) ist auch r(a) = r(b), und damit folgt
cos(f(a)) = cos(A(b)) und sin(f(a)) = sin(f(b)). Damit muss es aber eine ganze Zahl
k geben, sodass 6(b) = 6(a) + 2km gilt. Diese (eindeutig bestimmte) Zahl k € Z heifit
die Windungszahl (um 0) der Kurve ¢ und wird mit wy(c) bezeichnet. Ist die Kurve
c glatt (es geniigt C'), dann kann man die Windungszahl explizit als Kurvenintegral
wo(c) = &= [, n iiber die glatte 1-Form 1 = % aus [1.10| berechnen.

Die Windungszahl ist offensichtlich invariant unter Reparametrisierungen: Sei ¢ :
[a,b] — R?\ {0} eine stetige geschlossene Kurve und ¢ : [a’, 0] — [a, ] eine stetige
Bijektion, sodass ¢(a’) = a und ¢(b') = b gilt (das ist das Analogon von Orien-
tierungstreue). Ist 6 : [a,b] — R eine Winkelkoordinate fiir ¢, dann ist 6 o ¢ eine
Winkelkoordinate fiir ¢ o ¢, also folgt wy(c) = wo(c o ¢) sofort. Weiters sehen wir leicht,
dass die Windungszahl jede beliebige ganze Zahl sein kann. Betrachten wir ndmlich die
glatte Kurve ¢ : [0,2kn] — R?, die gegeben ist durch ¢(t) = (cos(t),sin(t)), dann ist
offensichtlich wy(c) = k. Andererseits hat ¢ : [0,2kn] — R? &(t) = (cos(t), —sin(t))
Windungszahl —k, wahrend jede konstante Kurve natiirlich Windungszahl Null hat.
Aus diesen Beispielen sieht man auch, dass die Windungszahl gerade angibt, wie oft die
Kurve ¢ den Nullpunkt umkreist.

Ist z € R? ein beliebiger Punkt und ¢ : [a, b] — R? eine stetige geschlossene Kurve mit
z ¢ ([a,b]), dann definiert man die Windungszahl von ¢ um z durch w,(c) := wo(c—z),
wobei ¢ — z die stetige Kurve t — ¢(t) — z bezeichnet.

Der interessante Punkt an der Windungszahl ist nun, dass man mit ihrer Hilfe
entscheiden kann, ob zwei geschlossene Kurven stetig ineinander deformiert werden
kénnen. Den intuitiven Begriff der stetigen Deformation fasst man exakt im Begriff
der Homotopie:

DEFINITION 1.12. Seien ¢, ¢ : [a,b] — R?\ {0} stetige geschlossene Kurven. Eine
Homotopie von ¢ nach ¢ ist eine stetige Funktion H : [a,b] x [0,1] — R?\ {0}, sodass
H(t,0) = c(t), H(t,1) = ¢&(t) fiir alle ¢ € [a, b], sowie H(a,s) = H(b, s) fiir alle s € [0, 1]
gilt. Die Kurven ¢ und ¢ heiflen homotop, falls es eine Homotopie von ¢ nach ¢ gibt.

Nach Definition einer Homotopie ist fiir jedes s € [0,1] die Kurve ¢4(t) := H(t,s)
eine stetige geschlossene Kurve in R? \ {0}, ¢g = ¢ und ¢; = ¢, also kann man eine
Homotopie H wirklich als Deformation von geschlossenen Kurven betrachten.

SATZ 1.12. Seien ¢, ¢ : [a,b] — R?\ {0} geschlossene stetige Kurven. Dann sind c
und ¢ genau dann homotop, wenn wo(c) = wy(¢) gilt.
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BEWEISSKIZZE. Ist H : [a,b] x [0,1] — R?\ {0}, H(t, s) = (z(t,s),y(t,s)) eine
Homotopie von ¢ nach ¢, dann setzt man r(t,s) := \/x(t,s)2 + y(t,s)* und H(t,s) =
H{t,s)

T‘(t s) *
to =bund 0 = 59 < 8 < --- < 8, = 1 der Intervalle, sodass H([t;,tis1],[s;,5;41])
ganz in einer Halbebene liegt. Damit konstruiert man wie im Beweis von Proposition
eine stetige Funktion 6 : [a,b] x [0,1] — R, sodass H(t, s) = (cos(A(t, s)), sin(6(t, 5)))
gilt, und erhélt damit eine Darstellung von H in Polarkoordinaten. Nun ist aber s —
6(b,s) — 6(a,s) eine stetige Funktion, die wegen H(a,s) = H(b,s) als Werte immer
ganzzahlige Vielfache von 27 haben miissen. Damit muss diese Funktion aber konstant
sein, und es folgt insbesondere 2wwy(c) = 6(b,0) — 0(a,0) = 0(b, 1) — 0(a, 1) = 2ww(¢).

Nehmen wir umgekehrt an, dass wg(c) = wo(¢) = k gilt, und schreiben wir ¢(t) =
(r(t) cos(A(t)),r(t) sin(A(t))) und &(t) = (7(t) cos((t)), 7(t) sin(A(t))). Fiir s € [0,1] ist
p(t,s) == (L —s)r(t) + si(t) > 0, und wir setzen 7(t,s) = (1 — s)0(t) + s0(t). Wegen
0(b) = 0(a) + 2kw und A(b) = A(a) + 2kn folgt nun 7(b,s) = 7(a,s) + 2kx fiir alle
s € [0,1]. Definieren wir nun H(t,s) := (p(t, s) cos(7(t, s)), p(t, s) sin(7(t, s))), dann ist
offensichtlich H(t,0) = ¢(t), H(t,1) = ¢é(t) und wegen 7(b,s) = 7(a, s) + 2kn erhalten
wir H(a,s) = H(b,s) fur alle s € [0, 1], also ist H eine Homotopie von ¢ nach ¢. O

Die gleichméfBige Stetigkeit von H liefert Unterteilungen a = to < t; < --- <

BEMERKUNG 1.12. (1) Sind ¢,¢ : [a,b] — R?\ {0} glatte geschlossene Kurven,
sodass wp(c) = wy(¢) gilt, dann ist die im Beweis des Satzes konstruierte Homotopie
H : [a,b]x[0,1] — R*\{0} von ¢ nach ¢ offensichtlich eine glatte Funktion. Insbesondere
folgt aus dem Satz, dass zwei glatte Kurven genau dann stetig homotop sind, wenn sie
glatt homotop sind.

(2) Zusammen mit unseren Beispielen von vorher folgt aus dem Satz sofort, dass jede
stetige geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — R?\ {0} homotop zu genau einer der Kurven
cx(t) == (cos(2kmi=2),sin(2km=2)) (k € Z) ist.

(3) Aus dem Satz kénnen wir auch leicht eine weitere wichtige Eigenschaft der Win-
dungszahl ablesen: Sei ¢ : [a, b] — R? eine geschlossene Kurve und sei z € R?\¢([a, b]). Da
c([a, b]) C R? kompakt ist, gibt es eine Zahl € > 0, sodass die Kugel B.(z) leeren Schnitt
mit ¢([a, b]) hat. Fur 2/ € B.(z) betrachten wir nun die Funktion H : [a,b] x [0,1] —
R?\ {0} die gegeben ist durch H(t,s) = c(t)—z+s(z—2'). Klarerweise ist das eine Homo-
topie von c—z nach c—2’; also folgt w,(¢) = w,/(c). Damit ist die Windungszahl konstant
auf B.(z). Das impliziert aber, dass die Windungszahl konstant auf jeder Zusammen-
hangskomponente von R? \ ¢([a, b]) ist.

(4) Der Vollsténdigkeit halber notieren wir den folgenden (relativ schwierigen) Satz der
algebraischen Topologie:

SATZ 1.12 (Jordan’scher Kurvensatz). Sei ¢ : [a,b] — R? eine einfach geschlossene
Kurve. Dann besteht R* \ c([a,b]) aus genau zwei Zusammenhangskomponenten und
c([a,b]) ist der Rand jeder der beiden Komponenten. Liegt z in der inneren (beschrdnk-
ten) Zusammenhangskomponente, so ist w,(c) = £1, fir z in der duferen (unbeschrink-
ten) Komponente ist w,(c) = 0.

1.13. Umlaufzahl und Isotopie. Wihrend die Windungszahl eher mit stetigen
Kurven zu tun hat, kommen wir nun zu differenzierbaren Kurven zuriick. Ist ndmlich
¢ : [a,b] — R? eine regulir parametrisierte glatte Kurve (wobei wir annehmen, dass
c®)(a) = c®)(b) fiir alle k € N gilt), dann ist insbesondere ¢ : [a,b] — R?\ {0} eine
geschlossene Kurve. Damit kénnen wir die Umlaufzahl U(c) von ¢ durch U(c) = wq(c') €
Z definieren.
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Sei ¢ : [a,b] — R? eine regulir parametrisierte geschlossene glatte Kurve und
¢ @ [d,b] — [a,b] ein orientierungstreuer Diffeomorphismus, fiir den wir ebenfalls
#*)(a) = ¢®(b) fiir alle k > 1 annehmen. Dann ist (c o ¢)'(t) = /(o(t))@'(t), wobei
¢'(t) > 0 fiir alle t € [da/, V] gilt. Damit ist aber H(t,s) = ¢(¢(t))(1 + s(¢'(t) — 1))
eine Homotopie von ¢’ o ¢ nach (c o ¢)’, und wir erhalten U(c o ¢) = wo((co ¢)) =
wo(c op) = wy(c) = U(c). Somit ist die Umlaufzahl invariant unter orientierungstreuen
Reparametrisierungen. Analog zeigt man, dass bei einer orientierungsvertauschenden
Reparametrisierung die Umlaufzahl das Vorzeichen wechselt.

Fiir den k mal durchlaufenen Kreis ¢ : [0, 2k7] — R?, ¢(t) = (cos(t), sin(¢)) erhalten
wir d(t) = (—sin(t), cos(t)), also einfach die um 7/2 verschobene Kurve, und damit
U(c) = k. Analog erhélt man Kurven mit U(c) = —k fiir £ € N. Auch in den folgenden
Beispielen kann man die Umlaufzahl leicht direkt ablesen:

(>0

<
U(c)=0 <

DEFINITION 1.13. Seien ¢, ¢ : [a, b] — R? reguliir parametrisierte geschlossene glatte
Kurven. Eine Isotopie von ¢ nach ¢ ist eine glatte Funktion H : [a, b]x [0, 1] — R?, sodass
H(t,0) = c(t), H(t,1) = &), H(a,s) = H(b,s), sowie ZL(t,s) # 0 fiir alle ¢ € [a, D]
und s € [0, 1] gilt. Die Kurven ¢ und ¢ heiflen isotop, falls es eine Isotopie von ¢ nach ¢
gibt.

Nach Definition ist eine Isotopie zwischen zwei Kurven eine spezielle Homotopie.
Betrachtet man eine Homotopie H als stetige Deformation geschlossener Kurven (indem
man c4(t) = H(t,s) setzt), dann ist die zusétzliche Bedingung an eine Isotopie einfach,
dass jede der Zwischenkurven c; : [a, b] — R? regulér ist.

Seien ¢, ¢ : [a,b] — R? regulér parametrisierte glatte Kurven und sei H eine Isotopie
von ¢ nach ¢ Dann ist 92 : [a,b] x [0,1] — R?\ {0} eine Homotopie zwischen ¢ und
d, also gilt U(c) = wo(c) = wo(¢) = U(E). Somit haben isotope Kurven die selbe
Umlaufzahl.

Aus diesem Resultat konnen wir sofort ablesen, dass die (sehr dhnlich aussehen-
den) Konzepte “Homotopie” und “Isotopie” wesentlich voneinander verschieden sind.
Betrachten wir etwa die Achterschleife aus der letzten Abbildung, die wir so platzieren,
dass der Nullpunkt in der rechten Schlaufe liegt. Durchlauft man die Kurve einmal (ganz
rechts nach oben beginnend), dann ist die Windungszahl um Null offensichtlich gleich 1,
also ist die Kurve homotop zu einem Kreis, der einmal gegen den Uhrzeigersinn um Null
lduft. Dieser Kreis hat aber Umlaufzahl Eins, wihrend die Achterschleife Umlaufzahl
Null hat, also kénnen die beiden Kurven nicht isotop sein. (Das ist auch geometrisch
ganz einsichtig, weil man fiir eine Homotopie die zweite Schleife zusammenziehen muss,
was nicht regulér geht.)

Der sogenannte Satz von Whitney—Graustein liefert die Umkehrung der obigen Be-
hauptung, also dass Kurven mit gleicher Umlaufzahl isotop sind. Der Beweis dieses
Resultats ist schwieriger und wir skizzieren ihn hier nur:

SATZ 1.13. Zwei regulir parametrisierte geschlossene glatte Kurven c,¢ : [a, b] — R?
sind genau dann isotop, wenn U(c) = U(¢) gilt.
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BEWEISSKIZZE. Sei zuniichst ¢ : [a, b] — R? eine reguléir parametrisierte geschlossene
glatte Kurve, L = L{(c) die Bogenldnge von ¢ und ¢ : [0,L] — [a,b] der orien-
tierungstreue Diffeomorphismus, sodass ¢ o ¢ nach der Bogenlinge parametrisiert ist
(sieche . Definiere ¢; : [a,b] — R? durch ¢;(t) := 22%c(¢(L=2)). Offensichtlich ist ¢
eine glatte Kurve und man verifiziert leicht, dass ¢; geschlossen ist und ||} (¢)|| = 1 fiir
alle t gilt, also ¢; nach der Bogenlénge parametrisiert ist. Weiters zeigt man leicht, dass
H(t,s) == ((1 —s) + s2%)c((1 — s)t + sp(L=2)) eine Isotopie von ¢ nach ¢; definiert.
AuBlerdem zeigt man (siehe Ubungen), dass Isotopie eine Aquivalenzrelation ist. Damit
geniigt es zu zeigen, dass zwei nach der Bogenlénge parametrisierte geschlossene glatte
Kurven ¢, ¢ : [a,b] — R? isotop sind, falls U(c) = U(¢) ist.

Nun ist aber wy(d) = U(c) = U(¢) = wy(&), also wissen wir aus [1.12] dass es eine
glatte Homotopie H : [a,b] x [0,1] — R?\ {0} von ¢’ nach & gibt. Aus dem Beweis von
Satz folgt weiters, dass ||H(t,s)|| = 1 fiir alle t und s gilt. Nun wéhlen wir eine
glatte Kurve ¢ : [0,1] — R?, sodass ¢(0) = c(a) und ¢(1) = ¢(a) gilt, und definieren
Hy : [a,b] x [0,1] — R? durch

Hi(t,s) :—gb(s)—i-/atH(r,s)dr—t_a/ H(r,s)d

Dann ist fat H(r,0)dr = fat d(r)dr = ¢(t)—c(a), was insbesondere fiir ¢ = b verschwindet,
und daraus folgt sofort Hy(t,0) = ¢(t). Analog verifiziert man H (¢, 1) = ¢&(t). Weiters ist
leicht zu sehen, dass Hj(a,s) = H(b, s) fiir alle s € [0, 1] gilt. SchlieBlich ist 21 (¢, s) =

H(t,s)— bL I, ’ H(r, s)dr, und wir miissen nur noch zelgen dass dieser Ausdruck nie ver-
schwindet. Ist 21 (¢g, s) = 0, dann ist H (to, so) f H(r, so)dr. Wegen ||H(t, s)| =

1 fiir alle ¢ und s impliziert das 1 = ;|| fa H(r, so)drH = ﬂfa | H (r, s0)||dr. Daraus

schlieft man dann, dass H (¢, so) konstant in ¢ sein muss, und leitet daraus einen Wider-
spruch her. O

BEMERKUNG 1.13. (1) Mit diesem Satz sehen wir, dass jede regulére parametrisierte
geschlossene Kurve isotop zu einem k& Mal positiv oder negativ durchlaufenen Kreis oder
zu einer Achterschleife ist.

(2) Der sogenannte Umlaufsatz (H. Hopf, 1935) besagt, dass fiir eine einfach geschlossene
reguldr parametrisierte glatte Kurve ¢ entweder U(c) = 1 oder U(c) = —1 gelten muss.
Nach dem Satz von Whitney—Graustein ist also jede solche Kurve isotop zu einem Kreis.

1.14. Die totale Kriimmung. Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen
der Kriimmung und der Umlaufzahl herstellen. Nach den geleisteten Vorarbeiten ist der
Beweis dieser Tatsache ziemlich trivial, das sollte aber nicht davon ablenken, dass die
Aussage an sich ziemlich {iberraschend ist. Die Kriimmung ist ja ein lokales Konzept, und
bei isotopen Deformationen einer glatten Kurve &ndert sich die Kriitmmung lokal in véllig
beliebiger Weise. Intuitiv ist aber einsichtig, dass bei einer geschlossenen Kurve eine
Anderung der Kriimmung an einer Stelle an einer anderen Stelle wieder “gut gemacht”
werden muss. Genau diese Aussage konnen wir nun prézisieren.

DEFINITION 1.14. Sei ¢ : [a,b] — R? eine nach der Bogenlinge parametrisierte
geschlossene glatte Kurve mit Kriilmmung & : [a, b] — R. Dann definieren wir die totale

Kriimmung von c als fab k(t)dt € R.

PROPOSITION 1.14. Sei ¢ : [a,b] — R? eine nach der Bogenldnge parametrisierte
geschlossene glatte Kurve mit Krimmung k : [a,b] — R. Dann ist f t)dt = 27U (c).
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BEwEIS. Nach Voraussetzung ist ||c/(t)|| = 1 fiir alle ¢. Sei 6y so gewahlt, dass ¢/(a) =
(cos(6y),sin(fy)) gilt, und definiere 6 : [a,b] — R durch 6(t) := 6 + ftn(c(s), d(s))ds,
wobei 7 die glatte 1-Form aus bezeichnet. Nach Proposition ist d(t) =
(cos(6(t)),sin(6(t))) also erhalten wir 27U (c) = 2mwo(c’) = 6(b) — 6(a) = fab g’ (t)dt.
Andererseits wissen wir aber aus[L.11} dass '(t) = k. (t) fiir alle ¢ € [a, ] gilt. O

Mit diesem Resultat beenden wir das Studium ebener Kurven. die globale Theorie
dieser Kurven ist aber natiirlich viel reichhaltiger, und wir wollen hier noch kurz einige
Aspekte dieser Theorie erwéhnen:

Eine einfach geschlossene Kurve ¢ begrenzt nach dem Jordan’schen Kurvensatz eine
beschriinkte offene Teilmenge U C R?, und man kann Eigenschaften von ¢ mit Eigen-
schaften von U in Verbindung bringen. Ein interessantes Resultat ist die sogenannte
isoperimetrische Ungleichung, die besagt, dass L{(c)?* immer grofier gleich 47 mal der
Fléache von U ist, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn ¢ ein Kreis ist. Insbesondere
folgt daraus, dass unter allen geschlossenen glatten Kurven mit fixer Bogenlédnge genau
die Kreise die maximal moglich Flache begrenzen. Ein anderes interessantes Resultat
charakterisiert konvere Kurven ¢, d.h. Kurven fiir die U mit je zwei Punkten auch die
Verbindungsstrecke zwischen den beiden Punkten enthélt. Dies ist ndmlich genau dann
der Fall, wenn die Kriimmung von ¢ das Vorzeichen nicht wechselt. Fiir solche Kur-
ven sagt dann der sogenannte Vierscheitelsatz, dass sie mindestens vier Scheitel (also
Punkte mit lokal extremaler Kriimmung, siehe besitzen.



KAPITEL 2

Analysis auf Teilmannigfaltigkeiten

In den Grundvorlesungen iiber Analysis wird die Differentialrechnung auf offenen
Teilmengen von R™ entwickelt. Fiir viele Zwecke (nicht nur der Differentialgeometrie)
ist diese Sichtweise aber zu eng, und man muss die Methoden der Analysis auf allge-
meinere Teilmengen von R™ (oder noch allgemeinere Réume) ausdehnen. Wir werden
uns hauptsichlich auf geeignete Teilmengen (sogenannte Teilmannigfaltigkeiten) von
R™ beschrénken, aber auch den allgemeineren Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit-
en immer wieder erwihnen. Um die Begriffe verallgemeinern zu konnen, muss man sie
zunachst auf der Ebene der offenen Teilmengen klarer verstehen, was auch in diesem
Bild zu Vereinfachungen fiihrt.

Man sollte sich unbedingt bewusst machen, dass wir in diesem Kapitel keine Geome-
trie, sondern “nur” Analysis studieren. Die Begriffe, die wir in diesem Kapitel entwickeln,
sollen nicht von der Art abhédngen, wie unsere Teilmenge im R” sitzt, und auch nicht
von der Dimension n. Die Annahme, dass wir es mit einer Teilmenge von R™ zu tun
haben, erleichtert nur die Vorstellung und vereinfacht manche Begriffe. Die analytis-
chen Konzepte sind aber unabhéingig davon (was natiirlich im Begriff der abstrakten
Mannigfaltigkeit am besten zum Ausdruck kommt).

Teilmannigfaltigkeiten von R"

2.1. “Schone” Teilmengen von R". Zunéchst wollen wir einige Versionen von
“schonen” Teilmengen des R™ besprechen. Wir werden in Kiirze sehen, dass alle diese
Begriffe dquivalent sind. Ein wesentlicher Punkt an dieser Stelle ist, dass Differenzieren
ein lokales Konzept ist. Um zu sehen, ob eine Funktion differenzierbar ist und um ihre
Ableitungen zu berechnen, geniigt es ja, sie auf einer kleinen offenen Umgebung eines
Punktes zu kennen. Daher werden alle diese Begriffe lokaler Natur sein. Andererseits
soll das Bild einer schonen Teilmenge unter einem Diffeomorphismus (also einer glatten
bijektiven Funktion, deren inverse Funktion ebenfalls glatt ist) ebenfalls schon sein.
Tatséchlich ist die Invarianz unter Diffeomorphismen einer der wesentlichsten Punkte
in der Theorie der Mannigfaltigkeiten.

Das erste offensichtliche Beispiel einer schonen Teilmenge von R™ ist natiirlich R* C
R™, oder etwas allgemeiner ein k—dimensionaler Teilraum £ C R"™. Wendet man darauf
die Uberlegungen iiber Lokalitéit und Diffeomorphismeninvarianz an, so erhélt man den
Begriff der lokalen Trivialisierung:

DEFINITION 2.1. (1) Sei M C R" eine Teilmenge. Man sagt, M besitzt lokale k-
dimensionale Trivialisierungen, wenn es zu jedem Punkt x € M eine offene Teilmenge
U C R” mit z € U, einen Diffeomorphismus ¥ : U — V auf eine offene Teilmenge
V' C R™ und einen k—dimensionalen Teilraum E C R" gibt, sodass ¥ (M NU) =V NE
gilt.

Ein weiteres offensichtliches Beispiel einer schonen Teilmenge ist der Graph einer
glatten Funktion, also die Menge aller Punkte der Form (z, g(x)) fiir eine glatte Funktion
g :RF — R"* Es ist aber in diesem Bild nicht sehr natiirlich, gerade die letzten n — k
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Koordinaten als Funktionen der ersten £ Koordinaten auszudriicken. Natiirlicher ist es,
einen k-dimensionalen Teilraum £ C R™ und eine glatte Funktion ¢ : £ — E+ zu
betrachten. Lokalisiert man diesen Begriff, so erhélt man die folgende Definition:

DEFINITION 2.1. (2) Sei M C R" eine Teilmenge. Man sagt, M ist lokal ein k-
dimensionaler glatter Funktionsgraph, wenn es zu jedem Punkt z € M eine offene
Teilmenge U C R™ mit x € U, einen k-dimensionalen Teilraum F C R", eine of-
fene Teilmenge V' C E und eine glatte Funktion g : V — E* gibt, sodass M N U =

{y+g(y):yeV}gil.

Beim Studium von glatten Kurven haben wir mit reguldren Parametrisierungen
gearbeitet. Dieses Konzept besitzt eine offensichtliche Verallgemeinerung auf hohere
Dimensionen:

DEFINITION 2.1. (3) Sei M C R” ecine Teilmenge. Man sagt, M besitzt lokale k-
dimensionale Parametrisierungen, falls es zu jedem Punkt x € M offene Teilmengen
U CR" mit x € U und V C R* sowie eine glatte Funktion ¢ : V — U gibt, sodass ¢
einen Homéomorphismus von V' auf M NU definiert, und D¢(y) fiir alle y € V' injektiv
ist.

Die Bedingung, dass ¢ einen Homéomorphismus von V' auf M NU definiert impliziert
insbesondere, dass ¢ : V. — M N U bijektiv ist. Zusatzlich muss die inverse Funktion
o' MNU — V stetig sein, was nach Definition gerade bedeutet, dass es zu jeder
offenen Teilmenge W C V' eine offene Teilmenge W’ C R" gibt, sodass ¢p(W) = M NW’
gilt.

Der letzte Begriff von schonen Teilmengen, den wir betrachten moéchten, ist die
Beschreibung durch glatte Gleichungen. Wir wollen also Teilmengen der Form f~1(0)
fiir eine glatte Funktion f : R" — R * betrachten. Fiir allgemeines f erhilt man aber
sofort Probleme: Betrachten wir etwa die Funktion f : R? — R, die gegeben ist durch
f(z,y) = zy, dann ist ihre Nullstellenmenge gerade die Vereinigung der z—Achse und
der y—Achse, und das liefert Probleme im Nullpunkt. Andererseits ist die Ableitung von
f gegeben durch Df(z,y) = (y,z), also ist der Nullpunkt die einzige Stelle, in der die
Ableitung von f verschwindet, also nicht surjektiv ist. Vermeidet man solche Punkte,
dann erh&lt man:

DEFINITION 2.1. (4) Sei M C R" eine Teilmenge. Man sagt, M ist lokal eine k-
dimensionale requldre Nullstellenmenge, wenn es zu jedem Punkt x € M eine offene
Teilmenge U C R™ mit € U und eine glatte Funktion f : U — R"* gibt, sodass
MNU={yeU: f(y) =0} gilt und fiur alle y € M N U die Ableitung Df(y) : R" —
R™* surjektiv ist.

BEISPIEL 2.1. Betrachten wir die Einheitssphire M := S" ! C R", die gegeben
ist als {x € R" : ||z|| = 1}. Dann koénnen wir M leicht auf jede der obigen Arten
beschreiben: Zunéchst ist nach Definition M = f~%(0), wobei f : R*\ {0} — R durch
f(z) := (x,z) — 1 gegeben ist. Offensichtlich ist f glatt, und nach ist Df(z)(y) =
2(z,y), also Df(z) : R" — R surjektiv fiir alle x € M. Somit ist M lokal eine reguldre
(n — 1)—dimensionale Nullstellenmenge.

Sei nun # € M und sei £ = x der Orthogonalraum zu z, der ja ein n — 1-
dimensionaler Teilraum von R" ist. Aufilerdem ist natiirlich B+ = Rx. Sei U C R"
definiert durch U = {y € R" : (z,y) > 0}, also der offene Halbraum, in dem z liegt. Setzt
man V = {z € E : ||z]| < 1} C E und definiert g : V — E* durch g(z) := /1 — ||2|?x,
dann erhélt man eine Darstellung von M als lokaler Funktionsgraph. Fiir eine lokale
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Parametrisierung von M kann man einfach ¢ : V' — M, ¢(z) = z++/1 — ||z||?x verwen-
den. Klarerweise ist ¢ eine Bijektion V' — M NU und fiir z € V und w € FE erhélt man
Do(2)(w) = w — —E2_z. was wegen (w,z) = 0 offensichtlich injektiv ist. Die inverse

Vi=l=0?

Funktion M NU — V zu ¢ ist gerade die Einschriankung der Orthogonalprojektion, also
ist : V. — M NU ein Homéomorphismus.

Um eine lokale Trivialisierung zu erhalten, gehen wir wie folgt vor: Ein Element y €
U kann man eindeutig langs der Geraden durch Null auf M, und dann orthogonal auf V'

projizieren. Diese Abbildung ist gegeben durch y +— - W:t) o 7wei Punkte gehen unter

Iyl Tyl
dieser Abbildung genau dann auf den selben Punkt von V', wenn sie auf einer Geraden
durch Null liegen. Damit kann man aber solche Punkte durch ihre Norm unterscheiden.

Das motiviert die Abbildung ¥ : U — V x {\z : A > —1}, die definiert ist durch
U(y) = (Hz—” - %x, ((y,y) — 1)x> Aus der Beschreibung folgt leicht, dass (z, Az) —
VAT 1(z + /1 = (2, 2)z) invers zu W ist. Offensichtlich sind beide Abbildungen glatt,

also ist ¥ : U — V x {Ax : A > —1} ein Diffeomorphismus von U auf eine offene
Teilmenge von R", und nach Konstruktion ist

U(MNU)=V x{0} =(Vx{\z:\>-1})nE*

2.2. Inverser und impliziter Funktionensatz. Um zu beweisen, dass alle Be-
dingungen aus an eine “schone” Teilmenge von R™ dquivalent sind, benotigen wir ein
zentrales Resultat aus der Analysis, den inversen Funktionensatz, und eine Folgerung da-
raus, den impliziten Funktionensatz. Ein Beweis des inversen Funktionensatzes wiirde
den Rahmen dieser Vorlesung sprengen, wir geben aber einen Beweis des impliziten
Funktionensatzes.

SATZ 2.2 (Inverser Funktionensatz). Sei U C R" eine offene Teilmenge, x € U ein
Punkt und f : U — R" eine glatte Funktion. Falls die Ableitung Df(x) : R* — R”
bijektiv ist, dann gibt es eine offene Umgebungen V von x und W wvon f(x), sodass
f(V) =W gilt und die Finschrinkung f|y : V — W ein Diffeomorphismus ist.

Der implizite Funktionensatz sagt im Wesentlichen, dass reguldre glatte Gleichungen
lokal glatte Losungen besitzen. Betrachten wir eine glatte Funktion f von einer offenen
Teilmenge U C R™ nach R"*. Nehmen wir an, dass £ C R" ein k-dimensionaler
Teilraum mit orthogonalem Komplement E+ ist. Fiir einen Punkt x € U gibt es dann
eindeutige Elemente a € E und b € E+, sodass ¥ = a + b gilt. Die Ableitung D f(z)
ist eine lineare Abbildung R” — R"* und wir definieren D;f(z) : E — R"* und
Dyf(z) : B+ — R"* als die Einschrinkungen von D f(z) auf E bzw. E+.

KOROLLAR 2.2 (Impliziter Funktionensatz). Sei U C R" offen, f : U — R"°*
eine glatte Funktion und E C R™ ein k-dimensionaler Teilraum mit orthogonalem
Komplement E+. Sei x € U ein Punkt mit f(x) = 0, und x = a + b die eindeutige
Zerlegung mit a € E und b € E*+. Dann gilt: Falls Dof(x) : E+ — R ein Isomor-
phismus ist, dann gibt es offene Umgebungen V von a in E und W von b in E*, sodass
{v4+w:veViwe W} CU und eine glatte Funktion ¢ -V — W, sodass fir v € V
das Paar v+ ¢(v) die eindeutige Losung von f(v+w) =0 mit w € W ist.

BEWEIS. Definiere F : R — ExR"* durch F(z,+x2) := (21, f(x1,20)) fiir 2, € E
und 7, € E+. Die Ableitung DF(x) ist eine lineare Abbildung E® E+ — E x R"*_ die
fiir v € F und w € E+ offensichtlich durch DF(z)(v+w) = (v, Dy f(x)(v)+ Do f (z)(w))
gegeben ist. Nach Voraussetzung ist Dof(z) : EX — R"* surjektiv, also ist DF(z)
surjektiv, also aus Dimensionsgriinden ein linearer Isomorphismus. Nach dem inversen
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Funktionensatz finden wir offene Umgebungen V c U von z und W von F(z) = (a,0)
und eine glatte Funktion ® : W — V, die invers zu F ist. Ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass V = V; x W fiir offene Umgebungen V; von
a und W von b ist. Setzt man nun V := {v € E : (v,0) € W}, dann ist V eine offene
Umgebung von a und wegen F(v+w) = (v, f(v,w)) ist V C V. Nach Konstruktion muss
®(v,w) = v + (v, w) fiir eine glatte Funktion ® : W — E* gelten, und wir definieren
¢ :V — W durch ¢(v) := ®(v,0). Fiirv € Vund w € Wist v+w € V und f(v+w) = 0
ist dquivalent zu F'(v + w) = (v,0) und damit zu v +w = ®(v,0) = v + ¢(v). O

Der implizite Funktionensatz sagt also gerade, dass unter der Bedingung, dass D, f(z)
ein Isomorphismus ist, die implizite Gleichung f(v + w) = 0 lokal um = dquivalent zur
expliziten Gleichung w = ¢(v) fiir eine glatte Funktion ¢ ist.

2.3. Teilmannigfaltigkeiten von R”. Mit Hilfe der beiden grundlegenden Resul-
tate aus konnen wir nun beweisen, dass alle Bedingungen an “schone Teilmengen”
von R"™ aus [2.1] Aquivalent sind.

SATZ 2.3. Sei M C R™ eine Teilmenge. Dann sind dquivalent:
(1) M besitzt lokale k—dimensionale Trivialisierungen.
(2) M st lokal ein k—dimensionaler glatter Funktionsgraph.
(8) M besitzt lokale k—dimensionale Parametrisierungen.
(4) M st lokal eine k—dimensionale requlire Nullstellenmenge.

BEWEIS. (1) = (4): Sei z € M ein Punkt, U eine offene Umgebung von = in R™
und ¥ : U — V C R ein Diffeomorphismus, sodass ¥(M NU) = V N E fiir einen
k-dimensionalen Teilraum E C R” gilt. Definiere f : U — R"* durch f = 7o ¥, wobei
7 : R® — E+ die Orthogonalprojektion ist. Dann ist f offensichtlich glatt und nach
Konstruktion ist M NU = f~1({0}). Nach der Kettenregel ist Df(y) = Dr(¥(y)) o
DV (y) fir alle y € M NU. Da 7 linear ist, ist Dr(¥(y)) = 7 und damit insbesondere
surjektiv, und weil ¥ ein Diffeomorphismus ist, ist DW(y) ein linearer Isomorphismus.
Damit ist D f(y) surjektiv, also M lokal regulédre Nullstellenmenge.

(4) = (2): Sei * € M ein Punkt, U C R" offen mit z € U und f : U — R"* glatt,
sodass M NU = f71({0}) und Df(y) : R* — R** surjektiv fiir alle y € M N U.
Dann ist E := Ker(Df(z)) ein k—dimensionaler Teilraum von R", also das orthog-
onale Komplement E1 ein (n — k)-dimensionaler Teilraum von R". Nach Konstruk-
tion ist Df(z)|zr : E+ — R"* injektiv, also aus Dimensionsgriinden ein linear-
er Isomorphismus. Sind also a € E und b € E* die eindeutigen Elemente, sodass
r = a + b gilt, dann gibt es nach dem impliziten Funktionensatz Umgebungen V'
von a in £ und W von b in E+ und eine glatte Funktion ¢ : V — W, sodass
MNVxW)=frY{opnNVxW ={v+g):v € V} und damit erhalten wir
eine Darstellung von M als lokaler glatter Funktionsgraph.

(2) = (3): Sei & € M ein Punkt, U C R” offen mit z € U, E C R" ein k—dimensionaler
Teilraum, a € E und b € E* die eindeutigen Elemente, sodass x = a + b gilt, V eine
offene Umgebung von a in F und g : V — E* glatt, sodass MNU = {v+g(v) :v € V}.
Dann definiere ¢ : V' — R" durch ¢(v) := v + g(v). Offensichtlich ist ¢ eine glatte
Funktion und eine Bijektion von V auf M N U. Auflerdem ist die Einschrinkung der
Orthogonalprojektion R™ — E auf M NU eine stetige Inverse zu ¢, also ¢ : V. — M NU
ein Homéomorphismus. Schlielich ist D¢(v)(w) = w + Dg(v)(w), und wegen w € FE
und Dg(v)(w) € E+ ist Dg(v) injektiv. Somit erhalten wir eine lokale Parametrisierung
von M.
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(3) = (1): Sei * € M ein Punkt, U C R" offen mit z € U, V C R* offen und
¢ : V — U eine lokale Parametrisierung von M. Nehmen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit an, dass 0 € V und ¢(0) = z gilt. Dann ist das Bild Im(D¢(0)) =: E
ein k-dimensionaler Teilraum von R", und wir bezeichnen mit £+ das orthogonale
Komplement. Definiere nun ® : V x E+ — R" durch ®(v,w) := ¢(v) + w. Dann ist
®(0,0) = 2 und DP(0,0)(v,w) = Dp(0)(v) + w. Nach Konstruktion ist D¢(0)(v) € E
und w € E*, also impliziert D®(0,0)(v, w) = 0 automatisch D$(0)(v) = 0 und w = 0.
Nach Voraussetzung ist aber D¢(0) injektiv, also ist auch D®(0,0) injektiv, also aus
Dimensionsgriinden ein linearer Isomorphismus.

Nach dem inversen Funktionensatz finden wir offene Nullumgebungen V; in V' und V5,
in £+ und eine offene Umgebung W von z, sodass ® : V; xV, — W ein Diffeomorphismus
ist. Da ¢ : V — M N U ein Homdomorphismus ist, finden wir eine offene Teilmenge W
von R™, sodass ¢(V;) = M NW gilt. Betrachte nun die offene Teilmenge U := UNWNW
in R". N ach Konstruktion definiert ¥ := ®~!|; einen Diffeomorphismus auf die offene
Teilmenge V := W(U) C V x EL CR™ Firy € MNU ist y € WN M = ¢(Vy), also
gibt es einen Punkt v € V}, sodass y = ¢(v) ist. AuBlerdem ist y € W, also ist ¢(v) +
die einzige Darstellung von y in der Form ¢(v') + w fiir v" € V; und w € V3, und damit
ist W(y) = (v,0). Liegt umgekehrt (v,0) in V, dann ist ®(v,0) = ¢(v) in U, also sogar
in U N M. Somit ist U(M NU) =V NE, also ¥ eine lokale Trivialisierung. 0J

DEFINITION 2.3. Eine k—dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R™ ist eine Teil-
menge M C R", die die dquivalenten Bedingungen des Satzes erfiillt.

BEMERKUNG 2.3. (1) Um eine Teilmenge M C R™ als k—dimensionale Teilmannig-
faltigkeit zu identifizieren geniigt es natiirlich, eine der im Satz angegebenen Bedingun-
gen zu verifizieren. Man sollte auch bedenken, dass es geniigt, die Bedingungen jeweils
fiir eine Familie von Teilmengen U; C R™ zu verifizieren, sodass M = U(M N U;) gilt.
(2) Als Teilmenge von R™ erbt jede k—dimensionale Teilmannigfaltigkeit eine Topologie:
Eine Teilmenge U C M ist genau dann offen, wenn sie von der Form M N U fiir eine
offene Teilmenge U von R™ ist.

BEISPIEL 2.3. (1) Ist U C R" eine offene Teilmenge, dann ist U eine n—dimensionale
Teilmannigfaltigkeit von R", weil die Identitédtsabbildung id : U — U eine Parame-
trisierung liefert. Damit enthélt die Analysis auf Teilmannigfaltigkeiten die aus den
Grundvorlesungen bekannte Analysis auf offenen Teilmengen von R™ als Spezialfall.
Allgemeiner ist jede offene Teilmenge U einer Teilmannigfaltigkeit M selbst eine Teil-
mannigfaltigkeit. Um das zu sehen, kann man etwa lokale Parametrisierungen fiir M zu
lokalen Parametrisierungen fiir U einschréanken.

Betrachten wir etwa den Raum M, (R) der reellen n x n-Matrizen als R”, dann
ist die Determinantenfunktion det : R" — R stetig, also GL(n,R) := {4 € M,(R) :
det(A) # 0} eine offene Teilmenge von R™ | also eine Teilmannigfaltigkeit. Weil det(A)
genau dann ungleich Null ist, wenn die Spaltenvektoren von A eine Basis von R" bilden,
haben wir damit die Menge aller Basen von R” zu einer Teilmannigfaltigkeit gemacht.
(2) Aus Beispiel wissen wir, dass die Sphire S"~! eine (n — 1)-dimensionale Teil-
mannigfaltigkeit von R™ ist. Analog sieht man leicht, dass fiir beliebige positive reelle
Zahlen ay, ..., a, die Funktion f: R™\ {0} — R,

wy _ (@) (zP)?  (aPt1)? (")
f(a:l,...,iﬁ)ZT‘f"“‘f‘ " _ a2 . —
1 p p+1
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regulér ist. Damit sieht man, dass Ellipsoide und ein— und zweischalige Hyperboloide
sowie ihre hoherdimensionalen Analoga n — 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeiten von
R"™ sind.

(3) Das (offene) Mobiusband. Betrachte die Teilmenge M C R3,

M = {(2cos(t) + scos(t/2),2sin(t) + scos(t/2),ssin(t/2)) : t e R, s € (—=1,1)}.

Fiir t € (a,b) mit b — a < 27 definiert die angegebene Formel eine injektive Abbildung
¢ : (a,b)x(—1,1) — M, und man verifiziert leicht (siche Ubungen), dass dies eine lokale
Parametrisierung von M liefert. Das Mobiusband hat nur eine Seite und ist damit das
einfachste Beispiel einer nicht orientierbaren Mannigfaltigkeit, siehe |4.5]
(4) Produkte: Ist M C R" eine k—dimensionale und N C R™ eine ¢{~dimensionale Teil-
mannigfaltigkeit, dann ist M x N C R"*™ eine k + (—dimensionale Teilmannigfaltigkeit.
Ist ndmlich (z,y) € M x N, ¥, : Uy — V] eine lokale Trivialisierung von M um z und
U, : Uy — V5 eine lokale Trivialisierung von N um y, dann ist ¥ : U; x Uy — Vi X V5,
U(a,b) = (Vy(a), Us(b)) eine lokale Trivialisierung von M x N um (x,y).
(5) Betrachten wir GL(n,R) C R" wie in Beispiel (1) und die (offensichtlich glatte)
Funktion A — det(A) — 1. Die Richtungsableitung dieser Funktion im Punkt A in
Richtung A ist gegeben durch £4|o(det(A+tA)—1) = L|o((14¢)" det(A)—1) = ndet(A).
Damit ist aber SL(n,R) := {4 € M,(R) : det(A) = 1} eine Teilmannigfaltigkeit in R"”
der Dimension n? — 1.

Analog kénnen wir auf GL(n,R) die Funktion f(A) := AA" — I betrachten, wobei
I die Einheitsmatrix bezeichnet. Offensichtlich ist f(A)* = f(A), also konnen wir f
als Funktion in den Vektorraum M»™(R) der symmetrischen reellen n x n—Matrizen
betrachten. Durch Anordnen der Eintragungen iiber der Hauptdiagonale identifizieren
wir M®™™(R) mit R*"+1/2_ Da die Abbildung (A4, B) — AB! bilinear ist, folgt aus
sofort, dass Df(A)(B) = AB'+ BA" gilt. Ist nun S eine beliebige symmetrische Matrix,
also S = S und A orthogonal, also A® = A~! und damit f(A) = 0, dann setze B :=
+SA. Dann ist Df(A)(B) = $(AA'S' + SAA") = 1(S'+ S) = S, also Df(A) surjektiv.
Somit ist der Raum O(n) aller orthogonalen n x n—Matrizen eine Teilmannigfaltigkeit
der Dimension n(n — 1)/2 von R”. In Termen von Basen bedeutet das gerade, dass
wir die Menge aller Orthonormalbasen von R™ zu einer Teilmannigfaltigkeit gemacht
haben.

Glatte Funktionen

2.4. Wir kénnen nun (ohne zu wissen, wie man Funktionen auf Teilmannigfaltigkei-
ten differenziert) definieren, was eine glatte Funktion zwischen Teilmannigfaltigkeiten
ist. Eine offensichtliche Idee ist es, glatte Funktionen auf einer Teilmannigfaltigkeit
einfach als Einschrinkungen von glatten Funktionen auf dem umgebenden Raum zu
definieren. Zieht man noch die Uberlegungen zur Lokalitiit aus in Betracht, dann
erhélt man:

DEFINITION 2.4. Sei M C R" eine k—dimensionale Teilmannigfaltigkeit.

(1) Eine Funktion f : M — R™ heifit glatt oder C*°, wenn es fiir jeden Punkt z € M
eine offene Teilmenge U C R™ mit x € U und eine glatte Funktion f:U—>R™ gibt,
sodass f(y) = f(y) fiir alley € M N U gilt.

(2) Ist N C R™ eine (—dimensionale Teilmannigfaltigkeit, dann heifit eine Funktion
f: M — N glatt, wenn f glatt als Funktion M — R™ ist. (Man beachte, dass dafiir die
Funktion f aus (1) nicht Werte in N haben muss.) Die Menge aller glatten Funktion
f: M — N wird mit C*°(M, N) bezeichnet.
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(3) Ein Diffeomorphismus von M nach N ist eine glatte bijektive Funktion f : M — N,
sodass auch die inverse Funktion f=!: N — M glatt ist. M und N heiBen diffeomorph,
falls es einen Diffeomorphismus f : M — N gibt.

(4) Ein lokaler Diffeomorphismus ist eine glatte Funktion f : M — N, sodass fiir jeden
Punkt = € M offene Umgebungen U von z in M und V von f(z) in N existieren, sodass
flv : U — V ein Diffeomorphismus ist.

BEISPIEL 2.4. (1) Betrachten wir den Raum M, (R) der reellen n x n—Matrizen
wieder als R”, und die Matrizenmultiplikation g : M,(R) x M,(R) — M,(R). Fiir
A = (a;j) und B = (b;;) ist die 7, j-Komponente von AB gegeben durch Y, aipbg;,
also offensichtlich eine glatte Funktion in den Koordinaten a;; und b;;. Schrinken wir
auf die offenen Teilmenge GL(n,R) ein, so erhalten wir (weil das Produkt invertier-
barer Matrizen wieder invertierbar ist) die Matrizenmultiplikation als glatte Abbil-
dung GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R). Die Teilmannigfaltigkeiten SL(n,R) und O(n)
aus Beispiel (5) von sind ebenfalls abgeschlossen unter der Matrizenmultiplika-
tion. Nun ist aber GL(n,R) x GL(n,R) eine offene Teilmenge von R***, die sowohl
SL(n,R) x SL(n,R), als auch O(n) x O(n) enthilt. Damit sehen wir, dass die Ma-
trizenmultiplikation glatte Abbildungen p : SL(n,R) x SL(n,R) — SL(n,R) und
w:O(n)xO0(n) — O(n) definiert. Dies macht GL(n,R), SL(n,R) und O(n) zu Beispie-
len von Lie Gruppen, also glatten Mannigfaltigkeiten mit einer glatten Gruppenstruktur.
Lie Gruppen spielen in weiten Teilen der Mathematik (und der theoretischen Physik)
eine bedeutende Rolle als Symmetriegruppen.

(2) Die Funktion p : Rog x R — R2\ {0}, p(r,0) = (rcos(),rsin(f)) aus ist ein
lokaler Diffeomorphismus, aber kein Diffeomorphismus.

Um den Begriff der glatten Funktion besser zu verstehen, fithren wir die Begriffe
von Karten und lokalen Koordinaten auf Teilmannigfaltigkeiten ein. Das ebnet auch
den Weg zur Definition von abstrakten Mannigfaltigkeiten.

DEFINITION 2.4. Sei M C R" eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit. Eine Karte
(U,u) fiir M ist ein Diffeomorphismus u von einer offenen Teilmenge U C M auf eine
offene Teilmenge V = u(U) von R*.

Sei nun u : U — V eine Karte fiir die Teilmannigfaltigkeit M C R™. Da u Werte in
R* hat, kénnen wir u(x) = (u!(x),...,u"(z)) schreiben, und die Koordinatenfunktionen
u' : U — R sind offensichtlich glatt fiir i = 1,. .., k. Diese Funktionen heiflen die lokalen
Koordinaten zur Karte (U, u) auf M. Das folgende Lemma zeigt, wie man Karten finden
kann.

LEMMA 2.4. Sei M C R" eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit und UcR"
offen, ¢ : V. — U eine lokale Parametrisierung fir M, und setze U := M NU. Dann ist
(U,¢': U — V) eine Karte fiir M.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist ¢ bijektiv und glatt als Funktion V' — R", also
ist ¢ glatt als Funktion V' — U. Damit miissen wir nur noch zeigen, dass ¢~ : U — V
ebenfalls glatt ist. Nach Teil (3) = (1) des Beweises von Satz [2.3| finden wir aber fiir
x € U einen Teilraum E~ sowie offene Umgebungen W von (¢~1(x),0) in V x E+ und
W von z, sodass ®(y, w) := ¢(y) + w ein Diffeomorphismus W — W ist. Damit kénnen
wir aber ¢! : W N M — R* als pr, o &1 schreiben, wobei pry : V x EX — V die erste
Projektion bezeichnet. Damit ist aber ¢! glatt, und die Behauptung folgt. [

Ist umgekehrt (U,u : U — u(U)) eine Karte fiir die Teilmannigfaltigkeit M, dann ist
u(U) C R* offen. Withlen wir eine offene Teilmenge U C R", sodass U = UNM gilt und
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betrachten die Funktion v~ : u(U) — U C R". Da u ein Diffeomorphismus ist ist diese
Abbildung ein Homéomorphismus, glatt und die Ableitung in jedem Punkt y € u(U)
ist injektiv. Damit ist u~! ein lokale Parametrisierung, und Karten entsprechen genau
den Inversen von lokalen Parametrisierungen.

Sei nun f : M — N eine stetige Funktion zwischen zwei Teilmannigfaltigkeiten,
x € M ein Punkt (U, u) eine Karte fir M mit x € U und (V,v) eine Karte fiir NV mit
f(x) in V. Dann ist f~1(V) offen in M, also u(U N f~4(V)) = W offen in R* und
wir betrachten die Funktion vo fowu™' : W — v(V). Nach Konstruktion bildet diese
Funktion die offene Teilmenge W C RF in die offene Teilmenge v(V) C Rf ab. Sind
(fY, ..., f% die Komponenten von f, (u!,...,u*) die lokalen Koordinaten zu (U, u) auf
M und (v, ..., v") die lokalen Koordinaten zu (V,v) auf N, dann gilt nach Definition
gerade v(f(x)) = fi(u(z),...,uf(x)), oder kurz v o f = fi(u',...,u*). Das Tupel
(fY, ..., f% heiit die lokale Koordinatendarstellung von f beziiglich der beiden Karten.

SATZ 2.4. Sei M C R" eine k—-dimensionale und N C R™ eine {—dimensionale
Teilmannigfaltigkeit. Fiir eine Funktion f: M — N sind dquivalent
(1) f ist glatt.
(2) f ist stetig und fiir jeden Punkt z € M gibt es eine Karte (U, u) fiir M mitx € U und
eine Karte (V,v) fir N mit f(x) € V, sodass die Funktion vo fou™' : u(f~1(V)NU) —
v(V) glatt ist.
(3) f ist stetig und fiir jeden Punkt x € M, jede Karte (U,u) fir M mit x € U und jede
Karte (V,v) fir N mit f(z) €V, istvo fou ' :u(f~H(V)NU) — v(V) glatt.
(4) f ist stetig und hat fir geeignete Karten glatte lokale Koordinatendarstellungen.
(5) f ist stetig und hat fir beliebige Karten glatte lokale Koordinatendarstellungen.

Beweis. Offensichtlich gilt (2) <= (4) und (3) <= (5) sowie (3) = (2). Anderer-
seits sind glatte Funktionen offensichtlich stetig und die Komposition glatter Funktionen
ist glatt, also folgt (1) = (3). Somit bleibt nur noch (2) = (1) zu zeigen. Nehmen
wir also an, dass (2) gilt, also vo fou™! glatt ist. Nach Voraussetzung ist u : U — u(U)
glatt, also finden wir eine offene Umgebung W von z in R” und eine glatte Funktion
i : W — R¥ sodass @i~y = u gilt. Nun ist W := @~ (u(U)) eine offene Umgebung
von x in R” und @ : W — u(U) glatt. Andererseits ist auch v=! : v(V) — V glatt, und
damit ist f:=v"'o (vofoul)you: W — V eine glatte Funktion. Fiir y € W N M ist
a(y) = u(y), also f(y) = f(y), und damit folgt die Behauptung. O

BEISPIEL 2.4. Betrachte das Mébiusband M aus Beispiel (3) von [2.3| und die Ein-
heitssphére S C R2. Definiere f : M — S durch

f(2cos(t) + scos(t/2),2sin(t) + scos(t/2), ssin(t/2)) = (cos(t), sin(t)),

also die Projektion auf den zentralen Kreis. W#hlt man eine Parametrisierung ¢ : (a, b) X
(=1,1) — M wie in Beispiel (3) von [2.3] und eine Parametrisierung fiir S* durch
¥ (a,b) — S, (t) = (cos(t),sin(t)), dann ist die entsprechende Funktion ¢y"'o fo¢ :
(a,b) x (—1,1) — (a,b) gerade die erste Projektion. Damit ist f : M — S! eine glatte
Funktion.

2.5. Abstrakte Mannigfaltigkeiten. Die Uberlegungen iiber Karten aus dem
letzten Abschnitt fithren direkt zum Begriff der abstrakten Mannigfaltigkeit. Im Prinzip
ist eine abstrakte Mannigfaltigkeit durch die Existenz von geeigneten Karten definiert.
Komplikationen ergeben sich dadurch, dass man einerseits um Pathologien zu vermeiden
die Topologie etwas einschrinken muss. Andererseits sollen alle Karten gleichberechtigt
sein, was die Definition ebenfalls etwas verkompliziert.
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DEFINITION 2.5. Sei M ein topologischer Raum.
(1) Eine Karte (U,u) auf M ist eine offene Teilmenge U C M zusammen mit einem
Homoomorphismus u : U — u(U) auf eine offene Teilmenge u(U) C RE.
(2) Zwei Karten (U,u) und (V,v) auf M heiBen vertrdglich, falls die Kartenwechselab-
bildungen vou™ i uw(UNV) = v(UNV)und uov= ' : v(UNV) — u(UNV) glatt sind.
(Da wir hier eine Funktion zwischen offenen Teilmengen von R* vor uns haben, macht
die Glattheit keine Probleme. Auflerdem sind die Karten automatisch vertréglich, falls
UNnV =0 gilt.)
(3) Ein Atlas auf M ist eine Familie {(U;,u;) : @ € I} von paarweise vertraglichen
Karten fiir M, sodass M = U, ;U; gilt.
(4) Zwei Atlanten auf M heiflen dquivalent, falls jede Karte des einen Atlas mit jeder
Karte des anderen Atlas vertraglich ist.
(5) Eine (abstrakte) glatte Mannigfaltigkeit ist ein separabler, metrisierbarer topologis-
cher Raum M zusammen mit einer Aquivalenzklasse von Atlanten auf M.

BEISPIEL 2.5. Der reelle projektive Raum RP™ ist definiert als die Menge aller
Geraden durch Null in R™*'. Man kann RP" als die Menge der Aquivalenzklassen der
Aquivalenzrelation z ~ y : <= 3\ € R\ {0} : y = Az auf R""\ {0} betrachten. Damit
erhéilt man eine natiirliche Abbildung 7 : R**\ {0} — RP", die jedem Punkt seine
Aquivalenzklasse zuordnet. In der Topologie lernt man, dass es eine eindeutige Topologie
auf RP" gibt, sodass eine Funktion f von RP™ in einen topologischen Raum X genau
dann stetig ist, wenn fom : R"™\ {0} — X stetig ist (die “Quotiententopologie”). Fiir
einen Punkt (z!,...,2"™) € R"™\ {0} schreibt man [z' : --- : 2""1] := 7(x) € RP"
(“homogene Koordinaten”).

Setzen wir nun U; := {[z! : .-+ : 2"™'] € RP™ : 2 # 0}, dann sieht man leicht,
dass U; C RP" offen ist, und klarerweise ist RP™ = U; U --- U U,41. Dann definieren

wir u; : U; — R durch u([z' : -+ : 2"T)) = (i—i,,%,x;—tl,,%) Offen-
sichtlich ist u; wohldefiniert und nach Konstruktion ist u; o : {z € R*™\ {0} : z* #
0} — R™ stetig, also auch u; stetig. Eine Inverse zu u; erhilt man durch (y',... y") —
n(yt, ...,y 1,y . y"), und das ist die Komposition von 7 mit einer stetigen Funk-
tion, also ebenfalls stetig, also ist u; : U; — R"™ ein Homéomorphismus.

Fir j # 4 ist w;(U; N U;) C R™ gerade die Menge aller jener Punkte, fiir die eine
Koordinate (und zwar die (j — 1)-te fiir ¢ < j und die j—te fiir i > j) # 0 ist. Be-
trachten wir nun fiir i < j die Kartenwechselabbildung u; o u; ' : w;(U; N U;) —
R", so ist diese wie folgt gegeben: Wir beginnen mit (y!,...,y"), wobei y/=! # 0

gilt. Mit u; ' bilden wir dieses Element auf [y! : --- : 1 : 1 : gy : --. : y"] ab.

Beachte, dass nun an der j—ten Stelle y/~! steht. Damit ist aber u; o ut(yh .y
1 i—1 i i—2 j n L. i

gegeben durch (Jf=, ..., &=, yjl,l, STh Z;*“ y;’il, .-y i) fiir j >4+ 1 und durch

(Z—i, c y;_il,%, y:;l, . Z—?), fir j = i + 1. In jedem Fall ist diese Abbildung offen-
sichtlich glatt auf {y € R" : y7~! # 0}. Analog verifiziert man, dass die Kartenwechse-
labbildung u; o u; ! fiir 4 > j glatt ist. Damit ist {(U;,u;) : i = 1,...,n + 1} ein Atlas
fiir RP™. Aus der Existenz dieses endlichen Atlasses schlieffit man leicht, dass RP"™ sep-
arabel und metrisierbar ist, und somit haben wir RP" zu einer glatten Mannigfaltigkeit

gemacht.

Auf einer gegebenen Mannigfaltigkeit M betrachtet man dann alle Karten der At-
lanten aus der Aquivalenzklasse und erhilt lokale Koordinaten und lokale Koordi-
natendarstellungen von Funktionen wie im Fall von Teilmannigfaltigkeiten. Fiir zwei
Mannigfaltigkeiten M und N definiert man dann eine Funktion f : M — N als
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glatt, wenn sie stetig ist, und es fiir jeden Punkt # € M eine Karte (U,u) fir M
mit x € U und eine Karte (V,v) fir N mit f(z) € V gibt, sodass die Funktion
vofoul:uUnf V) — v(V) (zwischen offenen Teilmengen von R* und RY)
glatt ist. Nach Satz liefert das fiir Teilmannigfaltigkeiten den Glattheitsbegriff, den
wir in definiert haben. Das Analogon von Satz gilt dann auch fiir abstrak-
te Mannigfaltigkeiten, d.h. glatte Funktionen haben in beliebigen Karten glatte lokale
Koordinatendarstellungen. Aus der Definition folgt sofort, dass fiir glatte Funktionen
f:M — Nund g: N — P auch die Komposition go f : M — P glatt ist, weil wir fiir
geeignete Karten wo (go f)ou ! als (wogov™)o(vo fou!) schreiben kénnen.

BEISPIEL 2.5. Betrachten wir die kanonische Abbildung 7 : R"*1\ {0} — RP"
aus dem Beispiel oben. Dann kénnen wir die Identitit als Karte auf R"*! \ {0} be-
trachten. Fiir die Karte (U;,u;) fiir RP™ aus dem obigen Beispiel ist #71(U;) = {z €
R™! : 2" # 0}, und die Komposition u; o 7 ist gerade die Abbildung (x!,... 2""1) —
("E1 CA A znjl) Da diese Funktion offensichtlich glatt ist, ist 7 eine glatte
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Funktion.

Betrachten wir nun die Einschrinkung von 7 auf die Sphire S®™ c R"*!, dann
ist m|gn : S™ — RP™ ebenfalls glatt, weil wir die Einschriankung als 7 o i schreiben
kénnen, wobei i : S™ — R™"! die (offensichtlich glatte) Inklusionsabbildung bezeichnet.
Nachdem jede Gerade durch 0 die Sphére S™ schneidet, sehen wir, dass 7|g» surjektiv
ist. Insbesondere folgt daraus, dass RP" kompakt ist.

Hat man den Begriff der glatten Funktion zwischen Mannigfaltigkeiten, dann hat
man auch den Begriff des Diffeomorphismus, und diffeomorphe Mannigfaltigkeiten sind
vom Standpunkt der Analysis ununterscheidbar. Mannigfaltigkeiten der Dimension eins
und zwei kann man vollstandig klassifizieren. Jede zusammenhéngende eindimensionale
Mannigfaltigkeit ist entweder zu R oder zu S diffeomorph. Fiir kompakte zweidimen-
sionale Mannigfaltigkeiten gibt es eine Klassifikation durch Orientierbarkeit und das
Geschlecht g. Die orientierbare Fliche vom Geschlecht g = 0 ist die Sphire S2. Fiir
Geschlecht ¢ = 1 erhélt man den Torus T2, den man auch so betrachten kann, dass
man einen “Henkel” an die Sphire S? klebt. Die Fliche vom Geschlecht ¢ erhiilt man
dann, indem man ¢ solche Henkel an S? klebt. Nicht orientierbare Flichen erhélt man,
indem man an die Projektive Ebene RP? endlich viele Henkel klebt (was aber etwas
schwerer vorzustellen ist). Diese nicht orientierbaren Flichen sind auch nicht als Teil-
mannigfaltigkeiten von R? (sondern nur von R*) darstellbar.

In einem gewissen Sinn liefert der abstrakte Mannigfaltigkeitsbegriff nicht wirklich
etwas Neues. Nach einem Satz von H. Whitney ist ndmlich jede k—dimensionale (abstrak-
te) glatte Mannigfaltigkeit diffeomorph zu einer Teilmannigfaltigkeit von R?*. Anderer-
seits ist fiir manche Beispiele, etwa fiir die projektiven Riume RP*, eine Darstellung als
Teilmenge eines R™ schwieriger zu konstruieren als ein Atlas, also sind solche Beispiele
als abstrakte Mannigfaltigkeiten leichter zu behandeln als als Teilmannigfaltigkeiten.

Andererseits gibt es auch eher seltsame Effekte. Auf manchen einfachen topologis-
chen Réaumen gibt es ndmlich nicht dquivalente Atlanten, sogenannte exotische differen-
zierbare Strukturen, etwa auf den Sphéren S™ fiir n > 7. Auf den Rdumen R™ fiir n # 4
gibt es nur eine Aquivalenzklasse von Atlanten (nimlich die iibliche), wihrend es auf
R?* {iberabzéhlbar viele verschiedene Aquivalenzklassen von Atlanten gibt.

2.6. Partitionen der Eins. Als Néchstes wollen wir zeigen, dass es auf einer Teil-
mannigfaltigkeit viele glatte reellwertige Funktionen gibt. Weil hinreichend kleine of-
fene Teilmengen so einer Teilmannigfaltigkeit diffeomorph zu offenen Teilmengen von
R* sind, gibt es immer viele lokal definierte glatte Funktionen. Mit Hilfe von Partitionen
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der Eins kann man solche Funktionen zu globalen glatten Funktionen ausdehnen, was
spéter auch technisch sehr wichtig sein wird.

DEFINITION 2.6. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit.
(1) Fiir eine glatte Funktion f : M — R™ ist der Trager supp(f) von f der Abschluss
der Menge {z € M : f(z) # 0}.
(2) Eine Partition der Fins auf M ist eine Familie {f; : i € I} von glatten reellwertigen
Funktionen f; : M — R, die folgendes erfiillt:

(i) Die Familie {supp(f;) : i € I} ist lokal endlich, d.h. fiir jeden Punkt x € M gibt
es eine offene Umgebung U von x in M die nur mit endlich vielen der Mengen
supp( fi) nichtleeren Schnitt hat.

(ii) Jede der Funktionen f; hat Werte in [0, 1].

(iii) Fiir jedes € M ist ) .., fi(x) = 1. Beachte, dass nach Bedingung (i) diese
Summe in Wirklichkeit endlich ist.
(3) Sei {U; : j € J} eine offene Uberdeckung von M, d.h. jedes U; ist eine offene
Teilmenge von M und M = Ujc;U;, und sei {f; : i € I} eine Partition der Eins auf M.
Dann sagt man, {f;} ist der Uberdeckung {U;} untergeordnet, falls es fiir jedes i € I
ein j € J gibt, sodass supp(f;) C U; gilt.

Um nicht allzu sehr mit topologischen Problemen kdmpfen zu miissen, beweisen wir
die Existenz von Partitionen der Eins nur fiir Teilmannigfaltigkeiten. Mit etwas mehr
(topologischem) Aufwand kann man den Fall abstrakter Mannigfaltigkeiten analog be-
handeln. Ein gewisses Mafi an topologischen Uberlegungen ist aber auch fiir Teilman-
nigfaltigkeiten nétig.

LEMMA 2.6. Sei M C R"™ eine Teilmannigfaltigkeit.

(1) Ist {f; : i € I} eine Menge glatter Funktionen f; : M — R, sodass die Fami-
lie {supp(fi) : i € I} lokal endlich ist, dann definiert f(x) = >, fi(x) eine glatte
Funktion f: M — R mit supp(f) C User supp(fi).

(2) Sei U C M eine offene Teilmenge und x € U ein Punkt. Dann gibt es eine glatte
Funktion f : M — R, sodass f(y) >0 fir alley € M, f(x) >0 und supp(f) C U gilt.
(3) Seid = {U; : i € I} eine offene Uberdeckung von M. Dann gibt es eine abzihlbare
Teiliiberdeckung, d.h. Mengen U;, € U fir k € N, sodass M = UpenUs, gilt. (“M st ein
Lindeldf-Raum”)

BEWEIS. (1) f(x) ist wohldefiniert, da fiir jedes * € M nur endlich viele f;(x)
ungleich Null sind. Ist x € M beliebig, dann gibt es nach Definition eine offene Teilmenge
U C M mit x € U, sodass U nur endlich viele der Menge supp(f;) schneidet. Sind
firs -+, fi, die entsprechenden Funktionen, dann ist f|y = fi,|v+- -+ fi, |v, und das ist
offensichtlich glatt, da alle f; glatt sind. Da Glattheit nach Definition ein lokales Konzept
ist, ist f glatt. Gilt « ¢ supp(f;) fiir alle ¢ € I, dann finden wir eine offene Umgebung
V von z, die nur endlich viele der Menge supp( f;) schneidet. Der Durschnitt von V' mit
den Komplementen dieser abgeschlossenen Mengen ist dann eine offene Umgebung von
x, die keine der Mengen supp( f;) schneidet. Damit ist U;c; supp(f;) abgeschlossen, und
somit nach Konstruktion supp(f) C U;essupp(f;).

(2) Sei p : R — R definiert durch p(t) = e=V/** fiir t > 0 und p(t) = 0 fiir t < 0. Wie
wir schon in bemerkt haben, ist p eine glatte Funktion. Auflerdem gilt offensichtlich
p(t) >0 fiir alle t € R und p(t) > 0 gilt genau dann, wenn ¢ > 0 gilt.

Da U C M offen ist, gibt es nach Definition eine offene Teilmenge U von R™, sodass
U= MnU gilt. Da U offen ist, gibt es eine reelle Zahl € > 0, sodass der 2e-Ball
Boo(z) = {y € R" : ||y — z|| < 2¢} in U enthalten ist. Nun definiere f : R” — R durch
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f(y) := p(e — (y — x,y — x)). Offensichtlich ist f glatt, f(y) > 0 fiir alle y € R” und
f(y) > 0 genau dann, wenn ||y —z|| < € gilt. Insbesondere ist also f(z) = p(¢?) > 0, und
supp(f) ist der abgeschlossene e-Ball um x, also supp(f) C U. Damit ist auch f := f|u
eine glatte Funktion und f(z) = f(z) > 0. Die Menge {y € M : ||y — z|| > €} ist offen,
enthalt M \ U und f ist darauf identisch Null. Damit ist aber supp(f) C U.

(3) Nach Definition gibt es fiir jede der Mengen U; eine offene Teilmenge U; von R”,
sodass U; = U; N M gilt. Fiir jeden Index i € I und jeden Punkt z € U; finden wir
eine reelle Zahl € > 0, sodass B.(z) C U; gilt. Sei nun r € Q mit 0 < r < ¢/2, dann
gibt es ein Element z € Q" C R", sodass ||z — z|| < r. Damit gilt aber z € B,(z) und
B,(z) C B.(z) C U,.

Somit kénnen wir fiir jedes 2 € I und jedes x € U, einen Ball mit Zentrum in Q" und
rationalem Radius wéhlen, der x enthélt und ganz in U, liegt. Da Q™ und Q abzéhlbar
sind, ist die Menge aller Bélle mit Zentrum in Q™ und rationalem Radius abzéhlbar,
also erhalten wir so nur abzdhlbar viele verschiedene Balle. Wahlen wir nun fiir jeden
dieser Bille eine Menge U; aus, in der er enthalten ist, dann erhalten wir abzihlbar
viele Mengen, deren Vereinigung nach Konstruktion gleich der Vereinigung aller Uy ist.

Damit bilden die Durchschnitte dieser Mengen mit M eine abzahlbare Teiliiberdeckung
von U. OJ

Satz 2.6. Sei M C R" eine Teilmannigfaltigeit und U = {U; : i € I} eine of-
fene Uberdeckung von M. Dann gibt es eine Partition der Eins {fn : n € N}, die der
Uberdeckung U untergeordnet ist.

BewEIS. Nach Teil (2) des Lemmas finden wir fiir jeden Index ¢ € I und jeden Punkt
z € U; eine glatte Funktion g¢;, : M — Ry, sodass g;,(x) > 0 und supp(¢;.) C U;
gilt. Setzen wir nun V; , := {y € M : g;.(y) > 0}, dann ist jedes V;, offen in M. Nach
Konstruktion ist © € V,, also ist {V;, : i € I,z € M} eine offene Uberdeckung von
M. Nach Teil (3) des Lemmas hat diese Uberdeckung eine abzihlbare Teiliiberdeckung,
also finden wir glatte Funktionen g, : M — Rx( fiir n € N, sodass die Mengen V,, :=
{y € M : g,(y) > 0} eine offene Uberdeckung von M bilden, und fiir jedes n € N gibt
es einen Index i € I, sodass V,, = supp(g,) C U; gilt.

Nun definiere W,, := {z € M : ¢g,(z) > 0,¢;(z) < 1/n Vi <n}und h, : M - R
durch h,(z) == gn(2)p(: —g1(2)) - p(£ = gn_1(z)), wobei p : R — R die glatte Funktion
aus dem Beweis von Teil (2) des Lemmas ist. Als Produkt von endlich vielen glatten
Funktionen ist h,, glatt, und da alle auftretenden Funktionen nichtnegative Werte haben,
hat auch h,, Werte in R>q. Auflerdem gilt nach Konstruktion h,(z) > 0 genau dann,
wenn ¢,(x) > 0 und g¢;(x) < 1/n fir alle i < n, also genau dann, wenn = € W,.
Insbesondere ist supp(h,) = W,.

Fiir einen beliebigen Punkt x € M gibt es ein n € N, sodass x € V,,, also g, (z)
gilt. Sei ny das minimale n mit dieser Eigenschaft, dann ist g,,(z) > 0 und g;(z)
fiir alle ¢ < nyg, also z € W,,,. Somit ist U,enW,, = M. Sei andererseits « := g, (x) >
und setze U = {y € M : gn,(y) > 5} Dann ist U offensichtlich offen in M und
x € U, also U eine offene Umgebung von x. Ist nun N € N so grof}, dass % < 5, und
n > max(ng, N), dann kommt in der Formel fiir h,(y) der Faktor p(* — g, (y)) vor.
Fiir y € U ist aber g,,(y) > % > +, also ist h, identisch Null auf U. Weil U offen
ist, impliziert das U N supp(h,) = 0, also schneidet U nur endlich viele der Mengen
supp(hy), also ist die Familie {supp(h,) : n € N} lokal endlich.

Nach Teil (1) des Lemmas definiert damit h(z) := >y hn(x) eine glatte Funktion
h : M — R. Da alle h, Werte in R>, haben, gilt das auch fiir ~, und weil fiir jedes

II\/
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x € M mindestens ein h, positiv ist, gilt sogar h(z) > 0 fiir alle z € M. Damit ist

aber auch z — ﬁ eine glatte Funktion auf M, und wir definieren nun fiir jedes n € N
eine Funktion f,, : M — R durch f,(x) := hg‘((m)) Dann ist nach Konstruktion jedes f,

glatt und wegen 0 < h,,(z) < h(x) hat f,, Werte in [0, 1]. Weiters gilt f,(z) > 0 genau
dann, wenn h,(z) > 0 gilt. Damit ist aber supp(f,,) = supp(h,,) fiir alle n € N, also ist
insbesondere die Familie {supp(f,,) : n € N} lokal endlich. Schliefllich ist )" fn(z) =
(> nen Pn())/h(z) = 1, also ist {f, : n € N} eine Partition der Eins. Schliefllich ist
supp(fn) = supp(h,) C supp(g,), und das liegt nach Konstruktion ganz in einer der
Mengen U;. 0

Das folgende Korollar zeigt typische Anwendungen von Partitionen der Eins:

KOROLLAR 2.6. Set M C R" eine Teilmannigfaltigkeit, U C M offen und A C M
abgeschlossen mit A C U. Dann gilt:
(1) Es gibt eine glatte Funktion ¢ : M — R mit Werten in [0, 1] und supp(¢) C U,
sodass ¢(x) =1 fir alle x € A gilt.
(2) Ist f : U — R™ eine lokal definierte glatte Funktion, dann gibt es eine glatte
Funktion f : M — R™, sodass f(x) = f(z) fir alle x € A gilt.
(8) Ist f : M — R™ eine glatte Funktion, dann gibt es eine offene Teilmenge U von R"
mit M C U und eine glatte Funktion f : U — R™, sodass f|M = f gilt.

BeEwers. (1) Die Teilmenge V := M \ A C M ist offen und wegen A C U ist
{U,V'} eine offene Uberdeckung von M. Nach dem Satz gibt es eine Partition der Eins
{fn : n € N}, die dieser Uberdeckung untergeordnet ist. Das bedeutet, dass fiir jedes
n entweder supp(f,) C U oder supp(f,) N A = 0 gilt. Sei ¢ : M — [0,1] die Summe
jener f,, fir die supp(f,) C U gilt. Dann ist ¢ glatt und supp(¢) C U nach Teil (1) des
Lemmas. Nach Konstruktion stimmt ¢ auf A mit der Summe aller f,, iiberein, also ist
¢(z) =1 fiir alle z € A.

(2) Wihle eine Funktion ¢ wie in Teil (1) und definiere f : M — R™ durch f(z) =
o(x)f(x) fir z € U und f(x) = 0 fiir # ¢ U. Dann ist f offensichtlich glatt auf U und
glatt (weil identisch Null) auf M \ supp(¢). Wegen supp(¢) C U bilden diese beiden
Mengen eine offene Uberdeckung von M, also ist f glatt. Fiir z € A ist o(x) =1, also
F() = (). )

(3) Nach Definition der Glattheit gibt es fiir jeden Punkt z € M eine offene Teilmenge U,
von R™ und eine glatte Funktion f, : U, — R™, sodass f,(y) = f(y) fiir alle y € U, N M
gilt. Dann ist U := Ugep U, eine offene Teilmenge (also eine Tellmanmgfaltlgkelt) von
R”, und nach Konstruktion ist 2 := {U, : * € M} eine offene Uberdeckung von U.
Nach dem Satz (angewandt auf U) gibt es eine Partition der Eins {¢, : n € N} die
dieser Uberdeckung untergeordnet ist. Fiir jedes n € N wihle ein Element von U, das
supp(qﬁn) enthilt, bezeichne es mit U, und die entsprechende Funktion U, — R™ mit
fn. Nun kann man wie in (2) die Funktion fnqﬁn durch Null glatt auf U fortsetzen, und
nach Teil (3) des Lemmas definiert ) _( fnn) eine glatte Funktion f: U — R™. Fiir

x € M ist aber 3o, fo(@)n(2) = X pen f(2)0n(2) = f(2) X On(e) = f). O

Tangentialraum und Tangentialabbildung

Als néchsten Schritt wollen wir uns iiberlegen, wie man glatte Funktionen zwischen
Mannigfaltigkeiten differenzieren kann. Dazu benttigen wir zunéchst eine gute Interpre-
tation der Ableitung von glatten Funktionen, die auf offenen Teilmenge von R"™ definiert
sind.
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2.7. Der Tangentialraum. Sei U C R" eine offene Teilmenge und f : U — R™
eine glatte Funktion. Die beste Interpretation der Ableitung fiir unsere Zwecke ist die
folgende: Fiir jeden Punkt z € U betrachten wir den Tangentialraum T,U an U in z.
Das ist einfach eine Kopie von R™ mit Ursprung in z. Betrachten wir nun auch T’)R™,
also eine Kopie von R™ mit Ursprung in f(z), dann kénnen wir D f(z) als lineare Ab-
bildung T, U — Ty R™ betrachten. Aus der Grundvorlesung ist bekannt, dass diese
lineare Abbildung gerade die bestmogliche lineare Approximation an f lokal um =z ist.
Um dieses Konzept auf Mannigfaltigkeiten zu verallgemeinern, benétigt man zunéchst
ein geeignetes Konzept des Tangentialraumes, der eine lineare Approximation der Man-
nigfaltigkeit in einem Punkt darstellt. Das ist fiir Teilmannigfaltigkeiten von R™ leichter
als fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten, weil man im ersten Fall den Tangentialraum als
Teilraum des Tangentialraumes an R" definieren kann.

Kandidaten fiir den Tangentialraum sind leicht zu finden: Zunéchst macht das
Konzept einer glatten Kurve in einer Teilmannigfaltigkeit M C R™ keine Probleme.
Fiir ein Intervall I C R ist eine glatte Kurve ¢ : I — M ja einfach eine glatte Funktion
nach R" die Werte in M hat. Natiirlich sollte fiir so eine Kurve die Ableitung in jedem
Punkt tangential zu M sein.

Hat man andererseits eine lokale Parametrisierung ¢ : V. — M, dann ist ¢ ja
ebenfalls eine glatte Funktion nach R", also macht es keine Probleme die Ableitung
D¢(y) : T,V =2 R* — Ty, R" zu betrachten. Klarerweise sollten Elemente im Bild
dieser Ableitung tangential zu M sein.

Analog sollte fiir eine lokale Darstellung von M als Nullstellenmenge einer regulédren
Funktion f der Tangentialraum an M in z im Kern von D f(z) liegen, weil f ja identisch
Null auf M ist.

Tatséchlich stimmen alle diese Mengen iiberein:

PROPOSITION 2.7. Sei M C R" eine k—dimensionale Teilmannigfaltigkeit und x €
M ein Punkt. Dann stimmen folgende Teilmengen von T,R™ diberein:
(1) {c(0) : c € C®°(I,M),c(0) = x wobei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I ist}.
(2) Im(D¢(y)), wobei ¢ : V' — Uy eine lokale Parametrisierung fir M mit ¢(y) = x ist.
(3) Ker(Df(z)), wobei f : Uy — R"* eine Darstellung von M als lokale regulire

Nullstellenmenge mit x € U, ist.

BewEIS. Nach Definition einer lokalen Parametrisierung ist V' C R* offen und
D¢(y) injektiv, also Im(D¢(y)) C T,R™ ein k-dimensionaler Teilraum. Ist v € T,R¥ ein
Tangentialvektor, dann gibt es (weil V' offen ist) eine reelle Zahl ¢ > 0, sodass y+tv € V
fiir [t| < e gilt. Dann ist aber ¢(t) := ¢(y + tv) eine glatte Kurve ¢ : (—¢,¢) — M mit
¢(0) = z und nach der Kettenregel ist ¢/(0) = Do(y)(v). Also liegt Im(D¢(y)) in der in
(1) beschriebenen Teilmenge.

Ist andererseits ¢ : I — M eine glatte Kurve mit ¢(0) = x, dann gibt es (weil
Uy C R™ offen ist) ein € > 0, sodass ¢((—¢, €)) C M N U, gilt. Nach Definition ist dann
aber die glatte Funktion foc: (—¢,€) — R"* identisch Null, also gilt 0 = (f o¢)'(0) =
Df(x)(d(0)), also ¢/(0) € Ker(Df(z)). Somit sehen wir, dass (2)C(1)C(3) gilt. Nach
Voraussetzung ist aber Df(z) : R" = T,R" — T, R** = R** surjektiv und damit
Ker(Df(z)) ein k—dimensionaler Teilraum von 7,R™. Damit folgt aber (1)=(2)=(3)
sofort, weil auch Im(D¢(y)) ein k—dimensionaler Teilraum ist. O]

DEFINITION 2.7. Fiir eine k—dimensionale Teilmannigfaltigkeit M C R™ und einen
Punkt x € M definieren wir den Tangentialraum T,M an M bei x als den k—dimensio-
nalen Teilraum von T,R", den die dquivalenten Beschreibungen der obigen Proposition
liefern.
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BEISpIEL 2.7. (1) Fiir eine offene Teilmenge U C R™ konnen wir die Identitét als
globale Parametrisierung verwenden und erhalten damit den iiblichen Tangentialraum
T.U =T,R" fir alle z € U.

(2) Betrachte die Sphire S™ C R™*!. Aus Beispiel wissen wir, dass wir S™ global
als regulire Nullstellenmenge f~1({0}) fir f : R*™\ {0} — R, f(z) = (z,z) — 1
beschreiben konnen. Damit ist aber nach der Rechnung in[I.5]fiir jeden Punkt x € S™ der
Tangentialraum 7, S™ gerade gegeben durch T,,S™ = {v € T,R""! = R"* : (z,v) = 0},
also ist der Tangentialraum genau der Orthogonalraum zu .

(3) Betrachten wir die Matrizengruppen aus Beispiel (5) von [2.3] Fiir die offene Teil-
menge GL(n,R) C M,(R) = R” und A € GL(n,R) ist TAGL(n,R) = M,(R). Darin
haben wir O(n) als regulire Nullstellenmenge der Funktion f(A) = AA"—1 beschrieben,
und gezeigt, dass Df(A)(B) = AB'+ BA! gilt. Somit ist fiir A € O(n) (also A = A1)
der Tangentialraum 74O(n) gegeben als { B € M,(R) : Bt = —A~'BA~'}. Insbesondere
ist 7;0(n) gerade der Raum {B € M, (R) : B* = —B} der schiefsymmetrischen n x n—
Matrizen. Fiir SL(n,R) ist die Beschreibung etwas komplizierter, man iiberlegt aber le-
icht direkt (siehe Ubungen), dass T3S L(n, R) genau der Raum {B € M, (R) : tr(B) = 0}

der spurfreien n x n—Matrizen ist.

2.8. Die Tangentialabbildung in einem Punkt. Nach unseren Uberlegungen
iitber die Natur von Ableitungen sollte die Ableitung einer glatten Funktion f : M — N
zwischen Teilmannigfaltigkeiten in einem Punkt € M eine lineare Abbildung T, M —
TN sein. Mochte man, dass die Kettenregel gilt, dann erlaubt die Beschreibung der
Tangentialraume durch Ableitungen glatter Kurven nur noch eine sinnvolle Definition:
Ist ¢ : I — M eine glatte Kurve mit ¢(0) = z, dann ist f o ¢ glatt als Komposition
glatter Funktionen, also eine glatte Kurve in N, die 0 auf f(z) abbildet, also bestimmt
(foc)'(0) ein Element von T,y N. Soll die Kettenregel gelten, dann muss die Ableitung
von f den Tangentialvektor ¢(0) auf dieses Element abbilden. A priori ist weder klar,
ob das wohldefiniert ist (also (f o ¢)’(0) nur von ¢/(0) abhingt), noch ob man so eine
lineare Abbildung erhélt.

PrRoOPOSITION 2.8. Seien M C R™ und N C R™ glatte Teilmannigfaltigkeiten und
sei f: M — N eine glatte Funktion. Dann ist ¢(0) — (f o ¢)’'(0) eine wohldefinierte
lineare Abbildung T, M — T N.

BEWEIS. Nach Definition einer glatten Funktion finden wir eine offen Teilmenge
U C R" mit 2 € U und eine glatte Funktion f : U — R™, sodass flonm = f\UnM gilt.
Fiir eine glatte Kurve ¢ : I — M mit ¢(0) = z finden wir € > 0, sodass ¢((—e¢, €)) C MNU
gilt. Dann ist foc : (—e, €) — R™ eine glatte Funktion, und die tibliche Kettenregel liefert
(foc)(0) = Df(c(0))(<(0)) = Df(x)(<(0)). Da ¢ Werte in M hat, ist foc= foc, und
wir erhalten (f o ¢)'(0) = Df(z)(¢'(0)). Insbesondere héngt (f o ¢)'(0) nur von ¢(0) ab,
und unsere Abbildung ist gerade die Einschriinkung von D f(z) auf den Tangentialraum
T, M und damit linear. O

DEFINITION 2.8. Fiir eine glatte Funktion f : M — N zwischen Teilmannig-
faltigkeiten definieren wir die Tangentialabbildung T, f : T, M — Tt N zu f im Punkt
x durch T,.f - ¢(0) := (f o ¢)'(0).

Aus der Beschreibung in der Proposition sehen wir sofort, dass wir fiir offene Teil-
mengen von R" einfach die {ibliche Ableitung erhalten. Auflerdem erhalten wir sofort
die allgemeine Kettenregel:

KoroLLAR 2.8. Seien M, N und P Teilmannigfaltigkeiten, f : M — N und g :
N — P glatte Funktionen. Dann gilt fir jedes © € M die Kettenregel T,(g o f) =
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Tayg o T, f. Ist insbesondere f : M — N ein Diffeomorphismus, dann ist fiir jeden
Punkt x € M die Tangentialabbildung T, f : T,M — TN ein linearer Isomorphismus

und (Tof)™" = Try (F71).

BEWEIS. Nach Definition der Glattheit kénnen wir f und g zu glatten Funktionen
f und § auf offenen Teilmengen der umgebenden Riume ausdehnen. Fiir einen Tangen-
tialvektor & € T, M konnen wir eine glatte Kurve ¢ in M mit ¢(0) = z und ¢(0) = ¢
wihlen. Nach Definition ist dann ist dann

To(go f)-E=(go foc)(0)=(go foc)(0)=Dg(f(x))- (foc)(0),
wobei wir die iibliche Kettenregel der Analysis benutzt haben. Aus der Proposition
wissen wir, dass die Einschrankung von Dg(f(x)) auf den Tangentialraum 7y N mit
Ty(x)g iibereinstimmt. Anderseits ist (foc)'(0) = (f 0 ¢)'(0) = Tpf - €, und wir erhalten
Te(go f) =TrwgoTef.
Ist f ein Diffeomorphismus, dann ist f~'o f = idy; und fo f~! = idy. Offensichtlich
ist T, idy; = idp, pr und analog fiir V, und die Behauptung folgt. [

Eine wichtige Folgerung daraus ist, dass der inverse Funktionensatz auch fiir Teil-
mannigfaltigkeiten gilt: Sei f : M — N eine glatte Funktion zwischen Teilmannig-
faltigkeiten, und sei # € M ein Punkt, sodass T, f : T, M — TN ein Isomorphismus
ist. Sei (U,u) eine Karte fur M um x und (V,v) eine Karte fiir N um f(x), dann ist
vofout:u(UNfHV)) — v(V) eine glatte Funktion zwischen offenen Teilmengen.
Da u und v Diffeomorphismen sind, sind 7, u(l,)ufl und T'y)v lineare Isomorphismen,
also ist auch D(vo fou ') (u(x)) = Tpuw o Tpf o Tywyu ™' ein linearer Isomorphismus.
Nach dem inversen Funktionensatz fiir offene Teilmengen finden wir eine offene Umge-
bung Wi von u(z), sodass Wy = (v o fowu™!)(W;) offen ist, und eine glatte Abbildung
g : Wy — Wi, die invers zu (vo f o u™ )|y, ist. Dann ist aber Wi := u~!(W}) offen in
M und Wy = f(W;) = v~ (Ws) offen in N, und (u="' o g o v)|y, : Wy — W ist invers
zu flw,. Da g glatt und nach Konstruktion gerade die lokale Koordinatendarstellung
von u~! o g ow ist, ist nach Satz auch diese Funktion glatt, also f : W; — W; ein
Diffeomorphismus.

Insbesondere ist eine glatte Funktion f : M — N genau dann ein lokaler Diffeomor-
phismus, wenn 7, f fiir jedes € M ein linearer [somorphismus ist.

2.9. Tangentialbiindel und Tangentialabbildung. Um mit Ableitungen effi-
zient arbeiten zu konnen, sollte die Ableitung einer glatten Funktion zwischen zwei
Teilmannigfaltigkeiten wieder eine Funktion zwischen Teilmannigfaltigkeiten sein. Um
das zu ermoglichen, miissen wir die Tangentialrdume an allen Punkten einer Teilman-
nigfaltigkeit zu einer Teilmannigfaltigkeit zusammenfassen.

DEFINITION 2.9. Sei M C R" eine glatte Teilmannigfaltigkeit.
(1) Wir definieren das Tangentialbiindel T M von M als

TM :={(z,v) ER"xR"=R*: 2 € M,veT,M}.

(2) Die kanonische Projektion p : TM — M ist definiert durch p(z,v) = x.

(3) Ist N C R™ eine weitere glatte Teilmannigfaltigkeit und f : M — N eine glatte
Funktion, dann definieren wir die Tangentialabbildung Tf : TM — TN zu f durch
Tf(x,v) = (f(x)vTrf ) U)'

SATZ 2.9. Seien M C R", N C R™, und P C RP glatte Teilmannigfaltigkeiten.
(1) Das Tangentialbiindel TM st eine glatte Teilmannigfaltigkeit von R®*" und die
kanonische Projektion p : TM — M ist eine glatte Funktion.
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(2) Fir eine glatte Funktion f : M — N st die Tangentialabbildung Tf : TM — TN
ebenfalls glatt.

(8) Ist g : N — P eine weitere glatte Funktion, dann gilt die Kettenregel T(go f) = T'go
Tf. Ist insbesondere f ein Diffeomorphismus, dann ist auch T f ein Diffeomorphismus

und (Tf)~1 =T(f7).

BEWEIS. (1) Wir wihlen eine Darstellung von M als lokale reguldre Nullstellen-
menge. Sei also 2 € M ein Punkt und U C R™ offen mit z € U und ¢ : U — R**
eine glatte Funktion, sodass M N U = ¢~*({0}) gilt, und D(y) fiir jedes y € M N U
surjektiv ist. Dann ist die Menge V := {(y,v) : y € U} offen in R*>*, und wir definieren
UV — R x R"* durch U(y,v) := (¢(y), DY(y)(v)). Nun ist ¥(y,v) = (0,0)
offensichtlich dquivalent zu y € M und Dy (y)(v) = 0, also v € T,M, d.h. zu (y,v) €
TM, also gilt TM NV = U~1({0}). Ist ¥(y,v) = 0, dann ist nach Voraussetzung
Dy(y) : T,R™ — R™* surjektiv, also ist w — DV (y,v)(w,0) surjektiv auf R"* x {0}.
Andererseits ist wegen der Linearitdt von D (y)(v) in der v—Komponente natiirlich
DV (y,v)(0,w) = (0, Di(y)(w)), also ist DU (y,v) surjektiv fiir alle (y,v) € TM N V.
Damit ist T'M lokal eine regulédre Nullstellenmenge, also eine glatte Teilmannigfaltigkeit
(der Dimension 2k) von R*".

Die erste Projektion R™ x R®™ — R" ist eine glatte Fortsetzung der kanonischen
Projektion p : TM — M, also ist p eine glatte Funktion.

(2) Nach Definition der Glatthe1t finden wir fiir jeden Punkt = € M eine offene Teil-
menge U C R” mit € U und eine lokale glatte Fortsetzung f U — R™ von f.
Wie in (1) setze nun V := {(y,v) : y € U} und definiere F : V — R™ x R™ durch
F(y,v) == (f(y), Df( )(v)). Fiir (y, v) € TMNV ist f(y) = f(y), und nach dem Beweis
von Proposition [2.8] gilt Df(y)(v) = T,f -v. Damit ist F eine lokale glatte Fortsetzung
von T'f, also T'f glatt

(3) Nach Definition ist T'(g o f)(x,v) = (¢9(f(x)),T:(g o f) - v). Aus Korollar [2.8 wissen
wir, dass T(g o f) = Ty@)g o Ty f gilt, und daraus folgt T'(g o f) = T'g o T'f sofort. Die
Aussagen iiber Diffeomorphismen folgen daraus wie im Beweis von Korollar [2.8| O

Aus den Aussagen des Satzes iiber Diffeomorphismen erhalten wir sofort eine Fami-
lie von ausgezeichneten Karten fiir das Tangentialbiindel 7'M einer Teilmannigfaltigkeit
M. Sei namlich (U, u) eine Karte fiir M, also eine offene Teilmenge U C M zusammen
mit einem Diffeomorphismus v : U — u(U) auf eine offene Teilmenge von R¥. Nach
Definition ist T'(u(U)) = u(U) x R*, also eine offene Teilmenge von R?**. Anderer-
seits ist TU = p~1(U) C TM eine offene Teilmenge (weil p als glatte Funktion stetig
ist), und nach dem letzten Teil des Satzes ist Tu : TU — T(u(U)) ein Diffeomor-
phismus, also kénnen wir (TU,Tu) als Karte fir TM verwenden. Sind (U,, u,) und
(Ug,ug) zwei Karten fiir M, sodass U,z := U, N Uz # 0 gilt, dann kénnen wir le-
icht die Kartenwechselabbildungen der entsprechenden Karten fiir 7'M berechnen. Sei
dazu ueg = ug o uy' : ua(Usg) — ug(Uap) die Kartenwechselabbildung der beiden
Karten. Dann ist u,g ein Diffeomorphismus von offenen Teilmengen von RF. Nun ist
p 1 (U,) Np~ Y (Us) = p ' (Usg) = TU,p offen in TM und nach dem letzten Teil des
Satzes ist Tug o (Tua) ™' = Tuas @ T(ua(Usg)) — T(ug(Uag)). Aus wissen wir
weiters, dass fiir offene Teilmengen die Tangentialabbildung mit der {iblichen Ableitung
iibereinstimmt, und damit erhalten wir Tug o (Tuy) " (y,v) = (tas(y), Duas(y)(v)).
Die Kartenwechselabbildungen auf dem Tangentialbiindel entsprechen also genau den
Kartenwechselabbildungen auf der Mannigfaltigkeit und ihren Ableitungen.
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Wir koénnen auch leicht die Koordinatendarstellung einer Tangentialabbildung be-
ziiglich solcher Karten berechnen. Sei f : M — N eine glatte Funktion zwischen Teil-
mannigfaltigkeiten, x € M ein Punkt, (U, u) eine Karte fir M um z und (V, v) eine Karte
fir N um f(z), und sei (f1,..., f¢) die entsprechende lokale Koordinatendarstellung von
f. Dann ist nach Definition f7 : w(U N f~4V)) — R glatt und v(f(z)) = f7(u(z)),
also die f7 genau die Koordinatenfunktionen von v o f o u~!. Betrachten wir nun die
entsprechenden Karten (TU, Tw) und (7'V, Tv) fiir die Tangentialbiindel. Um die Koor-
dinatendarstellung von 7' f zu bekommen, miissen wir einfach die Koordinatenfunktio-
nen von TvoT fo(Tu)™' = T(vo fou™') berechnen. Da aber vo fou™! wieder eine Abbil-
dung zwischen offenen Teilmengen ist, stimmen Tangentialabbildungen mit Ableitungen

iiberein, und wir erhalten als erste ¢ Koordinatenfunktionen einfach f1, ..., f* und die
restlichen ¢ Komponenten sind gegeben durch
oft aft oft oft
1 k 1 k 1 k
(y,v',... 0 )H(%(y)v +"'+w(y)v ,~~-,@(y)v +---+%(y)v ).
Vektorfelder

2.10. Nachdem wir den Begriff von Tangentialvektoren (als Elemente des Tangen-
tialraumes) haben, konnen wir Vektorfelder definieren, und da wir die Tangentialrdume
zum Tangentialbiindel zusammengefasst haben, macht auch der Glattheitsbegriff fiir
Vektorfelder keine Probleme. Sei M C R"™ eine Teilmannigfaltigkeit. Dann definieren
wir ein Vektorfeld auf M als eine glatte Funktion & : M — T M, sodass po & = idy,
gilt, wobei p : TTM — M die kanonische Projektion bezeichnet. Die Bedingung bedeutet
gerade, dass &(x) = (z,&,;) fiir ein Element &, € T, M gilt. Ein Vektorfeld ordnet al-
so in glatter Weise jedem Punkt von M einen Tangentialvektor in diesem Punkt zu.
Wir werden oft auch &, mit £(z) bezeichnen, also zwischen den beiden Bildern hin—
und herschalten, ohne die Notation zu verédndern. Die Menge aller Vektorfelder auf
M wird mit X(M) bezeichnet. Fiir ein Vektorfeld £ € X(M) definieren wir (analog
zum Fall von Funktionen) den Trdger supp(§) von £ als den Abschluss der Mengen
{z € M :¢&(x) #0}.

Ein lokales Vektorfeld auf M ist einfach eine Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge
UcCM.

Offensichtlich kann man Vektorfelder punktweise addieren und mit reellen Zahlen
multiplizieren, also definiert man fiir £,7 € X(M) und a € R die Vektorfelder £ + 7
durch (£ + n)(z) = &(z) + n(x) und af durch (af)(z) = a({(x)). Damit wird X(M)
zu einem reellen Vektorraum. Allgemeiner kann man Vektorfelder auch punktweise mit
glatten Funktionen multiplizieren, d.h. fir ¢ € X(M) und f € C*(M,R) definiert
man f¢ € X(M) durch (f¢)(z) = f(z)&(z). Damit wird X(M) zu einem Modul iiber
dem Ring C*°(M,R) der glatten reellwertigen Funktionen auf M (mit den punktweisen
Operationen).

BEISPIEL 2.10. Sei (U,u) eine Karte fiir M. Dann ist Tu : TU — u(U) x R* ein
Diffeomorphismus. Fiir z € U gibt es dann ein eindeutiges Element von T, M, dass unter
T,u auf den i-ten Einheitsvektor in R* abgebildet wird. Ordnet man jedem Punkt in
x diesen Tangentialvektor zu, dann ist die Koordinatendarstellung der entsprechenden
Funktion U — TU gerade durch y — (y, e;) gegeben, also definiert das ein glattes Vek-
torfeld auf U. Aus Griinden, die sich in Kiirze kldren werden, bezeichnen wir dieses Vek-

torfeld mit 8‘31- oder mit 0; (falls die Karte aus dem Zusammenhang klar ist). Natiirlich

ist dann fiir beliebige glatte Funktionen f',..., f*: U — R auch 3.F | f9; ein glattes
Vektorfeld auf U. Somit gibt es lokal viele glatte Vektorfelder.
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Ist andererseits £ ein Vektorfeld auf U und x € U ein Punkt, dann finden wir eine
Umgebung V von x in M, sodass der Abschluss V von V in M ganz in U liegt. Nach Teil
(1) von Korollar [2.6] finden wir eine glatte Funktion f : M — R, sodass supp(f) C U
und f(y) = 1 fiir alle y € V gilt. Damit konnen wir das glatte Vektorfeld f¢ von U
durch Null glatt zu einem Vektorfeld é auf ganz M ausdehnen, und nach Konstruktion
ist £(y) = £(y) fiir alle y € V. Somit gibt es auch viele globale glatte Vektorfelder.

Dieses Beispiel liefert uns auch die Darstellung von Vektorfeldern in lokalen Ko-
ordinaten. Ist £ € X(M) ein Vektorfeld und (U, u) eine Karte fir M, dann hat nach
Definition die Funktion Tuo |y : U — T(u(U)) die Form

z— (ul(z), ..., uf (), (x),..., "))
fiir glatte Funktionen & : U — R fiir j = 1,..., k. Nach Konstruktion bedeutet das

aber gerade, dass £(z ) &@)sz(2) + -+ )auk( x) fiir alle x € U gilt. Damit ist

aber &|ly = ZZ &2 2. Das Tupel (¢',...,&") heiBt dann die Koordinatendarstellung
von & beziiglich der Karte (U, u).

Sei nun {(U,,u,) : a € I} ein Atlas fir die Teilmannigfaltigkeit M. Fiir zwei
Karten (U,,u,) und (Ug, ug), sodass Uys := U, N Ug # ( gilt, haben wir dann die
Kartenwechselabbildung u.s = ug o ug! @ ua(Usg) — us(Uyp). Aus wissen wir,
dass Tug o (Tu,)™? (y, v) = (uag(y), Duag(y)(v)) gilt. Bezeichnen wir fir z € U,p die
partielle Able1tung 8 2 (ug(z)) mit A’(z), dann ist & — (A%(x)) eine glatte Funktion
Uap — GL(k,R). Nun ist nach Definition ;2-(z) = (Tua) ™ (ua(z), ¢;), und wir erhal-
ten T, uﬂ(au, (m)) = (ug(x ) Duag(ua( ))(e;)). Die zweite Komponente ist gerade die i-te
Z] 1 'La J - Beze-
ichnen wir nun fiir ein Vektorfeld £ € X(M ) die Koordmatendarstellungen bezughch der
beiden Karten mit (¢}, ..., &%) und (fé, o ,5’5), dann erhalten wir auf U,z die Gleichung

Zfé‘aul Zga zau Zéﬁauj ’

also 55 S ELAT
Ordnen wir umgekehrt jedem Index o € I ein k-Tupel (£}, .., &) glatter Funktio-
nen zu, sodass auf U,g die Gleichung fﬁ =>. Al J¢l gilt, dann erhalten wir ein Vektor-
feld auf M, mdem wir fiir jeden Punkt x € M einen Index o mit x € U, wéhlen und
E(x) =, 5’( )52 Bl (x) setzen. Nach der obigen Rechnung ist das unabhéngig von der
Wahl des Index und offensichtlich ist die Einschrankung von £ auf jedes U, glatt, also
definiert das ein glattes Vektorfeld. In der physikalischen Literatur werden Vektorfelder
oft so definiert (laut W. Thirring “Ein Vektor ist ein Vektor, der sich wie ein Vektor
transformiert”).

2.11. Der Fluss eines Vektorfeldes. Die Interpretation von Tangentialvektoren
als Ableitungen glatter Kurven fithrt sofort zu einer Interpretation von Vektorfeldern
als gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung auf Mannigfaltigkeiten.

DEFINITION 2.11. Sei M C R™ eine Teilmannigfaltigkeit, £ € X(M) ein Vektorfeld
auf M und I C R ein Intervall. Eine glatte Kurve ¢ : I — M heif3t eine Integralkurve
von &, falls (t) = &(e(t)) fiir alle t € T gilt.

Im Fall einer offenen Teilmenge U C R™ ist ein Vektorfeld £ einfach eine R™-
wertige glatte Funktion, und /(t) = £(c(t)) ist genau die iibliche Formulierung eines
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Systems gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. Durch Benutzung von
Karten kann man die Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen solcher
Differentialgleichungen vom Fall allgemeiner Teilmannigfaltigkeiten auf den Fall von
offenen Teilmengen zuriickfiihren.

In der Vorlesung iiber gewohnliche Differentialgleichungen beweist man den allge-
meinen Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir Losungen gewohnlicher Differentialgle-
ichungen. Ubersetzt in das Bild von Teilmannigfaltigkeiten besagt dieser Satz zunéchst,
dass es fiir jeden Punkt x € M ein eindeutig bestimmtes maximales Intervall I, C R, das
Null enthélt, sowie eine eindeutig bestimmte maximale glatte Integralkurve ¢, : I, — M
mit ¢,(0) = x gibt. Aulerdem zeigt man, dass diese Integralkurve glatt vom An-
fangspunkt x abhéngt, was bedeutet, dass man alle diese Kurven zu einer glatten
Abbildung, der sogenannten Flussabbildung, zusammenfiigen kann. Dazu setzt man
D(E) = {(z,t) € M xR : t € I,} und definiert FI* : D(¢) — M, (x,t) — Fl¥(z)
durch FI5(x) := ¢, (). Dann beweist man:

SATZ 2.11. (1) D(§) C M X R ist offen, also eine Teilmannigfaltigkeit von R™*,
M x {0} € D(€), und F1* : D(§) — M st eine glatte Funktion.
(2) Fiir jeden Punkt x € M gibt es eine offene Umgebung U von x € M und eine
Zahl € > 0, sodass die Abbildung FI : U — M fir jedes t mit |t| < € ein lokaler
Diffeomorphismus ist.

Aus der Eindeutigkeit von Integralkurven schlieit man leicht, dass die Gleichung
FI5(F1$(z)) = FI, () gilt, soferne beide Seiten definiert sind. Ist nur die linke Seite
definiert, dann sieht man leicht, dass man sie benutzen kann, um die rechte Seite zu
definieren.

Ist M kompakt, dann enthélt die offene Umgebung D(£) der kompakten Teilmenge
M x {0} in M xR, wie aus der Topologie bekannt, eine Menge der Form M x (—e, €) fir
ein e > 0. Fiir || < 2¢ kann man dann FI$(z) = Flf/2+t/2(x) als Flf/z(Flf/Q(a:)) definieren
und damit D(§) D M x (—2¢, 2¢) folgern. Induktiv folgt sofort, dass D(§) = M x R gilt.

2.12. Tangentialvektoren als Derivationen. Fiir die zweite wichtige Interpre-
tation von Vektorfeldern miissen wir uns zundchst noch einmal mit Tangentialvektoren
beschiftigen. Die Idee hier ist, dass Tangentialvektoren die moglichen Richtungen fiir
Richtungsableitungen von glatten reellwertigen Funktionen sind.

Sei also M C R™ eine Teilmannigfaltigkeit, f € C*°(M,R) und x € M ein Punkt und
§ € T M ein Tangentialvektor. Dann ist T, f - § € Ty R = R, also einfach eine reelle
Zahl. Ist ¢ : I — M ein glatte Kurve mit ¢(0) = x und ¢(0) = £, dann ist nach Definition
T.f-& = (foc)(0). Diese reelle Zahl ist die Richtungsableitung von f im Punkt z in
Richtung &, und wir bezeichnen sie mit & - f. Damit konnen wir dem Tangentialvektor
¢ eine Abbildung C*°(M,R) — R zuordnen, ndmlich f — £ f. Ist ¢ : [ — M wie
oben, dann ist £ - f = (f o¢)'(0). Nun ist fir f,g € C*°(M,R) und A € R offensichtlich
(f+Ag)oc = (foe)+ A(goc) und (fg)oc = (foc)(goc), also gilt £-(f+Ag) = £- F+AE-g
und nach der Produktregel ist £ - (fg) = (f o ¢)(0)(g o ¢)(0) + (f o ¢)(0)(g o) (0) =
(& fg(x)+ f(x)€ - g. Allgemein nennt man eine lineare Abbildung ¢ : C*°(M,R) — R,
die zusétzlich ¢(fg) = o(f)g(x) + f(x)o(g) erfiillt, eine Derivation bei x. Die Menge
aller solcher Derivationen wird mit Der, (C*(M, R), R) bezeichnet. Offensichtlich ist fiir
¢, € Der, (C®(M,R),R) und A € R auch ¢ + A\ € Der,(C>*(M,R),R), also bilden
die Derivationen bei x einen reellen Vektorraum.

Im Bild der Derivationen sieht auch die Tangentialabbildung sehr einfach aus: Sei
g : M — N eine glatte Funktion, x € M ein Punkt, £ € T, M ein Tangentialvektor und
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[+ N — Reine glatte Funktion. Dann gilt nach Definition (T,9-§)- f = Ty f-(129-§) =
T.(fog) & =& (fog). Ist allgemein ¢ : C®°(M,R) — R eine Derivation bei z,
dann betrachten wir g.¢ : C*°(N,R) — R, g.o0(f) := o(f o g). Wegen (f1 + \f2) o
g=(fiog) +Afaog) und (fif2) og = (f10g)(f2 0 g) folgt sofort, dass g.¢ eine
Derivation bei g(x) ist. Somit kénnen wir der Funktion g eine (offensichtlich lineare)
Abbildung g, : Der,(C*(M,R),R) — Dery)(C*(N,R),R) zuordnen, die genau der
Tangentialabbildung im Bild der Derivationen entspricht.

Damit konnen wir auch leicht beschreiben, wie die Wirkung eines Tangentialvektors
auf glatten Funktionen in lokalen Koordinaten aussieht. Betrachten wir fiir eine Teil-
mannigfaltigkeit M, eine glatte Funktion f : M — R, eine Karte (U, ) fiir M und einen
Punkt 2 € U zunéchst die Wirkung der Tangentialvektoren -2;(z). Nach Definition ist
dieser Tangentialvektor gerade T,yu™" - €;, also 22 (x) - f = To.f - Tumyu™" - ;. Nun ist
aber fou™!

Ou’

: u(U) — R eine glatte Abbildung zwischen offenen Teilmengen, also ist
2 (x) - f = aa JZ () gerade die i—te partielle Ableitung der lokalen Koordinatendarstel-
lung fou~! von f. Das erklirt auch die Notation fiir diese Tangentialvektoren. Da diese
Vektoren eine Basis fiir 7, M bilden, liefert das auch die Wirkung von allgemeinen Tan-
gentialvektoren. Insbesondere sehen wir, dass es fiir jeden Tangentialvektor & € T, M
mit & # 0 eine glatte Funktion f : M — R gibt, sodass £ - f # 0 gilt. Ist ndmlich V
eine offenen Umgebung von x mit V' C U, dann gibt es nach Teil (1) von Korollar
eine Funktion g € C*°(M,R) mit supp(g) C U und g(y) = 1 fiir alle y € V. Nun kann
man die Funktionen gu’ fiir j = 1, ..., k durch Null zu glatten Funktionen f7: M — R
ausdehnen. Nach Konstruktion ist ffou~! lokal um u(z) gleich der j—ten Projektion. Ist
¢ € T, M ein Tangentialvektor, & = Zj Sj%(x), dann impliziert das sofort & - f/ = &/
und damit die Behauptung.

Der entscheidende Schritt zur zweiten Interpretation von Tangentialvektoren und
Vektorfeldern ist nun, dass die Zuordnung 7, M — Der,(C*>*(M,R),R), die £ auf f —
¢ - f abbildet, ein linearer Isomorphismus ist. Zunéchst ist die Abbildung offensichtlich
linear, weil nach Definition & - f = T, f - £ gilt, und T, f linear ist. Um zu sehen, dass
die Abbildung auch bijektiv ist, bendtigen wir einige Vorarbeiten. Betrachten wir die
konstante Funktion 1: M — R, dann ist 1 = 1- 1, also gilt fiir ¢ € Der,(C*(M,R),R)
die Gleichung ¢(1) = ¢(1-1) = ¢(1)1 4+ 1o(1) = 26(1), also ¢(1) = 0. Sei nun f €
C*(M,R) so, dass es eine offene Umgebung U von x in M gibt, sodass f(y) = 0 fiir alle
y € U gilt. Nach Teil (1) von Korollar finden wir eine glatte Funktion ¢ : M — R,
sodass supp(g) C U und g(z) = 1 gilt. Wegen supp(g) C U ist fg identisch Null, also
0 = 6(fg) = 6(F)g(x) + 6(9)f(z) = 6(f). Sind mun f, g € C=(M,R) so, dass es cine
offene Umgebung U von x gibt fiir die f|y = g|y gilt, dann ist ¢ — f auf U identisch
Null, also 0 = ¢(g — f) = o(g) — ¢(f), also ¢(f) = ¢(g). Damit hangt also fiir jede
Derivation bei x der Wert auf einer Funktion nur vom lokalen Verhalten der Funktion
um x ab.

SATZ 2.12. Sei M C R" eine Teilmannigfaltigkeit. Dann ist die oben konstruierte
Abbildung T,M — Der,(C*(M,R),R) fiir jeden Punkt x € M ein linearer Isomorphis-
mus.

BEWEIS. Wir miissen nur noch zeigen, dass die Abbildung surjektiv ist. Sei (U, u)
eine Karte fiir M mit x € U. Durch translieren und skalieren im Bildbereich kénnen
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass u(z) = 0 gilt und «(U) den
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Einheitsball B;(0) enthélt. Ist y € U so, dass u(y) im Einheitsball liegt, dann gilt

fly) = f(z) +/O 4 (fou ") (tuy))dt = f(x) +/0 Z L) (pu(y) ) (y) d.

Dann kann man die Summe und die (von ¢ unabhingigen) Faktoren u'(y) aus dem
Integral herausnehmen, und auf u='(B;(0)) glatte reellwertige Funktionen h; durch

definieren. Somit kann man f lokal um z als f(y) = f(z) + >, u'(y)hi(y) schreiben.
Nach Korollar konnen wir die h; glatt auf M fortsetzen, ohne sie lokal um z zu
verdndern, also gilt f = f(x) + Y, u'h; lokal um z.

Ist nun ¢ : C*°(M,R) — R eine Derivation bei x, dann wissen wir das ¢(f) nur vom
lokalen Verhalten von f um z abhingt und ¢ auf der konstanten Funktion f(a) ver-
schwindet. Somit erhalten wir ¢(f) = >, (¢(u')hi(x)+u'(x)¢(h;)). Nun ist u'(z) = 0 fiir
alle 7 und nach Konstruktion ist h;(x) = gJi (x), also ist ¢(f) =, gb(ul)(%f(a:) Damit

ist aber ¢ genau durch die Wirkung des Tangentialvektors Y. ¢(u’) a?u’ () gegeben. O

2.13. Tangentialrdume auf abstrakten Mannigfaltigkeiten. Ohne die Inter-
pretation von Tangentialvektoren als Derivationen hiatten wir die Tangentialrdume fiir
abstrakte Mannigfaltigkeiten nur iiber Ableitungen glatter Kurven definieren kénnen.
In diesem Bild ist aber nicht klar, dass der Tangentialraum ein Vektorraum ist. Nun
definiert man fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M und einen Punkt x € M den Tangen-
tialraum 7, M als Der,(C*(M,R),R), und fiir eine glatte Funktion f : M — N zwis-
chen glatten Mannigfaltigkeiten definiert man T, f : T, M — TN durch (T, f-§)-g :=
¢-(go f). Dann ist offensichtlich 7}, f linear und man verifiziert leicht, dass fiir eine Karte
(U,u) auf M mit x € U die Tangentialabbildung T,u : T, M — Ty, (u(U)) ein linearer
Isomorphismus ist. Damit hat der Vektorraum 7, M die “richtige” Dimension.

Dann definiert man das Tangentialbiindel T'M als die disjunkte Vereinigung aller
T, M fiir x € M und erhélt sofort eine kanonische Projektion p : TM — M, die jedes
T, M auf x abbildet. Als néchstes zeigt man, dass es eine eindeutige Topologie auf T'M
gibt, sodass jeder Tangentialraum die iibliche Topologie eines R™ erbt und die Pro-
jektion p : TM — M stetig ist. Diese Topologie ist dann automatisch separabel und
metrisierbar. Fiir einen Atlas {(U,, u,)} konstruiert man ganz analog wie in [2.9)den At-
las {(p™'(U,), Tus)} auf TM und macht somit TM zu einer glatten Mannigfaltigkeit.
Dann definiert man Vektorfelder auf M als glatte Abbildungen ¢ : M — TM, die
po & = idy, erfiillen. Die Aussagen fiir lokale Koordinatendarstellungen von Tangen-
tialabbildungen aus [2.9] sowie die lokalen Koordinatendarstellungen von Vektorfeldern
aus funktionieren auf abstrakten Mannigfaltigkeiten genau wie auf Teilmannig-
faltigkeiten. Auch die Aussagen iiber Fliisse aus [2.11] die man alle in lokalen Karten
beweist, gelten unverandert fiir abstrakte glatte Mannigfaltigkeiten.

2.14. Vektorfelder als Derivationen und die Lie-Klammer. Die algebraische
Interpretation von Tangentialvektoren fithrt nun sofort zu einer algebraischen Interpre-
tation von Vektorfeldern. Ist namlich & € X(M) ein Vektorfeld und f € C*(M,R),
dann definieren wir £ - f : M — R durch (£ - f)(z) = &(z) - f. Nach Definition ist
E(x) - f =T.f - &(x), also ist € - f einfach die zweite Komponente der glatten Funk-
tion Tfo&: M — TM — TR = R x R, und damit ist £ - f € C°°(M,R). Natiirlich
ist die Abbildung f — & - f linear. Sind f,g : M — R glatte Funktionen, dann ist
£ (fo)(z) = (6 )glw) + [()(€ - g)(x), also € - (Fg) = (€ ))g+ F(€-g). Bine lincare
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Abbildung D : C*°(M,R) — C*(M,R), die D(fg) = D(f)g + fD(g) erfiillt, heifit
eine Derivation der Algebra C*°(M,R). Die Derivationen bilden offensichtlich einen
Vektorraum, der mit Der(C>°(M,R)) bezeichnet wird.

KOROLLAR 2.14 (zu Satz[2.12)). Die Abbildung X(M) — Der(C*°(M,R)), die & auf
f =& f abbildet, ist ein linearer Isomorphismus.

BEWEIS. Die Abbildung ist offensichtlich linear. Ist £ € X(M), £ # 0, dann gibt
es einen Punkt x € M, sodass £(z) # 0 ist. Aus wissen wir, dass es eine glatte
Funktion f : M — R gibt, sodass {(z) - f = (£ f)(x) # 0 gilt, also ist unsere Abbildung
injektiv.

Ist andererseits D € Der(C*°(M,R)), dann betrachte fiir einen Punkt € M die
Abbildung f — D(f)(x). Wegen D(fg) = D(f)g+ fD(g) ist das eine Derivation bei x,
also finden wir ein eindeutiges Element &, € T, M, sodass D(f)(x) = &, - f gilt. Somit
miissen wir nur noch zeigen, dass x +— &, ein glattes Vektorfeld auf M definiert. Sei
dazu z in M ein Punkt und (U, u) eine Karte fir M mit z € U. Wie in finden wir
glatte Funktionen f7 : M — R fiir j = 1,..., k, die auf einer offenen Umgebung V' von
x mit v/ iibereinstimmen. Nun ist D(f’) : M — R eine glatte Funktion, und aus
wissen wir, dass §, = > i (& f7 )%(y) fiir alle y € V gilt. Damit ist aber die Abbildung

y — & auf V gegeben durch »_; D( fi )%, also glatt lokal um x. O
Aus kennen wir schon die Wirkung der lokalen Vektorfelder £i fiir eine Karte
(U,u) auf glatte Funktionen. Es ist namlich fiir eine glatte Funktion f : M — R die

Funktion a?ﬁ - f = g 1{ die i—te partielle Ableitung der lokalen Koordinatendarstellung

fou~!von f. Allgemein bedeutet das natiirlich, dass fiir ein Vektorfeld ¢ € X(M) mit
lokaler Koordinatendarstellung >, & 821- die Wirkung auf f gegeben ist durch ) . fi%.

Aus der algebraischen Interpretation von Vektorfeldern ergibt sich sofort die Idee,
aus zwei Vektorfeldern ein neues Vektorfeld durch Komposition zu erzeugen, d.h. fiir
&,n € X(M) die Abbildung f +— & - (n- f) zu betrachten. Leider ist das aber keine

Derivation, denn es gilt

Em(f9)) =& (n-Ng+fn-9) = (& g+0-))E9)+E Hn-g)+f(E (n-9))
Aus dieser Rechnung folgt aber sofort, dass die Abbildung f +— - (n- f) —n-(£- f)

eine Derivation ist, also ein eindeutiges Vektorfeld definiert.

DEFINITION 2.14. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und seien £, n € X(M) Vek-
torfelder. Dann definieren wir die Lie Klammer [§,n] € X(M) von & und 7 als das
eindeutige Vektorfeld, das [{,n] - f=&-(n-f) —n- (£ f) erfillt.

Offensichtlich ist die Lie Klammer linear in beiden Variablen (also bilinear und
schiefsymmetrisch, d.h. [n,&] = —[£,n]. AuBerdem gilt:

PROPOSITION 2.14. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, £, 1, € X(M) Vektorfelder
und f € C®(M,R). Dann gilt:
(1) 1§ [n, <]l = [1&: ], ]+ [n, [€, 1) (“Jacobi-Identitit”)
(2) Ist U C M offen und {(x) = 0 fir alle x € U, dann ist [§,n](x) = 0 fir alle x € U
( “Lokalitit” ).
(3) & fnl = fI& ) + (- f)n und [f&,1] = fI§,n] — (n- f)E.

BeEWwEIS. (1) Verifiziert man durch direktes Nachrechnen aus der Definition.
(2) Ist £(z) = O fur alle z € U, dann ist (£ - f)(z) = 0 fiir alle z € U. Damit ist
insbesondere (£ - (n - g))(z) = 0 fur alle ¢ € C*°(M,R). Andererseits verschwindet
fiir beliebiges g die Funktion & - g auf der offenen Menge U also ist fiir jedes x € U
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diese Funktion lokal um z identisch Null und damit (n- (£ - g))(z) = 0. Somit ist aber
([€,m] - g)(x) = 0 fur alle g und alle z € U, also [¢,n](z) = 0.

(3) Fiir ¢ € C°(M,R) ist nach Definition ((fn) - g)(z) = f(x)n(z) - g, also (fn) -
g = f(n-g). Damit ist aber & - ((fn)-g) = (£~ f)(n-g) + f(§- (- g)). Zusammen

mit (fn) - (§-g) = f(n-(£-g)) impliziert das [¢, fn] = (£ f)n + f[§, n]. Wegen der
Schiefsymmetrie ist [f&,n] = —[n, f¢] und damit folgt die zweite Gleichung aus der

ersten. ]

Diese Proposition erlaubt es uns direkt, die Lie Klammer in lokalen Koordinaten zu

berechnen. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und (U u) eine Karte auf M. Fiir eine
-1

Damit erh&lt man aber durch Anwenden von zwei solchen Feldern gerade die zweiten
partiellen Ableitungen 5 af = von f, und wegen der Symmetrie dieser zweiten partiellen

Ableltungen gilt | a?w 8‘;] 0 fir alle 4 und j. Sind nun &, € X(M) und &|y =
32 57 und njy = Y i 0’ % die entsprechenden lokalen Koordinatendarstellungen,

dann erhalten wir

[5’7’/”(] = Z [ézau"n 8u3} = Z (é.zgzjl 8u3 nj [ iai“ 8%})

]

_ on? 3
Z (éz ou? BuJ T]] OuJ Ou? + 0> )

und damit [¢, 9] = > (f’ B — 1?)31-).

2.15. Vermischtes iiber Vektorfelder. Ein Schwachpunkt von Vektorfeldern ist,
dass man sie nicht gut mit glatten Funktionen abbilden kann. (Das ist einer der Griinde,
warum wir spater Differentialformen betrachten werden.) Es gibt aber einen Fall, in dem
es doch funktioniert. Sei ndmlich f : M — N ein lokaler Diffeomorphismus zwischen
glatten Mannigfaltigkeiten. Dann ist fiir jedes * € M die lineare Abbildung T, f :
ToM — Ty N invertierbar, und damit kénnen wir fiir ein Vektorfeld { € X(NN) ein
Vektorfeld f*¢ € X(M) durch f*¢(x) := (T.f)™' - £(f(z)) definieren. Dieses Vektorfeld
ist glatt, weil man es auf einer offenen Umgebung U von z, fir die f : U — f(U) ein
Diffeomorphismus ist, als T'(f|) ™ o € o f schreiben kann. Man verifiziert dann leicht,
dass [f*¢, f*n] = f*([¢,n]) gilt, also die Lie Klammer natirlich ist.

Insbesondere kann man dies nun auf Fliisse anwenden. Sind &, n € X(M) Vektorfelder
und ist z € M ein Punkt, dann gibt es ein € > 0, sodass FI; fiir [t| < € ein lokal um
2 definierter lokaler Diffeomorphismus ist. Fiir kleine ¢ erhilt man damit (F15)*n(z) €
T, M, und dies definiert eine glatte Kurve im Tangentialraum 7, M. Damit kann man
die Ableitung bei t = 0 dieser Kurve bilden, und man zeigt, dass diese Ableitung gerade
(€, n](x) ist. Damit erhélt man eine geometrische Interpretation der Lie Klammer: Man
zeigt néamlich, dass fiir £,n € X(M) die Lie Klammer [, 5] genau dann verschwindet,
wenn die Fliisse der Vektorfelder kommutieren, also F1$(F17(z)) = F17(F1(z)) gilt, wann
immer beide Seiten definiert sind.




KAPITEL 3

Hyperfliichen in R""!

In diesem Kapitel werden wir einige grundlegende Elemente der lokalen Theorie von
Hyperflichen in R™*! und insbesondere von Flichen in R? besprechen.

3.1. Induzierte Riemann Metrik — intrinsische und extrinsische Groéflen.
Eine Hyperfliche in R™*! ist eine n—dimensionale Teilmannigfaltigkeit. Im Fall n = 2
spricht man einfach von Flichen in R3.

Ist M C R™"! eine Teilmannigfaltigkeit, dann ist nach Definition fiir jeden Punkt
x € M der Tangentialraum T, M ein Teilraum von T,R"*! = R"™! Damit kénnen
wir das innere Produkt auf R"*! zu einem inneren Produkt ¢, : T,M x T,M — R
einschranken. Lassen wir den Punkt z laufen, dann erhalten wir eine Funktion g, die
jedem Punkt x € M das innere Produkt g, auf T,, M zuordnet. Ist £ ein glattes Vektorfeld
auf M, dann ist nach Definition die Funktion = — (x,&(z)) glatt als Funktion M —
TM C M xR" Fiir eine weiteres Vektorfeld n € X(M) ist dann z — (£(x),n(x)) eine
glatte Funktion M — R x R"*1 also ist auch  — g,(£(x),n(x)) = (£(x),n(x)) glatt.
Somit ist die Funktion g glatt in dem Sinne, dass fiir glatte Vektorfelder &, n € X(M)
die Funktion g(&,n) : M — R glatt ist.

Dieses Konzept macht nun auch auf abstrakten Mannigfaltigkeiten Sinn. Ist M eine
abstrakte Mannigfaltigkeit, dann definiert man eine Riemann Metrik auf M als eine
Funktion g, die jedem Punkt x € M ein inneres Produkt g, auf T, M zuordnet, und die
glatt im obigen Sinne ist. Eine Riemann Mannigfaltigkeit ist dann eine Mannigfaltigkeit
M zusammen mit einer Riemann Metrik g auf M. Das geometrische Studium von Rie-
mann Mannigfaltigkeiten, die sogenannte Riemann’sche Geometrie, ist ein zentraler Teil
der Differentialgeometrie.

Im Fall von Hyperflichen stellt sich nun heraus, dass das Studium einer Hyperflache
M C R™"! einerseits zu Groflen fiihrt, die tatsichlich von der konkreten Einbettung in
R"™! abhéngen (extrinsische Grifien). Andererseits erhiilt man aber auch Griflen, die
nur von der induzierten Riemann Metrik g (also nur von der Riemann Mannigfaltigkeit
(M, g)) abhéngen (intrinsische Grifien).

Die Unterscheidung zwischen intrinsischen und extrinsischen Grofien kann man schén
durch Invarianzeigenschaften verstehen. Natiirlich werden wir (wie im Fall der Kurven)
verlangen, dass geometrische GroBlen mit Bewegungen vertréiglich sein sollen. Fiir in-
trinsische Gréflen verlangt man aber Invarianz unter Isometrien.

Seien (M, gM) und (N, ¢") Riemann Mannigfaltigkeiten. Dann definiert man eine
Isometrie von M nach N als einen Diffeomorphismus f : M — N, sodass fiir alle x € M
und Tangentialvektoren &,n € T, M die Gleichung g%m) (Tof -6, Tof -n) = gM(&,n) gilt.
[sometrien sind also gerade jene Diffeomorphismen, die in offensichtlicher Weise mit den
Riemann Metriken vertriglich sind.

Sind M, N C R""! Teilmannigfaltigkeiten und ist f(z) = Az + b eine Bewegung auf
R™™! mit f(M) = N, dann ist die Einschrinkung von f auf M natiirlich ein Diffeo-
morphismus f : M — N. Fiir einen Punkt = € M ist nach die Tangentialabbildung
T.f + ToM — Ty N durch die Einschréankung der Ableitung Df(x) = A gegeben.
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Damit ist aber D f(x) orthogonal, also T f mit den inneren Produkten auf 7,,M und
Tt N (die ja beide vom inneren Produkt auf R"** induziert sind) vertréglich. Damit ist
f M — N eine Isometrie. Wie das folgende Beispiel zeigt, gibt es aber auch Isometrien,
die nicht von Bewegungen von R™™! kommen.

BEISPIEL 3.1. Betrachte die Teilmenge M := {(z,0,z2) : |z| < 7, |z| < 1} C R® und
die glatte Funktion f : M — R3, die gegeben ist durch f(z,0, z) := (cos(z),sin(z), z).
Dann ist M ein offenes Rechteck in der x—z-Ebene und f ist eine Bijektion auf einen
offenen Teil eines Zylinders, die man klarerweise als Parametrisierung fiir f(M) verwen-
den kann, das so zu einer Teilmannigfaltigkeit von R* wird. Natiirlich ist T, .M =
{(v,0,w) : v,w € R} und T(g0.)f - (v,0,w) = (—sin(z)v,cos(x)v,w). Nun ist aber
offensichtlich

((—sin(x)vy, cos(z)vy, w), (= sin(z)vy, cos(x) vy, wy)) = vivy(sin?(x) + cos?(z)) + wiws.

Damit sehen wir, dass T(,,.)f mit den inneren Produkten vertréglich ist, also ist f eine

Isometrie. Nun ist aber zum Beispiel d(f(7/2,0,0), £(0,0,0)) = v/2 # 7/2, also kann f
nicht Einschrinkung einer Bewegung von R? sein.

3.2. Einheitsnormalenfeld, Gaufl— und Weingartenabbildung. Sei M eine
Hyperfliche in R"*!, also eine n—dimensionale Teilmannigfaltigkeit. Ein lokales Einheit-
snormalenfeld fiir M ist eine glatte Funktion n von einer offenen Teilmenge U C M nach
R""! sodass fiir jedes x € U der Vektor n(z) normal auf den Teilraum T,M C R"™™!
steht und ||n(z)|| = 1 gilt. Nach Definition ist T, M C R"™ ein n—dimensionaler Teil-
raum, also ist das orthogonale Komplement (T,M)* eine Gerade in R""!. Somit gibt
es genau zwei Einheitsvektoren in R*™!, die normal auf 7, M stehen.

Um zu sehen, dass lokale Einheitsnormalenfelder existieren, realisieren wir M lokal
als reguliire Nullstellenmenge. Sei U € R"*! offen und f : U — R glatt, sodass U :=
MNU = f~1({0}) gilt. Bezeichen wir mit &t : U — R™! den aus der Analysis bekannten
Gradienten von f, dann gilt ja Df(x)(v) = (i(x),v) fir alle z € U und v € R"*.
Insbesondere steht fir x € U der Vektor n(x) normal auf T,M = ker(Df(z)). Die
Regularitdt von f bedeutet gerade, dass n(z) # 0 fir alle z € U gilt. Damit ist die
Funktion = — [|[fi(z)| glatt auf U und setzt man n(z) := ”ﬁ(lx)”ﬁ(x) dann erhélt man ein
Einheitsnormalenfeld auf U.

Im Allgemeinen gibt es auf einer Hyperfliche M C R™! kein global definiertes Ein-
heitsnormalenfeld. Das ist etwa fiir das Mébiusband leicht einzusehen. Falls ein globales
Einheitsnormalenfeld existiert, dann heifit die Hyperflaiche M orientierbar.

Die offensichtliche geometrische Interpretation eines (lokalen) Einheitsnormalen-
feldes ist natiirlich als ein Vektorfeld auf R"*! das aber nur auf (einer offenen Teil-
menge von) M definiert ist. Interpretieren wir n aber einfach als eine Funktion nach
R dann definiert es wegen |[n(x)|| = 1 eine glatte Funktion n: U — S™. Diese Funk-
tion ist bis auf ihr Vorzeichen eindeutig bestimmt und heifit die (lokale) Gaufabbildung
der Hyperfliche M.

Sei nun « € M ein Punkt, n : U — S™ die GauBabbildung zu einem lokal um
x definierten Einheitsnormalenfeld. Nach Beispiel (2) von ist Thp)S™ gerade das
orthogonale Komplement n(z)* C R"*. Damit ist aber Taz)S™ = T, M, und somit
kénnen wir die Tangentialabbildung 7). n als lineare Abbildung von T, M auf sich selbst
betrachten. Diese Abbildung heifit die Weingartenabbildung fiir M bei x und wird mit
L, : T,M — T,M bezeichnet. Wahlt man das andere mogliche Einheitsnormalenfeld,
dann wechselt die Weingartenabbildung ihr Vorzeichen.
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Fiir ein glattes Vektorfeld ¢ € X(U) betrachte die Funktion L(§) : U — R,
L(&)(x) :== L,(&(x)), die jedem Punkt x einen Tangentialvektor in 7, M zuordnet. Nach
Definition ist L,({(z)) = Tpn - &(x), also ist L(§) gerade die zweite Komponente der
glatten Abbildung Tmo&, also glatt. Damit ist die Weingartenabbildung L glatt in dem
Sinn, dass fiir jedes Vektorfeld & auf U auch L(€) ein glattes Vektorfeld auf U ist.

Um die entscheidende Eigenschaft der Weingartenabbildung zu beweisen, benotigen
wir noch eine Beobachtung. Sei M C R""! eine Hyperfliche und sei £ € X(M) ein
Vektorfeld auf M. Dann kénnen wir € auch als R**'-wertige Funktion auffassen und
damit Tangentialvektoren auf ¢ anwenden. Insbesondere kénnen wir fiir ein weiteres
Vektorfeld n € X(M) die Funktion n - & = (- &Y, ..., n - &™) bilden, wobei & die
Koordinatenfunktionen von ¢ bezeichnen. Nach Definition ist (n-§)(x) = T,.¢ - n(z). Im
Allgemeinen liegt dieses Element zwar nicht im Teilraum 7,M C R"*!, wir behaupten
aber, dass £ -n —n- & = [£,n] gilt. Betrachten wir zunéchst den Fall von Koordinaten-
vektorfeldern. Sei also (U, u) eine Karte fiir M und seien 0; = a?ﬂ- die entsprechenden
Koordinatenvektorfelder. Sei V' = w(U) und v := u™! : V — U C R""! die lokale

Parametrisierung zur Karte (U, u). Nach Definition ist dann (0;v)(y) = T,v - e; und
die R""'-~Komponente davon ist nach [2.9) gerade Dv(y)(e;) = (gLy;, ce 6%;1). Aus|2.14
wissen wir, dass (0; - 0;) o v gerade durch die i-te partielle Ableitung dieser Funktion
gegeben ist, also erhalten wir (0; - 9;)(v(y)) = ( agjg;j e %Zﬁg;; ). Aus der Symmetrie
der zweiten partiellen Ableitungen folgt nun sofort, dass ; - 9; = 0; - 0; gilt. Schreiben
wir nun §,1 € X(M) lokal um x als 3, £'0; und Y, 770; (wobei man &' nicht mit den

Koordinatenfunktionen von oben verwechseln darf), dann erhalten wir
Zgi&, . (Z njaj> _ anaj : (Zgz@,) =
i j j i

> (€@ )0 — (95 )0 + € (9, - 05 — ;- 0y))

.7

Von oben wissen wir, dass der letzte Summand verschwindet und damit folgt £-n—n-& =
[£,m] auf U aus der Koordinatenformel fur die Lie Klammer aus Damit zeigen wir
nun:

PROPOSITION 3.2. Sei M C R""! eine Hyperfliche, n ein lokales Einheitsnormalen-
feld auf M und L die Weingartenabbildung. Dann ist fiir jeden Punkt x € M die lineare
Abbildung L, symmetrisch, d.h. fir &.,m. € T M gilt g.(L: (&), M2) = 9o (Exy Le(n2)).

BEWEIS. Seien ¢ und 7 lokal um z definierte Vektorfelder mit &(x) = &, und n(z) =
ne. Dann ist die Funktion (n,7n) identisch Null, und Differenzieren dieser Gleichung
liefert 0 = & - (n,n)(z) = (Tpn - &(x),n(x)) + (n(z),Tyn - £(x)). Der erste Term liefert
nach Definition gerade g,(L.(&:),n,) und damit erhalten wir

gx(Lx(gw)’ nx) - gz(§$7 Lx(nx)) = <ﬂ($), Targ /i Ta:77 ’ 5)

Vor dieser Proposition haben wir aber gesehen, dass T,,§ -n—T,n-& = [, n](x) € T, M,
also ist die rechte Seite gleich Null, und die Behauptung folgt. 0J

3.3. Fundamentalformen und Kriimmungen. Das letzte Resultat erlaubt uns
nun, einige der entscheidenden Groflen der Hyperflachentheorie zu definieren: Zunéchst
ist fiir jedes n > 0 die Abbildung (&,7:) — g.(L? (&), n.) eine symmetrische Bilin-
earform auf T, M, die n—te Fundamentalform von M. Die erste Fundamentalform ist
einfach die Metrik g,. Besonders wichtig ist die zweite Fundamentalform 17(&,,n,) =
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9e(Le(€2),m2). Aus den obigen Uberlegungen folgt auch sofort, dass alle Fundamental-
formen glatt sind, d.h. wenn man glatte Vektorfelder in eine Fundamentalform einsetzt,
erhélt man eine glatte Funktion.

Als symmetrische Matrix ist L, iiber R orthogonal diagonalisierbar, d.h. L, hat n
(nicht notwendig verschiedene) reelle Eigenwerte k1 (z),. .., k,(x), die Hauptkrimmun-
gen von M bei z. Zu diesen Eigenwerten gibt es (paarweise orthogonale) Figenvektoren
und diese bestimmen die Hauptkrimmungsrichtungen von M bei x. Die wichtigsten
Kriimmungen sind die Gaufkrimmung K(x) = det(L,) =[]\, i(x) und die mittlere
Krimmung H(z) = 1tr(L,) = L 37 | ki(z).

Ein Punkt z € M heif3t ein Nabelpunkt, falls alle Hauptkriimmungen in x gleich sind,
also L, ein Vielfaches der Identitét ist. Sind alle x;(z) = 0, dann heifit x ein Flachpunkt.

Eine Kurve ¢ : I — M heifit eine Krimmungslinie, falls fiir jedes t € I die Ableitung
c'(t) ein Eigenvektor von Ly ist.

Man sieht leicht, dass alle diese Groflen invariant unter orientierungstreuen Bewe-
gungen von R"*! sind: Tst M C R"*! eine Hyperflache und f(x) = Az+b eine Bewegung
mit det(A) = 1, dann schriinkt sich f zu einem Diffeomorphismus f : M — M := f(M)
ein. Fiir ein lokales Einheitsnormalenfeld n auf UcC Mist Tf'ono f ein Einheits-
normalenfeld auf U = f~Y(U), weil T,.f = A : T,R™! — Ty,R"! orthogonal ist
und 7, M auf T f(x)M abbildet. Somit ist die GauBabbildung auf U gerade die Kom-
position der GauBabbildung auf U mit f. Aus der Kettenregel folgt damit sofort, dass
L, = (Tmf)*lof/f(x)oTxf = A" oLf o A. Daraus folgt sofort, dass L, und Lf dle gle-
ichen Eigenwerte haben, also die Hauptkrummungen geometrlsche Grofien Slnd AuBer-
dem ist fiir einen Eigenvektor & von L, der Vektor A(£,) ein Eigenvektor von L F(z)»
also sind auch die Hauptkriimmungsrichtungen mit Bewegungen vertraglich. Damit sind
auch Nabelpunkte, Flachpunkte und Kriimmungslinien geometrischer Natur.

BEISPIEL 3.3. (1) Betrachten wir zunéichst R" C R™"!. Fiir dieses Beispiel ist das
konstante Vektorfeld n(z) = e, 1 ein globales Einheitsnormalenfeld. Daraus folgt aber
sofort, dass die Weingartenabbildungen und damit alle Kriimmungen Null sind.

(2) Die Sphire S% C R"™! vom Radius R > 0. Aus Beispiel (2) von wissen wir,
dass T, Sp = {v : (z,v) = 0} fiir alle v € S} gilt. Damit ist aber x +— £ ein globales
Einheitsnormalenfeld, also ist die Gauflabbildung Sp — ST gerade %id. Somit ist aber
fiir jedes x € S} die Weingartenabbildung L, ebenfalls }%id. Daher ist jedes x € S} ein
Nabelpunkt, jede Richtung eine Hauptkriimmungsrichtung, und alle Hauptkriimmungen
sind konstant gleich %. Damit sind auch die Gaufi— und die mittlere Kriimmung konstant
K = 2 und H = +. Die zweite Fundamentalform ist gegeben durch I7(¢, 1) = 5g(&,n).
(3) Ein Zylinder in R* vom Radius R. Wir kénnen so einen Zylinder (um die y—
Achse) als f~!(R?) schreiben, wobei f : R® — R durch f(x,y,2) = z* + 2 gegeben
ist. Man verifiziert sofort, dass f auflerhalb der y—Achse regulir ist. Ein Einheitsnor-
malenfeld fiir diese Mannigfaltigkeit ist gegeben durch den normierten Gradienten von
f, dh n(z,y,2) = %(m,o,z). Damit sieht man aber, dass die GauBlabbildung in y—
Richtung konstant ist, also erhélt man in dieser Richtung einen Eigenvektor fiir die
Weingartenabbildung zum Eigenwert 0. Eingeschrankt auf den Schnitt der (z—z)—Ebene
mit dem Zylinder ist die Gaulabbildung wieder % id, also erhélt man in dieser Richtung
einen Eigenvektor fiir die Weingartenabbildung zum Eigenwert %. Also ist eine Haup-
tkriimmung 0 mit Hauptkriimmungsrichtung parallel zur y—Achse und eine gleich % mit
Hauptkriimmungsrichtung orthogonal zur y—Achse. Damit sind die GauBkriimmung und

die mittlere Kriimmung konstant, ndmlich K =0 und H = ; R
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BEMERKUNG 3.3. Aus diesem Beispiel sehen wir, dass kaum etwas von dem, was
wir bisher gemacht haben, intrinsisch sein kann. Da der Zylinder lokal isometrisch dif-
feomorph zur Ebene ist (siehe Beispiel , sind Hauptkriimmungen (und damit auch
Hauptkriimmungsrichtungen) und Nabelpunkte sicherlich extrinsisch. Die einzige von
den bisher besprochenen Grofien, die intrinsisch sein konnte, ist die Gauflkriimmung.
Wie wir spiter sehen werden, ist die Gaufkriimmung fiir Flichen im R3 tatsichlich
intrinsisch, was fiir Gauf ein so iiberraschendes Resultat war, dass er es als “Theorema
egregium” bezeichnet hat.

Wir konnen die zweite Fundamentalform und damit die Hauptkriimmungen in Be-
ziehung mit der Kriimmung von Kurven setzen. Sei dazu ¢ : I — M eine glatte Kurve,
wobei I C R ein offenes Intervall mit 0 € [ ist, und setze x := ¢(0), & = (0) €
T, M. Fiir ein lokal um z definiertes Einheitsnormalenfeld n kénnen wir dann die R**!-
wertige Funktion n o ¢ betrachten. Nach Definition gilt (no¢)’'(0) = Ton - & = Ly (&)-
Betrachten wir ¢ als Kurve in R*™!, dann macht natiirlich auch die zweite Ableitung
" : I — R"" Sinn. Da ¢ Werte in M hat, liegt ¢/(t) € T, M fiir alle ¢, also erhalten
wir 0 = (n(c(t)),(t)). Leiten wir diese Gleichung nach ¢ ab, dann erhalten wir 0 =
(moc)(t),d(t) + (n(c(t)),’(t)). Fir t = 0 liefert der erste Term (L,(&;),&:) und
damit erhalten wir die Gleichung 17(,,&,) = —(n(z), "(0)).

Beginnen wir nun mit einer Hyperfliche M, einem Punkt x € M und einem Tan-
gentialvektor &, € T, M, sodass ¢,(&:,&,;) = 1 gilt. Fiir ein lokal um x definiertes Ein-
heitsnormalenfeld n betrachte die von n(x) und ¢, erzeugte affine Ebene E durch z,
also E = {z + tn(z) + s& : (t,s) € R*}. Sei V. C R"™ offen und f : V — R eine
glatte Funktion, die M als lokale regulére Nullstellenmenge darstellt. Schranken wir f
auf die offene Teilmenge V N E C FE ein und verwenden wir (¢,s) als Koordinaten in
E, dann ist %(0) = Df(z)(n(x)) # 0 (weil sonst n(x) € T, M wire). Damit ist aber
diese partielle Ableitung lokal um 0 ungleich Null, also f|z auf einer offenen Umgebung
W von z in E regulir. Daher ist (f|w)~'({0}) = M N eine eindimensionale glatte
Teilmannigfaltigkeit, also schneidet M die Ebene E lokal um z in einer glatten Kurve.
Wiihlen wir eine Bogenlingenparametrisierung von ¢ : I — R? dieser Kurve mit ¢(0) = 0
und ¢’(0) = e (was die Richtung der Parametrisierung bestimmt), dann kénnen wir die
Kriimmung in 0 als det(eq, ¢’(0)) = —(c¢”(0), 1) berechnen. Fassen wir nun ¢ als glatte
Kurve in M auf, dann ist die Kriimmung in z somit als —(c’(0),n(x)) = I1(&;, &)
gegeben.

Damit beschreibt aber die Einschriankung der zweiten Fundamentalform auf die
Einheitssphiire S*~! € T, M genau die Kriimmungen der Kurven, die man erhilt, wenn
man M mit Normalebenen (also mit Ebenen, die n(x) enthalten) schneidet. Deshalb
nennt man diese Einschrankung auch die Normalkrimmung von M bei z. Ist nun
&, ein (normierter) Eigenvektor zur Hauptkriimmung x;(z), dann gilt nach Definition
I1(&,,&,) = ki(x), also sind die Hauptkriimmungen Werte der Normalkriimmung. Wir
konnen aber sofort beschreiben, welche Werte sie sind: Betrachten wir die zweite Fun-
damentalform als Funktion auf S"~! C T, M. Da dies eine symmetrische Bilinearform
ist, ist nach ihre Ableitung in &, € S"~! in Richtung n, € T, 5" ! = (&)t C T.M
gegeben durch D(IT)(&,)(n.) = 211(&x, 1) = 29.(L2(&:), ). Das bedeutet aber, dass
&, genau dann ein Eigenvektor von L, ist, wenn D(IT)(&,) = 0 gilt. Damit sind aber
die Hauptkriimmungen genau die kritischen Werte (also insbesondere, falls vorhanden,
die lokalen Extrema) der Normalkriimmung (auf der Einheitssphére).

3.4. Flachen mit lauter Nabelpunkten. Als einfaches Beispiel fiir einen Klas-
sifikationssatz wollen wir zusammenhéngende orientierbare Hyperflichen beschreiben,
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die nur aus Nabelpunkten bestehen, d.h. alle Weingartenabbildungen proportional zur
Identitét haben. Ist M so eine Hyperflache, dann gibt es nach Definition ein globales Ein-
heitsnormalenfeld n auf M. Da M nur aus Nabelpunkten besteht, gibt es fiir jedes x € M
ein Element a(x) € R, sodass L,(&,) = a(x){,. Wihlen wir ein lokales Vektorfeld £ um

g(L(¢

x ohne Nullstelle, dann ist a = 5—2)5) und das ist glatt, also ist a : M — R eine glatte

Funktion. Der wesentliche Schritt zum Verstindnis solcher Hyperflachen ist nun, dass a
konstant sein muss. Sei dazu (U, u) eine Karte fiir M, und seien 0; = % firi=1,...,n
die entsprechenden Koordinatenvektorfelder. Dann gilt 9; - n = Tno 9; = L(0;) = ad;.
Damit erhalten wir aber fiir ¢ # j die Gleichung

0= [82,8]] ‘n = 81 . (aﬁj) — Gj . (aaz)

Nun miissen wir nur bemerken, dass Vektorfelder auf Funktionen als Derivationen
wirken und dass wir 0; - 9; — 0; - 0; = [0;,0;] = 0 bereits gezeigt haben, um daraus
0 = (0; - a)0; — (0; - a)0; zu folgern. Da aber 0;(x) und 0;(x) fiir jeden Punkt linear
unabhéngig sind, ist das nur fiir 0; - @ = 0; - a = 0 moglich. Da ¢ und j beliebig waren,
ist 9; -a = 0 fir alle : = 1,...,n. Das bedeutet aber, dass alle partiellen Ableitungen
von a o ! verschwinden, also diese Funktion konstant ist. Damit ist auch a konstant.

Falls a = 0 gilt, dann ist J; - n = 0 fiir alle 7, also n konstant. Sei nun zy € M ein
fixer Punkt und ¢ : I — M eine glatte Kurve mit ¢(0) = zy, und betrachte die Funktion
t — (n,c(t)). Da n konstant ist, ist die Ableitung dieser Funktion gerade (n,c/(¢)) und
das verschwindet, weil ¢/(t) € Toy)M gilt. Damit ist aber (n,c(t)) = (n, 2o), und damit
liegt das Bild von ¢ ganz in der affinen Ebene durch xy mit Normalvektor n. Daraus
folgt leicht, dass ganz M in dieser affinen Ebene liegt.

Falls a # 0 ist, dann betrachten wir die Funktion f : M — R™™! die gegeben ist
durch f(x) := 2z — %n(x) Fir &, € T, M gilt dann &, - f = &, — %fx -n =0, also ist f
konstant gleich einem Punkt o € R™™. Damit ist aber d(x, zq) = ﬁ fir alle z und M
ist in der Sphére vom Radius ﬁ um z, enthalten. Nachdem nach Beispiel (1) und (2)
von Hyperebenen und Sphéren nur aus Nabelpunkten bestehen haben wir bewiesen:

PROPOSITION 3.4. Eine zusammenhingende Hyperfliche M C R", n > 2, besteht
genau dann nur aus Nabelpunkten, wenn sie Teil einer Sphdre oder einer affinen Ebene
15t.

Formeln fiir Flichen in R3

3.5. Man kann leicht allgemeine Formeln fiir die diversen Kriimmungen in lokalen
Parametrisierungen angeben, die als Input die Koeffizienten der ersten und zweiten

Fundamentalform haben. Sei also M C R? eine glatte Fliche, (U, u) eine Karte fiir M,
1

v=u"':V =ulU) — U die entsprechende lokale Parametrisierung, und schreiben
wir wieder 0; fiir %. Dann bezeichnen wir die Koeffizienten der Metrik (also der ersten

Fundamentalform) mit
E =g(01,01)ov F =g(01,05)ov G = g(Da,02) 00
und die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform mit
e=11(0,,01)ov [f=1I(0,05)0v ¢g=1I(0,05) 0.

Das sind glatte Funktionen auf u(U) C R?. Beziiglich der Basis {8%1, 8%2} haben dann
die Fundamentalformen die Matrixdarstellungen

[gov]:(g g) [Uov]:G 5)
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Sei [L] = (al) die Matrixdarstellung der Weingartenabbildung. Nach Definition der
Matrixdarstellung ist L(9;) = >_; ald;. Damit ist g(L(9;),0;) = >, alg(Ok, 0;), also
[1I] = [L]'[g], also [L] = [[I]'[g]™*, und nach der allgemeinen Formel fiir die Inverse
einer 2 x 2-Matrix (siehe erhalten wir

L] = e f 1 G —-F\ _ eG— fF fG—gF
-\ f EG-I?2\ —F F | EG-I?\fE —eF gE— fF
Daraus kénnen wir direkt die Koordinatendarstellung der mittleren Kriimmung H und
der GauBlkriimmung K berechnen:

_ _ det([11]) _ eg—f? L _ ¢G+gE —2fF
Kov=dalll) ="3@) ~Ba—r2  Hov=")=gEe—mm

Fiir die Hauptkrimmung x1, ko wissen wir, dass K = K1k und H = gelten muss.
Damit ist (#5%2)* = H*> — K, also k1, = H + VH? — K.

Schliefflich kénnen wir auch noch die Hauptkriimmungsrichtungen bestimmen: & =
£10) + €20, ist genau dann eine Hauptkriimmungsrichtung, wenn (£, £2) und [L](£?, £2)
linear abhéngig sind, d.h. die Determinante der Matrix mit diesen Spalten 0 ist. Das

liefert die Gleichung

_— (51 (eG — fF)E + (fE ~ eF)&?) _
€ (fG—gF)E + (9E — [F)E

= (')(fG = gF) + (§'€*)(9E — €G) + (§*)*(eF — [E).

2

Bemerkungen. (1) Aus diesen Formeln kann man nun durch direkte Rechnungen

Formeln fiir spezielle Klassen von Fliachen herleiten, zum Beispiel fiir Drehfldchen. Das
Skriptum von A. Kriegl enthélt einige Resultate in dieser Richtung.
(2) Im R?® kann man das Einheitsnormalenfeld mittels des Kreuzprodukts als n =
mal X 0y schreiben. Damit kann man Formeln fiir e, f und ¢ finden, in denen nur die
Funktionen 0; und ihre partiellen Ableitungen vorkommen. Mit einigem Rechenaufwand
erhédlt man dann eine Formel fiir die GauBkriimmung K, in der nur F, F und G, sowie
die ersten und zweiten partiellen Ableitungen dieser Funktionen vorkommen. Daraus
kann man dann folgern, dass K intrinsisch ist, und erhélt einen Beweis des Theorema
Egregium, siehe das Skriptum von A. Kriegl, Abschnitt 53.6. Wir werden spéter einen
anderen Weg sehen, wie man diesen Satz beweisen kann.

BEISPIEL 3.5 (Der Torus 77?). Betrachten wir einen Kreis in der (z—z)-Ebene vom
Radius 7 der um einen Kreis in der (z—y)-Ebene vom Radius R > r rotiert. Fiir jedes
offene Intervall  in R der Lange < 27 erhalten wir eine lokale Parametrisierung v : I X
I — R3 des Torus durch v(¢, §) = ((R+r cos ) cos ¢, (R+r cos§) sin ¢, rsin §). Die erste
Koordinate parametrisiert also den Winkel am grofien Kreis, die zweite Koordinate den
Winkel am kleinen Kreis. Die partiellen Ableitungen von v liefern die entsprechenden
Koordinatenvektorfelder:

2:(¢,60) = (— (R+rcosb)sing, (R + rcosb) cos ¢,0)
a%g(qb, 0) = ( — rsinf cos ¢, —rsin@singb,rcos@).
Daraus ergeben sich die Koeffizienten der ersten Fundamentalform zu
E = (R +rcosf)? F=0 G =r?
also insbesondere EG — F? = (Rr + r? cosf)?.



52 3. HYPERFLACHEN IN R"*!

Aus einer Zeichnung sieht man leicht, dass das nach auflen weisenden Einheitsnor-
malenfeld durch n(¢,0) = (cos¢cosf, sin@cosf,sinf) gegeben ist. Seine partiellen
Ableitungen sind

on
99
on . . .
%(gb, 0) = (— cos ¢sin b, —sin ¢psin b, cos b)),
und daraus erhalten wir fiir die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform

e=(R+rcosf)cosf  f=0 g=r.

(¢,0) = (—sin ¢ cos b, cos ¢ cosb,0)

Damit ergibt sich fiir die Gaukriimmung K = E%__f; =X Rf:ffose). Da R > r gilt,
ist der Nenner immer positiv, also hat K das selbe Vorzeichen wie cosf, d.h. K ist auf
dem “dufleren” Teil des Torus positiv und auf dem “inneren” Teil negativ. Dazwischen,
also auf dem Kreis ganz oben und dem Kreis ganz unten, ist K = 0. Das ist auch
geometrisch ganz einsichtig, weil ldngs dieser Kreise das Einheitsnormalenfeld konstant
ist. Man sieht leicht, dass die Extrema von K genau in den Punkten mit 6 = 0 und
0 = 7 liegen, also auf dem ganz dufleren und dem ganz inneren Kreis. Auf diesen Kreisen
erhilt man K = m bzw. K = —m.

Fiir die mittlere Kriimmung erhilt man nach einer etwas ldngeren Rechnung H =
65(295_7;%1: = Qﬁ;irffjs%). Wie fiir K ist der Nenner in dieser Formel immer positiv, das
Vorzeichen von H hangt nun vom Verhéltnis zwischen R und r ab. Ist R > 2r, dann ist
H immer positiv sonst konnen auch Null bzw. negative Werte vorkommen.

Die Bestimmung der Hauptkriimmungsrichtungen ist in diesem Fall besonders ein-
fach: Weil f = F = 0 gilt, bleibt einfach nur die Gleichung (£'¢?)(gF — eG) = 0 und
dafiir sind ¢! = 0,2 = 1 und €' = 1,£% = 0 offensichtlich Losungen. Also geben die
Vektorfelder aii in jedem Punkt die beiden Hauptkriimmungsrichtungen. Damit sind
aber die Hauptkriimmungen einfach durch & = RL‘?SCZS s und % = % gegeben. Insbeson-
dere sind die Kreise ¢ +— v(¢,0) und 6 — v(¢,0) immer Krimmungslinien auf dem

Torus.

Kovariante Ableitung und Riemannkriimmung

3.6. Wir kommen nun wieder zu Hyperflachen in allgemeinen Dimensionen zuriick.
Wie wir in [3.2 bereits bemerkt haben, kénnen wir ein Vektorfeld n € X(M) als R*!—
wertige Funktion betrachten und damit fiir ein weiteres Vektorfeld ¢ € X(M) die
Ableitung &-n bilden. Im Allgemeinen liegt aber (£-n)(x) nicht im Teilraum T, M C R™*1
Da wir aber auf R""! das innere Produkt vorgegeben haben, kénnen wir (€ - n)(z) or-
thogonal in den Tangentialraum 7, M projizieren. Das resultierende Element von T, M
wird mit V¢n(x) bezeichnet. Ist n ein lokal um z definiertes Einheitsnormalenfeld, dann
gilt offensichtlich

Ven(x) = (§-n)(x) = (€ - n)(x), n(z))n(x),
und das impliziert sofort, dass V¢ ein glattes Vektorfeld auf M ist. Das Vektorfeld V¢n
heif3t die kovariante Ableitung von 7 in Richtung €.

Eine alternative Formel fiir V¢n erhélt man, indem man beachtet, dass 0 = (1, n)
gilt. Differenziert man das in Richtung &, dann erhélt man 0 = (£-n,n) + (n, £ -n). Nach
Definition der Weingartenabbildung L ist £ - n = L(), also ist der zweite Term genau
I1(n,&) = 11(&,n), die zweite Fundamentalform. Damit erhalten wir die Gauflgleichung

Ven =&-n+11(E,n)n.
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Das bedeutet, dass die zweite Fundamentalform gerade den Normalanteil der Ableitung
¢ - n bestimmt.

PROPOSITION 3.6. Sei M eine Hyperfliche in R"*, g die entsprechende Riemann
Metrik auf M. Die kovariante Ableitung V : X(M) x X(M) — X(M) hat fir &,n,¢ €
X(M) und f € C*(M,R) folgende Eigenschaften:

(1) V st bilinear tiber R

(2) Ven = [Ven und Ve(fn) = (& f)n+ fVen.

(3) Ven —V,€ = [€,m] (“V ist torsionsfrei.”)

(4) &-9(n,C) =g(Ven, C) + g(n, VeC) (“V ist mit der Metrik vertraglich.”)

BEWEIS. (1) Wir haben bereits bemerkt, dass die Abbildung (£, 7) — & - n bilinear
iiber R ist. Damit folgt die Bilinearitdt von V aus der Bilinearitdt der zweiten Funda-
mentalform und der Gaufigleichung.

(2) Nach Definition erhélt man (£-n)(z) durch Anwenden des Tangentialvektors &(z) auf
die Funktion 7. Damit folgt aber sofort, dass (f£)-n = f(£-n) gilt, und weil Vektorfelder
als Derivationen auf Funktionen wirken, gilt £-(fn) = (&- f)n+ f(£-n). Wegen (n,n) =0
und da ( , ) bilinear iiber glatten Funktionen ist, folgen nun beide Behauptungen aus
Ven=¢-n—({ nnn.

(3) folgt direkt aus & -n —n-&=[£,n] (siehe3.2) und der Symmetrie von I1.

(4) Nach Definition ist g(n,¢) = (n,(). Differenzieren wir das in Richtung &, dann
erhalten wir

§-9(n,¢) = (&-m¢)+ ¢ C).

Da ((z) € T, M fiir alle = gilt und sich V¢n(x) von (£-n)(z) nur um ein Vielfaches von n
unterscheidet, ist (€-7, () = (Ven, ) = g(Ven, (), und analog fiir den letzten Term. O

Der Hauptgrund, warum man aus dem Studium einer Einbettung intrinsische Grofien
fiir Hyperflichen gewinnen kann, ist, dass die kovariante Ableitung intrinsisch ist. Man
kann allgemeiner zeigen, dass man auf jeder Riemann Mannigfaltigkeit eine kovariante
Ableitung definieren kann, die eindeutig dadurch charakterisiert ist, dass sie die Eigen-
schaften (1)—(4) aus der obigen Proposition hat (die offensichtlich auf einer beliebigen
Riemann—Mannigfaltigkeit Sinn machen). In haben wir gesehen, dass es zu einem
(lokalen) Diffeomorphismus f : M — N und einem Vektorfeld £ € X(N) ein eindeutiges
Vektorfeld f*¢ € X(M) gibt, das durch &(f(x)) = T,.f - (f*€)(z) charakterisiert ist. Wir
haben auch bemerkt, dass fiir £&,n7 € X(N) die Gleichung f*([¢,n]) = [f*€, f*n] gilt.

SATZ 3.6. Die kovariante Ableitung ist intrinsisch. Genauer: Seien M und N Hy-
perflichen in R™! mit entsprechenden kovarianten Ableitungen VM und VY. Dann gilt
fiir einen isometrischen Diffeomorphismus f : M — N und Vektorfelder £&,m € X(N)
die Gleichung f*(Vin) = Vi(f*n).

BEWEIS. Setze A(£,1) = f*(V{n) — Vi (f*n). Nach Teil (3) der Proposition gilt
(Ve = Ve = f (&) = [FE fru) = Vi(fn) — Vi, (F76),

also ist 0 = A(&,n) — A(n,€). Damit ist A(£,n) = A(n, &), also ist A symmetrisch.
Sei nun ¢ € X(N) ein weiteres Vektorfeld. Dann gilt nach Teil (4) der Proposition

(F€) - g™ (fn, fO) = g™ (Ve 0, £ + g™ (fn. V).

Da [ eine Tsometrie ist, ist gp' (f*n(z), f*((x)) = g, (n(f(2)),((f(2))), und damit
erhalten wir g™ (f*n, *¢) = ¢™(n,¢) o f. Daraus folgt sofort, dass man die linke Seite
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dieser Gleichung als (£€)- (¢ (n,€) o f) = (€ 9" (1,¢)) o f schreiben kamn. Wiederum
nach Teil (4) der Proposition gilt andererseits

&g, Q) o f=g"(Vin, Qo f+g"(n, Vi) o f=
g " (FVEM, O+ " (Fn, f1(VEQ).
Subtrahieren wir diese Gleichung von der Gleichung oben, dann erhalten wir

Zusammen mit der Symmetrie von A impliziert das aber, dass g™ (A(&,n), f*¢) = 0 fiir
alle Vektorfelder &, 7, ( auf N gelten muss, denn wir rechnen

g"(AE ), 17O = ™ (A, ), *¢) = =" ([, A, Q) = =g (& A(Cm) =
= g™ (A((,€), f'n) = g™ (A&, Q), fn) = —g™ (f*¢ A&, m)).

Da man in einem beliebigen Punkt © € M jeden Tangentialvektor bei z als f*((z)
fiir ein geeignetes Vektorfeld ¢ € X(N) schreiben kann, folgt daraus A(¢,n) = 0 fiir
beliebiges £ und 7. O

Dieses Resultat impliziert insbesondere, dass alle Groflen, die man nur mit Hilfe der
Metrik und von kovarianten Ableitungen schreiben kann, intrinsisch sind.

3.7. Die Riemannkriimmung. Als néchstes betrachten wir zweifache kovariante
Ableitungen. Zunéchst bemerken wir, dass fiir Vektorfelder &, 7, € X(M) nach Defi-
nition der Lie Klammer die Gleichung - (n-¢) —n-(£-¢) — [£,m] - ¢ = 0 gilt. Nach
der GauBgleichung ist aber fiir ein lokales Einheitsnormalenfeld n die Ableitung 7 -
(lokal) durch V, ¢ — I1(n,()n gegeben. Nach Definition der zweiten Fundamentalform
ist I1(n,¢) = g(L(n), (), wobei L die Weingartenabbildung bezeichnet. Wiederum nach
der GauBgleichung ist & - V,( = VV, ¢ — 11(£,V,()n, und die beiden Summanden
liefern genau die Zerlegung in eine Komponente in 7'M und eine orthogonal zu T'M.
Andererseits ist £- (—11(L(n),{)n) = —(&-1I(L(n), ))n—11(n,)(& - n). In der zweiten
Komponente ist £ - n = L(£), also ist diese Komponente tangential zu M und durch
—11I(n,¢)L(§) gegeben. Die erste Komponente ist ein Vielfaches von n, also orthogonal
zu TM, und schreibt man 11(n,() als g(L(n), (), dann erhédlt man nach Teil (4) von
Proposition [3.6|fiir diese Komponente den Ausdruck —g(Ve(L(n)), ()n—g(L(n), Ve{)n.
SchlieBlich ist nach der GauBgleichung [£, 7] - ( = V¢ — g(L([&, n]), On.

Sammeln wir nun die Terme in 0 =& - (n- () —n-(£-¢) — [£,n] - ¢, die tangential zu
M sind, dann ist ihr Verschwinden dquivalent zu

VeViC = Vi Ve = Vigy ¢ = 1 (n, Q) L(§) — 11(£, ) L(n).

Dieser Ausdruck heiit die Riemannkrimmung von M und wird mit R(&,n)(¢) € X(M)
bezeichnet. Man fasst also die Riemannkriimmung als einen Operator X(M) x X(M) —
L(X(M),X(M)) auf. Aus der linken Seite der Gleichung folgt sofort, dass R(n,§) =
—R(&,m) gilt. Aus der rechten Seite der Formel folgt sofort, dass der Wert des Vek-
torfeldes R(&,1)(¢) in einem Punkt x € M nur von &(x), n(z) und ((x) abhingt. In
Wirklichkeit erhalten wir also fiir jeden Punkt = € M die Abbildung R, : T,M xT, M —
L(T,M,T,M). Wir werden spéter sagen: “R ist ein Tensorfeld”.

Andererseits kénnen wir auch noch das Verschwinden der zu T'M orthogonalen Kom-
ponente von & - (n-¢) —n-(£-¢) — [£,n] - ¢ analysieren. Der auftretende Faktor von n
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ist gerade

— 11§, V() + 11 (1, V() = g(Ve(L(n)), ¢) — 9(L(n), Ve()+
9(Vy(L(€)), Q) + 9(L(&), V() + g(L([E, 1)), ©)-

Offensichtlich kiirzen sich der erste und sechste, sowie der zweite und vierte Term,
und das Verschwinden der restlichen Terme fiir beliebiges ( ist dquivalent zur Codazzi—
Mainardi Gleichung L([€,n]) = Ve(L(n)) — V,(L(E)).

Nun koénnen wir auch das Theorema Egregium beweisen, indem wir die Gauf-
kriimmung einer Flidche durch die (nach Satz intrinsische) Riemannkriimmung aus-
driicken. In diesem niedrig-dimensionalen Fall bestimmt die Gauflkriimmung die Rie-
mannkriimmung sogar vollstdndig, in hoheren Dimensionen ist die Riemannkrimmung
wesentlich komplizierter als die Gauflkriimmung.

PROPOSITION 3.7. Sei M C R3 eine Fliche, v € M ein Punkt und {&,n} ein
Orthonormalbasis fir T,M. Dann gilt K(z) = g.(R.(§,1)(n),§). Insbesondere ist die
Gaufskrimmung K intrinsisch. Fir allgemeine Vektoren o = a& + bn, 7 = ¢ + dn ist
die Matrizdarstellung von R(o,T) in der Basis {£,n} gegeben durch

(ad — be) <—K('](x) K((f)) .

BEWEIS. Von oben wissen wir, dass R(&,n)(n) = 11(n,n)L(§) — I1(&,n)L(n) gilt,
also ist

g(R(&m)(n),§) = g(L(n),mg(L(§), &) — g(L(§),n)g(L(n),§),

und das ist genau die Determinante der Matrixdarstellung von L in der Basis {£,n},
also gleich K (x). Andererseits folgt daraus auch g(R(&,n)(n),n) = 0, also erhalten wir
R(&,m)(n) = K(x)&. Damit ist aber R(&,n)(§) = —R(n,€)(§) = —K(x)n. Fir beliechige
Vektoren o = a€ + bn und 7 = ¢ + dn in T, M gilt aber wegen der Bilinearitdt und der
Schiefsymmetrie R(o,7) = (ad — be)R(E,n). O]

Man kann allgemein beweisen, dass eine zusammenh#ngende Hyperfliche M c R™*!
genau dann lokal isometrisch diffeomorph zu einer offenen Teilmenge von R™ (mit der in-
duzierten Metrik) ist, wenn ihre Riemannkriimmung identisch Null ist. Insbesondere ist
eine Fliiche in R? genau dann lokal isometrisch diffeomorph zu einer offenen Teilmenge
von R?, wenn ihre GauBlkriimmung identisch Null ist.

3.8. Geoditen. Geoditen sind die Analoga in Hyperflichen (bzw. in allgemeinen
Riemann Mannigfaltigkeiten) von Geraden in R". Sei M C R"*! eine Hyperfliche.
Eine glatte Kurve ¢ : I — M von einem offenen Intervall [ C R nach M heifit eine
Geodite, falls fiir jeden Punkt ¢ € I die zweite Ableitung ¢”(t) orthogonal zu Ti)M ist.
Physikalisch bedeutet dies (analog zum Fall von bogenldngenparametrisierten Kurven),
dass alle auftretenden Beschleunigungen nur dazu dienen, die Kurve in der Hyperflache
zu halten. Man kann Geodéten als die Bahnkurven von Teilchen betrachten, die in der
Hyperfliche frei fallen. Falls M affine Geraden enthélt, dann kann man diese Geraden
in der Form ¢ — ¢ + tv parametrisieren und erhélt so Kurven mit ¢’ = 0. Damit sind
Geraden, die in M liegen, automatisch Geodéten.

Die Bedingung, dass ¢’ (t) L T, M gilt, ist natiirlich dquivalent zum Verschwinden
der Orthogonalprojektion ¢”(t) — (¢ (t), n(c(t)))n(c(t)) von ¢"(t) auf T,y M. Da c eine
Kurve in M ist, ist (¢/(t),n(c(t))) = 0, und differenziert man das nach ¢, so sieht man,
dass —(c"(t),n(c(t))) = (d(t),L((t))) = TI(d(t),d(t)). Damit sehen wir, dass jede
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Geodite in M eine Losung der gewohnlichen Differentialgleichung
(t) + (1), ¢ (t))n(c(t)) = 0

ist. Umgekehrt konnen wir I/ und n lokal um M ausdehnen, und die entsprechende
Differentialgleichung auf einer offene Teilmenge von R"*! betrachten, wo sie nach einem
allgemeinen Satz bei Vorgabe von ¢(0) und ¢/(0) lokal eindeutige Losungen besitzt. Nun
zeigt man leicht, dass fiir ¢(0) € M und ¢(0) € T, oM auch c¢(t) € M fiir alle t
gilt. Damit gibt es zu gegebenen x € M und &, € T, M lokal eine eindeutige Geodite
c: 1 — M mit ¢(0) =z und ¢(0) = &,.

Geodéten hingen direkt mit der kovarianten Ableitung zusammen. Sei n € X(M)
ein Vektorfeld und ¢ : I — M eine glatte Kurve in M. Wir haben bereits bemerkt,
dass (£ - m)(x) nur von {(x) abhéngt, und damit macht fiir t € I der Ausdruck Ve yn
Sinn. Auflerdem ist ¢/(t) - n gerade die Ableitung nach ¢ von n(c(t)) und damit hingt
Ven(c(t)) nur von der Einschrénkung von 1 auf das Bild von ¢ ab. Damit kénnen wir
aber V.7 in den Punkten ¢(t) auch fiir Vektorfelder n definieren, die nur langs der Kurve
¢ definiert sind, und erhalten wieder Vektorfelder, die léngs ¢ definiert sind. Insbesondere
konnen wir also immer V¢ bilden. Nach Konstruktion ist ¢’ - ¢ = ¢”, also folgt aus der
Definition, dass ¢ genau dann eine Geodite ist, wenn V¢ = 0 gilt. Insbesondere sind
Geodéten intrinsisch.

Wie wir oben bemerkt haben, gibt es zu x € M und einem Tangentialvektor &, €
T, M eine lokal eindeutige Geodéate ¢ : I — M mit ¢(0) = x und ¢(0) = £,. Man findet
dann eine Umgebung U von 0 in T}, M, sodass fiir £, € U diese Geodéte bis ¢t = 1 definiert
ist, und betrachtet die Abbildung exp : U — M, die definiert ist durch exp(§) = ¢(1),
wobei ¢ die Geodéte mit ¢(0) = z und /(0) = £ ist. Dann zeigt man leicht, dass
Toexp : ToT,M =T, M — T,M die Identitit ist, also exp einen Diffeomorphismus von
einer Nullumgebung V' C T, M auf eine Umgebung von z € M definiert. Damit kann
man (V,exp) als lokale Parametrisierung bzw. (exp(V'),exp™!) als Karte verwenden.
Die entsprechenden lokalen Koordinaten heilen Riemann’sche Normalkoordinaten bei
x und spielen in der Riemann’schen Geometrie eine bedeutende Rolle.

Geodéaten in Riemann Mannigfaltigkeiten haben viele Eigenschaften mit Geraden in
R™ gemeinsam: Einerseits kann man zeigen, dass eine Geodéte ¢ : [a,b] — M unter allen
Kurven von ¢(a) nach ¢(b) lokal extremale Bogenlidnge hat (definiert durch ein Integral
analog wie in . Insbesondere ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten
immer eine Geodéte. Andererseits gibt es fiir jeden Punkt = € M eine offene Umgebung
U von x in M, sodass es fiir jeden Punkt y € U eine eindeutige Geodéte ¢ : [0,1] — M
mit ¢(0) = z und ¢(1) = y gibt. Lokal kann man also je zwei Punkte eindeutig durch
eine Geodate verbinden.

Im Gegensatz zu R™ geht das im Allgemeinen nicht global: Betrachtet man zum
Beispiel die Sphére S™ (mit beliebigem Radius), dann sind die Geodéten darauf genau
die (mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufenen) Grofikreisbogen. Damit gibt es zum
Beispiel fiir den Nordpol und den Siidpol unendlich viele Geodéten, die die beiden
Punkte verbinden.



KAPITEL 4

Differentialformen und Integration

In diesem Kapitel kehren wir wieder zur Analysis auf Mannigfaltigkeiten zuriick.
Wir werden uns mit Tensorfeldern und insbesondere mit Differentialformen beschéfti-
gen. Differentialformen spielen aus (mindestens) drei Griinden eine bedeutende Rolle in
der Differentialgeometrie. Zum einen haben sie mehr und einfachere algebraische Struk-
tur als Vektorfelder und kénnen auch besser mit glatten Funktionen abgebildet werden.
Zweitens ist die &ulere Ableitung von Differentialformen der einfachste und wichtigste
natiirliche Differentialoperator auf glatten Mannigfaltigkeiten. Zusammen mit Inser-
tionsoperatoren und Lie Ableitungen erhélt man einen schonen Kalkiil, den wir aber
nur kurz anschneiden werden. Auflerdem liefert die &uflere Ableitung iiber die de-Rham
Kohomologie eine Verbindung zwischen Analysis und algebraischer Topologie. Drittens
sind Differentialformen genau die Objekte, die wohldefiniert iiber (orientierte) Mannig-
faltigkeiten integriert werden kénnen. Die Verbindung zwischen duflerer Ableitung und
Integration liefert der Satz von Stokes, der den Abschluss des Kapitels bildet.

Tensorfelder

4.1. 1-Formen. In haben wir bereits 1-Formen auf offenen Teilmengen von
R™ kennen gelernt. Der Begriff auf allgemeinen Mannigfaltigkeiten ist das offensichtliche
Analogon davon.

DEFINITION 4.1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine 1-Form ¢ auf M ist
eine Funktion, die jedem Punkt z € M eine lineare Abbildung ¢(x) = ¢, : T,M — R
zuordnet und die glatt ist in dem Sinn, dass fiir jedes Vektorfeld ¢ € X(M) die Funktion
o(&) : M — R, die definiert ist durch ¢(&)(z) = ¢,(£(x)), glatt ist. Der Raum aller 1-
Formen auf M wird mit Q'(M) bezeichnet.

Offensichtlich kann man 1-Formen punktweise addieren und mit glatten Funktionen
multiplizieren, also ist Q'(M) ein reeller Vektorraum und ein Modul iiber dem Ring
C*(M,R).

Wir kénnen auch sofort beschreiben, wie 1-Formen in lokalen Koordinaten aussehen:
Sei (U, u) eine Karte auf M und seien 0; := % die entsprechenden Koordinatenvektor-
felder auf U. Fiir i = 1,...,n = dim(M) definieren wir nun eine 1-Form du’ € Q'(U)
indem wir du’(x)(d;(x)) = 0 fiir ¢ # j und 1 fiir ¢ = j setzen. Ein glattes Vektor-
feld ¢ € X(U) kann man nun als Y, £'0; fiir glatte Funktionen & : U — R schreiben,
und nach Konstruktion ist du’(¢) = &' und damit ist jedes du’ eine glatte 1-Form.
Ist nun ¢ € Q'(M) beliebig, dann kénnen wir die Einschrinkung ¢|; betrachten. Fiir
i=1,....,kist ¢; := ¢(0;) eine glatte Funktion U — R, und nach Konstruktion ist
Plu = Y, didu’. Somit sehen wir sofort, dass es lokal viele glatte 1-Formen gibt, und
mit Partitionen der Eins kénnen wir viele globale 1-Formen konstruieren. Die Situation
ist also vollig analog wie bei Vektorfeldern.

Das Verhalten der Koordinatenfunktionen ¢; einer 1-Form ¢ bei Kartenwechseln ist
ganz analog wie im Fall von Vektorfeldern. Sind (U, u,) und (Ugs, ug) Karten mit U,g =
U, NUs # 0, dann haben wir die Kartenwechselabbildung uag : ua(Usg) — ug(Uag),
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und wir bezeichnen wie in [2.10| die Matrix der partiellen Ableitungen von u,s mit A;,
d.h. Al(x) = %(ua(m’)). Aus [2.10] wissen wir, dass -2-(z) = 2521 A{(x)%(x) gilt.

yi du?,
Nun ist aber ¢$(x) = qu(%(:v)) =2 A{(az)gbx(a%{;), also erhalten wir ¢ff =3 Aggbf-,

baw. ¢ = i B’ ¢§, wobei B’ die inverse Matrix zu A’ bezeichnet.

Schliefllich bemerken wir noch, dass wir jeder glatten Funktion f € C*(M,R) eine
1-Form df € Q'(M) zuordnen kénnen, die einfach das Analogon des totalen Differen-
tials ist. Wir definieren namlich df (z)(&,) := & - f = T.f - . Das ist offensichtlich
eine lineare Abbildung T, M — R und fiir ein glattes Vektorfeld £ € X(M) ist nach
Definition df (¢) = £ - f € C°°(M,R). Der Operator d : C*°(M,R) — Q'(M) ist der
einfachste Spezialfall der dufleren Ableitung. In lokalen Koordinaten erhalten wir die
analoge Formel wie in : Von oben wissen wir, dass df|y = Y, df (52 )du’ gilt, also
gilt df |y = 32, 2Ldu’.

Zum Abschluss besprechen wir noch eine weitere Interpretation von 1-Formen: Fiir
jedes x € M konnen wir den Kotangentialraum T;M an M bei x als den Dualraum
des Tangentialraumes T, M definieren. Dann erhalten wir eine Beschreibung von 1—
Formen die ganz analog zu Vektorfeldern ist, ndmlich ¢ ordnet jedem Punkt x € M
ein Element von Ty M zu, nur haben wir einen einfacheren Begrift von Glattheit. Man
kann diese Analogie auch weiter treiben, indem man die Kotangentialrdume zum Kotan-
gentialbiindel T*M zusammenfasst, das man wieder einfach zu einer Mannigfaltigkeit
machen kann. Natiirlich hat man wieder eine kanonische Projektion p : T*M — M,
und die 1-Formen sind genau die glatten Funktionen ¢ : M — T* M, die po ¢ = idy,
erfiillen.

4.2. Tensorfelder. Die konzeptuelle Betrachtungsweise von Tensorfeldern wire
mittels Methoden der multilinearen Algebra und insbesondere mittels Tensorproduk-
ten von Vektorraumen. Man kann diese Methoden aber umgehen, indem man alles in
multilineare Abbildungen umdeutet, was wir hier tun werden.

DEFINITION 4.2. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Ein (ﬁ)fTensorfeld auf M ist
eine Funktion ¢, die jedem Punkt x € M ein k + ¢-lineare Abbildung ¢, : (T,M)* x
(T M)* — R zuordnet und die glatt ist in dem Sinne, dass fiir Vektorfelder &, ..., & €
X(M) und 1-Formen ¢',...,¢" € QY(M) die Funktion t(&,...,&, ¢, ..., ¢"), die
gegeben ist durch z +— (& (), ..., ¢ (x)), glatt ist.

Die Menge aller (f;)fTensorfelder auf M wird mit 7,Y(M) bezeichnet.

Wieder kann man (f;) —Tensorfelder offensichtlich punktweise addieren und mit glat-
ten Funktionen multiplizieren. Auflerdem liefert nach Definition jedes (ﬁ)—Tensorfeld
eine k + (-lineare Abbildung X(M)* x QY(M)* — C°°(M,R). Aus der Definition folgt
sofort, dass diese Funktion in jeder Variablen linear iiber C'°(M,R) ist, weil der Wert
von t(£1,...,¢%) in z nur von den Werten der & und der ¢/ in z abhiingt.

Nach Definition ist eine Riemann Metrik g auf einer Mannigfaltigkeit M (siehe (3.1])
genau ein glattes (g)fTensorfeld, sodass jeder Wert g, : T, M x T, M — R ein inneres
Produkt ist. Aus[3.3|wissen wir, dass die Fundamentalformen auf eine Hyperfldche glatte
(g)fTensorfelder sind.

Nach Definition ist ein (?)fTensorfeld einfach eine 1-Form, also 7,°(M) = QY(M).
Betrachten wir anderseits (é)fTensorfelder. Jede lineare Funktion Ty M — R ist von der
Form ¢, — ¢,(&;) fir ein eindeutiges &, € T, M. (Das ist gerade die Aussage, dass der
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Bidualraum 7;*M isomorph zu T, M ist). Insbesondere definiert natiirlich jedes Vek-
torfeld & € X (M) ein glattes (é)fTensorfeld via & (dy) = ¢.(&:). Umgekehrt kann man
t € T (M) als Funktion betrachten, die jedem Punkt x € M einen Tangentialvektor in
T, M zuordnet. Damit konnen wir fir eine Karte (U, u) mit Koordinatenvektorfeldern
0; die Einschrinkung ¢|y als Y, ¢'0; schreiben, und Anwenden auf die 1-Formen du’
zeigt sofort, dass die Funktionen ¢ glatt sind. Damit ist Z'(M) = X(M).

Analog kann man andere Arten von Tensorfeldern uminterpretieren. Betrachten wir
etwa ein (})fTensorfeld t. Fir & € T, M ist ¢, — t(&, @) eine lineare Abbildung
T:M — R, also durch ein eindeutiges Element ®,(¢,) € T, M gegeben. Nach Kon-
struktion ist ®, : T,M — T,M eine lineare Abbildung, also kénnen wir ¢ auch so
betrachten, dass es jedem Punkt x eine lineare Abbildung &, : T,M — T,M zuord-
net. Haben wir umgekehrt eine solche Zuordnung, dann definiert (&, ¢.) — ¢.(P.(&:))
eine bilineare Abbildung T, M x 1M — R. Man sieht leicht, dass die Glattheit von ¢
dquivalent dazu ist, dass fiir jedes Vektorfeld £ € X(M) auch ®(§) ein Vektorfeld auf
M ist. Insbesondere sehen wir, dass die Weingartenabbildung auf einer Hyperfliche aus
ein (})—Tensorfeld ist. Analog sieht man, dass die Riemannkriimmung aus ein
(3)—Tensorfeld ist.

Andererseits hat man fiir multilineare Abbildungen eine offensichtliche Produktop-
eration, namlich das Tensorprodukt. Wir formulieren sofort die entsprechende Operation
fiir Tensorfelder: Sei M eine Mannigfaltigkeit, und seien t; € ’];fll(]\/[ ) und ty € ’];f;(]\/[ )

Tensorfelder. Dann definieren wir ¢; ® to € ’]ﬁflfj(M ) durch

(tl & tQ)I(flv <o 7§/€1+/€27 gbla BRI ¢£1+€2) = (tl)l’(gla cee 7¢el)(t2)1‘(§k1+17 v 7¢£1+Z2>'

Man sieht sofort, dass dies wieder ein glattes Tensorfeld liefert. Insbesondere erhalten
wir fiir Vektorfelder &y, ..., & € X(M) und 1-Formen ¢!, ..., ¢F € QY (M) das Tensorfeld
LR RERP®---@¢" € TH(M). Noch spezieller kénnen wir auf einer Karte (U, u) die
Koordinatenvektorfelder 9; und die 1-Formen du’ betrachten. Ist nun ¢ € 7} beliebig,
dann betrachtet man ¢|;; und fiir beliebige Tupel (i, . .., i) und (ji, .. ., j¢) von Indizes
zwischen 1 und n definiert man eine glatte Funktion

I = (0, ..., Oy dudt L du) U — R.

i1...0p (%

Nach Konstruktion gilt dann

o= > 0,0 ®0,0du" @ @ du™.

1.0k
U5l J 1500000
Beim Kartenwechsel von (U, u) nach (U, @) mit entsprechender Matrix A;- der partiellen
Ableitungen und inverser Matrix B;'- andern sich die Koordinatenfunktionen durch

= Y Bi L BEAP A
Wie im Fall von Vektorfeldern und 1-Formen sieht man sofort, dass es viele lokale und
globale (i)fTensorfelder gibt.
Wir kénnen nun Tensorfelder als multilineare Abbildungen auf Vektorfeldern und
1-Formen charakterisieren:

LEMMA 4.2. Eine (k + ()-lineare Abbildung ® : X(M)* x (QY(M))* — C*°(M,R)
ist genau dann durch ein Tensorfeld t € T,'(M) gegeben, wenn sie in jeder Variablen
linear dber C*°(M,R) ist.
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BEWEIS. Wir miissen zeigen, dass fiir &,...,& € X(M) und ¢!, ..., ¢° € QYM)
und einen Punkt x € M der Wert ®(&y,..., &, ¢ ..., ¢ (x) nur von den Werten der
& und der ¢’ in x abhiingt, denn dann kénnen wir ¢ durch

to(E1(x), ... &), 0 (2), ..., " (x) = ®(&, ... & b, ..., 00 ()

definieren. Dafiir geniigt es aber zu zeigen, dass ®(&y,. .., ¢")(z) = 0 gilt, falls eines der
& oder eines der ¢/ in x verschwindet. Zunichst zeigen wir, dass ®(&y,...,¢%) (x) =0
gilt, falls eine der Eintragungen auf einer offenen Umgebung U von x identisch Null ist.
Sei also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit & |;; = 0. Nach Korollar [2.6[1) finden wir
eine glatte Funktion f € C*°(M,R) mit Werten in [0, 1], die f(x) = 0 erfiillt und auf
M \ U identisch 1 ist. Dann ist aber f& = &, also

(I)(gla--wqbe):(I)(fgla-'-agbﬁ):fq)(glw"vgbé)a

und das verschwindet in x, weil f(x) = 0 gilt. Damit héngt aber fiir eine Karte (U, u)
fir M um x die Einschrinkung von ®(&;, ..., ¢%) auf U (und damit der Wert in ) nur
von den Einschrinkungen der & und der ¢/ auf U ab. Ist nun (0BdA) & (z) = 0 dann
ist &|y = ﬁ% und & (z) =0 fiir alle s = 1,...,n. Damit ist aber

&y, )= G055, &, ... ¢,
=1

und das verschwindet in z. O

Differentialformen

4.3. Eine Differentialform vom Grad k oder eine k—Form auf einer glatten Man-
nigfaltigkeit M ist ein Tensorfeld w € 7,°(M), sodass fiir jeden Punkt x € M die
k-lineare Abbildung w, : (T,M)* — R alternierend ist, also verschwindet, falls zwei
ihrer Eintragungen gleich sind. Wie aus der linearen Algebra bekannt, folgt daraus,
dass Wz (&), - - -5 &or)) = sgn(o)we (&, .., &) fir &, ..., & € T, M und jede Permu-
tation 0 € & gilt. Dabei bezeichnet sgn(o) das Vorzeichen der Permutation o, also
(—1) hoch die Anzahl der Faktoren in einer Darstellung von o als Produkt von Trans-
positionen. Die Menge aller k—~Formen auf M wird mit Q*(M) bezeichnet, und man
setzt QO(M) := C>(M,R). Natiirlich ist wieder jedes Q¥(M) ein reeller Vektorraum
und ein Modul iiber C*°(M,R) unter den punktweisen Operationen. Da eine k-lineare
Abbildung durch ihre Werte auf k—Tupeln von Basisvektoren bestimmt ist und eine
alternierende Abbildung verschwindet, wenn zwei ihrer Eintragungen gleich sind, ist
QF(M) = 0 fiir alle k¥ > n = dim(M). Man setzt Q*(M) := &7_,Q"(M). Nach Lemma
konnen wir QF(M) auch als den Raum aller k-linearen, alternierenden Abbildungen
X(M)* — C>=(M,R) betrachten, die in einer (und daher in jeder) Variablen linear iiber
C>°(M,R) sind.

Ein grofier Vorteil von Differentialformen (und allgemeiner von (})-Tensorfeldern)
gegeniiber Vektorfeldern ist, dass man sie mit beliebigen glatten Abbildungen bewegen
kann. Sei f : M — N eine glatte Funktion und ¢ € 7,(N). Dann definieren wir f*t €
T2 (M) durch (f*t),(&,-. - &) = tpw)(Tuf - &, Tuf - &). Fir &,...,& € X(M)
konnen wir dann f*t(&y,..., &) als (to f)(T'fo&,...,Tf o&) schreiben, also ist f*t
tatséchlich ein glattes Tensorfeld. Das Tensorfeld f*t heifit der Pullback von t langs f.
Ist jedes t, alternierend, dann ist natiirlich auch jedes (f*t), alternierend, also ist fiir
w € QF(N) der Pullback f*w eine k~Form auf M.
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Nach Definition ist Q%(M) ein Teilraum von T2(M). Es gibt eine natiirliche Abbil-
dung Alt : T2(M) — QF(M), die Alternierung, die gegeben ist durch

Al()2(&rs &) = > sgn(0)ta(&o,s 1 &0y

oeBSy

Man sieht sofort, dass Alt(t), tatséchlich alternierend ist, und falls ¢ selbst schon al-
ternierend war ist Alt(¢) = k!t. Damit definieren wir nun das Hack—Produkt oder Wedge-
Produkt von 1-Formen wie folgt: Fiir ¢!, ..., ¢F € Q' (M) definieren wir ¢! A--- A ¢k €
QF(M) als Alt(¢!' @ -+ @ ¢%), d.h

(@' A AG)a(G &) = D sen(0)gn(&,) -+ h(Es,) = det (6L(E))) -
geBy

Offensichtlich ist das eine wohldefinierte k—Form auf M. Nun wollen wir das Produkt
so auf allgemeine Differentialformen erweitern, dass (¢* A -+ A @F) A (P A -+ AF) =
O A - At ogilt. Da aber ¢! A --- A @F und ¥ A -+ - A9t alternierend sind, sieht man
sofort, dass fiir &1, ..., & € T, M die Gleichung

(@' A A )alCrs &) = Y sen(0)6h(Er) - U(Enyy,) =

U€6k+g
= ﬁ Z Sgn(0>(¢1 ARERNA (bk)ﬂﬂ(gcfu s 7§0k)(¢1 ARERRA ¢Z>Z(§Uk+l7 s 7€Uk+£)
UEGIH—Z
gilt. Damit miissen wir A : QF(M) x QY(M) — Q¥ (M) durch w A 7 = 7 Alt(w @ 7)

definieren, d.h.
(W/\T)IB(glv" £k+f = Lg Z Sgn wlv 5017'-~7£Uk)7—96<£0k+17"-agUzﬁLé)'

O'EG]H_[

Aus der Definition sieht man einerseits direkt, dass dieses Produkt graduiert-kommutativ
ist, d.h. fiir w € Q¥(M) und 7 € QY(M) gilt 7 Aw = (=1)*w A 7. Andererseits ist auch
offensichtlich, dass es mit Pullbacks vertriglich ist, d.h. f*(w A7) = (f*w) A (f*7) fiir
beliebige glatte Funktionen f. Auflerdem haben wir oben verifiziert, dass das Hack—
Produkt assoziativ fiir Produkte von 1-Formen ist. Da aber fiir eine Karte (U, ) mit
x € U (als Tensorfeld)

gilt, ist

w(z) = HFAIb(w(z)) = & Z w(z2,. .., a%k)(:c)du“(x) A A du'™(z),

also ist das Hack-Produkt assoziativ. Fiir f € Q°(M) und w € Q*(M) definiert man
fAw= fw. Damit wird (2*(M), A) eine assoziative, graduiert—kommutative Algebra.

Die obige Koordinatendarstellung fiir w hat noch den Nachteil, dass man iiber alle
i1,...,1, summiert, und dadurch viele Terme auftreten in denen sich die Elemente
du’ A -+ A du nur um ein Vorzeichen unterscheiden. Daher setzt man {iblicherweise

Wiy iy, = w(au%, T Zk) fir 1 <i; <iy < --- < iy < n und schreibt w|y als

wly = Z wiln_ikduil Ao Adut®.

1< <ia << <n
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4.4. Die duflere Ableitung. Zur Motivation betrachten wir den Fall einer offe-
nen Teilmenge U C R". Hier konnen wir eine Differentialform einfach als eine glatte
Funktion w : U — L¥,(R™ R) betrachten, wobei LF,(R™" R) der Vektorraum der k—
linearen, alternierenden Abbildungen (R™)* — R ist. Differenzieren wir diese Funktion,
dann erhalten wir fiir x € U die Abbildung Dw(z) : R® — L%, (R™ R), und wir kénnen
Dw(x) als die (k4 1)-lineare Abbildung (vy,...,vx) — Dw(x)(vo)(v1, ..., vx) betracht-
en. Die offensichtlich Idee, um daraus eine (k+1)-Form zu machen, ist, diese Abbildung
zu alternieren. Wir wollen nun diese Idee in Termen von Vektorfeldern interpretieren.
Seien also &,...,& € X(U). Nun ist die Abbildung L%, (R",R) x (R")* — R, die
gegeben ist durch (¢, vq,...,v) — &(vy, ..., vg), klarerweise (k+ 1)-linear. Analog zum
Differenzieren bilinearer Abbildungen in [L.5] erhalten wir

(*) 50'((’0(517-”75)) Dw(£0> 517"'7 _'_Z 517"'750'52'7"'7&4)7

und damit erhalten wir eine Formel fiir Dw(&)(&1, ..., &k). Da Dw(&y) Werte im Raum
der alternierenden k-linearen Abbildungen hAat, miissen wir, um das Resultat zu al-
ternieren, nur noch Zfzo(—l)ti(fi)(ﬁo, .., &, ..., &) bilden, wobei der Hut bedeutet,
dass die entsprechende Eintragung auszulassen ist. Der Term auf der linken Seite der
obigen Formel macht dabei keine Probleme, er liefert einfach
k

Z<_1>Z§’L ’ (W(&), s 7§i7 s 7§k))7

i=0
und das macht natiirlich auf einer Mannigfaltigkeit Sinn. Andererseits wissen wir aus
der Koordinatenformel fiir die Lie Klammer in 2.14} dass & - & — & - & = [&, ;] gilt.
Damit konnen wir aber den Ausdruck

(**) Z(_1>i+jw([€i7 fj]v €0> s >é;7 s 7é\j7 s 7&6)7
1<j

der wieder auf jeder Mannigfaltigkeit Sinn macht, als

k k
Z(_l)z ( Z (_1)]0‘)(52 : gja&)? s 75) s 75}7 S 7§k)_

j=i+1

_Z Jng €Za§0a"'757“'?g7""€k)>

Jj=i+1

schreiben. Bewegen wir in der ersten Summe den Ausdruck §; - & hinter §;_;, dann
erhalten wir ein Vorzeichen (—1)/~! und damit kénnen wir diese erste Summe als

_Z Z 50,...,5,...,5,--§j,---,§k)

i>i

schreiben. In der zweiten Summe vertauschen wir die Summationsreihenfolge und tau-
schen den Ausdruck &; - 51- hinter & _; und erhalten

_Z Z 50,...,53"&,---,é}>~-a§k>7

1<J
Vertauscht man nun dle Namen der Indizes ¢ und 7, dann sieht man, dass diese beiden
Ausdriicke zusammen genau die Alternierung des Negativen der letzten Summe in ()
liefert, die somit durch (%) gegeben ist. Das motiviert die folgende Definition.
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DEFINITION 4.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und w € Q%(M) eine k—Form.
Dann definieren wir dw : (X(M))**t — C>(M,R) durch

k
dw(&o, - - - &k) ZZ(—l)ifi (W0 i )
i=0

S D6, &) o G )

1<j

Wir behaupten nun, dass dw € QFFL(M) gilt, also miissen wir zeigen, dass dw
alternierend und in einer Eintragung linear {iber glatten Funktionen ist. Um zu sehen,
dass dw alternierend ist, geniigt es zu zeigen, dass dw(&,...,&) = 0 gilt, falls zwei
benachbarte Vektorfelder gleich sind. Sei also §; = §;41. Da w alternierend ist, bleiben
von der ersten Summe nur die Terme fiir ¢ = 7 und ¢ = j + 1 {ibrig, und diese heben
sich wegen des Vorzeichens (—1)" weg. In der zweiten Summe fallen alle Summanden
weg, in denen weder §; noch §;; in die Lie Klammer kommt, der Term, in der beide in
die Klammer kommen, fallt wegen der Schiefsymmetrie der Lie Klammer weg und die
restlichen Terme heben sich wieder wegen des Vorzeichens weg.

Somit bleibt zu zeigen, dass fiir eine glatte Funktion f : M — R und beliebige
Vektorfelder &, . . ., & die Gleichung 0 = dw(f&o, &1, ..., &) — fdw(&o, . .., &) gilt. Da w
linear iiber C*°(M,R) ist, trigt die erste Summe zu dieser Differenz gerade

k

Z(—l)i(&' “Pw(€os o5& k)

i=1

bei. In der zweiten Summe tragen nur die Terme bei, in denen &, in die Lie Klammer
kommt, und nach Teil 3 von Proposition liefern diese Terme gerade
k

(—1)jw(—(fj )06, & 6k),

1

J

was sich genau mit der obigen Summe weghebt. Damit sehen wir, dass dw € Q¥ (M)
gilt, also haben wir einen Operator d : Q¥(M) — QFFL(M), die dufere Ableitung,
definiert. Im Spezialfall £ = 0, d.h. fir f € C*°(M,R), reduziert sich die Definition
zu df (&) = & - f, also erhalten wir die selbe Definition wie in . Die wichtigsten
Eigenschaften der d&ufleren Ableitung sind:

SATZ 4.4. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, w € QF(M) und 7 € Q(M) Differ-
entialformen auf M und d die duflere Ableitung. Dann gilt:
(1) d ist ein lokaler Operator, d.h. ist U C M offen und w|y identisch Null, dann ist auch
dw|y identisch Null. Somit hingt fir jede offene Teilmenge V- C M die Einschrinkung
dwly nur von wly ab.
(2) dlw A7) =dw) AT+ (=1)kFw A dr.
(3) @ =dod=0.
(4) Ist (U,u) eine Karte auf M und wly = Y7, wiy_aqdu™ A--- A du™, dann gilt

B 5enesd

dw‘U = Z d(wil...ik) Adut A - A du't = Z &”aii_;g%duio A A dut®.

115050k 20,0k

(5) d ist natirlich, d.h. ist N eine weitere glatte Mannigfaltigkeit und f : N — M eine
glatte Funktion, dann ist f*(dw) = d(f*w).
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BEWEIS. (1) w|y = 0 bedeutet natiirlich, dass fiir beliebige Vektorfelder i, ..., &

die Funktion w(&;, ..., &) auf U identisch Null ist. Wendet man darauf noch ein Vektor-
feld an, so verschwindet das Resultat ebenfalls auf U. Damit ist aber jeder der Summan-
den in der Definition von dw auf U identisch Null. Der zweite Teil folgt daraus sofort,
weil fiir zwei Formen mit gleicher Einschrénkung auf V' die Differenz auf V' identisch
Null ist.
(4) Zunéchst beweisen wir einen Spezialfall von (2). Betrachten wir d(fw) fur f €
QM) = C=(M,R). Setzen wir fw in die Definition von d ein, dann liefert die zweite
Summe genau die entsprechende Summe > In fdw. Die erste Summe in der Definition von
d liefert Terme der Form &; - (fw(&o, ..., &, .-, &)). Beachten wir, dass &; als Derivation
auf glatten Funktionen wirkt und &; - f = df(&;) gilt, dann impliziert das sofort, dass

k
(d(ftd) - fd("))(&b s 7516) = Z<—1)ldf(€l)(d(§o, SR 752'7 B agk)
i=0
gilt. Da w alternierend ist, sicht man leicht, dass die Summe auf der rechten Seite genau
df N w liefert.

Nun behaupten wir, dass fiir beliebige i1, . . . , i}, die Gleichung d(du A---Adu') = 0
gilt. Dazu geniigt es aber, diese Form auf Koordinatenvektorfeldern auszuwerten. Nach
Konstruktion liefert aber Einsetzen beliebiger Koordinatenvektorfelder in du® A --- A
du® immer eine konstante Funktion. Da fiir Koordinatenvektorfelder die Lie Klammer
immer verschwindet, folgt d(du' A --- A du') = 0 direkt aus der Definition von d. Da d
offensichtlich linear ist, folgt nun

d ( Z Wiy i du™ A A dui’“> = Z d(wiy.ip) A du™ A - A du'®,

und die zweite Formel folgt sofort aus der Koordinatenformel fiir die dulere Ableitung
einer Funktion aus [4.1]

(2) Nach Teil (1) konnen wir das im Bereich einer Karte (U,u) verifizieren, wo wir
wals >7, o Wiy i du™ A -+ A du™ und T als Zjﬁ Tiy.jedu?* A -+ A du?® schreiben
kénnen. Nach Definition ist dann (WA T)|y = Zimjﬁ Wiy in Tjrge U™ A+ - Adu?®. Nun ist
d<wi1---ik7_j1---je> = d(wh---ik)le---je + wil---idejl---jZ' SchlieBlich ist Zia,jﬁ (d(wh---ik)le---jz) N
dut A -+ Adut = (d(w) A 7)|y und

wh...idejl..-je A duil ARERNA duje = <_1)kwi1..~ikdui1 ASERrA dulk A del...jz A dujl ARERFA dujz’

und damit liefert Summieren iiber diese Terme gerade (—1)*(wAd7)|y und das Resultat
folgt.

(3) Wieder kénnen wir das im Bereich einer Karte verifizieren. Weil wir von oben schon
wissen, dass d(du A --- A du'*) = 0 gilt, folgt aus der ersten Formel fiir dw|y aus (4)
und Teil (2), dass d*w|y = Y, i d*(wiy i) A du™ A -+ A du'™. Somit geniigt es zu

.....

zeigen, dass d? f = 0 fiir jede Funktion f € C°°(M,R) gilt. Nun ist aber nach Definition
d(df)(§o: &) = &o - df (§1) — & - df (§o) — df ([€0.&1]) = &0 (&1 - f) =&~ (&o - f) — [€0. & - T

und das verschwindet nach Definition der Lie Klammer.

(5) Fiir g € C*(M,R) ist f*g = go f und damit ist d(f*g)(§) = & (9o f) = (Tuf-§)-9 =
dg(T, f-&) = f*(dg)(€), also stimmt die Behauptung fiir glatte Funktionen. Sei nun (U, u)
eine Karte auf M mit f(N)NU # () und schreiben wir w|y = > i i Wiy i du™ A A
du™. Da wir aus wissen, dass der Pullback mit dem Hackprodukt vertraglich ist,
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erhalten wir

([l ) = Z frwiy o f(du™) A A fF(du™).

Von oben wissen wir, dass d(f*w;, ;) = f*(dw;,. ;) und d(f*u') = f*(du') gilt, und
damit erhalten wir nach Teil (4) fiir d(f*w)|s-1 ) den Ausdruck

Z f(dws,..i,) A f*(duil) A A f*(duik)’

i1 eyl
wegen der Linearitét und Vertréglichkeit mit dem Hackprodukt von f* und Teil (4) ist
das f*(dw)|y. .

Integration

Die Motivation fiir den Zusammenhang zwischen Differentialformen und Integration
ist der Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale. Dieser besagt ja insbesondere, dass
fiir einen Diffeomorphismus @ : U — ®(U) von offenen Teilmengen von R™ und eine glat-
te Funktion f : ®(U) — R mit kompaktem Tréiger die Gleichung [, (f o ®)| det(D®)| =
f(b(U) f gilt.

Das sieht aber sehr &hnlich aus wie die Transformation von n—Formen unter Diffeo-
morphismen: Sei M eine n—dimensionale Mannigfaltigkeit, w € Q"(M) eine n—Form
und sei (U,u) eine Karte fiir M. Nach gibt es eine eindeutige glatte Funktion
wi.n U — R, sodass wly = w1 pdul A - A du™. Die lokale Koordinatendarstel-
lung wy. , ou™! : w(U) — R dieser Funktion ist dann gegeben durch : wy _,(u"'(y)) =
wu W) (Tu™t - eq,...,T,u™t - e,). (Vergleiche mit dem Fall von Kurvenintegralen
in [I.8). Sei nun v : U — v(U) eine weitere auf U definierte Kartenabbildung. Die
entsprechende Funktion f : v(U) — R ist definiert durch f(z) = w(v™'(2))(T,v™ " -
er,...,T,v™' - e,). Betrachten wir nun den Diffeomorphismus @ : u(U) — v(U), ® :=
vou~!, dann ist offensichtlich v™! o ® = «~*, und damit ist T,u™ = Tp(,v " 0T, P und
wir wissen, dass 7,® = D®(y) gilt. Schlielich ist die Funktion (R™)" — R, die gegeben
ist durch (wy,...,w,) — w(u(y))(Tut - wy,...,T,u™ - w,), nach Konstruktion n—
linear und alternierend, also eine Determinantenfunktion auf R"™. Damit erhalten wir
aber

wu M Y)(Tu ™t e, ..., Tut-e,) =
wu™ (W) (Tov™" - DO(y)(er),- .., T - DP(y)(en)) =
det (DP(y))w(u ™ (1)) (Togv ™" - ers- . Tagyv " - en) = det(DO(y)) f(2(y))-

Da & ein Diffeomorphismus ist, ist det(D®(y)) # 0 fiir alle y € w(U). Falls wir an-
nehmen, dass U und damit auch u(U) zusammenhéngend ist, dann ist det(D®) en-
tweder immer positiv oder immer negativ. Somit sehen wir, dass das Integral iiber die
lokale Koordinatendarstellung der Funktion w;_, bis auf das Vorzeichen unabhéingig
von der Wahl der Kartenabbildung ist. Um das Problem mit dem Vorzeichen in den
Griff zu bekommen, miissen wir orientierte Mannigfaltigkeiten betrachten.

4.5. Orientierungen. Sei zunéchst V ein n—dimensionaler reeller Vektorraum und
seien {ay,...,a,}und {by,...,b,} geordnete Basen von V. Dann gibt es eine eindeutigen
linearen Isomorphismus A : V. — V| sodass A(a;) = b; fir alle i = 1,... n gilt.
Die beiden Basen heilen gleich orientiert, falls det(A) > 0 ist und entgegengesetzt
orientiert, falls det(A) < 0 gilt. Klarerweise definiert die Figenschaft, gleich orientiert
zu sein, eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller geordneten Basen von V', und fiir
diese Relation gibt es genau zwei Aquivalenzklassen. Eine Orientierung auf V wird
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durch die Wahl einer dieser beiden Aquivalenzklassen bestimmt. Die Basen in dieser
Klasse nennt man dann positiv orientiert, die in der anderen Klasse negativ orientiert.
Die Standard Orientierung auf R™ ist durch die Aquivalenzklasse der Standard Basis
gegeben. Fiir diese Konvention ist eine Basis {a1,...,a,} von R" genau dann positiv
orientiert, wenn die Determinante der Matrix mit den Spalten a4, ..., a, positiv ist. Hat
man Orientierungen auf zwei n—dimensionalen Vektorrdumen V und W gewéhlt, dann
zerféllt die Menge der linearen Isomorphismen A : V' — W in zwei Klassen, ndmlich
in die orientierungserhaltenden und die orientierungsvertauschenden Isomorphismen.
Dabei ist eine lineare Abbildung genau dann orientierungserhaltend, wenn das Bild
einer (oder dquivalent jeder) positiv orientierten Basis von V' eine positiv orientierte
Basis von W ist.

Auf Mannigfaltigkeiten kann man nun Orientierungen von Tangentialrdumen be-
trachten, wobei man eine Art von Glattheitsbegriff fiir Orientierungen benétigt: Sei
also M eine n—dimensionale glatte Mannigfaltigkeit. Seien &,...,&, € X(M) Vektor-
felder, sodass fiir einen Punkt z € M die Tangentialvektoren & (), ..., &, (x) eine Basis
fiir T, M bilden. Ist (U,u) eine Karte fiir M mit 2 € U und sind & die Funktionen
in der entsprechenden Koordinatendarstellung von |y, dann ist die Bedingung, dass
£(z),...,&(x) eine Basis ist, dquivalent dazu, dass die Funktion det(£/) in  ungleich
Null ist. Daraus folgt aber sofort, dass es eine offene Umgebung V von x € M gibt,
sodass {&1(v), ..., & (y)} fir jedes y € V eine Basis von T, M bildet. Haben wir eine
Orientierung auf T, M gewéhlt, dann ist die Basis {&1(x),...,&.(z)} entweder positiv
oder negativ orientiert, und wir erhalten eine Orientierung auf T, M fiir alle y € V,
indem wir verlangen, dass die Basis {£1(y),...,&.(y)} ebenfalls positiv (bzw. negativ)
orientiert ist.

Nun nennt man eine n—dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M orientierbar, wenn
man Orientierungen fiir alle Tangentialriume 7T, M so wéhlen kann, dass folgenden
Eigenschaft erfiillt ist: Fiir jede zusammenhéngende offene Teilmenge U C M und glat-
te Vektorfelder &, ..., &, € X(U), sodass fiir jeden Punkt x € U die Tangentialvektoren
&(x),. .., & (x) eine Basis von T, M bilden, sind diese Basen entweder alle positiv oder
alle negativ orientiert. So eine Wahl von Orientierungen aller Tangentialrdume nennt
man eine Orientierung von M und man nennt M dann eine orientierte Mannigfaltigkeit.
Mit Hilfe des obigen Arguments ist leicht zu sehen, dass eine Orientierung einer zusam-
menhéngenden Mannigfaltigkeit durch die Orientierung eines einzigen Tangentialraumes
bestimmt ist. Insbesondere gibt es auf einer zusammenhéngenden orientierbaren Man-
nigfaltigkeit genau zwei Orientierungen. Klarerweise ist jede offene Teilmenge einer ori-
entierten Mannigfaltigkeit selbst in natiirlicher Weise eine orientierte Mannigfaltigkeit.

Seien nun M und N orientierte Mannigfaltigkeiten und f : M — N ein lokaler
Diffeomorphismus. Dann ist fiir jedes * € M die Tangentialabbildung 7, f : T,M —
TN ein linearer Isomorphismus. Man nennt f orientierungserhaltend, falls jeder der
[somorphismen T, f orientierungserhaltend ist.

Es gibt auch einen anderen (dquivalenten) Zugang zu Orientierungen iiber spezielle
Atlanten. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann nennt man einen Atlas {(U,, uy) :
a € I} orientiert, wenn fiir je zwei Indizes o, f € I sodass U,p = U, N Uz # () die
Kartenwechselabbildung u.s = ug o uy' : ua(Usp) — ug(Usp) die Eigenschaft hat, dass
det(D(uqp)) eine positive Funktion ist. Man nennt zwei orientierte Atlanten orientiert
dquivalent, falls ihre Vereinigung ein orientierter Atlas ist.

PROPOSITION 4.5. Fiir eine n—dimensionale glatte Mannigfaltigkeit M sind dquiv-
alent:
(1) M st orientierbar.
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(2) M besitzt einen orientierten Atlas.
(3) Es gibt eine n—Form w € Q"(M), sodass w(x) # 0 fir alle x € M gilt.

BEWEIS. (1) = (2): Wéhlen wir einen Atlas {(Uy,u,) : « € I} fiir M, sodass
jedes U, zusammenhéngend ist. Betrachten wir nun fiir jedes « den Diffeomorphismus
U : Uy — uo(U,) C R™ Da die Mengen zusammenhéingend sind, sind die Tangen-
tialabbildungen T,u, entweder alle orientierungserhaltend oder alle orientierungsver-
tauschend. Im ersten Fall lassen wir die Karte wie sie ist, im zweiten Fall schalten
wir hinter u, eine orientierungsvertauschende lineare Abbildung R" — R", etwa Ver-
tauschen der ersten beiden Koordinaten. So erhalten wir einen Atlas, in dem alle Karten-
abbildungen orientierungserhaltende Diffeomorphismen sind. Damit sind aber auch alle
Kartenwechselabbildungen orientierungserhaltend, also haben wir einen orientierten At-
las konstruiert.

(2) = (3): Sei {(Ua,uq) : a € I} ein orientierter Atlas fiir M und sei {f; : i € N}
eine Partition der Eins, die der Uberdeckung {U,} von M untergeordnet ist. Fiir jedes
i € N wihle einen Index «, sodass supp(f;) C U, gilt, und definiere w’ € Q"(M)
durch w' := fidul, A --- A du? (durch Null fortgesetzt). Dann setzte w = Y,y w'. Weil
die Familie supp(f;) lokal endlich ist, ist w glatt und definiert damit ein Element von
Q"(M). Sei nun x € M ein beliebiger Punkt. Da ), fi(z) = 1 gilt, finden wir einen

Index 4, sodass f;(z) > 0 gilt. Dann ist nach Definition w'(z)(32r,..., 52%) > 0. Da
der Atlas orientiert ist und die f; alle nichtnegative Werte haben, folgt leicht, dass
W (z) (3%, ..., 5%) > 0 fiir alle j gilt. Damit folgt aber w(z) # 0 sofort.

(3) = (1): Sei w € Q" (M) eine n—Form ohne Nullstelle. Dann definieren wir fiir
x € M eine Basis {1, ..., &, } von T, M als positiv orientiert, falls w(z)(&1,...,&,) >0
gilt. Offensichtlich liefert das eine Orientierung auf M. [

BEMERKUNG 4.5. (1) Die Proposition zeigt natiirlich auch, dass jeder orientierte
Atlas auf M eine Orientierung fiir M bestimmt, und dass zwei orientierte Atlanten genau
dann die gleiche Orientierung fiir M liefern, wenn sie orientiert dquivalent sind. Analog
bestimmt jede n—Form w ohne Nullstelle eine Orientierung und zwei solche Formen w
und 7 bestimmen genau dann die selbe Orientierung, wenn es eine positive Funktion f
gibt, sodass 7 = fw ist.

(2) Fiir Hyperflichen M C R™"! ist dieser Orientierbarkeitsbegriff fiquivalent zum Be-
griff aus [3.2] also zur Existenz eines globalen Einheitsnormalenfeldes. Ist ndmlich M
orientiert, dann kann man unter den zwei méglichen Einheitsnormalen in einem Punkt
x € M jene wihlen, die eine positiv orientierte Basis von T, M zu einer positiv orien-
tierten Basis von T,R""! = R""! ergéinzt, und das liefert ein globales Einheitsnormalen-
feld. Ist umgekehrt n ein globales Einheitsnormalenfeld, dann definieren wir eine Basis
{&,...,&,} von T, M als positiv orientiert, falls {n(z), &, ..., &, } eine positiv orientierte
Basis von T, R"*! ist, und man sieht sofort, dass dies eine Orientierung auf M definiert.

4.6. Seinun M eine n—dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit. Dann wissen wir
aus Proposition dass M orientierte Atlanten besitzt, und wir betrachten nur solche
orientierte Atlanten, die die gewéhlte Orientierung liefern, d.h. fiir die jede Karten-
abbildung ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus ist. Damit konnen wir nun
Integrale iiber n—Formen definieren. Um sicher zu stellen, dass wir endliche Integrale
erhalten, schranken wir uns auf Formen mit kompaktem Tréger ein, wobei wir wie frither
den Tréger supp(w) einer Differentialform als den Abschluss der Menge {x : w(x) # 0}
definieren. Wir bezeichnen mit Q%(M) den Raum der k~Formen mit kompaktem Triiger.

Sei also w € Q(M). Wihle einen orientierten Atlas {(U,, uq) : @ € I}. Da supp(w)
kompakt ist, finden wir endlich viele Karten (U;,u;) fiir j = 1,...,¢, sodass supp(w) C
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Uy U---UU,. Weiters finden wir glatte Funktionen f; : M — [0, 1] mit supp(f;) C Uj,
sodass Zﬁzl f; auf supp(w) identisch 1 ist. (Dazu wéhlen wir eine Partition der Eins,

die der Uberdeckung {Uy, ..., U, M \ supp(w)} untergeordnet ist, und definieren f; als
Summe aller Funktionen, deren Tréger in U; liegt, fo als Summe jener verbleibenden
Funktionen, deren Trager in Us liegt, und so weiter.) Nun definieren wir

¢
[e= [ et e it a)
M i=1 Y wi(Us)
Nach Konstruktion ist supp(f;w) eine kompakte Teilmenge von Uj, also steht auf der
rechten Seite eine endliche Summe von Integralen iiber Funktionen mit kompaktem
Tréger, also ist das Integral endlich. Es ist auch leicht einzusehen, dass dies wohldefiniert,
also unabhéngig von allen Wahlen ist: Seien (V}, v,) endlich viele Karten aus einem an-
deren Atlas und g; : M — [0, 1] entsprechende Funktionen. Dann ist nach Konstruktion
w= Zj gjw, also fiw = Zj figjw. Damit erhalten wir

S e T e T ) -

i i(Us)

Nach Konstruktion hat f;g;w Tréger in U; NV}, also geniigt es, in jedem Summanden
tiber u;(U;NVj) zu integrieren. Da beide Atlanten mit der gewéhlten Orientierung auf M
vertriiglich sind, sind die Kartenwechselabbildungen v; o u; ' : w;(U; N'V;) — v;(U; NV})
orientierungserhaltende Diffeomorphismen, also ist die Determinante der Ableitung in
jedem Punkt positiv. Damit wissen wir aber aus der Einleitung zum Abschnitt {iber
Integration, dass der Transformationssatz fiir Mehrfachintegrale

[ (e )T e T ) =
ug (UsNVj)

[ o G T e T )
vj UiﬁVj

liefert. Da die Funktionen auf der rechten Seite aufierhalb von v;(U; N'V;) verschwinden,
kénnen wir auch iiber v;(V;) integrieren, ohne das Resultat zu éndern. Damit zeigt aber
die obige Rechnung (riickwirts gelesen), dass die Wahl (V}, v;, g;) zum selben Wert des
Integrals fiihrt.

Offensichtlich gibt es fiir jede orientierte Mannigfaltigkeiten M Formen, deren In-
tegral # 0 ist. Dazu miissen wir nur eine Karte (U,u) und eine glatte Funktion 0 #
f M — Ry, wihlen, sodass supp(f) kompakt ist und in U liegt und die Form
w = fdu' A--- A du™ (durch 0 auf M ausgedehnt) betrachten. Nach Konstruktion
ist dann [}, w = fu(U) fou'>0.Somit ist [, : QF(M) — R eine offensichtlich lineare
surjektive Funktion.

Der Satz von Stokes

4.7. Mannigfaltigkeiten mit Rand. Mannigfaltigkeiten mit Rand sind ganz ana-
log definiert wie gewohnliche Mannigfaltigkeiten, nur erlaubt man, dass fiir eine Karten-
abbildung u, : U, — us(U,) C R™ die Menge u,(U,) nicht offen in R™ sondern offen
im Halbraum {(z',...,2") € R" : 2} < 0} ist. Fiir die Kartenwechselabbildungen
Uap © Ua(Uap) — upg(Usp) verlangt man, dass sie sich lokal glatt iiber die Randpunkte
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(also Punkte mit #' = 0) ausdehnen lassen. Aus dem inversen Funktionensatz folgt
sofort, dass jede Kartenwechselabbildung innere Punkte auf innere Punkte und damit
auch Randpunkte auf Randpunkte abbildet. Die Teilmenge OM aller Punkte, die in
einer (oder dquivalent jeder) Karte auf einen Randpunkt abgebildet werden, heifit der
Rand von M. Nun ist der Schnitt u,(U,) N ({0} x R"!) eine offene Teilmenge von
R"! und die Kartenwechselabbildungen schriinken sich zu Diffeomorphismen zwischen
diesen Durchschnitten ein. Damit sehen wir aber, dass fiir einen Atlas {(U,, u,)} die
Einschrankungen (U, N OM, uq |y, nonm) einen Atlas fiir OM bilden, womit OM zu einer
(n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit (ohne Rand) wird.

Typische Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten mit Rand sind die abgeschlossenen n—
Bille, B" := {z € R": ||z|| < 1}, wobei dB" = S"~! gilt. Ein anderes Beispiel ist etwa
ein Volltorus (der durch Rotation von B? um einen Kreis entsteht), wobei der Rand
gerade der Torus ist.

Alle Konzepte, die wir bisher entwickelt haben (glatte Funktionen, Vektorfelder,
Differentialformen, usw.) machen ganz analog auf berandeten Mannigfaltigkeiten Sinn.
Fiir Randpunkte z € OM hat man T,0M C T,M, und bei den Tangentialvektoren, die
nicht in T,0M liegen, kann man noch nach auflen und nach innen weisende unterschei-
den. Insbesondere kénnen wir natiirlich Differentialformen von M auf OM einschréanken.
Man kann diese Einschrankung auch als w — ¢*w betrachten, wobei i : OM — M die
(offensichtlich glatte) Inklusionsabbildung bezeichnet.

Ein zentraler Punkt fiir die Integrationstheorie ist, dass eine Orientierung fiir M
(die ganz analog definiert ist wie im Fall gewohnlicher Mannigfaltigkeiten) kanonisch
eine Orientierung fiir den Rand 0M liefert: Sei (U,,u,) ein orientierter Atlas fiir M
und betrachte eine Kartenwechselabbildung uag @ ua(Uasg) — ug(Usg). Wie wir oben
bemerkt haben, bildet diese Kartenwechselabbildung u,(Ua.g) N ({0} x R™™1) nach
ug(Uag) N ({0} x R™™1) ab. Damit folgt aber sofort, dass fiir einen Punkt (0, 2%, ..., 2") €

Uua(Usp) die Ableitung Dugg(x) die Matrixform 0... 0) haben muss, wobei A € R,

A
v € R ! und A eine (n — 1) X (n — 1)-Matrix ist. Da aber u,s Punkte mit negativ-
er r'-Koordinate auf Punkte mit negativer z'-~Koordinate abbilden muss, gilt A > 0.
Damit hat die Determinante der Matrix A (die gerade die Ableitung der Kartenwech-
selabbildung fiir den Rand beschreibt) dasselbe Vorzeichen wie det(Duys(z)), also ist
det(A) > 0. Daher ist der induzierte Atlas fiir M ebenfalls ein orientierter Atlas, und
die Behauptung folgt.

4.8. Der Satz von Stokes. Fiir eine n—dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit
M mit Rand ist also der Rand OM eine orientierte Mannigfaltigkeit (ohne Rand) der
Dimension n— 1. Damit kénnen wir fiir (n—1)-Formen w € Q?~!(M) die Einschrinkung
auf den Rand betrachten und dann [, w bilden. Der Satz von Stokes berechnet dieses
Integral durch ein Integral iiber M. Dazu bemerken wir noch, dass fiir w € Q" (M)
nach Definition w auf der offenen Teilmenge M \ supp(w) identisch verschwindet. Nach
Teil (1) von Satz verschwindet dann auch dw auf dieser offenen Teilmenge. Damit
ist aber supp(dw) C supp(w), also insbesondere dw € Q7 (M).

SATZ 4.8 (Stokes). Sei M eine orientierte glatte Mannigfaltigkeit mit Rand OM .
Dann gilt fiir jede (n — 1)-Form w € QI~Y(M) die Gleichung [,,,w = [,,dw. Ist
insbesondere M eine gewéhnliche Mannigfaltigkeit (ohne Rand), dann ist fM dw = 0 fiir
alle w € QU71(M).

Bewers. Wahlen wir endlich viele Karten (U;, u;) aus einem orientierten Atlas fiir
M, die supp(w) iiberdecken und glattte Funktionen f; : M — |0, 1], sodass supp(f;) C



70 4. DIFFERENTIALFORMEN UND INTEGRATION

U; gilt und ). f; auf supp(w) identisch eins ist. Dann kénnen wir natiirlich (U; N
OM, u;|u,nonr) und fi|oar als Daten zur Berechnung von f oy @ benutzen. Andererseits
ist >, fiw = w, also dw = ). d(fiw). Nachdem supp(d(fiw)) C supp(fiw) C U; gilt,
ist [, dw=>", fui(Ui) d(fiw)(u; ' (y) (T ' - en,. .., Tyu; ' - e,). Damit kénnen wir ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass supp(w) ganz in einer Karte (U, u)

liegt. Dann konnen wir w eindeutig in der Form w = Y p_, wxdu! A+~ AdukF A -+ A du”
fiir glatte Funktionen wy, : M — R mit Tréger in U schreiben. Nach Teil (4) von Satz
ist dann dw = (Z?:l(—l)ifl%)dul A---Adu". Andererseits werden nach Konstruktion
die Tangentialrdume in Randpunkten von 8(21-
also wlgnr = widu? A -+ A du™.

Nach Definition ist nun [, dw = 7" (=1)"" fu(U) 8(w817f_1), und weil die Funktion
im Integral kompakten Tréger hat, der in u(U) liegt, konnen wir auch iiber den Hal-
braum (—oo, 0] x R""! integrieren, ohne das Resultat zu d@ndern. Nach dem Satz von
Fubini kénnen wir dieses Integral dann in Integrale iiber die einzelnen Koordinaten
zerlegen, wobei Reihenfolge der Integrationen keine Rolle spielt. Wir wahlen die Rei-
henfolge so, dass wir im i—ten Summanden zuerst {iber 2 integrieren. Damit erhalten
wir im ersten Summanden

0
-1
/ (/ %gTq(xl,...,x")dxl)dx?..d:gn,
Rr—1 —00

und nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung liefert das

/ wl(O,xQ,...,x”)dxz...dx":/ w.
Rn—1 oM

In allen anderen Summanden steht innen ein Integral der Form

00
Awiou"L 1 n )
/ T(ﬂf ey L )dl’ s

o0

fiir i > 2 erzeugt, also ist du'|sy = 0,

und das verschwindet, weil w; kompakten Trédger hat. [

4.9. Exkurs: Lie Ableitung und Insertionsoperatoren. Neben der dufleren
Ableitung gibt es noch zwei wichtige Operationen auf Differentialformen, namlich die
Lie Ableitung ldngs eines Vektorfeldes und den Insertionsoperator zu einem Vektorfeld.
Gemeinsam liefern diese drei Operationen einen effizienten Kalkiil fiir Differentialfor-
men. Zunéchst besprechen wir die Lie Ableitung, die man fiir beliebige Tensorfelder
definieren kann.

Aus wissen wir, dass man fiir eine glatte Funktion f : M — N zwischen glatten
Mannigfaltigkeiten und ein Tensorfeld ¢ € 7,2(IN) den Pullback f*t € 7,°(M) definieren
kann. Andererseits wissen wir aus [2.15] dass der Pullback von Vektorfeldern (also
(é)—Tensorfeldern) nur ldngs lokaler Diffeomorphismen definiert ist. Fiir einen lokalen
Diffeomorphismus f : M — N kann man aber den Pullback beliebiger Tensorfelder
definieren. Die Tangentialabbildung T, f : T, M — TN liefert eine duale Abbildung
Ty f + TjyN — T;M, die charakterisiert ist durch (T3 f - ¢)(£) = ¢(T5f - §) (und das
funktioniert fiir beliebige glatte Funktionen). Im Fall eines lokalen Diffeomorphismus
konnen wir aber auch die lineare Abbildung (T, f~')* : T:M — T5)N betrachten.

Damit definieren wir fiir ¢ € Z,Y(N) den Pullback f*¢ durch
(f*t)(a:)(gla s 75/6’ d)l? B 7¢Z) =
t(f(x))(Tarfgla cee aT:cfgka (Txf_l)* ) gbla R (Taﬁf_l)* ’ gbz)
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Man sieht sofort, dass dies glatt ist, also ein Element f*t € Z;*(M) definiert, und dass
man fiir Vektorfelder den selben Pullback wie in erhélt.

Insbesondere kann man das nun auf Fliisse von Vektorfeldern anwenden. Fiir ein
Tensorfeld s € T,/(M) und einen Punkt # € M ist dann ¢t — (F15)*s(z) eine glatte
Kurve im Raum der (k+¢)-linearen Abbildungen (T, M)* x (T} M)* — R, und Ableiten
dieser Kurve bei ¢ = 0 liefert ein Element (L¢s)(z) in diesem Raum. Dann zeigt man,
dass L¢s glatt ist, also ein Tensorfeld in Z;*(M) definiert. Das Tensorfeld L¢s heiBt die
Lie Ableitung von s lings &. Etwas allgemeiner erhélt man die Gleichung %(Flf)*s =
(FI})* Les = Le((F15)"s).

Fiir Funktionen erhédlt man Lef = £ - f, fiir Vektorfelder Len = [£, 1] und fiir 1-
Formen ergibt sich die Gleichung (L¢¢)(n) = £ - (¢(n)) — ¢([€,n]). Aus der Definition
der Tensorprodukte folgt sofort, dass Pullbacks ldngs lokaler Diffeomorphismen mit
Tensorprodukten vertauschen, also f*(t; ® t2) = (f*t1) ® (f*t2) fiir jeden lokalen Dif-
feomorphismus f und beliebige Tensorfelder #; und ¢, gilt. Daraus folgt sofort, dass
Le(ty @t) = (Lety) @ ta +t1 @ (Lety) fiir jedes Vektorfeld € gilt.

Betrachtet man insbesondere den Fall von Differentialformen, dann folgt sofort, dass
fir w € Q" M) und € € X(M) auch Lew in QF(M) liegt. Da Lie Ableitungen mit
Tensorprodukten vertrédglich sind, sind sie auch mit Hack—Produkten vertréglich, also
ist Le(wAT) = (Lew) AT +w A Le7. Man erhélt dann die explizite Formel

(’wa)(nb s 777k?) = 5 ’ (W(Wla < 777k)) - Zw(nla BRI [57771]7 Tt 777]6)7

die man als alternative Definition von £ benutzen kann.

Die andere Art von Operatoren ist noch einfacher zu verstehen. Fiir £ € X(M) und
w € QF(M) definieren wir (i¢w)(n1,...,mk—1) = w(&, M1, ..., k—1). Dann folgt sofort,
dass i¢w € QF1(M) gilt, also erhalten wir einen Operator i¢ : Q¥(M) — QF1(M), den
Insertionsoperator zu £. Eine etwas miihsame Rechnung liefert die Vertréglichkeit von
Insertionsoperatoren mit dem Hack-Produkt, ndmlich i¢(w A7) = ig(w) AT+ (—1)*w A
i¢(7) fiir w € QF(M) und 7 € QYM).

Man kann die Vertréglichkeiten der Operatoren d, £, und ¢ mit dem Hack-Produkt
leicht einheitlich verstehen. Jeder der drei Operatoren 2*(M) — Q*(M) hat die Eigen-
schaft, dass er QF(M) nach Q¥7(M) abbildet, wobei r = 1 fiir d, r = 0 fiir L
und r = —1 fiir ¢¢ ist. Die Vertriglichkeit mit dem Hack-Produkt ist dann, dass
D(wAT) = Dw) AT+ (=1)"w A D(7) fiir w € QF(M) und 7 € QM) gilt, wobei
D einer der drei Operatoren und r die entsprechende Zahl ist. Man nennt solche Op-
eratoren graduierte Derivationen vom Grad r der graduierten Algebra Q*(M). So wie
wir in gezeigt haben, dass der Kommutator von zwei Derivationen eine Derivation
ist, zeigt man hier, dass der graduierte Kommutator von zwei graduierten Derivationen
eine graduierte Derivation ist. Sind also D; und D, graduierte Derivationen vom Grad
r1 und ro, dann ist [Dy, Dy} := Dy o Dy — (—1)""2 Dy o Dy eine graduierte Derivation
vom Grad rq + 7a.

Nun kann man leicht zeigen, dass jede graduierte Derivation ein lokaler Operator ist.
Somit kann man solche Derivationen in lokalen Koordinaten betrachten und man sieht
leicht, dass zwei graduierte Derivationen, die auf Elementen f und df fiir f € Q°(M)
iibereinstimmen, schon gleich sein miissen. Damit beweist man

PROPOSITION 4.9. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und seien £,mn € X(M) Vek-

torfelder. Dann gilt: (1) [d,Le] =do Le — Leod = 0.
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(3) |d,d] = 2d* = 0.

()16 L = Lo Ly = Ly 0 £ = Lic
(5) [Leyin] = Le 0ty — iy o Le =g .
(6) lig, in] = ig 0y + iy 0ic = 0.

4.10. Exkurs: de-Rham Kohomologie. Aus Satz[4.3|wissen wir, dass die dufere
Ableitung d®> = dod = 0 auf jeder glatten Mannigfaltigkeit M erfiillt. Damit liegt
fiir jedes k = 1,...,dim(M) das Bild von d : Q¥1(M) — Q¥(M) im Kern von d :
QF(M) — QFY(M). Man nennt Formen w, die dw = 0 erfiillen, geschlossen und solche,
die von der Form dr sind, erakt. Nun kénnen wir fiir jedes k& den Quotienten H*(M) :=
Ker(d)/Im(d) bilden. Dieser Quotient heifit die k-te de-Rham Kohomologie von M.
Die Summe aller Kohomologien bezeichnet man mit H*(M) := @®H*(M). Es zeigt
sich, dass fiir kompakte (und auch viele nicht-kompakte) Mannigfaltigkeiten die Raume
H*(M) endlichdimensional sind. Fiir eine geschlossene k~Form w bezeichnen wir mit
(w] € H*(M) die Kohomologieklasse von w.

Der erste Schritt um zu sehen, dass diese Kohomologien topologische Bedeutung
haben, ist das Lemma von Poincaré, das besagt, dass fiir einen offenen Ball in R™ (und
damit insbesondere fiir R™ selbst) jede geschlossene k—Form mit k£ > 1 automatisch
exakt ist. Insbesondere erhilt man, dass H°(R") = R (die Funktionen im Kern von d
sind genau die Konstanten) und H*(R") = 0 fiir & > 0 gilt.

Die Vertraglichkeit von d mit dem Hack—Produkt impliziert sofort, dass fiir ge-
schlossene Formen w € QF(M) und 7 € QY(M) auch w A 7 € Q¥*(M) geschlossen
ist. AuBerdem gilt fiir geschlossenes w und 7 und beliebige Formen ¢ € QF~1(M) und
Y € QFY(M) die Gleichung (w +d@) A (T +dyp) = w AT +d((—=1)*w A+ A (T + dy)).
Damit sehen wir aber, dass das Hack—Produkt ein wohldefiniertes Produkt auf H*(M)
induziert, das H*(M) x H*(M) nach H***(M) abbildet und wegen der entsprechenden
Eigenschaften des Hack—Produktes assoziativ und graduiert kommutativ ist. Somit ist
(H*(M), N) eine graduiert kommutative Algebra.

Ist f: M — N eine glatte Funktion und w € QF(N), dann ist d(f*w) = f*(dw).
Damit folgt aber sofort, dass f* geschlossene Formen auf geschlossene Formen und ex-
akte Formen auf exakte Formen abbildet. Somit erhalten wir eine induzierte Abbildung
f#* : H*(N) — H*(M), die die Grade bewahrt und ein Algebrahomomorphismus ist.
Nachdem fiir glattes g : N — P offensichtlich (g o f)* = f* o ¢g* gilt, erhalten wir
sofort (go f)# = f# o g#. Insbesondere folgt daraus sofort, dass diffeomorphe Mannig-
faltigkeiten isomorphe Kohomologien haben. Ein ganz wichtiger Punkt (vor allem fiir
die topologische Interpretation der de-Rham Kohomologie) ist, dass homotope Funktio-
nen die gleichen Abbildung in der Kohomologie induzieren: Sind f,g : M — N glatt,
sodass es eine glatte Funktion H : M x R — N gibt, die H(x,t) = f(x) fiir alle t <0
und H(z,t) = g(z) fiir alle ¢t > 1 erfiillt, dann ist g% = f# : H*(N) — H*(M).

Der entscheidende Punkt an der de-Rham Kohomologie ist aber, dass sie mit der
Kohomologie mit reellen Koeffizienten im Sinne der algebraischen Topologie iiberein-
stimmt, was aber ein ziemlich tiefliegendes Resultat ist. Das bedeutet einerseits, dass
homoomorphe (und sogar homotopiedquivalente) Mannigfaltigkeiten isomorphe Koho-
mologien haben. Andererseits kann man Methoden der algebraischen Topologie be-
nutzen, um die de-Rham Kohomologie zu berechnen.

Die niedrigste und die hochste de-Rham Kohomologie sind relativ einfach zu bes-
timmen. Fine Funktion f : M — R erfiillt genau dann df = 0, wenn jeder Punkt
x € M eine offene Umgebung U besitzt, auf der f konstant ist. Das bedeutet aber ger-
ade, dass f konstant auf jeder Zusammenhangskomponente ist, also ist H°(M) = R,
wobei ¢ die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M ist. Ist andererseits M
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kompakt und orientierbar, dann haben wir (nach Wahl einer Orientierung) das Integral
Jy : Q" (M) — R. Nachdem n-Formen automatisch geschlossen sind und nach dem
Satz von Stokes das Integral exakter Formen verschwindet, sehen wir, dass [  eine
surjektive lineare Abbildung [,, : H"(M) — R liefert. Es stellt sich heraus, dass fiir
zusammenhéngendes M diese Abbildung ein linearer Isomorphismus ist. Ist andererseits
M zusammenhéngend, aber entweder nicht kompakt oder nicht orientierbar, dann ist
H"(M) = 0.

Diese Beobachtung erlaubt es nun, fiir eine glatte Funktion f : M — N zwischen n—
dimensionalen kompakten, orientierten Mannigfaltigkeiten den Abbildungsgrad deg(f)
zu definieren. Die induzierte Funktion f# : H"(N) — H"(M) ist einfach eine lineare Ab-
bildung von R nach R, also durch Multiplikation mit einer reellen Zahl deg(f) gegeben.
Es stellt sich heraus, dass deg(f) sogar immer eine ganze Zahl ist. Nach Konstruktion
haben homotope Funktionen den gleichen Abbildungsgrad, und der Abbildungsgrad ist
charakterisiert durch [, f*w = deg(f) [yw

Damit kann man nun zum Beispiel beweisen, dass es auf Sphéren gerader Dimension
kein Vektorfeld ohne Nullstelle geben kann (fiir S? ist das der sogenannte Igelsatz):
Natiirlich ist deg(id) = 1. Andererseits kann man die Antipodalabbildung A : S™ — S™
betrachten, die durch A(z) = —x gegeben ist. Nach dem Satz von Stokes ist fiir die
n-Form w := x'dz® A --- A dz"™! auf R"*! das Integral [, w # 0. Klarerweise ist
A*w = (=1)""w, also erhalten wir deg(A) = (—1)"*1. Ist nun ¢ € X(S™) mit £(z) # 0
fiir alle z, dann kénnen wir ¢ als Funktion S™ — R"*! betrachten, die 0 # £(z) L z fiir

alle z € S™ C R™! erfiillt, und f : S™ — S" durch f(x) := ”zigﬂ definieren. Dann hat

f nach Konstruktion keinen Fixpunkt. Daraus schliefft man, dass f homotop zu A ist,

im Wesentlichen via H(x,t) := %, also deg(f) = (—=1)"*! gilt. Andererseits
_x+té(z)

ist aber f homotop zur Identitdt, im Wesentlichen via H(x,t) := i@
deg(f) = 1 gelten, was fiir gerades n einen Widerspruch liefert. (Auf Sphiren ungerader
Dimension gibt es tatséchlich immer Vektorfelder ohne Nullstellen.)

Neben den oben erwdhnten Methoden aus der algebraischen Topologie gibt es auch
direkte Methoden zur Berechnung von de-Rham Kohomologien, etwa die Mayer—Vie-
toris—Sequenz, die fiir offene Teilmengen U,V C M, sodass M = U UV, einen Zusam-
menhang zwischen den Kohomologien von M, U, V und U NV herstellt.

also muss

4.11. Exkurs: Anwendungen des Satzes von Stokes. Wir wollen zunichst
beschreiben, wie man aus dem allgemeinen Satz von Stokes aus[4.8|die aus der Grundvor-
lesung tiber Analysis bekannten Versionen herleitet. Dazu benétigen wir im Wesentlichen
zwei Ideen: Einerseits gibt es auf einer n—-dimensionalen orientierten Riemann Mannig-
faltigkeit (M, g) immer eine kanonische n—Form vol(g) € Q"(M), die Volumsform der
Metrik g: Sei (U, u) eine orientierte Karte fiir M mit Koordinatenvektorfeldern 9; = a?ﬁ"
Dann betrachten wir die matrixwertige glatte Funktion (g;;) auf U, wobei g;; := ¢(0;, 0;).
Da g in jedem Punkt ein positiv definites inneres Produkt ist, ist die Determinante
dieser Matrix immer positiv also definiert 4/det( gw) eine positive glatte Funktion auf
U, und wir setzen vol(g = y/det(g;;)du' A -+ A du™. Man verifiziert leicht, dass
fiir verschiedene Karten dlese Formen auf den Durchschnitten iibereinstimmen. Damit
definieren sie eine n—Form auf M. Insbesondere kann man auf einer Riemann Man-
nigfaltigkeit Funktionen mit kompaktem Tréger integrieren, indem man sie mit vol(g)
multipliziert und das Resultat integriert. Fiir eine offene Teilmenge von R™ erhalten wir
einfach vol(g) = da' A --- A dz™, und damit gewinnt man so das iibliche Integral von
Funktionen auf R"™ zuriick.
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Auf einer Riemann Mannigfaltigkeit kann man aber auch 1-Formen mit Vektor-
feldern identifizieren. Ist ndmlich ¢ € Q'(M), dann ist fiir jeden Punkt € M der Wert
¢(z) eine lineare Abbildung T, M — R, also gibt es einen eindeutigen Tangentialvektor
& € T, M, sodass ¢(x)(n) = g.(&,n) fir alle n € T, M gilt. Man verifiziert leicht, dass
x +— &, ein glattes Vektorfeld auf M definiert. Insbesondere konnen wir fiir eine glatte
Funktion f : M — R das Vektorfeld zu df € Q'(M) betrachten, das als der Gradient
von f bezeichnet wird.

Im Fall von R" ist das Vektorfeld zu Y, ¢;dz" offensichtlich durch ", gbi% gegeben.

Insbesondere hat der Gradient von f genau die Koordinaten %, also liefert das den
iiblichen Gradienten. Auf R? geniigen diese Beobachtungen schon, um alle Differen-
tialformen in Termen von Funktionen oder Vektorfeldern zu interpretieren. Die duflere
Ableitung d : QY(R?) — Q2(R?) ist durch d(¢ida’ + ¢oda?) = (52 — 22)dat A da?
gegeben und entspricht damit der Abbildung (&', &%) — g—g — % von Vektorfeldern
nach Funktionen.

Damit konnen wir nun als ersten der klassischen Integralsidtze den Satz von Green
beweisen. Betrachte eine beschrinkte offene Teilmenge U C R?, deren Rand U = U\ U
eine glatte Teilmannigfaltigkeit, also eine regulér parametrisierbare geschlossene glatte
Kurve cist. Dann ist M := U eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand M = c. Fiir ein

(lokal um M definiertes) Vektorfeld ¢ auf R? und eine regulire glatte Parametrisierung

¢ : [a,b] — R? des Randes gilt dann f;(d(t),f(c(t)))dt = [y <g—fj — g—fc;) dztdx?. Eine

physikalische Interpretation dieses Satzes erhélt man, indem man statt des Vektorfeldes
€ = (€', €?) das dazu orthogonale Feld € = (€', £2) = (£2, —¢!) betrachtet. Stellen wir uns
¢ als Stromungsfeld vor, dann ist (c/(),£(c(t))) gerade das innere Produkt von &(c(t))
mit dem Normalvektor (—c(t), ¢} (t)) zu ¢(t), und das kann man als den infinitesimalen

Flul pro Zeiteinheit des Stromungsfeldes durch diesen Punkt betrachten. Andererseits

ist g—f; — g—fc; = g—f; + g—f;, also genau die Divergenz div(€). Damit kénnen wir den Satz
von Green so interpretieren, dass man den Flufl eines Stromungsfeldes pro Zeiteinheit
durch den Rand eines Gebietes als das Integral der Divergenz des Feldes iiber das Gebiet
berechnen kann.

Betrachten wir insbesondere fiir eine (lokal um M definierte) glatte Funktion f das

zugehorige Gradientenfeld (%, %). Die Divergenz dieses Feldes ist nach Definition
% + % = A(f), wobei A den Laplace Operator bezeichnet. Damit kann man den

Fluss eines Gradientenfeldes grad(f) durch den Rand OM pro Zeiteinheit gerade als
[iy A(f)dx'dz® berechnen.

Fiir den Satz von Gaufl und den klassischen Satz von Stokes, die Teilmengen von
R? behandeln, bendtigen wir noch eine zusitzliche Uberlegung, die wiederum wesentlich
allgemeiner Sinn macht. Sei (M, g) eine n—dimensionale Riemann Mannigfaltigkeit (oder
noch allgemeiner eine Mannigfaltigkeit mit einer ausgezeichneten Volumsform, also einer
n—Form ohne Nullstellen). Dann ist leicht einzusehen, dass es zu jeder (n — 1)-Form
w € Q" (M) ein eindeutiges Vektorfeld & € X(M) gibt, sodass w = i¢vol(g) gilt.
Einsetzen in die Volumsform definiert also eine Bijektion zwischen dem Raum X (M)
der Vektorfelder auf M und dem Raum Q"~'(M) der (n — 1)-Formen.

Im Spezialfall einer offenen Teilmenge U C R? entspricht dem Vektorfeld (£, €2, £3)
genau die zwei-Form &3dat A da? — E2dxt N da?® + €1da® A da®. Das ldsst sich auch schon
geometrisch interpretieren. Sind 7, ¢ € X(U) Vektorfelder mit Koordinatenfunktionen 7’
und ¢’, dann ist nach Definition dz’ A dz’(n, () = n'¢/ —n/*. Damit sieht man aber aus
der obigen Formel sofort, dass die 2-Form zu £ € X(M) ausgewertet auf n und ¢ gerade
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die Determinante der Matrix mit den Spalten &, n und ( liefert. Diese Determinante
ist das Volumen des von den drei Vektoren aufgespannten Parallelepipeds, also kann
man sie als das Produkt der Fliache des von n und ( aufgespannten Parallelogramms
mit dem inneren Produkt von ¢ mit einem Einheitsnormalvektor schreiben. Deshalb
schreibt man diesen Ausdruck in der klassischen Analysis als (£, n)dO, wobei dO das
“Oberflachenelement” bezeichnet. Interpretiert man ¢ als Stromungsfeld und n und ¢
als lokale Basis fiir die Tangentialrdume einer Fliche in R3, dann kann man das wieder
als infinitesimalen Fluss durch die Flédche pro Zeiteinheit betrachten.

Weiters sehen wir, dass die duere Ableitung d : Q*(U) — Q3(U) genau der Ab-
bildung div : X(M) — C*(M,R) entspricht, die gegeben ist durch (£!,&2,€3)
g—i g—i + g—iz, und das ist genau die klassische Divergenz.

Betrachten wir andererseits das Vektorfeld (¢!, £2,€3) als 1-Form, dann erhalten wir
ldat + £2da? + £3dx®, und die duflere Ableitung davon ist

<8—f2 — 8—51) dz' A da® + <8—f3 — 8—51) dz' A da® + <8—f3 — 8—52) dz® A da?,

Oxl Ox2 Oxl Ox3 Ox2 Ox3

: : : og8 _ og2 o¢l _ o9g® o0 og!
und von oben wissen wir, dass dies dem Vektorfeld ( 57 T 5 93 — 5ol 5T — 52

entspricht. Damit entspricht die duere Ableitung d : Q'(U) — Q*(U) genau der klas-
sischen Rotation rot : X(U) — X(U). Insbesondere sehen wir, dass die Operatoren
Divergenz, Gradient und Rotation der klassischen Vektoranalysis nur Umformulierun-
gen der dufleren Ableitung sind.

Damit kénnen wir nun den klassischen Satz von Gaufl formulieren. Sei U C R? eine
beschriinkte offene Teilmenge, deren Rand eine glatte Fliche ist. Dann ist M := U eine
Teilmannigfaltigkeit mit Rand OM = OU von R®. Sei n das nach auflen weisende Einheit-
snormalenfeld auf M. Dann ist [,, (¢, n)dO = [, div(§)dz'dz*da®. Die physikalische
Interpretation ist wieder, dass man den Fluf} eines Stromungsfeldes durch den Rand
eines Gebietes als das Integral der Divergenz des Feldes iiber das Gebiet berechnen
kann. Im Spezialfall eines Gradientenfeldes erhilt man wie im zweidimensionalen Fall
Jorr(grad(f), n)dO = [, A(f)dz'dz?dz®.

Wegen dieses Satzes nennt man Vektorfelder £, die div(¢) = 0 erfiillen, quellenfrei.
Fiir so ein Feld ist ndmlich der Flufl durch Rénder immer Null, also kann sich im Inneren
keine Quelle befinden. Natiirlich haben Felder der Form rot(n) immer diese Eigenschaft,
weil die Komposition div o rot im Bild der Formen genau der Komposition d od = 0
entspricht. Die (physikalisch ziemlich relevante) Frage, ob man jedes quellenfreie Feld
¢ als £ = rot(n) schreiben kann, entspricht dann genau der Frage, ob jede geschlossene
2-Form exakt ist, lauft also genau auf die Frage nach der zweiten de-Rham Kohomologie
H?(M) hinaus.

Fiir den klassischen Satz von Stokes betrachtet man eine orientierte zweidimension-
ale Teilmannigfaltigkeit M mit Rand M in R? und ein (lokal um M definiertes) Vektor-
feld € auf R3, das man als 1-Form auf M interpretiert. Der Rand von M ist eine disjunkte
Vereinigung regulér parametrisierbarer geschlossener glatter Kurven, auf denen von M
eine Orientierung induziert wird. Fiir orientiert Parametrisierungen ¢; : [a;, b;] — R3
dieser Kurven erhélt man dann

S Jo(€l0). Ee(t)dt = [, (rot(&), m)dO.
Wegen dieses Satzes nennt man Vektorfelder £, die rot(§) = 0 erfiillen, wirbelfrei. Be-

trachtet man némlich £ als Kraftfeld, dann kann man ff<c’ (t),&(c(t)))dt gerade als die
Arbeit interpretieren, die nétig ist, um einen Korper entlang der geschlossenen Kurve ¢
zu bewegen. Ist rot(£) = 0, dann ist dieses Integral immer trivial, also kann man durch
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Bewegung auf geschlossenen Bahnen keine Energie gewinnen oder verlieren. Insbeson-
dere ist das natiirlich fiir Gradientenfelder erfiillt, weil die Komposition rotograd wieder
der Komposition d o d = 0 entspricht. Die Frage, ob ein wirbelfreies Feld ein Gradien-
tenfeld ist, was physikalisch bedeutet, dass das Feld durch ein Potential gegeben ist,
ist dann wieder dquivalent zur Frage, ob jede geschlossene 1-Form exakt ist, und lduft
damit auf die Bestimmung der ersten de-Rham Kohomologie H'(M) hinaus.



k-Form,
Uberlagerung,
duflere Ableitung,
auf R2,
1-Form, |57
auf R?,

Abbildungsgrad,
Atlas,

Bewegung, 2]
Bogenlinge,

totale, [f]
Bogenlidngenparametrisierung, [f]

Codazzi—-Mainardi Gleichung,

de-Rham Kohomologie, [72]
Derivation, 43|

graduierte,
Derivation bei z,
diffeomorph,
Diffeomorphismus,
Differentialform,

exakte, [72]
geschlossene,
Distanz

euklidische,

Einheitsnormalenfeld, [6]
Evolute,

extrinsisch,
Fluss, [0

Fundamentalform, [47]

GaufBabbildung, [46]
GauBgleichung,
Gaufkriimmung, [48]
Geodéite, [55]

glatte Funktion,
Gradient,

Hack-Produkt, [61]
Hauptkriimmungen, [4§]
Hauptkriimmungsrichtungen,
homotop,

Homotopie, [16]

Index

7

Hyperfliche,

Insertionsoperator,

Integral, [67]

Integralkurve,

intrinsisch,

Isometrie, [45]

isoperimetrische Ungleichung,
isotop, [I§|

Isotopie, [1§]

Karte, 27] 29]

Kartenwechselabbildung,
Kohomologieklasse, [72]
Kotangentialbiindel, [58]
Kotangentialraum,
kovariante Ableitung,
Kriimmung

einer ebenen Kurve,

totale,
Kriimmungskreis,
Kurve

geometrische Eigenschaften, []

geschlossene,

glatt parametrisierte,

orientierte, [

regulér parametrisierte, [4]
Kurvenintegral,

Lie Ableitung,

Lie Gruppe,

Lie Klammer,

lokale Koordinatendarstellung

1-Form, [57]
Differentialform,
Funktion, [2§]

Tangentialabbildung, [37]

Tensorfeld,

Vektorfeld,
lokale Parametrisierung,
lokale Trivialisierung,
lokalen Koordinaten,
lokaler Diffeomorphismus,

Mannigfaltigkeit,
mittlere Kriimmung,



78

Nabelpunkt,
Normalkoordinaten, [56]

orientierbar,
fiir Hyperfléichen, [46]
orientierungserhaltend,

Partition der Eins, [31]
Pullback,

Rand,

Raum

euklidischer, [I]
reguldre Nullstellenmenge, [22]
Reparametrisierung, [3]
Riemann Metrik,

Riemannkriimmung,
Satz von Stokes, [69]

Tangentialabbildung,
in einem Punkt,
Tangentialbiindel,
Tangentialraum,
fiir Mannigfaltigkeiten, 2]
fiir Teilmannigfaltigkeiten,
in R™, [34]
Teilmannigfaltigkeit
von R",
Tensorfeld,
Tensorprodukt, 59|

Triger, [31]
Umlaufzahl,

Vektorfeld, [38|
Volumsform, [73]

Wedge—Produkt,
Weingartenabbildung, [40]
Windungszahl,

INDEX



	Vorwort
	Kapitel 1. Kurven in der Ebene
	Glatte Kurven
	Bogenlänge und Bogenlängenparametrisierung
	Krümmung ebener Kurven
	Geschlossene Kurven, Windungszahl und Umlaufzahl

	Kapitel 2. Analysis auf Teilmannigfaltigkeiten
	Teilmannigfaltigkeiten von Rn
	Glatte Funktionen
	Tangentialraum und Tangentialabbildung
	Vektorfelder

	Kapitel 3. Hyperflächen in Rn+1
	Formeln für Flächen in R3
	Kovariante Ableitung und Riemannkrümmung

	Kapitel 4. Differentialformen und Integration
	Tensorfelder
	Differentialformen
	Integration
	Der Satz von Stokes

	Index

