KAPITEL 2

Biindel

In diesem Kapitel werden wir die Theorie der Faserbiindel und speziell der Vek-
torbiindel und der Hauptfaserbiindel studieren. Die allgemeine Idee dabei ist, dafl man
Mannigfaltigkeiten betrachtet, die lokal wie ein Produkt einer offenen Teilmenge einer
fixen Basismannigfaltigkeit und einer fixen Mannigfaltigkeit (der Faser) aussehen. Die
Spezialfille ergeben sich so, dafl man fiir die Faser einen Vektorraum oder eine Lie
Gruppe nimmt, und die entsprechende Struktur in der Konstruktion beriicksichtigt.

2.1. Faserbiindel. Sei p : E — M eine glatte Abbildung zwischen glatten Man-
nigfaltigkeiten und F' eine weitere glatte Mannigfaltigkeit. Eine Faserbiindelkarte fiir p
mit Faser F' ist eine offene Teilmenge U C M zusammen mit einem Diffeomorphismus
0 :p Y (U) — U x F, sodaB pr; o ¢ = p ist.

Die Abbildung p (oder E) heifit ein Faserbiindel mit Faser F', falls es fiir jeden
Punkt x € M eine offene Umgebung U von z in M und eine Faserbiindelkarte ¢ :
p Y (U) — U x F gibt. E heifit dann der Totalraum, M die Basis und F die typische
Faser des Faserbiindels. FEine Faserbiindelkarte fiir ein Faserbiindel heifit auch eine lo-
kale Trivialisierung des Faserbiindels. Ein Faserbiindel p : E — M heif3t trivial, falls
es eine Faserbiindelkarte (M, ) gibt. In diesem Fall heifit ¢ eine Trivialisierung des
Faserbiindels.

Ein Schnitt eines Faserbiindels ist eine glatte Funktion o : M — E mit poo = idyy,
und ein lokaler Schnitt ist eine glatte Funktion ¢ : U — E mit p o 0 = idy, wobei
U C M eine offene Teilmenge ist. Die Menge der glatten Schnitte eines Faserbiindels
p: E — M wird mit I'(F) und die Menge der lokalen glatten Schnitte iiber eine
offenen Teilmenge U C M mit I'(U, E) bezeichnet. Ist (U, ¢) eine Faserbiindelkarte fiir
p:E— Mund f: U — F eine glatte Funktion, dann definiert o(z) = ¢~ '(z, f(x))
einen lokalen glatten Schnitt von E. Somit hat jedes Faserbiindel viele lokale Schnitte.
Genauer gesagt gilt I'(U, E) = C*°(U, F) fiir jede Kartenumgebung U. Im allgemeinen
muf} aber ein Faserbiindel keinen globalen glatten Schnitt besitzen.

Ist p: E — M ein Faserbiindel, dann ist p nach Definition surjektiv. Ist 0 : U — E
ein glatter lokaler Schnitt, dann ist T ,)p o 1,0 = idg, v, also ist Ti,,)p surjektiv. Nach
der obigen Uberlegung geht durch jeden Punkt von E ein lokaler glatter Schnitt (ent-
sprechend einer konstanten Funktion U — F'), also ist p eine Submersion. Insbesondere
ist damit fiir jeden Punkt x € M die Faser E, := p~!(z) von F iiber z eine glatte
Teilmannigfaltigkeit von E, die diffeomorph zu F ist.

Ein Faserbiindelatlas fur ein Faserbiindel p : E — M ist eine Familie {U,, ¢, } von
Faserbiindelkarten, soda8 M = U,U, gilt. Fiir zwei Karten (U,, ¢,) und (Ug, ¢g) in so
einem Atlas setzen wir U, 3 = U,NUp und betrachten die Funktion gpaogogl tUap X F' —
Uap x F. Nach Definition ist die erste Komponente dieser Abbildung die Identitét. Die
zweite Komponente ist eine glatte Funktion ¢.5 : Uss X F' — F, die die Eigenschaft
hat, daf fir jeden Punkt = € U,g die Abbildung y — ¢.s(x,y) ein Diffeomorphismus
von F' ist.
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Sindp: E — M und p’ : E' — M’ Faserbiindel, dann ist ein Faserbiindelmorphismus
von E nach E’ eine glatt Funktion f : F — E’, sodafl es eine Funktion f : M — M’
gibt, die p’ o f = f o p erfiillt. Da p eine surjektive Submersion ist, ist dann auch
f: M — M’ automatisch eine glatte Funktion. Ein Faserbiindelisomorphismus ist ein
Faserbiindelmorphismus f, der ein Diffeomorphismus ist. In diesem Fall ist auch der

inverse Diffeomorphismus f~! ein Faserbiindelmorphismus.

Beispiele. (1) Die erste Projektion pr; : M x F' — F ist ein triviales Faserbiindel
iiber M mit Faser F'.
(2) Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und p : TM — M das Tangentialbiindel von M.
Fiir eine Karte (U, u) fiir M ist Tu : p*(U) — u(U) x R™ ein Diffeomorphismus, der
pri o Tu = uop erfiillt. Damit ist aber (u™!,id) o Tu = (p,prooTu) : p~1(U) — U x R"
eine Faserbiindelkarte, also ist p : TM — M ein Faserbiindel mit Faser R".

Fiir eine Lie-Gruppe G ist Xy — (g, Ty ;-1 - Xy) : TG — G x g eine Faserbiindel-
karte, also eine Trivialisierung des Tangentialbiindels.
(3) Sei G eine Lie Gruppe, H C G eine abgeschlossene Untergruppe, G/H der entspre-
chende homogene Raum und p : G — G/H die kanonische Projektion. Dann wissen wir
aus 1.12, daB p : G — G/H ein Faserbiindel mit Faser H ist.

2.2. Lemma. Sei E eine Menge, M und F glatte Mannigfaltigkeiten, p : E — M
eine Funktion. Sei {U,} eine offene Uberdeckung von M sodaf es bijektive Funktionen
Vo i p 1 (Us) — Uy x F mit pry o p, = p gibt, sodaf fiir Uyg = U, NUg # O glatte
Funktionen @ap @ Uag X ' — F gibt, die (p, 0 gpgl)(x,y) = (x,pap(z,y)) fir alle
(z,y) € Usp X F erfilllen. Dann gibt es auf E eine eindeutige Struktur einer glatten
Mannigfaltigkeit, sodafi p: E — M glatt ist und {(Uy, o)} ein Faserbindelatlas ist.

BEwEIs. Indem wir die Mengen U, mit den Kartenumgebungen eines Atlas von
M schneiden und davon eine abzdhlbare Teiliiberdeckung nehmen (siehe [I, 2.7(3)]),
diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da§ {U,} eine abzidhlbare
Familie von Kartenumgebungen in einem Atlas {(U,, u,)} fiir M ist. Sei {(V;,v;)} ein
abzihlbarer Atlas fiir F. Dann definieren wir W;, C E durch W;, = ¢ (U, x V)
und Funktionen w;, : Wi, — R™™" wobei m = dim(M) und n = dim(F) durch
Wia = (Uq, Vi) 0 Pq. Dann ist wiy : Wi — win(Wia) = ua(Us) X v;(V;) eine Bijektion auf
eine offen Teilmenge. Weiters ist wio (W, N Wia) = ua(Uag) x v;(Vi;) also offen. Fiir die
Kartenwechselabbildungen erhalten wir

Wi © w;ﬁl - (ua7 Ui) o goa o @51 o (u§171};1)7

also (x,y) — (uag(x),vi(gpag(ugl(x),vj_l(y)))) und das ist glatt. Da die Familie {W;,}
abzdhlbar ist, erhalten wir aus diesen Karten nach [I, 2.4(5)] die Struktur einer glatten
Mannigfaltigkeit auf £, und alle weiteren Eigenschaften sind offensichtlich. m

2.3. Faserbiindel mit Strukturgruppe. Sei ¢ : G x ' — F eine fixe Links-
wirkung einer Lie Gruppe G auf einer Mannigfaltigkeit F' und sei p : E — M eine
glatte Abbildung. Zwei Faserbiindelkarten (U, ¢,) und (Us, ) fir p : E — M hei-
Ben G-vertrdglich falls es eine glatte Funktion p.g : Uy — G gibt, sodal die Funktion
gpaogpgl : Unp X F' — Uyp X F gegeben ist durch (z,y) — (x,{(pas(x),y)). Die Funktion
©ap heiit dann die Transitionsfunktion zu den beiden Faserbiindelkarten.

Ein Faserbiindelatlas (U,, ¢4 ) fiir eine Faserbiindel p : £ — M mit Faser I heifit
ein G-Atlas, falls je zwei seiner Karten G—vertraglich sind. Zwei G—Atlanten heiflen
dquivalent falls ihre Vereinigung wieder ein G—Atlas ist. Ein Faserbiindel mit Faser F'
und Strukturgruppe G ist ein Faserbiindel p : E — M mit typischer Faser F' zusammen
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mit einer Aquivalenzklasse von G—Atlanten. So eine Aquivalenzklasse liefert natiirlich
einen maximalen G-Atlas, und eine Faserbiindelkarte auf so einem Biindel ist einfach
eine Karte aus diesem maximalen G—Atlas.

Seien p: E — M und p’ : B/ — M Faserbiindel mit Faser F’ und Strukturgruppe G.
Ein Isomorphismus von E nach E’ ist ein Faserbiindelisomorphismus f : ' — E’ mit
f=id: M — M, sodaB fiir jede Karte (U,, @) in einem G-Atlas von E' (Uy, o © f)
eine Karte im maximalen G-Atlas von F ist. Klarerweise ist das unabhéingig von der

Wahl des Atlas auf F'.

Beispiele. (1) Betrachten wir das Faserbiindel p : TM — M aus Beispiel (2) von
2.1. Fiir zwei Karten (U, uq) und (Us,ug) fiir M sei tas = g 0 ug' : ug(Uap) —
uo(Uyg) die Kartenwechselabbildung. Dann ist Tu, o (Tug)™' nach [[,2.16] gegeben
durch (y,Y) — (uas(y), Duag(y)(Y)). Somit sehen wir, dafl der oben konstruierte Fa-
serbiindelatlas ein GL(n, R)-Atlas ist, wobei die Transitionsfunktionen durch p,g(x) =
Dugg(ug(z)) gegeben sind. p : TM — M ist also ein Faserbiindel mit Faser R™ und
Strukturgruppe GL(n,R).

(2) Aus 1.12 wissen wir, dal p : G — G/H ein Faserbiindel mit Faser H und Struktur-
gruppe H ist, wobei H auf sich selbst durch Linksmultiplikation wirkt.

Hauptfaserbiindel und assoziierte Biindel

2.4. Hauptfaserbiindel. Sei G eine Lie Gruppe. Ein G-Hauptfaserbiindel p : P —
M iiber M ist ein Faserbiindel mit typischer Faser G und Strukturgruppe G, wobei
G auf sich selbst durch Linksmultiplikation wirkt. Das bedeutet gerade, dafl es einen
Faserbiindelatlas {(U,, 0o : p~1(U,) — U, x G)} fiir P gibt, sodafl es glatte Funktionen
©0ap : Usg — G gibt, die (¢4 0 gpgl)(m,g) = (2, pap(x)g) erfiillen. So ein Atlas heifit ein
Hauptfaserbiindelatlas und die Karten eines maximalen Hauptfaserbiindelatlas heiflen
Hauptfaserbiindelkarten.

Vorsicht: Fiir ein G-Hauptfaserbiindel p : M — G ist jede Faser p~!(z) fiir v € M
diffeomorph zur Lie-Gruppe G (und eine abgeschlossene Teilmannigfaltigkeit von P).
Die Faser selbst hat aber keine natiirliche Gruppenstruktur. Jede Hauptfaserbiindelkarte
o mit z € U, liefert zwar einen Diffeomorphismus von p~!(z) mit G und somit eine
Multiplikation auf p~!(x) aber diese Multiplikation hiingt von der Wahl der Karte ab.
Es gibt aber eine Struktur die an die Gruppenmultiplikation erinnert:

Sei p: P — M ein G-Hauptfaserbiindel. Dann definieren wir die prinzipale Rechts-
wirkung r : P x G — P durch r(¢_(z,g),h) := ¢, (x, gh). Ist p (z,g) = cpgl(x,g’),
dann ist g = pag(7)g’, also gh = @us(x)g’h und damit ¢, ' (z, gh) = gogl(a:,g’h), also
ist r wohldefiniert. Nach Definition ist r|,~1,)x¢ = ¢5' © (idy, xu) o (pa x idg) al-
so eine glatte Abbildung. Da die Mengen p~'(U,) x G eine offenen Uberdeckung von
P x G bilden ist damit r : P x G — P eine glatte Funktion und offensichtlich ist r eine
Rechtswirkung.

Sei u € P ein Punkt und h € G so, daB u - h = w gilt. Dann ist u = ¢_'(z,g) fiir
ein a, ein z € U, und ein g € G und ¢ (z, gh) = ¢ (z, g), also h = e. Damit ist die
Wirkung r frei. AuBerdem ist fiir u € P, u = ¢_ (2, g) der Orbit u-G gerade durch das
Urbild unter ¢,, von {z} x G gegeben, also genau die Faser p~!(p(u)), d.h. die Wirkung
r ist transitiv auf jeder Faser.

Beispiele. (1) Nach 1.12 ist fiir eine Lie Gruppe G und eine abgeschlossene Unter-
gruppe H C G die Projektion p : G — G/H ein H-Hauptfaserbiindel. Die prinzipale
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Rechtswirkung ist in diesem Fall einfach die Einschrénkung p: G x H — G der Multi-
plikation.

(2) Das Rahmenbiindel einer Mannigfaltigkeit Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit
der Dimension n. Fiir einen Punkt x € M sei P,M die Menge aller linearen Isomor-
phismen von R™ nach T, M. Sei PM = GL(R",TM) die disjunkte Vereinigung iiber
alle x+ € M der P,M. Dann gibt es eine offensichtliche Projektion p : PM — M. Sei
{(Uy,uq)} ein Atlas fiir M. Dann ist fiir jeden Punkt x € M die Funktion T,u, :
T,M — R™ ein linearer Isomorphismus. Nun definiere ¢, : p~'(U,) — U, X GL(n,R)
durch @, l(®,) := (z, Tpu, 0 P,.). Natiirlich ist T,u, o @, als Komposition von zwei linea-
ren Isomorphismen ein Element von GL(n,R). Offensichtlich ist (z, A) — (T,u,) o A
eine Inverse zu ¢,. Damit ist aber der Kartenwechsel gegeben durch (¢, o @51)(31:, A) =
(2, Tpug o (Tyug) ' o A). Nach [I, 2.16] ist @as(x) = Thus o (Tyug) ™ = D(uas)(ug(z)),
also ist @ag : Usg — GL(n,R) eine glatte Funktion. Nach Lemma 2.2 ist PM — M ein
glattes GL(n, R)-Hauptfaserbiindel. Die prinzipale Rechtswirkung fiir dieses Hauptfa-
serbiindel ist nach Konstruktion einfach durch Komposition von rechts gegeben, d.h.
b, -A=d,0A.

Sei o : U — PM ein lokaler Schnitt des Rahmenbiindels. Dann ordnet ¢ jeden Punkt
x € u eine linearen Isomorphismus o(x) : R" — T, M zu. Sei v € R" ein fixer Vektor.
Dann betrachte die Funktion £ : U — T'M, die gegeben ist durch &,(z) = o(z)(v).
Fiir eine Karte (Uy, u,) von M mit U, N U # () ist pry o ¢, 0 o eine glatte Funktion
UNnU, — GL(n,R), die gegeben ist durch x — T,u, o o(x). Daraus folgt aber sofort,
dal © — T,u, - &, eine glatte Funktion U N U, — R ist, also ist £, ein lokales glattes
Vektorfeld. Betrachte nun die Familie {&,,...,&., } von glatten Vektorfeldern auf U.
Nach Konstruktion sind die Werte dieser Vektorfelder in jedem Punkt x € U linear
unabhéngig, also bilden sie einen lokalen Rahmen fiir M iiber U. Also liefert ein Schnitt
von PM fiiber U einen lokalen Rahmen iiber U.

Ist umgekehrt U C M offen und {&,...,&,} ein lokaler Rahmen iiber U, dann
definiert man o : U — PM durch o(x)(vy,...,v,) = 01&(z) + -+ + v,&, (). Dann ist
jedes o(z) : R" — T, M ein linearer Isomorphismus und man verifiziert leicht, daf§
ein lokaler glatte Schnitt von PM ist. Somit entsprechen die lokalen Schnitte von PM
genau den lokalen Rahmen auf M. Daher kommt auch der Name Rahmenbiindel.

2.5. Hauptfaserbiindelhomomorphismen. Der allgemeinste Begriff eines Haupt-
faserbiindelhomomorphismus ist der folgende: Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus
zwischen Lie-Gruppen, p : P — M ein G-Hauptfaserbiindel und ¢ : Q — N ein H—
Hauptfaserbiindel. Ein Hauptfaserbiindelhomomorphismus von P nach () iiber ¢ ist ein
Faserbiindelmorphismus f : P — @), der mit den prinzipalen Rechtswirkungen iiber 1
vertréaglich ist, also f(u-g) = f(u) - ¢(g) erfiillt.

Meist betrachtet man den Fall N = M und f = idj,. In diesem Fall spricht man von
einer Reduktion der Strukturgruppe des Biindels Q auf die Gruppe G, vor allem wenn
¥ : G — H die Inklusion einer Untergruppe ist. Ist ¢ : G — H surjektiv, dann spricht
man auch von einer Erweiterung der Strukturgruppe.

Betrachten wir den noch spezielleren Fall M = N, f =idy;, G = H und ¢ = idg.
Dann ist f automatisch ein Isomorphismus. Seien némlich p: P — M und ¢ : Q — M
G-Hauptfaserbiindel und f : P — @ ein Hauptfaserbiindelhomomorphismus mit den
obigen Eigenschaften. Dann ist f bijektiv: Sind u,v € P mit f(u) = f(v), dann gilt
p(u) = p(v) wegen g o f = p. Damit gibt es aber ein eindeutiges g € G, soda v =u - g
gilt. Dann ist aber f(v) = f(u)-g = f(u), also g = e weil G frei wirkt, also u = v
und f ist injektiv. Ist w € Q beliebig, dann wihle einen Punkt u € p~!(g(w)). Dann
ist ¢(f(u)) = p(u) = q(w), also gibt es ein eindeutiges ¢ € G mit w = f(u) - g.
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Damit ist aber w = f(u - g), also f surjektiv. Wir miissen also nur noch zeigen, dafl
die Inverse Funktion f~! glatt ist. Sei dazu {(U,, @)} ein Hauptfaserbiindelatlas fiir P
und {(U,, ¥4)} ein Hauptfaserbiindelatlas fiir @) (ohne Beschrankung der Allgemeinheit
zur selben offenen Uberdeckung {U,} von M). Definiere f, : U, — G durch f,(z) :=
(praotigo fop 1) (x, e). Dann ist f, offensichtlich glatt und wegen der Aquivarianz von f
ist (Va0 fopy')(z, 9) = (2, fa(x)g). Damit ist aber (pao f "oy !) (2, 9) = (z, fa(z)™9),
also ist f~! glatt. Ein Hauptfaserbiindelhomomorphismus dieser Art von einem Biindel
P auf sich selbst heifit auch eine Eichtransformation.

2.6. Beschreibung durch Kozykel von Transitionsfunktionen. Sei p: P —
M ein G-Hauptfaserbiindel und sei (U,, ¢,) ein Hauptfaserbiindelatlas mit zugehorigen
Transitionsfunktionen ¢,5 : Uss — G. Fiir drei Karten mit U,g, = U,NUzNU,, # 0 gilt
dann nach Konstruktion ¢.s(z)pg, () = vay(2), die Kozykelgleichung. Man bemerke,
daB diese Gleichung schon formal fiir « = 3 = ~ die Gleichung Yue(7)? = Yaa(T),
also Yaa(r) = € und damit fiir v = « die Gleichung s, (2) = @ag(z)~" impliziert. Die
Familie {p,3} heiBt der Kozykel der Transitionsfunktionen zu dem gegebenen Haupt-
faserbiindelatlas.

Sei umgekehrt {U, : a € I} eine offene Uberdeckung von M und sei pqs : Usg — G
eine Familie von glatten Funktionen, soda8l w.p(%)@s,(r) = pay(x) fiir alle z € Uy,
gilt. Dann definieren wir eine Menge P := {(a,z,9) : a € I,z € Uy, g € G} und darauf
eine Relation durch (o, x, g) ~ (5,2, ¢’) genau dann, wenn « = 2’ und g = @,p(x)g’ gilt.
Wegen der Kozykelgleichung (die ja paq(z) = € und @ga(2) = @as(z)~! impliziert) ist
das eine Aquivalenzrelation und wir setzen P = P / ~, die Menge der Aquivalenzklassen.
Wir schreiben [a, z, g] fiir die Aquivalenzklasse von (o, z,g). Nach Definition von ~
liefert p([e, z, g]) = = eine wohldefinierte Abbildung p: P — M.

Als nichstes definieren wir fiir jedes o € I eine Funktion ¢, : p~'(U,) — U, x G-
Fiir [8,2,9] in p~*(U,) ist € U,p und wir setzen o, ([3,z,9]) := (2, pap(x)g). Ist
18,2,9] = [7,2',¢'], dann ist * = 2’ und g = g, ()7, also Yas(x)g = vas(T)sy(2)g" =
Yoy (2)g', also ist , wohldefiniert. Ist ¢, ([3, z, g]) = pa([v, 2, ¢']), dann ist z = 2’ und
Pap(@)g = Pay(T)9 = ap(x) sy (2)g', also g = @s,(x)g, also (8,2, 9) ~ (7,2, ¢'), also
ist @, injektiv. AuBlerdem ist p,([o, z, g]) = (z, g), also ist ¢, sogar bijektiv.

Betrachten wir nun fiir U, # () die Funktion ¢, o ngl :Usp X G — Uyp x G. Nach
Konstruktion ist @' (z,9) = [8,2,g], also erhalten wir o([3,2,9]) = (z,ap(z)g).
Nach Lemma 2.2 ist p : P — M ein Faserbiindel mit Faserbiindelatlas {(U,, @)}, also
ein G—Hauptfaserbiindel, und die Transitionsfunktionen fiir den konstruierten Hauptfa-
serbiindelatlas sind genau die Funktionen ¢,3 mit denen wir begonnen haben.

Wir finden also fiir jede Uberdeckung {U,} von M und jeden zugehérigen Kozykel
a3 von Transitionsfunktionen ein G-Hauptfaserbiindel mit diesen Transitionsfunktio-
nen.

Wir miissen also nur noch in Termen der Transitionsfunktionen beschreiben, wann
zwei Hauptfaserbiindel isomorph sind. Zunéchst kénnen wir dazu durch Einschranken
der Karten ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl wir G—Atlanten zur
selben offenen Uberdeckung {U,} von M haben. Seien also p: P — M und ¢ : Q — M
G-Hauptfaserbiindel mit Hauptfaserbiindelatlanten {U,, ¢, } und {U,, ¥, } und entspre-
chenden Kozykeln ¢,3 und 1,3 von Transitionsfunktionen. Ist f : P — @) ein Isomor-
phismus, dann seien f, : U, — G die Funktionen aus 2.5, d.h. (¢4 0 f o ;1) (z,g9) =
(x, fa(z)g). Dann gilt aber auf U,z die Gleichung

Yooty = (oo fop,")o(paops')o(hpofops') .
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Damit gilt aber fiir x € U,g und g € G die Gleichung

(2, Yap(2)g) = (2, fa(@)pap(@) f5(2) "' g),
also erhalten wir ¥,5(2) f3(z) = fa(2)pas(x) fir alle x € U,z. Man sagt, die Kozykel
{¢ap} und {¢), 5} sind kohomolog.

Nehmen wir umgekehrt an, dafl wir zu den Biindeln P, () mit den obigen G—Atlanten
glatte Funktionen f, : U, — G finden, sodafl ,p(x)fa(x) = fa(x)pas(z) fur alle
z € U,p gilt. Dann definieren wir f : P — @ durch f(p,(z,9)) = ¥, (z, fa(x)g).
Ist u = ;' (2, 9) = @5 (2, ¢), dann ist g = pag(2)g, also fo()g = fol@)pas(z)d =
Yap(x) f5(2x)g, und damit ¥ 1 (x,9a(2)g) = ¢5' (z, f5(x)g’). Damit ist f wohldefiniert
nach Konstruktion ist f ein Homomorphismus, also nach 2.5 ein Isomorphismus von
Hauptfaserbiindeln.

Somit haben wir eine vollstandige Beschreibung der Isomorphieklassen von G—Haupt-
faserbiindeln als Menge der Kozykel von Transitionsfunktionen modulo der Aquivalenz-
relation kohomologer Kozykel.

2.7. Assoziierte Biindel. Der wesentliche Punkt an Hauptfaserbiindeln ist, dafl
man fiir eine Mannigfaltigkeit F' mit einer glatten Linkswirkung ¢ : G x F' — F aus
jedem G-Hauptfaserbiindel P — M ein Faserbiindel P x4 F' — M mit Faser F' und
Strukturgruppe G, das assoziierte Biindel konstruieren kann. Wir werden sehen, daf3
man im Fall von effektiven Wirkungen so jedes Faserbiindel mit Strukturgruppe G
erhélt, und dafl das entsprechende Hauptfaserbiindel eindeutig bestimmt ist.

Zunachst aber zur Konstruktion des assoziierten Biindels. Sei p : P — M ein G-
Hauptfaserbiindel und ¢ : G x F' — F eine glatte Linkswirkung von G auf einer Man-
nigfaltigkeit F'. Dann definieren wir eine glatte Rechtswirkung von G auf P x F' durch
(u,y) g :== (u-g,g *-y), also einfach als das Produkt der beiden Wirkungen. Sei P X F'
die Menge der Orbits dieser Wirkung. Fiir einen Punkt (u,y) € P x F schreiben wir
[u, y] fiir die Klasse des Punktes in P x g F. Das bedeutet gerade, da8 [u, y] = [u-g, g~ -y]
bzw. [u-g,y] = [u, g-y] gilt. Da p(u-g) = p(u) gilt, induziert popr; : P x F'— M eine
wohldefinierte surjektive Funktion 7 : P xg F' — M, die durch 7([u,y]) = p(u) gegeben
ist.

Sei nun {(U,,¢.)} ein Hauptfaserbiindelatlas fiir P. Dann definieren wir v, :
W_I(Ua) — U, x F durch ¥o([u,y]) == (p(u), €((pr2 © wa)(u),y)). Ist [u,y] = [v,2],
dann gibt es ein eindeutiges g € G, sodafl v = u - g und 2z = g~! - y gilt. Damit ist aber
(pra o va)(v) = (pra o pq)(u)g, also ist 1, wohldefiniert. AuBerdem ist die Abbildung
(z,y) — [p; (z,e),y] offensichtlich invers zu 1), also ist 1, bijektiv. Fiir eine zweite
Karte (Ug, pg) mit U,g # (0 erhalten wir dann

(Va0 95 )(2,y) = Yallps ' (2,),9]) = (2, Pas() - ).

Nach Lemma 2.2 ist daher m : PxXgF — M ein glattes Faserbiindel mit Faserbiindelatlas
{(Ua,a)}, also ein Faserbiindel mit typischer Faser F' und Strukturgruppe G.

Betrachten wir schliefilich noch die kanonische Abbildung ¢ : P x F' — P xg F. In
einer Hauptfaserbiindelkarte ¢, fiir P und der entsprechenden Karte 1, fiir P X F hat
diese Abbildung gerade die Form (z, g,y) — (z, g-y), also ist ¢q eine glatte Funktion. In
diesen Karten ist aber (x,y) — (z, e, y) ebenfalls glatt, also gibt es lokale glatte Schnitte
zu ¢ und somit ist ¢ : P X FF — P X F eine surjektive Submersion.

2.8. Satz. Seiq: E — M ein Faserbiindel mit typischer Faser F' und Strukturgrup-
pe G beziiglich einer effektiven glatten Linkswirkung £ : G x F — F. Dann gibt es ein
(bis auf Isomorphie) eindeutiges G-Hauptfaserbindel p : P — M sodaff E = P x¢g F
(als Biindel mit Strukturgruppe G) gilt.
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BEWEIS. Sei {U,,¢a)} ein G-Atlas mit Transitionsfunktionen ¢.g : Usg — G.
Nach Konstruktion gilt fiir drei Karten mit U,g, # 0 die Gleichung (pas(2)¢s,(x)) -
Y = Yay(z) -y fiir alle v € Uyp, und y € F. Wegen der Effektivitit der Wirkung
folgt daraus @a.g(x)@s,(r) = pay(x) fir alle x € Uypy, d.h. up ist ein Kozykel von
Transitionsfunktionen. Nach 2.6 finden wir zu diesem Kozykel ein G—Hauptfaserbiindel
p : P — M mit einem Hauptfaserbiindelatlas {(U,, ®,)} mit diesen Transitionsfunk-
tionen. Sei m : P Xg F' — M das dazu assoziierte Biindel mit dem G-Atlas {(Ua,,¥s)}
aus 2.7. Dann definieren wir f: P xg F' — E durch f(¢; (z,y)) = ¢, (x,y). Weil die
Biindel £ und P X F' die selben Transitionsfunktionen haben ist f wohldefiniert und
klarerweise ist es ein Isomorphismus von Faserbiindeln mit Faser F' und Strukturgruppe
G.

Fiir den zweiten Teil des Beweises nehmen wir an, da3 p : P — M und p’ : P/ —
M zwei G-Hauptfaserbiindel mit Hauptfaserbiindelatlanten {(U,, ¢,)} und {(Ua, ¢.,)}
und entsprechenden Kozykeln von Transitionsfunktionen ¢,s und ¢, 5 sind, sodafl ein
Isomorphismus f : P xg F — P’ xg F existiert. Sind {(U,, 4)} und {(U,, 1))} die
entsprechenden G—Atlanten fiir die assoziierten Biindel, dann gibt es nach Definition
eines Isomorphismus von Biindeln mit Strukturgruppe G glatte Funktionen f, : U, —
G, sodaB (¢, o fouw )z, y) = (x, fa(z) - y) gilt. Fiir zwei Kartenumgebungen mit
Uap # 0 erhalten wir aus der Gleichung

Yoo (Up) ™ = (Yo fougl) o (aotzh)o (Yo folyh) ™,

daB @/ 5(z) -y = (fa(®)pap(x) fs(z)™") - y fiir alle y € F gelten mufl. Wegen der Ef-
fektivitdt der Wirkung folgt daraus ¢[,5(7)fs(7) = fo(7)@as(z). Damit sind aber die
Kozykel ¢, und ¢/, 5 kohomolog, also die Biindel P und P’ isomorph. ]

Vektorbiindel

2.9. Sei K = R oder C. Ein K-Vektorbiindel p : E — M iiber einer glatten
Mannigfaltigkeit M ist Faserbiindel, das als typische Faser einen endlichdimensiona-
len K—Vektorraum V' und als Strukturgruppe die Gruppe GL(V) der invertierbaren
K-linearen Abbildungen hat. Fiir K = C spricht man von komplexen Vektorbiindeln,
fiir K = R einfach von Vektorbiindeln. Nach Definition bedeutet das, das es einen Fa-
serbiindelatlas (U, 0o : p~H(Us) — Uy x V) gibt, sodafl es fiir je zwei Karten glatte
Funktionen .5 : Usg — GL(V) gibt, die ¢, o gpgl(as,v) = (z, pap(x)(v)) erfiillen.
In diesem Fall heiBt ein GL(V)-Atlas ein Vektorbiindelatlas und die Karten im maxi-
malen GL(V)-Atlas heilen Vektorbiindelkarten. Der Rang eines Vektorbiindels ist die
Dimension von V. Ein Linienbiindel ist ein Vektorbiindel mit Rang 1.

Ist p: E — M ein Vektorbiindel, dann ist jede Faser F, = p~'(x) C E ein endlich-
dimensionaler Vektorraum. Fiir zwei Punkte uy,us € E, und t1,t5 € R wahlen wir eine
Vektorbiindelkarte (U,, @) mit z € U, und definieren tyu; + tous als ¢ ' (x, t1vg +tovy)
wobei ¢, (u;) = (x,v;) fir i = 1,2 gilt. Wiahlen wir eine andere Karte (Ug, ¢3) mit
x € Ug, dann ist pg(u;) = (2, @ga(z)(v;)) und weil @g, () linear ist, ist t1¢g.(z)(v1) +
t208a(7)(V2) = @ga(z)(t1v1 + tav2), und damit ist die Definition unabhéngig von der
Wahl der Vektorbiindelkarte.

Da die kanonische Wirkung GL(V) x V' — V effektiv ist, ist nach Satz 2.8 je-
des Vektorbiindel iiber M assoziiert zu einem bis auf Isomorphie eindeutigen GL(V')-
Hauptfaserbiindel iiber M. In diesem Fall kann man dieses Hauptfaserbiindel auch
leicht explizit beschreiben: Fiir x € M sei GL(V, E), die Menge aller linearen Iso-
morphismen zwischen V' und dem Vektorraum FE,. Dann sei GL(V, E) die disjunkte
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Vereinigung iiber alle x € M der Réume GL(V, E), und ¢ : GL(V,E) — M die of-
fensichtliche Projektion. Ist {(U,, ¥a)} ein Vektorbiindelatlas fiir F, dann definieren
wir g @ ¢ HUs) — Uy x GL(V) durch ¢,(®,) := (z,pra o p, o ®,). Da fiir jedes
x die Abbildung pry o @, |g, : E, — V ein linearer Isomorphismus ist, ist die Kom-
position mit ®, : V — E, ein Element von GL(V'). Nun rechnet man leicht nach,
daB 1, o @/Jﬁ_l(x,A) = (2, pap(x) o A) gilt, wobel @, : Usg — GL(V) die Tran-
sitionsfunktionen des Vektorbiindels E sind. Aus Lemma 2.2 folgt nun wieder, daf
q: GL(V, E) — M ein glatte GL(V )-Hauptfaserbiindel ist, und da die Transitionsfunk-
tionen fiir diese Biindel die selben sind wie fiir £ folgt aus dem Beweis von Satz 2.8,
dal £ = GL(V, E) xgrv) V gilt. Das Biindel GL(V, E) heiit das Rahmenbiindel von
E.

Ist umgekehrt G eine Lie-Gruppe, p : P — M ein G—Hauptfaserbiindel und ¢ :
G x V — V eine Darstellung von G auf einem Vektorraum V', dann ist P X4 V ein
Vektorbiindel iiber M.

Sei p: E — M ein Vektorbiindel, s € I'(E) ein glatter Schnitt von £ und f €
C*(M,R) eine glatte Funktion. Dann definiert (fs)(z) := f(z)s(x) einen glatten
Schnitt fs € I'(E). AuBerdem kann man glatte Schnitte natiirlich punktweise addie-
ren und erhélt wieder einen glatten Schnitt. Somit ist der Raum I'(E) ein Modul {iber
der Algebra C*°(M,R). Damit folgt aber nun sofort, dafl jedes Vektorbiindel viele glo-
bale glatte Schnitte hat. Zunéchst hat man den Nullschnitt, der jedem Punkt x € M
das Nullelement im Vektorraum FE, zuordnet. Aus 2.1 wissen wir bereits, dafi E viele
lokale glatte Schnitte besitzt, und mit Hilfe einer Partition der Eins auf M kann man
aus lokalen Schnitte globale Schnitte konstruieren.

Seien p: £ — M und p' : E' — M’ Vektorbiindel. Ein Vektorbiindelhomomorphis-
mus ® : E — FE’ist ein Faserbiindelmorphismus (d.h. es gibt eine Funktion ® : M — M’
mit p’ o ® = $op), sodaB fiir jeden Punkt z € M die Einschrankung ®|g, : E, — E&,(x)
eine lineare Abbildung ist. Insbesondere betrachtet man wieder den Fall M = M’ und
® = idy,. Ist ® so ein Vektorbiindelhomomorphismus, dann erhalten wir eine induzierte
Abbildung @, : I'(F) — I'(E’) durch ®,0 = P oo.

Beispiele. (1) Fiir jede Mannigfaltigkeit M und jedes n € Nist pry : M xR" — M
ein Vektorbiindel, das triviale Vektorbiindel vom Rang n. Die glatten Schnitte dieses
Biindels sind genau die glatten Funktionen von M nach R™.

(2) Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M ist das Tangentialbiindel TM ein glattes Vek-
torbiindel iiber M. Die glatten Schnitte des Tangentialbiindels sind genau die Vektorfel-
der auf M. Das Rahmenbiindel von T'M ist genau das Rahmenbiindel PM von M aus
Beispiel (2) von 2.4. Fiir eine glatte Funktion f : M — N zwischen glatten Mannigfaltig-
keiten ist die Tangentialabbildung T'f : TM — TN ein Vektorbiindelhomomorphismus.
(3) Das kanonische Biindel iiber einer Grassmann—Mannigfaltigkeit Betrach-
te die Grassmann—-Mannigfaltigkeit Gr(k, R™) der k—dimensionalen Teilrdume von R"™
aus Beispiel (3) von 1.17. Definiere ' C Gr(k,R™) x R™ durch E = {(V,v) : v € V}
und p : E — Gr(k,R") als die Einschrankung der ersten Projektion. Wir zeigen, daf
dies ein glattes Vektorbiindel ist, indem wir es direkt mit einem assoziierten Biindel zum
Hauptfaserbiindel p : GL(n,R) — Gr(k, R") identifizieren. Betrachte dazu R* einerseits
als Teilraum von R™ und andererseits als Punkt in Gr(k, R™) und definiere eine glatte
Abbildung GL(n,R) x R¥ — Gr(k,R") x R™ durch (A, v) — (p(A), Av). Nach Definition
ist p(A) = A(RF), also hat dies Funktion Werte in £ und sie ist offensichtlich surjektiv
auf E. Zwei Matrizen A, A’ € GL(n,R) erfiillen genau dann p(A) = p(A’), wenn es ein
B in der Isotropiegruppe H von R* € Gr(k,R") gibt, sodal A’ = AB ist. Gilt dann
auch noch Av = A"/, dann ist Av = ABv', also v = B~'¢'. Somit erhalten wir eine
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glatte Bijektion GL(n,R) x y R¥ — E. Um zu sehen, daf dies ein Diffeomorphismus ist,
wéhle einen lokalen glatten Schnitt o des Biindels GL(n,R) — Gr(k, R") auf einer offe-
nen Teilmenge U C Gr(k,R") und betrachte die Funktion p~}(U) — GL(n,R) x z R*,
die gegeben ist durch (V,v) — [o(V), (V) v] Offensichtlich ist das eine lokale glatte
Inverse.

2.10. Lemma. Seienp: E — M undp' : E' — M glatte Vektorbiindel, T : I'(E) —
[(E") eine lineare Abbildung. Dann ist gibt es genau dann einen Vektorbindelhomomor-
phismus ® : E — E' mit T = ®,, wenn T linear iber C*°(M,R) ist, d.h. T(fo) = fT(0)
fiir alle f € C*°(M,R) und alle 0 € T'(E) gilt.

BEWEIS. Der Beweis ist vollig analog zur Charakterisierung von Tensorfeldern in [T,
5.5]. Wir miissen zeigen, dafl 7'(c)(z) nur von o(x) abhéngt. Zundchst hiangt fiir eine
offene Teilmenge U C M und z € U der Wert T'(o)(x) nur von o|y ab. Ist ndmlich
oly = 0, dann finden wir eine Funktion f € C*°(M,R) mit f(z) = 0 und f|yny = 1.
Dann ist fo = o, also T(0) = T(fo) = fT(0), und das verschwindet in x, weil f(x) =0
gilt.

Nehmen wir nun an, daf§ o(z) = 0 gilt. Dann finden wir eine Vektorbiindelkarte
(U, : p'(U) — U x V) mit x € U. Wihle nun eine Basis {vy,...,v,} fiir V. Fiir
i=1,...,nist e, : U — FE, e;(y) = ¢ *(y,v;) ein lokaler glatter Schnitt von E iiber
U, und man kann jeden glatten Schnitt von E iiber U eindeutig als o = Y | oye; fiir
glatte Funktionen o; : U — R schreiben, und o(z) = 0 ist offensichtlich dquivalent
zu o;(x) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n. Nach dem ersten Teil des Beweises ist T'(o)|y =
T, 0iei) =Y, 0/1(e;), und das verschwindet in x, weil alle ¢; in 2 verschwinden.

Somit erhalten wir fiir jeden Punkt x € M eine wohldefinierte lineare Abbildung
o, : E, — E, die &,(c(x)) = T'(0)(x) fiir alle Schnitte o € I'(E) erfiillt. Aus der
Tatsache, daf§ ® o ¢ fiir jeden glatten Schnitt ¢ von FE ein glatter Schnitt von £’ ist,
folgt sofort, dal ® : E — E’ glatt ist. ]

Konstruktionen mit Faserbiindeln

2.11. Pullbacks. Sei p : E — N ein Faserbiindel und f : M — N eine glatte
Funktion. Definiere f*E := {(z,u) € M x E : f(x) = p(u)}. Offensichtlich ist f*F eine
abgeschlossene Teilmenge von M x E. Seien f*p: f*E — M und p*f : f*E — FE die
Einschrénkungen der beiden Projektionen auf f*FE. Nach Definition gilt dann pop*f =
fof*p, und fiir jeden Punkt x € M induziert die Abbildung p* f eine Bijektion zwischen
(7p) " ) wnd By = (/).

Sei nun (U, ¢ : p~'(U) — U X F) eine Faserbiindelkarte fiir p : £ — N. Dann ist
f7H(U) eine offene Teilmenge von M und die Abbildung (f*p)(x,u) := (z, pra(p(u)))
liefert eine Bijektion zwischen (f*p)~(f~1(U)) und f~1(U) x F. Fiir zwei Faserbiindel-
karten (U,, ¢o) und (Us, @g) ist (f*0a)o (f*0s) (@, y) = (2, pas(f(2),y)), also ist nach
Lemma 2.2 f*p: f*E — M ein glattes Faserbiindel, der Pullback des Biindels E langs
der Abbildung f.

Aus der Beschreibung der Kartenwechsel folgt sofort, daf fiir ein Biindel p: £ — N
mit Faser F" und Strukturgruppe G und entsprechenden Transitionsfunktionen ¢,z auch
der Pullback f*E Strukturgruppe G hat, wobei die Transitionsfunktionen durch ¢,s0 f
gegeben sind. Insbesondere ist also jeder Pullback eines G-Hauptfaserbiindels wieder ein
G—-Hauptfaserbiindel und der Pullback jedes Vektorbiindels wiederum ein Vektorbiindel.

Beispiel. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten, f : M — N eine glatte Funk-
tion. Dann ist f*p : f*T'N — M ein glattes Vektorbiindel, und wir haben den Vek-
torbiindelhomomorphismus p*f : f*I'N — T'N. Ist 0 : M — f*T'N ein glatter Schnitt,
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dann ist p*foo : M — TN eine glatte Funktion, die pop*foo = fo f*poo = f erfiillt,
also ein Vektorfeld langs f. Sei umgekehrt € : M — T'N ein Vektorfeld langs f. Dann
ist x — (2,&(z)) eine glatte Funktion M — M x T'N und weil £ ein Vektorfeld léngs f
ist, hat diese Funktion Werte im Teilraum f*T' N, ist also ein glatter Schnitt von f*T'N.
Damit sind die glatten Schnitte von f*I'N genau die Vektorfelder liangs f.

2.12. Lemma. Seienp: E — M undp' : E' — M’ Vektorbiindel, f : E — E' ein
Vektorbiindelhomomorphismus mit entsprechender Abbildung f : M — M', sodaf fiir
jeden Punkt x € M die Einschrinkung f, == flg, : Ex — E}(I) ein linearer Isomor-

phismus ist. Dann induziert f einen Isomorphismus E = fEr von Vektorbiindeln.

BEWEIS. Betrachten wir zunéchst den Fall M’ = M, f = idy,. Dann ist f offen-
sichtlich bijektiv, also miissen wir nur zeigen, daf8 die Inverse f~! ein glatter Homomor-
phismus von Vektorbiindeln ist. Fiir Vektorbiindelkarten (U, o) fiir E und (U, ) von E’
gibt es aber eine glatte Funktion fiy : U — L(V, V') mit ¢o fop ! (z,v) = (z, fu(z)(v)).
Nach Voraussetzung hat diese Funktion Werte im offenen Teilraum der linearen Isomor-
phismen von V nach V' also ist auch die Funktion z — (fy(z))™" glatt. Damit ist aber
po ftoyp ™ a,v') = (z, (fr(x)) 1 (v)), also ist f~! ein glatter Vektorbiindelhomomor-
phismus, also f ein Isomorphismus.

Im allgemeinen Fall betrachten wir die Funktion (p, f) : £ — M x E’. Nach Kon-
struktion gilt p’o f = f op, also hat diese Abbildung Werte in f*E’, definiert also einen
glatten Vektorbiindelhomomorphismus £ — f*E’, der als unterliegende Abbildung die
Identitét auf M hat. Die Faser von f*E’ iiber x ist gerade die Faser von E’ iiber f(z),
also induziert dieser Vektorbiindelhomomorphismus immer noch lineare Isomorphismen
in jeder Faser, also folgt die Behauptung aus dem ersten Teil des Beweises. O]

2.13. Gefaserte Produkte. Seien p : £ — M und p' : B/ — M Faserbiindel
mit typischer Faser F' und F’. Definiere einen Teilraum E x,; E' C E x E’ durch
Exy E ={(u,v) € ExFE :p(u)=7p )} Klarerweise ist das ein abgeschlossener
Teilraum und wir erhalten eine wohldefinierte Projektion ¢ : E X E' — M. Sei (U, ¢ :
p Y (U) — U x F) eine Faserbiindelkarte fiir £ und (U,¢’ : (p/) 2 (U) — U x F")
eine Faserbiindelkarte fiir £’ (ohne Beschriankung der Allgemeinheit iiber der selben
offenen Teilmenge U C M). Definiere ¢ : ¢ '/(U) — U x (F x F’) durch ¢(u,u') :=
(q(u, '), pra(ep(u)), pra(¢’'(«))). Offensichtlich ist das eine Faserbiindelkarte fiir E X y
E’. Aus dieser Beschreibung sieht man auch sofort, daf§ die Transitionsfunktionen fiir
zwei Karten dieser Form gegeben sind durch @Daowﬂ_l(x, YY) = (7, 0ap(2,Y), Pos(,Y)).
Somit ist nach Lemma 2.2 ¢ : E X3y B/ — M ein glattes Faserbiindel, das gefaserte
Produkt von E und E'. Hat E Strukturgruppe G und E’ Strukturgruppe G’, dann hat
E x ; E' Strukturgruppe G x G’ beziiglich der offensichtlichen Linkswirkung von G x G’
auf F'x F'. Insbesondere ist das gefaserte Produkt eines G-Hauptfaserbiindels mit einem
G'-Hauptfaserbiindel ein G x G'-Hauptfaserbiindel und das gefaserte Produkt zweier
Vektorbiindel ist wieder ein Vektorbiindel. Da fiir Vektorrdume das direkte Produkt
mit der direkten Summe iibereinstimmt, schreibt man im Fall von Vektorbiindeln meist
E @ FE' fir E x; E' und nennt das die Whitney—Summe von E und E’.

Offensichtlich induzieren die Projektion von E x E’ auf E und E’ Faserbiindelho-
momorphismen pry : £ Xy B/ — E und pry : E X B — E’ iiber der Identitat auf M.
Fiir einen Schnitt o € I'(E x5 E') ist pry o ¢ ein glatter Schnitt von £ und pry o o ein
glatter Schnitt von E’, und das liefert eine Bijektion I'(E x,; E') 2 I'(E) x T'(E').

Mit Hilfe dieser Konstruktion kénnen wir nun zusétzliche Strukturen auf Hauptfa-
serbiindeln und assoziierten Biindel gewinnen:
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2.14. Proposition. Sei p: P — M ein G-Hauptfaserbiindel, ¢ : G x F — F' eine
glatte Linkswirkung von G auf einer Mannigfaltigkeit F' und q : £ := P xg F' — M das
entsprechende assoziierte Biindel iber M.

(1) Es gibt eine glatte Funktion T : P X,y P — G, die charakterisiert ist durch v =
w - T(u,v) firu,ve P mitp(u) = p(v).

(2) Es gibt eine glatte Funktion 7% : P X3y E — F die charakterisiert ist durch v =
[u, 7 (u, v)] fir alle w € P und v € E mit p(u) = q(v).

BEWEIS. (1) Da die prinzipale Rechtswirkung von G auf P frei und transitiv auf
jeder Faser ist, gibt es fiir zwei Punkte u,v € P mit p(u) = p(v) ein eindeutiges
Element 7(u,v) € G, sodal v = u - 7(u,v) gilt. Wir miissen also nur zeigen, daf} die
entsprechende Abbildung 7 : P x,; P — G glatt ist. Sei dazu (U, ¢ : p~}(U) — U x
() eine Hauptfaserbiindelkarte fiir P. Dann ist die entsprechende Karte fiir P x,; P
gegeben durch ¥ (u,v) = (p(u), pra(¢(u)), pra(¢(v))) und nach Definition ist 7(u,v) =
pra((u)) " tpra(p(v)), also ist 7 glatt.

(2) Punkte in E haben die Form [v,y] fiir v € P und y € F. Fiir einen Punkt v € P
mit p(u) = p(v) ist [v,y] = [u - 7(u,v),y] = [u,7(u,v) - y] und das ist der einzige
Punkt mit dieser Eigenschaft, der als erste Koordinate u hat. Somit ist 75 (u, [v,y]) =
7(u,v) - y eindeutig bestimmt und wir miissen wieder nur zeigen, da§ 7% glatt ist. Fiir
eine Hauptfaserbiindelkarte (U, ) von P ist die entsprechende Karte fiir E gegeben
durch [v,y] — (p(v), pra(v(v)) - y), also die entsprechende Karte fiir P x; E gegeben
durch (u, [v,y]) — (p(u), pra(¢(u)), pra(e(v)) - y). Nach den obigen Uberlegungen ist
7 (u, [v,y]) = pra(p(u)) ™! - pra(p(v)) - y, also eine glatte Funktion. O

2.15. Korollar. (1) Fin G-Hauptfaserbiindel p : P — M besitzt genau dann einen
globalen glatten Schnitt, wenn es trivial, also isomorph zu pry : M X G — M ist.
(2) Seip: P — M ein G-Hauptfaserbiindel, { : G x F' — F eine glatte Linkswirkung
von G auf einer Mannigfaltigkeit ' und q : E = P xqg FF — M das entsprechende
assoziierte Biindel. Dann gibt es eine natirlich Bijektion zwischen dem Raum I'(E) der
glatten Schnitte von E und dem Raum

COO(PaF)G: {fE OOO(PaF) : f(U/g) :g_l(f(u)) Vu € P,gGG}
der G—daquivarianten glatten Funktionen von P nach F.

BeEweIs. (1) Offensichtlich besitzt das triviale Biindel glatte Schnitte. Sei also o :
M — P ein globaler glatte Schnitt eines G-Hauptfaserbiindels P. Definiere ® : M xG —
P durch ®(z,g) := o(z) - g. Offensichtlich ist das ein glatter Homomorphismus von
Hauptfaserbiindeln und w +— (p(u), 7(o(p(u)),u)) ist eine glatte Inverse.
(2) Sei s : M — E ein glatter Schnitt von E. Definiere f : P — F durch f(u) :=
75 (u, s(p(u))). Dann ist f offensichtlich glatt. Nach Definition ist s(p(u)) = [u, f(u)] fiir
alle w € P, also [u-g, f(u-g)] = [u, f(u)] = [u-g,g7" f(w)], also gilt f(u-g) =g~ f(u),
also ist f dquivariant.

Sei umgekehrt f : P — F eine G—dquivariante glatte Funktion. Definiere s(x) =
[u, f(u)] wobei u € P ein Punkt mit p(u) = x ist. Ist v ein anderer Punkt mit p(v) = =z,
dann ist v = u - 7(u,v), also f(v) = 7(u,v)™' - f(u), also [v, f(v)] = [u, f(u)], also ist s
wohldefiniert. Ist (U, ) eine Hauptfaserbiindelkarte fiir P, dann ist die entsprechende
Karte fiir E gegeben durch [u,y] — (p(u),pra(¢(u)) - y). Sei o(x) = ¢~ (z,e) der
kanonische lokale Schnitt von P iiber der Karte (U, ), dann ist s(x) = [o(z), f(o(x))]
und das hat in der Karte fir £ die Form = — f(o(z)), ist also glatt. Offensichtlich sind
die beiden Konstruktionen invers zueinander. ]
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Konstruktionen mit Vektorbiindeln

Neben den bereits besprochenen Pullbacks und Whitney—Summen gibt es noch wei-
tere Konstruktionen mit Vektorbiindeln. Im wesentlichen kann man jede funktorielle
Konstruktion der linearen Algebra auch auf Vektorbiindel anwenden. Da das allgemei-
ne Resultat eher unangenehm zu formulieren ist, werden wir die wichtigsten Spezialfille
besprechen.

2.16. Das duale Biindel. Sei K = R oder C und p : E — M ein K—Vektorbiindel.
Fiir z € M sei Ef der Dualraum iiber K der Faser £, = p~ (). Sei E* die disjunkte
Vereinigung iiber alle v € M der Rdume E7. Dann gibt es eine offensichtliche Projektion
m: E*— M. Sei (Uyp:p ' (U) — U x V) eine Vektorbiindelkarte fiir £. Fiir einen
Punkt A € E* mit 7(\) = z ist v — A ¢ !(z,v)) € K ein K-lineares Funktional
0\ € V*. Definiere nun ¢ : 71 (U) — U x V* durch ¥(\) = (7()\), ¢«(A)). Fiir einen
Vektorbiindelatlas (U,, ¢,) von E mit Transitionsfunktionen ¢,z : Usg — GL(V) ist
gpgl(x,v) = 1z, ap(z)(v)), also (©5):A = Yas(2)'((¢a)«A). Damit erhalten wir fiir
die Kartenwechsel fiir £* die Gleichung 1, o wﬁ’l(x, A) = ©galx)t(N). Nach Lemma 2.2
ist damit 7 : B* — M ein glattes Vektorbiindel.

Nach 1.19 bedeutet das auch, da £* = GL(V, E) x ) V* gilt. Das duale Biindel
ist also assoziiert zum Rahmenbiindel beziiglich der dualen Darstellung von GL(V') auf
V*. Ist allgemeiner E assoziiert zu einem G-Hauptfaserbiindel P — M beziiglich einer
Darstellung von G auf V', dann ist E* assoziiert zu P beziiglich der dualen Darstellung
von G auf V*.

Die Dualitatspaarung V' x V* — K verallgemeinert sich zu einem Faserbiindelmor-
phismus E x  E* = E® E* — M x K, der einfach durch die punktweise Evaluation ge-
geben ist. (Das ist kein Vektorbiindelhomomorphismus, weil die Einschrinkung auf jede
Faser bilinear und nicht linear ist.) Zusammen mit dem Isomorphismus I'(E) x I'(E*) —
['(E x E*) liefert das eine bilineare Abbildung I'(E) x I'(E*) — C*°(M, K).

Seien p: K — M und ¢ : F — N Vektorbiindel mit typischen Fasern V' und W und
f : E — F ein Vektorbiindelhomomorphismus, sodafl die unterliegende Abbildung f :
M — N ein Diffeomorphismus ist. Dann definieren wir f* : F* — E* mit unterliegender
Abbildung f~' : N — M wie folgt: Fiir A € F* mit Fupunkt y € N muB f*()\) ein
lineares Funktional auf E, sein, wobei z = f~'(y). Daher definieren wir f*(\)(v) =
A f(v)) fir v € E,. Offensichtlich ist A € EX und wir miissen nur noch zeigen, daf
f* glatt ist, um zu sehen, daf§ es ein Vektorbiindelhomomorphismus mit unterliegender
Abbildung ™! ist. In lokalen Koordinaten hat aber f die Form (z,v) — (f(z), fu(v)) fiir

eine glatte Abbildung fi : U — L(V,W). In diesem Koordination hat aber dann f* die
Form (y, \) — (f'(y), f&:(\)), ist also ebenfalls glatt. Klarerweise gilt (go f)* = f*og*.

Das ist genau die Verallgemeinerung der dualen Abbildung einer linearen Abbildung.

Symmetrische und duflere Potenzen. Ganz analog zum dualen Biindel kon-
struiert man die k-te Symmetrische Potenz S*E und die k-te &uBere Potenz A*E
eines glatten Vektorbiindels p : £ — M. Man wendet einfach die entsprechende Kon-
struktion auf jede Faser an, und konstruiert aus einem Vektorbiindelatlas fiir £ einen
Vektorbiindelatlas fiir S*E bzw. /\k E. Das einzige, was man dazu benétigt ist, dafl
die Abbildungen GL(V) — GL(S*V) baw. GL(V) — GL(A" V), die wir in 1.19 be-
schreiben haben, glatt sind. Das ist aber offensichtlich, wenn man mit Basen arbeitet.
Aus dieser Beschreibung folgt wieder sofort, dal S*E = GL(V, E) XGL(V) S*V und

N'E =GL(V,E) XGLV) A"V fiir die Darstellungen aus 1.19 gilt. Allgemeiner geht das
wieder fiir beliebige Hauptfaserbiindel, zu denen E assoziiert ist.
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Die universellen Eigenschaften von symmetrischen bzw. dufleren Potenzen von Vek-
torrdumen iibertragen sich direkt auf Vektorbiindel. Wir formulieren sie hier nur fiir
die dulere Potenz. Sei p : £ — M ein Vektorbiindel. Betrachte das k—fache gefaserte
Produkt E Xj; ... xy E. Die Abbildung (uq,...,ux) — u3 A --- A ug definiert einen
Faserbiindelmorphismus ® : £ X,/ ... Xy £ — /\k E, dessen Einschrinkung auf jede
Faser k-linear und alternierend ist. Ist nun £ — M’ ein beliebiges Vektorbiindel und
f i EXy...xy E — E' ein Faserbiindelmorphismus, dessen Einschrinkung auf jede
Faser k-linear und alternierend ist, dann erhalten wir faserweise eine eindeutige linea-

re Abbildung A* E, — F/ f(z)- Aus der Konstruktion des Vektorbiindelatlas fiir N E

folgt leicht, dafl diese linearen Abbildung einen glatten Vektorbiindelhomomorphismus
f: /\ E — E' definieren, der f o ® = f erfiillt. Ersetzt man in dieser Beschreibung
iiberall alternierend durch symmetrisch und A durch V, dann erhélt man die universelle
Eigenschaft der symmetrischen Potenz.

Seien insbesondere £ — M und FF — N Vektorbiindel und f : £ — F ein Vek-
torbiindelhomomorphismus. Betrachten wir nun die Funktion £ X, ... Xy E — /\k F,
die gegeben ist durch (eq,...,ex) — f(e1) A -+ A f(ex). Dann liefert die universel-
le Eigenschaft sofort einen Vektorbiindelhomomorphismus A" f : A¥E — A" F, der
AN fler Ao Aep) = flen) A A fley) erfiillt, also ist die Konstruktion der k-ten
auBeren Potenz funktoriell. Fiir die symmetrischen Potenzen funktioniert natiirlich al-
les analog.

Beispiel. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p : TM — M das Tangentialbiindel.
Das duale Biindel dazu ist gerade das Kotangentialbiindel 7% M. Seine glatten Schnitte
sind genau die 1-Formen auf M. Weiters ist T"M = PM Xgpmr) R™, das assoziierte
Biindel zum Rahmenbiindel von M aus Beispiel (2) von 2.4. Die bilineare Abbildung
X(M) x QY(M) — C=(M,R), die man in diesem Fall erhélt, ist gerade (£, ) — p(&).

Ein Diffeomorphismus f : M — N induziert iiber die Tangentialabbildung T'f :
TM — TN einen Vektorbiindelhomomorphismus 7% f : T*N — T*M mit unterliegen-
der Abbildung f~*: N — M.

Die k-te duflere Potenz /\k T M des Kotangentialbiindels ist das assoziierte Biindel
PM XaGrmRr) /\k R™. Die glatten Schnitte dieses Biindels sind genau die k—Formen
QF(M). Korollar 2.15(2) liefert also insbesondere Isomorphismen

k
Qk(M) o (0 (PM, /\ Rn*)GL(n,R)'

Fiir einen Diffeomorphismus f : M — N erhalten wir den induzierten Vektorbiindelho-
momorphismus /\k Tf : /\k T*N — /\k T*M mit unterliegender Abbildung f~: N —
M.

2.17. Tensorprodukte von Vektorbiindeln. Seienp: F — M undp' : ' — M
Vektorbiindel iiber M. Fiir x € M setze (E® E'), := E, ® £/, und definieren F® £’ als
disjunkte Vereinigung iiber alle z € M der Rdume (F ® E’), und sei ¢: E® E' — M
die offensichtliche Projektion. Fiir eine Vektorbiindelkarte (U, ¢ : p~'(U) — U x V) sei
v, » E, — V die Einschriankung von pryop auf E, und analog fiir eine Vektorbiindelkarte
(U, ') fiir E'. Dann ist ¢, @ ¢l : (F® E"), — V ® V' ein linearer Isomorphismus, und
wir definieren ¢ : ¢7H(U) — U x (V @ V') durch ¢(w) = (g(w), (¢gaw) @ Couw)) (W))-
Dann ist ¢ bijektiv. Fiir die Kartenwechsel (1, o ¥, *)(z,v ® v') erhilt man einfach
(2, (Pap(®) (V) @ (¢l5(z)(v"))). Damit ist ¢ : E® £’ — M nach Lemma 2.2 ein glattes
Vektorbiindel. Falls es ein G-Hauptfaserbiindel P — M gibt, sodal ' = P xg V und
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E'=2 P xqV' gilt, dann ist E® E' =2 P xg (V ® V'), das assoziierte Biindel beziiglich
dem Tensorprodukt der Darstellungen.

Wiederum {ibertragt sich die universelle Eigenschaft. Die kanonischen bilinearen
Abbildungen E, x E!. — FE, ® E! induzieren eine Abbildung b : E & E' = E Xy
E' — FE ® E'. Diese ist ein Faserbiindelmorphismus, weil sie in geeigneten Karten
konstant gleich der kanonischen bilinearen Abbildung V x V' — V @ V" ist. Ist I’ — N
ein beliebiges Vektorbiindel und f : F & E’ — F ein Faserbiindelmorphismus, dessen
Einschrénkung auf jede Faser eine bilineare Abbildung ist, dann erhalten wir faserweise
lineare Abbildungen (E®FE’), — Fj(,) und diese definieren eine Funktion f : EQE" — F

mit fob = f.In Vektorbiindelkarten hat f die Form (z,v,v") — (f(x), g(x)(v,v)), wobei
g eine glatte Funktion mit Werten im Raum der bilinearen Funktionen V x V' — W ist.
Damit ist aber auch die entsprechende Funktion § mit Werten in L(V ® V', W) glatt,
und f hat in den obigen Karten die Form (x,u) — (f(2),g(u)) fir u € V® V'. Somit

ist f ein Vektorbiindelhomomorphismus.

Sind insbesondere E,E’ — M und F,F’ — N Vektorbiindel, f : £ — F und
f'+ B/ — F'" Vektorbiindelhomomorphismen mit der gleichen unterliegenden Abbildung
M — N, dann erhilt man einen Vektorbiindelhomomorphismus f® f' : FEQFE — FQF’,
wiederum zur gleichen unterliegenden Abbildung.

Andrerseits konnen wir die universelle Eigenschaft auch auf die Evaluationsabbil-
dung £ & E* — M x R anwenden und erhalten einen Vektorbiindelhomomorphismus
E® E*— M x R, die Kontraktion.

Es iibertragen sich auch die iiblichen Isomorphismen auf Vektorbiindel, d.h. EQ E" =
FE E(FE) =2 (E®FE)®FE' (F®F)"= FE*® F* und so weiter, indem
man einfach die entsprechenden Isomorphismen fiir Vektorrdume faserweise anwendet.

Wegen des natiirlichen Isomorphismus L(V, V') = V* @ V' kann man nun auch
L(E,E') als E* @ E’" definieren. Die Faser dieses Biindels iiber einem Punkt x € M ist
gerade L(E,, E). Ein Schnitt von L(E, E’) ordnet also jedem Punkt € M eine lineare
Abbildung E, — E! zu und damit verifiziert man leicht, dafl die glatten Schnitte von
L(E, E") genau den Vektorbiindelhomomorphismen F — E’ iiber id,,; entsprechen.

Beispiel. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, 7'M das Tangentialbiindel und 7™M
das Kotangentialbiindel, und @*T*M ® ®@*T M das entsprechende Tensorprodukt. Dann
ist dies das assoziierte Biindel zu PM beziiglich der Darstellung von GL(n,R) auf
RFR™@®R". Die glatten Schnitte dieses Vektorbiindels sind genau die (2)—Tensorfelder
TEH(M). Mittels Korollar 2.15(2) erhalten wir einen Isomorphismen

77@2(]\4’) ~ COO<PM, ®kRn* ® ®4Rn)GL(n,R).
Eine beliebige glatte Abbildung f : M — N liefert fiir jedes £ € N einen Vektorbiindel-
homomorphismus @*Tf : Q*T'M — ®Q*T'N mit unterliegender Abbildung f : M — N.
Ein Diffeomorphismus induziert sogar Vektorbiindelhomomorphismen zwischen belie-

bigen Tensorbiindeln. Natiirlich liefern diese Vektorbiindelhomomorphismen auf dem
Level der glatten Schnitte gerade die iiblichen Pullback Operationen fiir Tensorfelder.



