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Vorwort

Dies sind die Resultate eines Seminars, dafl im Sommersemester 1998 stattgefunden
hat. Die einzelnen Kapitel wurden von den TeilnehmerInnen Florian Wisser (1.1-1.12),
Michael Kunzinger (2.11-2.23), Theresia Eisenkolbl (3.1-3.8), Johannes Trimmel (Ka-
pitel 4) und Stefan Haller (Kapitel 5) verfait, wofiir ich mich vielmals bedanken mochte.
Ich habe dann die weiteren Punkte ergénzt, die ich auch im Seminar vorgetragen habe,
und alles in eine (halbwegs) einheitliche Form gebracht.

Basis fiir das Seminar war eine Mitschrift eines Teils einer Vorlesung von Prof.
P. Michor, die in einigen Punkten durch verschiedene Quellen ergénzt wurde. Zum
Versténdnis des Textes sind neben den Grundbegriffen der Kategorientheorie vor allem
gute Kenntnisse aus algebraischer Topologie nétig. Fiir einige der Anwendungen sind
auch Kenntnisse der Differentialgeometrie erforderlich.

Zum Inhalt der einzelnen Kapitel: In Kapitel 1 werden zunéchst die Grundbegriffe
(Pragarben, Garben und ihre Morphismen) entwickelt. Dann wird die Garbifizierung ei-
ner Pragarbe, also die Konstruktion der von einer Priagarbe erzeugten Garbe ausfiihrlich
besprochen, wobei der nétige Hintergrund iiber direkte Limiten vollstédndig entwickelt
wird.

Kapitel 2 beschéftigt sich mit Auflésungen von Garben. Dazu werden zunéchst ex-
akte Sequenzen von Garben besprochen. Als Beispiele von Auflésungen werden die sin-
guldre Auflosung konstanter Garben und die de-Rham Auflésung der konstanten Garbe
R auf einer glatten Mannigfaltigkeit besprochen. Dabei wird der nétige Hintergrund aus
der Differentialgeometrie kurz wiederholt. Anschliefend werden Auflésungen genauer
studiert, die Klassen der weichen und feinen Garben definiert, und die kanonische feine
Auflosung einer beliebigen Garbe wird konstruiert.

In Kapitel 3 wird die Garbenkohomologie definiert und der Satz von de-Rham so-
wohl in der abstrakten Version (jede azyklische Auflosung einer Garbe berechnet die
Garbenkohomologie), als auch in der konkreten Version (de-Rham Kohomologie einer
glatten Mannigfaltigkeit stimmt mit der singuldren Kohomologie mit reellen Koeffizien-
ten iiberein) vollstandig bewiesen.

Kapitel 4 behandelt einerseits die klassische Alexander—Spanier Kohomologie, an-
dererseits wird mit der Cech-Kohomologie ein (dquivalenter) alternativer Zugang zur
Garbenkohomologie vorgestellt.

Kapitel 5 behandelt Zusammenhénge zwischen Garbentheorie und der Theorie der
Vektorbiindel. Zunéchst wird die Beschreibung von Vektorbiindeln durch nichtabel’sche
Cech-Kohomologie diskutiert. Dann werden die Grundlagen der Theorie der charakte-
ristischen Klassen (Stiefel-Whitney— und Chern—Klassen) entwickelt und einige Anwen-
dungen besprochen.

Wien, im Dezember 1998 Andreas Cap



KAPITEL 1

Priagarben und Garben

1.1. Definition: Prigarben (Presheaves).

(1) Sei X ein topologischer Raum. Sei C die Kategorie der offenen Teilmengen
U C X und der Einbettungen ¢ : U — V fiir U C V. Sei D die Kategorie
der Mengen und Funktionen. Eine Prdgarbe F auf X ist ein kontravarianter
Funktor von C nach D.

(2) Seien F und G Pragarben auf X. Ein Morphismus h : F — G ist eine natiirliche
Transformation vom Funktor F auf den Funktor G.

(3) Eine Pragarbe F heifit Teilprdgarbe einer Pragarbe G genau dann, wenn YU C
X offen hy : F(U) — G(U) eine Einbettung ist.

(4) Eine Pragarbe F heifit Pragarbe von abelschen Gruppen (bzw. Ringen, Alge-
bren, Moduln, etc.) genau dann, wenn F ein Funktor in die Kategorie der
abelschen Gruppen (bzw. Ringe, Algebren, Moduln, etc.) ist.

(5) Ein Element von F(U) heifit Schnitt von F iber U

Beispiel: Sei Y eine Menge. Der Funktor Fy sei definiert durch Fy (U) := {f :
U—-Y}tud Fy(i: V= U):= (Y : F(U) — Fy(V)) wobei r¥(f) := fly. Dann ist
Fy eine Préagarbe.

Im weiteren werden wir oft fiir das Bild der Einbettung V' < U unter einer beliebigen
Garbe einfach r{/ schreiben.

1.2. Definition: Garben (Sheaves).
(1) Eine Priagarbe F auf X heifit Garbe genau dann, wenn fiir jede Familie {U; :
i € I} offener Mengen in X mit | J,., U; = U gilt:
(G1): Sind s,t € F(U) mit rj (s) = r{ (t) (Vi € I), dann ist s = .
(G2): Ist {s; : i € I} mit s; € F(U;) (Vi € I) eine Familie von Schnitten
fiir die rgszj(si) = TgfmUj(sj) gilt VU; NU; # 0, dann 3s € F(U) sodaB
i (s) = s; fiir alle ¢ € I gilt.

(2) Seien F und G Garben auf X. Ein Morphismus h : F — G von Garben ist ein
Morphismus der den Garben zugrundeliegenden Priagarben. (Die Garben {iber
einem Raum X bilden mit diesen Morphismen eine Kategorie.)

(3) Eine Teilpragarbe F einer Garbe G, die eine Garbe ist, heifit Teilgarbe von G

(4) Ein Isomorphismus von Garben ist ein invertierbarer Garbenmorphismus. (d.h.:

Eine natiirliche Transformation h : F — G ist ein Isomorphismus, wenn hy :
F(U) — G(U) bijektiv ist VU.)

1.3. Beispiele von Garben.

(1) Das Beispiel aus 1.1 ist eine Garbe.
(2) Sei Y ein topologischer Raum. Sei Cy definiert durch

Cy(U)=CUY)={f:U—=Y : fstetig}

und die Restriktionsabbildungen wie im Beispiel in 1.1. Cy ist eine Garbe, die
Garbe der stetigen Abbildungen nach Y auf X. Fiir Y = R bzw. C ist Cg bzw. C¢

3



4 1. PRAGARBEN UND GARBEN

eine Garbe von R- bzw. C-Algebren. Cy ist durch die natiirliche Transformation
h:Cy — Fy (hy : Cy(U) — Fy(U)) eine Teilgarbe der Garbe Fy aus Beispiel
1.1

(3) Sei X eine C*°-Mannigfaltigkeit. Sei £x definiert durch £(U) := C*°(U,R) und
die Restriktionsabbildungen. £x ist eine Garbe, die Garbe der C'*°-Funktionen
auf X. Sie heifit Strukturgarbe von X. Ist X eine C“-Mannigfaltigkeit so ist
Ax die Garbe der reell-analytischen Funktionen auf X, die Strukturgarbe. Ist
X eine komplexe Mannigfaltigkeit so ist O, die Garbe der holomorphen Funk-
tionen auf X, die Strukturgarbe.

(4) Sei X ein topologischer Raum und G eine (abelsche) Gruppe. Der Funktor G
sei definiert durch G(U) := {f : U — G| f lokalkonstant} und die Restriktions-
abbildungen. G ist eine Garbe, die konstante Garbe mit Werten in G. Besteht
U aus n Zusammenhangskomponenten, so ist G(U) = [[\_, G. Ist U zusam-
menhéangend, so ist G(U) = G.

(5) Zum Abschluf dieses Abschnitts ein Beispiel einer Priagarbe die keine Garbe ist.
Definiere eine Priagarbe B auf C durch B(U) := {f : U — C : f beschrankt}
und die Restriktionsabbildungen. Die Mengen U; = {z € C : |z| < i} iiber-
decken C und f;(z) = z € B(U;) (Vi € N). Aber es gibt kein f € B(C) soda8

;, denn eine solche Funktion f wére nicht beschréankt. Damit ist das

Garbenaxiom (G2) verletzt.

1.4. Definition: Garben von Moduln. Sei R eine (Pri-) Garbe von Ringen auf
X. Eine Garbe M von abelschen Gruppen heifit eine (Prd-) Garbe von Moduln tiber
R genau dann, wenn M(U) fiir alle U ein R(U)-Modul ist und wenn r{(a - m) =
rd(a) - r¥(m) fir alle V C U gilt.

Beispiel: Sei X ein topologischer Raum. Eine stetige Funktion p : £ — X heifit
ein topologisches Vektorbiindel iiber X, wenn eine offene Uberdeckung {U, : o € A}

von X und Isomorphismen 1, : *1(Ua) =, U, x R" existieren, sodafl die Diagramme

Yo U, x R"

\/

Va € A kommutieren und Va € U, NUp die Funktion ¢,5(x) : R* — R™ definiert durch
VYas(2)(v) := pra(va (Vs (z,v))) linear ist. Sei I'g definiert durch T(U) :={s: U — E
stetig mit p o s = idy}. I'p ist eine Garbe von Moduln iiber der Garbe der stetigen
Funktionen Cr von X. (Ist f ein Element des Ringes C(U,R) und s € I'g(U) so ist
auch (fs)(z) := f(z) - s(z) Element von I'g(U) und somit ist I'g(U) ein Modul iiber
C(U,R).)

Ist X eine C°°-Mannigfaltigkeit, p : £ — X ein C°°-Vektorbiindel, d.h. in der
obigen Definition alle v, Diffeomorphismen, und betrachtet man nur C'*°-Schnitte so
erhélt man eine Garbe 'y von Moduln iiber der Strukturgarbe £x von X.

Definition: Sei R eine Garbe von kommutativen Ringen auf X.

(1) Fiir p > 0 definiere die Garbe R? durch R*(U) :=R(U) @ --- & R(U). RP ist
eine Garbe von Moduln iiber R, die p-fache direkte Summe von R

(2) Ist M eine Garbe von Moduln iiber R sodal M = RP fiir ein p € N ist, so
heit M freie Garbe von Moduln tiber R
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(3) Ist M eine Garbe von Moduln iiber R sodaf§ es fiir jedes x € X eine offene
Umgebung U von x gibt, sodal M|y frei iiber R|y ist, so heiit M lokal frei.

Sei X eine zusammenhéngende C'*°-Mannigfaltigkeit und (F,p, X) ein C'*°—Vek-
torbiindel. Dann ist die Garbe I'p der glatten Schnitte von E eine lokale freie Garbe
von Ex—Moduln. Fiir eine offene Teilmenge U C X mit E|y = U x R" ist ja I'g, =
C®(X,R") = (Ex)™.

Ist umgekehrt M eine lokal freie Garbe von £x—Moduln, dann kann man zeigen,
daf diese Garbe isomorph zur Garbe der Schnitte eines glatten Vektorbiindels iiber X
ist. Dazu betrachtet man eine offene Uberdeckung {U,} von X, soda8 M|y, = (Ex)"
fiir jedes « gilt. Dann benutzt man diese lokalen Isomorphismen, um einen Kozykel von
Transitionsfunktionen fiir die Uberdeckung {U,} zu konstruieren und dieser liefert das
entsprechende Vektorbiindel (siehe Kapitel 5).

Direkte Limiten

1.5. Definition. Sei A eine Kategorie und I eine gerichtete Menge. Ein direktes
System in der Kategorie A iiber [ ist ein kommutatives Diagramm gebildet aus Objekten
{D; : i € I} der Kategorie A und Morphismen 7;; : D; — D, fiir alle 4, j mit ¢ < j,
sodafl 7;; = idp, und 7, = mj, omy; fiir ¢ < j < k gilt. Der direkte Limes dieses direkten
Systems ist ein Objekt L € A zusammen mit Morphismen u; : D; — L fiir jedes ¢ € I,
sodaf fiir alle i < j das Diagramm

kommutativ ist und folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist: Ist L’ ein weiteres Objekt
von A und sind {u} : D; — L' : ¢ € I} Morphismen, die ebenfalls die obige Kommutati-
vitatsbedingung erfiillen, dann gibt es einen eindeutigen Morphismus v : L — L’ sodaf3
fiir jedes ¢ € I das Diagramm

kommutativ ist.
Fiir ein direktes System in Sets (die Kategorie der Mengen mit den Funktionen als
Morphismen) existiert der direkte Limes immer. Er ist sogar explizit beschreibbar:

1.6. LEMMA. Sei {M; : i € I} mit fi; - M; — M; firi < j ein direktes System
in der Kategorie Sets. Sei M := U;c;M; und = folgende Aquivalenzrelation auf M :
(xeM;,ye M) z=y:& Iz M, mit z= fy(z) = fix(y). Dann ist M = M /= mit
den Abbildungen u; : M; — M, u;(x) = |x] der direkte Limes.

BEWEIS. Sei i < j und 2 € M;. Da i < j und j fund fi; = f;(fi;(x)) ist

)-

<
z = fij(x) und somit ist u;(fi;) = [fij(z)] = [z] = wi(x). D.h



6 1. PRAGARBEN UND GARBEN

M, Yi M
lfz‘j/'
M, E

J

kommutiert. Nun zur Universalitidtseigenschaft: Sei M’ mit u} : M; — M’ eine weitere
Menge mit Funktionen, die die Kommutativititseigenschaft erfiillen. Definiere v : M —
M’ durch y([z;]) = ul(z;).
e Wohldefiniertheit: z; = x; = 3z, € My, mit fi(z;) = fiu(x;) = vp = ui(z;) =
uj(w;) = up(z)) = 7 ist wohldefiniert.

e Die Kommutativitit von
ist nach Definition klar. 3
e Eindeutigkeit: Angenommen es existiert vo : M — M’ mit vo # v = J[z| mit
Y2([z]) # A ([2]) = ui(x) = 72 0 us(x) # ui(x) =

el

kommutiert nicht, ein Widerspruch.

E‘_iz

g

1.7. Der direkte Limes von Gruppen. Man betrachtet den direkten Limes des
Diagramms der zugrundeliegenden Mengen und versucht dann die Gruppenstruktur
durch den direkten Limes zu ziehen.

Seien G; Gruppen und 7;; : G; — G; Gruppenhomomorphismen. Sei z; € G; und
x; € Gjsogibt esein k € I mit ¢« < k, j < k. Auf dem direkten Limes der Mengen
definiert man nun [z;][z;] = wi(m (@) 70 (z;)) = [m(xi)mk(2;)]. Nun ist zu zeigen,
daBl dieses Produkt wohldefiniert ist und die Gruppeneigenschaften erfiillt.

e Wohldefiniertheit: Sei k' € I ein weiterer Index mit i < k', j < K/, dann gibt es
ein m € I mit k < m, k' <m. Dann gilt

Uk(ﬂik(xi)ﬂjk(xj)) = U Tk © Tk (L) T, © ij(fj)) = Um(ﬂim(l’i)ﬂjm(xj));

und genauso fiir &’ statt k. Damit hangt das Produkt nicht von der Wahl des
Index k ab. Dann héngt es aber auch nicht von der Wahl des Repréasentanten

der Klasse ab, weil es fiir zy = x; und x5 = z; einen Index m mit i/ < m,
i <m,j <m,j <m gibt, sodaB 7, (z;) = T (i) und 7, (2;) = T (2))
gilt.

e Gruppeneigenschaften: Seien z; € G;, x; € G, x € Gj. Dann gibt es ein m
mit 7, 7, k < m, also gilt

([l [z D) ew] = Tmam (@) mm ()] [28] = (i (20) T (7)) T (28],

und die Assoziativitit folgt aus der Assoziativitéit der Multiplikation auf G,,.
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Garbenriaume

1.8. Definition. Sei X ein topologischer Raum

(1) Ein Garbenraum iiber X ist ein topologischer Raum Y zusammen mit einer
stetigen Surjektion 7 : Y — X, die lokal ein Homéomorphismus ist. (d.h. fiir
jedes y € Y gibt es eine offene Umgebung U von y, sodafl 7|y : U — 7(U) ein
Hom&omorphismus ist.)

(2) Ein Schnitt eines Garbenraumes Y = X iiber U C X offen ist eine stetige
Abbildung s : U — Y sodal m o s = idy. Die Menge der Schnitte iiber U wird
mit I'(U,Y") bezeichnet.

(3) Seien Y ™5 X, Z & X Garbenriume iiber X. Eine stetige Funktion h : Y — Z
ist ein Garbenraumhomomorphismus genau dann, wenn 7y o h = 7y gilt.

1.9. Halme und Keime. Ist Y - X ein Garbenraum, so ist I'(_, Y) eine Teilgarbe
der Garbe Cy aus 1.3. B
Nun suchen wir zu jeder Garbe F iiber X einen Garbenraum F iiber X sodafl

F =T(-,F) (Die Schnitte der Garbe sind genau die Schnitte des Garbenraumes).

Definition. Sei F eine Préagarbe auf X. Definiere
Fy = lm(F(U),r)

zeU
als den direkten Limes der Mengen F(U) mit x € U beziiglich der Restriktionsabbil-
dungen 7. F, heiBt Halm der Prigarbe F bei x. Aus dem direkten Limes erhélt man
fiir jedes z € U eine Abbildung r¥ : F(U) — F,, die vy ol =¥ (U DV 2 {z})
erfiillt. Ist s € F(U), so heiit s, := rV(s) Keim von s bei z; s heifit ein Reprdisentant
des Keims s, iiber U.

Sind alle F(U) abelsche Gruppen (bzw. Ringe, Algebren, ...) so ist auch F, eine
abelsche Gruppe (bzw. Ring, Algebra, ...), und die Funktionen ¥ sind Homomorphis-
men fiir die entsprechende Struktur. Ist M eine Garbe von Moduln iiber einer Garbe
R von Ringen, dann ist jeder Halm M, ein Modul iiber dem Ring R,.

1.10. Beispiele von Halmen und Keimen.

(1) Sei X ein topologischer Raum und G ein Gruppe. G(U) := {f : U — G| f lokal
konstant} die konstante Garbe mit Werten in G aus 1.3. Fiir x € X sei G, der
Halm bei z. In diesem Fall ist G, = G fiir alle x € X, soferne der Raum X lokal
zusammenhéngend ist. Fiir jede offene Umgebung U von zx ist die konstante
Funktion g ein Représentant des Keims g € G = G,.

(2) Sei X ein topologischer Raum und CY¥ die Garbe der stetigen Abbildungen aus
1.3, also C¥(U) := {f : U — Y|f stetig}. Fir z € X ist CX(U) :={f : U —
Y|z € U,U offen in X, f stetig}/ = der Halm bei x, wobei

f:U—=Y=g:Uy—Y :=3U CU NUy;mit x € U sodaB f|y = g|v.
(U muf nicht ganz U; N Uy sein). Ist f € CY(U), so ist der Keim f, :=rY(f) =
[flecs.
Garbifizierung (erzeugte Garben)

1.11. Fiir eine Prigarbe F iiber X sei F 1= UyexF, und 7 : F — X definiert
durch 7(s,) := z fir s, € F,. Um F zu einem Garbenraum zu machen benétigen wir
eine Topologie: Zu s € F(U) definieren wir 5 : U — F durch 5(x) := s, = rY(s) fiir
x € U. Dann gilt offensichtlich 7 o § = idy. Nun wéhlen wir B := {5(U) : U C X offen,
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s € F(U)} als Basis fiir die Topologie auf F. Dann sind alle 5 stetig: Sei nimlich 3 :
U — Fund t(V) € BsodaB s (£(V)) # (. Dann gibt es einen Punkt x € UNV, sodaf
5(z) = t(z). Das bedeutet aber r¥(s) = rY(t), also gibt es einen offenen Umgebung
W von z mit W C VN U sodaB r5,(s) = 7y, () gilt. Damit gilt aber |y = 3w, also
W C 57 Yt(V)). Weiters ist 7 stetig, denn fiir s, € F mit 7(s,) =  und eine offene
Umgebung U von z ist 5(U) C 7~ !(U), und ein lokaler Homdomorphismus, da | invers
zu 7|5y ist. Somit haben wir jeder Prégarbe F einen Garbenraum F zugeordnet. Hat
F eine algebraische Struktur die durch direkte Limiten geht, so erbt F diese Struktur.
Ist zum Beispiel F eine Garbe abelscher Gruppen so gilt:

(1) Jeder Halm F, := n~!(x) = F, ist eine abelsche Gruppe.

(2) Setzt man F xx F = {(s,t) € F x F}|n(s) = n(t) soist u: F xx F — F
definiert durch pu(s,,t,) := s, — t, stetig (1™ ((s — t)(U)) = 5(U) xy t(U) also
offen) also ist fiir U C X offen I'(U, F) eine abelsche Gruppe: s,t € I'(U, F) :
(s —t)(x) := s(x) — t(x) ist wieder stetig.

Fiir andere geeignete algebraische Strukturen ist alles analog. I'(_, F) ist eine Garbe,
die von F erzeugte Garbe oder dir Garbifizierung von F, und es existiert ein natiirlicher

Prigarbenhomomorphismus 7 : F — T'(_, F) durch (1ys)(z) := 5(x) = rY(s).

1.12. SaTz. (Isomorphiesatz) Ist G eine Garbe, so ist T : G — I'(,,G) ein Iso-
morphismus von Garben.

BEWEIS. Wir miissen zeigen, daf8 7y : G(U) — T'(U, G) fiir alle offenen Teilmengen
U C X bijektiv ist.
Injektivitét: Seien ', s” € G(U) mit 1y(s") = 7y(s”). Dann ist 7y (s')(z) = 7y(s”)(x),
also r¥(s") = r¥(s") fiir alle x € U. Daher gibt es aber fiir jedes x eine offene Umgebung
V, von z, sodaB 1, (s') = rY (s") gilt. Da {V, : x € U} eine offene Uberdeckung von U
ist und G das Garbenaxiom (G1) erfiillt (siehe 1.2) mufl ' = s” gelten.
Surjektivitit: Sei o € I'(U,G). Dann finden wir zu z € U eine offene Umgebung V,
von z und einen Schnitt s* € G(V,,) sodaB o(z) = (s%), = 7y, (s%)(x) = r}=(s7) gilt.

Fiir Schnitte eines Garbenraumes gilt: Seien 0,0’ € T'(U,G) mit o(x) = o’'(z) = s,.
Da 0,0’ stetig sind, gibt es fiir eine offene Umgebung 5(U) von s, offene Umgebungen
U, und U,, von z mit o(U,) C $(U) und o'(U,r) € 5(U). Das bedeutet aber, dafl
fir y € U, N U, die Gleichung o(y) = s(y) = o'(y) gelten mufl. Das bedeutet aber,
daf3 Schnitte eines Garbenraumes, die in einem Punkt iibereinstimmen, auch auf einer
offenen Umgebung dieses Punktes {ibereinstimmen.

Daher finden wir aber eine offene Umgebung W, von z, mit W, C V, C U sodafl
olw, = mv,(s")|lw, = Tw, (7“}%(3"5)) gilt. {W, : x € U} ist eine offene Uberdeckung von

U, t* :=ry (s*) € G(W,) und fiir W, N W, # 0 gilt:
TWa: (tz)’Wa:qu = 0|mewy = TWy (ty)|WxﬂWya

also ist Ty, nw, (r%ﬁmwy (%) = Tw.ow, (rwzmwy (t¥)). Nach dem ersten Teil des Beweises
ist Tw,nw, injektiv also gilt Tvmlﬁimwy (t*) = r%ﬁmwy(#/). Nach dem Garbenaxiom (G2)
gibt es einen Schnitt ¢ € G(U), der r{}, (t) = ¢* fiir alle x € U erfiillt. Daraus folgt aber
t, = (tv(t))(z) = o(z) fur alle x € U, also 1y (t) = o. O

1.13. Garbifizierung als Funktor. Wir haben nun also jeder Préagarbe F iiber
X eine Garbe F = I'(_, F) iiber X zugeordnet und einen Morphismus von Priigarben
7 : F — F konstruiert, der ein Isomorphismus ist, falls F eine Garbe ist. Sei nun G
eine weitere Priagarbe iiber X und ¢ : F — G ein Morphismus von Prégarben. Dann
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erhalten wir fiir jede offene Teilmenge U C X eine Funktion ¢y : F(U) — G(U). Fiir
V C U gilt die Gleichung ¢y oY = 1Y o 7, wobei wir die Einschriinkungsabbildungen
fiir beide Pragarben mit r bezeichnen. Sei nun x € X ein Punkt, G, der Halm von G
bei z und r¥ : G(U) — G, fiir jede offene Umgebung U von x die kanonische Funktion.
Dann erfiillen die Funktionen r¥ o ¢y : F(U) — G, die Kommutativititsbedingung
rY opyory =rYorlopy =rY oy, also erhalten wir nach Definition des direkten
Limes eine Funktion ¢, : F, — G,. Explizit ist diese Funktion einfach so gegeben, daf3
man fiir einen Keim s, € F, einen Représentanten s € F(U) wihlt und ¢, (s,) als den
Keim von ¢y (s) bei  definiert.

Haben F und G geeignete algebraische Strukturen (abel’sche Gruppen, Ringe, Mo-
duln iiber der gleichen Garbe R von Ringen), dann haben die Halme die entsprechende
Struktur und jedes ¢, ist nach Konstruktion ein Homomorphismus fiir diese Struktur.

Ist 'H noch eine Prégarbe iiber X und v eine weiterer Morphismus von Prigarben,
dann sind 1, o ¢, und (¢ o @), jeweils Funktionen F, — H,, die komponiert mit TmU
genau rY oty oy liefern, also gilt nach der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft
des direkten Limes (¢ o ), = ¥, o p, fiir alle x € X.

Nun definieren wir eine Funktion ¢ : F — G durch ¢|z, = ¢,. Dann behaupten
wir, dafl ¢ ein Garbenraummorphismus ist. Die Vertréglichkeit mit den Projektionen
ist offensichtlich, also miissen wir nur zeigen, dafl ¢ stetig ist. Sei also s, € F, und
t, = @(sz) € G,. Eine typische offene Umgebung von t, ist eine Menge der Form
t(U), wobei U C X offen ist und ¢t € G(U) ein Schnitt mit r¥(¢) = ¢, ist. Indem wir
eventuell die Menge U noch verkleinern, kénnen wir einen Schnitt s € F(U) finden,
sodaB r¥(s) = s, gilt. Betrachte nun den Schnitt oy (s) € G(U). Nach Konstruktion
gilt 7¥(ou(s)) = pu(s:) = t,. Aus dem Beweis von 1.12 wissen wir damit aber, daf es
eine offene Umgebung W von z gibt, sodafl ¥, (pp(s)) = rl,(t) gilt. Betrachte nun s; =
rl(s) € F(W) und die entsprechende offene Menge 5,(W) C F. Nach Konstruktion
enthélt diese offene Menge s, und fiir y € W gilt

p(ry (51)) = @y (r) (s1) = 1 (pw(s1)) = 1) (ow (rip () =
=7, (ry(pu(s) = r,) (ry(t) = ry (t) = t(y) € {W),
also ist ¢ tatsdchlich stetig. B . .

Die stetige Funktion ¢ : 7 — G induziert nun einen Morphismus ¢ : 7 — G, indem
man einen lokalen Schnitt s : U — F auf ¢ os : U — G abbildet. Ist ¢ : G — H ein
weitere Morphismus von Préagarben, dann zeigen unsere Uberlegungen von oben sofort,
daB oy =1 0@ und damit auch 1) o = 1) o ¢ gilt. Das bedeutet aber gerade, daf3
die Zuordnung F — F, ¢ — ¢ einen Funktor von der Kategorie der Prigarben auf X
in die Kategorie der Garben auf X definiert.

Bezeichnen wir nun die natiirlichen Pragarbenmorphismen F — F und g — (j mit
77 und 79. Ist U C X offen und s € F(U), dann gilt

P77 (5))(2) = @a(ry () = 17 (v (s)) = T (wu(s)) (@),
also gilt po7% = 79 0. In kategorieller Sprache bedeutet das gerade, daf8 die Morphis-
men 77 eine natiirliche Transformation von identischen Funktor in die Garbifizierung
definieren. Betrachten wir schliellich noch den Fall, dafl G eine Garbe ist. Dann koénnen
wir G einfach als Préagarbe betrachten, d.h. kategoriell gesprochen den Vergififunktor V/
von der Kategorie der Garben iiber X in die Kategorie der Pragarben iiber X anwenden.
Ist ¢ : F — V(G) ein Morphismus von Prégarben, dann liefert die obige Konstruktion
einen Morphismus ¢ : F — G. Da 79 ein Isomorphismus ist, ist ¢ = (79) "o po7”, und
daraus folgt sofort, daf} die entsprechende Abbildung zwischen den Morphismenmengen
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bijektiv ist. Man sagt, der Garbifizierungsfunktor ist ein linksadjungierter Funktor zum
Vergififunktor. Insgesamt haben wir also bewiesen:

SATZ. Die Garbifizierung definiert einen Funktor von der Kategorie der Prdgarben
tber X in die Kategorie der Garben tiber X der linksadjungiert zum VergifSfunktor ist.
Der kanonische Morphismus T von einer Prigarbe in thre Garbifizierung definiert eine
natirliche Transformation vom identischen Funktor in den Garbifizierungsfunktor.



KAPITEL 2

Auflésungen von Garben

Ab nun werden wir hauptséchlich Garben von abel’schen Gruppen behandeln. Alle
Resultate gelten aber vollig analog fiir Garben von Moduln iiber Garben von kommu-
tativen Ringen mit 1. In diesem Kapitel werden wir den zentralen Begriff der exakten
Sequenzen von Garben studieren. Der wesentliche Punkt dabei ist, dal Exaktheit einer
Sequenz von Garben ein lokaler Begriff ist. Die Garbenkohomologle liefert dann ein Maf}
dafiir, in wie weit die Exaktheit beim Ubergang zu globalen Schnitten erhalten bleibt.
Der Prototyp einer exakten Sequenz von abel’schen Gruppen ist eine Sequenz der Form
0—-H—G— G/H — 0 wobei HC G eine Untergruppe ist. Analog dazu werden wir
zunéchst Quotienten von Garben studieren.

2.1. Quotientengarben. Sei G eine Garbe {iber einem topologischen Raum X und
F eine Teilgarbe von G. Dann ist fiir jedes offene U C X die abelsche Gruppe F(U)
eine Untergruppe von G(U), also kénnen wir den Quotienten G(U)/F(U) betrachten.
Klarerweise definiert U — G(U)/F(U) eine Pragarbe von abel’schen Gruppen auf X.
Im allgemeinen ist diese Priagarbe aber keine Garbe:

Beispiel. Das hier angegebene Beispiel ist relativ komplizert, aber dafiir wichtig.
Wir werden spéter noch einfachere, aber weniger wichtige Beispiele sehen (siche 2.5).

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Definiere G(U) als die Menge aller geschlossenen
1-Formen auf U und F(U) als die Menge aller exakten 1-Formen auf U. Dann gilt
F(U) € G(U) und nach dem Lemma von Poincaré ist fiir offene Mengen, die diffeomorph
zu einem Ball in R” sind, F(U) = G(U). Also ist fir solche Mengen G(U)/F(U) = 0.
Wére U — G(U)/F(U) eine Garbe auf M, dann miifite G(M) = F(M) sein. M besitzt
némlich eine Uberdeckung aus offenen Menge U fiir die G(U;) = F(U;). Fiir ein Element
s € G(M)/F(M) ist dann r{/(s) = 0 und nach dem Garbenaxiom (G1) folgt s = 0.
Aber G(M)/F(M) ist genau die erste de-Rham Kohomologiegruppe von M, und diese
Gruppe ist im Allgemeinen (zum Beispiel fiir M = R? \ {0} ungleich Null.

Wir definieren nun die Quotientengarbe G/F als die Garbifizierung der Pragarbe

U GWU)/FU). Um diese Garbe zu bekommen, miissen wir zunichst die Halme be-
stimmen, die wir mit (G/F), bezeichnen. Nun sind aber die Halme G, von G und F, von
F abel’sche Gruppen (siehe 1.11), und da F eine Teilgarbe ist, ist F, eine Untergruppe
von G,. Damit kénnen wir aber den Quotienten G, /F, bilden. Wir behaupten nun, daf
Fiir jede offene Umgebung U von x haben wir die kanonische Projektion G(U) —
G(U)/F(U). Diese Projektionen sind mit den Einschré'mkungsabbildungen vertraglich.
Setzen wir sie mit den kanonischen Abbildungen r¥ : G(U)/F(U) — (G/F), zusammen,
dann erhalten wir eine Familie von Homomorphlsmen GWU) — (G/F),, die wiederum
mit den Einschrankungen vertréglich ist. Nach Definition des direkten Limes erhalten
wir einen Homomorphismus p, : G, — (G/F), der surjektiv ist, weil jede der Abbil-
dungen G(U) — G(U)/F(U) surjektiv ist, und jedes Element in (G/F), aus einer der
Gruppen G(U)/F(U) kommt. Wir miissen also nur noch zeigen, daf§ der Kern von p,

11
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genau F, ist. Ist s, € F,, dann gibt es eine offene Umgebung U von x und einen Schnitt
s € F(U), sodaB s, = rY(s) gilt. Dann ist aber p,(s,) = rY([s]), wobei [s] die Klasse
von s in G(U)/F(U) bezeichnet, also p,(s;) = 0. Sei umgekehrt s, ein Element im Kern
von p, und s € G(U) ein Reprisentant fiir den Keim s, auf einer offenen Umgebung
U von x. Dann ist 7¥([s]) = p.(s.) = 0, also muf} es eine offene Umgebung V' von z
mit V C U geben, sodaB r{l,([s]) = [r},(s)] = 0 € G(V)/F(V) gilt. Das bedeutet aber
genau, da r¥,(s) € F(V) gilt, also ist s, = ¥V (rk,(s)) € F,.

Man kann dieses Resultat auch so interpretieren, dafl fiir jeden Punkt x € X die
Sequenz 0 — F, — G, — (G/F). — 0 eine kurze exakte Sequenz von abel’schen
Gruppen ist. Das motiviert die folgende Definition:

2.2. Definition. Seien A, B und C Garben von abel’schen Gruppen iiber einem
topologischen Raum X und seien ¢ : A — B und ¢ : B — C Morphismen. Dann sagt

man, die Sequenz A % B Y0 st exakt, genau dann, wenn fiir jeden Punkt x € X die

Sequenz A, B, ¥s C, der Halme eine exakte Sequenz von abel’schen Gruppen ist.
Eine Sequenz der Form --- — A; — A, 1 — ... heifit exakt, wenn fiir jedes ¢ die
Sequenz A; ; — A; — A; 1 exakt ist.
Eine kurze exakte Sequenz von Garben ist eine exakte Sequenz der Form

0—-A—-B—-=C—D0.

Bemerkung. Aus 2.1 wissen wir, daf} fiir jede Teilgarbe F einer Garbe G die Se-
quenz 0 — F — G — (G/F) — 0 eine kurze exakte Sequenz von Garben ist. Wir sehen
aber auch, daf} fiir eine kurze exakte Sequenz 0 — A — B — C — 0 von Garben und
U C X offen die Sequenz 0 — A(U) — B(U) — C(U) — 0 im allgemeinen nicht exakt
ist. Die Garbenkohomologie wird im wesentlichen die Nichtexaktheit dieser Sequenz fiir
U = X messen.

2.3. Beispiel. Sei X eine topologische Mannigfaltigkeit, Cc die Garbe der stetigen
komplexwertigen Funktionen auf X. Mit C¢ bezeichnen wir die Garbe der stetigen Funk-
tionen mit Werten in C\ {0} auf X. Dies ist eine Garbe abel’scher Gruppen unter der
(punktweisen) Multiplikation. Weiters sei Z die konstante Garbe zur abel’schen Gruppe
(Z,+). Dann ist Z eine Teilgarbe von C¢ (ndmlich gerade die Garbe der Z-wertigen
stetigen Funktionen). Definiere nun exp : C¢ — C& durch exp(f)(z) = 2™/, Dann ist
dies klarerweise ein Morphismus von Garben abel’scher Gruppen, und wir behaupten,
daf3

0—7Z—Cc2Ch—0

eine kurze exakte Sequenz von Garben abel’scher Gruppen ist:

Sei # € X ein Punkt, g, € (C{), und g € C(U,C \ {0}) ein Reprisentant fiir g,
auf einer offenen Umgebung U von x. Wahlt man U hinreichend klein, dann kann man
erreichen, dafl g(U) C C\ {0} ganz in einer Halbebene liegt. Dann ist aber fiir einen
Zweig log des Logarithmus f = log(g) eine wohldefinierte, stetige Funktion f : U — C
und exp(f) = g¢. Damit ist aber exp,(f.) = g., also ist exp, : (C¢). — (C&), fiir
jedes z surjektiv. Sei f, € (Cc),. Dann ist exp,(f,) = 1 dquivalent dazu, daf es einen
Représentanten f : U — C fiir f, auf einer offenen Umgebung U von z gibt, fiir den
exp(f) identisch 1 ist. Das ist aber dquivalent zu f(U) C Z, also ist die Exaktheit
bewiesen.

Ist X eine glatte Mannigfaltigkeit, dann kann man genau die selbe Konstruktion mit
C*(_,C) und C*°(_,C\ {0}) durchfiihren. Ist X sogar eine komplexe Mannigfaltigkeit,
dann funktioniert es auch mit holomorphen Funktion mit Werten in C bzw. C\ {0}.
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2.4. Beispiel. Sei X = C, O die Garbe der holomorphen Funktionen auf X, J
die Teilgarbe jener holomorphen Funktionen, die in 0 € C verschwinden, und O/J die
Quotientengarbe. Nach 2.1 erhalten wir eine kurze exakte Sequenz 0 — J — O —
O/J — 0 von Garben. Aus dieser Sequenz kénnen wir nun die Halme von O/J leicht
explizit beschreiben: Fiir einen Punkt y # 0 ist fiir eine hinreichend kleine Umgebung
U (ndmlich fiir jede Umgebung, die 0 nicht enthélt) J(U) = O(U). Nachdem jede
Umgebung von y so eine Umgebung enthiélt, gilt 7, = O,, also (O/J), = 0 fiir y # 0.

Fir x = 0 sei fy € Op ein Keim, und f € O(U) ein Reprasentant auf einer offenen
Umgebung U von 0. Ist f(0) : U — C die konstante Funktion, dann ist f— f(0) € J(U).
Damit sieht man aber sofort, dal (O/J)o = C gilt.

In diesem Fall ist auch die Sequenz 0 — J(C) — O(C) — (O/J)(C) — 0 exakt.
Ein globaler Schnitt der Garbe O/J ist einfach eine komplexe Zahl (ndmlich der Wert
des Schnittes in 0) und damit induziert f — f(0) eine Isomorphismus O(C)/J(C) —
C=(0/J)(C).

Analog kann man das natiirlich auch fiir allgemeinere Rdume und glatte oder stetige
Funktionen machen.

2.5. Beispiel. Sei X ein zusammenhéngender Hausdorffraum, Z die konstante Gar-
be auf X, a,b € X zwei verschiedene Punkte und G die Teilgarbe von Z die aus jenen
lokalkonstanten Funktionen besteht, die in @ und b verschwinden. Dann erhalten wir
wieder eine exakte Sequenz 0 — G — Z — Z/G — 0. Wie in Beispiel 2.4 iiberlegt man
sofort, dafl die Halme von Z/G gleich 0 fiir x # a,b und gleich Z fiir x = a, b sind.

In diesem Fall ist aber die Sequenz der globalen Schnitte nicht mehr exakt. Da
X zusammenhéingend ist, gilt ndmlich Z(X) = Z und G(X) = 0. Andererseits ist
(Z)G)(X) = Z*. Insbesondere zeigt das auch, dafl die Prigarbe U — Z(U)/G(U) keine

Garbe sein kann, denn sonst wére diese Garbe gleich Z/G.

2.6. Definition. (1) Eine graduierte Garbe ist ein Folge (G")nez von Garben.
(2) Eine Sequenz von Garben ist eine graduierte Garbe (G"),ez zusammen mit Mor-
phismen ¢’ : G* — G
(3) Ein Garbenkomplex ist eine Sequenz von Garben, sodafl ¢! o @' = 0 fiir alle i € Z
gilt.
(4) Eine Auflosung eine Garbe G ist eine exakte Sequenz von Garben der Form 0 —
G — G% — G — ... Fiir so eine Aufléssung schreibt man kurz auch 0 — G — G*.

Die singulire Auflésung einer konstanten Garbe

2.7. Beispiel. Sei X eine topologische Mannigfaltigkeit, G eine abel’sche Gruppe.
Wir wollen eine Auflésung der konstanten Garbe G iiber X konstruieren. Fiir U C
X offen sei S,(U) die freie abel’sche Gruppe, die von allen stetigen Funktionen o :
A, — U erzeugt wird, wobei A, den Standard—¢—Simplex in R?™! bezeichnet. So eine
stetige Funktion o heifit ein singuldrer g—Simplex in U. Dann setzen wir S9(U, G) :=
Hom(S,(U),G). Da S,(U) eine freie abel’sche Gruppe ist, kann man S?(U, G) auch mit
der Menge aller Funktionen von der Menge der singuldren ¢—Simplizes in U nach G
identifizieren.

Fiir eine offene Menge V' C U ist jeder singuldre Simplex mit Werten in V' auch ein
singuldrer Simplex mit Werten in U, also erhalten wir eine Inklusion S (V) — S,(U)
und damit eine Einschriinkungsabbildung r¥ : S9(U,G) — S9(V, Q). Klarerweise ist
U — S9U,G) eine Pragarbe von abel’schen Gruppen auf X. Wir bezeichnen nun mit
S%(_, G) die davon erzeugte Garbe von abel’schen Gruppen.
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Sei d : S, (U) — S,-1(U) der iibliche Randoperator aus der algebraischen Topo-
logie. Dieser Operator ist einfach dadurch gegeben, dafl man o : A, — U auf die
Seiten von A, einschrénkt und die Einschrénkungen mit geeigneten Vorzeichen sum-
miert. Dann induziert dieser Randoperator einen Operator § : S9~1(U,G) — SY(U,G)
durch 6(p)(0) = ¢(d(0)). Nach Konstruktion ist 4 ein Morphismus von Préigarben, also
erhalten wir einen Morphismus § : ST }(_, G) — S8%(_, G), siehe 1.13. Wegen d? = 0 ist
(auf dem Priigarbenlevel) auch 62 = 0 und wegen der Funktorialitit der Garbifizierung
gilt das auch auf dem Garbenlevel. Somit ist 0 — G — S*(_, G) ein Garbenkomplex.
Wir behaupten nun, das dies sogar eine Auflésung der konstanten Garbe G ist.

Dazu sei x € X ein Punkt und U eine kontrahierbare Umgebung von x. Aus der
algebraischen Topologie ist bekannt, daf} fiir diese Menge die singuldre Kohomologie
mit Koeffizienten in G trivial ist, also H°(U,G) = G und HY(U,G) = 0 fiir ¢ > 0 gilt.
Das bedeutet aber gerade, dal 0 — G — S°(U,G) — SY(U,G) — ... eine exakte
Sequenz ist, wobei wir G als die konstanten Homomorphismen Sy(U) — G betrachten.
Da X eine topologische Mannigfaltigkeit ist, enthélt jede offene Umgebung von x eine
kontrahierbare offene Umgebung, also ist auch 0 — G — S°(_,G), — SY(,G), — ...
eine exakte Sequenz und damit 0 — G — S*(_, G) eine Auflésung.

2.8. Fiir eine C>*°-Mannigfaltigkeit X gibt es eine einfache Variation der singuldren
Auflosung. Sei némlich fiir U C X offen S;°(U) die freie abel’sche Gruppe die von
allen glatten singuldren Simplizes in U erzeugt wird, d.h. von allen ¢ : A, — U, die
Einschrénkungen von auf offenen Umgebungen von A, definierten glatten Funktionen
mit Werten in U sind. Wie in 2.7 erhalten wir daraus Priagarben U — S (U, G). Der
Rand eines glatten singuldren Simplex ist nach Definition eine Linearkombination von
glatten singuldren Simplizes, also kénnen wir wie in 2.7 Morphismen ¢ : S (_,G) —
S2H(_ @) definieren. Bezeichnen wir mit S (_, G) die erzeugten Garben und mit ¢ die
induzierten Morphismen, dann erhalten wir wie in 2.7 eine Auflésung 0 — G — S (-, G)
der konstanten Garbe G. (Man mufl im Beweis nur beachten, dafl es glatt kontrahierbare
Umgebungen gibt.)

Die Inklusionen S2(U) — S,(U) induzieren Projektionen SU(U,G) — S (U, G).
Diese liefern wieder Garbenmorphismen, und man erhélt einen Homomorphismus von
Auflosungen von 0 — G — S*(_,G) nach 0 — G — S% (_, G).

Die de-Rham Auflésung

Als néchstes wollen wir die de-Rham Auflésung der konstanten Garbe R iiber einer
glatten Mannigfaltigkeit besprechen und einen Homomorphismus von dieser Auflésung
in die singuldre Auflésung konstruieren. Dies bendétigt einigen Hintergrund aus der Dif-
ferentialgeometrie (Differentialformen) den wir im folgenden kurz zusammenfassen wer-
den.

2.9. Differentialgeometrischer Hintergrund. Sei M ein topologischer Raum.
Eine Karte auf M ist eine offene Teilmenge U C M zusammen mit einem Homd&omor-
phismus u : U — u(U) auf eine offene Teilmenge eines R™. Ein C*-Atlas auf M ist eine
Familie {(U;, u;)} von Karten auf M, sodafl M = U,;U; gilt und fiir je zwei Karten U;
und U; mit U;; = U; NU; # 0 die Kartenwechselabbildungen w;; = uj(Uij) — u;(Uyj),
u;; = u;ou; ' C*~Funktionen (auf offenen Teilmengen von R™) sind. Zwei C*~Atlanten
heiBen dquivalent falls ihre Vereinigung wieder ein Atlas ist. Eine C*Mannigfaltigkeit
ist ein separabler, metrisierbarer Raum M zusammen mit einer Aquivalenzklasse von
C*-Atlanten auf M. Die Vereinigung aller Atlanten in der Klasse ist dann selbst ein
(maximaler) Atlas und eine Karte auf M ist einfach eine Karte dieses maximalen Atlas.
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Fiir C*-Mannigfaltigkeiten M und N ist eine Funktion f : M — N eine C*-
Funktion, wenn f stetig ist und es fiir jeden Punkt x € M eine Karte (U,u) fiir M
mit z € U und eine Karte (V,v) fiir N mit f(x) € V gibt, sodaB die lokale Koordina-
tendarstellung vo fou™ 1 w(U N fYV)) — v(V) eine C*~Funktion ist. Falls f eine
C*-Funktion ist, dann sind alle lokalen Koordinatendarstellungen von f C*~Funktionen.

Wir werden im weiteren immer glatte (d.h. C°*°) Mannigfaltigkeiten und Funktionen
betrachten. Ein fundamentales Resultat iiber glatte Funktionen auf glatten Mannigfal-
tigkeiten ist die Existenz von glatten Partitionen der Eins: Ist M eine glatte Mannig-
faltigkeit und U eine offen Uberdeckung von M, dann gibt es eine Familie {f; : i € I}
von glatten Funktionen f; € C*°(M,R), soda8
(i) Fiir jedes i € I gibt es eine Menge U € U mit supp(f;) C U.

(i) Die Familie {supp(f;) : i € I'} ist lokal-endlich.
(iii) Fiir jedes i € I und x € M ist 0 < fi(x) < 1und ), fi(z) = 1.

Hierbei bezeichnet supp(f;) den Trdger von f;, also den Abschlul der Menge aller
x € M fiir die f(x) # 0 gilt. Die Bedingung (ii) bedeutet, dafl jeder Punkt x € M eine
Umgebung U besitzt, die nur endlich viele der Mengen in der Familie schneidet.

Fiir einen Punkt = € M sei nun C°(M,R) die Algebra der Keime von glatten,
reellwertigen Funktionen bei x. Dann definiert man den Tangentialraum an M bei x
als die Menge aller Derivationen bei x dieser Algebra, also als die Menge aller linearen
Abbildungen X : C2°(M,R) — R, die X () = X (p)(x) + ¢(x) X (1) erfiillen. Das ist
offensichtlich ein Vektorraum und fiir M = R" (oder eine offene Teilmenge darin) liefert
X — (f— Df(x)(X)) einen Isomorphismus zwischen dem “iiblichen” Tangentialraum
und dem hier definierten. Mit Hilfe von Partitionen der Eins zeigt man leicht, dal man
in der Definition statt C2°(M,R) auch C*°(M,R) verwenden kann.

Fiir eine glatte Funktion f : M — N definiert man die Tangentialabbildung 7. f :
ToM — TN zu f bei x durch (T, f-X)(p) = X(po f). Dies ist eine lineare Abbildung
zwischen den Tangentialrdumen.

Als néchstes betrachten wir das Tangentialbiindel T'M von M. Als Menge ist das ein-
fach die disjunkte Vereinigung aller Tangentialriume und man erhélt eine offensichtliche
Projektion m : TM — M. Ist (U,u) eine Karte auf M, dann liefern die Tangentialab-
bildungen zu u einen Homéomorphismus 7~ (U) = u(U) x R™. Diese Kartenwechselab-
bildungen zu zwei solchen Karten sind die Kartenwechselabbildungen der Karten und
ihre Ableitungen, also liefert das einen Atlas auf 7'M, der T'"M zu einer glatten Mannig-
faltigkeit und zu einem glatten Vektorbiindel iiber M macht. Fiir eine glatte Funktion
f M — N fafit man die Tangentialabbildungen in den Punkten von M zur Tangenti-
alabbildung T'f : TM — T'N zusammen, die ein glatter Vektorbiindelhomomorphismus
ist. Auflerdem gilt die Kettenregel T(go f) =TgoTf.

Ein Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M ist eine glatte Funktion £ :
M — TM, die o & = idy, erfiillt, also ein glatter Schnitt des Tangentialbiindels. Die
Menge aller Vektorfelder auf M ist ein Modul iiber der Algebra C*°(M,R), der mit
X(M) bezeichnet wird. Ist £ € X(M) und ¢ € C*°(M,R), dann definiert £(p)(z) =
&(z)(p) eine glatte Funktion £(p) € C°°(M,R). Aus der Definition des Tangentialrau-
mes folgert man relativ leicht, daB man dadurch einen Isomorphismus von X(A/) mit
dem Raum aller Derivationen der Algebra C'*°(M,R), also aller linearen Abbildungen
£:C®(M,R) — C®(M,R), die {(pyp) = E(p)v+¢E () erfiillen, erhélt. Damit definiert
man nun die Lie-Klammer [,n] € X(M) von zwei Vektorfeldern &, € X(M) durch
(€, nl(f) = Em(f)) —n(&(f))-

Eine k-Form w auf M ordnet jedem Punkt x € M eine k-lineare, alternierende
Funktion w, : T,M x ... x T,M — R zu, die glatt ist in dem Sinne, daf fiir glatte
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Vektorfelder &;,...,& € X(M) die Funktion x — w,(&(2),...,&(z)) glatt ist. Der
Raum aller k~Formen auf M ist wieder ein Modul iiber C°°(M, R), der mit Q*(M) be-
zeichnet wird. Mit Hilfe allgemeiner Konstruktionen mit Vektorbiindeln (siehe Kapitel
5) kann man zum Vektorbiindel TM das duale Vektorbindel T*M, das Kotangenti-
albiindel von M bilden. Dazu kann man fiir k¥ € N die #uBeren Potenzen A*T* M bilden,
die wieder glatte Vektorbiindel {iber M sind. Die k-Formen auf M sind dann genau
die glatten Schnitte des Vektorbiindels A*T*M. Der Vollstindigkeit halber setzt man
Q°(M) := C*(M,R). Man kann auch beweisen, daf} eine k-lineare, alternierende Funk-
tion X(M) x...xX(M) — C*(M,R) genau dann durch eine k-Form gegeben ist, wenn
sie in jeder Variable linear iitber C'*(M,R) ist.
Als néchstes definiert man die dufere Ableitung d : QF(M) — QF1(M) durch

w(&o, ..., & Zgz (Eore s Eir ey En))F
+Z D Hw([&, &) €02 & & En).

1<J

In dieser Formel bedeutet ein Hut iiber einer Eintragung, das die entsprechende Ein-
tragung auszulassen ist. Man zeigt, dafl die dulere Ableitung einer k—Form tatséchlich
eine k + 1-Form ist (also (k + 1)-linear iber C*°(M,R) und alternierend), und dafl
d?> = dod = 0 gilt. Da offensichtlich QF(M) = 0 fiir k& > dim(M) gilt, erhilt man also
einen Komplex

0— QM) L' (M) L ... L v M) — o,
den de—Rham Komplex von M. Die Homologie dieses Komplexes heifit die de-Rham
Kohomologie von M.

2.10. Die de-Rham Aufl6sung. Da Differentialformen Schnitte von glatten Vek-
torbiindeln sind, ist Q%(_) natiirlich eine Garbe von Vektorriumen auf M, sogar eine
Garbe von Moduln iiber der Garbe C*°(_,R). Die Formel fiir d aus 2.9 macht natiirlich
auch auf einer offenen Menge Sinn (“d ist ein lokaler Operator”), also ist

0-0°() S5 50" =0

ein Garbenkomplex auf M. Fiir f € Q°(U) = C*°(U, R) ist nach Definition df (£) = £(f)
fiir jedes Vektorfeld £ auf U, also ist df = 0 dquivalent zu f lokal konstant. Fiir offene
Teilmengen U C M die diffeomorph zu einem offenen Ball in R” sind, sagt das Lemma
von Poincaré gerade daf fiir w € Q¥(U) mit k£ > 1 und dw = 0 immer ein 7 € Q¥ 1(U)
existiert, sodafl dr = w gilt. Da jede offene Umgebung eines Punktes x € M so eine
Umgebung enthélt sehen wir, daf3

0-R—Q()5Q()% - 50"() =0

eine Auflésung der konstanten Garbe R ist, die sogenannte de—Rham Aufiosung.

Diese Auflésung hat gegeniiber der in 2.7 konstruierten singuldren Auflosung einige
Vorteile:
e Differentialformen sind wesentlich handlichere Objekte als Funktionen von der Menge
aller singuléren Simplices nach R. Aulerdem endet die de-Rham Auflésung bei der
Dimension von M, wihrend die singulédre Auflésung immer weiter geht.
e Auf den Differentialformen existiert eine einfache Produktstruktur

A QF() — Q) — QM.
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Dieses Produkt ist explizit gegeben durch
(w A 7_)(617 s >€k+€) = ﬁ Z w(gala s 7£¢7k>7—(€0k+1’ cee 750’k+£)’

0€Sy 1y

wobei die Summe {iber alle Permutationen der Menge {1,...,k + ¢} geht. Nun kann
man direkt verifizieren, daf} fiir w € QF die Formel d(w A7) = (dw) AT+ (=1)*w A d(T)
gilt. Das impliziert aber, dal mit d(w) = d(7) = 0 auch d(w A 7) = 0 gilt, und fiir
dw = 0 die Gleichung w A dr = (—=1)*d(w A 7) erfiillt ist. Daraus folgt aber sofort,
dafl wir ein induziertes Produkt auf den Kohomologieklassen erhalten. Also bildet die
de-Rham Kohomologie einer glatten Mannigfaltigkeit einen graduiert kommutativen
Ring. Die entsprechende Struktur auf der singuldren Kohomologie (“Cup—Produkt”) ist
wesentlich schwieriger zu beschreiben.

e Mit Hilfe von zusétzlichen Strukturen kann man sogar kanonische Représentanten fiir
Kohomologieklassen bekommen: Sei M eine kompakte glatte Mannigfaltigkeit und ¢ eine
Riemann-Metrik auf M. Dann kann man einen adjungierten Operator d* : Q¥(M) —
QF1(M) zur duBeren Ableitung d konstruieren. Der Operator A : QF(M) — QF(M),
der gegeben ist durch A = dod* 4 d* od heifit dann der Laplace—Beltrami Operator auf
M. Aus der Adjungiertheit von d und d* schliefit man, dafl Ker(d) = Ker(d) N Ker(d*)
gilt, und das man eine Zerlegung QF(M) = Im(d) ® Ker(A) @ Im(d*) erhilt. Das liefert
aber einen Isomorphismus Ker(d)/Im(d) = Ker(A), also ist die de-Rham Kohomologie
isomorph zum Raum Ker(A) der harmonischen Formen auf M.

Schliefllich kann man auch noch einen Homomorphismus von Auflésungen von der
de-Rham Auflésung in die glatte Version der singuldren Auflésung aus 2.8 konstruieren:
Ist w € QF(U) eine k-Form und o : A, — U ein glatter singuldrer k—Simplex, dann
ist der Pullback o*w eine glatte k~Form auf einer offenen Umgebung von A in R*¥,
Explizit ist diese k—Form durch

(c*w)(z)(X1,..., Xp) =w(o(x))(Teo - Xy, ..., Tpo - Xi)
gegeben. Diese k—Form kann man aber iiber A, integrieren und die Zuordnung o +—
i) a, 0'w € Rist ein Element von Sk (U,R). Dies induziert aber einen Garbenhomomor-
phismus Q%(_) — S* (L, R). Fiir w € Q*1(U) ist 0*(dw) = d(c*w), und nach dem Satz
von Stokes gilt [, d(c*w) = [, o*w, wobei dA; den Rand des k-Simplex bezeichnet.

Das bedeutet aber gerade, daf§ wir wirklich einen Homomorphismus von Auflésungen
erhalten.

Liften von Schnitten von Garben

92.11. LEMMA. Sei 0 — A % B 2 C — 0 cine kurze exakte Sequenz von Garben
iiber X. Dann ist 0 — A(X) = B(X) 2, C(X) — 0 ezakt bei A(X) und B(X).

BEWEIS. Es ist A(X) = I'(X, A), B(X) = I'(X,B). Nach Voraussetzung ist o, :
A, — B, injektiv fiir alle z € X. Somit ist ay injektiv und es bleibt zu zeigen, dafl
Imax = Ker Gx.

C: Fiir jedes x € X ist (Boa), = B, 0a, =0.

D: Sei s € Ker fx. Dann gilt s, € Ker 5, = Im«, Vx € X. Daher existiert ein nicht
notwendig stetiger Schnitt 5: X — A mit a,(3(r)) = s, Vo € X. Wir werden zeigen,
daB 5 stetig ist. Sei dazu xy € X. Da 5(zg) € A,, existiert eine offene Umgebung U
von zo und ein ' € A(U) mit s}, = 5(x). Dann ist ay(s')s, = sz, und es existiert eine
Umgebung V' von x( mit

rlay(s) =rls = rVrlap(s) = rVrls = a.(s) = s, = a.(3(z)) Vo € V.
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Da «, injektiv ist, folgt s’ = 5(z) Vz € V, woraus r{/(s') = 5|y und damit 5 stetig bei
xo folgt. O

Bemerkung. Die Sequenz ist im allgemeinen nicht exakt bei C(X). Beispielsweise
ist (vgl. 2.3) O(C) =2 O*(C) nicht surjektiv. Auch 2.5 liefert ein Beispiel.

Die Garben-Kohomologie mifit die Abweichung der Sequenz von der Exaktheit. Wir
benotigen daher eine Klasse von Garben, fiir die die Sequenz der globalen Schnitte
immer exakt ist. Garbenkohomologie werden wir dann durch Auflésung durch solche

Garben definieren.

_ 2.12. LEMMA. Sei X ein parakompakter Hausdorffraum, G eine Garbe diber X und
G der zugeordnete Garbenraum. Sei S abgeschlossen in X und s € I'(S,G). Dann lafst
sich s zu einem stetigen Schnitt auf einer offenen Umgebung von S in X fortsetzen.

BEWEIS. Es existiert eine offene Uberdeckung {U;} von S und s; € G(U;), sodaB

Silins = Slu,ns Vi

Wir kénnen o.B.d.A. annehmen, dafl {U;} lokalendlich ist. Wéhle eine offene Uber-
deckung {V;} von S, sodaB8 V; C V; C U; Vi und setze

W:={xeX: ermVjési(x)ZSj(x)}

Wir behaupten nun, dal W eine Umgebung von S. Sei x € S. Dann existiert eine offene
Umgebung W, von z, die nur V;,...V; schneidet. Durch Verkleinerung von W, (und
ev. von n) kann man erreichen, daff z € Vij Vjund W, C U;; N---NU;,. Somit sind alle
s;; bei z definiert und stimmen in z Uberein, da = € S. Damit stimmen sie aber sogar
in einer Umgebung von x Uberein und 0.B.d.A sei diese Umgebung in W, enthalten.
Dann ist W, C W und die Behauptung folgt.

WY ist eine offene Umgebung von S in X und fiir x € W9 zieht € V; NV, auch

si(z) = sj(x) nach sich. Sei Wy :=JW°NV;) = V; und sei 5; := sily.- Dann gilt

)

_ (G2 - s .
Silviw, :Sj|\Zm\7j Vi,j =" 35 € G(Wp) mit 5|\7;- =3; Vi.

Nach Konstruktion ist s|g = s, also ist s die gesuchte stetige Fortsetzung des Schnittes

s. U
2.13. KOROLLAR. Seien X, G, S wie in 2.12; dann gilt:
_ _ 113
I'(5,6) = lm I'(U,G) = lim G(U)
UDS UDS

Daber ist lim G(U) der Raum der Keime bei S von lokalen Schnitten von G iiber offenen
UDS

Mengen.

BEWEIS. C: Sei s € I'(S,G). Dann existiert nach 2.12 ein offenes U 2 S und ein
5€T(U,G) mit 3]s = s. Sind nun t; € T'(U;,G) (i = 1,2), t1|s = t2|s, dann existiert ein
offenes U C U;NU, mit S C U, sodaB t1|y = 2]y (weil sowohl ¢; als auch ¢4 lokal invers
zu 7 sind). Somit bestimmt jedes s € I'(S, G) eindeutig ein Element von lim G(U). Die

UDS
umgekehrte Inklusion ist aber klar. O

Konvention. Wir betrachten von nun an ausschliefSlich Garben abelscher Gruppen
iiber parakompakten T5-Raumen.
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Weiche und feine Garben

2.14. Definition.
(1) Sei G eine Garbe iiber X, S C X abgeschlossen;

G(5) = lim G(U)

Uos
(2) G heifit weich (soft), wenn gilt:
ry : G(X) — G(9) ist surjektiv V.S C X abgeschlossen
d.h. wenn sich jeder stetige Schnitt iiber S stetig auf ganz X fortsetzen 1af3t.
2.15. SATZ. Sei A eine weiche Garbe tber X und
0 AL Loc 0

eine kurze exakte Sequenz von Garben tiber X. Dann ist

(1) 0 —— AX) -2 B(X) 2 ¢(x) —— 0

eine kurze exakte Sequenz abelscher Gruppen.
BEWEIS. Wegen 2.11 ist nur mehr zu zeigen, dal hx surjektiv ist. Sei ¢ € C(X).
Wie im Beweis von 2.11 folgt:
Vr € X 3Uoffene Umg. v.  3b € B(U) : hy(b) =1 (c) = clv -

Somit existiert eine offene Uberdeckung {U;} von X und b; € B(U;) mit hy, (b;) = c|y,. Es
bleibt zu zeigen, dafl sich diese b; zu einem globalen Schnitt b zusammensetzen lassen.
Da X parakompakt ist, existiert eine lokalendliche Verfeinerung .S; von U;, sodafl \S;
abgeschlossen und in U; enthalten ist. Sei

M={(,5): S=]JS;, JCI, beB(S), hb)=cls}
jeJ
Wir definieren eine Halbordnung auf M durch
(b,8) < (¥,9) & SCS und V|s=b

Sei nun (b;, S;) eine Kette in M und S = U S;, b(z) := b;(z) fiir x € S;. Nach 2.13
definiert b einen stetigen Schnitt b : S — G, also ein b € G(5) und nach Konstruktion
ist h(b) = c|s. Somit besitzt jede Kette in M eine obere Schranke, also existiert nach
dem Lemma von Zorn ein maximales Element (b,.S) in M.

Wir behaupten, dafl S = X. Dazu nehmen wir indirekt an, es gidbe ein S; mit
S; € S. Es gilt:

h(blsns; — bjlsns;) = clsns; — clsns; = 0.

Nach 2.11 ist fiir alle Y C X die Sequenz

0 — AY) — BY) —— C(Y) —— 0
exakt bei B(Y). Deshalb existiert ein a € A(S N S;) mit g(a) = blsns; — bjlsns,. Da
A weich ist existiert ein ' € A(X) mit g(a )\Smsj = blsns; — bj|sns; Definiere nun

beB(SU S;) durch

bls = b, bls; = b; +g(a).
b ist wohldefiniert, weil b[sns, = bj|sns; + g(a’)|[sns,. Dann ist aber h(g) = c|sus; und
damit M 3 (b, S U S;) > (b, S), ein Widerspruch. O
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2.16. Definition. Eine Garbe abelscher Gruppen G auf einem parakompakten
Raum X heifit fein, wenn fiir jede lokalendliche Uberdeckung {U;} von X eine Familie
von Garben-Morphismen {7; : G — G} existiert, sodaf

(i) Xm=1d
(i) 7:(Gz) = 0 VY in einer Umgebung von X \ U;.
{n:} heiBt Partition der Fins von G , die {U;} untergeordnet ist.

Beispiele. Feine Garben: Cx g, Cx ¢ fiir X parakompakt, £x, {1x fiir X parakom-
pakte C*°-Mannigfaltigkeit. Ist R eine feine Garbe von Ringen, so ist jede Garbe von
Moduln iiber R fein.

2.17. SATZ. Feine Garben sind weich.

BEWEIS. Sei G eine feine Garbe iiber X, S C X abgeschlossen und s € G(S) &
['(S,G). Es existiert eine offene Uberdeckung {U;} von S in X und s; € G(U;), sodaB
Silsnu, = $|snu, fiir alle 7. Sei Uy := X \ S und s := 0 € G(Up). Dann ist {U;} eine
offene Uberdeckung von X, die wir 0.B.d.A als lokalendlich annehmen diirfen. Laut
Voraussetzung existiert eine Partition der Eins {n;}, die {U;} untergeordnet ist. Jedes
ni(s;) € T(U;, G) ist ein Schnitt, der durch 0 auf X fortgesetzt werden kann. Damit ist

§=> mils;) €T(X,0),
die gesuchte Fortsetzung von s. 0

2.18. Beispiel. X = C, O = O ist nicht weich: Sei S = {z : |z| < 1}, f € O(9),
f(z) = 1. Dann kann f nicht auf ganz C fortgesetzt werden.

2.19. Beispiel. Konstante Garben sind nicht weich, falls |X| > 1, G # 0: Seien
a#be X, se€G({a,b}), s(a) =0, s(b) #0. Dann kann s nicht fortgesetzt werden.

2.20. KOROLLAR. (zu 2.15) Sei

0 — A 2B c—50

eine kurze exakte Sequenz von Garben und A , B weich. Dann ist auch C weich.

BEWEIS. Sei S C X abgeschlossen. Dann ist auch S parakompakt und durch An-
wendung von 2.15 auf Alg, Blg, C|s folgt, dafl

hs

0 —— A(S) £ B(S) —- C(S) —— 0

exakt ist. Sei ¢ € C(S). Dann existiert b € B(S) mit hg(b) = c¢. Da B weich ist, existiert
eine Fortsetzung b von b in B(X). Damit ist hx(b) eine Fortsetzung von c. O

2.21. KOROLLAR. Sei

0 Wo fo W, f1 W, f2

eine exakte Sequenz von weichen Garben auf X. Dann ist auch die Sequenz

exakt.
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BEWEIS. K; := Ker (f;) ist eine Garbe und

0 Kz incl Wz Ji Ki+1 — 0
ist eine kurze exakte Sequenz fiir jedes 7. Fiir ¢ = 1 folgt, dafl
0 —— Wo=k 2L w Lk o

exakt ist, sodafl nach 2.20 Ky weich ist. Induktiv folgt, dafl jedes K; weich ist. Nach

2.15 ist

0 —— Ki(x) 2L wx) L K (x) —— 0

fiir jedes ¢ exakt und durch Zusammensetzen dieser Sequenzen folgt die Behauptung. [

Die kanonische feine Auflésung

2.22. Sei X parakompakt, G eine Garbe iiber X und G = X der zugehdrige
Garbenraum. Die Garbe C°(G) der unstetigen Schnitte von G ist definiert durch

C'G)U):={f:U—G:7mof=idy}
C(G) ist trivialerweise eine weiche Garbe. Es ist G = I'(.,G) — C°(G) und somit
0 — G — CY%(G) exakt. Sei F1(G) :=C°G)/G, C'(G) := C°(F"(G)) und induktiv
FUG)=CHG)/FTHG)  C(G)=CF(G)).

Damit erhélt man folgende kurze exakte Sequenzen von Garben:

0 — G ——CG) — F'(G) —— 0

0 —— FY(G) — CY(G) —— F*HG) —— 0
woraus sich durch Zusammensetzen die lange exakte Sequenz

0 g Cc'(G) — CY(G) — C*(G) — ...

Diese Sequenz, die man abgekiirzt mit 0 — G — C*(G) bezeichnet, heifit die kanoni-
sche Auflosung von G . Sie ist nach Konstruktion weich.

Sei h : G — G; ein Garbenhomomorphismus. Dann induziert h einen Garbenraum-
homomorphismus h:

E —
— G1

g
wl m
X X

und damit einen Garbenhomomorphismus C°(h) : C°(G) — C°(G;). Dieser induziert
FYh): FYG) — F(G;), und durch Rekursion folgt:

0 g c'(G) — CHG) — C*(G) — ...
lh lcO(h) lcl(h) lc%h)
0 G1 C%G,) —— CYG) —— C*(G1) —— ...

Fiir spezielle Garben kann die Einschriankung auf parakompakte Rédume vermieden wer-
den:

Definition: Fine Garbe G heifit wacklig (flabby), falls riy : G(X) — G(U) surjektiv ist
fur alle U C X offen.

Man kann zeigen: Ist G wacklig und X parakompakt, dann ist G weich. Nun betrachtet
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man wacklige statt weicher Garbe. Problem: Einerseits sind viele interessante weiche
Garben nicht wacklig, andererseits wird die Theorie aufwendiger.

2.23. LEMMA. Fliir jede Garbe G ist C°(G) eine feine Garbe. Daher ist 0 — G —
C*(G) eine feine Auflisung.

BEWEIS. Sei U = {U; : i € I} eine lokalendliche offene Uberdeckung von X, {V;}
eine offene Uberdeckung mit V; C V; C U;. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine
Auswahlfunktion ¢ : X — I, sodafl x € Vj(, fiir alle x € X. Sei

o=}

sonst

Dann ist ¢; : X — Z, suppy; C U; und > ¢; = 1. Setze I; : CO(G)(W) — C%G)(W)
iel

(W C X offen), l;(s)(x) := pi(x)s(z), s € [(W,C°(G)). l; vertauscht mit Einschrinkun-

gen, > I; = 1 und [;(C°(G),) = 0 fiir x € V. Somit ist {I;} eine Partition der 1 fiir

Co(G). 0



KAPITEL 3

Garbenkohomologie

Bevor wir uns mit der Garbenkohomologie beschéftigen besprechen wir, um die
Analogie deutlich zu machen, kurz die Konstruktion der Ext—Funktoren aus der homo-
logischen Algebra, die als Spezialfélle die klassischen algebraischen Kohomologietheorien
(fiir Gruppen, Ringe und Lie—Algebren) liefern.

3.0. Ext—Funktoren. Sei R ein (im Allgemeinen nicht kommutativer) Ring mit 1
und betrachte die Kategorie der Linksmoduln iiber R. Sind A, M zwei solche Moduln,
dann ist die Menge Hom(A, M) eine abel’sche Gruppe unter punktweiser Addition. Ist
B noch ein Modul und ¢ : A — B ein Modulhomomorphismus, dann erhalten wir einen
induzierten Gruppenhomomorphismus ¢* = Hom(p, M) : Hom(B, M) — Hom(A, M),
der definiert ist durch ¢*(¢) = 1 o . Damit ist Hom(_, M) ein kontravarianter Funktor
von der Kategorie der R—Linksmoduln in die Kategorie der abel’schen Gruppen.

Ist 0 = A— B — (' — 0 eine kurze exakte Sequenz von R-Linksmoduln, dann be-
trachten wir die induzierte Sequenz 0 — Hom(C, M) — Hom(B, M) — Hom(A, M) —
0 von abel’schen Gruppen. Man zeigt, das diese Sequenz exakt bei Hom(C, M) und
Hom(B, M) aber im Allgemeinen nicht exakt bei Hom(A, M) ist. Ein Beispiel dafiir ist
R = Z und die exakte Sequenz 0 — Z — Q — Q/Z — 0. Wendet man darauf den Funk-
tor Hom(_, Z5) an, dann miissen wir zeigen, dafl die Funktion Hom(Q, Zs) — Hom(Z, Z,)
die einfach durch die Einschrinkung von Homomorphismen gegeben ist, nicht surjektiv
ist. Nun gilt aber fiir einen Homomorphismus ¢ : Q — Zs, 0 = ¢(q) + ¢(¢) = »(29). Da
aber ¢ = 2(q/2) ist, ist der Nullhomomorphismus der einzige Homomorphismus Q — Z,.
Die kanonische Projektion Z — Zy = Z /27 ist aber ein nichttrivialer Homomorphismus.

Ein R—Modul A heifit projektiv, falls es fiir jeden surjektiven Homomorphismus
¢ : M — N von R-Moduln und jeden Homomorphismus ¢ : A — N einen Lift
Y : A — M gibt, d.h. ¢ 0t = ). Man sieht leicht, daf} jeder freie R—Modul projektiv
ist, also gibt es viele solche Moduln. (Die projektiven Moduln hier sind die Analoga
der weichen Garben.) Ist der Modul C' in der obigen Sequenz projektiv, dann ist die
induzierte Sequenz der Homomorphismengruppen exakt: Dann gibt es ndmlich zum
Homomorphismus p : B — C aus der Sequenz einen Schnitt, einen Homomorphismus
0 =1id : C' — B mit po o = id. Dann ist aber p(b) = b — o(p(b)) ein Homomorphismus
B — A, der po1 = idy erfiillt, wobei i : A — B die Abbildung aus der Sequenz ist.
Damit ist aber i* o p* = id, also i* surjektiv. (Das ist das Analogon von Satz 2.15.)

Sei nun C' wieder ein beliebiger R—Modul. Eine projektive Aufiosung von C' ist eine
exakte Sequenz der Form --- — A, — A, — --- — Ay — C, in der alle A; projektiv
sind. Man zeigt leicht, das so eine Auflésung (sogar eine freie Auflésung) immer existiert.
Wir bezeichnen die Auflésung mit A, — C' — 0. Fiir so eine Auflésung ist dann
0 — Hom(Ag, M) — Hom(A;, M) — ... ein Komplex. Die i—te Kohomologiegruppe
dieses Komplexes heif Ext’(C, M).

Seien C' und D Moduln, A, — C' — Ound B, — D — 0 projektive Auflésungen, und
¢ : C — D ein Modulhomomorphismus. Aus der Projektivitdt der Moduln A; schliefit
man leicht, daf§ ¢ einen Homomorphismus von Auflésungen ¢, : A, — B, induziert,

23



24 3. GARBENKOHOMOLOGIE

d.h. man erhélt Homomorphismen ¢; : A; — B; sodafl das Diagramm

A, Any . Ao C 0
o oot | ol ¢
B, B,y . By D 0

kommutativ ist. Weiters zeigt man, das je zwei solche Fortsetzungen von ¢ ketten-
homotop sind. Wendet man auf dieses Diagramm den Funktor Hom(_, M) an, dann
erhéilt man wieder ein kommutatives Diagramm und auch die Eigenschaft kettenho-
motop zu sein bleibt erhalten. Insbesondere erhélt man fiir zwei projektive Auflésun-
gen von C' und ¢ = id, daf§ die Gruppen Ext*(C, M) unabhéngig von der Wahl der
projektiven Auflosungen sind. Der allgemeine Fall zeigt dann, daf§ ein Homomorphis-
mus ¢ : C — D eindeutige Homomorphismen ¢* : Ext*(D, M) — Ext*(C, M) in-
duziert. Andererseits induziert ein Homomorphismus ¢ : M — N Homomorphismen
. Ext*(C, M) — Ext*(C, N), also ist Ext*(_, -) ein Bifunktor.

Wiéhlt man den Ring R geeignet, dann liefert diese Konstruktion die klassischen
algebraischen Kohomologietheorien. Fiir eine diskrete Gruppe G setzt man R = Z[G],
den Gruppenring. Dann sind R—Moduln genau G-Moduln, und Ext*(Z, M) liefert in
diesem Fall die Gruppenkohomologie H*(G, M). Ist g eine Lie-Algebra iiber einem
Korper K, dann setzt man R = U(g), die universelle Einhiillende (iiber K) von g. Dann
sind R—Moduln das selbe wie g—Moduln, und Ext*(K, M) ist die Chevalley—Eilenberg
Kohomologie H*(g, M ). Ist schlielich A eine K-Algebra, dann setzt man R = A @ AP,
wobei AP die Algebra A mit der umgekehrten Multiplikation bezeichnet. Dann sind R-
Moduln genau A-Bimoduln, und Ext* (K, M) ist die Hochschild Kohomologie H*(A, M).

3.1. Sei X parakompakt, G eine Garbe abelscher Gruppen iiber X, 0 — G — C*(G)
die kanonische feine Auflésung von G. (C*(G) = C*(F(G)), F{(G) = CY(F~YG))/F~1(G),
FYG) =C°G)/G, siche 2.22 und 2.23.)

e Betrachte die Sequenz der globalen Schnitte:
(2) 0— G(X)—C'G)(X) = C'G(X)— ...

e Bei G(X) und C°(G)(X) ist die Sequenz fiir jede Garbe G nach 2.11 exakt.

e Ist G weich, dann sind alle Garben in der Sequenz weich, weil die C* fein sind.
Damit ist die Sequenz der globalen Schnitte nach 2.21 ist iiberall exakt.

e Die Sequenz der globalen Schnitte ist immer ein Kokettenkomplex. (Alle Keime
werden durch die Komposition von zwei aufeinanderfolgenden Morphismen auf
0 abgebildet, also ist diese Komposition immer 0.)

e Sei CUX,G) = CYG)(X)(= I'(X,C%G))). Die Sequenz (2) wird zu 0 —
G(X) — C*(X,G). Betrachte jetzt 0 — C°(X,G) — CY(X,G) — ....

Definition. Die ¢—te Homologiegruppe der Garbe G auf X
ker(C4(X,G) — C1(X,G))
T Im (C9 (X, G) — C4(X,G))’
Sie heifit auch Garben—-Kohomologiegruppe des Raumes X vom Grad ¢ mit Koeffizienten
in G.
3.2. SATZ. Sei X ein To—Raum und parakompakt. Dann gilt:

(1) Fiir jede Garbe G auf X ist H*(X,G) = G(X). Ist G eine weiche Garben, dann
ist HY(X,G) = 0 fir alle ¢ > 0.

HY(X,G) .= H(C*(X,G))




3. GARBENKOHOMOLOGIE 25

(2) Ein Garbenhomomorphismus h : A — B induziert einen Gruppenhomomor-
phismus hy = HY(X,h) : HY(X, A) — HY(X, B) mit H*(X,h) = hx : A(X) —
B(X), H(X,id) = id, HY(X, h) o HY(X, g) = HY(X, h o g).

Also ist jedes H? ein kovarianter Funktor.
(3) Sei 0 - A — B — C — 0 ezxakt. Dann gibt es natiirliche Homomorphismen

§7: HY(X,C) — HT (X, A) sodafs

0 — H(X, A) — H(X,B) — H°(X,C) & HY(X, A) —
.. — HI(X, A) — HY(X,B) — HY(X,C) & H (X, A) —
exakt ist. (Das ist die zugehirige lange exakte Kohomologiesequenz.)

BEWEIS. (1) Die Sequenz 0 — G(X) — C%G)(X) — CH{G)(X) — ... ist an
den ersten beiden Stellen exakt also ist ker(C°(X,G) — CY(X,G)) = G(X).
Wegen Im (0 — C°(X,G)) = 0 gilt H*(X,G) = G(X). Wenn G weich ist, ist die
Sequenz iiberall exakt, also ist HY(X,G) = 0 fiir alle ¢ > 0.

(2) Sei h: A — B ein Garbenhomomorphismus. Dann erhalten wir wie in 2.22 das
folgende kommutative Diagramm:

0 A C'(A) — CHA) —
lh lco(h) lcl
0 B C%(B) —— CY(B) —— ...
Das ist funktoriell in A, also erhalten wir einen Homomorphlsmus von Ketten-
komplexen

0 — AX) — CO(X,A) i CI(X,A) —

[ | |
0 — BX) — C°X,B) — CYX,B) ——

Das ergibt H(X, h) (homologische Algebra).

(3) Ist 0 - A — B — C — 0 exakt, so auch 0 — C°(A) — C°(B) — C°(C) — 0
(unstetige Schnitte). Aus der Exaktheit dieser beiden Sequenzen folgt aber, dafl
auch 0 — F'(A) — FY(B) — F'C) — 0 eine exakte Sequenz ist. Induktiv
erhilt man, daf fiir jedes i die Sequenz 0 — C‘(A) — CY(B) — CiC) — 0
exakt ist. Weil C*(A) eine weiche Garben ist, iibertriigt sich die Exaktheit auf
die globalen Schnitte, siche 2.15. Damit ist aber 0 — C*(X, A) — C*(X,B) —
C*(X,C) — 0 eine kurze exakte Sequenz von Kokettenkomplexen, und wir

erhalten die gesuchten Homomorphismen.
0

Bemerkung. Die 07 in (3) heiflen Bockstein—-Operatoren.

3.3. SATZ. Durch die Eigenschaften (1)-(3) in Satz 3.2 ist die Garbenkohomologie
emndeutig bestimmt.

Genauer: Sei X parakompakt, Ty, G — HY(X,G) eine Folge additiver kovarianter
Funktoren von der Kategorie der Garben abelscher Gruppen tiber X in die Kategorie der
abelschen Gruppen, die (1)—(3) erfillt. Dann existiert ein (in X und in G) natirlicher
Isomorphismus T9 : HY(X,G) — HY(X,G), der mit §¢ kompatibel ist.

BEWEIS (“AZYKLISCHE MODELLE” ). Verwende Induktion nach ¢. Wegen (1) muf
T° = idg(x) gelten.
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Sei jetzt T97! schon definiert. Betrachte 0 — G — C°(G) — FY(G) — 0. (Exakt
nach 2.22.)

Fall 1: ¢ = 1: Da C°(G) eine weiche Garbe ist, gilt H*(X,C%(G)) = HY(X,C%(G)) =
0 nach Eigenschaft (2). Damit liefert Eigenschaft (3) liefert folgendes Diagramm mit
exakten Zeilen:

0 — HYX,G) — H°(X,C°(G9)) — HYX,FYG)) — HYX,G) —— 0

H | H "

0 — H°(X,G) — H(X,C%(G9)) — H(X,F(G) — HY(X,G) —— 0
Dadurch wird T definiert und 7 ist natiirlich.

Fall 2: ¢ > 1: Da C°(G) eine weich ist, gilt H*(X,C%(G)) = H*(X,C%(G)) = 0 fiir
k = q — 1, q. Eigenschaft (3) liefert dann das Diagramm

0 —— HHX, F(G) — HI(X.G) — 0

| ‘|
0 — H"YX,FYG)) — HYX,G) —— 0
Dies definiert 77 und 77 ist natiirlich. O

Bemerkung. (i) Ersetzt man weich durch wacklig, so gelten 3.2 und 3.3 fiir allge-
meine topologische Rdume.

(ii) Ersetzt man in 3.2 (1) weich durch fein, so gilt 3.3 immer noch. (Denn wir
brauchen 3.2 (1) nur fiir die kanonische Auflgsung, die auch fein ist.)

Azyklische Auflésungen und der abstrakte Satz von de-Rham

3.4. Definition. Eine Auflosung 0 — G — A% — A! — A% — ... von G iiber X
heifit azyklisch < HY(X, AP) =0 Vq > 0, p > 0. Insbesondere sind weiche Auflésungen
azyklisch.

Jede azyklische Auflosung liefert die Garben-Kohomologiegruppen, denn es gilt:

3.5. SATZ (abstrakter Satz von de Rham). Sei X parakompakt, Ts, G eine
Garbe auf X. Fiir jede Auflosung 0 — G — A* von G existieren natirliche Homomor-
phismen +? : HP(A*(X)) — HP(X,G) Vp > 0. Ist die Auflésung azyklisch, so sind alle
P Isomorphismen. Hierbei bezeichnet HP(A*(X)) ist die p—te Kohomologiegruppe des
Kokettenkomplezes 0 — A°(X) — AY(X) — A*(X) — ...

BeEwEIS. Wir definieren eine Folge K? von Garben.
KP = ker(AP — AP, K’=g.
Dann ist 0 — KP~! — AP~1 — KP — 0 exakt fiir alle p > 1, weil A* exakt ist.
Nach 3.2 (3) ergibt das eine lange exakte Sequenz fiir die H (X, G):

0— HOX,KP1) — HOX, AP 1) — HOX,kP) & HU(X,KPl) — HY(X, AP
I I ll
0— K H(X) — AHX) — KP(X)
An den ersten beiden Stellen iibertriagt sich die Exaktheit obigen Sequenz auf die

globalen Schnitte. Also ist die Sequenz 0 — KP(X) — AP(X) — KPT(X) exakt. Damit
ist aber auch die Abbildung KP™!(X) — APT!(X) injektiv, also ist auch

0— KP(X) — AP(X) — APTH(X)
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eine exakte Sequenz. Daraus folgt

HP(A"(X)) = KP(X)/Tm (A"H(X) — A(X))
— KCP(X) /(AP (X) — KP(X)
= KP(X)/ ker(8%).

Daher induziert 0° einen injektiven, natiirlichen Homomorphismus
2 HP (AT (X)) — HA (X, K.

Fiir A* azyklisch ist H'(X, AP~') = 0, also 6° surjektiv und damit 4? ein Isomor-
phismus.
Wir betrachten jetzt 0 — KP~" — AP — kP71 — (0 2 <7 < p. Nach 3.2 (3)
erhalten wir die folgende lange exakte Sequenz.
gp—r+1

N Hrfl()(7 Ap—r) N Hrfl(X’ ICp—r—l—l) N HT‘(X’ ’Cp—v") N HT(X, Ap—r) -

Fiir azyklische A* sind der erste und der letzte Term in der Gleichung 0, also ist 67~"*1
in diesem Fall ein Isomorphismus.

Setze 4P 1= P~ H' (X, KP~m+1) — H"(X, KP~"). Das ist fiir azyklische A* ein
[somorphismus. Sei

P AP o AP P oAl o AP
V=Y O V19 Vp—2C 020N

AP HP(AY(X)) — HY(X,KP7Y) — H3(X,KP %) — ... - HP(X,K° = G)

Dann ist v7; H?(A*(X)) — HP(X,G) ein natiirlicher Homomorphismus und fiir azykli-
sche A* ein Isomorphismus. O

3.6. KOROLLAR. Sei (f, f° f1,...)

0 g A° Al A2 —— .
I L
0 F B° B! B — ...
ein Homomorphismus von Auflésungen von Garben. Dann induziert (f, f°, f',...) Ho-

momorphismen HP(f%) : HP(A*(X)) — H?(B*(X)) Vp > 0. Ist f ein Isomorphismus
von Garben und sind A*, B* azyklisch, so sind alle H’(f%) Isomorphismen.

BEWEIS. Die f* induzieren Homomorphismen f% zwischen den globalen Schnitten.
f% ist also eine Komplexabbildung also erhalten wir HP(f%) : H?(A*(X)) — HP(B*(X)).
Seien A*, B* azyklisch, f ein Isomorphismus. Dann erhalten wir

HP(X,G) =007 He(A%(X)

ngp(X, f) lH”(fS‘()
HP(X, F) HP(B*(X))

(yp)~1

Die Zeilen entsprechen Isomorphismen, weil A*, B* azyklisch sind, die erste Spalte, weil
f selbst ein Isomorphismus ist. Das Diagramm ist kommutativ, weil die Funktionen ~”
natiirlich sind. Damit ist HP(f%) ist ein Isomorphismus. O



28 3. GARBENKOHOMOLOGIE

Der Satz von de-Rham
3.7. SATZ (de Rham). Sei X eine C°-Mannigfaltigkeit. Dann gilt: I : H?(Q*(X)) —

HP(S% (X, R)) ist ein Isomorphismus, wobei I der Homomorphismus ist, der durch die
Integration von Differentialformen dber glatte singulire Ketten induziert wird (siehe
2.10).

Auch der Homomorphismus h : HP(§*(X,R)) — HP(S% (X, R)), der von der Einbet-
tung erzeugt wird (siehe 2.8), ist ein Isomorphismus.

BeEwEIS. Wir haben zwei Auflésungen von R (vergleiche 2.10).
L) —— 90—
/
0—R I l]
N
S (LR) —— SLLR) —— ..

Die obere Auflosung ist fein (weil es Partitionen der 1 gibt). Die untere Auflésung ist
weich, denn 8% (_,R) = C°(R) ist weich und jedes SZ (_,R) ist eine Garbe von Moduln
iiber 8 (_,R) und daher nach dem folgenden Lemma ebenfalls weich. Beide Auflssungen
sind also azyklisch, und aus Korollar 3.6 folgt, daf3 I einen Isomorphismus induziert.
Analog erhilt man, dafl S*(_,R) weich ist und daher die Einbettung einen Isomor-
phismus induziert. H

3.8. LEMMA. Sei M eine Garbe von Moduln iiber einer weichen Garbe R von Ringen
mit Fins. Dann ist auch M weich.

BEWEIS. Sei S C X abgeschlossen, s € v(S, M). Nach 2.12 148t sich s auf eine
offene Umgebung U von S stetig fortsetzen. Definiere p € (S U (X \ U), R) durch
pls = 1, p|x\v = 0. Dann ist p ist stetig. Da R weich ist, gibt es eine Fortsetzung auf

ganz X. p - s ist dann die gesuchte Fortsetzung von s auf X. 0

3.9. Nach Satz 3.7 wissen wir nun, dafl die de-Rham Kohomologie einer glat-
ten Mannigfaltigkeit M mit der Garbenkohomologie der konstanten Garbe R iiberein-
stimmt. Diese Kohomologie kann man auch mit Hilfe der Singuldren Auflésung aus 2.7
berechnen. Um wirklich zu sehen, dal die de-Rham Kohomologie mit der singuléren Ko-
homologie mit Koeffizienten in R iibereinstimmt, miissen wir also noch zeigen, daf3 diese
singuldre Auflosung tatsdchlich die singuldre Kohomologie berechnet. Dazu miissen wir
die Kohomologie des singuldren Komplexes S*(X,R) mit der Kohomologie des Kom-
plexes der globalen Schnitte S*(X,R) vergleichen.

Betrachten wir noch einmal die Priagarbe U +— S?(U, R). Nach Definition ist S9(U, R)
die Gruppe aller Funktionen von der Menge der singuldren ¢—Simplices in U nach R.
Ist V C U ebenfalls offen, dann ist der Homomorphismus r{ einfach durch die Ein-
schriankung auf singulire Simplizes in V' gegeben. Ist {U;} eine offene Uberdeckung von
U und s € S9(U,R), dann bestimmen die Einschrankungen rf (s) nur die Werte von
s auf singuldren Simplizes die ganz in einem U; liegen. Da es aber singulére Simplizes
in U gibt, die diese Eigenschaft nicht haben, ist das Garbenaxiom (G1) verletzt. Gibt
man andererseits (in konsistenter Weise) Werte auf singuldren Simplizes vor, die ganz
in einem U; liegen, dann kann man natiirlich ein s € S?(U,R) finden, das diese Werte
hat, also ist das Garbenaxiom (G2) erfiillt. Daraus schlieft man aber leicht, da8 fiir jede
offene Teilmenge U C M die Abbildung S9(U,R) — S%(U, R) surjektiv ist. Insbesondere
gilt das fiir U = M.

Sei nun U eine offene Uberdeckung von M. Dann definiert man SYU(M) als die freie
abel’sche Gruppe, die von allen singuldren g—Simplizes in M erzeugt wird, deren Bild
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ganz in einem Element der Uberdeckung I enthalten ist. Dann ist S¥(M) ein Teilkom-
plex von S,(M), und in der algebraischen Topologie beweist man, daf§ die Inklusion
dieses Teilkomplexes einen Isomorphismus in der Homologie induziert.

Nun definieren wir S (M,R) als die Menge aller Homomorphismen SY¥(M) — R.
Wir erhalten damit eine Projektion my : S*(M,R) — Sj;(M,R) und diese Projektion
induziert Isomorphismen in allen Kohomologiegruppen.

SATZ. Die Surjektion p : S*(M,R) — S*(M,R) induziert einen Isomorphismus in
der Kohomologie.

BEWEIS. Sei ¢ € S*(M,R) mit §(p) = 0. Dann gibt es ein Element ¢ € S*(M,R)
mit p(y) = ¢, aber im Allgemeinen ist §(y0) # 0. Es gilt aber p(d(¢)) = d(¢) = 0.
Das bedeutet aber, daf} fiir jedes x € M der Keim von (/) bei = Null ist, also gibt
es eine Umgebung U, von z, sodaB r! (6(¢)) = 0 gilt. Diese Umgebungen bilden eine
Uberdeckung ¢ von M und nach Konstruktion ist 7,(5(¢)) = §(my (1)) = 0. Damit gibt
es die Klasse [my ()] € H*(S;;,(M,R)). Da 7, einen Isomorphismus in der Kohomologie
induziert, gibt es ein ¢’ € S*(M,R) mit d(x)') = 0 sodal [m, ()] = [my(w)]. Daher
gibt es ein Element 7 € S;'(M,R) mit my(¢') = my() + §(n). Wihlt man nun
n € S* (M, R) mit my(n') = n, dann ist m (¢ + 6(1')) = mu(¢'). Da aber S*(M,R)
eine Garbe ist, impliziert das p(¢’) = p(¢¥ +0(1')) = ¢ + d(p(n')), also ist p.([¢']) = [¢]
und die induzierte Abbildung in der Kohomologie ist surjektiv.

Fiir die Injektivitiit sei ¢ € S*(M,R) so, daB §(x») = 0 und p(¢p) = () fiir ein ¢ €
SF1(M,R) gilt. Dann finden wir ¢’ € S¥=1(M,R) mit p(¢’) = ¢, also ist p(y»+35(¢’)) =
0. Wie im vorigen Schritt finden wir eine Uberdeckung ¢ von M, sodaf 7y (¢ +6(¢')) = 0
gilt. Damit ist aber m,([¢)]) = 0, also [1)] = 0 weil 7, eine Injektion in der Kohomologie
induziert. 0

3.10. Hohere direkte Bilder. Zum Abschluf3 dieses Kapitels erwdhnen wir noch
eine einfache Verallgemeinerung der Garbenkohomologie. Sei G eine Garbe auf X und
f + X — Y eine stetige Funktion. Dann definiert man eine Garbe f.G auf Y durch
1GU) == G(f~1(U)). Ist ¢ : F — G ein Homomorphismus von Garben, dann erhilt
man einen induzierten Homomorphismus f.p @ f.F — f.G durch (fup)uv = @10
Sei nun G eine Garbe und 0 — G — C*(G) die kanonische feine Auflésung. Dann ist
0 — £.C%0)(Y) — f.LYG)(Y) — ... ein Komplex. Die Kohomologiegruppen dieses
Komplexes heiflen die hoheren direkten Bilder unter f von G. Die Garbenkohomologie
ist genau der Spezialfall wo f : X — pt die eindeutige stetige Funktion von X in den
einpunktigen Raum ist. Die Theorie fiir diese hoheren direkten Bilder ist ganz analog
zur Garbenkohomologie.






KAPITEL 4

Klassische Kohomologietheorien

In diesem Kapitel behandeln wir zwei klassische Kohomologietheorien, die Alexander—
Spanier Kohomologie und die Cech-Kohomologie.

4.1. Alexander-Spanier-Garben-Kohomologie. Sei X parakompakt, 75, R ein
Ring mit 1 Fiir U C X offen, und p > 0 definieren wir A?(U, R) := {f : UP™' — R}.
Dann ist jedes AP(U, R) ein R—Modul.

Wir definieren d : AP(U, R) — AP™ (U, R) durch

df (o, ., pe1) == Y (1) f(z0, .., Fir ., 2p11),

wobei der Hut wie iiblich bedeutet, dafl die entsprechende Eintragung ausgelassen wird.
Man verifiziert leicht durch eine direkte Rechnung, dafi dann d? = 0 gilt, also ist
A*(U,R) =0 — AU, R) <, AYU, R) <, ... ein Kokettenkomplex.

Fiir eine offene Teilmenge V' C U ist VP C UP also erhélt man Einschrankungsho-
momorphismen r{ : A?(U, R) — AP(V, R). Damit wird AP(_, R) zu einer Prégarbe von
R-Modulen auf X. Diese erfiillt (G2) aber nicht (G1) fiir p > 1. Sei AP(_, R) die von
AP(_, R) erzeugte Garbe.

Sei R — A°(_, R) die Einbettung der konstanten Funktionen. Dann haben wir eine
Sequenz von Garben 0 — R — A°(_, R) % AY (L R) % ...

PROPOSITION. Das ist eine weiche Auflosung der konstanten Garbe R.

BEWEIS. Aus der Definition durch Mengenfunktionen folgt sofort, dafl die Garben

APweich sind. Die Sequenz 0 — R — A°(_,R) -5 A'(_, R) % ... von Préigarben ist
exakt: df (xo,z1) = f(xo) — f(z1) = 0 ist dquivalent zu f konstant. Fiir p > 1 sei
f € AP(U,R) mit df = 0. Sei z € U ein fixer Punkt und definiere g € A?~1(U, R) durch
g(zo,...,xp_1) = f(x,x0,...,2p—1). Dann gilt

p
dg(zo, ..., zp) :Zf(x,xo,...,@,...,xp) =
i=0

= f(xo,...,xp) —df (x,x0,...,2p),
also dg = f. Damit ist auch die Sequenz der erzeugten Garben exakt. U

Die Alexander-Spanier-Garbenkohomologie H s (X, R) := HY(A*(X, R)) stimmt
daher mit der Garbenkohomologie der konstanten Garbe R {iberein.

4.2. Die klassische Alexander-Spanier-Kohomologie. Seien X, R und A?(_, R)
wie oben. Definiere Af(X, R) als die Menge aller f € AP(X, R), die in jedem Punkt
z € X Keim 0 haben. Dann ist A5(X, R) genau der Kern von

7x : AP(X,R) — T'(X; Ar(L, R)).

Da A?(_, R) das Garbenaxiom (G2) erfiillt, ist AJ(X, R) ein Ma8 dafiir, wie sehr AP(_, R)
von einer Garbe abweicht. Af(X, R) ist ein Teilmodul von A?(X, R) und invariant unter

31
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d. Daher ist
0 — A°(X, R)/AYX, R) % AN (X, R)/AN(X, R) &

ein Kokettenkomplex. Seine Kohomologie ist die Alezander-Spanier-Kohomologie von
X mit Werten in R, H%4(X, R) := HY(A*(X, R)/A§(X, R)).

Sarz. HY_((X,R)~ HY(X,R).

BEWEIS. Wie wir bereits bemerkt haben ist Ah(X, R) der Kern der Komplexab-
bildung 7x : A*(X,R) — A*(X,R). Da aber AP(_, R) (G2) erfiillt ist 7x surjektiv
(siche den zweiten Teiles des Beweises von 1.12), also induziert Ty einen Isomorphismus
A*(X,R)/A}(X, R) — A*(X, R) von Komplexen. O

Cech-Kohomologie

4.3. Sei X ein parakompakter 75 Raum, R kommutativer Ring mit 1 und G eine
Pragarbe von R-Modulen iiber X.

Sei U := (U;)ier eine offene Uberdeckung von X. Ein ¢-Simplex von U ist ein (q+1)-
Tupel (Uy,...,U,) von Mengen U; € U, sodaBB Uy N...NU, # 0. Der Triger dieses
Simplex ist die offenen Teilmenge |(Uy, ..., U,)| := Uy N ... N U, von X. Die i-te Seite
o' des Simplex o = (Uy, ..., U,) ist der (¢ — 1)-Simplex o' = (U, ..., U, ..., U,).

Sei C9U,G) der R-Modul aller Funktionen f, die jedem g-Simplex ¢ von U ein
Element f(o) € G(|o|) zuordnen. So ein f heifit eine q-Kokette.

Dann definiere d : CY(U,G) — CT (U, G) durch

df(0) = S (—1)'r (o) = S(=1)' f ("))

(Beachte, daB |o| C |of| fiir alle i gilt.) Eine direkte Rechnung zeigt, dafi d* = 0
gilt, also ist C*(U,G) ein Kokettenkomplex. Seine Kohomologiegruppen H*(U,G) :=
H*(C*(U,G)) heiBen die Cech-Kohomologiegruppen von (X,4) mit Werten in G.

Sei f € C'(U,G). Dann ist f(U) € G(U)VU € U. Dann ist

dp(Uo, Uh) =10 f(Uo) =1y F(U)

fiir alle (Up,U;) mit Uy N Uy # (. Damit ist df = 0 édquivalent zu f(Up)|vnr, =
f(U1)|vonu, - Falls G eine Garbe ist, dann folgt aus dem Garbenaxiom (G2), dafl f einen
globalen Schnitt von G liefert, und nach (G1) ist dieser Schnitt eindeutig bestimmt.

Damit ist fiir eine Garbe G und jede offene Uberdeckung U die 0-te Cech-Kohomologie
durch H(U,G) = G(X) gegeben.

4.4. Sei V eine Verfeinerung der Uberdeckung ¢{. Dann gibt es eine Abbildung
pw oV — UsodaB V C p(V) fiir alle V€ V gilt. So eine Abbildung heifit eine
Verfeinerungsabbildung. Ist o, = (Vo,...,V;,) ein g-Simplex in V dann ist pu(o,) :=
(u(Vo), ..., pu(V;)) der Bildsimplex. Dann gilt |o,| C |u(0,)|, also induziert p induziert
einen Homomorphismus p* : C*(U,G) — C*(V,G) durch p*(f)(o,) = rltoa) ‘f( (0q))-

Vo]
Nach der Definition von d kommutiert x4 mit d, also erhalten wir einen Homomorphismus
W < U, G) — HI(V,G).
Sei v eine weitere Verfeinerungsabbildung, das heifit V € v(V)VV € V.

LEMMA. p# =v# : HU,G) — H(V,G).
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BeEwEeIs. Wir konstruieren einen Homotopieoperator: Sei o = (Vp,...,V,—1) ein
(g-1)-Simplex von V. Setze 7; = (u(Vo), ..., pu(V;),v(V;),...,v(Vy_1)). Dies ist ein g-
Simplex von Y. Definiere h, : C1(U,G) — C1*(V,G) durch

ho(£)(0) = Sy (— 17717 £(55).

Sei (0;)" die i-te Seite von 0;. Aus den Definitionen folgt sofort, da (¢73)" = (o7),_,

fir i < j und (0;)" = (ai—l)j fir + > 7+ 1 gilt. Fiir ¢ = j und ¢ = 7 + 1 erhélt
man (00) (Vi) 1) oAVi ) b (u00) V)1V, 000y )
Sei nun f € CYU,G) und o = (Vg,...,V,) ein ¢-Simplex von V. Dann gilt (wobei wir
die Einschriankungen auf |o| unterdrucken)

q

hea(df)(0) = (—1)df(5)) ZZ 1™ f((6;)") =

=3 )T, +Z ST O (e,
+Zf(u(Vo),..-w(‘fj—l)w(‘/j),---l/(‘/q—l))Jr
= T H ). V) Vi) (V).

Die letzten beiden Terme bilden eine Teleskopsumme von der nur die Randterme iiber-
leben, und liefern damit p*(f)(o) —v*(f)(o). Ersetzt man in der ersten Summe j durch
7 — 1 und in der zweiten ¢ durch ¢ — 1, dann kann man die beiden Summen zusam-
menfassen. Vertauscht man im Resultat noch die Summationsreiehenfolge, dann erhélt
man

q q-1 q
=SSN F((07),) = = Y (1) h()(0) = —d(hy(£))(0).
=0 7=0 1=0
Damit gilt hy 1 0d+doh, =v* — p*, also ist u# = v#. O

4.5. Sind W < V < U Verfeinerungen, dann kann man als Verfeinerungsabbildung
W — U die Komposition einer Verfeinerungsabbildung V — U mit einer Verfeinerungs-
abbildung W — V wihlen, also kommutiert nach Lemma 4.4 das Diagramm

AU.G) —  HW.G)
N /
H(V,G).

Da die Uberdeckungen von X unter Verfeinerungen eine gerichtete Menge bilden, kénnen
wir den direkten Limes betrachten: H(X,G) := lim HY(U,G). Dieser heiBt der q-te
Cech-Kohomologie—Modul der Prigarbe G auf X. Die klassiche Cech~Kohomologie mit
Werten in einem R-Modul M ist nach Definition gerade H9(X, M) wo M die konstante
Garbe auf X ist.

4.6. LEMMA. Seien A, B,C Prigarben auf X, sodaf fiir jede offene Teilmenge U C X
die Sequenz 0 — A(U) — B(U) — C(U) — 0 ezakt ist. Dann gibt es eine lange exakte
Sequenz in der Cech—Kohomologie der Form

.. — HYX,A) - H*(X,B) — H*(X,C) — H" (X, A) —
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BEwers. 0 — CY(U,A) — CIU,B) — CYU,C) — 0 ist offensichtlich exakt.
(CH U, A) = {f : (o, 1q) = fig,iy € AU, N...NU;,)}). Damit ist aber 0 —
c*U,A) — C*(U,B) — C*(U,C) — 0 eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomple-
xen, also folgt die Existenz einer langen exakte Sequenz fiir die Gruppen H(U,_) fiir
jede Uberdeckung U aus dem Standardresultat der homologischen Algebra.

Wegen der Natiirlichkeit der langen exakten Kohomologiesequenz erhalten wir damit
ein groffes Kommutatives Diagramm von exakten Sequenzen. Geht man in jeder Stufe
dieser Sequenzen zum direkten Limes iiber, so erhélt man die gesuchte Sequenz der
Cech-Kohomologiegruppen von X. Das dieser direkte Limes ebenfalls exakt ist, kann
man leicht direkt iiberlegen (Diagrammjagd). O

4.7. LEMMA. Sei G eine Prdagarbe auf X mit folgender Eigenschaft: Fiir jede offene
Teilmenge U C X, jedes Element s € G(U) und jeden Punkt x € U gibt es eine offene
Umgebung W von x, sodaf r¥,(s) = 0 ist. Dann ist H(X,G) =0

BEWEIS. Sei f € CYU,G), oBAA U lokal endlich, und =z € X fix. Dann liegt x
nur in endlich vielen g-Simplices o4,...,0, von U. Nach Voraussetzung gibt es daher
eine offene Umgebung W, von z, sodal f(o;)|lw, = 0 fiir alle i = 1,...,n gilt. Setze
nun Y ={UNW, :U € U,z € X}. Dann ist V eine Verfeinerung von Y und nach
Konstruktion bildet der Homomorphismus C4(U,G) — C9(V,G) das Element f auf 0
ab. Insbesondere ist damit die Klasse von f in H(X,G) trivial. O

4.8. SATZ. Sei G eine Pragarbe, g~ die erzeugte Garbe. Dann induziert der kanonische
Morphismus 7: G — G (siehe 1.11) Isomorphismen HY(X,G) — HY(X,G).

BEWEIS. Fiir jede offene Teilmenge U C X sind die Sequenzen
0 — Ker(y) = G(U) — Im(1y) — 0
0 — Im(ry) — Q~(U) — gN(U)/Im(TU) —0

nach Definition exakt.

Fir € U und s € Ker(ry) ist s, = 0, also gibt es eine offene Umgebung
W von z mit r,(s) = 0. Ist andererseits s € G(U), dann ist s(z) ein Keim bei
x, also gibt es eine offene Umgebung W von z und ein Element s’ € G(W) mit
r.(s) = 7(s'). Das bedeutet aber, daf die Klasse [s] € G(U)/Im(ry) die Gleichung
r%.([s]) = 0 erfiillt. Damit erfiillen die Préigarben U ~— Ker(ry) und U — G(U)/Im(ry)
die Voraussetzungen von Lemma 4.7. Aus den langen exakten Kohomologiesequenzen
fiir zu den beiden kurzen exakten Sequenzen von oben folgt dann direkt, dal 7 ei-
ne Isomorphismus H%(X,G) = H9(X,Im(7)) und die Inklusion einen Isomorphismus
H9(X,Im(7)) = HY(X,G) induziert. O

4.9. SATZ. Sei X ein parakompakter To-Raum, G eine Garbe abel’scher Gruppen
auf X dann gilt H1(X,G) = HY(X,G). Also stimmt die Cech—-Kohomologie mit der
Garbenkohomologie tiberein.

BewEIS. Nach Satz 3.3 geniigt zu zeigen, daB HY die Eigenschaften (1)—(3) aus 3.2
erfiillt.
(1): H°(X,G) = G(X) haben wir bereits in 4.3 gezeigt. Als niichstes miissen wir zeigen,
daB fiir eine feine Garbe G H?(X,G) = 0 fiir ¢ > 0 gilt: Sei G fein, ¢ > 0. Es geniigt
zu zeigen da8 H(U,G) = 0 fiir jede lokal endliche Uberdeckung U gilt, da jede Uber-
deckung eine lokal endliche Verfeinerung besitzt. Da G fein ist, gibt es eine Partition
der Eins {7,}, die der Uberdeckung U untergeordnet ist, siche 2.16.
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Sei f € CP(U,G) und o = (Uy,...,Up—1) ein (p-1)-Simplex von U. Dann hat fiir

jedes U, € U der Schnitt 0o (f(Ua, U, ..., Uy—1)) Triger in U, N Uy N...NUy_1. Daher
kann man 7, (f(Ua, Uo, ..., U,—1)) zu einem stetigen Schnitt von G tiber Uy N...NU,_;
fortsetzen, indem man es auflerhalb von U, N Uy N ... N Up_; Null setzt. Nun defi-
niere fiir p > 1 einen Homomorphismus h, : CP(U,G) — CP~1(U,G) durch h,(f)(o) =
Yo Na(f(Ua, Vo, ..., Uy—1)). Dann rechnet man leicht direkt nach, dafl doh,+h,od = id
fiir alle p > 1 gilt. Daher ist die Identitét kettenhomotop zu 0, also id* = id = 0, also
gilt H?(U,G) = 0.
(2): Ein Garbenhomomorphismus h : G — B liefert Homomorphismen h, : CY(U,G) —
CU, B) fiir jede Uberdeckung U durch (h.f)(c) = h(f(c)), die mit d vertauschen.
Daher erhilt man induzierte Homomorphismen hy : HY(U,G) — HYU,B) fiir jede
Uberdeckung U, die mit Verfeinerungen vertauschen. Das wiederum liefert Homomor-
phismen hy : H9(X,G) — H?(X, B) nach Definition des direkten Limes. Die funktorielle
Eigenschaft ist klar.

3): Ist 0 — A L. B % ¢ — 0 eine kurze exakte Sequenz von Garben, dann ist
fiir jede offene Teilmenge U C X die Sequenz 0 — A(U) — B(U) — Im(gy) — 0
exakt nach Lemma 2.11. Nach Lemma 4.6 erhalten wir eine lange exakte Sequenz in
der Kohomologie fiir H(X,.A), H(X,B) und H(X,Im(g)). Aber die Bedingung, daf
0 —A— B — C — 0 eine exakte Sequenz von Garben ist bedeutet genau, dafi C die
von U +— Im(gy) erzeugte Garbe ist. Daher folgt das Resultat aus Satz 4.8. U






KAPITEL 5

Vektorbiindel und Garben

5.1. Im folgenden sei V' ein endlichdimensionaler reeller oder komplexer Vektor-
raum. Sei p : F — X stetig. (U, ) heifit Vektorbiindelkarte fir p: E — X falls U C X
offen und ¢ : p~'(U) — U x V ein Homdomorphismus ist, sodal pr; o ¢ = p gilt.
Zwei Vektorbiindelkarten (Uy, ;) und (Us,1)2) heiflen kompatibel falls eine Funktion
1o 2 Uy := Uy NUy; — GL(V) existiert sodafl

¢1|p*1(U12) © (¢2|p*1(U12))71(xvv) = ($,¢12($) : U) Ve eUp YweV

So ein 19 ist, falls es existiert, eindeutig bestimmt und stetig und heifit Transiti-
onsfunktion zum Kartenwechsel von (Us,s) nach (Uy, ). Ein Vektorbindelatlas ist
ein Menge von Vektorbiindelkarten (U, 14 )aca die paarweise kompatibel sind und so
da8 die U, ganz X iiberdecken, also (J,., U, = X gilt. Die Transitionsfunktionen
VYop : Uap = U, NUz — GL(V) heiBBen die Transitionsfunktionen des Vektorbindelatlas
(Un, V0 )aca- Sie erfiillen offensichtlich die folgende Kozykelbedingung:

Yop(2)py () = Yoy (z) € GL(V) Ve € Uygy :=U, NUzNU,
Aus dieser Gleichung folgt sofort

Yoo(®) =id Ve €U, wnd  ¢pa(x) = (Yop(@)) ™ Vo € Uns

Zwei Vektorbiindelatlanten heiflen dquivalent falls ihre Vereinigung wieder ein Vek-
torbiindelatlas ist, das heifit die Karten des einen Atlas sind mit den Karten des anderen
kompatibel.

Definition. Ein Vektorbiindel mit Faser V' ist eine stetige Funktion p : £ — X
zusammen mit einer Aquivalenzklasse von Vektorbiindelatlanten mit Faser V. Ein Vek-
torbiindel kann also durch einen Vektorbiindelatlas angegeben werden.

Ist p : E — X ein Vektorbiindel dann ist offenbar p surjektiv und offen. Weiters
tragen die Fasern F, := p~!(z) eine kanonische Vektorraumstruktur, denn die Karten-
wechselabbildungen sind faserweise linear. Insbesondere hat jedes Vektorbiindel einen
kanonischen Nullschnitt.

5.2. LEMMA. Sei X topologischer Raum (Uy)aca eine Uberdeckung von X und
Yap + Usg — GL(V) stetig sodaf die Kozykelbedingung erfillt ist. Dann existiert ein
Vektorbiindel p : E — X und ein Vektorbindelatlas (Uy,Va)aca von p : E — X mit
Transitionsfunktionen Yqg.

BEWEIS. Sei E = (U,ca{a} x Uy x V))/ ~ wobei
(a,z,0) ~ (B,y,w) & x=yund Yup(z) - w="0v

Dies ist eine Aquivalenzrelation, da die Yqp die Kozykelbedingung erfiillen. Auflerdem
haben wir eine stetige Abbildung p : E — X, gegeben durch p([(a, x, U)]) = .

Fiir « € A definieren wir eine Vektorbiindelkarte v, : p~'(U,) — U, x V durch
Yo ([(7,2,0)]) == (#,%ay(z) - v). Dies ist ein Homdomorphismus, da man ein stetiges

37
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Inverses angeben kann, nédmlich (z,v) — [(«a, z,v)]. Der Kartenwechsel ist dann

¢a|p*1(UaB) o (¢B|p*1(Uag))_1(x>U) = ¢a([(ﬁa$7v)]) = (x7¢aﬁ(x) ) U)?

also sind die Transitionsfunktionen gerade 43. O

5.3. Beispiele. (1) Sei M eine n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit und (Uy, ¢a)aca
ein C*-Atlas fiir M. Dann ist T'u, : TUy — T(ua(Us)) = ua(Uy) x R™ ein Diffeomor-
phismus und (¢, ! xid)oT¢, : TU, — U, x R™ eine Vektorbiindelkarte fiir das Tangen-
tialbiindel p : TM — M. Die Transitionsfunktionen sind dann = — D(pq005")(0s(2)),
wie eine leichte Rechnung zeigt.

(2) Betrachte RP™ den Raum aller eindimensionalen Unterriume von R™*! und

p=pri:RP"xR"™ D {(L,v):ve L} =\ —RP"

Fir 0 <i<mnsei U, :={[xg:-:x,):x; # 0} C RP". Dann iiberdecken klarerweise
die U; ganz RP". Man definiert
v p N (Uy) — U xR ([xo sy, (v, - ,Un)) — ([mo D xn],vi)
und iiberlegt sich daf3
([wo -+ )i t) = ([wo: - xn],t(‘;—g,...,"’;—?))

ein wohldefiniertes stetiges Inverses ist. Also sind die v; Vektorbiindelkarten. Die Kar-
tenwechsel sind dann

;i oz/;;l([xo D :xn],t) = wi([xo D xn]=t(%v7%)) = ([IO D :xn],ti—;)
also sind die Vektorbiindelkarten kompatibel und die Transitionsfunktionen gegeben
durch o;;([xo 0 -+ 2y)) = i—J € R\ 0= GL(R). Dieses Vektorbiindel heifit das kano-

nische Linienbiindel iiber RP™. Fiir n = oo liefert diese Konstruktion das sogenannte
universelle Linienbiindel A\g° iiber RP>.

Genauso konstruiert man ein kanonisches kompleves Linienbiindel \¢ iiber CP",
sowie ein universelles komplexes Linienbiindel A& iiber CP°.

5.4. Pullback. Sei p: E — X ein Vektorbiindel und f : Y — X stetig. Sei

FE=A{(y,e): fly) =ple)} Y x E

und sei f*p : f*E — Y die Projektion auf die erste Koordinate. Ist (U,, %4 )aca €in
Vektorbiindelatlas von p : £ — X. Dann sind

(f'(Ua), (y. €) ¥ (y, pra(tbale)))

Vektorbiindelkarten von f*p : f*E — Y mit Inversen (y,v) — (y,¢;(f(y),v)). Die
Kartenwechsel sind

(y,v) = (v, pra(vha (W5 (f(1),0)))) = (4, Yas(f(y)) - v)

Also ist f*p: f*E — Y ein Vektorbiindel mit Transitionsfunktionen 1,3 o f.

Der Pullback f*FE hat folgende universelle Eigenschaft: Ist ¢ : F' — Y ein weiteres
Vektorbiindel und g : F' — E eine faserweise lineare Abbildung, so existiert ein eindeutig
bestimmter Vektorbiindelhomomorphismus b : F' — f*E mit (p*f) o h = f, gegeben
durch h(v) := (q(v), g(v)).

Weiters gilt (fog)*E = g*f*E und id*E = E. Auflerdem kann man zeigen daf§ f*E =
g*F, falls f und g homotop sind. Die Umkehrung stimmt im Allgemeinen klarerweise
nicht.
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5.5. Definition. Seienp: F — X und ¢ : F' — X zwei Vektorbiindel {iber X. Eine
stetige Abbildung f : ' — F heifit Vektorbindelhomomorphismus falls o f = p und f
faserweise linear ist. Man erhélt die Kategorie der Vektorbiindel und Vektorbiindelho-
momorphismen iiber X.

Ist (Us, ¥a)aca ein Vektorbiindelatlas von p : £ — X mit Faser V weiters (U, 0o )aca
ein Vektorbiindelatlas von ¢ : F' — X mit Faser W und f : E — F ein Vektorbiindel-
homomorphismus dann kann man f, : U, — L(V, W) durch

(9004 ofo %_1)(33’ U) = (x, foz(x> ) 1))
definieren. Die f, sind dann stetig und erfiillen folgende Kompatibilitatsbedingung:

Pap(x) f5(z) = fa(z)tbas(z) € LV, W)
Man nennt f, die lokalen Daten von f.

5.6. LEMMA. Seien p : E — X und q : F — X Vektorbiindel mit Fasern V
und W und Vektorbindelatlanten (Uy,Va)aca, (Uas ©a)aca. Sind weiters 7o : Uy —
L(V,W) stetig und erfillen ©o5(x)13(x) = To(x)as(x) dann existiert ein eindeutiger
Vektorbiindelhomomorphismus f : E — F sodafl fo, = Ta.

BEWEIS. Man definiert f|,-1(y,) durch:

(Sﬁcx o f|p*1(Ua) o ¢;1)(I, U) = (.177 Ta(x) ' U)
Dies definiert ein stetiges f : F — F wegen der Kompatibilitéitsbedingung. 0

5.7. KOROLLAR. Ist f : E — F ein faserweise bijektiver Vektorbiindelhomomorphis-
mus tber X dann ist f ein Vektorbiindelisomorphismus, das heifit die inverse Abbildung
ist ebenfalls ein Vektorbiindelhomomorphismus.

BEWEIS. Da f faserweise bijektiv ist V' = W also 0.B.d.A. W = V. Wahle Vek-
torbiindelatlanten (Uy, ¥q)aca und (Uy, @a)aca und betrachte die lokalen Daten f, :
U, — L(V,V) von f. Da f faserweise bijektiv haben die f, Werte in GL(V'). Aus der

Kompatibilitatsbedingung fiir f, bekommt man damit:

(fa()) " Pas(z) = Yas(@)(fs(x)) " € GL(V)
Die (fo)™ ! : U, — GL(V) sind stetig weil die Inversion in GL(V) stetig ist. Also sind
das nach Lemma 5.6 die lokalen Daten eines Vektorbiindelhomomorphismus g : F' — FE|
der klarerweise invers zu f ist. 0
Aus der universellen Eigenschaft des Pullbacks und Korollar 5.7 erhélt man sofort:

5.8. KOROLLAR. Sindp: E — X und q: F — Y zwei Vektorbindel und f : £ — F
stetig, faserweise linearer Isomorphismus dann ist f*F = E, wo f: X — Y die von f
induzierte Abbildung ist.

Fiir einen Vektorraum V' ist C(_, GL(V)) eine Garbe von im Allgemeinen nicht abel-
schen Gruppen. Wir haben also keine Cech Kohomologiegruppen dazu. Man kann aber
trotzdem wie folgt eine erste Cech Kohomologie definieren, die allerdings im Allgemei-
nen keine algebraische Struktur mehr tragt.

5.9. Definition. Sei X topologischer Raum, U = (U,)aca eine Uberdeckung von
X und V ein reeller oder komplexer Vektorraum. Dann ist

H'(U,C(.GL(V))) = {((Vas : Uap = GL(V))ap : Yapthpy = Yar }/ ~
wobei (¢a3) ~ (pa3) Wenn stetige 7, : Uy, — GL(V) existieren mit

Pap(2)76(2) = Ta(t)ap(r) Ve €Usp Va,feA
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Ist V' reell oder komplex 1-dimensional, dann ist GL(V') abelsch und das ist die iibliche
Cech Kohomologiegruppe von X beziiglich U. Ist W = (W, );e; feiner als (U, )aeca und
e : I — A eine Verfeinerungsabbildung dann haben wir eine induzierte Abbildung

e H' (U, C(, GL(V))) — H' (W, C(-, GL(V)))

gegeben durch ¢;; := (€*9ag)ij = Ye(i)e(s)lw,, Dies hingt nicht von der Wahl von e
ab, denn ist 7 eine andere Verfeinerungsabbildung und @;; := ¥y (iyy(;)|w;, dann gilt mit
Ti = Ye(iyn) W,

TiPij = Vetin@ Vniim() = Vem() = Ve@eVem) = PiiTs
auf W;; und damit (¢;;) ~ (@;;). Also konnen wir definieren

HY(X,C(-, GL(V))) = lim H* (U, (-, GL(V)))

wobei der induktive Limes iiber alle Uberdeckungen von X genommen wird. Fiir abel-

sches GL(V) ist das die iibliche erste Cech Kohomologiegruppe von X mit Werten in
der Garbe C(-,R \ 0) oder C(-,C\ 0), je nachdem ob V" reell oder komplex ist.

Fiir eine stetige Abbildung f : Y — X und eine Uberdeckung & von X haben wir
eine induzierte Abbildung

foHY (U, CLGL(V))) — HY ((f 1 (U), C(,GL(V)))
gegeben durch f*(¢ag) = (¢ap o f) und die induziert:
f o HY(X,C(,GL(V))) — H' (Y, C(-, GL(V)))

Offensichtlich gilt (f o g)* = ¢g*f* und id* = id, das heiBt H'(X,C(-,GL(V))) ist ein
kontravarianter Funktor in X.

5.10. Definition. Sei Vecty(X) die Menge der Isomorphieklassen von reellen n-
dimensionalen Vektorbiindeln und Vectg (X)) die Menge der Isomorphieklassen von kom-

plexen n-dimensionalen Vektorbiindeln iiber X. Dies sind kontravariante Funktoren in
X, sieche Beispiel 5.4.

5.11. SATz. Fir K =R, C existiert eine natirliche Bijektion
® : Vecti(X) — H'(X,C(-, GL(K™)))

das heifit (f*E) = f*®(FE), gegeben durch ®(E) := [)ag] wo Vap die Transitionsfunk-
tionen eines beliebigen Vektorbiindelatlas von E sind.

BEWEIS. Surjektivitat folgt aus Lemma 5.2, Injektivitat aus Lemma 5.6 und Natiirlich-
keit aus Beispiel 5.4. O

5.12. Definition. Sei p : E — X ein Vektorbiindel und v, die Transitionsfunk-
tionen beziiglich eines Vektorbiindelatlas. Dann heifit das Vektorbiindel £* — X zu den
Transitionsfunktionen z — (Y,5(x)*) ™t € GL(V*) das duale Vektorbiindel von p : E —
X. Ist F' ein weiteres Vektorbiindel mit Transitionsfunktionen ¢,g dann ist FQ F' — X
das Vektorbiindel zu den Transitionsfunktionen = — 1,5(z) ® pas(z) € GL(V @ W).
(Vectl(X ), ®) ist eine abelsche Gruppe mit dem trivialen Vektorbiindel als neutrales
Element und E* als Inversen von E. Es gilt EQF = FQF und f*(EQF) = f*EQ f*F
sowie f*(E*) = (f*E)* fiir stetiges f: Y — X.
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Stiefel-Whitney und Chern—Klassen
5.13. SATZ. Fiir parakompakte X ezistieren natirliche Gruppenisomorphismen
wy : Vecty(X) =2 HY(X,Zy) und ¢, : Vects(X) & H* (X, 7Z)

das heifit w(f*E) = f*wi(F) fir reelle Linienbindel E und c1(f*F) = f*ci(F) fir
komplexe Linienbiindel F. Man nennt wy(E) € HY(X,Zsy) die erste Stiefel-Whitney
Klasse des reellen Linienbiindels E und c¢i(F) € H*(X,Z) die erste Chern Klasse des
komplexen Linienbiindels F'.

BEWEIS. Nach Satz 5.11 haben wir eine natiirliche Bijektion
Vecty, (X) = H'(X,C(-,R \ 0))

die nach Definition des Tensorbiindels ein Gruppenisomorphismus ist. Betrachte jetzt
die kurze exakte Sequenz von Garben

0— O {£1}) = C(,R\0) 1% o, RY) =0

Da C(-,R") = C(-,R) eine weiche Garbe ist, liefert die lange exakte Kohomologiese-
quenz

HY(X,Zy) = H'(X,C(-,R\0))  Vg>1
als abelsche Gruppen. (Fiir ¢ = 1 verwende man, dafl H°(X, C(-,R\0)) = C(X,R\0) —
C(X,R") = H'(X,C(-,R")) offensichtlich surjektiv ist.)
Im komplexen Fall haben wir wie oben einen natiirlichen Gruppenisomorphismus
Vect(X) = H'(X,C(-,C\ 0))
Wir betrachten jetzt die kurze exakte Sequenz von Garben aus 2.3:

exp(27i-) «
—

0—C(-,2)— C(-,C) C(-,C\0)—0

Da C(-,C) eine weiche Garbe ist liefert die lange exakte Kohomologiesequenz
HY(X,C(-,C\0)) ¥ H""(X,Z) Vg>1
als abelsche Gruppen. U

5.14. Beispiel. Weil H'(S',Z,) = Z, gilt, gibt es genau zwei nicht isomorphe
Linienbiindel auf S!, das triviale und A} (RP' = S1). Letzteres ist homéomorph zum
Mobiusband und nicht trivial, weil es nicht in zwei Zusammenhangskomponenten zerfallt
wenn man den Nullschnitt wegnimmt, ein triviales Vektorbiindel miifite aber in zwei
Zusammenhangskomponenten zerfallen.

Fiir n > 2 ist H'(S™,Z,) = 0 und daher gibt es auf diesen Sphiiren keine nichttri-
vialen reellen Linienbiindel.

Wir benétigen nun folgende Resultate aus der algebraischen Topologie:

5.15. LEMMA. Seit := wi(\g) € HY(RP™, Zy) wo N das kanonische Linienbiindel
tiber RP™ ist. Dann gilt:

H*(RP", Zy) = Zs[t]/(t"T") degt =1
Genauso gilt
H*(CP",Z) = Z[s]/{s"*") degs =2

wo At das kanomnische Linienbiindel iiber CP" und s := c¢;(\}) € H*(CP",Z). Beide
Aussagen bleiben fiir n = oo richtig (in diesem Fall keine Relationen).
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5.16. SATz (Leray-Hirsch). Sei 7 : E — X ein lokal triviales Faserbindel und
{a,...,an} € H*(E,Zy) sodaf {jion,...,jian} eine Basis fir H*(E,, Zs) ist, fir
alle v € X, wo j, : E, == 7 Y(x) — E die Inklusion der Faser bezeichnet. Dann ist
H*(E,Zs) ein freier H*(X, Zs)-Modul mit Basis {a,...,a,}, wobei die Wirkung von
t € H"(X,Zy) auf § € H*(E,Zs) durch t - o := 7*(t)a gegeben ist. Das heifit, fir jedes
v € H*(E,Zs) existieren eindeutig bestimmte ty,...,t, € H*(X,Zy) sodafs

v = (1"t + -+ () .

5.17. Sei nun p: EF — X ein n-dimensionales reelles Vektorbiindel und bezeichne
E\ 0 den Raum E ohne dem Nullschnitt. Auf £ \ 0 wirkt die Gruppe R \ 0. Wir
betrachten nun PE := (E'\ 0)/(R\ 0), die Projektivierung von E. Die von p induzierte
Abbildung 7 : PE — X ist ein lokal triviales Faserbiindel iiber X mit Faser RP" !,
Der Pullback 7*E hat ein kanonisches Teillinienbiindel S

{(Lye):ee L} =S Crn"E={(L,e):m(L) =ple)}
Fiir € X bezeichne j : (PFE), := 7 !(z) — PE die Inklusion der Faser. Dann ist
j*m*E = (r0j)*E = const*E = (PE), x R" = RP" ! x R"

und j*S ist das kanonische Linienbiindel iiber RP™"!. Setzen wir also a := —w;(S) €
H'(PE,Z,), dann bildet nach Lemma 5.15 {j*1,j*«,...,j*a"" '} eine Basis des Z,-
Vektorraumes H*((EP)y, Zs). Nach dem Leray-Hirsch Theorem ist daher H*(PE, Zs)
ein freier H*(X, Zy)-Modul mit Basis {1, a,a?,...,a" 1}. Das heift, es gibt eindeutige
Kohomologieklassen w;(E) € H'(X,Z,), die

o + 1w (E)a" 7 4 7 (w1 (B))a + 7 (w,(E)) = 0
erfiillen. Diese heiflen die Stiefel-Whitney Klassen von E und
w(E) =14+w (E)+ -+ wy(F)

heifit die totale Stiefel-Whitney Klasse von E.

Fiir ein Linienbiindel £ haben wir jetzt zwei Definitionen von wi(E). Wir wollen
zeigen, daf sie iibereinstimmen. Sei also wil*(E) die alte und wi®*(E) die neue. Fiir
ein Linienbiindel gilt offenbar PE = X, n*E = E und S = E. Wir haben also o =
—wi(S) = —wi(E) und die definierende Gleichung fiir wh**(E) war o + w}**(E) = 0.
Folglich gilt wi®(E) = wi'*(E).

Sei nun f : X — Y stetig und pg : E — Y ein Vektorbiindel. Dies gibt uns eine
Abbildung p*f : f*E — E die faserweise bijektiv ist. Also induziert sie ein Abbildung
f: P(f*E) — PE die iiber f “sitzt” , das heiit ro f = fon', won': P(f*E) — Y die
Projektivierung von f*E bezeichnet. AuBerdem ist f*Sp = S t+1, wo Sp das kanonische
Teillinienbiindel von 7*E und Sy«g das kanonische Teillinienbiindel von (7')*(f*E) ist.
Nach Satz 5.13 gilt dann:

frap = —fwi(Sg) = —wi(f*Se) = —wi(Sy5) = app
Ist also
o+ 7w (E))a" 4+ 1 (we(E)) = 0
dann folgt wegen obigen und f*r* = (w0 f)* = (f o n')* = (a)* f*:
0+ () Frun(B)aih 4 - () () = 0
Also erfiillen die f*w;(E) die definierende Gleichung fiir die Stiefel-Whitney Klassen

von f*E und wir erhalten w;(f*E) = f*w;(F) und somit auch w(f*F) = f*w(FE). Die
Stiefel-Whitney Klassen sind also natiirlich.
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Ist E 2 X xR" ein triviales Vektorbiindel dann gilt £ = const* ({Punkt} x R™). Mit
der Natiirlichkeit und H*({Punkt}, Z,) fiir * > 0 erhalten wir w(FE) = 1. Die Stiefel-
Whitney Klassen messen also in gewissem Sinn, wie nichttrivial ein Vektorbiindel ist.

5.18. Whitney Summe. Sei p: £ — X ein n-dimensionales und ¢ : F' — X ein
m-~dimensionales Vektorbiindel. Dann ist

EOF :={(e,f) € ExF:ple)=q(f)} =25 X

ein (n + m)-dimensionales Vektorbiindel. Man nennt £ @& F' die Whitney Summe von
FE und F'. Ist ndmlich (U,, 1, ) ein Vektorbiindelatlas fir £ und (U,, ¢) einer fiir ' so
sind

T (Ua) = Ua x (V&W) (e, f) = (ple) = q(f), pra(vale)), pra(¢a(f)))

Vektorbiindelkarten mit Inversen

(z,0,w) — (V3" (2,0), 0, (z, w))

Der Kartenwechsel ist dann

(z,v,w) = (2, Yas(2) - v, Pap(2) - 0)
also hat E' @ F' Transitionsfunktionen
Uap = GLVSW) &= Yap(z) ® pap(z)
Esgit E®F X F®FEund (E® F)* 2 E*® F* sowie f*(E® F) 2 f*E & f*F fiir
stetiges f: Y — X.
5.19. LEMMA. Ist p : E — X ein n-dimensionales Vektorbiindel dann existiert

f:Y — X stetig, sodaf§ f*E = Ly ®---® L, wo die L; Linienbiindel sind und so, dafs
f* 1 H (X, Zs) — H*(Y,Zs) injektiv ist. So ein f heifsit eine Splittingabbildung fir E.

BEWEIS. Mittels Induktion nach n, der Faserdimension von E. Fiir n = 1 nehme
man f = id. Angenommen wir haben die Aussage fiir n — 1 bereits gezeigt. Betrachte
wieder die Projektivierung 7 : PE — X von E. Da H*(PE,Zs) ein freier H*(X,Zs)-
Modul ist, ist 7* injektiv. Auflerdem hatten wir ein Teillinienbiindel S von 7*E. Es
ist nicht schwer zu zeigen jedes Teilvektorbiindel ein Komplement besitzt (wéhle ei-
ne Metrik auf £ und nimm das orthogonale Komplement von 5), also existiert ein
Vektorbiindel () — PE sodal £ = S & Q gilt. () ist jetzt n — 1 dimensional und be-
sitzt daher eine Splittingabbildung g : Y — PFE. Setzt man jetzt f := 7w o g so ist
ff=gn*: H (X, Zs) — H*(Y,Zs) injektiv weil ¢g* und 7* es sind. Weiters gilt

[E=gmE=g"(50Q)=(g"5®(¢'Q)=(9"S)®L®--- D Ly
Also ist f eine Splittingabbildung fiir F. O
5.20. LEMMA. Fir Vektorbindel E und F iber X gilt w(E & F) = w(E)w(F).

BEwEIS. Wir zeigen zuerst
wE =L ® &L, = [[wl)
i=1

fiir Linienbiindel L;. Sei wieder 7 : PE — X die Projektivierung von £ und S C n*FE =
™ L1®- - -®7* L, das kanonische Teillinienbiindel. Seinen s; : S — 7*L; die Projektionen
und

Ui :={y € PE:s;(y) #0}.
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Dann ist U; eine offene Uberdeckung von PE und (S* ® 7*(L;))|y, ist ein triviales
Linienbiindel da es einen nichtverschwindenden Schnitt, ndmlich s;, hat. Also ist

wl((S* & W*LZ)‘U.) =0e€ Hl(Ui,Zg)

Bezeichnet j; : U; — PFE die Inklusion, so folgt aus der Natiirlichkeit der Stiefel-Whitney
Klassen

]Z*wl(S* Y W*LZ) = wl((S* & 7T*Lz)|Ul) =0e€ HI(UZ‘, ZQ)
Aus der langen exakten Kohomologiesequenz des Paares (X, U;)
o HY(X, Ui, Zo) — H'(X,Zy) &5 H'(U,, Zo) —
sieht man daff w, (S* ® 7*L;) als Element von H'(X, U;, Zy) aufgefaBt werden kann (Es
kommt zumindest von dort). Also haben wir
le (S* @ n*L;) € HY(PE,U"_U;, Zy) = H(PE, PE,Z3) = 0

Ist also a = —wl(S) = w1 (S*) so erhalten wir

'LUl S*®’/T i H +'LU17TL))

1 =1

0

I

)

I
=

(a + W*wl(Li)) —a"+o "+ +o,
1

-.
Il

wobei o; die elementarsymmetrischen Polynome in den Variablen 7*ws (L1) bis 7*wy(L,,)
sind. Aus der definierenden Gleichung fiir w;(E) folgt 7*(w;(E)) = o; und damit

m™wE))=1"14+w (E)+ - Fw,(FE) =140+ -+ 0,

ﬁ 1+ 7w (L Hw
=1

Weil 7* injektiv ist folgt also w(E) = [[i_, w(L;).

Sind jetzt E und F beliebige Vektorbiindel dann wéhlen wir eine Splittingabbildung
f:Y —>Xsoda ffE=0,6---®L,und f*F =L, 1®---& L,y ist. Es gilt dann
S wE®F) =w(f(E®F)) =w(li @& Lngm) = w(ln) - w(lnim)

und
frw(B) =w(f*E) =w(ly @& Ln) = w(Ly) - w(Ly)
und genauso f*(w(F)) = w(Lpy1) - w(Lyym). Insgesamt erhalten wir

frw(E @ F)) = (w(E)) [ (w(F)) = f(w(E)w(F))
und da f* injektiv ist gilt auch w(E & F) = w(E)w(F). O

Fassen wir alles zusammen erhalten wir folgenden

5.21. SATZ. Fliir jedes reelle Vektorbiindel p : E — X existieren w;(E) € H(X, Zs),
die sogenannten Stiefel-Whitney Klassen von E, sodaf$ gult:
(1) wi(E) =0 falls i > dim(FE)
(2) w(f*E) = ffw(E) wow(F)=1+w(E)+ - +w,(F), n=dimFE
(3) w(E & F) = w(E)w(F)
(4) w1 (AF) # 0 € HY(RP>®,Zy), wo Ay das universelle Linienbiindel iber RP>
15t.
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5.22. KOROLLAR. Besitzt ein n-dimensionales Vektorbiindel E einen nirgends ver-
schwindenden Schnitt so muff w,(E) =0 gelten.

BEWEIS. Da E einen nirgendwo verschwindenden Schnitt besitzt erhalten wir £ =
L ® F, wo L ein triviales Linienbiindel ist. Mit der Produktformel folgt w(E) =
w(L)w(F) = w(F), weil w(L) = 1 gilt. Da F' nur n — 1-dimensional ist mufl w,(F) =
wy, (F) = 0 sein. O

5.23. Beispiel. Man nennt zwei Vektorbiindel F und F' stabil dquivalent falls tri-
viale Vektorbiindel S und T existieren, sodafl E & T = F & S. Wegen

wE)=wE)w(T)=wEaT)=wF&S)=wF)w(S)=w(F)

konnen die Stiefel-Whitney Klassen also nicht zwischen stabil dquivalenten Vektorbiin-
deln unterscheiden.

Damit erhalten wir zum Beispiel w(T'S™) = 1, weil 75" & N = S™ x R"" wo
N das Normalenbiindel an die Sphére ist, und N trivial. Die Stiefel-Whitney Klassen
“sehen” also nicht wie verwickelt die Tangentialbiindel an die Sphéren sind. Diese sind
aber verwickelt, da zum Beispiel 7'S?" keinen nirgends verschwindenden Schnitt besitzt
(Satz vom gekdmmten Igel).

5.24. KOROLLAR. Fiir ein reelles Vektorbindel E gilt: E ist orientierbar genau dann,
wenn wy(E) = 0. Dabei heifit ein Vektorbindel orientierbar, falls es einen Vektorbiindel-
atlas besitzt, dessen Transitionsfunktionen Werte in GL* (V) := {A : det A > 0} haben.

BEWEIS. Man iiberlegt sich leicht, da E genau dann orientierbar ist, wenn A" F
ein triviales Linienbiindel ist, wo n = dim E (A" F hat die Transitionsfunktionen z +—
det ¥ag(2)). Nach Satz 5.13 ist also E genau dann orientierbar, wenn w; (A" E) = 0
gilt. Es geniigt jetzt noch wy (A" E) = wy(F) zu zeigen.

Dazu sei zuerst £ = L1 & --- & L,, wo L; Linienbiindel sind. Betrachtet man die
Transitionsfunktion, so sieht man sofort, da8 A" F = L; ® - -- ® L, also erhalten wir
wl(/\" E) = wl(Ll R R Ln) = wl(Ll) 4+ -+ wl(Ln) = wl(Ll DD Ln) = wl(E)
Ist E jetzt wieder beliebig und f eine Splittingabbildung fiir £, dann gilt

fro(A" E) =wi(A" fE) =wi(f*E) = fru(E)
und weil f* injektiv ist, folgt wi (A" F) = w(F). O

5.25. LEMMA. Istp: E — X ein Linienbiindel tiber einem parakompakten Raum X

so existiert ein stetiges f: X — RP*™ sodafs f* g’ = F.

BeEwEIS. Da X parakompakt ist, kann man zeigen dafl F einen abzéhlbaren Vektor-
biindelatlas (U;, ¥;);en besitzt. Wahle eine Partition der Eins (7;);eny die U; untergeord-
net ist und supp(n;) C U; erfiillt. Die Abbildungen

fitE—=R e mnip(e))pra(vi(e))

sind global definiert und stetig, weil dort wo ; nicht definiert ist, 7; o p verschwindet.
Da supp(n;) lokal endlich ist, definieren diese f; eine Abbildung

FrE=X2  em (00 o)) (file). fale)...))
Diese ist faservyeise linear und bijektiv, also nach Korollar 5.8 f*A\gf = E, wo f: X —
R P> die von f induzierte Abbildung ist. O

5.26. SATZ. Die Eigenschaften (1)-(4) in Satz 5.21 bestimmen die Stiefel-Whitney
Klassen eindeutig.
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BEWEIS. Sei w; ein weiterer Satz von Klassen, die (1)-(4) erfiillen. Sei zuerst p : L —
X ein Linienbiindel. Nach Lemma 5.25 existiert f : X — RP> mit f*A = L. Wegen (2)
und H'(RP>,Z,) = Zs (hat also nur ein Element ungleich 0, folglich w; (AF) = w; (AF)
wegen (4)), gilt daher
wy (L) = wi(fAR) = o1 (AF) = ffun(Ag) = wi(fFAF) = wi(L)
und wegen (1) daher auch w(L) = w(L). Seinun p : E — X ein beliebiges Vektorbiindel
und g : Y — X eine Splittingabbildung. Dann gilt wegen (2), (3) und obigem
g w(E) =w(g"E) = w(Ly &+ & Ly) = w(Ly) - - w(Ly)
=w(ly) - w(ln) =w(ly ® - © L) = w(g"E) = g"w(E)

und weil g* injektiv ist auch @w(E) = w(E). O

Analoge Konstruktionen und Argumente liefern

5.27. SATZ. Fiir jedes komplexe Vektorbiindel p : E — X gibt es ¢;(E) € H*(X,7Z),
die sogenannten Chern Klassen von E, sodaf gilt

(1) ¢;(E) =0 falls i > dim¢ £

(2) c(f*E) = f*c(F), wo ¢(E) =1+ c1(E)+ -+ cp(E), n=dimc F

(3) c(E®F) =c(E)e(F)

(4) c1(A®) ist ein ausgezeichneter Erzeuger von H?*(CP™,Z) = 7, wo \¥ das
universelle Linienbiindel iber CP* ist.

Weiters gilt, daf$ die Eigenschaften (1)-(4) die Chern Klassen eindeutig bestimmen.

Anwendungen
5.28. Beispiel. Wir wollen w(TRP") berechnen. Man iiberlegt sich leicht, da8
TRP" = {(z,v) € R™! x R™ : ||z]| = 1, (z,v) = 0} /(z,v) ~ (—z, —v)
und
A = {(z,v) e R" xR : ||z]| = 1,v € Ra}/(z,v) ~ (—z,v)

Fiir 0 # 2 € R™"! definieren wir Abbildungen 7, : R*™! — R und v, : R** — R»*!
durch v = v,(v) + 7. (v)x und (v, (v), ) = 0. AuBerdem bezeichnen p; : R — R die
Projektionen auf die i-te Koordinate. Damit erhalten wir einen Vektorbiindelisomor-
phismus

TRP" xR — A\g ®--- D A ((z,v),t) = ((z,po(v + tx)z), ..., (z,pa(v + tz)z))
(n+ 1) Stiick
mit Inversem
((93, apr), ..., (z, ana:)) — ((a:, ve(o, ..oy am), (o, - - . ,an))
Also gilt nach Lemma 5.15
w(TRP™) = w(TRP" x R) = w(\g & - & M) = w(\g)" ! = (1 +1)"*!

wo t = w(\Y) € HY(RP™, Zy).

Also ist wi (TRP?*") =t # 0 und daher RP?" nicht orientierbar nach Korollar 5.24.
Weiters ist ws,, (TRP?*") = t*" £ 0 und daher besitzt TRP?" keinen nirgendsverschwin-
denden Schnitt nach Korollar 5.22.
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5.29. Beispiel. Es gibt keine Immersion von RP* in R®, also insbesondere auch
keine Einbettung. Wire ndmlich f : RP* — RS so eine Immersion dann ist

Tf:TRP* — TR% = R° x RS

ein injektiver Vektorbiindelhomomorphismus und daher TRP* ein Teilbiindel von dem
trivialen Biindel f*TRS = RP* x RS. Dieses besitzt ein 2-dimensionales Komplement
F — RP* also TRP* @ F = RP* x RS. Aus der Produktformel erhalten wir 1 =
w(TRPYHw(F). Da F 2-dimensional ist, ist w(F) = 1 + at + Bt fiir gewisse a, 8 € Zy
und daher unter Verwendung von Beispiel 5.28
w(TRPHYw(F) = (14 1)°(1 + at + Bt?)
=1+ (1+a)t+ (a+B)t* + Bt +t* £ 1 € Zy[t] /()

ein Widerspruch.

5.30. Beispiel. Sei G(R*>) die Grassmannmannigfaltigkeit der k-dimensionalen
Teilrdume in R*. Man zeigt leicht, dafl

o = {(V,v) € GL(R®) x R : v € V} — Gi(R™)

ein Vektorbiindel ist. Es gilt klarerweise 7{° = Ag°. Auflerdem verallgemeinert sich
Lemma 5.25, also gibt es zu jedem k-dimensionalen Vektorbiindel p : £ — X, mit
X parakompakt, ein stetiges f : X — Gr(R*) sodaB f*y° = E ist. Weiters kann
man zeigen dafl f*2° = ¢g*y;° genau dann wenn f und g homotop sind. Deshalb heifit
78 das universelle k-dimensionale reelle Vektorbindel. Anders ausgedriickt haben wir
eine natiirliche Aquivalenz der kontravarianten Funktoren Vectf(-) und [, Gx(R*)], wo
[X,Y] die Menge der Homotopieklassen von stetigen Abbildungen X — Y bezeichnet.
Wir wollen zeigen:

H*(Ge(R™), Zp) = Lo[wr (%), - -, wi (7))
Dies verallgemeinert Lemma 5.15, wir werden dieses aber verwenden. Sei dazu
f:RP® x -+ x RP™ — G(R™)
die (bis auf Homotopie eindeutige) stetige Abbildung mit
P =pAR © - O ppAg

wo p; : RP® x .-+ x RP*® — RP* die Projektion auf den i-ten Faktor bezeichnet.
Wir zeigen zuerst, dal f eine Splittingabbildung fiir 77° ist. Es ist nur zu zeigen, dafl
f* injektiv ist. Sei g : Y — GE(R*) eine beliebige Splittingabbildung fiir ¢ mit
IV =L@ - @ L. Fiir jedes L; existiert h; : Y — RP* sodal hi\g° = L,. Betrachte

h=(hi,...,hy): Y = RP® x --. x RP®
Dann gilt
(foh) v =hf% =h"(piAg @ O PpAR)
=AY D DA =L DD Ly = g™ e

und daher sind (f o h) und g homotop. Also ¢* = (foh)* = h* f* und da g¢* injektiv ist,
mufl auch f* injektiv sein.
Wollen als néchstes

[ (H(Gr(R®),Zs)) € H (RP® x -+ x RP™, Z)
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beschreiben. Nach Lemma 5.15 haben wir H*(RP>, Z,) = Zs[t] wo t = wy(Ay’). Nach
der Kiinneth Formel also

H*(RPOO X oo X RPOO,ZQ) = Zg[tl,...,tk]
wo t; = pit = pfwi(AY) = wi(pfAY). Eine Permutation 7 € &, induziert eine Abbil-
dung
T:RP® X -+ xRP*® - RP* x--.- x RP*

die einfach die Faktoren permutiert. Es gilt p; o 7 = p,-1(;) und daher

(for) =T =7 (PIAF @ ®DpAY)

=Pra R - B PR = [
also sind f o7 und f homotop und damit 7*f* = f*. Da 7*(¢t;) = 7" plwi(\Y) =
Pr-1W1(AR) = tr-1;) erhalten wir:
F(H*(GRR®))) C Zolty, ... "™
Andererseits haben wir
Frw(it) = w(f*7) = wpidg © - S ppAx) = wpiAg) - - wppAR)
=(1+t) A+t =140+ -+ 0y

wo o; die elementarsymmetrischen Polynome in den Variablen t4,...,¢; bezeichnen.
Da jedes symmetrische Polynom eindeutig als Polynom in den elementarsymmetrischen
Polynomen geschrieben werden kann erhalten wir einen Isomorphismus (f* ist injektiv
haben wir oben gezeigt)

f* . H*<Gk(ROO), Zg) = ZQ[tl, . ’tk]sym = ZQ[Ul, e ,O’k]
mit f*w;(72°) = o; und damit H*(Gy(R>), Zs) = Zo[w1(7°), - - ., wr (7))
5.31. Beispiel. Das Tangentialbiindel von RP? ist nicht Summe von zwei Lini-

enbiindeln. Insbesondere hat RP? keine 1-dimensionale Blitterung. Denn wire TRP? =
E @ F, dann gébe es o, 3 € Zy die

(1+1)* = w(TRP?) = w(B)w(F) = (1 + at)(1+ Bt) € Zo[t]/ (%)

erfiillen. Durch eine leichte Rechnung kann man sich aber davon iiberzeugen das solche
«, ( nicht existieren.

5.32. Beispiel. TRP* ist nicht Summe von zwei Vektorbiindeln. Insbesondere hat
RP?* keine nichttriviale Blitterung. Gébe es ein 1-dimensionales Teilbiindel so miifite
die Gleichung

(14 1)5 = w(TRPY) = (1 + at)(1 + Bt + yt2 + 6t%) € Zy[t]/(t°)

eine Losung mit «, 3,7v,0 € Zs haben, dies ist aber nicht der Fall. Es gibt aber auch
kein 2-dimensionales Teilbiindel, da die Gleichung

(1+1)° = w(TRP*Y) = (14 at + Bt*)(1 + vt + 6t%) € Zy[t]/(t°)
keine Losung «, 3,7, € Zs hat.



