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1 Gruppenwirkungen

Erinnerung:

Definition 1.1. Eine Menge G ist eine Gruppe, wenn auf den Elementen eine
Verkniipfung definiert ist, die die folgenden Axiome erfiillt:

o Assoziativgesetz: Vg, h, f € Gesgilt g (h*xf)=(g*xh)x*f;
e Neutrales Element von G: Je € G so daB gilt Vge Gesgilt exg=g=g=*e;

e Inverses Element: Vg € G dg7' € GsodaBBgilt gxgl=e=g'xg.

Beispiele 1.2 (Gruppen).
1. Symmetrische Gruppe: Sei X # () eine beliebige Menge. Man definiert
Sx ={¢: X — X | ¢ bijektiv }

Man nennt eine bijektive Abbildung ¢: X — X auch Permutation von X. Dann
ist Sx zusammen mit der tiblichen Verkniipfung (Hintereinanderausfithrung) von
Abbildungen eine Gruppe, (S, o), die sogenannte symmetrische Gruppe auf der
Menge X. Falls n € N, so nimmt man typischerweise oft {1,2,...,n} fir X und
schreibt 5, statt Sy, und man bezeichnet S,, als symmetrische Gruppe vom Grad
n.

2. Automorphismengruppe: Die Menge aller Automorphismen einer Gruppe G zusam-
men mit der Komposition von Automorphismen bildet eine Gruppe, die so genannte
Automorphismengruppe von G, geschrieben als Aut(G).

3. Isometriegruppen/Symmetriegruppen: Sei X ein metrischer Raum. Die Menge
I'som(X) aller bijektiven Isometrien von X auf sich selbst ist eine Gruppe beztiglich
der Komposition (eine Untergruppe von der symmetrischen Gruppe S(X)). Zum
Beispiel, die Diedrische Gruppe D, ist die symmetrische Gruppe Isom(P,) von
regelmassigen n-Ecken P,.
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4. Matrizen-Gruppen: Seien R ein kommutativer Ring (mit Eins) und V ein R-Modul.
Dann ist die Menge Aut(V) aller R-lineare Automorphismen von V' mit der Kompo-
sition eine Gruppe. Besonders ist die Menge GL(n, R) = Aut(R") der invertierbaren
n X n-Matrizen tiber R eine Gruppe (beziiglich der Matrizenmultiplikation) fiir jede
n € N. Ahnlich ist SL(n, k) eine Gruppe.

5. Galoisgruppen: Sei K C L eine Galoiserkorpererweiterung. Man nennt die Menge
Gal(L/K) = {0 € Aut(L) | o], = idk} aller Kérperautomorphismen von L, die
den Grundkorper K elementweise festlafien, beziiglich der Komposition, die Galois-
gruppe von Korpererweiterung L iiber K.

6. Decktransformationen Gruppen: Sei 7: X — Y eine Uberlagerung eines topologis-
chen Raums. Die Menge {f € Abb(X,X) | f ist ein Homéomorphismus mit 7 o
f = «} aller Decktransformationen der Uberlagerung bildet eine Gruppe mit der
Verkniipfung der Komposition, die Decktransformationsgruppe.

Gegeben seien eine Gruppe G und eine Menge X.

Definition 1.3 (Gruppenwirkung I). Eine Gruppenwirkung von G auf X ist eine Abbil-
dung
- Gx X =X, (g,x)—g-x,

sodaf zusatzlich gilt
(i) 1-z =2 Vz € X (1 ist das neutrale Element der Gruppe);

(ii) (gh)-x=g-(h-x) Vg,he G,z e X.

Wenn gibt es eine Gruppenwirkung von G auf X, wir sagen G wirkt auf X und wir
schreiben G ~ X. In dieser Fall bemerken wir dass jedes g € GG induziert eine Bijektion
auf X

g: X —-X
T g
die oben (i) und (ii) erfiilt.

Alternative Definition ist die folgende. Seien G eine Gruppe, X eine Menge und Sy
die Gruppe aller bijektiven Abbildungen von X nach X (Permutationen).

Definition 1.4 (Gruppenwirkung II). Eine Gruppenwirkung von G auf X ist ein Homo-
morphismus a: G — Sx, g~ a(g).

Zusammenhang zwischen zwei Definitionen ist gegeben mit

a(g)(z) =g-x Vre X,Vged.

Beispiele 1.5 (Gruppenwirkungen).




1. Sp, die Gruppe aller Permutationen von {1,...,n}, wirkt auf {1,...,n}.

2. K ein Kérper, GL(n, K), die Menge aller invertierbaren n x n Matrizen iiber K,
wirkt auf K™ durch Matrizenmultiplication. Tatséchlich, A € GL(n, K) dann ist
x — Az eine bijektive Abbildung K" — K™.

Alternative Méglichkeit, sei X = M (n, K), die Menge aller n x n-Matrizen iiber K
und M € X. Es gibt zwei Wirkungen

(a) : M — AM (Multiplikation von links);
(b) : M — AMA~! (Konjugation).
Dann kann Man auf die GL(n, K) einschranken, d.h. X = GL(n, K).
3. Im Allgemeinen, jede Gruppe wirkt auf sich selbst durch

(a) Multiplikation von links.

Gegeben G und X =G, Vg€ G a(g): x — gx,Vx € G.
(b) durch Konjugation.

Gegeben G und X = G,Vg € G a(g): z +— grg~',Vz € G.

4. X =7, (Restklassenring mod n), Z! die Gruppe der invertierbaren Elemente. Z
wirkt auf Z,, durch Multiplikation: Va € Z¥ . Vx € Z,,, «(a): z — ax.

5. G eine Gruppe, H, K < G die Untergruppen, G/H die Menge der Linksnebenklassen
nach H. Dann K wirkt auf G/H durch Linksmultiplikation: k € K,gH € G/H,
k-gH =kgH.

6. Wenn G auf X wirkt, dann automatisch auch auf Potenzmenge 2% von X: g €
G,ZCX, g-Z={g9-2z]z€Z} CX.

Sei GG eine Gruppe die wirkt auf X.

Definition 1.6 (Bahn und Stabilisator). Sei z € X, dann heift O, = G-z ={g-z | g €
G} C X Bahn oder Orbit von z unter der Wirkung von G.
Es heift G, ={g € G| g-x =z} C G der Stabilisator von = unter der Wirkung von G.

Es gilt:

e G, < G, d.h. G, ist Untergruppe von G.

e Die Menge der Bahnen bildet eine Zerlegung (oder Partition) von X. D.h. (i) jedes
z € X liegt in einer Bahn; (ii) zwei Bahnen sind entweder disjunkt oder identisch. Die
zu dieser Zerlegung gehorige Aquivalenzrelation ist gegeben durch

r~y<=3dgeGiy=g-z (bzw. O, = O,)

Satz 1.7. Seien G ~ X und x € X. Dann gibt es eine Bijektion zwischen O, und G/G,,
die Menge aller Linksnebenklassen, gegeben durch O, > g-x+— g-G, € G/G,.
Insbesondere gilt, wenn G endlich ist, daf§ auch O, endlich ist und |O,| = |G/G,| = “é’;“
und daher gilt auch |O,| - |G| = |G].




Hier, |U| = Anzahl der Elemente von U.

Beweis.

Definition ist sinnvoll: Angenommen g-x = h-z, (b~ anwenden) = (h™'g) -z = z,
dh. hlg € G, = hG, = gG,.

Injektivitat: Dies den Beweis von oben in die andere Richtung.

Surjektivitat: Das ist klar, weil g beliebig.
O

Ubung 1. Sei X = M, ,(K), die Menge aller n x m-Matrizen iiber K. Die Gruppe
G = GL(n, K) wirkt auf X durch Multiplikation von links. Beschreiben Sie die Bahnen.

Sei G ~ X. Die Bahnen sind paarweise disjunkt, Vereinigung = X. Wenn X endlich,

n

| X| = Z 04l

i=1

wobei Oy, ..., O, alle Bahnen sind.
Unterscheide Bahnen, @4, ..., Q; sind jene Bahnen, die aus einem Element bestehen,
Py, ..., P, jene Bahnen, die aus mehr als einem Element bestehen. Bilde

q
Xo:=U_,Qi = |X[=|Xo|+)_ |Pl.
i=1

Wir haben dafl Xo={x € X | g-z = z}. Viseiz; € P, dann || = |£|.| = [G: Gg,],
der Index von G,, in G (= die Anzahl der Linksnebenklassen von G, in G).

q
X| =X+ > |P)
i=1

q
X = [ Xol + ) [G: Gy]
i=1

Beispiel 1.8. G endlich, X = G und G ~ X durch Konjugation: Vg,x € G:g- -z =
grg™t. Dann Xg = {z € G |g-x =2 Vg€ G} ={x € G| grg! =2Vg e G} =
={reG|gr=29Vg e G}=Z(G), das Zentrum von G.

G.={9€eG|lg-z=2}={9e€G|grgt=2}={g9g€G|gr=uxg}=Cqs(x), der
Zentralisator von z in G.

Definition 1.9 (Zentralisator). G eine Gruppe, Y C G eine Teilmenge, dann heifit die

Menge
{9eGlgy=ygVyeY}=CqY)

der Zentralisator von'Y in G




Im konkreten Fall, |G| = |Z(G)| + >_1_,[G : Cg(x;)]. Zur Erinnerung: = ~ y <
dg € G so daB y = grg~! In dieser Situation heien z und y zueinander konjugiert, die
~-Klassen heiflen Konjugiertenklassen bzw. Klassen konjugierte. Also ergibt sich

q
Gl =12(G)|+)_|Cil,
i=1

wenn C; sind Konjugiertenklassen, die aus mehr als einem Element bestehen. Obige
Formel wird die Klassengleichung genannt.

Satz 1.10 (Cauchy). Sei F' endliche Gruppe, p Primzahl, p | |F| (p dividiert |F|). Dann
dge F,g#1 mit g9 =1 (= 3 Untergruppen mit p Elementen).

Beweis. Sei X = {(g1,92,---,9p) € F? | q1ga---g, = 1}, es gilt |X| = |F|P~!, denn
g1, -+, gp—1 sind frei wihlbar und g, ist eindeutig gegeben durch g, = (g1g2 -+~ gp—1) "+ =
pl [X].

Sei G = Z,, dann G wirkt auf X via k- (g1,...,9p) = (G14ks Gotkr - -+ Gps G1s - - > Jk)
um k schiften.

Nebenrechnung: gy ---g, = 1, dann (g1---gx) "'g1- - gp(g1---9k) = (g1~ gx)™" - 1~
(917 9k) = Gre1Gks2 - 991 gr = L.

| X| = |Xo|+ >0, | Pi|, wenn P; besteht immer aus p Elementen, weil |Pj| | |Z,|, wobei
Z,] = pund |P[ > 1.

[ Xo| = |X| —gp = p | | X

| Xol={(g1,---,9p) €EX | k- (g1,---,9p) = (91,---,9p) Vk € Zp}

Xo = die Menge aller p-Tupel in X fiir die gilt dafl sie sich unter jeglicher zyklischer
Vertauschung nicht dndern (alle Eintréage gleich).

Es gilt Xo = {(a,...,a) € X} #0, weil (1,...,1) € X9 = esgibt a # 1, a € G mit
(a,a,...,a) € X = Ja# 1 mita” = 1. O

Definition 1.11 (p—Gruppe). Sei p eine Primzahl, eine Gruppe G heifit p—Gruppe, wenn
Vg #1,g € G gilt In € N, ¢*" = 1, d.h. jedes Element hat endliche Ordnung und diese
ist eine Potenz von p.

Korollar 1.12. Eine endliche Gruppe ist genau dann eine p—Gruppe, wenn |G| = p™ fir
emnn € N.

Korollar 1.13. Jede endliche p—Gruppe hat ein nicht triviales Zentrum, d.h. |Z(G)| > 1.
Beweis. Sei G eine endliche p—Gruppe. Die Klassengleichung:

Gl =12(G)] + Z[G - Col)],

aber |G| ist eine Potenz von p, [G : Cg(z;)] > 1 und ein Teiler von |G| (eine lauter
Potenzen von p).
1e Z(G) = |Z(G)| >1 = |Z(G)] = p. O
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Korollar 1.14. Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe mit p?> Elementen ist Abel’sch.

Beweis. Angenommen G nicht Abel’sch. Dann Z(G) # G und Z(G) hat p Elemente.

Z(G) 9 G, die Faktorgruppe g/Z(G) hat p Elemente = die Faktorgruppe ist zyklisch.
Sei xZ (@) ein erzeugendes Element = G/Z(G) = {zZ(G),2*Z(G),...,2?Z(G)}.

Aber 27 Z(G) = Z(G) da ord(x) = p. Dann G = 2Z(G)Uz*Z(G)U. . .UxP 1 Z(G)UZ(G).
Sei z ein erzeugendes Element von Z(G) = {z,2%,...,27"!,1}. Dann

G=a{z 2% .. 27" 1 0us?{z, 2% .. 2P 10 U g 2%, 2P U e, 22 2P 1)

und G = {227 | 0 < 4,5 < p— 1}. Es gilt atzizbz! = oF0H = ak2lyizd) weil 2 €
Z(@G). O

Definition 1.15 (Normalisator). Seien G eine Gruppe, X C G. Die Menge Ng(X) =
{9 € G| gXg' = X} heiit Normalisator von X in G.

Lasse G auf 2¢ durch Konjugation wirken, dann ist Ng(X) genau Stabilisator von
X beziiglich dieser Wirkung. Es gilt (1) Ng(X) < G eine Untergruppe, (2) Ng(X) =
{9 € G| g'Xg= X}, (3) wenn X < G eine Untergruppe, dann ist Ng(X) die grofte
Untergruppe von G, in welcher X Normalteiler ist. Bahn von X ist {gXg¢™! | g € G}.

2 Sylow-Satze
Sei p eine beliebige aber fix gewahlte Primzahl.

Lemma 2.1. Seien G eine endliche Gruppe, H < G eine Untergruppe, H eine p—Gruppe.
Dann gilt |G : H] = [Ng(H) : H]( mod p).

Beweis. Beniitze die Klassengleichung | X| = |Xo| + >, | Pil.

Sei X = G/H = {gH | g € G}. Lassen H auf X wirken durch H > h: gH — hgH.
|H| ist Potenz von p, daher p||F|

Xo={gH |Vh € H hgH = gH}, aber hgH = gH, Vh € H < g 'hge HVh e H &
g 'HgCH & g'Hg=H < g '€ Ng(H) < g € Ng(H). Dann gilt Xg = {gH | g €
Ne(H)} = No(H)/H & g € No(H) und | Xo| = [Na(H) - H] .

Satz 2.2 (1-ter Sylowsatz). Seien G eine Gruppe, |G| = p"r mit (r,p) = 1 (r relativ prim
zu p). Dann gilt Vi € {0,1,...,n} gibt es eine Untergruppe von G mit p* Elementen.
Wenn H eine Untergruppe von G mit p' Elementen fiir i < n ist, dann ist H normal in
einer Untergruppe von G mit p™*' Elementen (daher auch in dieser enthalten).

Das heifit zu jeder Potenz ¢ von p, die |G| teilt, gibt es eine Untergruppe von G mit
q Elementen.



Beweis. Die Behauptung fiir ¢ = 0: {1} hat p° Elemente. Nach Satz von Cauchy gibt es
ein g € G mit ord(g) =p = {1} < (g).

Sei i € {0,...,n}, die Behauptung fiir : — 1 richtig. Es gibt eine Untergruppe H mit
|H| = p" ! und H < K mit |K| = p.

Die Behauptung fiir i: Es gibt eine Untergruppe mit p' Elementen. Dies folgt aus
Induktionsannahme (= K).

Sei H < G mit |H| = p’. Zu zeigen: Wenn i < n, 3K mit |K| =p"™ und H < K.

|G
%
dann gilt p | [Ne(H) : H] = |Na(H)/H]|.

Daraus folgt: In Ng(H)/H gibt es eine Untergruppe mit p Elementen, welche von der
Form K/ H fiir eine geeignete Untergruppe K von Ng(H). |K| = |K/H||H| = p-p' = p"'.

H ist Normalteiler in K (Kann auch so geschaut werden H < K < Ng(H). Daher
H ist normal in K): es gilt p = [K : H] = [Ng(H) : H] ( mod p) = [Nk (H) : H] ist
durch p teilbar (# 0). Dann H < Ng(H) < K = [Ng(H) : H| < [K : H = [Ng(H) :
H] =p.

H < Nk (H) < K, mittels Satz von Lagrange:

n—i

=[G : H = [Ng(H): H ( mod p),

p=[K:H]=[K:Ng(H)][Ng(H): H =1-p = K = Ng(H) = H<K.

Definition 2.3 (p-Sylowuntergruppe). Die Untergruppe von G (|G| = p™r mit (p,r) = 1)
mit p™ Elementen heiflen p-Sylowuntergruppen.

Jede p—Untergruppe von G in einer p-Sylowuntergruppe von G enthalten.

Satz 2.4 (2-ter Sylowsatz). Seien G eine endliche Gruppe, P eine p—-Sylowuntergrupe,
H eine beliebige p—Untergruppe. Dann gilt: g € G so daf8 gHg™* C P.

Ist H eine p-Sylowuntergruppe, dann gilt |H| = |P| = gHg™ ' = P.

Beweis. Sei X = {gP | g € G}. Lassen H auf X wirken, h: gP + hgP. Dann gilt
| X| = | Xo|( mod p). Aber

G oy
%:Z—n:r#O( mod p) = Xy # ()

Dann gilte: JgP so dafl hgP = gP Vh € H und ¢ *hgP = PVh € H = g 'hg €
PVYhe H=— g 'HgC P. ]

Proposition 2.5. Die Anzahl der p—Sylowuntergruppen von G ist ein Teiler von |G|:

# =[G : Ng(P)] und |G : No(P)] | |G|




Beweis. Menge der p—Sylowuntergruppen = Bahn von P unter der Konjugationswirkung
von G auf 2¢. | Bahn von (P)| = [G : Gp| mit Gp = {g € G | g7'Pg} = Ng(P), d.h.
[G : Ng(P)] ist die Anzahl der Elemente der Bahn von P. O

Satz 2.6 (3-ter Sylowsatz). Die Anzahl der p—-Sylowuntergruppen von G ist kongruent zu
1( mod p) (d.-h. #=Fkp+1).

Beweis. P < Ng(P) < G, dann [G : P] = [G : Ng(P)|[Na(P) : PJ, also [G : P| =[G :
No(P)|[Na(P) : P)( mod p).
Wir wissen [G : P] = [Ng(P) : P]( mod p) = [G : P] =r # 0( mod p). Dann
1. [G) P] = [G : Ng(P)|[G : P]( mod p), kann in Z, dividieren: 1 = [G : Ng(P)|(
mod p).
U

3 Semi-direktes Produkt

Sei G ~ X, wenn X eine Gruppe, wollen wir voraussetzen, daf§ alle Bijektionen g: X — X
Automorphismen von X sind.

Notation: g € G,z € X,a: G — Sx, g+ a(g) und a(g): z — a(g)(x).

Wir sagen G wirkt auf X durch Automorphismen wenn G auf X wirkt, so dal a(g): v —
a(g)(x) ein Automorphismus von X ist Vg € G.

Anders formuliert: der Homomorphismus a: G — Sx, der die Wirkung definiert, hat
die Eigenschaft o(G) < Aut(X) < Sx.

Seien N, H zwei Gruppen und H wirkt auf N durch Automorphismen:

a: H — Aut(N).

Definition 3.1 (Externes semi-direktes Produkt). Die kartesische Produkt N x H =
{(n,h) | n € N,h € H} mit der Komposition

(1, ha)(n2, he) = (nia(hi)(n2), hihe)

ist eine Gruppe G, genannt das externe (oder dufiere) semi-direkte Produkt von N mit H
beziiglich «.

Notation: G = N x, H, das ezterne semi-direkte Produkt von N mit H beziiglich der
Wirkung a.

Das neutrale Element ist (1y,1g), das inverse Element ist (n, h)™! = (a(h™)(n™1), h71).
Das semi-direkte Produkt hdngt von der Wirkung ab, d.h. a: H — Aut(N). Zum Beispiel,

wenn «a(h) = id auf N, d.h. die triviale Wirkung, dann ist das externe semi-direkte
Produkt das direkte Produkt.



Die Mengen N = {(n,1y) | n € N} und H = {(1y,h) | h € H} sind Untergruppen
dieses semi-direkten Produktes. Wir haben N = N und H & H. Dann N , H sind mit
Untergruppen von N X, H zu identifizieren. N ist Normalteiler, H i.A. kein Normalteiler
in G. H ist homomorphes Bild von N x, H, via Projektion auf 2-te Komponente. Der
Kern dieser Projektion = N. Also H = (N x, H) /N.

Wir haben

(1) NJdGund H < G;
(2) G=N-Hund NN H = {1}.

(2) impliziert, jedes g € G 148t sich eindeutig darstellen als ¢ = nh mit n € N, h € H.

Tatséachlich, g = nh = nihy mitny € NNhy e H = N 5 nl_ln =hh'te H =
NNH> nl_ln =hih™' =1 = ny = n and h; = h. (surjektive: G = N - H, injektive:
NN H={1}).

Definition 3.2 (Internes semi-direktes Produkt). Eine Gruppe G heifit internes semidi-
rektes Produkt von zwei Untergruppen N und H, falls gilt

1. G=NH,
2. NnH={1};
3. NJG.

Dann gilt G = N x, H, wobei H auf N durch Konjugation wirkt: h € H, a(h): n
a(h)(n) = hnh™1.

Es gilt N x, H 5 (n,h) — nh € G ist Bijektion wegen (2).

(n,h)(ny, hy) =n-hnth=™' - hhy = na(h)(ni)hhy, dann ist diese Abbildung ein Homo-

morphismus.

Beispiel 3.3 (Diedergruppe). Wir betrachten ein regelméfiges n-Eck. Die Diedergruppe
D,, definieren wir als die Gruppe aller Drehungen und Spiegelungen welche dieses regel-
mafige n-Eck auf sich selbst abbilden. Dabei bezeichnen wir mit d € D,, die Drehung
um 27” (gegen den Uhrzeigersinn) und mit s € D,, die Spiegelung an einer fest gewahlten
Symmetrieachse. Alle weiteren Drehungen in D,, erhalten wir als Potenzen d* von d, alle
weiteren Spiegelungen als Produkte d*s einer Drehung und der Spiegelung s, wobei jeweils
k=1,...,n—1. Wir haben n Drehungen, um ’“QT“, k=0,...,n—1und n Spiegelungen.

Die Diedergruppe D, kénnen wir also als D,, = {1,d,d?,...,d" ' s,ds,...,d" s}
darstellen. Insbesondere hat D,, die Ordnung |D,| = 2n. Weiter bemerken wir d" =
1, s> =1 (also s = s7!) und sds = d~'. Die zyklische Untergruppe C,, = (d) =
{1,d,...,d""'} ist ein Normalteiler mit [D,, : C,] = 2, da sd*s™! = sd*s = (sds)* =
d=*. Wir haben also Cy = (s), (s) N (d) = {1} und (s) - (d) = D,. So dass D, das
semidirekte Produkt von (d) und (s). Mit dem zugehdrigen Gruppenhomomorphismus
a: (s) = Aut((d)) so dass a(1) = idgy und a(s): (d) — (d),d — sds = d~', D, ist
isomorph zum semidirekten Produkt C,, x, Cs der zyklischen Gruppen C,, und Cs.
Beispiel 3.4 (Affine Gruppe). Die affine Gruppe AGL(V') eines Vektorraumes V' ist das
semiderekte Produkt der Translationsgruppe 7'(V') mit der Gruppe der Vektorraumau-
tomorphismen GL(V'). Hier ist T(V) = {7, | v € V'} und 7, bezeichnet die Translation
VasVrer—uv+o




Fiir jeden Vektorraum V operiert die allgemeine lineare Gruppe GL(V') in natiirlicher
Wiese auf V. Das entsprechende semidirekte Produkt V' x GL(V') mit Verkniipfung

(v, f) - (w,g) = (v+ f(w), fog)
ist durch
(v, f) = 1o f

isomorph zur affinen Gruppe AGL(V).
Beispiel 3.5 (Affine Gruppe: Dimension 2). Die Bewegungen in der euklidischen Ebene
E: x+— Ox+t, x+ x+t, eine orthogonale Abbildung O und eine Translation mit ¢.
Dann (¢,0) € E x O(E).

Seien (s, P),(t,0) € ExO(F) und y = Ox+t. Dann y — Py+s= P(Ox+1t)+s =
POx+ Pt+ssodal PO € O(F) und Pt+s € E. Wir haben (s, P)o(t,0) = (s+ Pt, PO)
und die Gruppe E x O(E).

Definition 3.6 (Erweiterung / Exakte Sequenz). Eine FErweiterung von N durch @
ist eine Gruppe G zusammen mit einem Monomorphismus (= Einbettung) i: N — G
und einem Epimorphismus 7: G — (), sodass das Bild von ¢ mit dem Kern von =
iibereinstimmt. Anders gesagt: Die kurze Sequenz

1o NSG5 01

ist exakt.
Eine (ldngere) Sequenz

hi—1 oi Di+1 Pit+2
— G — Gy — G —> -,

G, sind Gruppen, ¢; Homomorphismen, heifit ezakt, wenn im ¢; = ker ¢; 1.

Hat man zwei Erweiterungen G und G’ von N durch @, so heiflen diese dquivalent,
falls es einen Isomorphismus G — G’ gibt, der

G—Q——1
I\
l—N— G

kommutieren lasst.
Semi-direkte Produkte G = N x, H sind immer Erweiterungen von N durch H. Aber
nicht jede Erweiterung von N durch H ist semidirektes Produkt!

Definition 3.7 (Split-Erweiterung). Eine Erweiterung G von N durch Q:

1—>Ni>GI»Q—>1

heifit spaltend (oder split), wenn gibt es einen Homomorphismus (= eine Spaltung oder
der Schnitt) s: @ — G so dafl
mos =idg.
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Wenn die Erweiterung spaltet, dann ist die Gruppe ein semidirektes Produkt.

Ubung 2.

(1) Zeige dass nicht jede Erweiterung spaltet.

(2) Zeige dass eine Erweiterung G von N durch @ ist spaltet wenn und nur wenn G
ist das semidirekte Produkt von N mit Q).

Das Kranzprodukt ist ein spezielles semidirektes Produkt von Gruppen.

Definition 3.8 (Regulidre Kranzprodukt). Seien G und H Gruppen. Sei
HE = {f: G — H}

die Menge alle Funktionen von G nach H. Beziiglich punktweiser Operationen:
(fif2)(x) == fi(z)fa(x) ist HE eine Gruppe. Dann G wirkt auf H:

G~ HE g f mit /f(z) := f(xg).

Das requlire Kranzprodukt H ! G von H mit G ist das semidirekte Produkt von H® mit
G beziiglich ebendieser Wirkung;:

H1G:= H% x G.

Satz 3.9 (Kaluznin-Krasner’1950). Jede Erweiterung von H durch G kann in H ! G
eingebettet werden.

Beweis. Sei E eine Erweiterung von H durch G:

15 HSESG—1.

Wir wollen eine Einbettung F — H1G = HY x G, die wir mit £ > ¢+ (f.,¢) € HE x G
notieren. Wir haben dafl
E > GXE/H ~ E
w w w
c —> c — Cr,
wobei ¢ ist das Bild von ¢ unter Surjektion 7 und ¢, ist Reprasentant der Nebenklasse
ce E/H,alsoc, =¢ Vc e E. Dabei wihlen wir 1, = 15 = 15.
Wir definieren f.: G — H durch f.(g) =7, -c- (mr)_l. Nach Definition, g, €
E, cek,g,-c. €FL.
e (1) Wir beweisen, daBl f.(g) € H.

- S -1
Wir haben f.(9) € H <= f.(g) = 1. Tatséchlich, g, -c¢- (g, -¢,) ' =g, -c- (gr e ) =

g (G, o) =g (G0

LT
e (2) Wir beweisen, da§ ¢ — (f,¢) ist ein Homomorphismus.
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Wir haben d — (fy,d) und c¢d — (f.q, cd) und méchten beweisen, da88 (f.,)( de,a) =
(fua, cd) als Produkt in H)G. Nach Definition von Kranzprodukt, (f.,%)(fs,d) = (f.'f4,¢d).

Aber haben wir fffd ~ feqa- Dies ist daquivalent zu
£@)Fa(@) = feald) YgEE
Dies ist aquivalent zu

£(9)fa(G0) = fa(g) VgeE

und zu

Aber

7 )" g = (gc,)

Dann miissen wir zeigen

und dies ist aquivalent zu

¢, - d, = Gyed, Vg€ E.
Wir benutzen die Definition von Reprisentant: ged, = ged, Vg € E.
e (3) Wir beweisen, dafl £ — H® x G, c > (f.,¢) ist injektive.
Angenommen, (f.,¢) = (1,1) mit 1 € H% und 1 € G. Dann
(f0)=(1,1) < f.(9) =1, Vge Fundc=1<+= f.(g9) =1y, Vg€ E undce€ H.

Fir g :=1,

_ _ — —1
1H:fc(1>:17“'c<1r'cr> =c lp=1ly < c=1.
L]

Eigentlich das Kranzprodukt H ! G ist das regulare Kranzprodukt. Es gibt auch das
eingeschriankte Kranzprodukt und uneingeschrankte Kranzprodukt. Die folgende Defini-
tion ist allgemein.

Definition 3.10 (Uneingeschriankte Kranzprodukt). Seien G und H zwei Gruppen, X

eine Menge und G ~ X. Sei
HY :={f: X - H}

die Gruppe aller Abbildungen von X nach H mit punktweiser Verkniipfung (das direkte
Produkt, die Menge aller | X|-tupel mit Elementen von H).
Dann G wirkt auf H*:

G~ HY, g+-% f mit If (z) == f(g7 x).

Das uneingeschrankte Kranzprodukt H 'x G (oder H Wrx G) von H mit G beziiglich
G ~ X ist das semidirekte Produkt von HX mit G beziiglich ebendieser Wirkung:

Hix G:= H* x,G.
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Definition 3.11 (Eingeschrénkte Kranzprodukt). Seien G und H Gruppen, X eine
Menge und G ~ X.
Sei

B H = {f: X — H fast iiberall verschwinden, d.h. f(z) = 1y fiir fast alle z € X}
X

die Gruppe aller Abbildungen von X nach H die fast tiberall verschwinden, mit punk-
tweiser Verkniipfung. (Bemerkung: €, H ist die Untergruppe von H*). Dann G wirkt

auf @ H:
Gm@H,g - Uf mit Yf(x) = f(g 7 ).
X

Das eingeschrinkte Kranzprodukt H 1x G (oder H wrx G) von H mit G beziiglich G ~
@D H ist das semidirekte Produkt von € H mit G beziiglich ebendieser Wirkung:

HzXG::EBH X, G.
X

Jede Gruppe auf sich selbst durch Linksmultiplikation operiert. Dann fiir X := G und
G ~ X durch Linksmultiplikation, H \x G = H . G = H { G das regulare Kranzprodukt.

Die Gruppe HX ist ein Normalteiler in H G, da H¥ ist der Kern der Projektion:
H1G - G,(f,g9) — g. Dieser Normalteiler heifit die Basis(unter)gruppe des Kranzpro-
duktes. Ein Komplement der Basisgruppe in Kranzprodukte ist die Topgruppe.

Ubung 3. Ist das direkte Produkt H x G eine normale Untergruppe von H 1y G? Be-
merkung: wir haben die Diagonaleinbettung 6: H < HX h + §, mit §,: z — h (die
konstante Funktion auf X); §(H) ist eine normale Untergruppe in der Basisgruppe H™X,
die auch normale im Kranzprodukt H (x G.

Eigenschaften:

e Seien G und H endlichen Gruppen, G ~ X, | X| < 0.
(1) Das Kranzprodukt H !x G ist eine Gruppe der Ordnung

[Hx G = [H|* |G-

(2) Ist Py eine p-Sylowgruppe von H und Py eine p-Sylowgruppe von G, so ist Pylx Pg
eine p-Sylowgruppe von H lx G.

Tatsichlich, die Ordnung | Py 1x Po| = |Py|*!|Pg| ist die maximal in H 1x G.

e Sind G; < G und H; < H Untergruppen, so hat man H; 1x G; < H 1x G.
Speziell ist fiir die Basisgruppe HX = H 1x 1¢ und fiir die Topgruppe G = 15x 1 G.

o Ist 7: H — H ein Epimorphismus, so ist m: H (x G — H 1x G ein Epimorphismus

mit Hx G > (f,9) — (f,g) so daB f(z) := 7(f(z)) fiir z € X.

Ubung 4. Das Kranzprodukt ist assoziativ:
(Hl l HQ) l H3 = Hl l (HQ l HB)
Hinweise:
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1) Hy ~ Xy, Hy ~ X5, H3 ~ X3, zu zeigen:
(Hy lx, Ha) Wx, Hs = Hy 0xyxxs (Ho 1x, H3)

2) Seien G und H Gruppen, G ~ X und H Y. Dann Hix G Y x X.

Zwar:

GAnX=GnY xX,g— {(y,2) — (y,9-2)}

HAY = H"~Y xX, fr—{(y,2) = (f(2)-y,2)}

Dann: HZX GNY x X7 (fag) — {(y,ZE) = (f($> Y, 9- (L’}
Achtung: fiir das regulare Kranzprodukt gilt das Assoziativegesetz nicht!

4 Reihen und Zerlegungen

Definition 4.1 (Reihe oder Subnormalreihe). Sei G eine Gruppe. Eine Reihe von G ist
eine endliche Folge von Untergruppen von G so dafl

(1} =Gy<G1 <Gy d--- <G =G,

Die GG; heiflen Terme, Elemente, Mitglieder der Reihe.
Wenn G; 2 G;11, Vi, dann heifit [ die Lange der Reihe.
Die Quotienten G;;1/G; heiflen Faktoren der Reihe.

{1} < G ist, fiir jede Gruppe, immer eine Reihe.
Man kann daher fiir jede Gruppe die nichtleere Menge aller Reihen betrachten.

Definition 4.2 (Verfeinerung). Eine Reihe S ist eine Verfeinerung der Reihe T, wenn
jedes Element von 7 auch Element von S ist.

Eine Reihe S ist echte Verfeinerung, wenn sie Verfeinerung ist und mindestens ein Ele-
ment, das nicht in der urspriinglichen Reihe 7 vorkommt besitzt.

Beispiel 4.3. {1} <G <G ist eine Verfeinerung von {1} < G aber keine echte.

Definition 4.4 (Isomorphe Reihen). Zwei Reihen heilen isomorph, wenn es eine Be-
jektion zwischen den Faktoren der Reihen gibt, die jedem Faktor der einen Reihe einen
isomorphen Faktor der anderen Reihe zuordnet.
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Beispiel 4.5. Sei G = Z/6Z = {0,1,2,3,4,5}. Seien S: {0} <{0,2,4} <G und T: {0} I
{0,3} < G. Dann Faktoren von S: {0,2,4}/{0} = Z/3Z, G/{0,2,4} = Z/27Z und Fak-
toren von 7 : {0,3}/{0} = Z/2Z, G/{0,3} = Z/3Z. Dann beiden Reihen sind isomorph.

Definition 4.6 (Kompositionsreihe). Eine Reihe heifit Kompositionsreihe, wenn sie keine
echte Verfeinerung besitzt. Die Faktoren heiflen dann Kompositionsfaktoren.

Lemma 4.7. Seien H, K, L < G Untegruppen von G mit K < L, dann gilt
(HK)NL=(HNL)K.

Beweis. ‘2’ HNL C Hund K C K — (HNL)K C HK; Also HNL C L und
K<L=— (HNL)K CL-L=L.Dann gilt auch, (HNL)K C (HK)N L.

‘C:Seire (HK)NL,also L5z =hk€ HK = L2 LK > zk™'=h € H, daher
h € HN L. Wir haben dal h € H N L,k € K, daher x = hk € (HN L)K. ]

Lemma 4.8. Seien H, K, N < G Untergruppen von G mit H < K, N < G, dann gilt:
NH < NK.

Beweis. Wir bemerken, dal NH und NK sind Untergruppen. Seien n,m € N und
k € K,h € H, dann (mk)(nh)(mk)™ = m - knk™' - khk™' -m' € N-N-H-N =
ly-N-H-N € NH (Wir benutzen, dal H <K, N <G und N H ist eine Untergruppe.) [

Lemma 4.9 (Lemma von Zassenhaus'1934). Seien A1 <Ay < G und B; I By < G. Dann
gilt
A1<A2 N Bl) S] Al(AQ N Bg) und Bl<A1 N BQ) S] Bl(AQ N BQ)

und auch
Al(AQ N BQ)/Al(AQ N Bl) = Bl(B2 N Ag)/Bl(Al N BQ)

Beweis. By < By — Ay N By < Ay N Bs.

Es folgt aus A; <Ay und Lemma 4.8, dafl A;(A2 N By) <A (AN By). Aus Symmetrie,
B1 (Al N BQ) < B1 (AQ N BQ)

Fir N := A;(A; N By) und H := A;(As N Bsy), nach Isomorphiesatz, NH/N =
H/(NNH).

Nach Lemma 4.7, A;(A2NB1)N(AsNBy) = (A1NANBy)(AsNBy) = (A1NBsy)(A2NBy).

Daher, nach Isomorphiesatz,

Al(AQ N BQ)/Al(AQ N Bl) - A1<A2 N Bl)(A2 N BQ)/Al(AQ N Bl) ==

= (A2 N By)/ ((A1 N By)(Ay N By)) .

Aus Symmetrie gilt dann auch
Bi(ByN Ag)/Bi1(A1 N By) = (AyN Bs) /(A1 N By)(Ay N By),

daraus folgt die behauptete Isomorphie. O]
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Satz 4.10 (Schreierscher Verfeinerungssatz’1928). Zwei beliebige Reihen einer Gruppe G
besitzen isomorphe Verfeinerungen.

Beweis. Seien
I} =Hy<H,dH,d---AH =G

und

zwel Reihen von G. Setzen Hij = Hi(Hi+1 N KJ) und Kij = Kj(Hz N Kj+1> fur alle Z,j
wo sinnvoll 0 <2</l —1und 0 <7 <m—1.

Fir A, .= H;,<H;41 =: Ay und B, := K; 4K, =: By, nach Lemma von Zassenhaus,
gilt H;; < Hy(j11y, analog, K;; < K115, und die Faktoren sind isomorph:

Higjn) [ Hig = Kin);/ K.
Die Extremfélle stimmen gerade mit den urspriinglichen Elementen tiberein:
Hi = H; = Hii—1ym und Ko = K; = Ky(j_1).

Betrachte zu den {H,}; und {K}; die folgenden Reinhen:

{H,; | (4,5) = (0,0),(0,1),...,(0,m —1),(1,0),...,(L,m—1),...,(I—1,m—1)},
insgesamt sind [ - m Indizes in lexikographischer Ordnung;

{1} =Hp<Hn <...QHypm-1) I Higo=H, <.
Analog,
{Ki; | (i,j) =(0,0),(1,0),...,(l—1,0),(0,1),..., (1 —=1,1),....,(l —=1,m —1)},

insgesamt sind [ - m Indizes in inverser lexikographischer Ordnung.
Diese beiden Reihen sind isomorph nach Lemma von Zassenhaus. O

Definition 4.11 (Einfach Gruppe). Eine Gruppe G # {1} heifit einfach, wenn G keinen
nicht trivialen Normalteiler hat (gilt genau dann, wenn 15 und G die einzigen Normalteiler
sind, oder wenn {1} < G eine Kompositionsreihe ist).

Eine Reihe ist genau dann Kompositionsreihe, wenn alle Faktoren einfach oder trivial.

Beispiele 4.12.
e 7 hat keine Kompositionsreihe;

e Fine Kompositionsreihe hat maximal Lange.

Lemma 4.13. Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe.
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Beweis. Induktion nach Kardinalitat von G.

1. |G|=1,G = {1} = G besitzt eine triviale Kompositionsreihe.

2. Induktionannahme: gilt VG mit |G| < n.

3. Induktionschluss: sei G' eine Gruppe mit |G| =n + 1.

a) G ist einfach = {1} < G ist eine Kompositionsreihe.

b) G ist nicht einfach = IN I G, N # {1}. Dann |N| < n und |G/N| < n, daher
zwei Kompositionsreihe

{1} =H,QH,<...<H,1 <H, =N,
und
Daher

{}<=H<H,<.. <H 1 IAH,=N=KJdK,<... 4K, JK, =G.
]

Satz 4.14 (Jordan’1868-Holder'1889). Sei G eine endliche Gruppe. Wenn G eine Kom-
positionsrethe besitzt, dann lafit sich jede Reihe zu einer Kompositionsreihe verfeinern.
Je zwei Kompositionsreihen sind isomorph.

Bemerkung 4.15.
Jordan’1868: die Anzahl von Faktoren der Kompositionsreihe héngt nur ab von G.
Holder’1889: die Faktoren der Kompositionsreihe hangen nur ab von G.

Beweis. Sei § eine Kompositionsreihe und 7 eine beliebige Reihe. Nach Schreierscher
Verfeinerungssatz, es gibt isomorph Verfeinerugen &’ und 7’ (von S und 7). Aber S ist
eine Kompositionsreihe, dann &’ und S sind isomorph. Wir haben

S=8 =T
Dann gilt 7" ist eine Kompositionsreihe. O

Die Kompositionsfaktoren von G sind bis auf Isomorphie nur von G aber nicht von
der Reihe abhéngig. Sei {1} = Gy < G; < --- eine Kompositionsreihe von G. Dann
Go,G1/Go, G2 /G, . .. sind einfach und G ist Erweiterung von Gy nach G1/Gg, Gy ist

Erweiterung von G nach G5/Gy, etc.

Beispiel 4.16 (Jordan-Holder Satz = Fudamentalsatz der Arithmetik).
Fudamentalsatz der Arithmetik: Jede natiirliche Zahl eine Primfaktorzerlegung besitzt
und daf diese bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig ist.

Beweis. Sei N > n = p1py - - - py, wenn p; nicht notwendigerweise verschieden primzahlen.

Sei G = (z) = Z/nZ. Dann
G = <$> 2 <xp1> 2 <xp1p2> 2 2 <xp1p2"'pt> 2 {1}

ist eine Kompositionsreihe. Nach Jordan-Holder Satz pi,po,...,p; hangen nur ab von
n. [

17



5 Auflosbare, Nilpotente, p-Gruppen

Definition 5.1 (Auflésbar Gruppe). Eine Gruppe G heiit auflésbar, wenn eine Reihe
existiert

{I}ZGnﬁGn_lﬁ.‘.ﬂGlﬁGOZG
mit G;/G;41 abel’sch.

Beispiele 5.2.

1. Jede abelsche Gruppe ist in trivialer Weise auflosbar.

2. Die symmetrische Gruppe S, ist auflosbar. Eine Reiheist {1} Q9 Z, <V, < Ay <°5,.
Hier sind
Vi={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}

die Kleinsche Vierergruppe, die kleinste nicht-zyklische Gruppe, und A, die al-
ternierende Gruppe vom Grad 4 allen geraden Permutationen einer 4 elementigen
Menge. Es gilt Vj = Zy X Zo und A, /V) = Z3 und Sy/As = Zs.

3. Die alternierende Gruppe A,,n > 5 ist nicht auflésbar. Diese Gruppe keinen
echten nichttrivialen Normalteiler besitzt (einfach ist). Also kann es keine Reihe
mit abelschen Faktoren geben.

Sei G eine Gruppe. Fiir z,y € G nennt man [z,y] = zyx~'y~' den Kommutator von
z und y. (In manchen Biichern definiert man [z,y] = 7'y zy.) Seien X,V C G,

(X, Y] =([z,y] [ze X,yeY)
die Teilmenge von G erzeugt von den Kommutatoren.

Bemerkung 5.3. Es sei G eine Gruppe, S C G eine Teilmenge. Hier ist (S) die kleinste
Untergruppe von G, die S enthalt. Mit anderen Worten, wenn H C G eine Untergruppe
mit S C H ist, so ist auch (S) C H. (S) heifit die von S erzeugte Untergruppe oder kurz
das Erzeugnis von S.

Es gilt:
o [X,Y]=[V, X] (weil [z,y] " = [y, 2]);
e Fiir jeden Gruppen homomorphismus f: G — H ist f([X,Y]) = [f(X), f(Y)];

e Sind X und Y normale oder charakteristische (siehe unten) Untergruppen von G,
so ist der Kommutator [X, Y] eine normale oder charakteristische Untergruppe von

G;

e Fiir Untergruppen X und Y einer Gruppe G gilt stets [X,Y] < (X,|Y) < G.
—1

Beweis. Fiir beliebige x,2" € X,y € Y, gilt z[2’,ylz~! = za'y(z)ty ta™!

zr'y(x)™h 2Ty e -yt = (o, gl y] T € [X, Y] Analog st y[X, Y]y
X, Y],

N
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Definition 5.4 (Vollinvarianten/charakteristischen Untergruppen). Seien G eine Gruppe,
H < G eine Untergruppe.

H heifit voll invariant, wenn die unter jedem Endomorphismus (surjektiven Homomor-
phismus von G nach G) fest bleibt.

H heiit charakteristische, wenn die jedem Automorphismus (bijektiven Gruppenhomo-
morphismus von G nach G) von G fest bleibt.

Jede charakteristische Untergruppe ist Normalteiler, denn sie bleibt insbesondere fest
unter jedem inneren Automorphismus. Jede vollinvariant Untergruppe ist also charakter-
istisch, jedoch nicht umgekehrt.

Ubung 5. Fiir jede Gruppe G ist das Zentrum Z (G) charakteristisch, aber nicht notwendig
vollinvariant in G.

Lemma 5.5. Fir Untergruppen H, K einer Gruppe G mit K < H < G gilt:

(i) K ist charakteristisch (vollinvariant) in H und H ist charakteristisch (vollinvari-
ant) in G, dann folgt K ist charakteristisch (vollinvariant) in G.

(i1) K ist charakteristisch in H und H < G, dann folgt K < G.

Beweis. (1) Sei K charakteristisch in H, H charakteristisch in G und f € Aut(G). Dann
ist f(H)C H= f(f~Y(H)) C f(H), also f(H) = H. Daher ist die Einschrankung f" von
f ein Automorphismus von H. Folglich ist f(K) = f'(K) C K. Analog fiir vollinvariante
Untergruppen.

(ii) Sei K charakteristisch in H, H < G und g € G. Dann ist die Abbildung f: H —
H, h +— ghg™! ein Automorphismus von H. Also ist gKg~' = f(K) C K. O

Die von allen Kommutatoren [z,y] = zyz~'y ! erzeugte Untergruppe GV = [G, G| =
G’ heifit Kommutatorgruppe von G (manchmal auch “abgeleitete Gruppe”, englisch “de-
rived group”). Wegen [z,y]™! = [y, ] ist das Inverse eines Kommutators wieder ein
Kommutator; deshalb besteht die Kommutatorgruppe von G aus allen Produkten (be-
liebiger Lénge) von Kommutatoren (beim Erzeugnis werden keine Inversen der Erzeuger
bendtigt).

Die Bedeutung der Kommutatorgruppe fiir die Auflosbarkeit von Gruppen ergibt sich
aus des folgenden Satzes:

Proposition 5.6. (i) Die Kommutatorgruppe G' einer Gruppe G ist eine charakteristis-
che Untergruppe von G, insbesondere ein Normalteiler.
(ii) Es sei N < G ein Normalteiler. Dann ist die Faktorgruppe G /N abel’sch genau

dann, wenn G' C N ist. Insbesondere, GV ist der kleinste Normalteile mit abelscher
Faktorgruppe G /G™).
(i11) Es sei f: G — A ein Homomorphismus, wobei A abel’sch ist. Dann ist G' C Kerf.

Iteriert man die Kommutatorgruppenbildung: hohere Kommutatoruntergruppen
G+l — [G(i), G(i)]

und

G =ao0 >G(1) >G(2) > .
abgeleitete Reihe.
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Wir zeigen per Induktion nach ¢ und nach Lemma 5.5 (i) dass alle G sind voll
invariante (dann charakteristische) Untergruppen, daher Normalteiler.

Zunéchst deshalb einige erginzende Uberlegungen zu hoheren Kommutatorgruppen:
Lemma 5.7.

e (i) Fiir hihere Kommutatorgruppen ist folgendes richtig: H < G, dann H™ < G™;

o (ii) N <G, dann es gilt (G/N)™ = (G™ . N)/N = G™ /(G™ N N);

o (iii) (G x H)™ = G x HO,

Beweis. (i) und (iii) sind mit Induktion sofort klar.
(ii) Induktion nach n:
(1) n = 0: dieser Fall ist klar wegen G = G.
(2) n>0:

(G/N)™ = (G/N) Y (G/N)Y]
(G"UN)/N,(G"VN)/N]
{gNIQEG" N {gN | g€ G"VY
[90N, 1 N] | g € GO 1)

(90, n]N | g; € GOV

G™ . N)/N.

[
[
[
{
{
(

Dann folgt
Proposition 5.8.

1. Gibt esn € N mit G™ = {1}, dann gilt auch fiir jede ihrer Untergruppen H™ =
{1}, und auch fiir jede Faktorgruppe ist (G/N)™ = {1}.

2. Sind Gy, ...,Gy Gruppen mit Gl(-”i) ={1}, n=kgV{n; | 1 <i<m}, dann ist

(G % -+ x G)™ = {1}.

8. Ist N < G und N = (G/N)™ = {1}, dann ist G"*") = {1}.

Satz 5.9. Eine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn und nur wenn ein n € N
existiert derart, dass die hohere Kommutatorgruppe G = {1} ist.

Das kleinste n, fir welches das gilt, heiBit die abgeleitete Lange (“derived length”) der
auflésbaren Gruppe G, bezeichnet durch di(G).
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Beweis. (=) Sei zunéchst G auflésbar. Es gibt also eine Reihe
G=Gy> G > - >G, = {1}, mit abel’schen Faktoren G;/G;41.

Wir zeigen G C G;: da G,, = {1} folgt dann die Behauptung. Wir verfahren per
Induktion nach 7,0 < i < n. Firi = 0ist G© = G = Gy. Sei also i > 0. Nun ist
Gi_1/G; abel’sch, womit GU=D C G, gilt. Weiterhin ist nach Induktionsvoraussetzung
GU=Y C G,;_,, womit

G(z) _ (G(i—l))/ C (Gi—l)/ C Gz

ist.
(<) Ist umgekehrt G = {1}, dann bilden die héheren Kommutatorgruppen die
Reihe

G=G,=GVp>G,=GYD>...>G,=G" = {1}, mit abel’sch Faktoren G;/G;.;.
]

Nach Proposition 5.8 und Satz 5.9, die Klasse aller auflosbaren Gruppen ist abgeschlossen
unter S (Untergruppen), H (homomorphe Bilder), £ (Erweiterungen), unter Bildung von
endlichen direkten Produkten und beliebige Potenzen ([[,.; G)-

Wir haben

di(H) < dl(G) fur H < G,

di(G/N) < dI(G) fir N 4G,

dl(G) < dI(N) + dI(G/N) fiir eine Erweiterung von N durch G/N.

Bemerkung 5.10.

1. Jede Verfeinerung von eine Reihe mit abel’schen Faktoren ist auch mit abel’schen
Faktoren. Dann jede auflosbar Gruppe G mit eine Kompositionreihe endlich ist.

2. Eine endliche Gruppe G ist genau dann auflésbar wenn die Faktoren einer (jeder)
Kompositionreihe zyklisch mit Primzahlordnung sind.

3. G ist genau dann nicht auflosbar, wenn gibt es Untergruppen H und K so dafl
H <4 K <G und K/H einfach, nicht abel’sch (c.f. Beispiel 5.2).

4. Jede endliche p-Gruppe ist auflésbar. Tatséchlich, per Induktion nach |G|. G hat ein
nichttriviales Zentrum (nach Klassengleichung), dann folgt |G/Z(G)| < |G|. Z(G)
ist abel’sch, dann auflésbar. G/Z(G) ist eine p-Gruppe, dann auflésbar nach Induk-
tion. G ist eine Erweiterung von Z(G) durch G/Z(G), dann folgt G ist auflosbar.

Ubung 6. GL(n, K) ist nicht auflésbar (auBer wenn n = 2 und |K| = 2, 3).

Sei X = {x1,x9,...,}, definieren durch Induktion Wérter w, = w,(x1,...,Tm):
wi(z1, ) = [x1,x9), ist w, schon definiert w} = wy(xTanyi1,...,Ton+1) und Wy =
[wa, wy].

Zum Beispiel wy = [[x1, x|, [r3, 24]], ws = [[[x1, x2], [x3, 24]], [[25, 6], [x7, 28]]], ete.

Notation. G = w; = 1 <= Vg1,...,92 € G es gilt w;(g1,...,92) =1 in G.

Wir zeigen per Induktion nach n:
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Satz 5.11. Eine Gruppe G ist genau dann auflosbar (mit abgeleiteter Linge < n), wenn
und nur wenn ein n € N existiert derart, dass G |= w, =1 gilt.

Abschlieflend fithren wir noch zwei weitere bertihmte Satze auf, werden diese aber
nicht beweisen.

Satz 5.12 (von Burnside). Alle Gruppen der Ordnung p*q' mit Primzahlen p,q und k,1 €
N sind auflosbar.

Satz 5.13 (von Feit-Thompson). Alle Gruppen ungerader Ordnung sind auflosbar.

Der letzte Satz wurde im Jahr 1963 von Feit und Thompson bewiesen, der Original-
beweis ist inklusive aller Hilfssétze 274 Seiten lang. Ein kurzer Beweis dieses Satzes wird
nach wie vor dringend gesucht.

Definition 5.14 (Zentralreihe). Eine Normalreihe
{1}:G0<G1<<Gn71<Gn:Ga

(d.h. Vi G; < G) heiit Zentralreihe wenn Vi G;/G;—1 < Z(G/Gi-1).
Eine Gruppe G heifit nilpotent wenn G eine Zentralreihe besitzt.
Die Lange der kiirzesten Zentralreihe von G heifit Nilpotenzklasse von G.

Definition 5.15 (Absteigende Reihe). Die absteigende Zentralreihe
G =n(G) =2 7%(G) 2 %(G) = ...

wird rekursiv definiert durch v, (G) = G und ;41 (G) = [1:(G), GJ.

Nach Definition: v, (G) = G und 1,(G) = GM = @',
Per Induktion nach i: v;11(G) < 7;(G). Das ist klar fiir ¢ = 1. Dann [y;_1(G), G| <
7i-1(G) und es folgt 7141 (G) = [(G ) G] = [[%-1(G), G, G < i (G), Gl = %(G).

Definition 5.16 (Aufsteigende Reihe). Die aufsteigende Zentralreihe
{1} = 20(G) < Z1(G) < Z2(G) < Z3(G) <
wird rekursiv definiert durch Z;(G) = Z(G) und Z;, ist definiert durch

Zip1(G)/2:(G) = 2(G/Z:(G)).

Die aufsteigende Reihe ist sicher eine Zentralreihe, nach Definition.
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Lemma 5.17. Vi Z;(G) ist charakteristisch in G.

Beweis. Per Induktion nach i: i = 0,4 = 1 sind klar. Ist Z;_,(G) C G charakteristisch
fir ein 4, so induziert jedes f € Aut(G) ein f € Aut(G/Zi_1(G)) mit f(9Z;_1(G)) =
f(9)Zi—1(G) Vg€ G.Da Z(G/Z;_1(G)) € G/Z;_1(G) charakteristisch ist, folgt:

F(Z/(G))Zi-1(G)) = Zi(G)/Zi-1(G).
Folglich: f(g) € Z;(G) fir g € Z;(G). O
Lemma 5.18.
1. HL G = v(H) <v(G) Vi
2. Sei f: G — H ein Homomorphismus. Es gilt f(v;(Q)) = v(f(Q)) < vi(H) Vi.
Insbesondere ist Vi +;(G) voll invariant in G. Es folgt: v;(G) I G Vi.
Proposition 5.19. Die absteigende Retihe ist eine Zentralreihe.

Beweis. Per Induktion nach i. Sei 711(G) 2 © = y1...y, mit y; = a 'btab,a €
’)/Z(G), beaG.

Sei z € G. Es gilt z7'y;z = z7la b labz = z7ta 2 270 2 27 az - 2 Mbz €
[vi(G), G] weil 27'a"'2 € ;(G). Dann ~;(G) < G Vi. (siehe auch oben). Wir haben auch
Yi41(G) < %(G).

Das folgt: [G/7i41(G),%(G)/7i+1(G)] = [G,7(G)1i1(G)/7i41(G) = La/yipi(c)- Es
gilt: 7(G)/7i11(G) < Z(G/7i+1(G)). Das heifit die absteigende Reihe ist eine Zentral-
reihe. O

1

Proposition 5.20. Vn  7,(G) = {[g1,---,9a] | ¢1,92,---,9. € G) erzeugt von den
[917 s ;gn] = [[917 s 79”-1]7971]‘

Beweis. Wir fithren Induktion nach n durch. n = 1,n = 2 sind klar. Sei N :=
{({g1,---590] | 91,92,---,9n € G). Wir haben N < G und N < 7,(G). Nach Induk-
tion diirfen wir v,_1(G) = {[g1,- -, 9n-1] | i € G) voraussetzen. Dann ist v, 1(G)/N =
<[glv B agn—l]N | gi € G) und fiir gi € G gﬂt Hgla R 7gn—1]N7 gnN] = Hgla B 7gn—1]7gnN]
(91, .9N] = 1. Das folgt 3,(G)/N < Z(G/N) mnd 7,(G)/N = [yus(G). GI/N =
[Yn-1(G),G/N] =1, d.h. v,(G) = N. O

Satz 5.21 (Zentralereihen). Sei {1} = Gy < G; < ... < G, < G, = G, eine Zentral-
rethe einer nilpotenten Gruppe G, dann gilt

(1) vi(G) < Gnoiy1 Vi, daher v,41(G) = 1;
(2) G; < Z;(G) Vi, daher Z,(G) = G und insbesondere 1 # v,(G) < Z(G);

(3) Die nilpotenz-Klasse von G = Ldnge der absteigenden Zentralreihe = Ldnge der
aufstergende Zentralreihe.
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Beweis. Induktion nach 1.

(1): G = 71(G) = G,, und hat man v;(G) < G,,_;41 so folgt, nach Induktion, ;41 (G) =
[%J(G), G] < [Gn71+1, G] < ani weil aniJrl/ani < Z(G/anl)

(2): Fiir i = 0, haben wir 1 = Zy(G) = Gy und Z;(G) > G;, dann G;11/G; < Z(G/G;)
folgt Gi112i(G)/2:(G) < Z2(G/Zi(G)) = Zi41(G)/ Zi(G) = Giy1 < Zia(G).

(3) folgt aus (1) und (2). -

Sei X = {x1,29,...,}, definieren durch Induktion Worter v, = v,(21,...,Zpe1):
v1(21, 22) = [x1, T2, ist v, schon definiert, v, = [v,,_1, T, 1 1]. Zum Beispiel, vy = [[z1, T3], 23],
U3 = [[[xlv CBQ]) 1’3], 374], ete.

Notation. G EFv; =1 <= Vg1,..., 911 € G es gilt v;(g1,...,¢i+1) =1 in G.

Wir zeigen per Induktion nach n:

Satz 5.22. Eine Gruppe G ist genau dann nilpotent mit nilpotenz-Klasse < n (d.h.
Y (G) = 1), wenn und nur wenn ein n € N existiert derart, dass G |= v,11 =1 gilt.

Ubung 7. Die Klasse aller nilpotenten Gruppen ist abgeschlossen unter S (Untergruppen),
‘H (homomorphe Bilder), unter Bildung von endlichen direkten Produkten und beliebige
Potenzen. Die ist nicht abgeschlossen unter Erweiterungen.

Satz 5.23. Fir m,n € N und jede Gruppe G gilt:

(1) [1m(G): 1 (G)] < Y4 (G);
(i) G < v (G).

Insbesondere jede nilpotente Gruppe ist auflosbar. Hat G die Nilpotenzklasse ¢, dann
hat G abgeleitete Liange < [log, ¢] + 1.

Beweis. Wir fiihren Induktion nach n durch.

(): [1m(G), G] = Ym+1(G). Sei n > 2 und die Aussage fiir n — 1 bereits bewiesen. Mit
H = G/Ym1a(G) gilt dann [v,,(G), 1 (G)Yim4n (G) /Yimin (G) =

= [Vm(G>//ym+n(G)7 fYn(G)/’ym—I—n(G)] = [/ym(H>’ Vn(Hﬂ = ['Vm(H)? [Ha /yn—l(H)]] = 1H
wegen [Hv h/n—l(H)v '7m(H)H = [H7 h/m(H)v W/n—l(H)H - [Hv 7m+n—1(H)] = '7m+n(H) =

= Yt G)/Vm4n(G) = 1 und [yv1(H), [ym(H), H]] = [[vm(H), H], Y1 (H)] =

= [1H, 3 (F)] s (FD)] = P (), 1 (HD)] € i) = 1 mach demn 3-Unter-
gruppen Lemma (siehe unten).

(ii): GO = G = 4(G) = v0(G). Sei n eine natiirliche Zahl und bereits gezeigt, daf
G C 491 (G) gilt. Dann folgt aus der obigen Aussage, daf8 G = [G(~D G(—1]
[2n-1(G), 72n-1(G)] < 72 (G). U

Ubung 8 (3-Untergruppen Lemma). Seien A, B, C' normale Untergruppen von G. So gilt
[A,B,C] < [B,C, A]|C, A, B].

Proposition 5.24. Jede endliche p-Gruppe ist nilpotent.
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Beweis. Jede endliche p-Gruppe G besitzt ein nichttriviales Zentrum Z = Z(G).
Beweis mit Induktion nach |G|. Die Behauptung ist klar fiir |G| = 1 und V p-Gruppen
H mit |H| < |G| ist richtig. D.h. die Behauptung fiir G/Z ist richtig. Es gibt die
Zentralreihe
{lez} 4G1/Z2 9 Gy/Z ... 4G, /Z =GZ
damit ist

eine Zentralreine fiir G. O
Der Satz ist nicht richtig fiir nicht endliche p-Gruppen (Warum?).

Lemma 5.25. Jede nichttriviale nilpotente Gruppe ein nichttriviales Zentrum hat.

Beweis. Sein so dafl v,(G) =1 aber 7,_1(G) # 1 (hat G die Nilpotenzklass n).
Yo = [Yno1,Gl =1 <= Vo € v,.1(G),Vg € G, z7'¢g7'zg =1 < xg = gz, dann
10 a(G) < Z(G). s folgt Z(G) £ {1}.
[

Beispiele 5.26. S3, D,,(n # 2F) sind auflssbar aber nicht nilpotent. Zum Beispiel S3 hat
kein nichttriviales Zentrum.

Lemma 5.27. Seir G endliche Gruppe, P eine p-Sylow Untergruppe von G, H eine Un-
tergruppe von G. Dann gilt fiir No(P) < H < G, daff No(H) = H.

Beweis. Sei x € Ng(H), es gilt
P<H<Ng(H) = 27 'Pz < H.

P ist p-Sylow Untergruppe von H, daher auch 2=!Pz. Dann 3h € H, so dal h™'Ph =
r~'Prund xh™ ' Pha™! = (ha=')"'P(haz™') = P. Das bedeutet, dal hz™' € Ng(P) < H.
Aber h,hx™" € H, dann z € H. Wir schlieBen, dafl Ng(H) = H. O

Definition 5.28 (Normalisatoreigenschaft). Eine Gruppe G hat die Normalisatoreigen-
schaft wenn VH < G, H # G gilt, dall H # Ng(H).

Definition 5.29 (Subnormal Untergruppe). Eine Untergruppe H < G heiit subnormal,
wenn gibt es eine Rethe H = Hy < H; J--- <4 H, =(G.

Satz 5.30. Fir eine endliche Gruppe G sind aquivalent:
(1) G ist nilpotent;
(2) Jede Untergruppe von G ist subnormal;
(8) G hat die Normalisatoreigenschaft;
(4) Jede mazimale Untergruppe von G ist normal;

(5) G ist das direkte Produkt ihrer Sylow Untergruppen.
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Beweis. (1) = (2):
Sei G nilpotent mit Klasse ¢, und H < G. Dann gilt Vi, HZ;(G) < HZ;1(G) denn
HZ;(G) < HZ;,1(G). Es gilt, nach Definition, Z;1(G)/Z;(G) = Z (G/Z;(G)) . Es gilt

HZ{(G)/Zi(G) S HZ;1(G)] Z:(G).
Seien h,hy € H, ¢1 € Z;11(G), dann
Wir konjugieren
(hig1) " h(h191) Zi(G) = g7 'hy ' hhngi Zi(G),
Dann gilt HZ,(G) < HZ;.1(G) Vi und wir haben

H=HZ(G) QHZ(G) < - QHZ(G) = C.

(2) = (3):
Sei H < G, H subnormal: H = Hy<H; <--- < H,, = G. Sei ¢ der kleinste Index mit

(3) = (4):

Sei M S G maximal, es gilt Ng(M) > M dann Ng(M) = G. Das bedeutet, da8
M <G.

(4) = (5):

Sei P eine Sylow Untergruppe. Wollen zeigen: P < G. Angenommen Ng(P) # G,
dann Ng(P) ist enthalten in einer maximalen Untergruppe M.

Lemma 5.27
=

P< Ng(P)< MG Ng(M) = M.

Anderseits M IG = Ng(M) = G ist ein Widerspruch. Dann gilt P <G fiir alle Sylow
Untergruppen.

Seien py,...,p, die Primteiler von |G|, S,, die zugehérigen Sylow Untergruppen. Zu
jedem Primteiler p von |G| gibt es daher genau eine p-Sylow Untergruppe; S,, besteht aus
allen Elementen mit Ordnung eine Potenz von p; und dem 1-Element. Dann gilt

Spy NSy, ={1} = S,, - Sp, = Sp, X S,

Weiters gilt S, S,, <G.
Analog:

SPISPQ N Sps = {1} = Sp1 szsps = Sm sz X Sps = Spl X sz X Sps'

Mit Induktion:

SP15P2 ) "Spnq n Spn = {1} = Sp15p2 T Spn = Sm X sz X X Spn =G,
weil |G| =[Sy, |+ [Spy| -+ - [Sp, |-
(5) = (1):
Jede p-Gruppe ist nilpotent fiir jedes p. Dann jedes endliche direkte Produkt solcher
Gruppen ist wieder nilpotent. O
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Wir wollen eine allgemeine Konstruktion nilpotenten Gruppen haben.
Seien R ein Ring mit 1, N ein Unterring, ohne 1,

N = { Summen von Produkten von i Elementen von N }.

Insbesondere N = N. Jedes N® ist ein Unterring und N = N > N@ >

Definition 5.31 (Nilpotent Ring). Ein Ring N heBt nilpotent falls 3n € N mit

N®W =10} <= xz,-... -2, =0V2y,...,2, € N.

Sei U = {1 + z | x € N} mit Multiplikation von R.
Die Menge U ist eine Gruppe:
1+2)1+y)=14+(xr+y+2zy) €U und
l4+z)t=1—a+a?— -+ (=) ta"! weil

A4+2)(l—z+2° -+ (—2)" ) =1-2" =1 weil 2" = 0.

Sei ‘
U={l+z|ze NV} firi=1,2,...,n

Dann gilt
{1}<Un<Un—1<<UIZU

Jedes U; ist Untergruppe, weil N@ ist Unterring.
Seien z € N,y € N©),

Mtz l+yl=(1+yI+2) " Q+a)l+y)=Q+y+a+yz) (1+z+y+ay),
mit v =y+z+yr € N und u =z +y+ 2y € N'*9_ Dann
MT+al+yl=0+0)"'1+u)=1-v+0>—. .. +(=1)""H1+u) =
=1+(1—v+0*—. .+ (D" (u—2)+ (1) " .
Dann gilt v" 'u =0und u —v=a+y+ay — 2 —y—yr =2y — yr € N daher
1+z,14+y] €U,

Wir haben gezeigt [U,, Us|] < U,,s. Insbesondere fiir s = 1, wir haben [U,, U] < U1 < U,,
dann gilt U, < U. Anders, seien a € U,;1,b € U,, dann gilt b~taba™t € [U,,U] < U, und
b~ lab € Ur+1 — Ur+1 <U,.

[U,,U] < U1, das heifit jedes Element von U, kommutiert mit jedem Element von U
modulo U, ;.

Seien a € U,b € U,, dann b'a"tba € U,, = baU,;; = abU, 1,

= Ur/UrJrl <Z (U/Ur+1)

{1}<Un<Un71<<Ule

ist eine Zentralreihe. Das heifit die Nilpotentzklasse von U ist < n.
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Sei S ein kommutativer Ring mit 1 und n € N, R = M, ,,(S) n x n-Matrizen tiber S.
N = der Unterring der oberen Dreiecks Matrizen mit 0 auf der Diagonalen.

Wir bilden Unterring mit

N@ = alle Matrizen, die auf der ersten Nebendiagonalen, ebenfalls 0 haben.

N® = alle Matrizen, die auf den ersten i — 1 Nebendiagonalen lauter 0 haben.

N®™ = {0}.

U = Menge aller oberen A-Matrizen mit 1’-en auf der Hauptdiagonale

U(n,S) ist eine nilpotente Gruppe, beziiglich Matrizenmultiplikation.

Wir haben die Zentralreihe

{1} = Un = Un(n, S) < Un—l = Un_l(n, S) < cee < U1 = Ul(n, S) = U(?’L, S),

so mit Nilpotenzklasse < n. Es gilt U; = Gruppe aller oberen A-Matrizen mit len auf
Hauptdiagonale und 0 auf den ersten (i — 1) Nebendiagonalen. Kann sich iiberlegen: die
Nilpotenzklasse von U(n, S) ist genau = n, weil

([l + Er2, 1 + Eas) . I+ Esa]l , I+ Eysl, -], 1+ En_14]] -

Zu jedem n gibt es eine nilpotente Gruppe mit Nilpotenzklasse n.

Wenn S = Z erhélt man mit U(n,Z) eine Torsion freie Gruppe mit Nilpotenzklasse
=n.
Eine Gruppe ist torsions freie wenn jedes x # 1 hat unendliche Ordnung.

Wenn S =F,, U(n,F,) < GL(n,F,) mit
P =DE"=p) @ =" =" =" 1) (p= 1) pepte " =
=" =D =1 (- 1) pl)
Elementen in GL(n,F,).
U(n, F)| = pl)
das heifit U(n,F,) ist eine p-Sylow Untergruppe von GL(n,F,).

Satz 5.32. Jede endliche p-Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe von U(n,F,).

Jede endliche p-Gruppe lafit sich als Gruppe von A-Matrizen iiber F), realisieren.

Satz 5.33. Zu jedem Korper K und jeder endlichen Gruppe G gibt es ein n, sodaff G zu
einer Untergruppe von GL(n,K) isomorph ist.

Beweis von Satz 5.33. Wéhle n := |G|, sei K" = Vektorraum iiber K mit Basis G, d.h.
betrachten KG = {3 oAy 9, Ay € K}. G wirkt auf KG durch

goZ)\h-h::ZAh-gh.
heG heG

Die Wirkung ist treu (oder effektiv), d.h. wenn go >, o An-h = >, .o An - h, dann
g = 1G-
Daher ist G < Aut(KG) = GL(n, K). O
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Beweis von Satz 5.32. Sei G eine endliche p-Gruppe, K = F,, dann ist G' isomorph zu
einer Untergruppe H von GL(n,F,) fir geeignetes n. Wir haben H < P mit P eine
p-Sylow Gruppe von GL(n,F,). Aber P und U(n,F,) sind zueinander konjugiert, d.h.
Jdz € GL(n,F,) mit z7' Pz = U(n,F,). Dann gilt 7 'Hz < U(n,F,). O

6 Freie Gruppen

Seien X # () eine Menge, K # ) eine Klasse von Gruppen.

Definition 6.1. Eine Gruppe F' € K, zusammen mit einer Abbildung i: X — I heifit
K-frei diber X (oder frei in K diber X ) wenn gilt: VG € K, Vf: X — G, 3! (eindeutig)
Homomorphismus f: F' — G sodafl das Diagramm:

BN

X

A
{//f
r

kommutiert.

Folgerungen (falls I exisitiert):

(1) Wenn K eine Gruppe mit mehr als einem Element enthélt, ist ¢ injektiv und X
wird mit ¢(X) identifiziert. X kann dann als Teilmenge von F' angesehen werden.

(2) F ist bis auf Isomorphie eindeutig durch |X| und K bestimmt.

(3) F wird von X = i(X) erzeugt.

Beweis. (1): G € K, |G| > 1, seien z #y € X, 3f: X — G mit f(x) # f(y). Dann gilt
fli(@)) = fz) # fly) = f(i(y)) = i(z) #i(y).

(2): Seien Fi, Fy zwei K-freie Objekte iiber X. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit,
X C Fy und X C Fy. Wir haben die Diagramme

X—XCFE
b

. 7
le 7
7N

jand
und

X—XCHh
2

. 7
ZQJ/ .
7 I

£, ist ein Homomorphismus Fy — F, mit f,

FQ — Fl mit 72‘){
idx und f, o f, ist ein Homomorphismus Fy — F, mit (f, o f,)|, = idx.
Es kann nur einen solchen Homomorphismus geben, idg, ist ein solcher, dann gilt

foofi =idp und f, 0 fy = idp,.

} « = ldx und f ist ein Homomorphismus

= idx. Dann f,o f, ist ein Homomorphismus F} — F} mit (fy0f;) } x =
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Falls | X;| = | X5] mit a: X; — X5 und a™': X, — X, analoge Vorgehensweise, nur
statt idy mit o und o' arbeiten:

X1 L))(2 Q F2
b

. ~
l .
< fi

2
(3): Siehe unten. O

Beispiele 6.2. (1) K = Ab = Klasse der abel’schen Gruppen, X = {x1,2s,...,z,}, die
Ab-freie Gruppe iiber X ist isomorph zu Z".

(2) X beliebig, dann betrachtet man Z* = {f: X — Z} mit punktweisen Verkniipfung.
Sei F = {f € Z* | f(n) = 0 bis auf endlich vielen } < ZX. Dann i: X — F,x > f, mit
fz(y) =1 fiir z = y, 0 sonst.

(3) Die Klasse der endlichen Gruppen besitzt keine freie Gruppe..

Definition 6.3 (Absolut freie Gruppe/Rang). Eine Gruppe F', zusammen mit einer Ab-
bildung i: X — F heifit absolut frei iber X (oder frei diber X ) wenn gilt: F ist K-frei
iber X mit I = Klasse aller Gruppen.

Der Rang einer freien Gruppe iiber X ist die Méchtigkeit | X| von X: rang(F) = |X|.

Man miisste beweisen dass es existiert zu jedem X eine absolute freie Gruppe iiber X.

Beweise (Existenz von absolut freie Gruppe). Gegeben sei die Erzeugermenge X. Wir
wiahlen fiir jedes z € X ein neues Symbol z7! und betrachten nun das Wortmonoid
(X U X 1)* (dh. die Halbgruppe mit Einselement, von X LI X! erzeugt) iiber dem
Alphabet X L X1

(XUXH* = Menge aller endlichen Wérter iiber X1UX !, inklusive dem leeren Wort 1,
und zwei Operationen:

(u,v) — u-v die Konkatenation (eine assoziative Verkniipfung) und

1

u+— u die inverse Element, definiert durch

U=y ... Y, mity; € XU X" dann ™' =y ...y und 171 ;= 1. Wir haben, daf
(u ™ =u, (vw) =w

Wir betrachten Aquivalenzrelation ~ auf (X L X~1)* wenn sich u durch endliche
Streichungen und / oder Einfiigungen von Segmenten der Form xz~! oder z 7'z, fiir x ein
beliebiges Element von X, in v umformen laf}t.

~ ist eine Aquivalenzrelation, die mit - und - vertraglich ist, d.h.

U~ UV,Uur ~ UV == Ul ~ V0

U~y = u ' ~ov L

Mann kann auf die Quotientenmenge (X L X ~1)* / ~ die Operationen - und —1 definieren
durch
[W]fv] = [u- o], [u] ™" =[],
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Die Multiplikation ist assoziativ und die Involution (= die Inversenbildung) erfiillt
([u][v]) ™" = [v] ' [u] ™" und ([u]"')™' = [u], [1] ist Einselement.
! ist eine Inversion: fiir u € (XUX D u=y;...yn,

] ™ = fu- v =y -] = (1]

Dann (X U Xfl)*/fv ist eine Gruppe, genannt F'(X) oder F', und gibt es eine Abbildung
X — F(X), z.B. z +— [z] (eine Bijektion).

F wird als Gruppe von {[z] | x € X} erzeugt. Sei G beliebig, f: X — G gesucht ist
Homomorphismus f: F(X) — G mit f|x = f. Dieser ist dann notwendig eindeutig, weil
F(X) von X erzeugt wird. Sei [w] € F(X) beliebig w = 7' ... 25 mit x; € X,¢; = £1

n

f(x;) := f(x;) ist vorgegeben, wir definieren f(x; ') := (f(x;)) ™" = (f(x;)) 7,

dann f(25%) = (f(z;))% und wir definieren f(w) = f(z5...25) := (f(21)) ... (f(20))"".
Bemerkung 6.4. Sei X eine Teilmenge von eine Gruppe G erzeugte von X, d.h. G =
(X), und f: X — H (eine beliebige Gruppe H), dann hat f hochstens eine Fortsetzung

f:G— H.

Bleibt zu zeigen: wohldefiniertheit, daher unabhéngig vom Reprédsentanten in [w].
Definiere g: (X U X 1)* — G, g(w) := gz ...25") = (f(z1))* ... (f(z,))" ist ein
Monoidhomomorphismus, der mit der Involution vertraglich ist.

X (XUXY

fJ( _ - - lw»—)[w]
_- g

G%F(X) =(XUX 1)/~
Wenn w ~ u, dh. w = wy = w; = ... = w, = u und (jeweils eine Elementare
Operation) auf der rechten Seite dndert sich nichts, da dort 1 eingefiigt oder rausgestrichen
wird, dann
W~ u = g(w) = g(u)

und g kann fiir Aquivalenzklassen definiert werden. O

Man kann einen anderen Beweis fiir die Existenz von F(X) geben. Ein Wort w €
(X UX~1)* heiBt reduziert, wenn w kein Segment der Form z - ™1 oder 7! - x, mit x ein
Buchstabe, enthalt.

w € (X UXH* kann durch sukzessives Streichen solcher Segmente in ein reduziertes
Wort iiberfithrt werden. Dieses reduzierte Wort ist nur von w abhangig, unabhangig
davon in welcher Reihenfolge die Reduktionen (= Streichungen) vorgenommen werden.

Bezeichnung: w — red(w).

Wir haben, dal u ~ v = red(u) = red(v). Jede ~-Klasse besitzt genau ein re-
duziertes Wort. F(X) = Menge aller endlichen reduzierten Worter iiber X /X !, inklu-
sive dem leeren Wort 1, mit zwei Operationen: ‘Involution’ und ‘Konkatenation + Re-
duktion’.

Proposition 6.5. G = (X) ist genau dann frei iber X wenn in G, w # 1 fiir jedes nicht
leere reduzierte Wort w in X U X 1. Aquivalent: fir u,v € (X UX™Y*, dann gilt u = v
in G nur dann, wenn red(u) = red(v).
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Zu zeigen: die universelle Eigenschaft. Sei H eine Gruppe, f: X — H eine Abbildung.
Dann 3! f: G — H mit f|x = f. Wir definieren f(z7"...25) := (f(z1)) ... (f(x,))".

Beispiel 6.6. A, B € GL(2,R), so dafl A = [(1) Cll] und B = E ﬂ mit a,b € R, |al, |b] >

2. Sei H = (A, B) < GL(2,R). Wir haben H = {A™B" ... A"-1B™ | n; € Z}. Behaup-
tung: H is frei, rang(H) = 2.

Wir haben, dafi A" = {1 na} . Also A" [13] = {xjtnay} . Seien M; = { [x] |
0 1 Yy y Yy

2| > |y|} und My = { B] | |z| < |y|}. Wir bemerken, da§ M; N M, = (. Wir haben,

daf fiir jedes reduzierte Wort B™ ... A™-1B™ # 1 mit ny # 0,n; # 0 und fiir jedes
reduzierte Wort A™ B2 ... A™-1 £ 1 mit ny # 0,n;_1 # 0, weil fiir v € M, und n # 0,
A =o' € My (weil |x + nay| > |nally| — || = 2|y| — |z| > |y|) und fiir v € M; und
n # 0, B = v" € M. Aber jedes reduzierte Wort A™ B"2 ... A™-1B™ mit ny # 0,n; # 0
und jedes reduzierte Wort B™ ... A™-1 mit ny # 0,n;_1 # 0 sind konjugiert mit Worten
wie oben (dann # 1). Nach Proposition 6.5, H ist frei und rang(H) = 2.

Offene Frage 6.7. Gibt es a,b € Q mit |a] < 2 (oder [b] < 2) so daB H ist frei und
rang(H) = 27

Beispiel 6.8. Sei R ein Ring, R[[x1,...,24)] = {D j~ow | u; ein homogen Polynom }.
Ein Polynom, mit nicht kommutierende Variablen xy,...,z, heiflt homogen, falls alle
Monome, aus denen das Polynom besteht, den gleichen Grad haben. Z.B. xyxox; ist ein
Monom und z179z; — 2237, ist ein homogen Polynom.

Sei G|[x1,...,2k]] C R[[z1,...,xk]] so dal Elementen von G|[xy,...,zx]] haben kon-
stante Term = 1, d.h. 14+ u € G[[z1,...,2%]] mit v € R[[xy,...,x;])] und w hat kein
konstante Term. Wir sehen, da (1 +u)™' = (1 —u+u?>—u®+...) € G[[z1,. .., z]).

Sei H={(14xy,...,14+x) < G[x1,...,z]].

Behauptung: H is frei, rang(H) = k.

Wir haben da8 (1 + ;)" = (1 +na; +...), ¥n € Z. Dann gilt

(T4 2,)" (L4 24)" - (L4 2)™ = (L 4+ nxyy, +ur) (1 + nag, +ug) - -+ (1 + nay, + )

und V7, u; hat kein konstante Term und Grad 1 Term. Dann fiir jedes nicht leere reduzierte
Wort win 1+ zy,...,1+x,, (1+21)7% ..., (1 +2)"! wir haben:

w = (1 + :C,;l)"l(l + $i2>n2 e (1 + $Z‘l)nl =1 + (nilniQ .. .nil)xilxh .. .LEZ'Z 4+ ... # 1,

Vn; € Z \ {0} so daB w ist nicht leere reduzierte Wort. Nach Proposition 6.5, H ist frei
und rang(H) = k.

Ubung 9. Beweise das Ping-Pong Lemma.

Sei X ein Erzeugendensystem einer Gruppe G mit | X| > 2. Dann sind dquivalent:

(i) Es existieren eine Gruppenwirkung G xY — Y und paarweise disjunkte Teilmengen
Y, Z,,x € X, von Y, so daf

r(Y\Y,) C Z, und 2 (Y \ Z,) CY,
fir alle z € X.

(ii) Die Abbildung idx setzt zu einem Gruppenisomorphismus von F'(X) nach G fort.
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Ubung 10. Sei C := C U oco. Betrachte Bijektionen a, 3, auf C mit alz) =2+2,0(2) =
o V(2) = % Beweise dafl («, 5) ist frei iiber «, 3.

Satz 6.9 (Nielsen, 1921: endlich erzeugt, Schreier, 1926: beliebig). Untergruppen freier
Gruppen sind frei.

Ubung 11.

e Falls Fy von x,y frei erzeugt wird (d.h. F ist absolut frei iiber X mit X = {x,y}),
so bilden die z, := y~"zy™ ein freies System (zu zeigen: w # 1 fiir jedes nicht leere
reduzierte Wort w in {z,,2,' | n € N}); So F, und F} sind Untergruppen von Fj;

e Alle freien Gruppen sind linear, d.h. Untergruppe von einem GL(n,K);

e Fir k > 1 gilt Z(F;) = {1}, das Zentrum von Fj, ist trivial.

7 Relativ freie Gruppen

Sei K eine Klasse von Gruppen. Wir definieren die Klassenoperatoren P, S, H :

PK = Klasse aller Gruppen, die isomorph zu (vielleicht unendlichen) direkten Pro-
dukten von K sind.

SK = Klasse aller Gruppen, die isomorph zu Untergruppen von Mietgliedern von K
sind.

HIC = Klasse aller Gruppen, die isomorph zu homomorphen Bilden von Mitgliedern
von K sind.

X € {P,S,H},K eine Klasse von Gruppen. K ist abgeschlossen unter X, wenn
XK C K. Beispiel: abel’sche Gruppen (X beliebig).

Satz 7.1. Zu jeder Klasse IC von Gruppen, die abgeschlossen unter P und S gibt es tiber
jeder Menge X eine KC-freie Gruppe tiber X.

Beweis. Sei K eine Klasse mit PX C K, SK C K, X # (). Wir definieren
Wi ={we F(X)|K}Ew=1}.
O.B.d.A. die Klasse K enthélt nicht triviale Mitglieder, dann gilt Wic # (). Wir definieren
Kic = F(X)\ Wx = {w € F(X) | K Fw =1},

Die Untergruppe K ist voll-invariante Untergruppe (siehe Definition 5.4; m. a. W.
abgeschlossen unter allen Substitutionen: Variable — Wort). _
Zu jedem w € Wy, 3G, € K und f,: X — G, sodal f,(w) # 1 wobei f,: F(X) —
G, von die universelle Eigenschaft ist. Betrachten [], .y G mit ®: X — ], -y Gu 50
w K w K
daB ®(x) := (fu(T))wew,. Die Abbildung ® is injektiv (wenn x # y, dann 2y~ € Wy).
Sei G := (®(X)) < [[yew, Gus G € K und wird von ®(X), welches mit X identifiziert
werden kann, erzeugt.
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Behauptung: G = Fic(X).
Sei H € I beliebig mit ¢: X — H beliebig. Dann kann ¢ zu einem Homomorphismus
?: F(X) — H fortgesetzt werden und ®: X — G kann zu Homomorphismus ®: F(X) —
G fortgesetzt werden.
X—5H
id

F

7
.7

g
|

—~

/?r
XL;G

Ve

id
Ve
F(X)
Es gilt ®(u) = (f,(1))wew,. Wir mochten zeigen, daf gibt es a: G — H sodass das
folgende Diagramm kommutiert:

Es gilt Ker® = K = F(X)\ Wk :
e Wenmw € Kx = G Fw=1= ®w) =1
e Wenn w € Wi dann gilt f, (w) # 1 = &(w)

ann Ky C Ker .
1. Dann Ker ® C K.

O

Seien F'(X) ein absolut freie Gruppe, K C F(X). Wir definieren
Kk :={G| G w=1fir alle w € K}.

Die Klasse Kk wird durch die Menge der Identititen {w =1 | w € K} definiert.
z.B. K = {zyz" 'y '} baw K = {xyz 'y 'uvu v~} dann Kx = abelsche Gruppen.
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Definition 7.2 (Garrett Birkhoff’35, Philip Hall’49). Eine Klasse IC von Gruppen kann
durch Identititen definiert werden, wenn es ein X und ein K C F(X) gibt mit K = K.
In diesem Fall IC heif3t eine Varietat von Gruppen.

Frage 7.3 (Birkhoff). Welche Klassen von Gruppen kénnen durch Identitdten definiert
werden?

Satz 7.4 (Birkhoff’35). Fine Klasse K kann genau dann durch Identititen definiert wer-
den, wenn und nur wenn K abgeschlossen unter P, S und H ist.

Beweis. Es ist klar, dafl jede solche Klasse ist abgeschlossen unter P, S und H.

Sei K abgeschlossen unter P, S und H. Sei X = {x;, 2, ...} eine abzdhlbar unendliche
Menge, wir bilde die absolut freie Gruppe F(X).

Seien K :={w € F(X) | K Ew = 1}, wir bilden Kk :

Kg:={G| GEw=1fir alle w € K}.

Dann gilt K C K.

Zu zeigen: Kx C K.

Sei G € Kk, bilde F(G) und Fy(G) (existieren nach Satz 7.1). Die Abbildung
id: G — G kann zu einem Homomorphismus ¢: F(G) — G und zu einem Homomor-
phismus ¢ : F(G) — Fic(G) fortgesetzt werden. Beide Homomorphismen sind surjektiv:

Wir zeigen die Existenz von «, also ist zu zeigen Ker1) C Ker ¢.

Sei u & Ker ¢, u ist ein Wort in den Symbolen g1, ..., gk, 91 -,z mit g; € G.

u ¢ Kero heifit p(u) # 1 = G = u(xy,...,zx) = 1, betrachte u(zy,...,zx) €
F(X), die g;'s werden durch z;’s substituiert. Dann u(z,...,2x) € K = F(G) B
uw(xy,...,zp) =1 = Y(u) # 1 = Kery) C Kero.

Dann gilt Ja: Fic(G) — G mit ay) = ¢. Insbesondere gilt Vg € G, a(g) = g und « ist
surjektiv. G ist Homomorphes Bild von Fic(G), dann G € K weil HK C K. O

Sei K eine beliebige Klasse von Gruppen. Dann gilt
PSK CSPK PHK C HPK SHK C HSK

Daraus folgt HSPK ist die kleinste Klasse, die I enthalte und abgeschlossen unter P, S
und H ist. Die ist die kleinste Klasse, die K enthéalt und durch Identitdten definiert
werden kann, = Kx wobei K :={w € F(X) | K Fw = 1}.

Ubung 12. Sei K = {G} mit G endlich und VH € K endlich erzeugt. Dann gilt VH € Ky,
dass |H| < 0.
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Ubung 13. Finden Klassen von Gruppen Ki, Ko, K5, etc. so daB: SK; # K1, HK, =
ICl,PK:l = ]Cl aber S’CQ = ICQ,H]CQ 7£ ICQ, P}Cg 7é ICQ, etc.

Satz 7.5. Fir eine Gruppe F sind dquivalent:
1. F ist KC-frei fir eine geeignete Klasse K;
2. F ist K-frei fir eine geeignete Varietat K,
3. F ist {F}-frei;
4. F ist HSP{F}-frei.

Wenn | X;| = | X3| dann sind Fic(X;) = Fic(X3) zueinander. Es gilt auch die Umkehrung
(fiir freie erzeugten Systeme X; und Xs). Beispiel: sei F' frei iiber {z,y} dans ist F' auch
frei iiber {zy,y}.

Definition 7.6 (Verbale Untergruppe). Sei K C (X U X 1),
Vi = (w(g,...,q) |we K, g, €G) <G

ist verbale Untergruppe von G.

Sei w € (X UXY* und G, H zwei Gruppen. Dann Vy: G — H,

p(w(gr,. ., q1) = w(@(g1), - ¢(gn))-

Es folgt o({(w(g1,---,q),9: € G)) C (w(p(g1),-..,¢(q)),g;: € G). Insbesondere,

Lemma 7.7. Jede verbale Untergruppe ist voll-invariant.

Satz 7.8. Fine Untergruppe N < F(X) ist eine verbale Untergruppe wenn und nur wenn
1. u,v € N =uv ! € N;

2. Yu=wu(xy,...,27) € N und vy,...,v € F(X) = u(vy,...,v) € H.

Ubung 14. Voll-invariant Untergruppe #= verbale Untergruppe.

Satz 7.9. Sei G eine relativ freie Gruppe. Dann ist jede voll-invariante Untergruppe
H < G verbal.

Beweis. Sei H voll-invariante Untergruppe von G. Sei
Ky ={w=w(xy,...,77) € F(X) |w(q,...,q) € HVg; € G}.

Zu zeigen: H = Vi,,.
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oV, < H ist klar.

oH g VKH :

Sei h € H. Dann Jw € G sodaBB h = w(fi,,..., fi,), fi,i € I ist eine freie Erzeugen-
densystem: G = (f; | i € I). H ist voll-invariant = w(x1,...,z,) € Ky weil Vg1, ..., 9,
die Abbildung f;, — ¢;, ist ein Endomorphismus und w(gs,...,g,) € H. O

Ubung 15. Die quaternion Gruppe ist nicht relative freie Gruppe.

Die Burnside-Varietét B(m,n) ist mit Identitdt 2™ = 1 definiert (zwischen den Grup-
pen mit m > 2 erzeugte Elementen).
Es gibt drei Variationen des Burnside-Problems: klassisch, schwach und eingeschrankt.

Klassisches Burnside-Problem: Sei n eine naturliche Zahl und sei G eine endlich
erzeugte Gruppe, so dass fiir alle g € G gilt: ¢" = 1. Ist GG endlich?

Die Antwort ist positiv fir

n = 2 (leicht),

n = 3 (endlich: Burnside, 1902, die Kardinalitdt: Levi und van der Waerden, 1933),

n =4 (Sanow, 1940)

n =6 (M. Hall, 1976).

Die Antwort ist negativ fiir alle ungerade n > 4381 (P.S. Novikov und S.I. Adian,
1968) alle ungerade n > 665 (S.I. Adian, 1975)

Das Problem fiir n = 5 und n = 7 und n = 8 ist bis jetzt offen.

Satz 7.10 (Olshanski, 1982). Sei p eine Primzahl grofer als 107°. Es ezistiert eine
unendliche Gruppe G, so dass jede echte Untergruppe von G isomorph Z/pZ ist.

Diese Gruppe heifit Tarski-Monster.

Schwaches Burnside-Problem: Sei G endlich erzeugt und fiir alle ¢ € G existiert
n(g) € N, so dass g"9) = 1 ist. Ist G endlich?

Die Antwort ist negativ nach folgendem Satz:

Satz 7.11 (Golod, 1964). Fur jede Primzahlp existiert eine 2-erzeugte unendliche Gruppe
G, so dass die Ordnungen der Elemente von G Potenzen von p sind.

Satz 7.12 (Grigorchuk, 1980, Gupta-Sidki, 1983). Fur jede ungerade Primzahl p existiert
ein Baum X, so dass Aut(X) eine Untergruppe G enthdlt, fir die folgendes gilt:

(1) G ist von 2 Elementen erzeugt.

(2) G ist eine p-Gruppe.

(3) G ist unendlich.

Eingeschranktes Burnside-Problem: Seien n,m € N. Gibt es eine natiirliche
Zahl f(n,m), so dass die Ordnung jeder endlichen m-erzeugten Gruppe mit dem Identitét
x™ = 1 nicht grofler als f(n,m) ist?

Die Antwort ist positiv: Zelmanov, Fields-Medaille 1994.
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8 Prasentationen von Gruppen

Jede Gruppe ist homomorphes Bild einer freien Gruppe. Sei namlich X ein Erzeugenden-
system von G. Nach die universelle Eigenschaft, setzt sich die Identitat auf X zu einem
surjektiven Homomorphismus idx : F(X) — G fort:

X .q
l -
? e
, o idx
F(X)
Sei m: F(X) — G eine Surjektion und R C F(X) erzeuge Ker 7 als Normalteiler, d.h.

((R)) = Kerm und ((R)) ist die normal Hiille von R in F'(X), die Menge aller endlichen
Produkte von konjugierten von Elementen von R.

Definition 8.1 (Préisentation). G = (X | R) ist eine Prdsentation von G.

Die Elemente aus X nennt man Erzeuger, die Elemente aus R nennt man Relatoren von
G, die Elemente aus ((R)) (oder aus Ker 7) nennt man Relationen von G.

Eine Présentation ist endlich wenn | X| < oo, |R| < o0.

e Jede Gruppe besitzt eine Prasentation;

e Jede endliche Gruppe sogar eine endliche Prasentation.
Lemma 8.2. Seien v: F — G,0: FF — H Homomorphismen mit:

e Bildy =G, d.h. v: F - G,

o Kervy C Kerd.

Dann gibt es einen Homomorphismus ®: G — H sodaff d = ® oy :

-2,

//
Vs [

G

Beweis. Wir definieren ®(g) := §(v *(g)).
Die Abbildung ist wohldefiniert: seien f, f' € v71(g),

V() =)= [ [ € Kery C Kerd = d(f) = o(f).

Die Abbildung ist Homomorphismus: seien g,¢’ € G, f, f' € F,v(f) = g,7(f") = ¢,

V) =) =99 2(gg) =0(ff) = 0(f)o(f) = (9)®(g).

Das Dreieck kommutiert:
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Satz 8.3 (Satz von Walther von Dyck’1882). Seien G = (X | R) und H = (X | S) zwei
Gruppen mit R C S. Dann gibt es einen surjektiven Homomorphismus ®: G — H mit:

(i) ®|x =idy;
(i1)) Ker® = ((S'\ R)).

Umgekehrt hat jede Faktorgruppe G eine Prdsentation der Form (X | S) mit S O R.

Beweis. Sei F' die freie Gruppe mit Basis X, v: F(X) - G und 0: F(X) — H die
durch die Abbildungen X — G,z — z und X — H,z — z induzierten surjektiven
Homomorphismen. Aus

Kery = ((R)), Kerd = ((5))

und R C S folgt: Kery C Kerd. Nach dem vorangegangenen Lemma gibt es einen
Homomorphismus ®: G — H mit § = ® o~. Da J surjektiv ist, ist es auch ® und fiir alle
r € X gilt §(z) = x sowie y(x) = z und damit (x) = x.

Es gilt Ker ® = y(Ker §) denn:

Kerd =6 (1) =7 (@7 (1)) = Keré = v ! (Ker ®) = Ker ® = ~(Ker ).

Daraus folgt Ker ® = ((S'\ R)).
Sei umgekehrt () eine Faktorgruppe von G und 7 die kanonische Projektion auf Q:

m G — Q.

Dann ist moy: F(X) — @ ein Homomorphismus mit R C Kerm o~ und (X | Kerm o)
eine Prasentation von Q).

]

Beispiele 8.4 (Prisentationen).

1. Die zyklische Gruppe der Ordnung n kann offenbar wie folgt présentiert werden
Z/nZ = (a | a");

2. F(X)=(X|0) und F}, = (xq,...,7; | 0) sind Prasentationen von absolute freie
Gruppen, iiber X und von rang k > 0;

3. Die Diedergruppe, die Gruppe aller Symmetrien des regelméafiigen n-Ecks (n Drehun-
gen und n Spiegelungen) hat eine Présentation

D,={(o,7|c*=1"=1,0r0 =71 =C, xCy
und andere Prasentation
Dy = (z,y | 2% y*, (zy)")
via x =0,y = TO0.

4. Seien Gh = (X1 | R1),Gy = (X3 | Re), X1 N Xy = 0. Das freie Produkt von G; und
GQ ist
G1 * G2 = <X1 L]XQ | Rl,R2>.
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o Fipx I = Fry;

o 7/2Z+7/27 = Dy, (x — —x und x — 1 — z sind freie Erzeuger der Ordnung
2);

o 7/2Z x7/37Z = PSL(2,7Z) [siche Robinson 6.2].

Gegeben eine Familie von Gruppen {G,}acs, dann mit x,G, bezeichnen wir das
freie Produkt von Gruppen G,,a € I.

. Seien G1 = <X1 ‘ R1>,G2 = <X2 ‘ R2>,X1 ﬂXg = @,A < G1 und @: A — G2
injektiv. Nehmen W = {wlp(w) | w € A}.
Das amalgamierte (freie) Produkt von Gruppen Gy und Gy nach der Untergruppe A
oder das freie Produkt der Gruppen G1 und Gy mit der amalgamierten Untergruppe
A ist
G1 * A GQ = <X1 |_|X2 | Rl,RQ,W>.
e Seien Gy = (a | 0),Gy = (b | D), A = (a* | D), p(a) = b>.
Dann Gy x4 Gy = {(a,b | a* = 1?).
. Sei Gy = (X | Ro) eine Gruppe, A, B < Gy Untergruppen, ¢: A — B ein Isomor-
phismus; G ist die Basisgruppe, A, B sind die assoziierten Untergruppen und t das
stabile Symbole.

Die HNN-Erweiterung (benannt nach Graham Higman, Bernhard H. Neumann und
Hanna Neumann) ist eine Konstruktion, die fiir die Gruppe G eine grofiere Gruppe
G liefert, die G als Untergruppe enthalt: die HNN-Erweiterung ist die Gruppe

G = Goxa = (Xo,t | Ry, t tat = ¢(a),a € A).
Bemerkung (ohne Beweis): die Abbildung Gy — Go*a, g — g ist injektiv.
e Seien m,n € Z, Go = (a | 0), A = (a™) < Gy, B = (a™) < Gy. Dann
BS(m,n) = Goxa = (a,t | t 'a™t = a")
die Baumslag-Solitar Gruppen.

Wir koénnen diese Produkte und HNN-Erweiterung mit Universelle Eigenschaften de-

finieren.

Das freie Produkt von Gruppen erfillt die folgende Universelle FEigenschaft:

Ist {¢n: Go — H}aes eine Familie von Homomorphismen, so gibt es genau einen ein-
deutigen Homomorphismus

p: %o G — H so daf

Va € I die Identitaten ¢ o i, = ¢, gelten. Dabei ist i,: G, — *,G, die Identifikation
von G, mit der Untegruppe im freien Produkt.

Im Allgemeinen, sei I eine Klasse von Gruppen und G, « € I, Gruppen von K.

Definition 8.5 (KC-freie Produkt). Eine Gruppe G von K zusammen mit Homomor-
phismen ,: G, — G heiit K-freies Produkt der Gruppen G,, wenn gilt VH €
K,V Homomorphismus ¢, : G, — H,

3! Homomorphismus ¢: G — H soda poi, = ¢, YVa € 1.
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Mit anderen Worten, gibt es eindeutig die gestrichelte Abbildung, so dass das ganze
Diagramm kommutiert:

Pa

Wenn G existiert, dann i, injektiv, GG, konnen daher als Untegruppen von G aufgefasst
werden. Tatsachlich, sei a fix, wahle H := G, und ¢g: Gg —+ H = G, mit

[ idg, fira=p
Y5 = lg, fira#p

wegen ¢ o ig = idg, folgt, dafl iz injektiv.
Sei K eine Klasse von Gruppen, A und G,,a € I, Gruppen von K, ¥,: A — G,
Monomorphismen.

Definition 8.6 (K-freie amalgamierte Produkt). Eine Gruppe G von K zusammen mit
Homomorphismen ¢, : G, — G mit

iaowa:iﬁowﬁ’) VO{,[gEI

heifit dber A amalgamiertes K-freies Produkt der Gruppen G,, wenn gilt VH €
KC, ¥V Homomorphismus ¢, : Go — H mit ¢, 01, = pgoihs Vo, € 1,

3! Homomorphismus ¢: G — H sodafl ¢ 0 i, = p,, Va € I.

Mit anderen Worten, wenn das durchgezogene Diagramm unten kommutiert, dann
gibt es eindeutig die gestrichelte Abbildung, so dass das ganze Diagramm kommutiert.

A——G,

Ya
J]w,ﬁ ‘Pal

Gg —)QPB H o
X

B
N
G

Ubung 16. Sei K eine Varietit, dann gibt es das amalgamiertes K-freies Produkt.

Seien G, A, B, und ¢: A — B wie oben.
Gegeben H und der Homomorphismus ¢: Gy — H, sowie ein Element in H (aufgefasst
als Bild unter einer Abbildung A: {t} — H) derart dass

Yop(a) = A1) " (a)A()

fiir alle a € A gilt. Dann gibt es genau einen eindeutigen Homomorphismus

®: Goxy = HNN(Go, A, B, o, t) — H
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so da8 das Diagram kommutiert (i4,ip,%q,, i sind Injektionen).

A—* B

N

Gy HNN(Go, A, B, o, t) < {1}

13 @
\)\L/
H

Ubung 17. Sei G die Baumslag-Solitar Gruppe mit m = 2,n = 3,
BS(2,3) = (a,t |t 'a’t = a*),

Sei f: G — G,t+—t,a+ a®. Die Elementen ¢, a? und dann «® und « sind in das Bild von
f. Das folgt f ist surjektiv. Aber f ist nicht injektive: w = a 't tata='t ata' ist in
Ker f (d.h. f(w) = 1¢) und w # 1g nach Fakt:

Fakt (ohne beweis): sei u ist ein reduziert Wort in a
hat als ein Unterwort ¢~*a*t mit m|k oder ta*t~! mit nlk.

Das folgt: w # 1¢.

Analog: Man kann zeigen |m|, |n| # 1 = F, < BS(m,n).

1 ¢#1 50 daB u = 1¢. Dann u

Beispiele 8.7 (Prisentationen).
LT = (zy| ey 2%y, y e~y );

2. G, = (z1,...,0p 1 | R,S) mit R = {a3,...,22 |, (v122)%, ..., (zp_0zn 1)},
S =A{wja; e [ 1<i<j—1<n— 2},

3. H={a,b,c|cta b~ ab,a ¢ tac, b~ c 1 he).
Proposition 8.8.

o T ist isomorph zur trivialen Gruppe;

e G, ist isomorph zur symmetrischen Gruppe Sym(n);

o H ist isomorph zur Heisenberggruppe.

Beweis. Siehe die Vorlesung. ]

Definition 8.9. Eine Gruppe G ist endlich présentierbar, wenn 3X endlich, 3R C (X U
X~H* endlich mit G = (X | R).

Proposition 8.10. Sei G = (X), wenn G eine endliche Prdasentation besitzt, dann 31X, C
X, Xy endlich, sodaf8 G eine endliche Prdsentation beziglich Xo besitzt.

Beweis. Siehe die Vorlesung.
O

Proposition 8.11. Sei G endlich prasentierbar und G = (x1,..., Ty | ro,n € N), dann
sind alle bis auf endlich viele der Relatoren tiberflissig.
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Beweis. Nach Proposition 8.10, G hat beziiglich 1, ..., z,, eine endliche Préasentation
G=(r1,...,&, | W1,..., W).

Sei F' = F(xy,...,2,). Dann gilt G = F/N wobei N = ((r,,n € N)) = ((wq,...,wy)).
Jedes w; ist ein Produkt von Konjugierten von r,, dazu werden fiir alle w;’s nur endlich
viele der r,,’s gebraucht, d.h. 3L sodal w; € ((rq,...,r.)), Vi. Dann

((re, o)) 2 (i, we)) = ((rasn € N)) = ((re, . rr)),
Dann G = (zq,..., &y | r1,...,7L). O
Beispiel 8.12. G = (z,y,t | t Y (z7"yax")t = y "ay™,n = 1,2,...) ist nicht prasentierbar.

Beweis. Annehmen G = (z,y,t | t 7 (z "ya™)t = y "zy",n = 1,2,..., N).

Verwenden HNN-Erweiterungen. Seien F' = F(z,y), A = {z "yz" |n=1,2,...}, B =
{yxy™ | n=1,2,...} \ {y 7 Mxy"}. Beide Mengen sind freie Erzeugendensysteme. Wir
definieren eine Bijektion von A nach B:

My =y "y, n< N
¥ = x*”yx” — yf(n+1)xyn+1’ n>N

¢ setzt sich zu einem Homomorphismus (A) — (B) fort. Nach Universelle Eigenschaft,
gibt es H = (x,y,t), sodaB F < H und p(a) =t tat, Ya € (A). In H gilt

=z yx" )t =y "y, n < N —1

t_l(.ﬂﬁ_ny.’ﬂn)t — y—(n+1)xyn+1’ n>N

Nach Annahme gilt in H auch ¢~} (z "yz")t = y~"xy", n > N. Dann erfiillt y~N+D gy N+l =
y NoyN = y~lzy = v = 2y = yx in H. Das ist ein Widerspruch dazu, daf$§ (z,y) = F

ist. O
Proposition 8.13. Sei N IG, wenn N und G/N endlich prdsentierbar sind, dann auch
G.

Beweis. Annahmen N = (xq,...,2, | r1,...,7) und

G/N = (y1N,...,yn N | s1(a N, ..., ynN )y ooy sit(a N, oy N))

9 Die Dehn’schen Entscheidungsprobleme

e Das Wortproblem: Sei (X | R) eine Présentation einer Gruppe G und F' die absolut
freie Gruppe mit Basis X. Das Wortproblem ist die Frage, ob es einen Algorithmus gibt,
der entscheiden kann, ob zwei Worter u,v € F' in G das selbe Element reprasentieren.
Eine dquivalente Frage ist, ob es einen Algorithmus gibt, der entscheidet, ob ein Wort
w € F in ((R)) liegt. Gibt es einen solchen Algorithmus, so nennt man das Wortproblem
fiir diese Préasentation entscheidbar.

e Das Konjugationsproblem: Sei (X | R) eine Présentation einer Gruppe G und
F' die freie Gruppe mit Basis X. Das Konjugationsproblem ist die Frage, ob es einen
Algorithmus gibt, der entscheiden kann, ob zwei Worter u,v € F in G konjugiert sind.
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Hat eine Prasentation ein entscheidbares Konjugationsproblem, so ist auch das Wort-
problem entscheidbar. Umgekehrt gibt es allerdings Prasentationen, die ein entscheidbares
Wortproblem haben, aber ein unentscheidbares Konjugationsproblem.

e Das Isomorphieproblem: Das Isomorphieproblem ist die Frage, ob es einen Algo-
rithmus gibt, der entscheiden kann, ob zwei endliche Prasentationen isomorphe Gruppen
definieren.

Beispiele 9.1.
1. F(X) hat entscheidbares Wortproblem;
2. Freie abelsche Gruppe hat entscheidbares Wortproblem;
3. Die Diedergruppe hat entscheidbares Wortproblem.

Proposition 9.2. Hat eine endliche Prasentation einer Gruppe ein entscheidbares Wort—
oder Konjugationsproblem, so gilt dies fur jede endliche Prdsentation dieser Gruppe.

Beweis. Seien (X | R) und (Y | S) zwei endliche Présentationen der selben Gruppe G,
Fy und F; die freien Gruppen mit Basis X bzw. Y. Die Présentation (X | R) habe ein
entscheidbares Wort oder Konjugationsproblem. Definiere eine Abbildung ¢: Y — F7,
sodass fiir alle z € Y, p(z) und = in G das selbe Element reprisentieren. Diese setzt sich
zu einem Homomorphismus ®: F, — [} fort. ® ist berechenbar: Sei w € Fo,w =y -+ -y,
mit y1,...,y, € Y. Dann ist ®(w) = ®(yy) - - - P(y,), wobei die Werte von y € Y in einer
endlichen Wertetabelle hinterlegt werden konnen. Das Wort oder Konjugationsproblem

fiir zwei Worter u,v € Fy lasst sich nun entscheiden, indem man den Algorithmus fiir
(X | R) auf ®(u) und ®(v) anwendet. O
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