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8 Functions on Euclidian Space

8.1 Continuous Functions of Several Variables

Definition 8.1.1.: Sei F' : D C RP — RY, F heifit stetig bei a € D falls Ve > 0335 > 0: ||F(xr) — F(a)] < € falls
lx —a|| < = € D. F heifit stetig auf D, falls F' stetig fiir alle a € D.

faniol .2 — 1 (EEBl(O) : 2 sl
Beispiel: F:R? — R, F(z) 0 const 7 Im R# unstetig!
D:

F hier immer stetig

Beispiel: f(z,y) = {82+y2 (z.9)7# f: R? — R unstetig

(z,y)=0

f(x,00=0 f(0,y)=0 f(t,t)= 2; =5
Ly x,y)#0
flz,y) = ¢ Va?+y? L)
0 (z,y)=0

z-y . 21 .2 eyl o 3@y VP4
| T |< e falls \/22 +y2 <0~ Jr S ey 5 |

Satz 8.1.5.: Eine Funktion F': D — R? ist genau dann stetig, falls alle Komponenten F'(z) = (fi(z), ..., fy(z)) stetig sind.

q
Bewels: | fi(z) = ;) 1= |F(@) = FO)I < X [ ful®) — fuly) [ W
=1
Satz 8.1.6.: Es sei F': D — R? und a € D C RP, dann ist F stetig bei a < fiir alle Folgen z,, — a gilt F(x,) — F(a).

Bemerkung;: nli>moo F(z,) = F(nlgmooxn)

Satz 8.1.7.: F, G: D —RY, h:D — R stetig auf D C RP, dann gilt:
(i) F £ G stetig
(ii) h- F stetig

(iii) F -G stetig

Beispiel: f(z,y) = 7%= (v.y) € R?\(0,0) stetig auf D
—_———

D
f(z,y) =7, Z(x) =, g(z,y) =1} f(z,y) = h(z) - g(x,y) = stetig, y stetig
l(xy)=2*+y stetig o P Y
K(zy)=1 stetig bei a0 | K@ Y)) = grpgm stetig fir a®+ 47 20

Satz 8.1.8.: Sei G: D CR? - RP, F: ECR? = RY sei a € DNG~L(E) und G stetig bei a und F stetig bei G(a), dann
ist ' o G stetig bei a.
Definition 8.1.9.: Sei F': D C RP — R? und a ein Grenzpunkt von D. Dann heiflit b der Grenzwert F' in a falls V € > 0



36>0:||F(z)—b|| <efallszx € Dund 0 < ||z —al <.

Beispiel: f(z,y) = 5%z D= R2\(0,0) Grenzwert bei (0,0) existiert nicht
an=(0,,)=(0,0)  f(az)=0—0 }

o—=(1 1 D)=l 1 7

an=(35)=(0,0)  flan)=3—3

f(z,y) = == Grenzwert bei (0,0) ist 0

Kurven

Seivy: I CR— R? mit d > 1 dann heifit 7 eine parametrisierte Kurve in R4,

cos(t
Beispiel: v: 1 =1[0,2-7] = R% ~(t) = . “
sin(t)
-~ T -~
//’ A
:'/ 0. \'\
_JII_I -0.5 0.5 ]Jlll
"._‘.\ _os /__.x
AN /

0
~(t) = “entartete Kurve”

Flachen
F:ACR?2 - R mit d > 2 heifit parametrisierte Flache.

Beispiel: F (6, ¢) = (cos - cos, sinb - cosg, sing) 6 € [0,2-7), ¢ € [0,7]
G(z,y) = (x,y,1/1 — 22 —y2) ¢ € [0, 7] (nur obere Hilfte)

8.2 [Eigenschaften von stetigen Funktionen

F:D CRP — RY stetigbei z € D falls Ve >0335>0: F(y) € Bo(F(x)) fiir alle y € Bs(z)ND.Ve>036 >0:
F~Y(B.(F(z)) 2 Bs(z)Nn D
Satz 8.2.1.: Sei ' : D C RP — RY, dann ist F' genau dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge relativ

abgeschlossenen
offen ist
abgeschlossen 5%
Beweis: Angenommen F stetig und U offen 24~ F~1(U) offen
Seix e F7Y(U)=>y e F(z) eU d%U Je:B(F(x)) CU =36 >0:Bs(x)ynD C F~Y(U) = x innerer Punkt von
offen

F~1(U) C D = F~Y(U) relativ offen

Angenommen Urbilder von offenen Mengen relativ offen %:4- stetig

Sei z € D und € > 0 = B.(F(z)) offen = F~1(B.(F(x))) ist relativ offen = 3 > 0: Bs(z)N D C F~Y(B(F(z))) = F
stetig bei z. W

Beispiel: f(z) =0

Satz 8.2.3.: Es sei K CRP und F': K — R? mit K kompakt und F' stetig, dann ist F'(K) kompakt.

Beweis: Sei {Ug}aca eine offene Uberdeckung von F(K) = {V, = F~Y(Uy)}acar ist offene Uberdeckung von K M

M C RP? heifit beschrinkt falls 3 N > 0: ||z|| < NVax e M (M C By(0)).



Satz 8.2.4.: Sei K C R? kompakt und F' : K — R? stetig, dann nimmt [|F(x)|| ein Maximum auf K an.

Beweis: F(K) kompakt = beschrankt = Su%;)(HF(x)H =M < o0 =y, = F(z) mit |yn|| > M B'ol:m>no 3 Teilfolge
re Weierstrafl

Yn,, = y (mit |ly|| = M) und = € F(K) (da F(K) abgeschlossen) = Jz: F(z)=y=||F(z)|=M N1
Korollar 8.2.5.: Sei K kompakt und F': K C RP — R stetig. Dann nimmt F' auf K ein Maximum und ein Minimum an.

Satz 8.2.7.: Sei F': D — RY stetig und D C RP sei zusammenhéngend, dann ist F'(D) zusammenhéngend.

Beweis: Seien U,V C R? offen und disjunkt (U NV = ¢), F(D) CUUV; F~Y(U) und F~(V) relativ offen und disjunkt
mit F~1(U) U F~1(V) = D. Da D zusammenhingend ist, muss F~1(U) = ¢ oder F~}(V) = ¢ sein. 0.B.d.A. F~1(U) =
¢»=UNF(D)=¢= F(D) ist zusammenhéngend. N

Korollar 8.2.8.: Sei f: D — R stetig und D C RP zusammenhéngend, dann ist f(D) ein Intervall.

Beweis: Nach Satz 7.5.4. sind die zusammenhéngenden Teilmengen von R genau die Intervalle. W

Beispiel: a,b € D = [f(a), f(b)] C f(D)

Satz 8.2.9.: Sei E C R? und z,y € E die mit einer stetigen Kurve 7 : [a,b] — E verbunden werden koénnen, dann liegen z,y
in der gleichen Zusammenhangskomponente.

Beweis: v [a,b] = F mit v(a) = « und v(b) = y = v([a, b]) ist zusammenhéngend. W

Beispiel: IT' = {(z,y € R? | 2% + y* = 1} ist zusammenhéingend.

Gleichmaflige Stetigkeit

Definition 8.2.11.: Sei F': D C R? — R?. Dann heifit F' gleichméaBig stetig, falls Ve >036 > 0: |[|[F(x) — F(y)|| < € fiir alle

z,y € D mit ||z —y| < 4.

Satz 8.2.12.: Sei F': K C RP — R? stetig mit K kompakt. Dann ist F' gleichméBig stetig.

Beweis: geg. sei € > 0. Fiir beliebige z € K existiert ein §(z) mit | F(z)— F(y)| < § fiir y € K mit ||y —z|| < §(x). Betrachte

{B@ (2)}zek offene Uberdeckung von K = 3 {zy,...,z,} mit B@(xl)u . ~UB&2%> (xn) 2 K. Setze p := z%,n\fn @

seien z,y € K (beliebig) mit ||z — y|| < p = = € Bsw) (z;) fir ein z;. |y — x| = |ly —z + 2 — ;|| < |y —z| + |z — zj]|
- —_— —

<p 5(zj)
<—=

<é(z;)
falls |ly — z[| < p. Dann gilt [|[F(z) — F(y)|| < |[F(2) — F(z))[| + [|F(z;) = F(y)| <e N

<35 <35
Satz 8.2.13.: Es sei F : D C RP — R gleichmiBig stetig mit D beschrinkt genau dann, wenn F stetig auf D fortgesetzt

werden kann.

Beweis: Sei F' gleichmiflig stetig. Dann gilt {z,} Cauchy-Folge in D = {F(z,)} Cauchy-Folge in RY. Sei x € D = es
existiert eine Folge x, € D mit z, — z. Nach {z,} Cauchy-Folge in D = {F(z,)} Cauchy-Folge in R? ist F(x,) eine
Cauchy-Folge und hat somit einen Grenzwert y. Definiere F(z) = y. Diese Definition ist unabhingig von der gewiihlten

Folge! Per Konstruktion F(x,) — F(x) fiir alle Folgen x,, — = in D = F stetiz. W

IEinheitskreis



8.3 Funktionenfolgen

Definition 8.3.1.: Sei F}, eine Folge von Funktionen mit D C R? — R? und F' : D — RY. Dann konvergiert F,, gleichméBig
gegen F, fallsVe>03 N eN: ||F,(z)-Fz)|<eVn>NVzeDundVe>03INeN:|F,-Flp<eVn>
N |F, — F|p — 0.

Satz 8.3.2.: Sei F}, eine Folge von Funktionen mit D C R? — RY und F': D — RY. Dann konvergiert F,, — F gleichméBig,
falls es eine Nullfolge b,, gibt mit || F,(z) — F(x)|| < by,.

Beispicl: F(z,y) = (2® +¢*)" B.(0,0) = {(z,y) | 2* + > <1} CR?

Firr r < 1: ||F, (%) — F(@)| =| (22 4+ y*)" —0|<r?" = 0= F, — F gleichmiBig auf B,.(0,0).

Firr=1: [|(2.9)] = a? + 3% =1 = Fu(w,y) = 1

e~ Faw) = {705

Satz 8.3.4.: Es konvergiere F,, — F' gleichméfig. Sind alle F}, stetig, so ist auch F' stetig.

Beispiel: F,(z,y) = {xz—wy n-a }

1+n-y2’ 1+n-x2

1
z>—ny %*y -5 y#0 nE o T T 20
Thny? = I {Ié! y=0 Thna? = Toa? 7 {6 xié()
(=1, 1) w0, y£0
_1 =
Fo(z,y) 3, 0 o=0, w70
(@21) a0, y=0

(0,0) x=0, y=0
Definition 8.3.6.: Eine Funktionenfolge ist gleichméflig Cauchy, falls Ve > 03 N € N: |[F,(z) — F(2)] < ¢

Vn,m>N,VzeD.
Satz 8.3.7.: F, gleichméfig Cauchy < F,, — F gleichméfig.
Beweis: F,, Cauchy-Folge beziiglich Sup Norm < F), gleichméfiig Cauchy-Folge = FnGﬂ\ﬂF & |F,—Fllp—=0 N

The Sup Norm

Definition: Sei D C RP kompakt und jede stetige Funktion F' : D — RY ist beschrankt. Dann gilt: ||F||p := ;g%HF(x)H
wobei ;g%”F(@H endlich ist und ||F(z)|| diesen Wert in D annimmt.
Beispiel: v(t) = (cos(t), 1 + sin(t)), v: D = [0,7] — R?

[v(&)|1> = cos(t)? + (1 + sin(t))? = cos(t)? + 1+ 2 - sin(t) + sin(t)? =2+ 2 sin(t) = 2- (1 + sin(t)). Max bei t = Z, wenn

sin(3) =1 4@l =v2- 0+ =27

Satz 8.3.9.: Eine Folge von Funktionen F, : D — R? konvergiert genau dann gleichméfig gegen F' : D — RY, wenn
|F'— F,|lp — 0.
Satz 8.3.10.: Der Raum C(K,R?) mit K C R? kompakt ist ein Banachraum?.

2yollstandiger normierter Raum



%) . N
;&msﬂ%gﬂw
Satz 8.3.11. (Weierstrafi’scher M-Test): Es sei > My < oo und My, > 0. Falls | Fg||p < My, dann konvergiert > F,(z) —

k=1 k=1
> Fi(x) gleichméafBig.

x>
I
—_

8.4 Lineare Funktionen und Matrizen

Satz 8.4.3.: Eine Funktion L : R? — R? ist genau dann linear, wenn es eine ¢ X p-Matrix A gibt mit L(z) = A - z. Weiters:

sup cos(a)  —sin(a)
|All == HxH:lHA zll. A=
sin(a)  cos(a)

-sin(a) cos(a)
sin(a)
K)[cos(a)
Hier (L)
Streckungsnorm/Abbildungsnorm L : R? — RY linear. ||L] := Hx”:}7 ||L§H ioo = ?“ﬁ”ﬁ;ﬁ“, y= ﬁ
y pr—
= [yl =1
1
1 2 2
Frobeniusnorm ~ A= (aij) [[All2= /> ]ai|?
3 4 3 i,J
4

Satz 8.4.11.: ||L|| < ||L]|2

1
Beweis: A sei die zu L gehorige Matrix und A =
Tq
CauchySchwarz
y=A-z=y = (r|z) lyi |=lri-a [< il - ]

=
Ungleichung

lyll? =2 v7 < S llrill? - ll2ll? = Nl - 32 Il
K3 1 i
L-z|?
el < S il = Sa = L3
? 2,7

Definition: Sei A- B = B- A = 1, dann gilt: B = A™! inverse Matrix.

8.5 Dimension, Rank, Lines, and Planes
Satz 8.5.3.: L : X — Y linear, X,Y endlich dimensionale Vektorrdume. Dann gilt: dim Ker(L) 4+ dim Im(L) = dim X mit

Ker(L)={z e X |L-2=0}, Im(L)={yeY |y=L-zmitz € X}
Definition 8.5.4.: Rang(L) = dim Im(L)



Definition 8.5.8.:
Affine Gerade v(t)=a+b-t, t—~a+b-t, b£A0, R —> R?
Affine Funktion F(z)=a+ A -z, RP — R

Affine Ebene a+b-s+c-t, a,b,c € R, R?2 - R%, (s,t)+>a+b-s+c-t, b, clinear unabhiingig!



9 Differentiation in mehreren Variablen

9.1 Partial Derivatives

Definition 9.1.1.: Partielle Ableitung von f nach der j-ten Variable ngj(:c) = %f(zl, ey W1yt Ty, W) J=a ;. Andere
Notationen: ngj =0;f = fu, und a%f(x,y,z) =0.f(z,y,2) = fu(z,y,2)
Beispiel: f(z1,22,73,74) = 23 + 11 - 23 — 4 - 23 - 23
3 d d 3
gl@)=2-m+as Fhe)=-8-w,-al Fh@)=w ghe)=-12-23 o]
fz,y,2) = 2% cos(x - y)
gi =22 sin(z-y) -y gg =22 sin(z-y) - ﬂ =2-z-cos(z-y)

.0 lim f(@y,..xj1,xi+hxjia,.. ) lim flz+he;) . o
Bemerkung;: iy (z) = 2 A 2= T mit ej = o,..., 1 ,0,...,0)

j—te Stelle

Partielle Ableitung héherer Ordnung
ag—;y = 8% . a%, axaTﬁ‘ay = a% . % . 8%’ wobei von rechts nach links abgeleitet wird!
T IS g S

) ) _ 2.3 ) _ 3 o) _ 3

Satz9.1.6.: (0.B.d.A.) Sei f : B.(a,b) C R? — R. Angenommen es existieren folgende partielle Ableitungen in B,.(a,b) : %, %7];’ aa;gz~

5 ..
Belsplel szayax fir f(z,vy, z)

=2.xy3 2424y -2 =6-2y? 2tz

Ist 83 Jx bei (a,b) stetig, so existiert auch % und es gilt a‘zgm = aé;afy bei (a,b).

Beweis: A(h,k) = f(a+h, b+ k) — f(a+h, b) — f(a, b+ k) — f(a, ).
Fiir festes &k : A(h, k) = g(h) — ¢(0), g(u) :== f(a+u, b+ k) — f(a+u, b).
Aus dem Mittelwertsatz folgt g(h) — g(0) = h-¢'(s), A(h,k) =h- ( (a +s, b+ k) — ( + s, b)) fiir ein s € (0,h), da

9

a—y . a%f existiert folgt wiederum aus dem Mittelwertsatz: %f(a +s, b+k)— %f(a +s, b)=k- 0°f L (a+s, b+t) fiir ein

Jyox
€ (0,k).

Ah,k)=h-k- af(a+s b+t) mit s € (0,R), t € (0,k).
lim )\(h k) _ 9%f
(k) 3(0,0) = yoz (@ 0)
lim lim Al k) — lim lim 1. (f(a+h b+k) flath, b) f(a, b+k)—f(a, b)) lim 1. lim (f(a+h, b+k)—f(ath, b) _ f(a, b+k)—f(a, b)) _

h—0k—0 hk h—)Ok—>Oh k 0 k %

. h—0h k—
Jim 1 [Fy (a+h, b)—2fa, b)] =2 2fa, b ™
;vgy myg
Beispiel: f(z,y) =4 2 EVFO0 1y ) - £(0,0) = EUSEN < L2 g2 150 (2,y) - (0,0)= f
0" (24)=(00)

ist stetig auf R?

2. 3 3., 3o (3 —y? oy (22—
gi (z,y) = : i'zfyzy _ (ywziy%))22 =¥ ($2I+y2y ) _ r(ajgizzyy ) (z,y) # (0,0)

82(0,0) = 2 f(2,0) ls=0= 220 s=0=0
13-22—y? 22yl 22—y A2 (o2 - 5
% (a,4) — 24(0,0)] < M 4 20 letod'| < WA | 2ater e

=6 |y| (x,y):>(0,0) 0= %, % sind

CT
stetig auf R? unter Verwendung von |z +y [<|z |+ |y |, 2y < % (224 y?), 2?2 <2+ 9P P < a4yt

%(xo,yo) = —%(yo,xo)

B B0 =B ) = = e ) ) #0

2" af(oay) =&y =-1, & Zf(2,0)= L(+z) = +1

Definition 9.1.8.: Eine Funktion F': U C R? — RY mit U offen heifit C*, falls alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k ex-
istieren und stetig sind. Menge der C*-Funktionen: C*(U, R?). f aus vorhergehendem Beispiel ist C'(R?,R) beziehungsweise
C?(R?\{(0,0)},R), sogar C*°.

Bemerkung: C°(U,R?) = C(U,RY) stetige Funktionen.



Satz 9.1.9.: Fiir eine C*-Funktion ist die Reihenfolge der Ableitungen egal.

9.2 Das Differential

fla+h)=fla)+ T(h)+... Wl H=TWIL

A-h
Definition 9.2.2.: Sei F' : D C RP — RY? und a sei Innerer Punkt von D. Dann heifit F differenzierbar bei a, wenn

eine lineare Funktion L : RP — RY existiert mit der Eigenschaft }{@OHF(“Jrh)*Hfl(‘a)*L(h)” =0. Frp=q=1:0=
lim Flath)=F(a)=L-h _ [jm Flath)=F(a) _ — lim Flath)=F(a) .__ g
h—0 h ~ h—0 h L=1L= h—0 n = F'(a)

0

Bemerkung: h =¢-& & = [1]. Firg=1: é@ouf(wrh)*“ﬁf)*uh)” = el%% | fla+ej-€)— fla) — L(ej) e |=0 &

0
. fla+ej-€)— fla
el%( JE) ():L(ej)
=5 (a)

Satz 9.2.3.: Ist F differenzierbar bei a, so ist F' stetig bei a.

ity (2y)#(0,0
Beispicl: f(x,y) = {zzﬂ,z (2.)#(0,0)
2£(0,0) = 2 £(,0) |a—o= 20 |,—o= 0

i) 222 o) o)
ey =stm - L@o=0 50,y =100

nicht stetig bei (0, 0)

@ %

oxq Oxo

Satz 9.2.5.: F': D — RY sei differenzierbar bei ¢ € D. Dann ist L = (gﬂ{ (@))i; = gii (a) g—ﬁ(a)

Insbesondere ist L eindeutig! Bezeichnung: L = dF'(a) Differential von F oder auch Jacobi-Matrix von F bei a.

Beispiel: F(z,y) = (22 +y* 2 - y)

gj(x )=(2- = dF(z,y) =
dy Yy)= y7x) Y x€x
4
(z,y) = (1,2) ~ dF(1,2) =
2 1
Satz 9.2.7.: F = (f1,..., fy) ist genau dann bei a differenzierbar, wenn alle Komponenten f; bei a differenzierbar sind.

Satz 9.2.8.: Sei I': U — R? mit U C RP offen. Falls alle partielle Ableitungen g—i in U existieren und stetig sind, so ist
auch F' in U differenzierbar. |

Bemerkung: F € CY(U,R?) = F differenzierbar auf U.

Beweis: 0.B.d.A. ¢ = 1, Induktion nach p

Induktionsanfang: p =1

Induktionsschritt: Annahme: Satz gilt fir p = Satz gilt fiir p+1

Weiters gilt: (x,y) € RP x R = RP! wobei (z,y) = (21,...,%p,y) ist, (a,b) €U CRP xR, (h,k) € RP xR
z.z.. fla+h, b+k)=f(a,b)+ L(h,k)+...

fla+h, b+k)— f(a, b)=[f(a+h, b+k)— f(a+h, b)]+[f(a+h, b)— f(a, b)]=...

Abkiirzung: g(z) = f(x, b)

:g(a+h)—g(a)+%£(a+h, c)-k ce(b b+k)



Nach Induktionsvoraussetzung: é@og(a+h)_gl‘%‘l‘|)_dg(“)'}L =0
1(h, B)[| = \/h? + -+ h2 + k2 = \/[[n[|]? + k2, insbesondere gilt: |[h]| <|[|(h, k)| und | & [< ||(h, )|
lim glath)—g(a)—dg(a)h _ _(9f  Of o
= (h,k)—0 (R =0 (@, y) = (5 Dy 5y)
—_——
dg(x)

lim  flath, b+k)—f(a, b)—dg(a)-h— 5L (a, b)-k
(h,k)—0 TR o of

lim  glath)—g(a)—dg(a)h) , h(a+h), )-k=5L(a )k _  lim Of _af ok
(hok)=0" TR GG = (hk)—0 (G, @t h ) =5 (e, b)) qmgp =0 W

—0 da 2—5 stetig

Beispiel: F:R? - R3 (z,y) — (v-e¥, y-e*, z-y)
e T - ey
dF(z,y) = [y-e* e"

Y T
9.3 Kettenregel

Satz 9.3.1.: Seien F' und G differenzierbar, dann gilt:

(a) ¢ F ist differenzierbar mit ¢ € R und d(c- F) =c¢-dF

(b) F + G ist differenzierbar und d(F + G) = dF + dG

Satz 9.3.2.: Sei F': U C RY — RP und sei a ein Punkt in U. F ist genau dann differenzierbar bei a, wenn eine Matrixwertige
Funktion @ existiert die stetig bei a ist mit F'(a + h) — F(a) = Q(h) - h. In diesem Fall muss Q(0) = dF(a) sein.

Beweis: Angenommen es gilt F(a + h) — F(a) = Q(h) - h. Dann:

[Pt =Pl QO] _ (QU)_GONh < 1QU-GOIH _ | () — Q(0)]| — 0 also ist F differenzierbar bei a.

Angenommen F' sei differenzierbar bei a:
e(h) = F(a+h) = F(a) = dF(a) - h, i =0
61(h) . h1 Gl(h) . h2

A(h) = th2 . €2(h) . h1 62(h) . hQ

sl < ”“ﬁ;‘l“ﬁr = LGl — 0 = A(h) ist stetig bei 0, A(0) =0
A(h)-h=¢(h) ~ Q(h) =dF(a) + A(h) N

Satz 9.3.3.: Seien U C R", V C RP offen und G : U — RP, F : V — RY mit G({U) C V. Weiters sei a € U und G
differenzierbar bei a und F' differenzierbar bei b = G(a). Dann ist F' o G differenzierbar bei a und es gilt d(F o G)(a) =
dF(G(a)) - dG(a).

Beweis: G(a+h) — G(a) = Qa(h) - h Qa(0) = dG(a), F(b+ k) — F(b) = Qr(k) -k Qr(0) = dF ()
(FoG)(a+h)—(FoG)(a)=F(b+Qg(h)-h)—F(b) = Qr - (Qa(h) - h) - Qa(h) -h = Fo(G differenzierbar und d(FoG)(a) =

F(G(ath)) F(b) k =Qroc(h)
Qroc(0) = Qr(0) - Qc(0) = dF(b) - dG(a) W

Beispiel: ¢(r,s,t) = f(r-(s+¢),r-(s—1)), ¢:R3£>RQL>R p=foG
dg(1,2,1) falls $£(3,1) =4, 3L = —5
G(T’,S,t) = (gl(ra Sat)ng(r7sﬂt)) = (T : (S+t),7“ ! (8 - t))
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dG(l,Q,l) =
1 1 -1
¢(T, S, t) = f(gl(T7 S’t)vg2(r’ S, t)) d¢(a’) = df(G(a’)) . dG(a’) a= (1’ 2, 1)7 G(a’) = (3’ 1)
df (z,y) = (5L (2,y), 5L (=) df(G(a)) = (£ (3,1), £ (3,1)) = (4, -5)
d¢(1,2, 1) = df(3, 1) . dG(l,Z, 1) = (4, —5) . (3 b = (7 —1 9)
1 1 -1

Beispiel:
x=r-cos, y=r-sinf f(z,y) =22 —y? df(z,y) =22 —2-y)
r - cosl cosd —r - sind

dG

G(r,0) =

r - sind sinf  r-cos

cosd —r - sind
f(r,0) =12 (cos?0 — sin?0) df(r,0) = (2-7r-cos —2-7-sinb)-
sinf - cost
Satz 9.3.6. (Inneres Produkt): Seien F, G differenzierbar, dann gilt d(F - G)(a) = G(a) - dF(a) + F(a) - dG(a).

9.4 Anwendungen der Kettenregel

Sei df = (aa—jl, cee (,%fp) mit ¢ = 1, dann wird er als Gradient bezeichnet (Notation V f oder grad f)
Definition 9.4.2. (Richtungsableitung): Seien a € R? und u € RP. Dann gilt g(t) = f(a+t-u) £g(t) [i=o= df(a) - u mit
| df(a) - w |< [ldf ()] - [|ull

Satz 9.4.4.: Der Gradient zeigt in die Richtung des stirksten Anstiegs.

The Derivative of a Curve

x sind - coso
z=f(r,y) R2—=>R 22 +y?+22=1 2=4/1— 22 — 2 y 0,9) = | sind - sing
f(@y) V1—a22 =92 cosf
%
1o JKURVE ar() = | & | =7'(0)
ks

v(t) =~(a) ++'(a) - (t—a) + ...
Tangente an + existiert bei a, falls v/(a) # 0

Beispiel: ~(t) = (cos(t) sz’n(Q-t)) V() = (fsz‘n(t) 2.003(2.75)) #0

Ho6herdimensionale Tangentialraume

F:RP R ¢g>p F(z)=F(a)+dF(a) - (x —a)=Q(x —a)-(x —a) ker(dF)= {0} Rang(dF) = p maximal

Definition 9.4.7.: Sei p < ¢ F: U C R? — RY (offen) injektiv und glatt (C') mit dF(a) von maximalen Rang p an jedem

Punkt a € U. Dann nennen wir das Bild von F' eine glatte Fliche.

Beispiel: G : R2 — R?

G(r,0) = (r - cosb,r - sinf,r)
cos —r - sind "

dG = | sind r-cosf | = % a

1

1 0



cost 0
dG(0,0) = | sinf 0
1 0

Niveau-Mengen

Sei F: U — R? mit U C RY offen. Dann ist die Niveau-Menge folgendermaBen definiert: S = {x € U | F(z) = ¢} fiir ¢ € R%.
Beispiel: S = {(z,y) €R? |22 +y? =1} F(r,y)=22+y*> y=+V1—-22 2 (2,V1—22)

/
it
/;/,’l,llll
ik

Satz 9.4.9.: Sei F : U — R? mit U C R? offen und G : V — R, so dass G(V) C S (das heiBt F(G(V)) = ¢). Dann gilt
dF(y)odG(x) =0 Yy=G(x), x € V.

Beweis: Kettenregel F(G(z)) =c N

Beispiel: v : R — R?P und ||y(¢)|| = 1. Dann gilt 7/(¢) Lv(¢)

@1 =1= % %0\

0= $52:7(0) 750 =290 7')

9.5 Taylor’sche Formel

Sei f:UCRP - RYICF mitke NundaeU.
g(t)=fla+t-h) te(-1,1)

p 2 .
9(0) = J(@), 9'(0) = dfla) -k = 3 F(@) by, g"(0) = BT f(@) h = 50 5k = @F W = BT H Dot
= —— ——— =iz J
! =d?f(a)-h? !
o*f  9f
H = | 9=9= 09y H ist die Hesse-Matrix
o f a%r |’ ’
Oyox OyOy
#)(0) = gk RETem S S O b b ) — h-t) = g(0 200 W Al () T -
g (0) f(a) : -21 _Zlazilu,azik(a) i i 9(t) = fla+h-t) =g(0) +¢'(0) + - + & + R, (1)
11= 1=
(41 gy
Ro(t) = Lopi -t s €(0,1)
p P k n
g®(0) = d* f(a) - h* = (lzl... -21 6%8_—_1;% “hiy chiy) = fla+h)=g(1) = kZO% d*f(a)-h* + R,
11= 1= =
R, = (nil)!d(”“)f(c) ~h"™ mitc=a+s-hund h=xz—a

Satz 9.5.1.: f: U C R? — R und alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung n + 1 existieren auf U. Dann gilt f(z) =



fla)+df(a)-(x —a)+---+ L -d"f(a) - (v — a)" + R, mit R,, = m ~d" ™ f(c) - (x —a)"! und ¢ "zwischen”® x und a

n:

.. 20=0 T 0 T
Beispiel: f(z,y) =In(z+y) a= ,n=2 h= — =
yo=1 (1 1 y—1
fl@)=In(0+1)=0
of _ 1 _ 8f
or — x4y ~ Oy
1 T
_ 1 _ zty—1 _
df(a).h_imowo. , . - _IDero_gs—i—y—l
Pf -1 &%f _ 93%f
Oz? (z4y)? dz-Oy oy?
-1 -1
T 2 = 2 x _ .’If—f—y—l (pty—1)2
P f@) h? = ey =) | T ST T ) = e @y 1) B e A G B
(zo+yo0)? (zo+y0)? Y- T+y-—

fl@)=z+y—1-—3-(x+y—1*+Ry Ry =35 (v+y—1)° mit ¢ zwischen 1 und z +y

Spezielln =0  f(z) = f(a)+ Ry Ro=df(c)- (x —a)
Satz 9.5.3. (Mittelwertsatz): Seif: B,.(a) C R? — R differenzierbar, dann gilt f(z)— f(a) = df (¢)- (x —a) fiir ein ¢ ”zwischen”

a und z.

Definition 9.5.4.: Eine Teilmenge A C RP heifit konvex, falls aus z,y € A auch x + ¢t - (y — x) € A fiir alle ¢t € (0, 1) gilt.

> &2

konvex nicht konvex

Korollar 9.5.5.: U C RP? sei offen und konvex und f : U — R differenzierbar mit ||df(z)|| < M fiir alle z € U. Dann gilt
| (&)= f) 1< M- Jlz =yl Y2,y eU.

Korollar 9.5.6.: Sei U C RP zusammenhangend, offen und f : U — R differenzierbar mit df = 0. Dann ist f konstant auf U.
Beweis: Sei V' die Menge mit f(x) = f(a) fiir ein festes a € U = V offen.

V relativ abgeschlossen, dann sei « aus dem relativen Abschluss = V > x,, — . Man kann wihlen z,, =z + +-¢; = f(z) =

nli)moof(z +1.e)= nlj)moo (a) = f(a) = V =U da U zusammenhéngend M

Maxima und Minima

Lokale Extrema bei a = notwendig df(a) =0 f(z) = f(a) +hT -d?f(a) -h+...

—

gt)=fla+h-t) ¢0)=0=df(a)-h ¥h=df(a) =0
Satz 9.5.7.: Sei f : D C R? — R differenzierbar. Hat f bei a ein lokales Maximum oder Minimum, so gilt df (a) = 0.

3Die Verbindungslinie muss zur Génze in U enthalten sein
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Beispiel: df (a) = 0f(z) :f(a)—i-%-hT-dzf(a)'h—f—... h=z—-a f(x) :f(a)—i-if”éa) (r—a)®+...
i{ a 32f a i2 a 62f a h 2 2
p=zapo= | G0 ) s = () 0 SR ) < S n
ay@ﬂc(a) 872(&) Byax(a) 372(@) ha

2
bt Gk 13
Definition 9.5.8.: Eine quadratische Matrix A heit P21V definit, falls T - A - hZ0 fiir alle b # 0 ist.

negativ
A0
Wenn A symmetrisch ist, dann existiert @ (orthogonal) mit QT -A-Q =] ¢ -. : |. Wenn A symmetrisch ist, dann
0 ... X

gilt: Positiv definit < alle Eigenwerte positiv.

Lemma 9.5.9.: Sei A positiv definit, dann existiert ein m > 0, so dass B positiv definit ist fiir [|[B — A < F.
Beweis: || Al = |[z{[=1 14 -2, 4~ all < ||A]| - llll, m = i
|ul (A= B) - ul|< |lul - (A= B)-u| < [[(A=B)| - Jul*= A - B

uT-B~u:uT~A~ufuT~(AfB)ouz% [ |
_  —

1uT-A-u>0

- <l|lA-Bl<%
Satz 9.5.10.: Sei f : D C R? — R mit f € C? in der Nihe von a € U. Falls df(a) = 0 und d2f(a)20 dann hat f bei a ein
lokales Minimum
Maximum’

Beweis: f € C? (B.(a), R f(a+h)= f(a) +hT -d®f(c)-h c€B.(a) ||h]|<r
d%f(a) > 0= d?f(c) > 0 falls ¢ € Bs(a) mit § geniigend klein. Da dies wegen Lemma 9.5.9. und der Stetigkeit von d? f(z)
erfiillt ist = f(a+h) — f(a) =hT -d*f(c) -h>0 h € Bs(a)\{a} W

a b

Satz 9.5.11.: Sei A = eine symmetrische Matrix und A = det A = a - ¢ — b? die dazugehérige Determinante, dann
b ¢

gilt:
(a) A>0<a>0und A >0
(b)) A<O0<a<0und A>0
(¢) A < 0= A ist weder positiv noch negativ definit

Beispiel: f(z,y) =2 +z-y+y?—2-2—4-y+1
0
2

2-x+y—-2\, (0 2-z+y—2=0
df(xay): = 'y__ }:>a:
42y —4 0 x+2-y—4=0

2 1 2 1
df(z,y) = = d?f(a) det d*f(a) =4 —1=3 > 0 = Positiv definit, Minimum
1 2 2

1
Beispiel: f(z,y)=2*+3-2-y+y>—x—4-y+5
2.x4+3-y—1\ , (0 2.04-3—1=0 2
df (z,y) = = Ty~ a=

3-x+2-y—4 0 -1



2 3
& f(z,y) = 5 o =d?f(a) det d®f(a)=4—9=—5< 0= Sattelpunkt

Lagrange Multiplikatoren

Beispiel: f(z,y,2) =2 -2 -y+2, g(z,y,2) =2*> +y> + 22 =1df(a) = A dg(a) g(a) =1
Lagrange Multiplikator
2 2.
Fy=AFx . .
df(x,y,2) = [ 2.z |, d9(z,y,2) = | 2.y | = Fa=Agy = Durch einsetzen und umformen erhalten wir: A = =1 oder
1=X2-2
1 2-z

r=y=0, z==%1, =4y, z =41 5, ==

00 )60 ) E DG VE ) GE v D
f(a) € {1, 17272’_%_’ :>Z,3Max1ma _Z Mlnlma

9.6 Der Inverse-Funktionen-Satz

Satz: Sei F': V C RP — W C R? eine Funktion, dann heifit F' injektiv falls  # y und auch F(x) # F(y) impliziert bzw.
surjektiv falls F/(V) = W ist. F ist bijektiv < injektiv und surjektiv.

Definition 9.6.1.: F': V CRP — W C R hat eine lokale glatte Inverse bei a € V, falls es eine offene Umgebung um a gibt,
so dass F bijektiv und F~! glatt ist.

Satz 9.6.2.: Sei F: V — W glatt (C'), a € V mit dF(a) nicht-singuliir (= invertierbar, det dF(a) # 0). Dann existiert eine
Umgebung B,(a) r >0 und M > 0, so dass

(a) dF(z) ist nicht-singulér V x € B,.(a)
(b) [lz =yl < M- [|[F(x) = F(y)| V =,y € B,(a)
(¢) F ist injektiv auf B,.(a)

Beweis: B := (dF(a))™!, G(z) = B- F(z), d(B-F)(a) = B-dF(a) =1 (p x p—Einheitsmatrix)

Nach Lemma 9.5.9. existiert ein m > 0, so dass U - dG(x) - U > 3 fiir ||dG(z) — dG(a)|| < % und alle U € RP ist mit
|U|l = 1. Da dG(x) stetig ist = I > 0, so dass ||[dG(x) — dG(a)|| < F ist, falls [z —al| <7 = U -dG(z)-U > 7, falls
x € By(a) und ||U|| = 1.

Wir betrachten ¢(t) =U -Gz +t-u) = k- ¢'(s) = ¢p(k) — #(0) s € (0,k)

B (U-dG(z+ 5w U) = U-(Gle+ k1)~ G() ~ BE < k-(U-dG(e)-T) =| U+ (Gly) - G(@)) | U] |G(y) — G(x) | =

=:c =y

1B - (F(y) — F()| < [IB] - [|[F(y) = F(@)l| ~ [ly =zl =k <

2B py) - P

——
Satz 9.6.3.: Sei F': V — W glatt (C') mit dF(z) nicht-singulir fziizl\r/[alle x € V, dann ist I eine offene Abbildung, das heifit
F bildet offene Mengen auf offene Mengen ab.

Satz 9.6.4.: Sei F : V — W glatt und a € V mit dF(a) nicht-singulir. Dann existiert F~! in der Nihe von a und ist glatt
mit d(F~1)(b) = (dF(a))™! mit b = F(a).

Beweis: By(a) C V wie in Satz 9.6.2.

|F(z) — F(a)|| > M - ||z — a|| x,a € B.(a). Setze y = F(z), das heifit z = F~1(y) a= F~1(b)

|z —al =[F~'(y) = F'0)| < 57 - ly —bll y,b€ F(Br(a)) = F~! stetig auf F(B,(a)). Aus F differenzierbar bei a folgt



F(x) — F(a) —dF(a) - (z — a) =: €(x) erfiillt J%@a H;(xt)l\l 0

—(dF(a))™" - e(z) = F~(y) = F71(b) = (dF(a))™" - (y = D)
lim, F~'(y)=F~' ()= (dF(a) " (y=b) _ lim —(dF(a) " <(x)

y—=b o Ty =0 ] y—b lly=bll )
—(dF(a)) " -e(x) [[=(dF(a) ™ |- e()] [=(dF(a)7 ]| Jle(@)] im, I=(dF(a) " I -le(@)] _ :
Ty =21 < Ty =0l < i e—al ™ éﬁ{la = = 0 aus a — dF'(a) stetig folgt

(dF(a))~?! stetig W
Beispiel: F: R? — R?; F(r,0) = (r - cos, r - sinf)
cosf —r - sinf

F(r,0) = , det dF(r,0) =r - cos?0 +r - sin?0 = r = dF(r,0) nicht-singulér auf R\{0} x R
sinf - cost

Seien V. ={(r,0) | r >0, =5 <0< Z}und W ={(z,y) | z > 0}, dann gilt F~'(z,y) = (v/2? +y?, arctan(¥))

9.7 Der Satz iiber implizierte Funktionen

cos(t
Beispiel: R?, f(z,y) =22+ y? =1, ~(t) = ®)
sin(t)
x x
() = =
g(x) +v1 — a2
Y
h
Satz 9.7.2.: Sei F : U C RP™ — R? (a,b) € U mit F(a,b) =0 und F~! = [ : | glatt. Ist H nicht-singular bei
fa

(a,b) = es existiert eine Umgebung V von (a,b) und eine glatte Funktion G : A — R? mit G(a) = b und F(z,G(z)) =

0V z e A. Auerdem ist dG = —(ggiiz;)*l . g((flwwfq))

Korollar 9.7.3.: Sei U C R% und F : U = RY glatt. Angenommen ¢ C U mit F(c) = 0 und Rang(dF(c)) = ¢ mit ¢ < d. Dann

existiert eine Umgebung von V um ¢, so dass die Niveau-Mengen S = {u € V : F(u) = 0} eine glatte p-Fldche mit p =d - ¢
ist, das heifit .S hat eine glatte Parametrisierung der Dimension p. Der Tangentialraum bei ¢ ist durch dF(c) - (u —¢) =0
bestimmt.

Beweis: Rang(dF(c)) = q¢ = es existieren ¢ linear unabhéngige Vektoren (bzw. eine ¢ x ¢ Teilmatrix die nicht-singulér ist)
nach einer Variablenpermutation kénnen wir annehmen, dass das die letzten ¢ Variablen sind. (z,y) = (z1,...,Zp, Y1, .-, Yq)
aus dem Implizite-Funktionen-Satz folgt S = {u = (x,y) CV | F(0) =0} =

={(=.G@)|xeV} =

Beispiel: fi(x,y,u,v) =u?+v2 -2 =0, folz,y,u,v) =u+v+y=0

uzfv—yﬁ(v+y)2+v27m*0w02+v y+y22_3’:0

v=—EYEP R =gt \/

2.u?—g= 0:>4U—2x —9.
2-uty=0=>4-u>=y> v

8(§f1,f2): 2-u 2-v _ -1 0 2-u 2-v
() 11 01 1 1

w\::

2-x—y2
4

&



Beispiel: f(z,y,2) =22 +3y>+22=0;d=3, q=1=p=d—q=2 df=2-z, 2.y, 3-2?)
x falls z#£0

Glatt auflosbar nach y falls y£0 » Auflosbar nach irgendeiner Variable falls (z,y, z) # (0,0, 0)
z falls z#0

2= (22 +y?) z2=-22+y?

10 Integration in mehreren Variablen

10.1 Integration iiber Rechtecke

T )
,‘ -
i —
Rechteck im R? : R = [ay,b1] - - - [aq, ba] = {(z1,...,2q) | 1 € [a1,b1],..., 24 € [ag,ba]}
d
V(R) = H (b] — aj) = (b1 — Cl,l) e (bd — ad) mit a; S bj
j=1
Partition eines Rechtecks in R? < eine Ansammlung von Partitionen fiir die Intervalle [a;, b;] mit j =1,...,d

Definition Ober-/Untersumme: Sei R ein Rechteck und P eine Partition in Teilrechtecke R; : P = [Ry, ..., R;]. Dann heifit

U(f,P)= > M; -V(R;) mit M; = %ff die Obersumme einer beschrankten Funktion f und L(f,P) = Y m; - V(R;) mit
=1 j=1

J

mj = Z]%ff die Untersumme von f.

Definition: ) f(u;) - V(R;) mit u; € R; heifit Riemannsumme fiir f zu P.

Jj=1
Verfeinerung einer Partition ist eine Partition () deren Teilrechtecke alle Teilmengen irgendeines Teilrechtecks von P sind.

Satz 10.1.2.: Sei R ein Rechteck, P eine Partition von R und @ eine Verfeinerung von P, dann L(f, P) < L(f,Q) < U(f,Q) <

U(f. P).

Satz 10.1.3.: L(f, P1) < U(f, P;) mit Py, P, zwei Partitionen von R.

Definition: R sei ein Rechteck in R? und f : R — R eine beschriinkte Funktion. Dann heift ff(ac)dV(;v)) = Z.T]LDfU(f7 P)
R

Oberintegral und [ f(z)dV (z) = s}épL(f, P) Unterintegral von f iiber R.
‘R

Satz 10.1.5.: L(f,P) < [ f(x)dV(z) < [ f(z)dV(z) < U(f, P)

Definition: f: R C R?¢ f) R beschréinktRheiﬁt integrierbar iiber R, falls Ober-und Unterintegral gleich sind. In diesem Fall
heiBt der gemeinsame Wert das Riemannintegral von f iiber R: [ f(z)dV (z).

Satz 10.1.7.: f ist Riemannintegrierbar iiber R genau dann, Weml;2 es zu jedem e eine Partition P mit U(f, P) — L(f,P) <€
gibt.

Satz 10.1.8.: f ist Riemannintegrierbar {iber R genau dann, wenn eine Folge von Partitionen P, existiert mit U(f, P,) —

L(f,P,) — 0.

Eigenschaften der Integrals

Satz 10.1.10.: Das Integral ist linear. ¢ € R, f und g integrierbar dann gilt:
(@) [c- f@)dV(z) =c- [ f(z)dV(x)
R R
(b) J(f(z)+g(x))dV(x) = [ f(x)dV (z) + [ g(x)dV (x)



Satz 10.1.11: Seien f, g: R C RY — R mit f < g, dann gilt:

a) ff(x)d 1{
f fla < [l
R

(b) Falls f,g integrierbar sind}{f(x)dV(x) < I{g(m)dV x

Definition: Ist £ C RY, dann heifit Xg(z) = {(1) x;% charakteristische Funktion? von £

Beispiel: Seien R, S Rechtecke mit S C R ~ fXS YAV (z) = V(S)

Beweis:
R
S

10.2 Jordan-Mengen
Definition: 10.2.1.: Fiir E C R C R heifit

(a) V(E f Xg(x)dV (z) duBeres Volumen

(b) V(E) = [ Xg(x)dV (z) inneres Volumen

R
(c) Falls Xg integrierbar: V(E f Xg(x)dV (x) heifit Volumen

Im Fall (c) heifit E Jordan-Menge.

Eigenschaften des Volumens

Satz 10.2.3.: Seien E, F beschrinkte Mengen mit £ C F C R9, dann gilt V(E) < V(F),

Jordan-Mengen sind: V(E) C V(F)
Beweis: Xp < Xpr N

Vv

(E) < V(F), falls E, F

Satz 10.2.4.: E, F, EN F seien Jordan-Mengen mit V(E N F) = 0. Dann gilt V(EU F) = V(E) + V(F).

Beweis: Xpurp = Xp+ Xp — Xpgnr B
Satz 10.2.5.: Sei E C R?, dann gilt: V(E) = V(E) und V(E) = V(E®).

Beweiss EC R, P={Ry,...,R,}, ECF ~ U(Xg,P)= (F) mit F =U -{R; : EN R, # ¢} ist abgeschlossen als
)

endliche Vereinigung abgeschlossener Rechtecke = V(E) < V(E

4Indikator-Funktion

V(E) < V(E) < V(E)



zweite Behauptung analong W

Satz 10.2.6.: Ist F eine Jordan-Menge, so gilt V(E) = V(E) = V(E°)

Mengen mit Nullvolumen

Satz 10.2.7.: Sei E eine beschriinkte Menge mit V(E) = 0 = E Jordanmenge mit V (E) = 0, dann gilt:
e Jede Teilmenge einer Jordanmenge mit Nullvolumen ist selbst Jordanmenge mit Nullvolumen

e Endliche Vereinigungen von Jordanmengen mit Nullvolumen sind Jordanmengen mit Nullvolumen

Satz 10.2.8.: Sei E eine Menge, dann gilt V(E) =04 ¥ e>03{Ry,...,R,}: E CU}_ R; und Z V(R;) <

Jj=1

Beweis: " ="
Sei V(E)=0= 3R:ECR°, 3Pvon R:U(Xp,P)<e dasheiit > V(Ry) <emit EC Ur,np
"ot RenEo

n o n
Sei E C F'=U}_ R mit Z V(Rj) <e=V(F)<e daXp <) Xp Xg, integrierbar auf R;

j=1 j=1

< [ Xr

R

V(F)ZJXF( ZZ:%XRJ x)ZXn:V(Rj)<e [ |

J

Eine Charakterisierung von Jordanmengen

Satz 10.2.9.: Sei E eine beschrankte Menge = E Jordanmenge < V(9E) =0

Beweis: Sei P eine Zerlegung von R = {R;}

L(Xpgo,P) = ZEO V(Ry), UXg P) = X V(i) = U(Xg P) - L(Xpe, P) = U(Xpp, P), das heifit sei {P,} eine
Folge von Zerleétcmgen. Dann gilt: lim U(;{(Jac;:?n) =0< lim(U(Xg, Pp) — L(Xge, P,)) =0

V(E) - V(E°) = V(E) - V(E)

Somit folgt V(E) = V(E) < V(OE) = 0, das heiit E Jordanmenge <> 0E Menge mit Nullvolumen B

Satz 10.2.10.: Seien A, B Jordanmengen = AU B, AN B, A\(AN B) sind Jordanmengen

AuBlerdem gilt
e V(AUB)=V(A)+V(B)-V(ANB)
V(A\(ANB))=V(4) - V(AN B)

Beweis: (AU B), (AN B), 9(A\(ANB)) < JAUOIB

A, B Jordanmengen = 0A, 0B Nullvolumen-Mengen = 0A U OB besitzt Nullvolumen, nach Satz 10.2.7. jede Teilmenge
einer Nullvolumen-Menge ist Nullvolumen-Menge = AU B, AN B, A\(AN B) sind Jordanmengen

Zweite Behauptung folgt direkt aus Xaup = X4+ X5 — Xann

Xaan) = Xa—Xanp N

Beispiel: Sei K C R4 kompakt, f : K — R stetig.

Zeige: Graph G(f) = {(z, f(z)) : x € K} ist Menge mit Nullvolumen

Losung: K kompakt = K beschrinkt == 3 RC R4 : K C R

Sei W = V(R), K kompakt, f stetig = f gleichméBig stetig =V e >036 <0:[ f(z) — f(y) |< 37 wenn ||z —y| < ¢

Sei P Zerlegung von R diam®(R;) <V j

5Durchmesser



Sei R1,..., Ry Listeder Ri : RxkNK # g mit m; = min{f(z), x € KNR;}, M; = maz{f(z), z € KNR;} = G(f) C U;(R;-

[m;, M;]) und Summe der Volumen von R; - [my, Mj] ist kleiner € : Y V(R;) - (M; —my) <35 ~ D V(R)) <35 - W=e€
J

Nach Satz 10.2.8. ist G(f) eine Menge mit Nullvolumen N

10.3 Das Integral iiber eine Jordanmenge
Ein Existenztheorem

Satz 10.3.1.: Sei f beschrankte Funktion auf R und sei die Menge der Unstetigkeitsstellen eine Menge mit Nullvolumen = f
integrabel auf R

Beweis: Sei E Menge der Unstetigkeitsstellen in R: V(E) =0= V(E) =0= Y e >0 3 Zerlegung P von R : U(Xg, P) <
737 (M =sup | f])

Sei A = UR,ngzsR; = V(A) =U(XEg, P) < 57, B=URr,nE=s = R = AU B ist abgeschlossen, beschrénkt = kompakt, f

stetig auf B = f gleichmifig stetig auf B = 36 > 0:[ f(z) = f(y) |< 537z wemn [z —y| <

Wiéhle Verfeinerung Q von P: V j=1,...,n:diam(R;) < J fir jedes R; C A oder R; C B

Seien S:={jeN, je[l,n] R CAund T :={j €N, jel[l,n] R; C B}

S U(,Q) ~ LU£.Q) = Y (M —mj)V(R) = ¥ -+ ¥ <2-M-V(A) + gyig - V(B) < § + 5 = e Satz 10.17. liefert
Behauptung W = e <

Definition: Sei f : A — R und f4 : R — R mit z — {(])‘(x) i;ﬁ Dann ist [{f(x)dV(x) = Ing(x)dV(x), wobei R ein
Rechteck A C R ist.

%

Satz 10.3.5.: Falls A eine Jordanmenge ist und f : A — R beschrankt ist, dann ist f4 integrierbar, falls die Menge E an
denen f unstetig ist Volumen V(E) = 0 erfiillt.

Beweis: V(E) =0, V(0A)=0=V(EUOA) =0

fa ist stetig auf R\(E U QA) = f4 ist integrierbar MW

Eigenschaften des Integrals

Satz 10.3.6.: Sei A eine Jordanmenge und f, g integrierbar = f - g integrierbar.
Beispiel: Wenn A Jordanmenge ist, B C A Jordanmenge und f : A — R integrierbar = fg = f - Xp integrierbar
Satz 10.3.8.: Sei A eine Jordanmenge, f, ¢ integrierbar, ¢ € R, dann gilt:

(a) [1dV = V(A)
A

(b) [(f(z)+g(x))dV(x) = [ f(x)dV (z) + [ g(x)dV (x)

A A A

(©) [e- f@)dV(z) =c- [ f(@)dV(z)
A A



Satz 10.3.9.: Seien A, B Jordanmengen mit V(AN B) = 0, f : AU B — R integrierbar, dann gilt

[ f@)dV(z) + [ f(z)dV(z)
A B

Satz 10.3.10.: Sei A eine Jordanmenge und f, g integrierbar mit f(z) < g(z) z € A, dann gilt [ f(x)dV (z)
A

Integrale und Folgen

| f(@)dv(z) =

AUB

< [g(z)dV(z)

bS

Satz 10.3.11.: Sei A eine Jordanmenge und {f,} eine Folge integrierbarer Funktionen. Falls f,, gleichmafBig gegen f kon-

vergiert, so ist f integrierbar und es gilt: nli%oif”(x)dv(x) :Aff(x)dV(x)
Beweis: 0.B.d.A. A=R

Ve>03aN:| f(x)— fulx) ViR
fn(@) = Vfﬁj < flz) < falz) + ( )
J0le) = V) < [ pw)iv )EyWMW@sZwa+wmmwm .

R

reR, n>N

J fn(z)dV (z)—e [ fr(z)dV (z)+e
R R

10.4 Iterierte Integrale

R
by
R, R,
a
a C b,

Lemma 10.4.1.: Sei R = R; U Ry, genauer R = [a1,b1] - --- - [ag,bq), R1 = [a1,b1] - -+ - [aj,c] - -+ -
[a1, bl] ceeee [c, bl -+ [ad7 by 1< j < d und sei f eine beschrankte Funktion auf R, dann gilt:
f f(z = [ f(z )+ f f(z)dV (z), analog fur die Oberintegrale.

-R;

[ag,bq) und Ry =

Bewels P sei eine Partition, o. B. d A “c zur Partition dazunehmen”, das heifit P = P; U P, mit P; Partition fiir R; und P;

Partition fir Ry = L(f,P) = L(f,P)+ L(f, %) N1
Notation: R? =RP xRY, d=p+qund R=S x T
Satz 10.4.2.: Sei f(x,y) eine beschriankte Funktion auf R, dann gilt:
[ flzy)dV(z,y) <fff z,y)dV (y))d <fff 2 y)dV(y)dV(z) < [ f(z,y)dV(z,y)

_SxT SxT
Beweis: P x @ sei eine Partltlon von S xT; P= {S} L, Q={T;}L
PxQ={S; xT;};=" 1, j=1

sup n
My = sir,f - mig = g5 f

zeS; myV(T) < [ fla,y)dVy) < [ fla (y) < My,;V(T})
JF T
mi; V(T)V(S) < [ f flz,y)dV (y)dV (z) < j‘j‘ (z,y)dV (y)dV (z) < Mi; V(S;)V(T})
(T; % S%) o s V(S:xT)
=V JXOq xX1j

(f7P><Q<fffffde() <fffxde()dV()<U(f,P><Q) u
Bemerkung: Satz 10 4.2. gilt analog fiir Vertauschte Reihenfolge der z, y-Integrationen.

Satz 10.4.3. (Satz von Fubini): Sei f(z,y) eine beschréankte Funktion auf R mit f integrierbar. Es gilt [ f(z,y)dV (z,y) =

ST



[ [ fy)av(y) fjf:fxde y)dV ()
y)

Falls zusitzlich y — f( integrierbar fiir alle z € S, dann ist auch z — [ f(z,y)dV(y) integrierbar und es gilt
T

S V@) = [ fe)dV (v o)
Satz 10.4.5. (Satz von Fublm) Sei f(z,y) eine beschréankte Funktion auf R, so dass x — f(x, y) integrierbar fiir y € 7" und
z + f(z,y) integrierbar fiir x € S ist. Dann gilt [ f(z,y)dV (z,y) = [( ff (z,y)dV (y))dV (z) = [( ff z,y)dV (z))dV (y)

5 T

SxT
Beispiel:
LV VTl N
J y? - sin(z-y)dVi(z,y) = [ [ v* - sin(z-y)dyde = [ [y* - sin(z- y)dmdy—fy W]édyz
[0,1]x[0,+/7] 0 b I
= bny[*cos(y) tldy ===

v\ TN

hY
7

.

Satz 10.4.7.: Sei A = {(z,y) € R*F xR : x € B und ¢¥(z) < y < ¢(z)}, A, B seien Jordanmengen und kompakt, 1, ¢
é(z)
stetig und f integrierbar. Dann gilt f f(z,y) dV(z,y)= [ [ f(z,y) dydV(z), falls f(z,y) integrierbar ist beziiglich y auf
B y(x)
[v(z), p(z)] fiir alle x € B.

Satz 10.4.8.: Sei A = {(z,y) € R* x R: 2 € B und ¥(z) <y < ¢(x)}, A, B seien Jordanmengen und kompakt, v, ¢ und f
b(x)

JLd—1)

stetig. Dann ist auch g(z) = [ f(z,t) dt stetig fiir alle x € B. Weiters gilt | f(z,t) |< M auf A, da A kompakt und f
()
stetig ist.
() (o) (z) ¢(z0) ¢(z0)
Beweis (Skizze): | g(z) — g(wo) |=| [ f(z,t) dt— [ f(zo,t) dt|—|ffxt dt— [ flat)dt|+ | ffxt dt —
1!’(96) (o) P(x) P(z) ()
¢(x0) ¢(z0) ¢(z0) #(x) ¥(zo) #(zo)
P opn a1 [ fatydi— [ faetydtl=l [ ftydt|+] [ fty 4] ] (ft) - o) dt|<
¥ (zo0) P(zo) P(xo) ¢(zo0) P(x) P(zo0)
#(wo)
M- | ¢(z) — ¢(zo) | +M- | (z) —b(@o) |+ [ | flz,t) — flzo,t) [dt o5z, 0 W
P(xo)
) (wﬁﬁxlgil( ) $1 d2(x1)  dal
x1)<xo< T 1 P2 (z1 da(Z1,...
Satz 10.4.9.: Seien f, ¢;,; stetigund A : S m T . Dann gilt [ f(z) dV(z) = [
: A P12 (z1) Ya(z1,sTa—1)

@[Jd(xh...,xd,l)gx'dg(ﬁd(xl,...,xd,l)
Beispiel: [z-y-zdV(z,y,2), A={(z,y,2) |0<2<1,0<y<z 0<z<1-—2z%}
A

]



1—x? 1 x Lo H2 1—2? 1 z
[ z-y-zdzdydz= [ [ x y2 i dyde = [ 7”(1_12)2@2 de = ... = g5
0 00 . o 0 0

zy-(1—z2)2
2

i

10.5 Transformationsformel

b g(b)
Motivation: [ £(g(t)) -g/(t) dt = | f(u) du, u=g(t). du— g'a

g(a)

J 1) dt =limY (1) At;
At =1 - tj*i u = g(t), Au = g(t;) — g(tj-1), wy = g(ty), t; = g '(u;) ~ [[f(t) dt = lim%:f(tj)Atj =
im S [ £l ) 5et | Ay = [ f(g7 () du

TESe = Au

g9(t) = g(to) +¢'(to) - (t —to) + ...

Fragen:

1. Wie éndert sich das Volumen bei linearen Transformationen?
(i) E;j Austausch der i-ten und j-ten Zeile (Volumen &ndert sich nicht)
(ii) S;; Addition der j-ten Zeile zur i-ten Zeile (Volumen &ndert sich nicht)

(iii) 7;(a) Multiplikation der i-ten Zeile mit ¢ € R (Volumen und Determinante werden um den Faktor a skaliert)

= o O

0
1
0

o O =

o

1

1 00

(3) Tj(a) Ts(a)=1]0 1 0
0 0 a

Es |:| —> |:|‘S” I:I AE‘L(@: —

- 11 - -1
Bemerkung: Eigl = Ey;j, Tj(a)™t =T;(1), Sigl = S;; mit S;; = 01 und S;; = 0 1

Satz 10.5.1.: Jede nicht-singulére Matrix lésst sich als Produkt von Matrizen 7)(a), E;j;, S;; schreiben.



Satz 10.5.2.: det E;; = —1, det T;(a) = a, det S;; =1

Erinnerung/Korollar: det (A- B) =det A-det B

Satz 10.5.3: Eyj;, S;; bilden Jordanmengen auf Jordanmengen gleichen Volumens ab.

Bemerkung: T)(a) bildet ebenfalls Jordanmengen auf Jordanmengen ab, jedoch éndert sich das Volumen um den Faktor a.
Beweis (nur S;;): Sei A eine Jordanmenge und R ein Rechteck mit A C R. Sei P = {R,..., R} eine Partition. Dann
E=U{Ry: R, C A} und F =U{Ry : Ry N A # ¢}

U(Xa,P)=V(F), L(X4,P)=V(E) =3 P:V(F) = V(E) < ¢, wobei V(E) < V(A) < V(F) gilt.

Si; F' ist die Vereinigung aller S;; Ry, mit Ry N A # ¢ und es gilt V(S;; R) = V(Ry) = V(S;;F) = V(F). Analog V(S;;E) =
V(E)

V(E)=V(S;;E) <V (S;;A) <V(S;;4) <V(Si;F) =V (F) = V(S;;4) — V(Si;4) <e Ve=V(S;4) =V(S;;4) N
Satz 10.5.4.: Sei L : R* — R? linear. Dann bildet L Jordanmengen auf Jordanmengen ab und es gilt

V(L-A)=|det (L)| -V(A)

Beispiel: Fliache einer Ellipse

3 0
Einheitskreis L = ~~ Ellipse
0 2

Glatte Bilder von Rechtecken “¢(R)”

Satz 10.5.7.: ¢ : U C R? — RP injektiv mit d¢ nicht-singuldr auf U. Falls R ein entartetes Rechteck® im R? ist, so gilt
V(¢(R)) = 0.

Beweis:

(i) Sei R kompakt. In der Umgebung jeden Punktes von R kann der Inverse-Funktionen-Satz angewendet werden. Endlich
viele Umgebungen iiberdecken R = Es reicht eine dieser Umgebungen zu betrachten

0.B.d.A.: Umgebung von 0 und ¢(0) =0  dp(0) = 1 (Betrachte ¢(z) = (dp(0)) ! - p(x))




(ii) Folgendes gilt: ¢(0) =0, d¢(0) = 1, ¢(z) = dp=(0) - ¢(x) dp(0) =1

m ¢

d) = (¢17"'a¢p) (xay) € ]Rp71 xR
qg: UNnRr—! 5 Re-1 §;)(_'Ul) g($) = (¢1(£L',0), . a¢p71(1’70))

dg(0) = 1,1 = ¢(g7(2),0) = (x,¢p 0 g~ ' (2))

d(u) = {(z,¢p0 g7 (x)) : € W} ¢(u) kann als Graph einer glatten Funtkion auf RP~! geschrieben werden =

V(o) =0. m

Satz 10.5.8.: Sei ¢ : U — RP mit ¢ = (¢1,...,¢,) (x,y) € RF~! x R. Fiir ein Rechteck R ist ¢(R) eine Jordanmenge.
Beweis: R ist eine endliche Vereinigung von entarteten Rechtecken = V(¢(0R)) = 0. AuBerdem gilt ¢(OR) = d¢(R) da ¢
offene Mengen auf offene Mengen und abgeschlossene Mengen auf abgeschlossenen Mengen abbildet. W

Lemma 10.5.9.: Seien A\, K >0, U C RP mit U offen und ¢ : U — RP? bijektiv und glatt. Weiters sei d¢(a) nicht-singuléar
und 0 <| det d¢(a) |< K fir allea € U. Ve >0 3 6 > 0, so dass fiir jedes Rechteck R mit Durchmesser kleiner §, und das
Verhétlnis zwischen groBter und kleinster Seitenldnge grofler A ist, folgendes gilt: | V(¢(R) — V(do(a)R) |< €- V(R) mit a =
Mittelpunkt von R

Beweis: 0.B.d.A.: a =0, ¢(0) =0, 0 <| det dp(0) |[< K. Sei 0 < p < 1 mit (1+ p)- R = Rechteck das aus R entsteht, wenn

alle Seiten symmetrisch um den Faktor p verldngert werden. Analog (1 — p) - R.

(I+p)R
R

1-pR

(1—p)-RCRC(1+4p)-R ~ (1—p)-dd(0)R C dp(0)R C (1+ p) - dp(0)R
V(145)-dd(0)R)—V (1= p)-d(0)R) = ((1+p)—(1—p%)): V(d$(O)R) < 2-p-d-(1+ p) - | det d(0) | V(R) < 2-p-dK-V(R)
——— —_—— ———

=|d¢(0)[-V(R) <2d-1 <K



Wiéhle p = 5357 = V((1+p) -dp(0)R) =V ((1—p) - dp(0)R) < -V (R), es reicht (1 —p)-dep(0)R C ¢(R) C (14 p)-dop(0)R
zZu zeigen

Bemerkung: A sei eine nicht-singuliire Matrix ||z|| = [|[A~ - A-z| < |[A7Y|-|A-z| = ||A-z| > ﬁ”x” = L Liniensegment,
dann ist die Lange von d¢(0)L mindestens W mal der Lange von L = der Abstand von d¢(0) R zum Komplement von
(14 p) - d¢(0) R mindestens Wl)*ll\ -p-r, wobei r die Halfte der kleinsten Seitenldnge von R ist. Weiters gilt fiir § geniigend
klein, dass ||¢(x) —dp(0) - x| < A-p- A |lz|| <A-p-r=¢(x) € (14 p)-dp(0)R Analog (1 —p) - dp(0)R C () N

~—~
<9

o(R)

d¢

Satz 10.5.10.: Sei ¢ : U C RP? — RP glatt mit U offen, d¢~! nicht-singuliir, injektiv, R C U Rechteck, f stetig auf ¢(R),
dann gilt [ f(u) dV(u) = [ f(¢(z))- | det dp(z) | dV (x) entspricht Koordinatenwechsel u = ¢(z)
$(R) R

Beweis: S C R seien Rechtecke und A(S) = [ f(u) dV(u) — [ f(¢(x))- | det dp(z) | dV(z), Q(S) = %, mit a; der
#(S) S
Mittelpunkt von R;.

Sei h der Durchmesser von R. Wir konstruieren R = Ry D R; D ... absteigende Folge von Rechtecken R; mit dem
Durchmesser 2+ und | Q(R;) |>| Q(R) |

Ry

Halbiere alle Seitenléingen bis mindestens ein Teilrechteck R; die gewﬁnschte Eigenschaft \ Q(R» |>] Q(R) | hat. | A(R;) |=]

[ 1) V() = [ f(@(@)- | det do(@) | V(@) <] ] S0 - 16@) | det do(a) | V@) |+ [ |
d(R;) ¢RJ o(Ry)
F — F(o(ar) | dV )+ [ 1 F(@(w)- | det doa) | ~1(6a;)) | det d(ay) || AV )
| AR <] 70l || V(O(R) ~ <d¢<aj>Rj>|+u§¢“(p )1 F@) = F(6(ay) [V ($(R;)+

<eV(R;) <e fiir § klein genug da f stetig
+ ok, | F(0@)- | det do(x) | —f(@(ay)- | det dg(a;)) |-V (dd(a;)R;) = o8l < 3+ € =[ Q(R;) |< 3+ e fiix 6 Klein =

<e fiir 6 klein genug da f stetig

Q(R) < Q(R;) <3-emit € beliebig = Q(R)=0 N

Satz 10.5.10. gilt analog fiir kompakte bzw. offene Jordanmengen anstelle von R.

Beispiel: r = /22 + 42, (z,y)

1 +v1—2?
I

(r - cosB,r - sinf)

1 1 3 .
cos(z? +y?) dydx { -1 drdf = gcos 2.7 drdd = %g sin(r?) [} df = sin(l)

og}m‘d
O =l

1
2



11 Vektoranalysis

11.1 1-Form und Wegintegrale

Erste Dimension: Kurven und Integration von 1-Formen iiber Kurven.

Glatte Kurven

Sei v: I — R% und 4/ im Inneren von I : ~/(t) = g%% mit v = (71 (t),...,74(t)), ¥ (&) =~1(t),...,v5(¢)).
Definition 11.1.1.: Eine Kurve + ist glatt, wenn +/(¢) im Inneren von I beschrankt und stetig ist. Die Spur einer Kurve auf
I ist das Bild v(I) in R?. Eine Kurve liegt in £ C R?, wenn die Spur in E liegt.

Beispiel: Finde eine glatte Kurve, deren Spur eine direkte Linie von u zu v ist.

Y(t)=u+t-(v—u), te0,1]
V() =v—u, y(0) =u, y(1) =v

Stiickwese glatte Kurven-Wege

Definition 11.1.3.: Seiy : I — R? eine Kurve. + ist stiickweise glatt, wenn es eine Zerlegungvon [ ina =ty < t; < --- <t, =b
existiert, sodass V j v auf [t;_1,t;] eine glatte Kurve ist. v wird dann Weg genannt. Fiir einen Weg ~ existiert 4/ mit +/
stetig und beschrankt auf I\{to,...,t,}

Beispiel: Finde einen Weg entlang des Quadrates (0,0), (0,1), (1,1), (1,0), welches entgegen des Uhrzeigersinns verlauft.

Bestimme +/ in den Teilintervallen.

(4-¢,0) 0<t<j

1,4-t—1 Lop<d

I=[0.1] (1) = §3—4-t 1§ 1243
) 2="=7

(04-4t)  2<t<1

=~ ist stetig auf [0, 1], glatt in den Teilintervallen und bewegt sich gegen den Uhrzeigersinn
v = (4>O)v (074)7 (_4v 0), (0> _4)

Geschlossene Wege

Kurve geschlossen: v(a) = v(b), [a,b] ist das Intervall

Wegliange

Definition 11.1.6.: Die Liinge eines Weges 7 : [a, b] — R? ist I(y) = fb||’yz(t)||dt
Beispiel: Wegliinge von () = (2-t3,3 - 3) fiir ¢ € [0, 1] ’
V()= (6-1,6-1), |n/(t)] = V36 A FT6 B =6t VETT
l(v):6f1+\/mdt:3f2\/ﬂdu:2~u*% P=2.(2-v2-1)

0 1

Differential 1-Form

Sei U CRP, F: U — RY eine differenzierbare Funktion = dF'(z) : RP — R? ist eine lineare Transformation dF' = L € R?*P
f:I—R, df(zx) =R? = R c R
Schreibweise: df = dd—g{ldxl + %dm NI %dazd

Die Differential-1-Form ist eine stetige Funktion, die jedem Punkt z € E eine lineare Funktion ¢(z) : R? — R zuweist. Da



dz; eine Basis des Vektorraumes solcher Funktionen ist, gilt: ¢ = ¢1 - dx1 + -+ - + ¢q - dxq, wobei ¢; stetige reellwertige
Funktionen sind, z.B.: E CR? = a = f-dx + g - dy mit f, g stetig.
Beispiel: Gradient: ¢; = dd—f

Tj

Integration entlang eines Weges

Sei v : [a,b] = R% ein Weg und v/ = | : | € R¥*!
Va
Schreibe: dvy(t) = +/(t)dt. Sei ¢ : U — R 1-Form und U D Spur(y) = ¢(y(t)) wirkt auf dvy(t) durch Matrixmultiplikation
und erzeugt eine reelle Zahl ¢(t) - dy(t) = ¢1 -dy1 + -+ + ¢a - dvya
Diese Funktion ist beschrankt auf [a, b] und stetig, aufler an endlich vielen Punkten = integrabel.
Das Integral ist unabhéngig von der Parametrisierung des Weges und heifit Wegintegral.
Definition 11.1.9.: Sei ¢ eine dvy 1-Form, stetig, deﬁniert auf ACRY v:[a,b] — A
b b b d

Weg = [¢ = [o((t) dy(t) = [ o(x(t)) -+ (t) dt f Z ¢ (y(t))dv; - ' () dt = [ _Zl ¢ (v(t)) -~/ (t) dt

o a a a j=1 a j=
Idee: x; = v;(t), dv; =;(t) dt
Jo1(2) - day + -+ @a(z) - dwg = ffbl ) () + -+ ga(v(1)) - v5(t) di
5
Beispiel: Finde fy dx + x dy und fy dv+zdymity=(1+2-t,1+3-¢t) 0<t<1, A=(1+2-2,1+3-1?) 0<t<1
yrx=14+2-1¢ dx—2dt y—1+3 t, dy—3dt

fyda:+xdy_f(1+3 t)-2+(142-¢t)-3dt = f(5+12-t)-1~t:11
0% 0 0
Niz=1+4+2-12, de=4-tdt, y=1+3-t>, dy=6-tdt

1 1
=[(1+3-t3)-4-t+(1+2-12)-6-tdt=[24-34+10-t dt =11
0 0

>

Fundamentalsatz der Vektoranalyse

Satz 11.1.10.: Sei v : [a,b] — R? Weg, f differenzierbare Funktion auf U D> v(I) = [df = f(v(b)) — f(v(a))
8!

b b b
Beweis: Sei v eine glatte Kurve. [df = [df(v(t)) - dy(t) = [d(fov)(t) = [(fo)(t) dt = f(7(b) — f(v(a)) W

Einfache Wege und glatte einfache Wege

~(I) einfach <
(i) s#t=7v(s) #~(t) mit s,t € I und s At ¢ Il
(ii) + existiert und /(t) = 0 nur in endlich vielen Punkten von I°
(i) = injektiv, geschlossene Kurve ist jedoch erlaubt.

(ii) = 7 besitzt Tangenten iiberall aufler an endlich vielen Punkten z; € I°

Einfach geschlossener Weg ist geschlossen und einfach, z.B. Kreis der einmal durchlaufen wird.

Eine einfache glatte Kurve « ist eine einfache Kurve, die glatt ist und +/'(¢t) #0V z € I° = T(¢t) = ”;’(( 7y ist dort definiert.




11.2 Variablentransformation

e Ist [ abhéngig von der Parametrisierung oder ist nur die Spur entscheident?
gl

e Beschreibung von Wegen und 1-Formen abhéngig von Koordinatensystemen, d.h. durch Anderung des Koordinaten-

systems andert sich die Darstellung der Kurve. Wie wird die Darstellung der 1-Form geéndert, sodass das Integral das

gleiche bleibt?

Parameterunabhingig

Integral einer 1-From iiber Weg unabhéngig von der Parametrisierung.

Definition: Seien v, A glatte Kurven in R? mit Intervallen [a,b], [c,d]. Sei « : [c,d] — [a,b] stetige, surjektive und glatte
Ableitung, mit nicht verschwindende Ableitung auf (¢, d). Sei A = v o «, dann ist « ein glatter Parameterwechsel von v zu A.
Wenn o > 0 auf (¢,d) = « ist orentierungserhaltend, falls o/ < 0 auf (¢,d) = « ist orientierungsumkehrend. Bemerkung:
Y'(t) #0V t € [¢,d] = o entweder groBer oder kleiner Null auf (¢,d) = « entweder steigend oder fallend auf [c, d] bzw.
streng monoton.

Satz 11.2.2.: Seien A, glatte Kurven in R definiert auf [a, ] [c,d] und « ein glatter Parameterwechsel von v zu A = [ ¢ =
b\

+ [ ¢ fiir alle 1-Formen ¢ = ¢1 - dzq + -+ + ¢q - dzq, definiert auf U D A\(I)
gt
Beweis: Sei « orientierungserhaltend, s = a(t), ds = o/(t)dt

A1) = dyfa() - dat) = 7 (a(1) - '(1) dt
[ 6= ] 6O0) A1) = [ o)) -7/ (1) - o' (1) dt = [ 9(7(5)) -+ (s) s = [ 6

a

« orientierungsumkehrend = Schritt 4: f = fb ]

Satz 11.2.2.: Wenn « orlentlerungserhaltend 1sta dann sind A und ~ dquivalent.

Definition 11.2.3.: Wenn ),y Wege mit gleicher Spur sind und [ ¢ = [ ¢ fiir jede 1-Form ¢ definiert auf v und X, dann sind
~v und A sind aquivalente Wege. k ’

Bemerkung: Seien A,y Wege. Sei « ein glatter Parameterwechsel (Parametertransformation) von v zu A = 3 a~ ! : [a,b] —
[c,d] und ! ein glatter Parameterwechsel von \ zu .

Beispiel: Gibt es einen glatten Parameterwechsel von v zu A und umgekehrt mit v(¢) = (1+2-¢,1+3-t) 0 <t <1, A\(t) =
(14+2-t2,1+3-t?) 0<t<1?

a(t) = t? ist steigend und A\ = yoa, o ist beschriinkt auf (0,1). Der Parameterwechsel von \ zu v ist: a~! mit a(5) = /5.
Hier: Ableitung nicht beschrankt auf (0,4), aber auch keine Voraussetzung.

Beispiel: Sei () = (cost,sint), A(t) = (cost, —sint) 0<t<2-7

Gibt es einen glatten Parameterwechsel von v zu A7 Sind A und v dquivalent?

Beide Wege durchlaufen den Einheitskreis By(0,0), aber in verschiedenen Richtungen.

a=2-7 —tist ein glatter Parameterwechsel von v zu A, da cos(2 -7 —t) = cost, sin(2 -7 —t) = —sint.

« ist orientierungsumkehrend = A, ~ nicht dquivalent.

Zeige dies mit ¢(z,y) = —y dz + z dy

Auf v :x =cost, dv = —sint dt

y = sint, dy =cost dt

:>f<b fsm t+ cos® t)dt = fldt—27r

Auf)\ x = cost, dv = —sint



y= —smt dy = —cost dt

f(b ffsm t—cos?t dt = fol dt=-2-7

Satz 11 2.2. liefert Strategie fug viele Wege mit gleicher Spur. Angenommen die Intervalle konnen in n Teilintervalle zerlegt
werden, so dass fiir j = 1,...,n v und A in j-ten Teilintervall einen glatten orientierungserhaltenden Parameterwechsel a;
besitzen. Falls dies moglich ist = [ ¢ = [ ¢ fiir alle 1-Formen ¢ mit ¢ : U — R, U D Spur(y) = Wege dquivalent”

Satz 11.2.7.: Seien \,~y zwei einfaucﬂyhe7 glgtte nicht geschlossene Kurven, die die gleichen Anfangs- und Endpunkte besitzen

und die gleiche Spur = Es existiert ein orientierungserhaltender glatter Parameterwechsel von v zu .
(i) injektiv
(i) 7' = 0 an endlich vielen Punkten, vy € C' =+ A0V z € I°

Beweis: [a,b], [c,d]
Vtele,d 3selab]: At) =~(s) (gleiche Spur)
v injektiv = 3! s mit s = a(t) = a: [¢,d] = [a,b] mit A(t) = y(a(t))
Zeige: « besitzt stetige positive Ableitungen auf (¢, d)
Wihle F(s,t) = A(t) — v(s) = F glatte Funktion mit F : [a,b] X [c,d] — R?
z.z.: Sel tg € (¢,d) = J a(t) in U(t) und ist stetig in to
fi
Sei sop = a(to), ¥ (s) #0= T j: m F =
fa
= Jein glattes §: U(to) mit B(to) = so, f;(s,t) =0 fir (s,t) € U(so,to) & s = B(I)
Da F(a(t),t) =0V t € [c,d] ist fj(a(t),t) =0= B(t) = a(t) in U(ty) = « glatt in einer Umgebung von ¢,
z.z.: o #0
N(t) =+'(a(t)) - a'(t)
Annahme: 3¢:a/(t) =0= N (t) =0 4 = « glatte Parametertransformation

o/ # 0 = « fallend oder steigend, da a(c) = a, a(d) = b = steigend = orientierungserhaltend W

Bogenliangen Parametrisierung

Sei v eine glatte Kurve mit Intervall [a, b], dann ist die Variablentransformation folgendermafien definiert: s(¢ f 1Y/ (w)||du V't €
[a, b], das heifit s(t) ist Lange I(7) auf [a,t] = ds = ||¥/(¢)||dt, |7/ (t)| stetige, positive Funktion = s(¢) ist stetlge, steigende
Funktion = s : [a,b] — [0,1(v)] glatt auf [a, b]

= s71:[0,1(y)] — [a,b] ist steigende stetige Funktion, glatt auf (0,1(v))

= glatter Parameterwechsel von v zu A(s) = v(t(s))

Léange der Kurve wird durch glatten Parameterwechsel nicht gedndert. = Das heifit mit s € [0, ()], wobei {(\) mit I = [0, s]
und () mit I = [a,t], das heiBt f I/ (w)||du = s

Eine glatte Kurve oder Weg mit dleser Eigenschaft ist parametriesiert durch die Bogenlédnge.

Satz 11.2.9.: Jeder Weg in R¢ kann umparametrisiert werden, so dass er durch die Bogenlinge parametrisiert ist.

f |7 (u)||du = s angewandt auf \: s = f [IN(t)|dt, £ = 1= ||N(s)|| = das heifit \'(s) ist Einheitsvektor

Schrelbe T Einheitsvektor zu v, T' bezughch vy: T =
N(s)=~'(t)- %7 ,7; =[Ol =~ Hn,r(t)”

Ttr=Spur

Ty /” und A(s) = y(t(s))




Klassische Form der Wegintegrale

Seip = f1-dey+---+ fp d:vp 1-Form auf A C R? und 7 einfacher Weg auf A mit Spur C, dann gilt F' = (f1,..., fp) mit

[ody=[F Tds= [FO) - T(0) - @) d = fF /(1) dt, wobei ' = (+...7,)

%’hysikalisihe Anwendljng: F ist z.B. ein Kraftfeld, das auf ein Objekt wirkt = [ ... entspricht der Arbeit des Feldes bei
Bewewgung des Objektes entlang des Weges.

Notation stellt das Integral einer 1-Form als Integral einer gewéhnliche;n Funtkion F' - T beziiglich Bogenléange dar.

Definition: Sei f: A — R stetig, 7 : [a,b] — R®. Definiere [ f ds = [ f(v(t)) - [|7/(¢)|| dt “Integral von f iiber C nach der
C a

C(v)
Bogenlange”.

Variablentransformation fur 1-Formen

Glatte injektive Funktion U — V mit U,V C R? offen und nichtsinguléirem Differential.

Allgemein: U C RP offen, H : U — R? glatte Funktion (nicht zwingend injektiv) H kann glatter Parameterwechsel sein oder
z.B. Funktion, die Teile einer p-Fliache in R? parametrisiert

Idee: Nutze Wissen dariiber wie Funktion, Wege und Differentialformen durch H transformiert werden, um Integration auf
komplexen Gebieten auf einfache Quadrate oder Kegel zuriickzufiihren.

Das gleiche zuvor bei Integration einer 1-Form iiber einem Weg durch Integration einer Funktion iiber Linie.

f(b f Z Gj(v;(t)) - j(t) dt. Seiy: I = U, f: HU) =R, U CRP, offen, H : U — RY glatt, dann ist H oy : I — R? ein
Wog in B? und fo H : U — H, schreibe H*(f) = fo H

Dabei gilt: v — H o~y Wege in RP — Wege in R?, f+— H*(f) Funktion in R? — Funktion auf R

Beziehung: Einerseits H*(f) - 7y ist eine reellwertige Funktion auf I, andererseits ist H* -y = (fo H) oy = f o (H o), das
hei3t f ist definiert auf Kurven H o~

Transformation der 1-Formen durch H : Sei f : U — R glatt, df eine vektorwertige Funktion und H*(f) = f o H, dann:
(df o H) - dH = fasse dies als Transformation von df unter H auf = dies motiviert, dass H jede differenzierbare 1-Form auf
diese Weise transformiert.

Definition 11.2.10.: Sei U C RP? offen, H : U — R? glatt. Fiir jede Funktin (0-Form) f auf H(U), 1-Form ¢ auf H(U)
definieren Funktion H* f, 1-Form H*¢ auf U als H*f = fo H, H*(¢) = (¢ o H) - dH

Beispiel 11.2.11. Sei H : U — R? glatte Funktion, U C R? offen. Sei (z,y,2) = H(u,v) und é(x,y,2) = f(z,y,2)dx +
g(x,y, z)dy + h(x,y, z)dz 1-Form

Schreibe: H*¢ in (u,v)

oz Oz
ou  Ov
H*(¢) = (¢po H)-dH = (foH,go Hho H)- | 21 2u | —
9z 0z
ou ov

:(foH-g—i—l—yoH-%—&-hoH-%, foH-%+yoH-%+h0H-%):>Basisform
(foH~%—i—goH-%+hoH~%)-du+(foH-%+goH-%+hoH~%)~dv

Bemerkung: 1-Form ¢ = f -dx + g-dy + h - dz wird durch die Funktion U — R3 (U C R?) transformiert mit: Ersetze
(z,y,z) = H(u,v) fir f(z,y,2), g(z,y,2), h(z,y,z) und ersetze

° dm:gi du+8"‘~dv

. dy:%-du+%~dv



° dZZg—z-du—F%-dv

df(w) _ df | du

dv T du dv

Gleicher Ansatz fiir Transformation von 1-Formen von R? — RP unter H : RP — RY9. Wennp=¢=1:
Beispiel: Sei H(r,0) = (r-cosf, r-sinf) fir r >0, —w <6 <7

Transformation: @ = r - cosf, y = r -sinf. Berechne H*¢ fiir 1-Form ¢(x,y) =z -dz+y - dy

dx = cosf dr—r-sin@ df, dy =sin® dr+r-cosf df = H*¢ = r-cos? 0 dr—r?-sinf-cos 0 d+r-sin® 6 dr+r2-sinf-cos 6 df =
7 - (cos? +sin®)dr = r - dr

Satz 11.2.14.: Sei H : U C R? — R glatt, ¢ 1-Form und v : I — U Weg. Dann gilt [ H*(¢) = [ ¢

Y Hovy

o cos(t)
Beispiel: ¢ =z -dx +y-dy, v(t) = , —m<t<mw
sin(t)

cosf —r-sinf
H:x=r-cos0, y=r-sin6; der =cos@-dr —r-sinf-df, dy =sin@ -dr +r-cosf-df = dH =
sinf 7 -cosf

dx dr
( )de-( );'y(t)z(l,t),A:Ho*y:>f(m~da:—|—y~dy):fr-cost9~(Cosﬁ-dr—r~sin9~d9)—|—T~sin9~(sin@-
dy 40 A

dr+r-cos@-df) = [r-(cos?0+sin?0) dr =0

Pe—

11.3 Differentialformen hoherer Ordnung

dxj/\sda:i:dmi/\dmj mit 1 <4,j <dund dz; Adx; =0

d
:w ~ d=3: drxANdy, de Ndz, dy \Ndz
2

Definition: 2-Form

o(z) = 3 fi(z) - dwi A da;
1<g
Definition: Dachprodukt von 1-Formen

¢ =3 fi-dv; =3 g dr; = ANy = fi dvi)AN(Xgj-dry) =3 (fi - dwi) A(gj-dzy) =3 fi - g5 - dwi Ndwy =
3 J % J v
> (firgi = fi-9i) - dwi Ndx;

i,J
i<j
Satz: Seien ¢, 1,0 1-Form und f 0-Form, dann gilt

(a) gAY =—p Ao
(b) oAO+¢P)=dAO+PNY
) f-@AY)=(f- DAY =0N(f¥)

8Spatprodukt, Dachprodukt



