Proseminar Partielle Differentialgleichungen 1
Gerald Teschl
SS2012

Bemerkung: Die meisten Beispiel sind aus dem Buch von L. C. Evans, Partial
Differential Equations, Amer. Math. Soc., 1998 bzw. aus der VO von Michael
Kunzinger aus dem WS03/04.

1. Bestimme fiir jede der folgenden PDEs den Typ (linear, semilinear, qua-
silinear, voll nichtlinear) und die Ordnung.
a) Au= " Uz, =0 (Laplacegleichunyg).
b) u; + Y biug, = 0 (Transportgleichung).

¢) u — Au = 0 (Wirmeleitungsgleichung).

jol

e

£) ur + vy + Uz = 0 (Korteweg-de Vries Gleichung).
g) det(D?u) = 0 (Monge-Ampére Gleichung).

)
)
)
) uy — Au = 0 (Wellengleichung).
) uy + uu, = 0 (Burgersgleichung).
)
)

2. Beweise die Leibnizformel
D% (uv) = Z (a) DPuD* Py,
BLa B

wobei u,v : R™ — R glatt sind, (g) = ﬁlﬁ)' und 8 < « heiflen soll:
Bigaifﬁrlgign.

3. Die Funktion f : R® — R sei NV mal stetig differenzierbar. Zeige die
Taylorsche Formel

@)= 3 D" fo)(w — ) + Rue)
lo]<N—1 7

wobel

Ry(@)= 3 %Do‘f(xo—l—Q(x—mo))(x—xo)a 6 €0,1))

loe|=N

die Abschitzung |Ry (z)| = O(Jx — zo|V) (z — z0) erfiillt.
Hinweis: Betrachte die Funktion g : R — R, g(¢t) := f(xg + t(x — z¢)).
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4. Finde eine explizite Losungsformel fiir das Anfangswertproblem

ug+b-Du+cu=0 auf R" x (0,00)
u=g auf R" x {t =0}

Dabei sind ¢ € R und b € R™ konstant.
5. Zeige, dass die Laplacegleichung
Au(z) =0 (x € R™)

rotationsinvariant ist. Damit ist gemeint, dass fiir jede Losung u der La-
placegleichung und jede orthogonale n x n-Matrix O auch die Funktion
v(z) := u(Ox) eine Losung ist.



PS PDE 1 — GERALD TESCHL — SS12 3

6. Untersuche, welche der folgenden Gleichungen Lésungen in Form einer
fortschreitenden Welle u(x,t) = cos(kz — wt) besitzt (z,t € R, ¢, k, w
reelle Konstante).

a) uy + cu, = 0.
b) us — g, = 0.
¢) Ug — gy = 0.
d) up + gy = 0.
Welche Bedeutung hat gegebenenfalls die Grofie 7

7. a) Zeige, dass die Funktion p: R — R,

{ e/t t>0

p(t) = 0. t<0

unendlich oft differenzierbar ist.
b) Folgere daraus, dass die Funktion 7 : R” — R,

=T
’I’}(JZ) — { e s |(E| <1

0, |x|>1
unendlich oft differenzierbar ist.

8. Sei u eine Losung des Randwertproblems

—Au=f auf B°0,r)
u=g auf 0B(0,r)

(f, g stetig, B°(0,7) die offene Kugel mit Radius r um 0).
Zeige, dass fiir n > 3 gilt:

ul0) = Jgg%,”i? @+ g /Bw,r) (ml - 1) flw)dz

Hinweis: Modifiziere den Beweis der Mittelwerteigenschaft harmonischer
Funktionen.
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9. Sei U C R? = C offen. Zeige

a) Real- und Imaginérteil einer in U holomorphen Funktion sind har-
monisch.

b) Ist umgekehrt v € C%(U), Au = 0 und ist U einfach zusammenhiin-
gend, dann ist u Realteil einer in U holomorphen Funktion; d.h. es
existiert eine sog. harmonisch konjugierte Funktion v, sodass f =
u + 4v holomorph ist. Tipp: Betrachte das Vektorfeld (—uy,us).

10. v € C?(U) heiBt subharmonisch, wenn
—Av <0 inU.
Zeige:
(a) Falls v subharmonisch ist, dann gilt:
o@) < f ow)dy
B(z,r)

fiir alle B(x,r) CU.
(b) Folgere daraus, dass
maxv = maxv.
U oU

(c) Sei ¢ : R — R glatt und konvex. Sei w harmonisch und v := ¢(u).
Dann ist v subharmonisch.

(d) Sei u harmonisch. Dann ist v := |Du|? subharmonisch.
11. Sei u eine Losung von

—Au=f aufU
u=g aufoU

Zeige, dass u die folgende a-priori-Abschétzung erfiillt:

max |u| < C(max |g| + max | f])
U ou U

Tipp: Verwende die Darstellungsformel von u mittels Green’scher Funktion
fir U.
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12. Bestimme fiir z € R?, |z| # R das Integral
1
wr(z) = / — dS(y).
dB(0,R) |z — y
Hinweise:

e Beniitze fiir |z| > R die Mittelwerteigenschaft.

e Fiir |z| < R zeige zunéchst, dass wg nur von |z| abhéngt. Verwende
dann das Maximumprinzip um zu zeigen, dass wg auf jedem B(0, R’)
mit R’ < R konstant ist.

13. Sei u : R? D B(0,R) — R stetig und harmonisch auf B°(0, R). Sei
u |op(o,r)= h- Zeige, dass dann gilt:

R2 _ 7,2 2 h(g)
= dl.
u(r, ) 27 /0 R2 — 2Rrcos(p — 0) + 12

Wiéhle R =2 und h(f) = 3sinf +1 (0 <6 < 27).

a) Bestimme Maximum und Minimum von u auf B(0, 2).
b) Bestimme u(0).

¢) Gib eine explizite Formel fiir « an (z.B. mittels Mathematica).

14. Sei v harmonisch und positiv auf B°(0,). Folgere aus der Poissonformel
fir die Kugel, dass

u(0) < u(z) < r“mum)

r— |z
(r+ |2))"1

n—2

(Explizite Form der Harnackschen Ungleichung).
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15. Lose das folgende Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung

up — Ugy =0 auf R x (0, 00)
u(z,0) =e * firzeR

16. Lose das Anfangswertproblem

Ut — Uy =0 auf R x (0, 00)
u(z,0) =g(z) firzeR

wobei

() = cg firz<0
g\r) = cy firz >0

Gilt u(z,t) — u(x,0) fir ¢t | 07
17. Finde eine explizite Losungsformel fiir das Anfangswertproblem

up — Au+cu=f auf R" x (0,00)
u(z,0) =g(z) firx e R?

wobei ¢ € R.
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18. Sei w eine glatte Losung der Wirmeleitungsgleichung auf R™ x [0, 0o).
a) Zeige dass uy(z,t) := u(Ax, A\*t) mit A € R ebenfalls die Wirmelei-
tungsgleichung erfiillt.
b) Verwende a) um zu zeigen, dass v(z,t) := x - Du(x, t) + 2tus(z,t) die
Wirmeleitungsgleichung erfiillt.
19. Gegeben sei g : [0,00) — R mit g(0) = 0. Leite die Losungsdarstellung

2

—x

eTT== g(s)ds

u(z,t) =

\/E / (t—s) 3/ 2
des Anfangs-/Randwertproblems

U — Uz=0 in Ry x (0,00),
u=0 onRy x {t =0},
u=g on{zx =0} x[0,00).

her.
Hinweis: Setze v(x,t) = u(zx,t) — g(t) und erweitere v(z,t) fiir < 0 zu
einer ungeraden Funktion.

20. v € C2(Ur) heiit Sublosung der Wirmeleitungsgleichung, falls
—Av <0 in Ur
Zeige:

a) Fiir jede Sublésung v gilt

2
v(z,t) < // y\ dy ds
4Tn a:tr) - )

fiir alle E(z,t;7) C Up. (Analysiere den Beweis von Theorem 2.3.3).
b) Daher ist maxg,. v = maxr, v

c) Sei ¢ : R — R glatt und konvex. Sei u eine Losung der Wirmelei-
tungsgleichung und v := ¢ o u. Dann ist v eine Sublésung.

d) v:=|Dul? +u} ist eine Sublésung falls u eine Losung der Wirmelei-
tungsgleichung ist.
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21. a) Zeige, dass die allgemeine Losung der PDE u,,, = 0 im R? gegeben
ist durch

u(z,y) = F(z) + G(y)
wobei F' und G beliebige differenzierbare Funktionen sind.

b) Verwende die Transformation

& = x4+t
n = x—t
um zu zeigen, dass uy — Uy, = 0 dann und nur dann gilt, wenn

Ugn =0.

¢) Leite mittels a) und b) erneut die d’Alembertsche Formel her.

22. Lose mittels d’Alembertformel das Anfangswertproblem fiir die Wellen-
gleichung
Ugt — Uge =0 auf R x (0, 00)
{ u=g, uy=h auf Rx {t=0}

wobei

1 fir —1<z<1
g(z) =

0 sonst h(z) =0

1 fir —1<z<1
g(x) =0 h(m>:{0 sonst -

Skizziere jeweils u(x, tg) fiir to = 0, %, 1,2.

23. Sei u € C?(R x [0,00)) eine Losung des Anfangswertproblems fiir die
eindimensionale Wellengleichung:

Ugp — Uge =0 auf R x (0, 00)
u=g, uy=h auf Rx {t=0}

Dabei sollen g und h kompakten Triger haben. Dann definiert man die
kinetische Energie von u als

o0

k(t) := 5/ u?(z,t) de

—0o0

p(t) == %/00 u?(x,t) dz .

Zeige:

a) k(t) + p(t) ist konstant in ¢. Die Gesamtenergie des Systems bleibt
also erhalten.

b) k(t) = p(¢) fiir ¢t hinreichend gro8.



PS PDE 1 — GERALD TESCHL — SS12 9

24. Sei u € C?(R3 x [0,00)) eine Losung des Anfangswertproblems fiir die

25.

26.

dreidimensionale Wellengleichung:

uge — Au=0 auf R? x (0,00)
u=g, uy=h auf R®x {t=0} ~

wobei g und h kompakten Tréager haben sollen. Zeige, dass es dann eine
Konstante C' gibt, sodass

lu(z, t)] < (x€eR3 t>0).

=+ Q

Sei a € R. Bestimme fiir gegebenes g und h eine Losung u des folgenden
Anfangswertproblems:

Uty — Uz — Uy —uz) =0 auf R x (0,00)
u=g, uy =h auf R x {t =0}

Es losen E = (E', E?, E3), B = (B!, B?, B®) die Maxwell-Gleichungen:
E; = curl B,
B; = —curlE,
divB =divE = 0.

Dann 16sen alle Komponenten E/ und B, j = 1,2,3 die Wellengleichung.
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27. a) Bestimme das System der charakteristischen Gleichungen fiir die in-
homogene Transportgleichung

ug+b-Du=f auf R™ x (0, 00)

wobei b € R, f = f(z,1t).

b) Verwende die Methode der Charakteristiken, um die Transportglei-
chung in a) unter der Anfangsbedingung

u=g auf R” x {t = 0}
zu losen.

28. Lose mit Hilfe der Methode der Charakteristiken die folgenden Randwert-

probleme:
a)
TiUg, + Toly, = 2u
u(zy,1) = g(x1)
b)
Ulg, + Uy, = 1
u(zy,z) = 3
c)
T1Ug, + 2T2Ugy + Uz, = 3u

u(ry,22,0) = g(w1,22)
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29. Zeige, dass fiir u; < u, die folgende Verdinnungswelle
u, < ut
u(t) == Toowt <z <upt

Up, T > Ul

eine Integrallésung der Burgersgleichung
2
Us + <U> =0
2 x

30. Es sei u eine C! Losung der Erhaltungsgleichung

ist.

{ut—l—F(u)x:O in R x (0, 00)
u(z,0) =g(xz) auf R x {t =0}

mit kompakten Trager. Zeige

/_Z u(x, t)de = /_Z g(x)dx.

31. Ermittle eine C2-Losung der Burgersgleichung mit Viskositit

u2
U + 7 . = WUgy

(mit g > 0) der Form u(x,t) = v(x — ct), eine sogenannte solitire Welle.
Wie verhélt sich die Losung u(zx, t) fur g — 07
Hinweis: Setze v(z) = ¢ + w(z) um die gew. DGL fiir v zu 15sen.
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32.

33.

34.

Lose das folgende Anfangs-Randwertproblem fiir die Warmeleitungsglei-
chung mittels Trennung der Variablen:

Up — Uge =0 fiirz e (0,L),¢t>0
u(z,0) = f(z) firxze (0,L)
w(0,t) =u(L,t) =0 firt>0.

Bestimme die Losung des Anfangs-Randwertproblems:

Up — Ugye =0 fiir z € (0,3),¢t>0
u(x,0) = 5sindrz — 3sin8rx  fiir z € (0, 3)
u(0,t) =u(3,t) =0 fiirt>0.

Finde mittels Separationsansatz die folgenden Losungen der zweidimen-
sionalen Laplacegleichung;:
a) Die harmonischen Funktionen e~*¥ cos Az, e~ sin Az, (A > 0).

b) Die homogenen harmonischen Polynome r* cos ko, r¥ sin ke (k € N).
Dabei sind (r, ¢) Polarkoordinaten im R2.



PS PDE 1 — GERALD TESCHL — SS12

13

35. Berechne die Fouriertransformierte folgender Funktionen u : R — R:

a)
1,z <a,
u(@) = { 0, |z|>a.

b)
ux'imQ—l—k‘Q’ .

c)
x k> 0.

u(zx) = (CEYEER
36. a) Sei f € LYR"), h € R" und g(x) := f(z + h). Zeige:
aly) =M f(y).

b) Sei f € L'(R") und a € R. Zeige, dass fiir h(x) := f(az) gilt:



