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Vorwort

Der Begriff Wahrscheinlichkeit wird iiblicherweise mit Haufigkeit assoziiert. Was oft
eintritt, hat hohe Wahrscheinlichkeit, was selten eintritt, hat niedrige Wahrscheinlichkeit.
Daher wird in diesem Skriptum Wahrscheinlichkeit als Grenzwert relativer Haufigkeiten
definiert. Damit wird der Additionssatz fiir endlich viele Ereignisse bewiesen, auf dem
dann die Wahrscheinlichkeitstheorie aufbaut. Man kommt auch ohne o-Additivitat aus.

Das Skriptum beginnt mit der fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie notwendigen Kombina-
torik, bevor dann im zweiten Kapitel Wahrscheinlichkeit und bedingte Wahrscheinlichkeit
definiert und die wichtigsten Satze zum Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bewiesen wer-
den. Diese sind der Satz iiber gleichwahrscheinliche Ausfélle (Laplace-Wahrscheinlichkeit),
der Multiplikationssatz, der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und die Formel von
Bayes.

Im dritten Kapitel werden diskrete und kontinuierliche Zufallsvariable und deren Vertei-
lungen eingefithrt. Ausfiihrlich behandelt werden Binomialverteilung, geometrische und
hypergeometrische Verteilung, Poissonverteilung, Exponentialverteilung, Gammavertei-
lung und Normalverteilung. Die Approximation der Binomialverteilung durch die Nor-
malverteilung wird nur heuristisch hergeleitet.

Im vierten Kapitel wird die gemeinsame Verteilung mehrerer Zufallsvariable und die
Unabhéangigkeit von Zufallsvariablen eingefiihrt. Es geht dann ums Rechnen mit Zufalls-
variablen. Fiir die Wurzel aus einer Zufallvariable, fiir die Summe und fiir den Quotienten
zweier Zufallsvariable werden die Wahrscheinlichkeitsdichten bestimmt. Es wird gezeigt,
dass eine Summe unabhéangiger normalverteilter Zufallsvariablen wieder normalverteilt ist.
Schliefllich werden noch Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz behandelt. Be-
wiesen werden sie jedoch nur fiir diskrete Zufallsvariable. Schliellich gibt es noch einen
kurzen Ausblick auf den Zentralen Grenzwertsatz und das Gesetz der groflen Zahlen.

Das flinfte Kapitel des Skriptums ist der Statistik gewidmet. Zuerst wird die Methode
der kleinsten Quadrate behandelt. So gewinnt man Formeln zum Schéatzen von Parametern
aus vorliegenden Stichproben. Dann folgen Konfidenzintervalle und statistische Tests.

Das Skriptum enthélt eine grofle Anzahl durchgerechneter Beispiele, von denen viele
auch im Schulunterricht verwendet werden konnen.

Das Skriptum hat zwei Anhénge. Im ersten findet man einige Anwendungen der Wahr-

scheinlichkeitstheorie, im zweiten werden notwendige Vorkenntnisse aus der Analysis zusam-
mengestellt.



I. Kombinatorik

Stichproben spielen in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine wesentliche Rolle. In der
Statistik zum Beispiel besteht die grundlegende Methode ja gerade darin, aus einer zufallig
gezogenen Stichprobe Folgerungen zu ziehen. Das Ausrechnen von Wahrscheinlichkeiten
kann man oft auf das Abzahlen von Stichproben zuriickfiihren. Damit setzen wir uns
in diesem ersten Teil auseinander. Das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit dem
Berechnen von Anzahlen beschéftigt, heiit Kombinatorik. Wir beginnen mit geordneten
Stichproben, behandeln dann ungeordnete Stichproben und schliellich Zerlegungen von
Mengen und Anordnungen von vorgegebenen Objekten.

1. Geordnete Stichproben

Wir haben eine Menge M vor uns, aus der eine Stichprobe gezogen wird (zum Beispiel
eine Menge von Glithlampen, aus der eine Stichprobe zur Qualitatskontrolle gezogen wird,
oder eine Menge von Losen, aus der die Preistriger gezogen werden). Mit n bezeichnen
wir die Anzahl der Elemente der Menge M. Aus dieser n-elementigen Menge M ziehen
wir der Reihe nach k Elemente. Es gibt also einen ersten Zug, einen zweiten Zug, und
so weiter bis zum k-ten Zug. Die Ordnung in der Stichprobe ist wesentlich, daher spricht
man von geordneten Stichproben. Die Anzahl k£ der Elemente in der Stichprobe heif3t
Stichprobenumfang.

Wir unterscheiden geordnete Stichproben mit und ohne Zuriicklegen. Geordnete Stich-
proben mit Zuriicklegen vom Umfang k erhéalt man, wenn man aus der Menge M der Reihe
nach k Elemente zieht und jedes sofort wieder zuriicklegt. Es wird also jedes Mal aus der
urspriinglichen Menge M gezogen. Jedes Element kann ofter in der Stichprobe vorkom-
men. Geordnete Stichproben ohne Zuriicklegen vom Umfang k erhalt man, wenn man aus
der Menge M der Reihe nach k£ Elemente zieht und nicht zurticklegt. Jedes Element kann
nur einmal in der Stichprobe vorkommen.

Geordnete Stichproben schreibt man in der Form (z1, 29, ..., x;) im Gegensatz zu Men-
gen, die ungeordnet sind und fiir die man geschwungene Klammern verwendet. Geordnete
Stichproben vom Umfang 2 sind Paare (21, x2) und geordnete Stichproben vom Umfang 3
sind Tripel (x1, 22, x3).

Beispiel 1: Man schreibe alle geordneten Stichproben vom Umfang 2 aus der Menge
{a,b,c,d} auf.

Mit Zuriicklegen: Ohne Zurticklegen:
(a,a) (a,b) (a,¢) (a,d) (a,b) (a,c¢) (a,d)
(b,a) (b,b) (b,c) (b,d) (b,a) (b,c) (b,d)
(c,a) (¢,b) (c,¢) (c,d) (c,a) (¢,b) (¢,d)
(d,a) (d,b) (d,c) (d,d) (d,a) (d,b) (d,c)

Man sieht hier schon, wie man diese Stichproben zahlen kann. Fiir den ersten Zug gibt
es 4 Moglichkeiten, namlich alle Elemente der Menge. Wird zuriickgelegt, dann gibt es
fiir den zweiten Zug ebenfalls 4 Moglichkeiten. Da man jeden der 4 moglichen zweiten
Ziige an jeden der 4 moglichen ersten Ziige anfiigen kann, erhélt man 4 - 4 = 16 geordnete
Stichproben mit Zuriicklegen.
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Wird nicht zuriickgelegt, dann gibt es fiir den zweiten Zug nur 3 Moglichkeiten. Welche
Moglichkeiten das sind, hangt davon ab, wie der erste Zug ausgefallen ist. Es sind aber
immer 3 Moglichkeiten. Daher gibt es 4 - 3 = 12 geordnete Stichproben ohne Zuriicklegen.

Wir wollen diese Anzahlen allgemein ausrechnen. Zuvor eine Definition.

Definition: Wir definieren n! = n(n —1)(n —2)...2-1 fiir n € N und 0! = 1. Man liest
n! als ,n-Faktorielle®.

Satz 1: Die Anzahl der geordneten Stichproben aus einer n-elementigen Menge M vom
Umfang k mit Zuriicklegen ist n*. Die Anzahl der geordneten Stichproben aus einer n-ele-
mentigen Menge M vom Umfang k ohne Zuriicklegen ist n(n—1)...(n—k+1) = (nﬁ—'k:)'
Beweis: Mit Zuriicklegen: Fiir den ersten Zug kommen alle Elemente der Menge M in
Frage, also gibt es n Moglichkeiten. Da wir zurticklegen, wird beim zweiten Mal eben-
falls aus der urspriinglichen Menge M gezogen, also gibt es auch fiir den zweiten Zug n
Moglichkeiten. Das geht so weiter bis zum k-ten Zug. Fiir jeden gibt es n Moglichkeiten.
Wir erhalten also n-n-...-n = n” Stichproben.

Ohne Zuriicklegen: Fiir den ersten Zug kommen alle Elemente der Menge M in Frage,
also gibt es n Moglichkeiten. Da wir nicht zuriicklegen, wird beim zweiten Mal aus einer
Menge gezogen, die um ein Element weniger hat, also gibt es fiir den zweiten Zug n — 1
Moglichkeiten. Beim dritten Mal wird aus einer Menge gezogen, die um zwei Elemente
weniger hat, also gibt es fiir den dritten Zug n — 2 Moglichkeiten. Das geht so weiter bis
zum k-ten Zug, fir den es dann nur mehr n — k + 1 Moglichkeiten gibt. Wir erhalten also
n(n—1)(n—2)...(n —k+ 1) Stichproben. 0

Beispiel 2: Wie viele mogliche Tipps erlaubt ein Totoschein?

Ein Tipp auf dem Totoschein besteht darin, dass man zu jedem der 12 Spiele eines der
Zeichen 1, 2, oder X hinschreibt. Fiir das erste Spiel wahlt man ein Element aus der
Menge {1,2, X}, fiir das zweite Spiel wéhlt man ebenfalls ein Element aus der Menge
{1,2, X}, und so tut man weiter bis zum 12-ten Spiel. Es gibt also 3-3-...-3 = 312
mogliche Tipps. Die moglichen Tipps sind die geordneten Stichproben vom Umfang 12
(es sind 12 Spiele) aus der 3-elementigen Menge {1, 2, X } mit Zuriicklegen (es wird immer
aus derselben Menge {1,2, X} gewihlt).

Beispiel 3: In einem Hotel sind 6 Einbettzimmer frei. Es kommen 4 Gaste. Wie viele
Moglichkeiten gibt es, diese auf die 6 Zimmer zu verteilen?

Die Géaste kommen einer nach dem anderen dran. Fiir den ersten Gast gibt es 6 mogliche
Zimmer. Fiir den zweiten Gast, der als nachster drankommt, gibt es dann nur mehr 5
freie Zimmer. Fiir den dritten Gast gibt es nur mehr 4 und fiir den vierten Gastnur mehr
3 freie Zimmer. Also haben wir 6 -5 -4 -3 mogliche Zimmereinteilungen. Hier handelt es
sich also um geordnete Stichproben vom Umfang 4 aus einer 6-elementigen Menge ohne
Zuriicklegen.

Stimmt der Stichprobenumfang k mit der Anzahl n der Elemente der Menge, aus der
gezogen wird, iiberein, dann sind die geordneten Stichproben ohne Zuriicklegen gerade die
verschiedenen moglichen Anordnungen der n Elemente der Menge. Wir schreiben das als
eigenen Satz auf.

Satz 2: Die Anzahl aller moglichen Anordnungen von n verschiedenen Objekten ist n!.
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Beweis: Genauso wie bei den geordneten Stichproben ohne Zuriicklegen. Auf den ersten
Platz konnen wir jedes der n Objekte setzen. Ist der erste Platz besetzt, dann sind noch
n — 1 Objekte iibrig, die wir auf den zweiten Platz setzen konnen. Fiir den dritten Platz
gibt es noch n — 2 Besetzungsmoglichkeiten und so weiter. Fiir den n-ten Platz gibt es nur
mehr eine Moglichkeit. Also haben wir n(n —1)...1 = n! mogliche Anordnungen. 0

Wir verallgemeinern die geordneten Stichproben, indem wir bei jedem Zug aus einer
anderen Menge ziehen.

Satz 3: Seien My, Ms, ..., M), Mengen, wobei n; die Anzahl der Elemente der Menge M
ist. Die Anzahl aller geordneten Stichproben vom Umfang k, wobei beim j-ten Mal aus
der Menge M; gezogen wird, ist nins ... ng.

Beweis: Fiir den ersten Zug kommen alle Elemente der Menge M; in Frage, also gibt es n4
Moglichkeiten. Fiir den zweiten Zug kommen alle Elemente der Menge M5 in Frage, also
gibt es no Moglichkeiten. So geht es weiter bis zum letzten Zug, fiir den es n; Moglichkeiten
gibt. Also haben wir nins ...ny verschiedene Stichproben. 0

Beispiel 4: Eine Autonummer ist eine Folge von Zeichen, die Ziffern oder Buchstaben
sein konnen. Wie viele 4-stellige Autonummern gibt es? Wie viele 4-stellige Autonummern
gibt es, die mit einer Ziffer enden? Wie viele 4-stellige Autonummern gibt es, die mit zwei
Buchstaben beginnen? Wie viele 4-stellige Autonummern gibt es, die abwechselnd aus
Ziffern und Buchstaben bestehen?

Die 4-stelligen Autonummern sind die geordneten Stichproben vom Umfang 4 aus einer
36-clementigen Menge mit Zuriicklegen. Es gibt also 36 4-stellige Autonummern.

Soll die Autonummer mit einer Ziffer enden, dann werden die ersten drei Zeichen aus
einer 36-elementigen Menge gewahlt, das vierte Zeichen, das eine Ziffer ist, jedoch aus
einer 10-elementigen Menge. Daher gibt es 36 - 36 - 36 - 10 Autonummern, die mit einer
Ziffer enden.

Soll die Autonummer mit zwei Buchstaben beginnen, dann werden die ersten beiden
Zeichen, die ja Buchstaben sind, aus einer 26-elementigen Menge gewahlt, die anderen
beiden Zeichen aus einer 36-elementigen Menge. Daher gibt es 26-26-36-36 Autonummern,
die mit zwei Buchstaben beginnen.

Wechseln Ziffern und Buchstaben ab, dann gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder beginnt
die Autonummer mit einer Ziffer oder mit einem Buchstaben. Im ersten Fall stehen an
der ersten und dritten Stelle Ziffern, an der zweiten und vierten Stelle Buchstaben. Fiir
diesen Fall gibt es 10-26-10-26 Moglichkeiten. Im zweiten Fall stehen an der ersten und
dritten Stelle Buchstaben, an der zweiten und vierten Stelle Ziffern. Fiir diesen Fall gibt
es 26 - 10 - 26 - 10 Moglichkeiten. Es gibt also insgesamt 2 - 102 - 262 Autonummern, die
abwechselnd aus Ziffern und Buchstaben bestehen.

2. Ungeordnete Stichproben

Im Gegensatz zu den geordneten Stichproben spielt bei den ungeordneten Stichproben
die Reihenfolge innerhalb der Stichprobe keine Rolle. Das Ziehen einer ungeordneten
Stichprobe vom Umfang k stellt man sich am besten so vor, dass man mit einem Griff
k Elemente aus einer n-elementigen Menge M zieht. Die ungeordneten Stichproben vom
Umfang k sind also die k-elementigen Teilmengen dieser Menge.
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Beispiel 5: Man schreibe alle ungeordneten Stichproben vom Umfang 3, also alle 3-ele-
mentigen Teilmengen aus der Menge {a, b, ¢, d, e} auf.

{a,b,c}, {a,b,d}, {a,b,e}, {a,c,d}, {a,c, e}, {a,d, e}, {b,c,d}, {b,c, e}, {b,d, e}, {c,d, e}

Die Anzahl der 3-elementigen Teilmengen aus der 5-elementigen Menge {a, b, c,d, e} ist
somit 10. Wir suchen eine Formel fiir die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge. Zuvor eine Definition.

Definition: Fur n > 0 und 0 < k£ < n definieren wir (Z) = n(n_1)..]£n—k+1) - k:!(::ik:)!v

die sogenannten Binomialkoeffizienten. Man liest n iiber k. Manchmal setzt man (Z) =0,
wenn k < 0 oder k£ > n.

Satz 4: Sei 0 < k < n. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge M ist (}).

Beweis: Den Fall £ = 0 behandeln wir zuerst. Es gibt genau eine 0-elementige Teilmenge,

namlich die leere Menge. Wegen (3) = 1 stimmt die angegebene Formel fiir £ = 0.

Sei jetzt k > 1 und ay die Anzahl der k-elementigen Teilmengen der n-elementigen Menge
M. Wir leiten eine Gleichung fiir a; her, aus der wir dann a; berechnen. Dazu stellen
wir folgende Uberlegung an. Nach Satz 2 gibt es fiir jede k-clementige Teilmenge k!
verschiedene Anordnungen. Schreiben wir alle diese moglichen Anordnungen fiir die ag
Teilmengen auf, dann erhalten wir insgesamt ak! geordneten Stichproben. Das sind dann
alle geordneten Stichproben vom Umfang k ohne Zuriicklegen aus der n-elementigen Menge

M. Thre Anzahl ist (n%'k), nach Satz 1. Daher muss apk! = (n%'k), gelten. Es folgt

ap = #lk),, die gesuchte Formel. 0

Beispiel 6: Wie viele Diagonalen hat ein regelméfliges n-Eck.
Die Anzahl aller Geraden, die durch je 2 Punkte dieser n Eckpunkte gehen, ist gleich
der Anzahl der 2-elementigen Teilmengen aus den n Eckpunkten, also (g) Daher ist
die Anzahl der Seiten und Diagonalen zusammen gleich (g) Da es n Seiten gibt, ist die
Anzahl der Diagonalen gleich (g) —n.

Beispiel 7: Ein Verein, der 22 Mitglieder hat, will einen Ausschuss von 5 Personen
einsetzen. Wie viele Moglichkeiten gibt es? Von den 22 Mitgliedern sind 14 Frauen und 8
Manner. Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn der Ausschuss aus 3 Frauen und 2 Méannern
bestehen soll?

Ein Ausschuss ist eine Teilmenge. Daher gibt es (252) Moglichkeiten, einen 5-kopfigen
Ausschuss aus den 22 Mitgliedern zu wahlen.

Soll der Ausschuss 3 Frauen und 2 Ménner enthalten, dann wahlen wir die Frauen und
Manner getrennt aus. Sei 7; die Menge aller 3-elementigen Teilmengen aus der Menge
der 14 Frauen. Sei 7, die Menge aller 2-elementigen Teilmengen aus der Menge der 8
Ménner. Einen 5-kopfigen Ausschuss mit 3 Frauen und 2 Méannern erhdlt man dann,
indem man eine der Mengen aus 7; mit einer der Mengen aus 75 zusammensetzt. Die
Anzahl aller moglichen Ausschiisse ist nach Satz 3 gleich nins, wobei n; = (134) die
Anzahl der Elemente von 77 ist und ny = (g) die Anzahl der Elemente von 75 ist. Es

gibt daher (134) (g) mogliche Ausschiisse mit 3 Frauen und 2 Mannern.

Beispiel 8: Aus 52 Spielkarten (13 O-Karten, 13 {-Karten, 13 &-Karten und 13 #-Kar-
ten) wird eine ungeordnete Stichprobe vom Umfang 11 gezogen. Wie viele solche Stich-
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proben gibt es, die 6 O-Karten, 3 {-Karten und 2 &-Karten enthalten?

Wir gehen wie in Beispiel 7 vor. Sei 7; die Menge aller 6-elementigen Teilmengen aus
den O-Karten. Thre Anzahl ist (163). Sei T3 die Menge aller 3-elementigen Teilmengen aus

den {-Karten. Thre Anzahl ist (133). Sei T3 die Menge aller 2-elementigen Teilmengen aus

den &-Karten. Thre Anzahl ist (123). Eine 11-elementige Teilmenge mit 6 O-Karten, 3
{$-Karten und 2 &-Karten erhalt man dadurch, dass man eine Menge aus 77, eine Menge

aus T2, und eine Menge aus 73 zusammensetzt. Gemafl Satz 3 gibt es dafiir (163) (133) (123)
Moglichkeiten.

Bemerkung: Die Methode aus Beispiel 7 und aus Beispiel 8 kann man verwenden, um
die Gleichung Y7 _, (]\]j) (]\;:]l\f) = (IT\L[) zu zeigen, wobei (:f) = 0 zu setzen ist, wenn v > u
gilt. Das geht so: Aus einer Menge von N Kugeln, von denen M weil und N — M
schwarz sind, werden n-elementige Teilmengen gezogen. Die Anzahl der n-elementigen
Teilmengen, die k weifle Kugeln und n — k£ schwarze Kugeln enthalten, ist (A,f ) (1111 :JIZ‘[ ), da
sich jede dieser Teilmengen aus einer k-elementigen Teilmenge der M weiflen Kugeln und
einer n — k-elementigen Teilmenge der N — M schwarzen Kugeln zusammensetzen lasst.
Die Anzahl aller n-elementigen Teilmengen ist dann ), _, (]\g) (1\7]1:1124) Die Anzahl aller

n-elementigen Teilmengen ist aber auch (]T\Lf ) Daher gilt >")_, (]\,f ) (1:2 jy ) = (]X )

Wir versuchen jetzt das selbe Problem fiir geordneten Stichproben zu losen. Vorhin
haben wir die Anzahl der ungeordneten Stichproben vom Umfang 5, die 3 Frauen und 2
Manner enthalten, berechnet. Jetzt berechnen wir die Anzahl der geordneten Stichproben
vom Umfang 5, die 3 Buchstaben und 2 Ziffern enthalten.

Beispiel 9: Autonummern bestehen aus Buchstaben und Ziffern. Wie viele verschiedene
b-stellige Autonummern gibt es, die 3 Buchstaben und 2 Ziffern enthalten? Wie viele
davon bestehen aus lauter verschiedenen Zeichen? Gefragt ist die Anzahl der geordneten
Stichproben vom Umfang 5 (mit und ohne Zuriicklegen), die 3 Buchstaben und 2 Ziffern
enthalten.

Wir stellen uns 5 Platze vor, auf die die Buchstaben und Ziffern gestellt werden. Von
diesen 5 Plidtzen werden 3 mit Buchstaben (B) und 2 mit Ziffern (Z) besetzt. Es gibt
folgende Moglichkeiten, die Platze aufzuteilen: BBBZZ BBZBZ BBZZB BZBBZ BZBZB
BZ7ZBB ZBBBZ ZBBZB ZBZBB ZZBBB.

Wie viele geordnete Stichproben gibt es fiir die Platzaufteilung BBBZZ, also wenn die
ersten 3 Platze mit Buchstaben und die letzten 2 Platze mit Ziffern besetzt werden. Fir
den ersten Platz kommen 26 Buchstaben in Frage, ebenso fiir den zweiten und dritten,
da zuriickgelegt wird. Fiir den vierten Platz kommen 10 Ziffern in Frage und ebenso fiir
den fiinften. Es gibt also 26 - 26 - 26 - 10 - 10 Stichproben, die Platzaufteilung BBBZZ
haben.

Ebenso kann man die Anzahl der Stichproben fiir jede der anderen Platzaufteilungen
ausrechnen. Die Anzahl fiir die Platzaufteilung BBZBZ ist 26 - 26 - 10 - 26 - 10, die Anzahl
fiir BBZZB ist 26-26-10-10-26, und so weiter. Man sieht, dass die Anzahl der Stichproben
fiir jede Platzaufteilung dieselbe ist, nimlich 26310%2. Da es insgesamt 10 verschiedene
Platzaufteilungen gibt, ist 10 - 26310? die gesuchte Anzahl der geordneten Stichproben
vom Umfang 5 mit Zurticklegen, die 3 Buchstaben und 2 Ziffern enthalten.

Wird nicht zuriickgelegt, dann ist 26 - 25 - 24 - 10 - 9 die Anzahl der Stichproben, die
Platzaufteilung BBBZZ haben, da fiir den zweiten Platz nur mehr die 25 tibriggebliebenen
Buchstaben in Frage kommen und fiir den dritten Platz nur mehr die 24 iibriggebliebenen.
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Ebenso kommen fiir den fiinften Platz nur mehr die 9 iibriggebliebenen Ziffern in Frage.
Die Anzahl der Stichproben mit Platzaufteilung BBZBZ ist 26 - 25-10 - 24 - 9 und die fiir
BZBZB ist 26 -10-25-9-24. Man sieht wieder, dass die Anzahl der Stichproben fir jede
Platzaufteilung dieselbe ist, namlich 26 - 2524 - 10 - 9. Daher ist 10-26-25-24-10-9
die gesuchte Anzahl der geordneten Stichproben vom Umfang 5 ohne Zuriicklegen, die 3
Buchstaben und 2 Ziffern enthalten.

Wir hétten in diesem Beispiel die Platzaufteilungen nicht auflisten miissen. Es geniigt
ja, die Anzahl der Platzaufteilungen zu kennen. Diese kann man mit Hilfe von Satz 4
ermitteln. Die mit B besetzten Platze bilden jeweils eine 3-elementige Teilmenge aus der
5-elementigen Menge der Platze. Die moglichen Platzaufteilungen entsprechen daher den
3-elementigen Teilmengen einer 5-elementigen Menge. Thre Anzahl ist (g) = 10. (Wenn

man dieselbe Uberlegung mit Z statt mit B anstellt, dann erhélt man als Anzahl (g), also
ebenfalls 10.)

Beispiel 10: Aus 52 Spielkarten (13 O-Karten, 13 {-Karten, 13 &-Karten und 13 #-Kar-
ten) wird eine geordnete Stichprobe vom Umfang 17 mit Zuriicklegen gezogen. Wie viele
solche Stichproben gibt es, die 8 O-Karten und 9 {-Karten enthalten?

Das ist dieselbe Aufgabenstellung wie im letzten Beispiel, nur ist es jetzt nicht mehr
moglich, alle Platzaufteilungen aufzulisten. Da jetzt 8 der 17 Plitze mit O-Karten und
die tibrigen 9 mit {-Karten besetzt werden, gibt es (187) mogliche Platzaufteilungen. Die
Anzahl der Stichproben, wo die ersten 8 Platze mit O-Karten und die letzten 9 Platze
mit {>-Karten besetzt sind, ist 13813%. Dieselbe Anzahl erhilt man auch fiir alle anderen
Platzaufteilungen. Daher gibt es (187) 138132 geordnete Stichproben vom Umfang 17, die

8 O-Karten und 9 {-Karten enthalten.

Zum Abschluss soll noch ein Beispiel behandelt werden, das die verschiedenen Arten von
Stichproben einander gegeniiberstellt. Statt Buchstaben und Ziffern, statt O-Karten und
{-Karten, verwenden wir jetzt rote und griine Kugeln. Dabei muss man sich jedoch auch
gleichfarbige Kugeln als unterscheidbar (nummeriert) vorstellen, so wie die Buchstaben
voneinander unterscheidbar sind, und wie auch die O-Karten voneinander unterscheidbar
sind.

Beispiel 11: Aus einer Menge von 14 Kugeln, von denen 9 rot und 5 griin sind, wird eine
Stichprobe vom Umfang 7 gezogen. Wie viele verschiedene Stichproben, die 3 rote und 4
griine Kugeln enthalten, gibt es, wenn

(a) ungeordnet gezogen wird?

(b) geordnet mit Zuriicklegen gezogen wird?

(¢) geordnet ohne Zuriicklegen gezogen wird?

(a) Es gibt (g) Moglichkeiten, eine Teilmenge vom Umfang 3 aus den 9 roten Kugeln

zu ziehen. Es gibt (Z) Moglichkeiten, eine Teilmenge vom Umfang 4 aus den 5 griinen
Kugeln zu ziehen. Indem man jeweils eine dieser Teilmengen aus den roten Kugeln mit
einer der Teilmengen aus den griinen Kugeln zusammensetzt, erhdlt man alle moglichen

ungeordneten Stichproben. Thre Anzahl ist daher (g) (i)

(b) Jede Stichprobe ist eine geordnete Folge von 7 Kugeln, wobei 3 Plétze in dieser Folge
von roten Kugeln besetzt werden und 4 Plidtze von griinen. Die Anzahl der moglichen
Platzaufteilungen ist (;) Die Anzahl der Stichproben mit einer bestimmten Platzauf-
teilung ist 935%, da zuriickgelegt wird. Die Anzahl aller geordneten Stichproben mit
Zuriicklegen, die 3 rote und 4 griine Kugeln enthalten, ist daher (g) 9354,
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(c) Hier geht man genauso vor wie in (b). Da jetzt aber nicht zuriickgelegt wird, gibt es
fiir jede der (g) Platzaufteilungen nur 9-8-7-5-4-3-2 mogliche Besetzungen mit Kugeln.
Die Anzahl aller geordneten Stichproben ohne Zuriicklegen ist daher (;) ‘9.-8-7-5-4-3-2.

Man kann diese Anzahl auch auf andere Weise erhalten, indem man von (a) ausgeht.
Man erhalt die geordneten Stichproben ohne Zuriicklegen namlich dadurch, dass man die
ungeordneten Stichproben aus (a) auf alle moglichen Arten anordnet. Da man jede dieser
ungeordneten Stichproben auf 7! Arten anordnen kann, ist die Anzahl der geordneten
Stichproben ohne Zuriicklegen gleich (g) (Z) 7!. Das ist dieselbe Anzahl wie vorhin.

Bemerkung: Die hier behandelten ungeordneten Stichproben sind ungeordnete Stich-
proben ohne Zuriicklegen. Es gibt auch ungeordnete Stichproben mit Zuriicklegen. Man
kann zeigen, dass die Anzahl der ungeordneten Stichproben vom Umfang k aus einer
n-elementigen Menge mit Zuriicklegen gleich ("+Z_1) ist. Ein Beispiel fiir ungeordnete
Stichproben mit Zuriicklegen vom Umfang 2 aus der Menge {0,1,2,3,4,5,6} sind Domi-

nosteine. Thre Anzahl ist (7+§_1) = 28.

3. Zerlegungen einer Menge

In Beispiel 10 kommen nur O-Karten und »-Karten in der Stichprobe vor. Fragen wir
nach der Anzahl der Stichproben vom Umfang 18, die fiinf O-Karten, drei {-Karten, zwei
&-Karten und acht #-Karten enthalten, dann miissen wir zuerst die Anzahl der moglichen
Aufteilungen der 18 Platze in fiinf Platze fiir die O-Karten, in drei Plitze fiir die {-Kar-
ten, in zwei Platze fiir die &-Karten und in acht Plétze fiir die #-Karten bestimmen. Eine
Platzaufteilung entspricht einer Zerlegung der Menge der Plédtze in Teilmengen, wobei die
Anzahl der Elemente dieser Teilmengen vorgegeben ist. Mit solchen Zerlegungen wollen
wir uns jetzt beschaftigen.

Vorgegeben ist eine n-elementige Menge M. Zu bestimmen ist die Anzahl aller moglichen
Zerlegungen dieser Menge in j Teilmengen, von denen die erste k; Elemente, die zweite ko
Elemente und schlieflich die j-te k; Elemente enthalt.

Beispiel 12: Man schreibe alle Zerlegungen der Menge {a, b, c,d, e} in 3 Teilmengen auf,
von denen die erste 2 Elemente, die zweite 1 Element und die dritte 2 Elemente enthalt.

{a,b}, {c}, {d,e} {a,b}, {d}, {c,e} {a,b}, {e}, {c,d}

{a, ¢}, {b}, {d,e}
{a,d}, {b}, {c,e}
{a, e}, {b}, {c,d}
{b,c}, {a}, {d,e}
{b,d}, {a}, {c,e}
{b,e}, {a}, {c,d}
{¢,d}, {a}, {b,e}
{c,e}, {a}, {b,d}
{d;e}, {a}, {b,c}

Zerlegungen ermitteln kann. Es gibt (

{a, ¢}, {d}, {b,e}
{a,d}, {c}, {b,e}
{a, e}, {c}, {b,d}
{b,c}, {d}, {a,e}
{b,d}, {c}, {a,e}
{b,e}, {c}, {a,d}
{¢,d}, {b}, {a,e}
{c,e}, {0}, {a,d}
{d;e}, {b}, {a,c}

2

{a, ¢}, {e}, {b,d}
{a,d}, {e}, {b;c}
{a,e}, {d}, {b,c}
{b,c}, {e}, {a,d}
{b,d}, {e}, {a,c}
{b,e}, {d}, {a,c}
{c.d}, {e}, {a,b}
{c.e}, {d}, {a,b}
{d;e}, {c}, {a,b}

An diesem Beispiel kann man auch schon erkennen, wie man die Anzahl der moglichen
5) = 10 Moglichkeiten, die erste Teilmenge zu
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wahlen. Zu jeder dieser Moglichkeiten kann man auf (:13)

wahlen. Fiir die dritte Teilmenge gibt es dann nur mehr 1 = (3) Moglichkeit. Insgesamt

haben wir also (g) (‘(15) (g) = 30 Moglichkeiten.

= 3 Arten die zweite Teilmenge

Satz 5: Sein = ki +ko+---+k;. Die Anzahl der méoglichen Zerlegungen einer n-elemen-
tigen Menge M in j Teilmengen, von denen die erste k; Elemente, die zweite ko Elemente,

. und die j-te k; Elemente hat, ist WM Dieser Ausdruck heifit Polynomial-
oder Multinomialkoeffizient und wird analog dem Binomialkoeffizienten mit ( " )

k1Ko, k;
bezeichnet. Fiir j = 2 (und daher k1 + ko = n) gilt (k:lsz) = (]?1) = (:’2)

Beweis: Es gibt (,?1 ) Moglichkeiten, die erste Teilmenge aus M zu wahlen. Es verbleiben
n — ki Elemente in M. Es gibt dann (n_kl) Moglichkeiten, die zweite Teilmenge zu

ko

wéahlen. Es bleiben n — ki — ko Elemente in M. Somit gibt es (”*il;k?) Moglichkeiten,
die dritte Teilmenge zu wahlen. Man setzt induktiv fort, fiir die letzte Teilmenge bleiben
n—ky—---—kj_1 = k; Elemente {ibrig. Daher gibt es nur mehr 1 = (Z;) = ("_kl_k':'j'_kjfl)
Moglichkeit fiir die letzte Teilmenge. Die Anzahl aller moglichen Zerlegungen ist also
YO oo (5 8) =ty ol otk

1 2 ’ (n—Fk1)! kal(n—Fk1—k2)! k5107 k1 Tko!.. k!
Damit ist die gewiinschte Formel gefunden. 0

Beispiel 13: Fiir ein Foto sollen sich 22 Personen, die verschiedene Grofle haben, in zwei
Reihen aufstellen, wobei die vorne stehende Person jeweils kleiner als die dahinterstehende
Person ist. Auf wie viele Arten ist das moglich?

Eine 22-elementige Menge ist in 11 Teilmengen aufzuteilen, von denen jede 2 Elemente
enthélt. Die beiden Personen in der ersten Teilmenge stellen sich ganz links auf, die beiden
Personen in der zweiten Teilmenge daneben und so weiter, wobei jeweils die kleinere
Person vorne und die groflere hinten steht. Nach Satz 5 ist so eine Aufteilung auf %
verschiedene Arten moglich.

Beispiel 14: Aus 52 Spielkarten, die aus 13 O-Karten, aus 13 {-Karten, aus 13 &-Kar-
ten und aus 13 #-Karten bestehen, wird eine geordnete Stichprobe vom Umfang 17 mit
Zuriicklegen gezogen. Wie viele solche Stichproben gibt es, die 5 O-Karten, 3 {-Karten, 7
&-Karten und 2 #-Karten enthalten.

Wir gehen vor wie in Beispiel 10. Es werden zuerst die 17 Platze aufgeteilt und zwar in
5 Plétze fiir die O-Karten, in 3 Platze fiir die {-Karten, in 7 Plitze fiir die &-Karten
und in 2 Platze fiir die #-Karten. Die Anzahl der moglichen Platzaufteilungen ist gerade
die Anzahl der moglichen Zerlegungen einer 17-elementigen Menge in 4 Teilmengen, von
denen die erste 5 Elemente, die zweite 3 Elemente, die dritte 7 Elemente und die vierte
2 Elemente hat. Diese Anzahl ist #77',2, nach Satz 5.

Gibt man eine Platzaufteilung vor, dann gibt es 13° Moglichkeiten, die 5 Plitze fiir die
O-Karten zu besetzen. Weiters gibt es 133 Moglichkeiten, die 3 Plitze fiir die {-Karten zu
besetzen, 137 Moglichkeiten, die 7 Plitze fiir die d-Karten zu besetzen, und schliefSlich 132
Moglichkeiten, die 2 Pléatze fiir die &-Karten zu besetzen. Es gibt also #77!!2!135133137132
geordnete Stichproben vom Umfang 17 mit Zuriicklegen, die 5 O-Karten, 3 {»-Karten, 7

&-Karten und 2 #-Karten enthalten.
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4. Anordnungen (Permutationen)

Die Anzahl der moglichen Anordnungen von n verschiedenen Objekten ist n! wie in
Satz 2 gezeigt wurde. Wie viele Anordnungen gibt es nun, wenn die n Objekte nicht
verschieden sind? Wir haben n Buchstaben, unter denen kqi-mal Buchstabe Bq, ko-mal
Buchstabe Bs, ... und kj-mal Buchstabe B; vorkommt, wobei n = ki + ka + --- + k;
gilt. Diese n Buchstaben werden auf n Platzen angeordnet. Jede Anordnung entspricht
einer Zerlegung der Menge der n Platze in j Teilmengen, wobei die erste Teilmenge £
Elemente hat (auf diesen Platzen steht B;), die zweite Teilmenge ky Elemente hat (auf
diesen Plétzen steht Bs), ... und die j-te Teilmenge k; Elemente hat (auf diesen Plétzen
steht B;). Nach Satz 5 ist die Anzahl dieser Zerlegungen und damit auch die Anzahl der

moglichen Anordnungen dieser Buchstaben gleich m

Beispiel 15: Auf wie viele Arten kann man die acht Buchstaben AAABBBCC anordnen,
wenn an erster Stelle kein A stehen soll?

Die Anzahl aller moglichen Anordnungen dieser acht Buchstaben ist 3,3,2, = 560. Um die
Anzahl der Anordnungen, die A an erster Stelle haben, zu bestimmen, schreiben wir ein
A an die erste Stelle. Da die iibrigen sieben Buchstaben beliebig auf den restlichen sieben
Platzen angeordnet werden kénnen, ist diese Anzahl 2,3,2, = 210. Es gibt 560 —210 = 350
Anordnungen, die A nicht an erster Stelle haben.

Genausogut kann man die Anzahl der Anordnungen berechnen, die B an erster Stelle
haben, es sind = 210, und die Anzahl der Anordnungen, die C an erster Stelle
haben, das sind 3,3,1, = 140. Die Anzahl der Anordnungen, die A nicht an erster Stelle
haben, ist daher 210 + 140 = 350.

3'2‘2‘

Beispiel 16: Jemand hat in seinem Zimmer 8 Lampen. Er hat 8 Glithlampen, von
denen je zwei in den Farben weif}, rot, griin und blau leuchten. Wie viele verschiedene
Beleuchtungen gibt es? Wie viele gibt es, wenn die Tischlampe nicht rot leuchten soll?

Die 8 Lampen fassen wir als 8 Platze auf, auf denen die Gliihlampen angeordnet werden.
Die verschiedenen Beleuchtungsmoglichkeiten sind die verschiedenen Anordnungen der
Glithlampen. Daher gibt es %;,2, = 2520 mogliche Beleuchtungen.

Die Anzahl der moglichen Beleuchtungen mit einer roten Glithbirne in der Tischlampe
erhalt man, indem man die iibrigen 7 Glithlampen auf die iibrigen 7 Lampen verteilt.
Diese Anzahl ist 2,1,2,2, = 630. Daher gibt es 2520 — 630 = 1890 mogliche Beleuchtungen
mit nicht rot leuchtender Tischlampe.



II. Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Wahrscheinlichkeit ist eine Maflzahl fiir die Haufigkeit des Auftretens eines Ereig-
nisses bei der wiederholten Durchfiihrung eines Zufallsexperiments. Entsprechend werden
wir die Wahrscheinlichkeit auch definieren, diese Definition wird auch als ,frequentistischer
Wahrscheinlichkeitsbegriff ¢ bezeichnet. Wir beweisen Satze und Formeln fiir die Wahr-
scheinlichkeit und verwenden diese zum Rechnen von Beispielen. Die wichtigsten Satze sind
der Additionssatz, die Formel fiir gleichwahrscheinliche Ausfélle, der Multiplikationssatz,
die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit und die Formel von Bayes.

1. Zufallsexperiment, Ausfall, Ereignis

Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment mit verschiedenen méglichen Ausféllen (Ergeb-
nissen). Beispiele fiir Zufallsexperimente sind das Werfen eines Wiirfels oder die Lotto-
ziehung. Die moglichen Ausfélle beim Wiirfeln sind die Augenzahlen 1 bis 6. Die moglichen
Austille des Zufallsexperiments Lottoziehung sind alle 6-elementigen Teilmengen der Menge
{1,2,3,...,45}. Die moglichen Ausfille eines Zufallsexperiments fassen wir zu einer Menge
zusammen, die iiblicherweise mit 2 bezeichnet wird. Wir nennen 2 die Ausfallsmenge.
Beim Zufallsexperiment Wiirfeln haben wir 2 = {1,2,3,4,5,6}. Beim Zufallsexperiment
Lottoziehung ist €2 die Menge aller sechselementigen Teilmengen aus der Menge der ersten
45 natiirlichen Zahlen.

Der zentrale Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie ist der des Ereignisses. Ereignisse
werden iiblicherweise in Worten beschrieben. Man spricht zum Beispiel vom Ereignis, eine
gerade Zahl zu wiirfeln. Oft geniigt diese Art der Beschreibung. Um die Wahrschein-
lichkeit von Ereignissen berechnen zu konnen, ist es jedoch manchmal notwendig, in eine
Mengensprache iiberzuwechseln. Ereignisse werden dann als Teilmengen der Ausfallsmenge
) aufgefasst. Das Ereignis ,gerade Zahl wiirfeln“ ist zum Beispiel die Teilmenge {2,4,6}.
Das Ereignis ,,die Lottoziehung ergibt nur Zahlen < 7“ ist die Teilmenge {{1,2,3,4,5,6},
{1,2,3,4,5,7},{1,2,3,4,6,7},{1,2,3,5,6,7},{1,2,4,5,6,7},{1,3,4,5,6,7},{2,3,4,5,6,7}}
aus der oben beschriebenen Ausfallsmenge €2 fiir das Zufallsexperiment Lottoziehung. Ein
als Menge geschriebenes Ereignis A tritt genau dann ein, wenn das Zufallsexperiment einen
Austall liefert, der in A liegt.

Wirft man zwei Wiirfel gleichzeitig, so nimmt man unterscheidbare Wiirfel (einen roten
und einen griinen). Die Ausfélle des Zufallsexperiments sind dann Paare von Augen-
zahlen, wobei die Augenzahl des roten Wiirfels an die erste Stelle und die Augenzahl
des griinen Wiirfels an die zweite Stelle geschrieben wird. Diese Vorgangsweise wird
spater das Berechnen von Wahrscheinlichkeiten erleichtern. Die Ausfallsmenge (2 ist dann
{(i,7) : 1 <14,j < 6}. Das Ereignis ,,Augensumme = 4“ ist die Teilmenge, die alle Paare
(i,7) von Augenzahlen mit ¢ + j = 4 enthélt, also die Menge {(1,3),(2,2),(3,1)}. Das
Ereignis ,Maximum der Augenzahlen < 2¢ ist die Teilmenge {(1, 1), (1,2),(2,1),(2,2)}.

Genauso geht man bei mehrmaligem Miinzenwerfen vor. Wirft man eine Miinze dreimal
hintereinander, so sind die Ausfalle Tripel, an deren erster Stelle das Ergebnis des ersten
Wurfes, an deren zweiter Stelle das Ergebnis des zweiten Wurfes und an deren dritter
Stelle das Ergebnis des dritten Wurfes steht. Nennt man die Seiten der Miinze 0 und 1, so
erhélt man Q = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}. Das
Ereignis ,keine gleichen Ergebnisse hintereinander® ist die Teilmenge {(0, 1,0), (1,0,1)}.

Zieht man eine ungeordnete Stichprobe vom Umfang 2 aus der Menge {a, b, ¢,d}, dann
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ist die Ausfallsmenge Q2 = {{a, b}, {a, c},{a,d}, {b,c},{b,d},{c,d}}. Zieht man eine geord-
nete Stichprobe vom Umfang 2 ohne Zuriicklegen aus {a, b, ¢, d}, dann ist die Ausfallsmenge
Q ={(a,b),(a,c),(a,d),(b,a),(b,c), (b,d),(c,a),(cb),(c,d),(d,a),(db),(d,c)}. DasEreig-
nis ,aufeinanderfolgende Buchstaben ziehen“ ist {(a,b), (b, c), (¢,d)}.

Ereignisse kann man auch miteinander verkniipfen. Verwendet man die umgangssprach-
liche Beschreibung, so ist es naheliegend logische Operatoren (A,V,—) zu verwenden. Ar-
beitet man mit der Mengenschreibweise, so wird man Mengenoperatoren verwenden. Mit
A A B bezeichnet man das Ereignis, dass sowohl A als auch B eintritt. Ist A das Ereignis
ygerade Zahl wiirfeln“ und B das Ereignis ,eine Zahl < 3 wiirfeln“, dann ist A A B das
Ereignis ,die Zahl 2 wiirfeln“. In der Mengenschreibweise schreibt man dafiir AN B. Man
hat dann A = {2,4,6}, B = {1,2,3} und AN B = {2}. Das Ereignis, sowohl A als auch
B tritt ein, wird durch den Durchschnitt richtig dargestellt, da es ja genau die Ausfille
enthalten muss, die sowohl in A als auch in B liegen.

Das Ereignis, A tritt nicht ein, wird mit —A bezeichnet. Im obigen Beispiel ist = A das
Ereignis ,,ungerade Zahl wiirfeln“. In der Mengenschreibweise entspricht das der Komple-
mentarmenge A’, da es ja genau die Ausfille enthalten muss, die A nicht enthélt.

Genauso kann man andere Mengenoperationen interpretieren. Wir tun das in folgender
Tabelle.

logische Schreibweise Mengenschreibweise ist das Ereignis, dass
ANB ANB A und B eintreten
AV B AUB A oder B oder beide eintreten
-A A =0\A A nicht eintritt
AN-B A\ B A eintritt, aber B nicht
-AN-B A'NnB weder A noch B eintritt

Die leere Menge ist das Ereignis, das nie eintritt. Man spricht daher auch vom unmoglichen
Ereignis. Die Menge (2 ist das Ereignis, das immer eintritt. Man spricht daher vom sicheren
Ereignis.

Zwei Ereignisse A und B heiflen unvereinbar, wenn sie nicht gleichzeitig eintreten konnen.
In der Mengensprache bedeutet das, dass die beiden Teilmengen A und B von ) disjunkt
sind, also AN B = () gilt. Sie konnen ja genau dann nicht gleichzeitig eintreten, wenn es
keinen Ausfall gibt, der in beiden Mengen liegt.

Mindestens eines der Ereignisse A oder B tritt ein, wenn jeder mogliche Ausfall entweder
in A oder in B liegt. In der Mengensprache bedeutet das AUB = Q. Gilt sowohl ANB = ()
als auch AU B = (), dann tritt genau eines der beiden Ereignisse A oder B ein. Man sagt
dann, die Ereignisse A und B bilden eine Zerlegung von 2.

2. Wahrscheinlichkeit

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist eine Mafizahl fiir die Hé&ufigkeit, mit der
das Ereignis eintritt. Um den Begriff der Wahrscheinlichkeit zu definieren, gehen wir
folgendermaflen vor. Wir wiederholen das Zufallsexperiment (zum Beispiel das Zufallsex-
periment Wiirfeln) & Mal und zdhlen, wie oft ein Ereignis A (zum Beispiel das Ereignis
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»gerade Zahl wiirfeln“) eintritt. Diese Anzahl bezeichnen wir mit Ni(A). Der Quotient
N"’T(A) ist dann der Anteil (relative Haufigkeit) der Wiederholungen, bei denen A eintritt.
Die Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A definieren wir dann durch
. Ni(A)
P(A) = lim ———=
A==
Da man ein Zufallsexperiment nicht unendlich oft wiederholen kann, lasst sich nicht entschei-

den, ob dieser Grenzwert existiert. Wir nehmen seine Existenz einfach an.

Wir beweisen die grundlegenden Eigenschaften und Rechenregeln fiir die Wahrschein-
lichkeit, die sich aus dieser Definition ergeben.

Satz 6: Es gilt
(a) 0 < P(A) <1 fiir alle Ereignisse A
(b) P(@) =0 und P(Q) =1

Beweis: Da Nj(A) die Anzahl der insgesamt k& Wiederholungen ist, bei denen A eintritt,
folgt 0 < Ni(A) < k und daraus 0 < NkT(A) < 1. Mit k gegen oo erhilt man (a).

Das Ereignis () tritt nie ein. Daher gilt N (0) = 0, woraus P()) = 0 folgt. Das Ereignis
tritt immer ein. Daher gilt N () = k, woraus P(2) = 1 folgt. g

Satz 7 (Additionssatz) Die Ereignisse Ai, As,..., A, seien unvereinbar (disjunkt), das
heifit keine zwei dieser Ereignisse konnen gleichzeitig eintreten. Dann gilt

P(AyUAsU---UA,)=P(A1)+ P(As)+---+ P(A,)

wobei wir die Mengenschreibweise verwendet haben. Genauso kénnte man statt U auch V
schreiben.

Beweis: Wir wiederholen das Zufallsexperiment k£ Mal. Die Anzahl der Wiederholungen,
bei denen A; eintritt, ist Ni(A;). Die Anzahl der Wiederholungen, bei denen A, eintritt,
ist Ni(A2) und so weiter. Daher ist Ni(A1) + Nk(Az) + -+ + Nig(A,) die Anzahl der
Wiederholungen, bei denen mindestens eines der Ereignisse A1, Ao, ..., A, eintritt. Keine
der k£ Wiederholungen wird mehrfach gezahlt, da die Ereignisse ja unvereinbar sind und
daher bei jeder Wiederholung héchstens eines der Ereignisse A, Ao, ..., A, eintritt.

Andererseits ist AjUAsU---UA, gerade das Ereignis, dass mindestens eines der Ereignisse
Ay, As, ..., A, eintritt. Daraus folgt

Nk(AlUAQU UA ) (A )+Nk(A2) -—|—Nk(An)

Dividiert man durch k und lasst k gegen oo gehen, so folgt das gewiinschte Resultat. [

Aus dem Additionssatz erhélt man weitere Rechenregeln fiir die Wahrscheinlichkeit. Wir
verwenden dazu wieder die Mengensprache.

Satz 8: Seien A und B Ereignisse. Dann gilt
(a) P(A\ B)=P(A) - P(ANB)

) BCA = P(A\B)=P(A) - P(B)

) BCA = P(B)<P(A)

) P(A)) =1 P(A)

) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

) P(AUB) < P(A)+ P(B)

Beweis: (a): Die Ereignisse A\ B und A N B sind disjunkt und ihre Vereinigung ist A.
Aus dem Additionssatz folgt daher P(A) = P(A\ B) + P(AN B) und man erhilt (a).

(b
(c
(d
(e
(f
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(b): Gilt B C A, dann auch AN B = B. Aus (a) erhalten wir P(A\ B) = P(A) — P(B).
(c): Aus (b) erhalten wir P(A) — P(B) = P(A\ B). Aus Satz 6 (a) folgt P(A\ B) > 0,
womit (c) gezeigt ist.

(d): Die Mengen A und A’ sind disjunkt und ihre Vereinigung ist Q2. Der Additionssatz
ergibt daher P(A)+ P(A") = P(Q). Satz 6 (b) besagt, dass P(2) = 1 gilt. Daraus erhalten
wir P(A’) =1 — P(A) und (d) ist gezeigt.

(e): Die Ereignisse B und A \ B sind disjunkt. Ihre Vereinigung ist A U B. Daher
erhalten wir aus dem Additionssatz, dass P(AU B) = P(B) + P(A\ B) gilt. In (a) wurde
P(A\ B) = P(A) — P(AN B) gezeigt. Setzt man das ein, so hat man bereits (e).

(f): Da P(AN B) > 0 wegen Satz 6 (a) gilt, folgt (f) aus (e). 0

3. Gleichwahrscheinliche Ausfalle

Bei vielen Zufallsexperimenten haben alle Ausfille die gleiche Wahrscheinlichkeit. Bei-
spiele dafiir sind das Werfen eines fairen Wiirfels und die Lottoziehung. Beim Werfen von
zwei Wiirfeln und beim mehrmaligen Miinzenwerfen haben wir die Ausfallsmenge 2 so
gewahlt, dass alle Ausfalle gleichwahrscheinlich sind.

Fiir eine endliche Menge X sei |X| die Anzahl der Elemente von X. Der folgende Satz
fiihrt das Berechnen der Wahrscheinlichkeit auf das Abzahlen der Elemente von Mengen
zuriick. Es ist der einzige Satz, der die Mengendarstellung der Ereignisse verlangt.

Satz 9 (Formel fiir gleichwahrscheinliche Ausfélle) Ein Zufallsexperiment mit endlicher
Ausfallsmenge §) habe gleichwahrscheinliche Ausfalle. Sei A C ) ein Ereignis. Dann gilt
14l

]

Beweis: Sei ¢ die Wahrscheinlichkeit, mit der jeder der Ausfille eintritt, oder genauer,
mit der jede einelementige Teilmenge von (2 eintritt. Sei k = |A| die Anzahl der Elemente
der Menge A. Weiters seien A1, Ao, ..., A die einelementigen Teilmengen von A. Da diese
disjunkt sind und ihre Vereinigung gleich A ist, erhalten wir aus dem Additionssatz, dass
P(A) = P(A1) + P(A2) +--- + P(Ag) gilt. Da die Ereignisse A; einelementig sind, gilt
P(A;) =qfir 1 <j < k. Es folgt P(A) = ¢k = ¢|A|. Es ist nur noch ¢ zu bestimmen.
Dazu setzen wir A =  und erhalten P(Q2) = ¢|€2|. Nach Satz 6 gilt P(Q2) = 1, sodass

q= ﬁ folgt. Damit erhalten wir P(A) = ¢|A| = ||%||, was zu zeigen war. 0

P(A)

Mit Hilfe dieses Satzes und den Formeln aus der Kombinatorik kann man jetzt viele
Beispiele rechnen.

Beispiel 17: Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Zahl zu wiirfeln?
Die Ausfallsmenge beim Wiirfeln ist Q = {1,2,3,4,5,6}. Das Ereignis ,gerade Augen-
zahl® ist A = {2,4,6}. Da die Ausfille gleichwahrscheinlich sind, gilt P(A) = % =32
Beispiel 18: Es wird mit 2 Wiirfeln gewiirfelt. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit,
(a) Augensumme 5 zu erhalten?
(b) dass mindestens eine 6 auftritt?
Die Ausfallsmenge ist 2 = {(i,7) : 1 <14,j < 6}, die Menge aller Paare von Augenzahlen.
Sie hat 62 = 36 Elemente. Alle Ausfille sind gleichwahrscheinlich. Wir wenden Satz 9 an.
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(a) Um das Ereignis ,,Augensumme 5“ zu bestimmen, miissen wir alle Paare von Au-
genzahlen finden, deren Summe 5 ist. Wir erhalten A = {(1,4), (2,3),(3,2), (4,1)}. Das

ergibt P(A) = % = .
(b) Wir bestimmen das Ereignis ,mindestens eine 6, indem wir  durchsuchen und
erhalten A = {(1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (6,6), (6,1), (6,2),(6,3),(6,4),(6,5)}. Das

ergibt P(A) = ||%|| =4

Beispiel 19: Es wird mit 3 Wiirfeln gewiirfelt. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit,

(a) Augensumme 5 zu erhalten?

(b) dass keine 6 auftritt?

(c) dass genau zwei Mal 6 auftritt?
Die Ausfallsmenge ist Q = {(i,j,k) : 1 <4,5,k < 6}, die Menge aller Tripel von Augen-
zahlen. Sie hat 63 = 216 Elemente. Alle Ausfille sind gleichwahrscheinlich. Wir kénnen
Satz 9 anwenden.

(a) Das Ereignis ,,Augensumme 5 besteht aus allen Tripeln von Augenzahlen, deren
Summe 5 ist. Wir erhalten A = {(1,1,3),(1,3,1),(3,1,1),(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1)}. Das

ergibt P(A) = % = 2.

(b) Das Ereignis ,keine 6“ ist A = {(7,7,k) : 1 <4, j,k < 5}, die Menge aller Tripel, die

keine 6 enthalten. Wegen |A| = 5% = 125 folgt P(A) = % = %.

(¢) Das Ereignis ,zwei Mal 6“ ist die Menge A aller Tripel, die genau zwei 6 enthalten.
Man kann die Menge A aufschreiben. Wir wollen aber versuchen, ihre Elemente zu zéhlen,
ohne sie aufzuschreiben. Es gibt (g) Moglichkeiten, die beiden Pliatze auszuwahlen, auf
denen 6 steht. Ist eine Platzaufteilung festgelegt, dann gibt es fiir die beiden ausgewahlten
Platze nur eine Moglichkeit, namlich 6, und fiir den dritten Platz gibt es 5 Moglichkeiten,
namlich alle Augenzahlen aufler 6. Fiir jede Platzaufteilung gibt es also 1-1-5 =5

Méglichkeiten, woraus |A| = (g) -5 =15 folgt. Wir erhalten P(A) = % = 42

Beispiel 20: Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit mit sechs Wiirfeln sechs verschiedene
Augenzahlen zu erhalten?

Die Ausfallsmenge () ist die Menge aller geordneten Stichproben vom Umfang 6 aus
der Menge {1,2,3,4,5,6} mit Zuriicklegen. Also gilt |Q2] = 6°5. Das Ereignis ,sechs
verschiedene Augenzahlen® ist die Menge A aller geordneten Stichproben vom Umfang 6
ohne Zuriicklegen aus der Menge {1,2,3,4,5,6}. Daher gilt |A|=6-5-4-3-2-1=6!.

Wir erhalten P(A) = % = g—é.

Bis jetzt haben wir nur Wiirfelbeispiele gerechnet. Diese entsprechen geordneten Stich-
proben aus der Menge {1,2,3,4,5,6}. Wir wollen jetzt ungeordnete Stichproben behan-
deln, wobei so gezogen wird, dass jede Teilmenge die gleiche Chance hat dranzukommen.
Dann sind alle Ausfélle gleichwahrscheinlich und wir kénnen Satz 9 anwenden.

Beispiel 21: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Lotto 6 aus 45 von den sechs
Zahlen, die ich getippt habe, genau fiinf gezogen werden?

Jetzt ist die Ausfallsmenge 2 die Menge aller ungeordneten Stichproben vom Umfang 6,
also die Menge aller 6-elementigen Teilmengen aus der Menge der ersten 45 natiirlichen
Zahlen. Somit ist || = (465). Das Ereignis ,genau 5 meiner getippten Zahlen werden
gezogen“ ist die Menge A aller 6-elementigen Teilmengen, die fiinf der 6 getippten und

eine der 39 nicht getippten Zahlen enthalten. Es gibt (g) fiinfelementige Teilmengen aus
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den getippten Zahlen und (319) einelementige Teilmengen aus den nichtgetippten Zahlen.

6) (39 Wi 14 _ G)E)
Daraus folgt |[A| = (3) (7). Wir erhalten P(A) = ol =
Beispiel 22: Aus einem Kartenspiel mit 20 Karten (5 O-Karten, 5 {-Karten, 5 &-Karten
und 5 #-Karten) werden 7 Karten ohne Zuriicklegen gezogen. Wie grof§ ist die Wahr-
scheinlichkeit, 2 O-Karten, 2 {-Karten und 3 &-Karten zu erhalten?

Die Ausfallsmenge €2 ist die Menge aller 7-elementigen Teilmengen aus den 20 Karten.

Somit ist |2 = (270). Das gefragte Ereignis ist die Menge A aller 7-elementigen Teil-

mengen, die 2 O-Karten, 2 {-Karten und 3 &-Karten enthalten. Da es (g) 2-elementige
Teilmengen aus den 5 O-Karten, (g) 2-elementige Teilmengen aus den 5 {-Karten und (g)

3-elementige Teilmengen aus den 5 &-Karten gibt, erhalten wir |A| = (g) (S) (g) Daraus

5\(5\(5
ergibt sich dann P(A) = ||%|| = (2)((220))(3).
7

Man konnte die letzten beiden Beispiele genausogut mit geordneten Stichproben ohne
Zuriicklegen rechnen. Im vorletzten Beispiel wiirde man ein || und ein |A| erhalten, das
jeweils mit 6! multipliziert ist. Im letzten Beispiel wiirde man ein || und ein |A| erhalten,
das jeweils mit 7! multipliziert ist. Die Wahrscheinlichkeit P(A) wére in beiden Beispielen

dieselbe wie die, die wir berechnet haben.

Ganz generell erhilt man bei Stichproben ohne Zuriicklegen dieselben Wahrschein-
lichkeiten unabhangig davon, ob man die Stichproben als ungeordnete oder als geordnete
auffasst. Wir werden Stichproben ohne Zuriicklegen daher immer als ungeordnete auf-
fassen, da sich in diesem Fall die Anzahlen leicht mittels Binomialkoeffizienten berechnen
lassen.

4. Geometrische Wahrscheinlichkeit

Wieder hat das Zufallsexperiment gleichwahrscheinliche Ausfille, aber die Ausfallsmenge
) ist nicht mehr endlich, sondern ein beschrinktes Intervall oder eine Teilmenge des R?
(allgemeiner auch R™ fiir n > 3). Analog zu Satz 9 verwenden wir wieder die Formel

P(A):@ fir ACQ
i

wobei | X| die Lénge von X bedeutet, wenn X ein Intervall ist, und | X| die Fléche von X
bedeutet, wenn X eine Teilmenge des R? ist. Im Falle einer zusammengesetzten Menge
(beispielsweise die Vereinigung mehrerer disjunkter Intervalle in R) verwenden wir den
Additionssatz. Wesentlich ist hier die Bedingung 0 < || < oc.

Wir untersuchen einige Beispiele.

Beispiel 23: Jemand lasst seine mechanische Uhr auslaufen. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass der grofle Zeiger zwischen 2 und 4 stehen bleibt?
Die Ausfallsmenge ist 2 = [0,12), die Menge aller Punkte, in denen der grole Zeiger

stehen bleiben kann. Das gefragte Ereignis ist A = (2,4). Wir erhalten P(A) = % = %

Beispiel 24: Zwei Personen treffen folgende Vereinbarung. Jede kommt zufillig zwischen
5 und 6 Uhr und wartet eine Viertelstunde. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie
einander treffen?
Die Ausfallsmenge ist Q = [5,6]x[5,6] = {(x,y) : 5 < z,y < 6}, wobei x der Zeitpunkt ist,
zu dem die erste Person kommt, und y der Zeitpunkt, zu dem die zweite Person kommt.



16 Wahrscheinlichkeitstheorie

Durch welche Teilmenge A wird das Ereignis ,sie treffen einander® dargestellt? Da jede
eine Viertelstunde wartet, treffen sie einander genau dann, wenn ihre Ankunftszeitpunkte
z und y hochstens + voneinander entfernt sind. Das heiit A = {(z,y) € Q: [z —y| < 1}.

Wegen |2 =1 und |A]=1- 2.2 =T folgt P(4) = L.

Beispiel 25: Sei 0 < t < 1. Zwei Zahlen x und y werden zuféllig im Intervall [0, 1]
gewahlt. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ihr Produkt < ¢ ist?
Die Ausfallsmenge ist 2 = [0,1] x [0,1] = {(z,y) : 0 < x,y < 1}. Das gefragte Ereignis
ist A = {(z,y) € Q: 2y <t} Esgilt |2 = 1. Die Flache |A| von A erhidlt man als
Summe der Fléche des Rechtecks [0,¢] x [0,1] und der Fléiche iiber dem Intervall [¢,1]
unter der Funktion z +— % Diese Flache ist ¢ + ftl %dx =t —tlnt. Wir erhalten

P(A) = {5} =t —thnt.

5. Bedingte Wahrscheinlichkeit

Wir fiithren ein Zufallsexperiment durch und interessieren uns dafiir, ob das Eintreten
eines Ereignisses B ein anderes Ereignis A begiinstigt. Dazu wiederholen wir das Zufalls-
experiment k& Mal. Wir berticksichtigen jedoch nur die Wiederholungen, wo das Ereignis B
eintritt. Unter diesen zadhlen wir die Haufigkeit des Ereignisses A. Diese ist die Anzahl der
Wiederholungen, wo A und B eintreten, also N(A N B), wobei wir die Bezeichnung aus
Kapitel 2 verwenden. Die bedingte relative Haufigkeit des Eintretens von A unter B ist
dann Ni(A N B)/Ng(B). Wir werden hier immer voraussetzen, dass die Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses B positiv ist. Dann ist fiir hinreichend grofle k£ die relative Haufigkeit
Ni(B)/k positiv und damit auch Ny (B). Lésst man k gegen oo gehen, so erhélt man
wieder eine Wahrscheinlichkeit, diesmal die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A
unter der Bedingung B (oder gegeben B), die mit P(A|B) bezeichnet wird. Wir definieren
also
P(A|B) ~ lm Nk(AﬂB) ~ lim Nk(AﬂB)/k? _ hmk_mo Nk(AﬂB)/k’ _ P(AQB)’
das Vertauschen von Limes und Quotientenbildung ist aufgrund der Bedingung P(B) =
limy 00 Ni(B)/k > 0 zuléssig.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) ist eine Mafizahl fiir die Haufigkeit des Ein-
tretens von A unter jenen Wiederholungen des Zufallsexperiments, bei denen B eintritt.

Gilt P(A|B) > P(A), dann sagt man, dass das Ereignis A durch das Eintreten von B
begiinstigt wird. Gilt P(A|B) < P(A), dann sagt man, dass das Ereignis A durch das
Eintreten von B benachteiligt wird. Gilt P(A|B) = P(A), dann sagt man, die Ereignisse
A und B sind unabhéngig. Wegen P(A|B) = P(A N B)/P(B) ist das aquivalent zu
P(ANB)= P(A)P(B).

Die Bedingung B kann man als schon vorhandene Information auffassen. Wird nach der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A gefragt und weiffl man, dass B eingetreten ist, so
berechnet man nicht P(A) sondern P(A|B). Dazu folgendes Beispiel und zuvor ein Satz,
der bei der Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit hilft.

Satz 10: Sind alle Ausfille gleichwahrscheinlich, dann gilt P(A|B) = |’Tgf|. Dieser Satz

gilt auch fiir die geometrische Wahrscheinlichkeit.

Beweis: Da die Ausfille gleichwahrscheinlich sind, haben wir P(A N B) = |A|gf| und

P(B) = %. Es folgt P(A|B) = PJ(DA(EJ)B) - lﬁgfl' -
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Beispiel 26: Es wird zweimal gewiirfelt. Man erfahrt, dass die Augensumme 7 ist. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einmal 6 aufgetreten ist.

Die Ausfallsmenge € ist die Menge aller Paare von Augenzahlen. Sie hat 36 Elemente.
Gefragt ist nach dem Ereignis A, dass mindestens einmal 6 aufgetreten ist. Das Ereignis
A wurde in Beispiel 18 bestimmt. Wir haben die Information, dass die Augensumme
7 ist, also dass das Ereignis B = {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)} eingetreten ist.
Zu berechnen ist daher P(A|B). Es gilt AN B = {(1,6),(6,1)}, also |AN B| = 2, und
|B| = 6. Aus Satz 10 folgt P(A|B) = 2.

Einer der wichtigsten Satze iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten ist der sogenannte Mul-
tiplikationssatz. Er berechnet die Wahrscheinlichkeit des Durchschnitts von Ereignissen.

Satz 11 (Multiplikationssatz) Fiir Ereignisse A1, As, ..., A, gilt
P(AiNnAsn---NA,)=P(A)P(Az|A1)P(A3|A1 N As) ... P(AJA1N---NA,_1)

Es wird dabei vorausgesetzt, dass die Ereignisse, die als Bedingungen auftreten, Wahr-
scheinlichkeit > 0 haben.
Beweis: Wir haben P(A43|A;) = %, ebenso P(As|A1NAs) = % und so

fort bis P(A,|A1N---NA,_1) = P;éi;fﬁgg:ig). Setzt man das in die rechte Seite der

Formel ein, so kiirzt sich alles weg, es bleibt nur die linke Seite iibrig. U

Typische Anwendungsbeispiele fiir den Multiplikationssatz sind geordnete Stichproben.
Dazu gehort auch wiederholtes Wiirfeln und Miinzenwerfen.

Beispiel 27: Aus einer Menge von 2 roten und 5 gelben Kugeln zieht man eine geordnete
Stichprobe vom Umfang 3. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, zuerst eine rote, dann eine
gelbe und zuletzt wieder eine rote Kugel zu ziehen?

Sei A; das Ereignis ,erste Kugel ist rot“, A; das Ereignis ,,zweite Kugel ist gelb* und As
das Ereignis ,dritte Kugel ist rot*. Gesucht ist P(A; N A3 N Az). Aus dem Multiplika-
tionssatz folgt P(A; N Ay N As) = P(A1)P(A2]A1)P(A3]A1 N Az). Wir miissen also die
drei Wahrscheinlichkeiten, deren Produkt auf der rechten Seite steht, berechnen.

Wir berechnen diese Wahrscheinlichkeiten zuerst fiir den Fall, dass nicht zuriickgelegt

wird. Da die Menge 2 rote und 5 gelbe Kugeln enthélt, folgt P(A;) = %

Wir berechnen P(A3|A;). Die Bedingung A; besagt, dass beim ersten Zug eine rote
Kugel gezogen wurde, die Menge beim zweiten Zug also nur mehr 1 rote und 5 gelbe
Kugeln enthélt. Daraus ergibt sich P(A3|A;) = 2 als bedingte Wahrscheinlichkeit, beim
zweiten Zug eine gelbe Kugel zu ziehen.

Wir berechnen P(A3|A;NAs). Die Bedingung A; N Ay besagt, dass bei den ersten beiden
Zigen eine rote und eine gelbe Kugel gezogen wurden, die Menge beim dritten Zug also
nur mehr 1 rote und 4 gelbe Kugeln enthélt. Daraus ergibt sich P(A3|A; N Ag) = £ als
bedingte Wahrscheinlichkeit, beim dritten Zug eine rote Kugel zu ziehen.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, bei Ziehen ohne Zuriicklegen zuerst eine rote, dann eine

gelbe und zuletzt wieder eine rote Kugel zu ziehen, ist also % 21

Jetzt behandeln wir den Fall, dass zuriickgelegt wird. Die Menge enthalt 2 rote und 5
gelbe Kugeln, daher gilt wieder P(A;) = % Da zurtickgelegt wird, wird die Menge durch
den ersten Zug nicht verdndert. Beim zweiten Mal wird wieder aus derselben Menge
gezogen, sodass P(A3|A;) = % gilt. Dasselbe gilt fiir den dritten Zug. Auch beim dritten
Mal wird aus der urspriinglichen Menge gezogen, sodass P(Asz|4A; N As) = % gilt. Die
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gesuchte Wahrscheinlichkeit, bei Ziehen mit Zuriicklegen zuerst eine rote, dann eine gelbe
2 5.2

und zuletzt wieder eine rote Kugel zu ziehen, ist also % - 2 - = .

Bei vielen Beispielen tritt der Multiplikationssatz in Kombination mit dem Additionssatz
auf. Dabei wird das Ereignis, nach dessen Wahrscheinlichkeit gefragt wird, in unvereinbare
Teilereignisse zerlegt. Die Wahrscheinlichkeiten der Teilereignisse berechnet man mit dem
Multiplikationssatz und der Additionssatz liefert dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit als
Summe der Wahrscheinlichkeiten der Teilereignisse. Oft wird die Losung solcher Beispiele
in Form eines Baumdiagramms aufgeschrieben, wir verwenden eine Tabellenschreibweise.

Beispiel 28: Aus einer Menge von 2 roten und 5 gelben Kugeln zieht man eine geordnete
Stichprobe vom Umfang 3. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, eine ungerade Anzahl von
gelben Kugeln zu erhalten?

Wir kiirzen ,rote Kugel* mit R und ,gelbe Kugel® mit G ab. Das Ereignis ,ungerade
Anzahl von gelben Kugeln® tritt genau dann ein, wenn GGG, GRR, RGR oder RRG
gezogen wird. Es lasst sich in diese vier unvereinbaren Teilereignisse zerlegen.

Wir behandeln zuerst den Fall, dass ohne Zurticklegen gezogen wird. In Beispiel 27 wurde

% . % . % als Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis RGR gefunden. Genauso findet man die

Wahrscheinlichkeiten der anderen Teilereignisse. Wir stellen das in folgender Tabelle dar:

Teilereionis Wahrscheinlichkeit nach
8 dem Multiplikationssatz
5.4.3 _ 60
GGG 7°6°5 = 210
5.2.1_ 10
GRR 7°6°5 = 210
2 5.1 _ 10
RGR 77675 210
2 1.5 _ 10
RRG 77675 = 210
Summe (nach dem Additionssatz) = 2%

Da die Teilereignisse unvereinbar sind, erhélt man die Wahrscheinlichkeit des gefragten
Ereignisses mit dem Additionssatz durch Aufsummieren der Wahrscheinlichkeiten der
Teilereignisse. Das wurde bereits in der Tabelle durchgefiihrt. Die Wahrscheinlichkeit,

eine ungerade Anzahl von gelben Kugeln zu erhalten, ist %, wenn nicht zuriickgelegt wird.

Zieht man die Stichprobe mit Zuriicklegen, dann kann man genauso vorgehen.

Teilereignis (\iNahrschei.nli_Chkfeit nach
em Multiplikationssatz
Gad ;3 3-m
G p22o2
RGR 13i-2
RRG 13-
Summe (nach dem Additionssatz) =52

Die Wahrscheinlichkeit, eine ungerade Anzahl von gelben Kugeln zu erhalten, ist %,
wenn zuriickgelegt wird.
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Beispiel 29: Eine unfaire Miinze, bei der Wappen mit Wahrscheinlichkeit % und Zahl mit
Wahrscheinlichkeit % auftritt, wird fiinf Mal geworfen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass genau dreimal Wappen auftritt?

Wir kiirzen ,Wappen“ mit W und ,,Zahl“ mit Z ab. Genau dreimal Wappen tritt auf,
wenn das fiinfmalige Werfen eine der Folgen WWWZZ, WWZWZ, WWZZW, WZWWZ,
WZWZW, WZZWW, ZWWWZ, ZWWZW, ZWZWW, ZZWWW ergibt. Das sind die
zehn unvereinbaren Ereignisse, in die sich das Ereignis ,,genau dreimal Wappen* zerlegen
lasst. Die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten fithren wir in folgender Tabelle durch:

Teilereignis ziNahrscheinli_Chkgit nach
em Multiplikationssatz

WWWZZ %%%%%:%
WWZWZ %%%%%:%
WWZZW %%%%%:%
WZWWZ %%%%%:%
WZWZW %%%%%:%
WZZWW %%%%%:%
ZWWWZ %%%%%:%
ZWWZW %%%%%:%
ZWZWW %%%%%:%
ZZWWW %%%%%:%
Summe (nach dem Additionssatz) = 24T03
40

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau zweimal Wappen auftritt, ist also o73.

Beispiel 30: Aus einer Menge von 3 roten, 2 gelben und 2 schwarzen Kugeln ziehen
wir solange ohne Zuriicklegen, bis eine schwarze Kugel gezogen wird. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, auch zumindest eine gelbe Kugel zu ziehen?

Das FEreignis, zumindest eine gelbe Kugel vor der ersten schwarzen Kugel zu ziehen,
zerfallt in die Teilereignisse, die jeweils den Zugfolgen mit den Anfangssequenzen G, RG,
RRG und RRRG entsprechen. Diese Teilereignisse sind unvereinbar, da die erste gelbe
Kugel in verschiedenen Ziehungen auftritt, und es tritt sicher eine schwarze Kugel auf.

Teilereignis (\iNahrschei.nli_Chk.eit nach
em Multiplikationssatz
G % - 26100
RO S
RRG pir -
RRRG g.2.1.2- 3,
Summe (nach dem Additionssatz) = 392

Die Wahrscheinlichkeit, zumindest eine gelbe Kugel vor der ersten schwarzen Kugel zu
ziehen, ist somit % = %
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Beispiel 31: Anna und Barbara haben beide die gleiche Schachtel mit vier weiflen und
einer schwarzen Kugel. Jede zieht zufallig aus ihrer Schachtel ohne Zuriicklegen und zwar
zuerst einmal Anna, dann zweimal Barbara, dann zweimal Anna, dann zweimal Barbara,
und immer so weiter. Wer zuerst eine schwarze Kugel zieht gewinnt. Man berechne die
Wahrscheinlichkeit, dass Barbara gewinnt.
Die Zugfolgen, die zu einem Sieg von Barbara fithren, sind WS, WWS, WWWWWS und
WWWWWWS, wobei ~ bedeutet, dass Anna zieht. Sonst zieht Barbara. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass Anna WWW zieht, ist £- 2.2, Die Wahrscheinlichkeit, dass Barbara

543" 1 0y A
WWS zieht, ist % . % . % Die Wahrscheinlichkeit fiir die Zugfolge WWWWWS ist somit
% : % : % . % . % . % Die vollstdndige Rechnung findet man in folgender Tabelle.
Teilereionis Wahrscheinlichkeit nach
& dem Multiplikationssatz
A 4 1 4
WS 1.4 =4
3 4 4 1 4
WWS 1.4.1 s
A V1A 4 3.2 4.3 1 2
WWWWWS 2.2.2.4.3.1 2z
A VA 4 3 2 4. 3.2 1 _ 2
WWWWWWS 2.3.2.4.3.2.1_2
Summe (nach dem Additionssatz) = %

Barbara gewinnt mit Wahrscheinlichkeit %

6. Totale Wahrscheinlichkeit

Manches Mal sind fiir ein Ereignis A bedingte Wahrscheinlichkeiten vorgegeben und
man soll daraus die (totale) Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A bestimmen. Wir leiten
die dafiir notwendigen Formeln her. Dazu benétigen wir folgende Definition.

Definition: Man sagt, die Ereignisse By, Bs, ..., B, bilden eine Zerlegung der Ausfalls-
menge {2, wenn sie paarweise disjunkt sind und wenn U?Zl B; = Q gilt.

Man kann das auch so ausdriicken: Die Ereignisse B1, Bo, ..., B, bilden eine Zerlegung
der Ausfallsmenge €2, wenn jeder Ausfall in genau einer dieser Mengen liegt. Das aber
bedeutet, dass genau eines der Ereignisse Bi, Bo, ..., B, eintritt.

Satz 12: Es liege eine Zerlegung By, Bo, ..., B, der Ausfallsmenge §) vor. Seien weiters
A, B C Q) zwei Ereignisse. Dann gilt
(a) P(A) = P(A[B))P(Bi)+ P(A|B2)P(By) + - + P(A[Bn)P(B)

P(A|B)P(B
(b) P(B|A) = PETEE
Man nennt (a) die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit und (b) die Formel von Bayes.
Beweis: Wir zeigen (a). Es gilt 337, P(A|B;)P(B;) = >_7_, P(AN Bj) nach Definition
der bedingten Wahrscheinlichkeit. Da die Ereignisse B; disjunkt sind, sind es auch die
Ereignisse AN B; und es folgt >, P(ANB;) = P(Uj_,(ANB;)) aus dem Additionssatz.
Wegen J;_, B; = Q erhalten wir J;_, (AN B;) = ANUj;_, Bj = ANQ = A und (a) ist
bewiesen.
Es gilt P(B|A) = P;B(Zf) und P(A|B) = szg?) nach Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit. Daraus folgt (b) sofort. d
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Wir rechnen einige typische Beispiele zu diesen Formeln.

Beispiel 32: Drei Maschinen stellen das gleiche Produkt her. Die Tagesproduktion von
Maschine I betragt 8000 Stiick mit einem Ausschussanteil von 2%, die von Maschine II
12000 Stiick mit einem Ausschussanteil von 1% und die von Maschine III 30000 Stiick mit
einem Ausschussanteil von 5%. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein der Gesamtproduk-
tion zufillig entnommenes Stiick Ausschuss?

Sei By das Ereignis, dass das zuféllig entnommene Stiick von Maschine I stammt, By das
Ereignis, dass es von Maschine I stammt, und Bs das Ereignis, dass es von Maschine II1
stammt. Es tritt genau eines dieser drei Ereignisse ein, sie bilden eine Zerlegung. Aus

der Angabe folgt P(B) = 2900 — L p(B,) — 12000 _ & yq p(By) — 30000 _ 15

Wenn das zufallig gewéhlte Stiick von Maschine I stammt, dann ist es mit Wahrscheinlich-

keit 155 Ausschuss. Wir haben also P(A|B;) = 1%;. Genauso erhilt man P(A|B2) = 155
und P(A|B3) = 125. Mit Hilfe der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit erhalten wir

P(A) = P(A|B1)P(B1)+P(A|Bz)P(B2)+P(A|Bs) P(B3) = 15595+ 15025 T 100 25 = 2500
Das ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig entnommenes Stiick Ausschuss ist. Man

kann diese Zahl auch als Ausschussanteil in der Gesamtproduktion interpretieren.

Beispiel 33: Eine Versicherung teilt die Autofahrer in zwei Typen ein, in Risikofahrer
und in Sicherheitsfahrer. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Sicherheitsfahrer in einem Jahr
einen Unfall hat, ist 0,06. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Risikofahrer in einem Jahr
einen Unfall hat, ist 0,6. Die Versicherung weifl aus Erfahrung, dass % der Autofahrer
Sicherheitsfahrer und % der Autofahrer Risikofahrer sind. Ein Autofahrer schliefit eine
Versicherung ab (man sieht ihm natiirlich nicht an, von welchem Typ er ist). Wie grof3 ist
die Wahrscheinlichkeit, dass er nachstes Jahr einen Unfall haben wird?

Sei By das Ereignis, dass der Autofahrer ein Sicherheitsfahrer ist, und B das Ereignis,
dass der Autofahrer ein Risikofahrer ist. Es tritt genau eines dieser beiden Ereignisse ein.
Die Ereignisse B; und By bilden eine Zerlegung.

Gefragt ist nach der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, dass der Autofahrer innerhalb
des néchsten Jahres einen Unfall hat. Wenn der Autofahrer ein Sicherheitsfahrer ist,
dann ist diese Wahrscheinlichkeit 0,06, das heifit P(A|B1) = 0,06. Wenn der Autofahrer
ein Risikofahrer ist, dann ist diese Wahrscheinlichkeit 0,6, das heifit P(A|B3) = 0,6. Jetzt
konnen wir in die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit einsetzen und erhalten

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) = 0,06 - 2 + 0,6 - + = 0,15.
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Unfall im néchsten Jahr betrégt also 0,15.

Beispiel 34: Seit sich der Autofahrer aus dem letzten Beispiel versichern lief}, ist ein
Jahr vergangen. Es hat sich herausgestellt, dass er einen Unfall hatte. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass der Autofahrer ein Risikofahrer ist?
Wonach wird hier gefragt? Wir haben die Information, dass der Autofahrer einen Unfall
hatte. Gefragt ist daher die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass er ein Risikofahrer

ist. Verwendet man die Bezeichnung aus dem letzten Beispiel, dann ist das die bedingte
Wahrscheinlichkeit P(Bg|A).

Die Formel von Bayes besagt P(Bz|A) = %. Aus dem letzten Beispiel wissen
wir P(A|B2)P(Bs) = 0,6 - 2 = 0,1 und P(A) = 0,15. Wir erhalten P(Bs|A) = 2t = 2.

Nach diesem Unfall ist der Autofahrer verdéchtig, ein Risikofahrer zu sein.
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Beispiel 35: Eine Firma stellt Computerchips her, wobei der Ausschussanteil 30 % betragt.
Damit diese nicht in den Verkauf gehen, findet eine Kontrolle statt, bei der ein defekter
Computerchip mit Wahrscheinlichkeit 0,97 als solcher erkannt und ausgeschieden wird,
bei der aber auch ein intakter Computerchip mit Wahrscheinlichkeit 0,05 irrtiimlich aus-
geschieden wird. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Computerchip, der in den
Verkauf geht, intakt ist?

Sei B das Ereignis, dass ein Computerchip intakt ist, und By das Ereignis, dass ein Com-
puterchip defekt ist. Dann gilt P(By) = 15 und P(Bz) = 3. Die Ereignisse By und B,
bilden eine Zerlegung. Es tritt ja genau eines ein. Sei A das Ereignis, dass ein Computer-
chip durch die Kontrolle geht, sodass P(Bj|A) die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit
ist. Aus der Angabe erhalten wir P(A|B;) = 0,95. Das ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
intakter Computerchip durch die Kontrolle geht. Weiters erhalten wir P(A|B3) = 0,03.
Das ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein defekter Computerchip durch die Kontrolle geht.
Wir miissen zuerst P(A) mit Hilfe der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit berechnen:
P(A) = P(A|B1)P(B;) + P(A|Bg)P(Bs2) = 0,95 - % +0,03 - 13—0 = 0,674. Jetzt ergibt sich

P(Bi1|A) = 0’0972;)4’7 = 0,987 aus der Formel von Bayes.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Computerchip, der in den Verkauf geht, auch intakt ist,
betragt 0,987.

Beispiel 36: Morsezeichen Punkt und Strich werden im Verhéltnis 3:4 gesendet. Durch
Ubertragungsfehler wird Punkt mit Wahrscheinlichkeit % zu Strich und Strich mit Wahr-
scheinlichkeit % zu Punkt. Der Empfanger registriert Punkt. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit wurde Punkt gesendet?

Sei B; das Ereignis, dass Punkt gesendet wurde, und B> das Ereignis, dass Strich gesendet
wurde. Die Ereignisse B; und By bilden dann eine Zerlegung, da genau eines eintritt.
Aus der Angabe entnehmen wir P(B;) = 2 und P(B) = 2. Sei A das Ereignis, dass der
Empfanger Punkt registriert. Dann folgt P(A|By) = 3 und P(A|B;) = £ aus der Angabe.
Gefragt ist nach der bedingten Wahrscheinlichkeit P(B;1]|A). Bevor wir die Formel von
Bayes anwenden, berechnen wir P(A) nach der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit:
P(A) = P(A|B1)P(By) + P(A|B2)P(Bs) = § - 2 + ¢ - 2 = 13. Die Formel von Bayes

9 7 7 42
ergibt jetzt P(B;|A) = FEZUSE) — 8.5 42 — 16,

Die Wahrscheinlichkeit, dass auch Punkt gesendet wurde, wenn der Empfanger Punkt

. . . 16
registriert, ist also {g.



I11. Zufallsvariable

Oft hat man es mit Zufallsexperimenten zu tun, deren Ausfille Messwerte oder Anzahlen
sind, jedenfalls reelle Zahlen. Das ermoglicht es, den Ausfall des Zufallsexperiments mit
einer Variablen zu bezeichnen und mit diesen Variablen zu rechnen.

1. Darstellung von Ereignissen durch Zufallsvariable

Um das FEreignis ,hochstens k defekte Glithlampen in der Stichprobe“ einfach auf-
schreiben zu konnen, bezeichnet man die Anzahl der defekten Glithlampen in der Stich-
probe mit X. Das Ereignis lasst sich dann einfach durch X < k ausdriicken. Diese
Variablen, die man zur Beschreibung von Ereignissen verwendet, heiflen Zufallsvariable.
Sie beschreiben immer Ausfille eines Zufallsexperiments, das heifit fiir jede reelle Zahl ¢
definiert X < t ein Ereignis. Fiir Zufallsvariable werden iiblicherweise Grofbuchstaben
XY, Z, ... verwendet.

Mit Zufallsvariablen kann man auch rechnen. Es gilt zum Beispiel
3X+56<11&3X <6 X <2
Die durch diese drei Ungleichungen dargestellten Ereignisse sind gleich, daher gilt
PBX+5<11)=PBX <6)=P(X <2)
An diesem Beispiel sieht man, wie man Ereignisse umformen kann.

Die Darstellung der Ereignisse in der umgangssprachlichen Beschreibung wird in eine
mathematische Darstellung mit Hilfe von Zufallsvariablen iibersetzt. Um die so dargestell-
ten Ereignisse miteinander zu verkniipfen, verwenden wir die logischen Zeichen. Der Ad-
ditionssatz und die daraus folgenden Rechenregeln aus Satz 8 gelten natiirlich weiterhin,
da sie ja nicht davon abhangen, wie man Ereignisse darstellt. So gilt zum Beispiel

X<3&X<2V Xe(23
wobei die Ereignisse X < 2 und X € (2, 3] unvereinbar sind. Aus dem Additionssatz folgt
P(X <3)=P(X <2)+P(X € (2,3])
beziehungsweise P(X € (2,3]) = P(X <3) — P(X < 2).
Ebenso ist X < 3 das Gegenereignis zu X > 3. Aus Satz 8 (d) folgt daher
P(X>3)=1-P(X <3)

Im Folgenden werden wir solche Umformungen héufig verwenden.

2. Wahrscheinlichkeitsvektoren und Wahrscheinlichkeitsdichten

Wir haben gesehen, wie man Ereignisse mit Hilfe von Zufallsvariablen darstellen kann
und wie man die so dargestellten Ereignisse umformt. Jetzt geht es um die Berechnung der
Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse. Dazu unterscheiden wir diskrete und kontinuier-
liche Zufallsvariable. Bei diskreten Zufallsvariablen liegen die moglichen Werte, also die
Austille des Zufallsexperiments, in einer endlichen oder abzahlbaren Menge, wahrend sie
bei einer kontinuierlichen Zufallsvariable ein (oft unbeschranktes) Intervall ausfiillen.

Definition: Sei S eine endliche oder abzéhlbare Menge (meistens eine Teilmenge von 7).
Ein Vektor (w(i));es heiBt Wahrscheinlichkeitsvektor, wenn w(i) > 0 fiir alle ¢ € S und
> iegw(i) = 1 gilt. Eine Zufallsvariable X heifit diskret, wenn ein Wahrscheinlichkeits-
vektor (w(i));es existiert mit w(i) = P(X =) fir alle i € S.
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Beispiel 37: Die Zufallsvariable X bezeichne den Ausfall eines Wiirfels. Man bestimme
den Wahrscheinlichkeitsvektor von X.

Sei S ={1,2,3,4,5,6}. Es gilt w(i) = P(X =1i) = ¢ fiir alle i € S, da ja jede Augenzahl
mit Wahrscheinlichkeit § auftritt. Man priift 2?21 w(i) = 1 nach.

Kennt man den Wahrscheinlichkeitsvektor einer Zufallsvariablen, so kann man damit
Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen berechnen.

Satz 13: Sei (w(i));cs der Wahrscheinlichkeitsvektor einer diskreten Zufallsvariable X .
Fiir jede Teilmenge B von S gilt dann P(X € B) =}, pw(i).

Beweis: Sei zuerst B = {iy,i2,...,ix}, eine endliche Teilmenge von S. Es gilt dann
XeB & X=11VX=13V...VX =i, Dadierechtsstehenden Ereignisse unvereinbar
sind, folgt P(X € B) = P(X =i1) + -+ P(X = i) = w(iy) + - +w(ix) = )_;cp w(i)
mit Hilfe des Additionssatzes.

Ist S eine endliche Menge, dann sind wir schon fertig. Sei S also abzahlbar. Sei ¢ > 0.
Wegen . g w(i) = 1 existiert eine endliche Teilmenge U von S mit >, ,, w(i) > 1 — ¢,
da ja die Partialsummen gegen 1 konvergieren. Es folgt >, ., w(i) =1 =3, w(i) <e.
Da U endlich ist, erhalten wir P(X € U) = > .., w(i) > 1 — ¢ aus dem ersten Teil des
Beweises und damit P(X e U')=1—-P(X € U) < e.

Ist B jetzt eine beliebige Teilmenge von S, dann sei C' = BNU und D = B\ U. Da B die
disjunkte Vereinigung von C' und D ist, haben wir >, pw(i) = >, ccw(i) + >, cp w(i)
und P(X € B) = P(X € C) 4+ P(X € D) ergibt sich aus dem Additionssatz. Aus dem
ersten Teil des Beweises folgt P(X € C) = >, ~w(i), da C endlich ist. Wegen D C U’
erhalten wir P(X € D) < P(X e U') <eund ), .pw(i) < >, w(i) < e. Es folgt
P(X € B)~ Y, p i) = [P(X € C)+ P(X € D)~ Syectoli) — Soye p wli))| = [P(X €
D) =3 ,cpw(i)| < 2e. Da € beliebig war, ist P(X € B) = ) .. w(i) gezeigt. 0

Bemerkung: Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsvektor (w(7));es,
dann folgt P(X € S) = > ,cqw(i) = 1 aus Satz 13. Es gilt dann auch P(X € §') =
1—-P(X € S)=0. Somit nimmt X keine Werte auflerhalb von S an. Man nennt daher S
den Wertebereich der Zufallsvariable X.

Wir definieren den Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen X. Der Erwartungs-
wert ist ein Durchschnittswert aller moglichen Werte von X', wobei jedoch jeder Wert ¢ mit
seiner Wahrscheinlichkeit w(7) gewichtet wird. Jeder Wert i geht in den Erwartungswert
gemaf der Haufigkeit seines Auftretens ein.

Definition: Der Erwartungswert E(X) einer diskreten Zufallsvariablen X mit Wahr-
scheinlichkeitsvektor (w(i));es ist definiert durch E(X) =} . _giw(i).

Es kann vorkommen, dass E(X) nicht existiert, namlich dann, wenn S unendlich ist
und die Reihe ), ¢ iw(i) nicht absolut konvergent ist (d.h. ) . ¢ |¢|w(7) ist unendlich).
Wie stark eine Zufallsvariable X um ihren Erwartungswert E(X) schwankt, wird durch
die Varianz gemessen.

Definition: Die Varianz V(X) einer diskreten Zufallsvariablen X mit Wahrscheinlich-
keitsvektor (w(7));es ist definiert durch V(X) = >, (i —m)? w(i), wobei m = E(X) ist.
Weiters nennt man /V(X) die Standardabweichung der Zufallsvariablen X.
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Auch die Varianz existiert nicht notwendigerweise. Wenn fiir eine diskrete Zufallsvari-
able X mit Wahrscheinlichkeitsvektor (w(i ))165 die Reihe ), ¢ 7% w(i) konvergiert, dann
existiert aufgrund der Ungleichung |i| < 1 + i? der Erwartungswert m = E(X). Wegen
(i —m)? = i* — 2im + m? konvergiert nun auch die Reihe Y, (i — m)?w(i), daher be-
sitzt die Zufallsvariable X eine Varianz. Um Erwartungswert und Varianz zu berechnen,
bestimmt man den Wahrscheinlichkeitsvektor und setzt in die Formeln ein.

Beispiel 38: Bei einer Verlosung bringen 1% der Lose einen Gewinn von 1000 Euro, 9%
der Lose bringen einen Gewinn von 100 Euro und 90% der Lose bringen keinen Gewinn.
Welchen Gewinn muss man durchschnittlich pro Los auszahlen? Wie hoch soll man den
Lospreis festsetzen?
Sei X der Gewinn eines (zuféllig gewahlten) Loses. Wir berechnen E(X). Die mdglichen
Gewinne, also die moglichen Werte von X sind 1000, 100 und 0 mit Wahrscheinlichkeiten
w(1000) = 0,01, w(100) = 0,09 und w(0) = 0,9. Aus der Formel fiir den Erwartungswert
erhalten wir E(X) = 1000 - 0,01 + 100 - 0,09 + 0 - 0,9 = 19. Jedenfalls sollte man den
Lospreis hoher als 19 Euro festsetzen.
Wir berechnen die Varianz des Gewinns: V(X) = 9812-0,01 +812-0,09 + (—19)?-0,9 =
10539. Die Standardabweichung ist /V(X) = 102,66.

Jetzt behandeln wir die sogenannten kontinuierlichen Zufallsvariablen. Man kann sie
als kontinuierliches Analogon zu den diskreten Zufallsvariablen auffassen, wobei Summen
durch Integrale ersetzt werden.

Definition: Eine integrierbare Funktion f : R — R mit ffooo f(x)dz = 1 heiit Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Eine Zufallsvariable X heifit kontinuierlich, wenn eine Wahrschein-
lichkeitsdichte f existiert, sodass P(X < t) f f(x)dz fir alle t € R gilt.

Die Funktion F' definiert durch F(t) = P(X < t) heifit Verteilungsfunktion der Zu-
fallsvariablen X. Die Wahrscheinlichkeitsdichte kann man daher auch als Ableitung der
Verteilungsfunktion auffassen.

Satz 14: Die Verteilungsfunktion F' einer Zufallsvariablen X ist eine monton wachsende
Funktion von R nach [0,1]. Fiirr < s gilt P(r < X <s) = F(s) — F(r).

Beweis: Es gilt X < s < X <r V r < X < s, wobei die Ereignisse X < r und
r < X < s unvereinbar sind. Daher folgt P(X < s) = P(X <7r)+ P(r < X < s) aus dem
Additionssatz. Wir erhalten

Pr<X<s)=P(X<s)—P(X<r)=F(s)— F(r)
mit Hilfe der Definition der Verteilungsfunktion.

Sind r und s in R beliebig mit r < s, dann gilt F((s) — F(r) = P(r < X < s) > 0 nach
Satz 6. Somit ist F' monoton wachsend. Ebenfalls aus Satz 6 folgt 0 < P(X < t) < 1,
sodass F(t) € [0, 1] gilt. I:I

Wahrscheinlichkeiten lassen sich mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsdichte berechnen.

Satz 15: Sei f: R — ]Rar die Wahrscheinlichkeitsdichte einer kontinuierlichen Zufallsvari-
ablen X und F : R — [O, 1] jhre Verteilungsfunktion. Dann gilt

(a) P(X € B)=F\(s) fs f(z)dx fiir ein Intervall B mit Endpunkten r und s
(b) P(X<s):P(X<s f f(z)dx fir s e R

(c) P(X>r):P(X2r)—l— fT f xz)dz fiirr € R
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Beweis: In Satz 14 wurde P(X € B) = F(s) — F(r) fir B = (r,s] gezeigt. Aus der
Definition der Wahrscheinlichkeitsdichte folgt

:/_Soof(x)dx—/_:of($)dx:/Tsf(l’)dx

womit (a) fiir B = (r, s| bereits bewiesen ist.

Wir zeigen, dass P(X = u) = 0 fiir alle u € R gilt. Wenn das Ereignis X = w eintritt,
dann tritt fir jedes ¢ > 0 auch das Ereignis X € (u — &,u| ein. Fiir alle ¢ > 0 gilt
P(X =u) < P(X € (u—¢,u]) nach Satz 8 (c) und P(X € (u—e,u]) = [ _f(z)dz
wurde oben bewiesen. Da f eine integrierbare Funktion ist, gilt lim._,g f;ﬁs f(x)dz = 0.
Daraus ergibt sich lim. o P(X € (u —e,u]) = 0. Also muss auch P(X = u) = 0 gelten.
Die Wahrscheinlichkeit P(X € B) dndert sich also nicht, wenn man einen Endpunkt des
Intervalls B dazugibt oder weglésst (Additionssatz). Sind r und s die Endpunkte von B,

dann gilt P(X € B) = P(X € (r, ]) und ( ) ist gezeigt.

Aus den Definitionen folgt P(X < s) = [°__ f(z)dz. Da P(X = s) = 0 gilt, ergibt
sich P(X <s)=P(X <s)+ P(X = ) P(X < s) und (b) ist gezeigt.

Um (c) zu beweisen, gehen wir zum Gegenereignis iber und verwenden (b). Mit Satz 8 (d)

folgt P(X >r)=1-P(X <r)=1- . Mit Hilfe von [*_ f(z)dz =1 erhilt man
PX>r)=1-P(X <r) / flx dx—/ fx dm—/ flx
Da P(X =r) =0 gilt, folgt P(X >r) = P(X > r) und (c) ist gezeigt. O

Bemerkung: Oft kommt es vor, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte f einer Zufallsvari-
ablen X auflerhalb eines (meist unbeschréinkten) Intervalls W gleich 0 ist. Aus Satz 15
folgt P(X € W) = [, f(z)dz = [7_ f(z)dz = 1, sodass X mit Wahrscheinlichkeit 1,

also immer, in W liegt. er nennen daher W den Wertebereich der Zufallsvariablen X.

Will man die Wahrscheinlichkeitsdichte f einer Zufallsvariablen X berechnen, so berech-
net man zuerst die Verteilungsfunktion F(t) = P(X <) fir ¢t € R. Man erhélt dann die
Wahrscheinlichkeitsdichte f als Ableitung von F.

Beispiel 39: Zwei Punkte a und b werden zuféllig im Intervall [0, 1] gewahlt. Sei X das
Minimum der beiden Punkte. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsdichte f von X.

Fiir ¢t € R berechnen wir F(t) = P(X < t). Wir verwenden dazu die geometrische
Wahrscheinlichkeit. Die Ausfallsmenge unseres Zufallsexperiments ist 2 = [0, 1] x [0, 1].
Das Ereignis X < t entspricht der Teilmenge A = {(a,b) € 2 : min(a,b) <t} von . Fiir
t < 0ist A =0 und somit |[A] =0. Fiir t > 1ist A = Q und somit [A|=1. Fir0 <t <1
ist A=Q\ (t,1] x (¢,1] und somit |A| =1 — (1 —¢)? = 2t — t2. Wir erhalten F(t) = 0
fir t <0, F(t) =2t —t* fir 0 <t < 1und F(t) =1 fiir t > 1. Wegen f(x) = F'(z) folgt
f(z) =0 fir = ¢ [0,1] und f(z) = 2 — 2z fir x € [0,1]. Der Wertebereich von X ist das
Intervall [0, 1].

Bemerkung: Im Beispiel 39 ist die Verteilungsfunktion F(¢) im Punkt ¢ = 0 nicht
differenzierbar, jedoch definiert die angegebene Wahrscheinlichkeitsdichte die geforderte
Verteilungsfunktion. Wie man den Funktionswert von f im Punkt 0 wahlt, hat keinen
Einfluss auf die mit Hilfe von f berechneten Wahrscheinlichkeiten, da diese ja Integrale
iiber f sind.
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Erwartungswert und Varianz fiir kontinuierliche Zufallsvariable werden analog wie fiir
diskrete Zufallsvariable definiert. Die Summe wird durch das Integral ersetzt und der
Wahrscheinlichkeitsvektor durch die Wahrscheinlichkeitsdichte.

Definition: Der Erwartungswert E(X) einer kontinuierlichen Zufallsvariablen X mit
Wahrscheinlichkeitsdichte f ist definiert durch E(X) = [*°_xf(z)d. Die Varianz V(X)
ist definiert durch V(X) = [*_(z — m)?f(z)dz mit m = E(X). Wieder nennt man
\/\W die Standardabweichung der Zufallsvariablen X.

Auch eine kontinuierliche Zufallsvariable besitzt nicht notwendigerweise einen Erwar-
tungswert beziehungsweise eine Varianz. Die Bedingung ist hier die Konvergenz der
entsprechenden uneigentlichen Integrale. Analog dem Fall einer diskreten Zufallsvariable
folgt auch hier aus der Konvergenz des uneigentlichen Integrals | jooo 22 f(x)dz die Existenz
der Varianz (und damit auch des Erwartungswertes).

Beispiel 40: Die Wahrscheinlichkeitsdichte f der Zufallsvariablen X sei gegeben durch
f(z) = 3% fiir € [a,b] und f(x) =0 fiir z ¢ [a,b]. Gesucht sind E(X) und V(X).
Der Wertebereich der Zufallsvariablen X ist das Intervall [a,b]. Da f auflerhalb von [a, b]
verschwindet, gentigt es, von a bis b zu integrieren. Wir erhalten

b b 2 _ 2
1 16 —a a-+b
E(X):/ :Uf(x)da::/ a:b_adx=§ . 3

b a 2 —a)® = (a—10)3 —a)?
V(X):/a(x_ ;b)biad:”:(b )24( 2 bia:(bm)

In den folgenden Kapiteln werden haufig auftretende Wahrscheinlichkeitsvektoren und
Wahrscheinlichkeitsdichten behandelt. Man verwendet die Bezeichnung Verteilung als
gemeinsamen Uberbegriff. Wird nach der Verteilung gefragt, so meint man fiir diskrete
Zufallsvariable den Wahrscheinlichkeitsvektor und fiir kontinuierliche Zufallsvariable die
Wahrscheinlichkeitsdichte oder die Verteilungsfunktion.

3. Binomialverteilung und geometrische Verteilung

Diese beiden Verteilungen treten bei wiederholtem Miinzenwerfen auf. Die Binomi-
alverteilung erhalt man, wenn man zahlt, wie oft ,, Wappen* fallt.

Definition: Sei n > 1 und p € (0,1). Eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich
S =10,1,2,...,n} und Wahrscheinlichkeitsvektor

w(i) = (CL) p'(1—p)"~" fiir icS

heifit binomialverteilt mit Parametern n und p oder kurz B(n, p)-verteilt. Es gilt w(i) > 0
fiir alle 7 € S und ), gw(i) = 1 folgt aus dem binomischen Lehrsatz.

Satz 16: FEine Miinze, bei der , Wappen“ mit Wahrscheinlichkeit p und ,,Zahl“ mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — p féllt, wird n Mal geworfen. Sei X die Anzahl mit der ,, Wappen* unter
diesen n Wiirfen auftritt. Dann hat X die B(n, p)-Verteilung.

Beweis: Sei S = {0,1,2,...,n}. Wir miissen P(X = i) fiir ¢ € S berechnen. Gefragt
ist nach der Wahrscheinlichkeit, dass unter den n Wiirfen genau ¢ Mal ,Wappen* auftritt.
Fiir n = 5 und ¢+ = 3 wurde das bereits in Beispiel 29 durchgefiihrt. Die dort angewendete
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Methode lasst sich auch hier anwenden. Wir zerlegen in Teilereignisse. Die Teilereignisse
entsprechen gerade den Folgen der Lange n, die : Mal W und n — 7 Mal Z enthalten. Nach
Satz 4 ist die Anzahl dieser Teilereignisse gleich (?)

Berechnet man die Wahrscheinlichkeiten der Teilereignisse nach dem Multiplikationssatz,
so erhiilt man p’(1 — p)" ! fiir jedes dieser Teilereignisse. Nach dem Additionssatz erhilt
man die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(X = i), indem man die Wahrscheinlichkeiten der
Teilereignisse aufsummiert. Da es (7;) Teilereignisse gibt und jedes Teilereignis dieselbe
Wahrscheinlichkeit p*(1 —p)"~* hat, ist (})p’(1—p)"~* die Summe. Damit ist P(X =) =
(M)p'(1 — p)"~" fiir alle i € S gezeigt. Die Zufallsvariable X ist somit B(n, p)-verteilt. [

Ein Zufallsexperiment heiffit Bernoulliexperiment, wenn es nur zwei mogliche Ausfille
hat. Den einen der beiden Ausfélle nennen wir Erfolg, den anderen nennen wir Misser-
folg. Ein Bernoulliexperiment entspricht daher dem Miinzenwerfen, wobei wir ,, Wappen*
als Erfolg und ,Zahl* als Misserfolg auffassen. Sei p die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg,
das heifit fir das Auftreten von ,Wappen®“. Fiihrt man das Bernoulliexperiment n Mal
unabhéingig durch und z&hlt, wie oft Erfolg (,,Wappen®) eintritt, dann ist diese Anzahl
B(n, p)-verteilt.

Beispiel 41: Es wird 10 Mal gewiirfelt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt hochstens 3
Mal die Augenzahl 6 auf?

Es liegt ein Bernoulliexperiment vor, wobei wir Augenzahl 6 als Erfolg auffassen und
alle anderen Augenzahlen als Misserfolg. Die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg ist %. Sei X
die Anzahl, mit der Erfolg, das heifit die Augenzahl 6, unter den 10 Wiirfen auftritt.
Nach Satz 16 hat X die B(n,p)-Verteilung mit n = 10 und p = %, das heifit der

Wahrscheinlichkeitsvektor der Zufallsvariable X ist durch w(i) = (lio)(%)i(%)m_i mit
0 <17 < 10 gegeben. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis X < 3 ein-

tritt. Aus Satz 13 folgt P(X < 3) = w(0) + w(1) + w(2) + w(3). Wir erhalten also
P(X <3) = ()@ @) + (D @'@)° + ()@@ + ()G E)"
Beispiel 42: In einer Pension gibt es 16 Einzelzimmer. Man weif}, dass im Durchschnitt
20% der bestellten Zimmer nicht belegt werden. Der Pensionsinhaber nimmt fiir die Fe-

rienwoche 18 Buchungen entgegen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird er Schwierigkeiten
haben?

Es liegt ein Bernoulliexperiment vor. Unter Erfolg verstehen wir, dass die gebuchte
Person kommt. Die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg ist p = %. Es werden 18 Buchungen
entgegengenommen, das heifft das Bernoulliexperiment wird 18 Mal durchgefiihrt. Sei X
die Anzahl der Erfolge, das ist die Anzahl der Personen, die kommen. Nach Satz 16 hat
X die B(n,p)-Verteilung mit n = 18 und p = %. Es gibt Schwierigkeiten, wenn mehr
als 16 kommen, also wenn X > 17 ist. Nach Satz 13 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir
P(X > 17) = w(17) + w(18) = (3) (1)) + (D) (3)5()°.

Beispiel 43: Eine Maschine produziert Schrauben. Der Anteil der unbrauchbaren Schrau-
ben betragt 10%. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Packung von 100
Schrauben mehr als 7 unbrauchbare Schrauben sind?

Die Produktion einer Schraube ist ein Bernoulliexperiment. Die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Erfolg (brauchbare Schraube) ist p = 0,9. Sei X die Anzahl der brauchbaren
Schrauben in der Packung von 100 Stiick. Nach Satz 16 hat X die B(n, p)-Verteilung mit
n = 100 und p = 0,9. Gesucht ist P(X < 92). Wir gehen zur Gegenwahrscheinlichkeit
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iiber: P(X > 93) = 2210%310(1) = 232%3 (199)0,90,11°°—%. Die gesuchte Wahrschein-

(2

lichkeit ist 1 — P(X > 93). Wir werden spéter sehen, wie man diese Wahrscheinlichkeit
durch Approximation mit der Normalverteilung ndherungsweise berechnen kann.

Wir berechnen den Erwartungswert einer B(n, p)-verteilten Zufallsvariable X. Aus der
Definition E(X) = >, g iw(i) erhalten wir

E(X) = ZZ (?) p(l—p)"" da der Summand fiir 7 = 0 null ist
i=1

:Zn(?:11>pi(1—p)”_i daz’(?) :n<7;__11) firi>1

n—1
1\ . _
=np Z (n . ) p(1—p) -t neue Summationsvariable j =i — 1

=np binomischer Lehrsatz

Fiir eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable X gilt also E(X) = np. Der Erwartungswert
gibt den durchschnittlichen Wert einer Zufallsvariable an. Der Pensionsinhaber aus Bei-
spiel 42 kann also erwarten, dass durchschnittlich 18 - 0,8 = 14,4 der 18 Personen, die
gebucht haben, kommen. In einer Packung Schrauben aus Beispiel 43 wird man durch-
schnittlich 100 - 0,9 = 90 brauchbare Schrauben finden.

Mit den selben Methoden wie den Erwartungswert kann man auch die Varianz V(X)
einer B(n, p)-verteilten Zufallsvariablen X berechnen:

V=3 i-m? (1) 1=

=0

:Zn:(i(i_l)‘i'(l—an)i-l-nsz) (?) pi(l—p)"i=
_Z (i—1 ( ) ‘(1—p)"~ +(1—2np)zn:i<7z>pi(1_p)ni+

=0
+n2 QZ n i(]_p)n—i
p ;) P'(1=p)
=0

Aus dem binomischen Lehrsatz folgt, dass Y. (7)p*(1 — p)"~* = 1 gilt. Weiters wurde
die Summe > i(7)p*(1 — p)"~" = np oben bei der Berechnung des Erwartungswertes
bestimmt. In der Summe Y ;' (i — 1)(7)p*(1 — p)"~* sind die Summanden fiir ¢ = 0,1
gleich null und fiir ¢ > 2 gilt i(i — 1) (%) = n(n — 1) (’2:22) Es folgt

zn:fb(l -1) <7Z> Pl—p" i =nn-1) z”: (?:;) Pl —p)"t =
1=2

=0

\S]

n—

— 92 . .
n(n—1)p° <n ) —p)"*7 =n(n—1)p?
=0

<.



30 Zufallsvariable

Wir erhalten somit fiir eine B(n, p)-verteilte Zufallsvariable X:
V(X) =n(n—1)p* + (1 — 2np)np + n’p* = np(1 — p)

Wir fithren noch eine weitere Verteilung ein, die mit Bernoulliexperimenten zu tun hat.
Jetzt geht es um die Wartezeit auf den ersten Erfolg.

Definition: Seip €(0,1). Eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich S ={1,2,3,...}
und Wahrscheinlichkeitsvektor

w(i)=(1—p)~p fir ieS
heifit geometrisch verteilt mit Parameter p oder kurz G(p)-verteilt. Es gilt w(i) > 0 fur
alle i € S und ), g w(i) = 1 folgt aus der Formel fiir die geometrische Reihe.

Satz 17: FEin Bernoulliexperiment, bei dem die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg gleich p
ist, wird so oft durchgefiihrt, bis der erste Erfolg auftritt. Sei X die Anzahl der dafiir
notwendigen Wiederholungen. Dann hat X die G(p)-Verteilung.

Beweis: Sei S = {1,2,3,...} undi € S. Das Ereignis X = i tritt genau dann ein, wenn die
ersten :—1 Wiederholungen des Bernoulliexperiments Misserfolg und die i-te Wiederholung
Erfolg ergibt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist (1 — p)*~!p nach dem Multiplikationssatz,
da Misserfolg ja mit Wahrscheinlichkeit 1 —p und Erfolg mit Wahrscheinlichkeit p auftritt.
Wir haben P(X = i) = (1 — p)*~!p fiir i € S gezeigt, das heiit X ist G(p)-verteilt. O

Beispiel 44: Man wiirfelt so lange, bis 6 kommt. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit,
dass man hochstens 10 Mal wiirfeln muss?

Es liegt ein Bernoulliexperiment vor, wobei Augenzahl 6 Erfolg bedeutet und alle anderen
Augenzahlen Misserfolg. Die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg ist %. Sei X die Anzahl der
Wiirfe, die man benétigt, bis zum ersten Mal 6 auftritt. Gesucht ist P(X < 10). Nach
Satz 17 hat X die G(p)-Verteilung mit p = i. Fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

G
erhalten wir P(X < 10) = 3,2, (2)-1L =1 (8)10,

Beispiel 45: Anna und Barbara wiirfeln, und zwar zuerst einmal Anna, dann zweimal

Barbara, dann zweimal Anna, dann zweimal Barbara, und immer so weiter. Wer zuerst 6

wiirfelt, gewinnt. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Barbara gewinnt.

Sei X die Anzahl der Wiirfe, bis zum ersten Mal 6 auftritt. Nach Satz 17 hat X die

G(p)-Verteilung mit p = . Der Wahrscheinlichkeitsvektor von X ist w(i) = (2)"~'% mit

i > 1. Barbara gewinnt, wenn X einen Wert aus der Menge M = {2,3,6,7,10,11,...}

annimmt. Es gilt P(X € M) = w(2) + w(3) + w(6) + w(7) + w(10) + w(1l) + --- =
330

(%% + (%)2%)(1 - (%)4 + (%)8 +...) = 2—21_(15)4 = gicgr = %. Barbara gewinnt mit
6

Wahrscheinlichkeit % = 0,4918.

Den Erwartungswert einer G(p)-verteilten Zufallsvariablen X berechnen wir mit folgen-

dem Trick. Wir gehen von der geometrischen Reihe > 77, = ﬁ — 1 aus und differen-

zieren diese Potenzreihe innerhalb des Konvergenzintervalls (—1,1) gliedweise. Es folgt
Yoo iatTl = ﬁ und daraus ergibt sich
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Beispiel 46: Wie oft muss man durchschnittlich wiirfeln, bis die Augenzahl 6 kommt?

Die Anzahl X der Wiirfe, die man benétigt, bis 6 kommt, ist G(p)-verteilt mit p =
Die durchschnittliche Anzahl ist daher E(X) = % = 6.

1
5

4. Die hypergeometrische Verteilung

Aus einer Menge von N Kugeln, von denen M weifl und N — M schwarz sind, wird eine
Stichprobe vom Umfang n gezogen. Sei X die Anzahl der weiflen Kugeln in der Stichprobe.
Zieht man geordnet mit Zuriicklegen, dann hat X die B(n, p)-Verteilung mit p = %, da
sich der Anteil p der weiflen Kugeln nicht dndert. Es liegt ein Bernoulliexperiment mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p vor. Zieht man jedoch ungeordnet ohne Zuriicklegen, dann gilt
P(X =1) = (AZ/‘[) (]\;__]y)/(]?\j), da (17\1]) die Anzahl aller n-elementigen Teilmengen ist und
()

Es sei daran erinnert, dass (Z) =0 gilt fir v <0 und v > w.

) die Anzahl der Teilmengen, die ¢ weifle und n — ¢ schwarze Kugeln enthalten.

Wir fiihren dazu eine Verteilung ein, diese Verteilung néhert sich bei kleinem Stichpro-
benumfang n (im Vergleich zu N) der Binomialverteilung B(n,p) mit p = M /N an.

Definition: Seien N und M in N mit 0 < M < N und sei n > 1. Eine diskrete
Zufallsvariable X mit Wertebereich S = {0,1,2,...,n} und Wahrscheinlichkeitsvektor

o= () (5730 /() e e

heifit hypergeometrisch verteilt mit Parametern N, M und n oder H (N, M, n)-verteilt. Es
gilt w(i) > 0 firi € Sund Y, g w(i) = 1 folgt aus der Gleichung »_;" (A,f[) (]\;__];/I) = (17\{),
die in einer Bemerkung nach Beispiel 8 bewiesen wurde.

Wir berechnen Erwartungswert und Varianz einer H (N, M, n)-verteilten Zufallsvariable.
Das funktioniert so wie fiir eine B(n, p)-verteilte Zufallsvariable.

(Mo =3 (M) (V)

S () () () ()

n—1

M -1 —-1- —

=M E ) N-1 <M b neue Summationsvariable j =17 —1
=\ n—1-j

= Zz <M> <N B M) da der Summand fiir ¢ = 0 null ist
i=1 g

N -1 n— - 1 (M- _
—u (Y1) S () (M) = ()
Wegen (N) =X (ZX:I) erhalten wir E(X) = n#{ fiir eine H(N, M, n)-verteilte Zufallsvari-

n 1

Auch die Berechnung der Varianz erfolgt &hnlich wie fiir die B(n, p)-Verteilung;:
(V) =0 =n i) () (1) = Ziso (ili - D+ (=20 5)i+ (n5)%) (F) (5 2F)
In der Summe Y i(i — 1) (Af ) (N _]y ) sind wieder die Summanden fiir ¢ = 0,1 gleich null

n—

und fiir s > 2 gilt i(i—l)(M) = M(M—l)(]‘f__;). Fiir n > 2 gilt Z?:Oi(i—l)(M) (N_M) —

[ 7 n—1u
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MM =13, (5) (00 = MO =) 3555 (72) (Y
Weiters hatten wir » . i ( )( ]24) = (]X:ll) und 0, (M (N’M) = (g) Damit
ergibt sich

()

y=mr - (N2 ra-amim (VoD w3 (V)

vix N
Wegen (]T\[) = %(]X 11) = ]Zéfj 11))( ) erhalten wir
n(n n M n— n
VIX) = MOI = D + (L 23+ (o) = (W= o et =
_ MNn—MN-—Nn+N+N2—MNn—N+Mn, M _ _MN—M N—n
= N(N—T1) NN =NN"N N-1

Das ist die Varianz einer H(N, M, n)-verteilten Zufallsvariable X. Diese Formel gilt auch
fiir n = 1, auch wenn in diesem Fall obige Rechnung nicht funktioniert. Es folgt jedoch

(NVX) == 32 () () = BN = M)+ (1 - 3020 = 22 4 v — 22 =

1

MNA?MZ, daher gilt V(X) = 2 ¥M fiir eine H(N, M, 1)-verteilte Zufallsvariable X.

5. Poissonverteilung

Es soll noch eine weitere diskrete Verteilung besprochen werden, die wir durch einen
Grenziibergang aus der Binomialverteilung erhalten.

Definition: Sei A > 0. Eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich S = {0,1,2,...}
und Wahrscheinlichkeitsvektor
)\i
w(i) = ,—'e*’\ fir 1€ S
7!

heift Poissonverteilt mit Parameter A oder kurz P(\)-verteilt. Es gilt w(i) > 0 fiir alle
i€ Sund > ;o w(i) =1 folgt aus Y oo 3 s =e.

Wir entwickeln zur Poissonverteilung folgendes Modell: Bei der Telefonauskunft treffen
zu zufilligen Zeitpunkten Telefonanrufe ein. Wir legen einen Zeitpunkt als Nullpunkt fest
und bezeichnen die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0, t] mit X.

Um den Wahrscheinlichkeitsvektor von X zu berechnen, miissen wir einige Annahmen
zugrundelegen. Sei z > t und n die Anzahl der Personen, die im Zeitintervall [0, z] anrufen.
Wir nehmen an, dass jede Person unabhingig von den anderen zufillig einen Zeitpunkt in
[0, z] auswahlt, zu dem sie anruft. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Anrufer im
Zeitintervall [0,¢] anruft, ist dann £ und die Wahrscheinlichkeit, dass er im Zeitintervall
(t, z] anruft, ist 27_’5 =1- ﬁ Es liegt fiir jeden der n Anrufer ein Bernoulliexperiment
vor. Ein Erfolg (eine bestimmte Person ruft im Zeitintervall [0,¢] an) tritt mit Wahr-
scheinlichkeit é auf. Jeder der n Anrufe entspricht einer unabhéngigen Wiederholung des
Bernoulliexperiments. Da X die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0, ¢] ist, also die An-
zahl der Erfolge, hat X die B(n,£)-Verteilung. Wir halten p = 2, die durchschnittliche

Anzahl der Anrufe pro Zeiteinheit, fest und lassen n und damit auch z gegen oo gehen.

Satz 18: Die Zufallsvariable X sei B(n, ) verteilt. Wenn n und z gegen oo gehen, sodass
2 = p fest bleibt, dann hat X im Grenzwert die P(ut)-Verteilung.

Beweis: Wir berechnen P(X = ). Wir setzen £+ = £ ein und formen um

P(X =i) = (D)1= = () E) @ -
(ut)z n(n—1)...(n—i+1) (1 _ u_t)n(l _ M_t)—z

7! nt n
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. n(n_l)'r'b'i(n_iﬂ) =1 und lim,, (1 — %t)" = e #t erhalten wir aus obiger

Formel, dass lim,,_,,, P(X =1i) = “Z.t!)ie_“t gilt. Das aber besagt, dass X im Grenzwert

die P(ut)-Verteilung hat. O

Wegen lim,,

Wir berechnen noch Erwartungswert und Varianz einer P(\)-verteilten Zufallsvariable

X. Es gilt E(X) = Y2 iw(i) = e Y2 idr = e_’\zlilz”; =e MY 0, (Z 1), =\
Fir die Varianz erhalten wir

V(X) = 320 (= A2 w(i) = e > 02 (60— 1)+ (1=2X)i+A2) A = A2 4A(1—-20)+A% = A,
denn es gilt 327°0i(i — 1) 2 = 0%, (i — 1)3 = Y00 ) A= = A%,

Beispiel 47: Die Anzahl der Anrufe in einem Zeitintervall von ¢ Stunden habe die P(ut)-
Verteilung mit g = 12 Anrufen pro Stunde. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass
zwischen 16,00 und 16,15 hochstens ein Anruf kommt? Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit,
dass zwischen 16,00 und 16,15 mindestens drei Anrufe kommen?
Sei X die Anzahl der Anrufe zwischen 16,00 und 16,15, das heifit X ist P(\)-verteilt mit
A =12-1 =3 Daher gilt E(X) =3 und

P(X <1) = w(0) + w(l) = 313 + 31e73 = 4¢3 = 0,199
P(X>3)=1-P(X<2)=1-w(0) —w(l) —w(2) = 1 — (3 + 31 + 3)e=3 — 0,5768
Mit Wahrscheinlichkeit 0,199 kommt hochstens ein Anruf. Mit Wahrscheinlichkeit 0,577
kommen mindestens drei Anrufe.

Die Poissonverteilung wird immer dann verwendet, wenn ein Verhalten vorliegt, wie es
oben fiir die Telefonanrufe beschrieben wurde. Das gilt fiir die Personen, die ein Geschéft
betreten, fiir die Defekte eines Gerates, das immer wieder repariert wird, und fiir die
Schadensmeldungen, die bei einer Versicherung eintreffen.

Eine weitere Anwendung der Poissonverteilung besteht in der zufélligen Verteilung von
Punkten in einem euklidischen Raum beliebiger Dimension. Dabei wird eine durchschnit-
tliche Dichte p der Punkte pro Flacheneinheit festgelegt. Nun sei eine beliebige endliche
Flache A mit dem Flacheninhalt |A| vorgegeben, dann ist die Zufallsvariable X der An-
zahl von Punkten in dieser Flache P(u|A|)-verteilt. Das Modell wird ganz analog mit der
geometrischen Wahrscheinlichkeit und der Binomialverteilung entwickelt.

6. Exponentialverteilung und Gammaverteilung

Jetzt wenden wir uns den kontinuierlichen Zufallsvariablen zu. Wir bleiben bei den
Telefonanrufen, fragen jetzt aber nicht nach der Anzahl, sondern nach der Wartezeit auf
einen Anruf. Das ist natiirlich eine kontinuierliche Grofle.

Definition: Sei A > 0. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich R und
Wabhrscheinlichkeitsdichte

f(z) =Xe ™" fiir z € R
heift exponentialverteilt mit Parameter \ oder kurz E(\)- Verteilt Fir x € R™ setzt man
f(@)=0. Es gilt f(z) >0 firz € Rund [*_f(z)dz = [;° f(z)dz = 1.

Satz 19: Die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0, t] sei P(At)-verteilt, wobei A die durch-
schnittliche Anzahl der Anrufe pro Zeiteinheit ist (letztes Kapitel). Sei Y die Wartezeit
vom Zeitpunkt 0 bis zum ersten Anruf. Dann hat Y die E()\)-Verteilung.
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Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig und X die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0,¢]. Die
Wartezeit auf den ersten Anruf ist genau dann < ¢, wenn im Zeitintervall [0, t] mindestens
ein Anruf kommt. Das heiffit Y < ¢ tritt genau dann ein, wenn X > 1 eintritt. Daher gilt
Fit)=P(Y <t)=P(X >1)=1-P(X =0) =1— e *. Die Dichte f von Y erhilt
man als Ableitung von F. Es folgt f(x) = (1 —e™¥) = X\e 7 fiir x € R

Die Wartezeit Y kann nicht negativ sein. Fiir ¢t < 0 gilt daher F'(t) = P(Y <t) =0 und
f(z) =0 fiir # < 0. Der Wertebereich der Zufallsvariablen Y ist gleich R{. Die Wartezeit
Y auf den ersten Anruf ist also E(\)-verteilt. d

Eine weitere Anwendung der Exponentialverteilung ist die Lebensdauer eines Gerétes.
Sie ist ja die Wartezeit auf den ersten Defekt. Allerdings muss man dabei voraussetzen,

dass Defekte rein zufillig auftreten, genauso wie wir es fiir die Telefonanrufe angenommen
haben.

Beispiel 48: Die Lebensdauer eines elektronischen Bauteiles sei E(\)-verteilt. Man weifl
aus Erfahrung, dass die Lebensdauer mit Wahrscheinlichkeit 0,9 mindestens 500 Stunden
betragt. Wie grof§ ist A?
Die Lebensdauer des elektronischen Bauteiles bezeichnen wir mit Y. Die Wahrschein-
lichkeit, dass Y groBer oder gleich 500 ist, ist 0,9, das heifit P(Y > 500) = 0,9. Wegen
Satz 15 (c) gilt P(Y > 500) = [ Ae **dz = e77%* da Y ja E())-verteilt ist. Aus

e7500% = 0,9 folgt A = =202 = 0,0002.

Wir berechnen Erwartungswert und Varianz einer E()\)-verteilten Zufallsvariablen X.
Setzt man die Wahrscheinlichkeitsdichte der Exponentialverteilung in die Formel fiir den
Erwartungswert ein, so erhalt man durch partielle Integration
E(X) = [[Tare M de = —ze | 7+ [[Te M da = —% o =1
Ebenso erhalt man durch zweimalige partielle Integration
V(X) = fooo(a; — %)QAe_)‘wdm = —(z— %)26_”};@ —2(x— %)e—;\x ;O +f000 26_)\M dz = %
Wir haben also E(X) = + und V(X) = 55 erhalten. Die durchschnittliche Lebensdauer

des elektronischen Bauteils aus Beispiel 48 betragt 7?3% g = 4745,6 Stunden.

Jetzt kehren wir zurtiick zur Telefonauskunft. Um die Wartezeit auf den n-ten Anruf zu
berechnen, fiihren wir eine weitere Verteilung ein.

Definition: Seien r > 0 und A > 0. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit Werte-
bereich Rt und Wahrscheinlichkeitsdichte

f(z) = %x“le_’\w fir z € RT
heifit gammaverteilt (Erlangverteilt) mit Parametern r und A, oder kurz E(r, A)-verteilt,
wobei I'(r) definiert ist durch I'(r) = [y " 'e ¥dy. Es gilt f(z) > 0 fir z € RT und
J° f(z)dz =1 folgt aus der Definition von I'(r). Fiir z € Ry setzt man f(z) = 0.

Fiir spezielle Werte von r kann man I'(r) explizit berechnen. Fir n € {1,2,3,...} gilt
I'(n) = (n— 1)! und fiir n € {0,1,2,...} gilt T(n+ 1) = B2 /7.

Die E(1,\)-Verteilung ist die E(\)-Verteilung. Die E(Z,1)-Verteilung spielt in der
Statistik eine wichtige Rolle und heifit dort chi-quadrat-Verteilung.

Satz 20: Die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0,t] sei P(At)-verteilt. Sei Z die
Wartezeit vom Zeitpunkt 0 bis zum n-ten Anruf. Dann hat Z die E(n, \)-Verteilung.
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Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig und X die Anzahl der Anrufe im Zeitintervall [0,¢]. Die
Wartezeit auf den n-ten Anruf ist genau dann < ¢, wenn im Zeitintervall [0, ¢] mindestens
n Anrufe kommen, das heifit Z <t tritt genau dann ein, wenn X > n eintritt. Daher gilt

F(t)=P(Z<t)=P(X>n)=1-P(X <n-1)=1—e - Xe M ... - DO c~X

Die Wahrscheinlichkeitsdichte f der Zufallsvariable Z erhélt man als Ableitung von F.
Berechnet man diese mit Hilfe der Produktregel, so kiirzen sich alle dabei auftretenden
Summanden weg bis auf einen:

F/(t) = Ae ™™ =A™ 4 A2te M o (n = DA e g Al

Man erhélt f(x) = @ nl),ac —le=A7 fiir £ > 0. Da Z auBerdem als Wartezeit keine nega-
tiven Werte annehmen kann, ist RJ der Wertebereich von Z und f(z) =0 fir x < 0. [

7. Normalverteilung

Misst man eine (physikalische) Gréflie mehrmals, so erhélt man Messwerte, die wegen
zufalliger Storungen beim Messvorgang leicht voneinander abweichen. Werden Flaschen
oder Verpackungen von einer Abfiillanlage gefiillt, so wird man Schwankungen bei den
Fiillmengen feststellen, die auf die Ungenauigkeit der Abfiillanlage zuriickzufiihren sind.
Ebenso sind die Abmessungen eines Werkstiicks nach einem Produktionsprozess Schwankun-
gen unterworfen. Messwerte und Fiillmengen unterliegen zufélligen Einfliissen und werden
daher als Zufallsvariable aufgefasst. Fiir solche Zufallsvariablen verwendet man die Nor-
malverteilung.

Definition: Seien p € R und o > 0. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit Werte-

bereich R und Wahrscheinlichkeitsdichte
1 (z—w)?
T) = e 22 fur z€R
f(z) T

heifit normalverteilt mit Parametern p und o oder kurz N (u, o)-verteilt.

Um Beispiele zur Normalverteilung zu rechnen, benotigen wir einige Vorbereitungen.

Satz 21: Sei X eine Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte f. Sei a € R, b > 0
und Y = X% Dann hat Y die Wahrscheinlichkeitsdichte g(z) = bf(bx + a).

Beweis: Sei F(t) = P(X < t) die Verteilungsfunktion von X, sodass F'(t) = f(t) gilt. Es
folgt P(Y <t) = P(£:% <t) = P(X < bt+a) = F(bt+a). Die Wahrscheinlichkeitsdichte
g von Y ist die Ableitung dieser Funktion, also g(t) = F'(bt + a)b = bf (bt + a). 0

Nun koénnen wir eine N (u, o)-verteilte Zufallsvariable auf eine N (0, 1)-verteilte Zufalls-
variable zuriickfithren. Die N(0, 1)-Verteilung nennt man auch Standardnormalverteilung.

Satz 22: Wenn X die N(u,o)-Verteilung hat, dann hat Y = ==£ die N(0, 1)-Verteilung.

Beweis: Die Wahrscheinlichkeitsdichte von X ist f(z) = 2= _(x_“)Q/Q"Q. Nach Satz 21
hat Y die Wahrscheinlichkeitsdichte g(z) = 0'\/— —(owtp—p)*/20% %e‘mrz/? Das ist

2wo 27

die Wahrscheinlichkeitsdichte der N (0, 1)-Verteilung. 0
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Um die Wahrscheinlichkeitsdichte der N(0, 1)-Verteilung nicht immer ausschreiben zu
miissen, wurde dafiir eine Bezeichnung eingefithrt. Man setzt go(x) = \/%76_“’”2/ 2. Man

kann zeigen, dass [°_ e~ /2dx = /21 gilt, das heiBt = ¢(z)dz = 1. Daraus folgt
dann f 2We —(@=w*/20" 4z = 1. Die Verteilungsfunktion der N(0,1)-Verteilung wird

mit ® bezeichnet, das heifit ®(¢ f p(x)dx fir t € R.

Satz 23: Es gilt

(a) o(—x) = p(x) fiir alle z € R

(b) ®(—t)=1— ®(¢) fiir allet € R

(¢) ®:R — (0,1) ist streng monoton wachsend und invertierbar.

Beweis: Es gilt (a), da in der Formel fiir ¢(z) nur 2 Vorkommt und (b) rechnet man

nach ®(—t) = [~ p(z)de = [ p(-w)dz = = [ o(y)dy = [~ p(y)dy = 1 - 2(1),
wobei zuerst (a) verwendet und dann die Integralsubstltutlon y=— durchgefuhrt wurde.
Da ®'(t) = ¢(t) > 0 fiir alle ¢ gilt, ist ® eine streng monoton wachsende Funktion und
daher auch injektiv. Weiters berechnet man lim;—, o ®(t) = lim;—, ffoo o(z)dx =0
und limy, o0 @(t) = limy, oo fioo p(x)dz = 1. Daher ist ® : R — (0,1) auch surjektiv.
Damit ist gezeigt, dass ® invertierbar ist, und (c) ist bewiesen. 0

Tritt in einem Beispiel eine normalverteilte Zufallsvariable auf, so fiihrt man sie mit
Satz 22 auf eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable Y zuriick. Wahrscheinlichkeiten fiir diese
Zufallsvariable kann man mit Hilfe ihrer Verteilungsfunktion ® ausdriicken. Wegen Satz 15
gilt P(Y <t)=®(t), P(Y >t) =1—-®(t) und P(s <Y <t) = ®(t) — P(s), wobei statt <
auch < und statt > auch > stehen darf. Die Werte von ®(¢) fiir ¢ > 0 findet man in einer
Tabelle. Die Werte von ®(¢) fiir ¢ < 0 findet man mit Hilfe der Formel ®(—t) =1 — ().

Beispiel 49: FEine Maschine stellt Spanplatten her. Thre Dicke ist N(u,o)-verteilt mit
¢ =19 mm und ¢ = 0,05 mm. Die Platten sollen zwischen 18,95 mm und 19,10 mm stark
sein. Wieviel Prozent Ausschuss produziert die Maschine?

Sei X die Dicke einer (zuféllig gewéhlten) Platte. Dann hat X die N(u,o)-Verteilung.
Die Platte ist Ausschuss, wenn X < 18,95 oder X > 19,10 gilt. Wir berechnen die
Wahrscheinlichkeit, dass sie kein Ausschuss ist, das heifit, dass 18,95 < X < 19,10 gilt.

P(18,95 < X < 19,10) = P(85=1 < ¥ < 121028y wobei YV = &2
=P(-1<Y <2)
=®(2) — ¢(-1) da Y die N(0,1)-Verteilung hat
=®(2) -1+ (1) Satz 23 (b)

=0,977—-1+0,841 = 0,818 Tabelle

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine (zuféllig gewéhlte) Platte Ausschuss ist, betragt daher
1 — 0,818 = 0,182. Die Maschine produziert 18,2% Ausschuss.

Beispiel 50: Auf einer Maschine werden Waschmittelpackungen abgefiillt. Der Inhalt der
Packungen ist N (u,o)-verteilt. Die Arbeitsgenauigkeit der Abfiillanlage ist bekannt und
durch o = 0,05 kg gegeben. Die durchschnittliche Abfiillmenge ;1 kann man einstellen.

(a) Die Maschine wird auf p = 3 kg eingestellt. Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die am Etikett angegebene Mindestfiillmenge von 2,9 kg unterschritten wird?

(b) Es wird wieder pu = 3 kg eingestellt. Welche Mindestfiilllmenge ¢ ist auf das Etikett zu
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drucken, wenn hochstens 1% der Packungen diese Menge t unterschreiten diirfen?
(¢) Auf welchen Mittelwert p muss man die Maschine einstellen, wenn die Mindestfiill-
menge von 2,9 kg nur von 1% der Packungen unterschritten werden darf?

(a) Sei X der Inhalt einer (zufillig gewidhlten) Packung. Gesucht ist P(X < 2,9).
P(X <29)=P(Y < 2223) wobei Y = £ = X=3

0,05 0,05
=P(Y < -2)
= ®d(—2) da Y die N(0, 1)-Verteilung hat
=1-9(2) Satz 23 (b)

=1-0,977 = 0,023 Tabelle
Die Mindestfiillmenge wird von 2,3% der Packungen unterschritten.

(b) Gesucht ist ¢, sodass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Packungsinhalt X kleiner

als t ist, hochstens 0,01 betrdgt. Es muss also P(X < t) < 0,01 gelten. Wir erhalten
P(X <t)=P(* (E2)

Wir suchen ¢, sodass ®(£=2) < 0,01 gilt. Da ® streng monoton wachsend ist, ist das

005

dquivalent zu =2 < ®71(0,01). In der Tabelle findet man ®(2,33) = 0,99. Wegen

Satz 23 (b) folgt ®(—2,33) = 0,01, das heiit ®71(0,01) = —2,33. Wir suchen also ¢,
sodass éﬁ < —2,33 gilt. Es folgt t < 2,884. Druckt man eine Mindestfiillmenge, die
< 2,884 ist, auf das Etikett, dann ist die verlangte Forderung erfiillt.

(c) Gesucht ist p, sodass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Packungsinhalt X kleiner

als 2,9 ist, hochstens 0,01 betrdgt. Es muss also P(X < 2,9) < 0,01 gelten. Wir erhalten

P(X <29) = P(X74 < Z051) = (2024

005)

2(’)?0_5“) < 0,01 gilt. Da @ streng monoton wachsend ist, ist das

L < d71(0,01). Wie oben findet man ®~1(0,01) = —2,33. Wir suchen

also p1, sodass 2 0 e < —2,33 gilt. Es folgt 1 > 3,016. Stellt man die Maschine auf einen
Mittelwert p ein, der > 3,016 ist, dann ist die verlangte Forderung erfiillt.

Wir suchen pu, sodass ®(

Aquivalent zu 2 9

Schlielich berechnen wir noch Erwartungswert und Varianz einer N (u,o)-verteilten

Zufallsvariablen X. Durch Substitution der neuen Variablen y = *=# erhalten wir

y2

/ 710 (x H)Q / ( ) \/ : ( ) /—oo ( )
Tr= o =0 .

Es gilt f (y)dy = 0, da wir fo yo(y = f y)dy aus ¢(y) = ¢(—vy)
erhalten. Welters gilt [0 o(y)dy = 1. Somlt folgt E(X) = pu.

Analog berechnen wir die Varianz der N (u, o)-verteilten Zufallsvariable X. Durch Sub-

stitution der neuen Variablen y = *>£ erhalten wir

> 1 (m u)2 > 1 2 >
V(X)Z/ (JJ—M)2\/§Ue dl‘—/ (Uy)Qme 2 dy:fo/ y*e(y)dy.

Wir berechnen f (y)dy mittels partleller Integration. Wegen ¢’ (y) = —yp(y) folgt
f_oo yye(y)dy = —y-o(y ‘_Oo+f_oo dy = 0+1 = 1. Somit erhalten wir V(X) = 2.
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8. Approximation der Binomialverteilung

Die Berechnung des Wahrscheinlichkeitsvektors einer B(n, p)-verteilten Zufallsvariable
X ist fiir grole Werte von n aufwendig. Noch komplizierter ist es, bei einer gegebenen
Wahrscheinlichkeit P(X < k) fiir eine feste Zahl k£ > 0 und einem gegebenen Parameter
p den Parameter n zu bestimmen. Deshalb wird die Binomialverteilung oft durch die
Normalverteilung approximiert.

Die Binomialverteilung ist diskret, wahrend die Normalverteilung kontinuierlich ist. Des-
halb fiihren wir eine Art Wahrscheinlichkeitsdichte fiir eine B(n, p)-verteilte Zufallsvariable
X ein. Sei g: R — Ry definiert durch

g(z) =w(i) = (7) pr(l—p)" " fir € (i—3,i+3] undfir 0<i<n

und g(z) = 0 fiir z ¢ (—1,n + 1]. Durch g ist eine Treppenfunktion definiert, sodass die
Fliche des Rechtecks, das iiber dem Intervall (i — 3,7 + 3] und unter g liegt, gleich w(i)
ist. Deshalb ist Zf:o w(i) gerade die links von k + % liegende Flache unter der Treppen-

funktion g. Fiir k € {0,1,...,n} gilt daher P(X < k) = 325 w(i) = [*1? g(z)da.

Vergleicht man die Treppenfunktion g mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

1 (2—p)?
f(z) = e~ 32 fiir z€R
2mo

so sieht man, dass die beiden Funktionen, abgesehen von den Sprungstellen, eine dhnliche
Form haben. Durch die Wahl von g kann man die Funktion f nach links oder rechts
verschieben, und durch die Wahl von ¢ kann man f breiter und niedriger oder schmaler
und hoher machen. (Die Fléche unter f ist immer 1.) Wir wéhlen x4 und o so, dass Er-
wartungswert und Standardabweichung der Binomialverteilung und der Normalverteilung
iibereinstimmen, also y = np und o = y/np(1 — p). Dadurch wird die Wahrscheinlichkeits-
dichte f recht gut an die Treppenfunktion g angepasst. Die folgende Abbildung zeigt g mit
n = 40 und p = 0,4 und die dazupassende Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung.
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Die Approximation ist umso besser, je grofler n ist. Wenn man n vergréflert, werden
die Spriinge der Treppenfunktion kleiner. Die folgende Abbildung zeigt g mit n = 100
und p = 0,4 und die dazupassende Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung.

25 30 35 40 45 50 55

Als Faustregel, wann n grofl genug ist, um eine ausreichende Approximation zu gewahr-

leisten, verwendet man o = /np(1 — p) > 3.

Man kann daher eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable X né&herungsweise so behandeln,
als ob sie N (u, o)-verteilt wire mit g = np und 0 = \/np(1 — p). Zu Beginn dieses Kapitels

haben wir uns fiir ganzzahliges k iiberlegt, dass P(X < k) = ff;% g(z)dx gilt. Mit Hilfe
dieser Gleichung erhalten wir fir k € {0,1,...,n}

ktd k3 a8 S ;
2 2 o ]'C—|—5—
Px<h= [ gden [ Tf@de= [ T pldy— o)
wobei die neue Integrationsvariable y = CC?T“ eingefiihrt wurde. Das ergibt eine gute

Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung.

In den Beispielen hat man es meistens mit Wahrscheinlichkeiten P(X < k) fur ganz-
zahliges k oder mit P(ky < X < ko) = P(X < ky) — P(X < ky — 1) fiir ganzzahlige k;
und ko zu tun, sodass man diese Approximation verwenden kann.

Beispiel 51: Auf einer Maschine werden Schrauben erzeugt, von denen 1% schadhaft
sind. Die Schrauben werden in Packungen zu 1600 Stiick verkauft.

(a) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass man hochstens 9 schadhafte Schrauben in
einer Packung findet?

(b) Welche Anzahl von brauchbaren Schrauben in einer Packung kann der Hersteller

garantieren, wenn die Garantie von hochstens 2% der Packungen unterschritten werden
darf?

(a) Sei X die Anzahl der schadhaften Schrauben in einer (zuféllig gewahlten) Packung.
Dann hat X die B(n,p)-Verteilung mit n = 1600 und p = 0,01. Gesucht ist die Wahr-
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scheinlichkeit, dass X < 9 ist.

Um das zu berechnen, verwenden wir die Approximation durch die Normalverteilung.
Wir haben p = np = 1600 - 0,01 = 16 und o = y/np(1 — p) = /1600 - 0,01 - 0,99 = 3,980.
Wegen o > 3 ist die Approximation ausreichend gut. Wir erhalten

P(X <9)~ @(%) = $(—1,633) = 1 — $(1,633) = 1 — 0,949 = 0,051

wobei ®(1,63) in einer Tabelle gefunden wurde.

Die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens 9 schadhafte Schrauben in einer Packung sind,
betragt 0,051. Der exakte Wert nach der Binomialverteilung betragt 0,043.

(b) Sei Y die Anzahl der brauchbaren Schrauben in einer (zufillig gewéhlten) Pack-
ung und k die Anzahl der brauchbaren Schrauben, die der Hersteller in einer Packung
garantieren kann. Gesucht ist k, sodass P(Y < k) < 0,02 gilt. Die Zufallsvariable Y hat
jetzt die B(n,p)-Verteilung mit n = 1600 und p = 0,99.

Wir verwenden die Approximation durch die Normalverteilung. Dazu berechnen wir
@ = mnp = 1600 -0,99 = 1584 und ¢ = /np(1 —p) = /1600-0,99 - 0,01 = 3,98. Weil
o > 3 gilt, ist die Approximation ausreichend gut.

Wegen P(Y < k)=P(Y <k-1)~ @(%) = O(E=J5819) ist k so zu bestimmen,

dass O(E=52845) < 0,02 gilt. Aus ®(2,05) = 0,98 folgt ®(—2,05) = 0,02 und —2,05 =

$~1(0,02). Da ® streng monoton wachsend ist, erhalten wir die Aquivalente Ungleichung

k—1584,5 :
3o < —2,05. Das ergibt k£ < 1576,3.

Der Hersteller kann also 1576 brauchbare Schrauben pro Packung garantieren, natiirlich
auch jede kleinere Anzahl.

Beispiel 52: Bei einem Fahrunternehmen weifs man, dass durchschnittlich 10% der Per-
sonen, die einen Platz fiir ihren PKW gebucht haben, zur Abfahrt nicht erscheinen. Es
gibt 120 PKW-Platze. Wieviele Buchungen diirfen hochstens vorgenommen werden, wenn
die Wahrscheinlichkeit, dass alle, die zur Abfahrt erscheinen, einen Platz bekommen, min-
destens 0,95 betragen soll?

Sei n die Anzahl der vorgenommenen Buchungen und X die Anzahl der Gebuchten, die
auch zur Abfahrt erscheinen. Jeder der n Gebuchten erscheint mit Wahrscheinlichkeit
0,9. Daher hat X die B(n,p)-Verteilung mit p = 0,9. Wir miissen n so bestimmen, dass
P(X <120) > 0,95 gilt.

Wir verwenden die Approximation durch die Normalverteilung. Dazu berechnen wir
w=mnp=0,9 -nund o = \/np(1 —p) = 0,3/n. Da n jedenfalls > 120 sein muss, ist o
jedenfalls > 3, und wir kénnen die Approximation verwenden.

Wegen P(X < 120) = &(12%5-997) ypd 0,95 = ®(1,65) ist n so zu bestimmen, dass

0,3v/n
@(%) > ®(1,65) gilt. Wegen der Monotonie von & ist das wieder dquivalent zu

120.5-0.9.n > 1 65. Durch Umformen ergibt sich

©03Vn
n+0,55y/n —133,9 <0

Setzt man x = y/n so erhilt man die quadratische Ungleichung 22 + 0,552 — 133,9 < 0.
Die durch die Funktion x + 22 4 0,552 — 133,9 dargestellte Parabel ist nach oben offen.
Die Ungleichung ist also fiir alle x zwischen z; und x5 erfiillt, wobei 1 und x5 die beiden
Nullstellen der Parabel sind. Lost man die quadratische Gleichung 22 40,552 —133,9 = 0,
so erhélt man x1 = —11,85 und x5 = 11,3. Da & = /n aber positiv sein muss, erhalten
wir als Losungsmenge fiir « das Intervall [0,11,3] und als Losungsmenge fiir n = 22 das
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Intervall [0, 127,7].

Damit alle, die zur Abfahrt erscheinen, mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 0,95
einen Platz erhalten, diirfen hochstens 127 Buchungen vorgenommen werden.

Beispiel 53: Wie oft muss man wiirfeln, damit mit Wahrscheinlichkeit 0,9 mindestens
dreimal 6 unter den gewiirfelten Ergebnissen auftritt?

Sei n die Anzahl der Wiirfe und X die Anzahl, mit der 6 auftritt. Dann hat X die
B(n, p)-Verteilung mit p = %. Wir miissen n so bestimmen, dass P(X > 3) > 0,9 gilt.
Wir verwenden die Approximation durch die Normalverteilung. Dazu berechnen wir pu =
np = ¢ und o = np(l—p):@. Es gilt P(XZB)zl—P(XﬁZ)%l—CI)(%T_“).
Wegen P(X > 3) > 0,9 erhilt man ®(22£) < 0,1. Nun gilt ®(1,28) = 0,9 und somit
®(—1,28) = 0,1. Da @ streng monoton wachsend ist, ergibt sich 227_“ < —1,28 oder
w—2,5—1,280 > 0. Setzt man fiir p und o ein, so hat man n — 1,28\/5\/5 —15 > 0.
Die Losungen der quadratischen Gleichung 2 — 1,28v/5z — 15 = 0 sind 21 = —2,698 und
xo = 5,560. Es folgt /n < —2,698 oder /n > 5,560. Da das erste nicht moglich ist,
ergibt sich y/n > 5,560 oder n > 30,91. Man muss mindestens 31 Mal wiirfeln, um mit
Wahrscheinlichkeit 0,9 mindestens dreimal 6 zu erhalten.

Da fiir n = 31 aber o < 3 gilt, sollte man die Probe mit Hilfe der Binomialverteilung
machen: P(X >3)=1-P(X <2)=1—(2)31 = (3H)3(2)*° — (3)($)%(2)* = 0,9094.
Fir n = 30 wiirde man 0,8972 erhalten, also weniger als 0,9.



IV. Mehrere Zufallsvariable

In diesem Kapitel werden Zusammenhénge zwischen Zufallsvariablen untersucht. Es
geht um gemeinsame Verteilungen von Zufallsvariablen, um Summe und Quotient von
zwei Zufallsvariablen und um Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz.

1. Gemeinsame Verteilungen von Zufallsvariablen

Um zwei Zufallsvariable X und Y gleichzeitig untersuchen zu kénnen, geben wir folgende
Definitionen und beweisen einige Satze.

Definition: Seien S und 7T endliche oder abzéhlbare Mengen. Ein Vektor (u(%,j))ics,jer
mit nicht negativen Eintragungen und ) ;¢ jer u(i,j) = 1 heift gemeinsamer Wahrschein-
lichkeitsvektor der Zufallsvariablen X und Y, wenn u(i,j) = P(X =i A Y = j) fir alle
1€ Sund j €T gilt.

Satz 24: Sei (u(i,7))ies,jer der gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvektor der Zufallsvari-
ablen X und Y. Fiir jede Teilmenge B von S x T gilt P((X,Y) € B) =3, ;g u(i, j).

Beweis: Genauso wie fiir Satz 13. Im Beweis von Satz 13 ersetzt man S durch S x T
Man stellt sich den Buchstaben ¢ fettgedruckt vor und interpretiert ihn als ein Element
von S x T. 0

Satz 25: Sei (u(i,7))ies,jer der gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvektor der Zufallsva-
riablen X und Y. Fir i € S sei wi(i) = > cpu(i,j) und fir j € T sei wa(j) =
> icg u(i,j). Dann ist (w1(7))ics der Wahrscheinlichkeitsvektor der Zufallsvariable X und
(wa2(j))jer der Wahrscheinlichkeitsvektor der Zufallsvariable Y. Man bezeichnet diese
beiden Wahrscheinlichkeitsverteilungen auch als Randverteilungen der zweidimensionalen
Zufallsvariable (X,Y).

Beweis: Sei i € S beliebig. Sei B = {(i,j) : 7 € T}. Dann gilt B C S x T. Mit Hilfe von
Satz 24 folgt P(X = i) = P((X,Y) € B) = >4 jepu(k,j) = X_jer u(i, j). Damit ist
P(X =1i) =wq(7) fiir alle i € S gezeigt, das heifit (wq(7));cs ist Wahrscheinlichkeitsvektor
der Zufallsvariablen X. Der Beweis fiir die Zufallsvariable Y lauft analog. U

Beispiel 54: Sei X der Ausfall eines Miinzenwurfs. Ergibt der Miinzenwurf 0, dann
ziehen wir aus 1,1,1,2,3,3. Ergibt der Miinzenwurf 1, dann ziehen wir aus 1, 2,2,2,2, 3.
Sei Y das Ziehungsergebnis. Gesucht ist der gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvektor der
Zufallsvariablen X und Y.

Sei S = {0,1} die Menge aller moglichen Ausfille des Miinzenwurfs und 7" = {1,2,3}
die Menge aller moglichen Ziehungsergebnisse. Es gilt dann P(X = 0AY = 1) =
P(X =0)P(Y =1/X =0) = 1-3 =1 Somit haben wir u(0,1) = . Analog folgt
u(0,2) = 3 - ¢ = 15 und u(0,3) =

6= 15 % . % = %. In den Fallen, wo der Miinzenwurf 1 ergibt,
erhalten wir u(1,1) =4 -+ = 35, w(1,2) =% - 3 = £ und u(1,3) = 5 - ¢ = 5. Damit ist

1
der gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvektor %u(z, J))iesjer von X und Y berechnet.

Es folgt w1 (0) = u(0,1) +u(0,2) +u(0,3) = 3 und wi (1) = u(1,1) +u(1,2)+u(1,3) = 1.
Das ist der Wahrscheinlichkeitsvektor der Zufallsvariable X. Ebenso erhalten wir wq(1) =
u(0,1) + u(1,1) = &, wa(2) = u(0,2) + u(1,2) = &5 und wa(3) = u(0,3) + u(1,3) = 1.
Das ist der Wahrscheinlichkeitsvektor der Zufallsvariable Y, der die Wahrscheinlichkeit
fiir das Ziehen jeder der drei Zahlen angibt.
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Definition: Eine integrierbare Funktion g : R? — R mit ffooo ffooo g(r1,x2)dxodz =1
heit gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte der beiden Zufallsvariablen X; und X5, wenn
P(X;<s AN Xy <1) f f g(x1,x9)dxodr fiir alle s € R und alle t € R gilt.

Satz 26: Sei g : R? — [0,00) gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen
X, und X,. Dann gilt P((X1,X2) € B) = [ g(x1,22)d (21, 22) fiir alle Normalbereiche
B des R?, die auch unbeschrénkt sein kénnen (Definition im Anhang).

Beweis: Sei B zuerst ein Rechteck C' = (71, s1] X (72, 32] Aus obiger Definition erhalten
wir P(Xl < S1 /\X2 < 82) — P(Xl < S1 /\X2 S 7“2 f81 f 331,332 d(l?zd:l’:l -
fsl sz g(x1,x9)dwodry = fsl f52 (z1,x2)dxodry. Wegen des Additionssatzes gilt
P(Xl S A X2 S 82) P(Xl S S1 /\X2 < TQ) + P(X1 < S1NA1re < XQ < 82). Es fOlgt
P(X;[SS;[ /\7‘2<X2§82 f51 f gl‘l,l'g dl’gd&fl
Ersetzt man in dieser Gleichung s; durch r1, so hat man auch
P(X1 <riArg < Xo < 82) = fi;o f:j g((lfl,IL’Q)diL‘Q dl’l
Der Additionssatz liefert auch P(X7 < s1 Ao < Xo < 89) =P(X7 <11 A1 < Xo < 89)+
P(ri < X7 <s1 A1y < Xo § s2). Mit Hilfe der beiden obigen Gleichungen ergibt sich
P(r1 < X7 < s1A15 < X5 < 89) = fsl f:j g( ml,xg)dxgdxl—f” f52 g(x1,x0)dwodry =
f f g(x1,x2)dxadz;. Damit haben wir P((X1, X5) € C) = [, g(x)dx fiir das Rechteck
C= (7’1,31] X (12, 82| gezeigt, wobei x = (21, x2).
Sei jetzt B = C1 U Cy U --- U eine disjunkte Vereinigung von endlich vielen solchen
Rechtecken. Das Ereignis (X7, X5) € B tritt genau dann ein, wenn eines der Ereignisse
(X1,X2) € C1, (X1,X2) € Oy, ..., (X1,X2) € C; eintritt. Wegen der Disjunktheit der
Rechtecke C; sind diese Ereignisse unvereinbar. Aus dem Additionssatz erhalten wir dann
P((Xl,XQ) € B) = P((Xl,XQ) € Cl) + P((Xl,XQ) € CQ) +P((X1,X2) e C,; )
P((X1,X,) € fc x)dx fir 1 <i < j bereits oben bew1esen wurde, erhalten wir
P((X,X5) € fc dx + fc x)dx + -+ fc x)dx = [, g(x)dx, wobei die
letzte Glelchhelt wegen der DlsJunkthelt der Rechtecke C’ folgt
Sei B jetzt ein beschrankter Normalbereich. Sei weiters € > (0. Dann existieren Mengen
By und Bs, die disjunkte Vereinigungen von endlich vielen Rechtecken wie oben sind,
sodass B € B C By und fB x)dx — fB x)dx < e gilt. Wegen B; € B C By
erhalten wir P((X1, X2) € By) < P((Xl,Xg) € B) < P((Xl,Xz) € Bs). Ebenfalls wegen
B; C B C B, erhalten wir fB dx<fBg dx<fB x)dx, da3ag>0gllt Wir
haben P((X1, X2) € By) fB x)dx und P((Xl,XQ € 32 fB x)dx bereits oben
bewiesen. Daher liegen P(X € B und [ 5 9(x)dx in einem Intervall das Lange ¢ hat.
Damit ist |P((X71,X2) € B) fBg )dx| < e gezeigt. Da e > 0 beliebig klein gew&hlt
werden kann, muss auch P((Xl, X5) € B) = [ g(x)dx gelten.
Um unbeschréinkte Normalbereiche zu behandeln, sei Q,,, = [—-m, m] X [-m,m] fiir m > 1.
Da Q,, beschrankt ist, ist P((X1, X2) € Q) = me g(x)dx gezeigt. Wegen [p, g(x)dx =1
erhalten wir lim,, me g(x)dx = 1. Sei jetzt € > 0 beliebig. Dann existiert ein m mit
1-[o g9(x)dx <e. Wirsetzen U = R*\Qy,. Dann gilt [, g(x)dx=1- [, g(x)dx<e
und P((X1,X») € U) =1 -P((X1,X2) € Qm) =1— [, g(x)dx <e.
Sei B jetzt ein unbeschrinkter Normalbereich im R?. Sei C = B\ U = BN Q,, und
D = BnNnU. Wegen C' C @,, ist C' ein beschrankter Normalbereich. Wegen D C U
ergibt sich P((X1,X2) € D) < P((X1,X2) € U) < e. Da B die disjunkte Vereinigung
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von C' und D ist, folgt P((X1,X32) € B) = P((X1,X>2) € C) + P((X1,X2) € D) aus dem
Additionssatz. Damit erhalten wir dann

P((X1,X2) € C) <P((X1,X2) € B) <P((X1,X5) €C) +¢
Wegen C € B=CUD und [}, g(x)dx < [, g(x)dx < ¢ gilt auch

Jogx)dx < [pg(x)dx < [, g(x)dx +¢
Da C beschrénkt ist, wurde P((X1, X3) € C) fc g(x)dx bereits oben gezeigt. Es folgt
IP((X1,X2) € B) fB g(x dx| < e. Dae > 0 beliebig klem gewahlt werden kann, erhalten
wir P((X1,X2) € B) = [, 9(x) d

Satz 27: Sei g : R? — [0,00) eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte der beiden
Zufallsvariablen X und Y. Fiir x € R sei fi(z) = foooo g(z,y)dy und fiir y € R sei

faly) = ffooo g(z,y)dxz. Dann ist fi; eine Wahrscheinlichkeitsdichte von X und fo eine
Wahrscheinlichkeitsdichte von Y, man bezeichnet diese auch als Randdichten von (X,Y).

Beweis: Seit € R beliebig Sei B = (- t] X R Mit Hilfe von Satz 26 erhalten wir

P(X <t) = P(X,)Y) € = [p9(z,y)d = ' [ g(z,y)dydz. Damit ist
P(X <t) f fi(z)dx fir alle teR gezelgt das heiflt f; ist eine Wahrscheinlichkeits-
dlchte der Zufallsvarlable X. Der Beweis fiir die Zufallsvariable Y lauft analog. U

Besonders wichtig ist der Fall von unabhéngigen Zufallsvariablen X und Y. Hier lasst
sich der gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvektor durch die Wahrscheinlichkeitsvektoren der
beiden Zufallsvariablen X und Y ausdriicken. Analoges fiir Wahrscheinlichkeitsdichten.

Definition: Seien X und Y Zufallsvariable und S und 7" endliche oder abzahlbare Mengen,
sodass X Werte in S und Y Werte in 7" annimmt. Die Zufallsvariablen X und Y heiflen
unabhéngig, wenn P(X =i A Y =j)=P(X =i)P(Y =j) firallei € Sund j € T gilt.
Das ist aquivalent zur Unabhangigkeit der Ereignisse X =¢ und Y = j.

Bemerkung: Seien (w;(%))ies und (w2(j))jer die Wahrscheinlichkeitsvektoren der Zu-
fallsvariablen X und Y. Dann sind X und Y genau dann unabhéngig, wenn durch
u(i,j) = wy (i) wa(y) fiir alle i € S und j € T der gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvek-
tor der Zufallsvariablen X und Y gegeben ist.

Die entsprechende Definition fiir kontinuierliche Zufallsvariable benutzt die Ordnung auf
den reellen Zahlen.

Definition: Die kontinuierlichen Zufallsvariablen X und Y heiflen unabhéngig, wenn fiir
jedes s € R und jedes t € R die Ereignisse X < s und Y < ¢ unabhéangig sind, das heifit
wenn P(X <s A Y <t)=P(X <s)P(Y <t) gilt.

Satz 28: Die Unabhangigkeit der kontinuierlichen Zufallsvariablen X mit Wahrscheinlich-
keitsdichte f : R — Ry und Y mit Wahrscheinlichkeitsdichte g : R — RJ ist dquivalent
dazu, dass die Funktion h : R? — RJ mit h(z,y) = f(z)g(y) eine gemeinsame Wahr-
scheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen X und Y ist.

Beweis: Die Aussage, dass P(X < s A Y < t) = P(X < s)P(Y < t) fiir alle
s,t € R gilt, ist dquivalent zu P(X < s A Y < t) = ffoo f(x)dxfioog(y)dy =
L[ f_ y)dyds = [°__ f f(z) g(y)dydz fiir alle s,t € R nach Definition der

Wahrschelnhchkeltsdlchte Das aber ist aqulvalent dazu, dass h(z,y) = f(z)g(y) eine
gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen X und Y ist. 0
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2. Rechnen mit Zufallsvariablen

In diesem Kapitel soll das Rechnen mit Zufallsvariablen systematisch betrieben werden.
Ansatzweise wurde das schon in den letzten Kapiteln getan, insbesondere in Satz 21, wo die

wurde. Wir tun das auch fir andere Funktionen von Zufallsvariablen. Solche Resultate
bilden auch die Grundlage fiir Beweise in der Statistik.

Wir beginnen mit dem Quadrat einer Zufallsvariablen.

Satz 29: Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte f. Dann
ist X? eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Wertebereich RS’ und Wahrscheinlichkeits-

dichte g(z) = 2\1/5(]”(\/5) + f(—+/x)) fiir v € RT.

Beweis: Sei F' die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X, also eine Stammfunktion

von f. Sei weiters G die Verteilungsfunktion von X? und g bezeichnet die Wahrschein-

lichkeitsdichte von X2. Da X2 > 0 gilt sowie P(X? = 0) = P(X = 0) = 0, folgt

G(t) = P(X?% <t) = 0 fiir t < 0. Der Wertebereich von X? ist Ry . Fiir t > 0 gilt
G(t)=P(X? <t) = P(-Vt < X < V1) = F(Vt) - F(—V1)

und durch Differenzieren nach ¢ erhalten wir

g(t) = G'(t) = F(VD)gs + F(—VD 3 = 55 (F(VD) + F(-—vD)). .

Dazu rechnen wir ein Beispiel.

Beispiel 55: Die Zufallsvariable X sei N(0,1)-verteilt. Welche Verteilung hat X2?
Die Wahrscheinlichkeitsdichte von X ist p(x) = \/%76_%. Nach Satz 29 hat X2 den
Wertebereich R{ und fiir > 0 die Wahrscheinlichkeitsdichte
(2) = 2 _ _1 2 s 1,
g(x) = 2f(g0(\/5) + (V7)) fre = /=L e
Das ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der £ (% %) Verteilung (chi-quadrat-Verteilung mit
einem Freiheitsgrad).

Wir beweisen auch Formeln fiir Summe und Quotient von zwei kontinuierlichen Zufalls-
variablen.

Satz 30: Haben die beiden Zufallsvariablen X und Y gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
dichte g : R? — [0,00), dann hat die Zufallsvariable X + Y Wahrscheinlichkeitsdichte
h(x) = ffooo g(zr —y,y)dy fir z € R.

Beweis: Sei t € R beliebig gewiihlt und sei B = {(z,y) € R? : z + y < t}. Mit Hilfe von
Satz 26 folgt P(X+Y <t) = P((X,Y) € B) = [p9(z,y)d(z,y) = [~ fi;g g(z,y)dxdy.
Fiihrt man im inneren Integral die neue Integrationsvariable z = x + y ein, so erhélt man
PX+Y <t)= [ fjoo g(z —y,y)dzdy. Wir vertauschen die Integrale und schreiben

statt z wieder . Dann haben wir P(X+Y < t) f f (x—vy,y)dydz. Die Funktion
h(z) = [7°_g(z —y,y)dy ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen X + Y. [

Satz 31: Haben die beiden Zufallsvariablen X und Y gemeinsame Wahrscheinlichkeits-

dichte g : R? — [0,00), dann hat die Zufallsvariable % Wahrscheinlichkeitsdichte

h(z) = [ g(zy,y)ly|dy fiir © € R. (Nach Satz 27 hat Y eine Wahrscheinlichkeitsdichte.
Dabher gilt P(Y = 0) = 0 und man kann annehmen, dass Y # 0 gilt.)
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Beweis: Seit € Rund sei B = {(a: y) eR2: £ o < t,y # 0}. Mit Satz 26 folgt P(E£<t)=

P((X,Y)eB) = [5g(x,y)d f fty T,y dxdy+f0 I t (z,y)dzdy. Fiihrt
man in den belden inneren Integralen die neue Integrationsvariable z = 5 eln, so erhalt man
P f ft 9(zy,y) ydzdy + fo f_ 9(zy,y) ydzdy. Dabei ist y < 0 beim er-
Sten Integral zu beachten. Da ft (zy y)ydz = —ft g(zy,y)ydz = f g(zy,y)|yldz
fiir y < 0 gilt erhalten wir P(3 = [~ f g(zy, y |y| dzdy Wir vertauschen die In-
tegrale und schreiben statt z Wleder x. Das ergibt P f f 9(zy,y)|y|dydz,
daher ist die Funktion h(x) = ffooo 9(zy,y)|y|dy die Wahrschemhchkeltsdlchte der Zufalls-
variablen % 0

Bemerkung: Sind X und Y unabhéngige Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichten
f und g, dann hat die Zufallsvariable X + Y nach Satz 30 die Wahrscheinlichkeitsdichte
(f*g)( f flx —y)g(y)dy, da h(z,y) = f(x) g(y) nach Satz 28 eine gemeinsame
Wahrschelnhchkeltsdlchte der Zufallsvariablen X und Y ist. Man bezeichnet die Funktion
f * g als die Faltung der Funktionen f und g.

Genauso erhélt man, dass ffooo f(zy) g(y)|y|dy die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufalls-

variablen % ist.

Dazu rechnen wir zwei Beispiele.

Beispiel 56: Die Zufallsvariablen X und Y seien voneinander unabhéngig. Weiters habe
X die N(u1,01)-Verteilung und Y die N (ug, 02)-Verteilung. Wir zeigen, dass X +Y dann

die N(u1 + pe, \/0i + 03)-Verteilung hat.

EENCLIDEEN i i .
Sei f,o(x) = ——ce 2R Die Wahrscheinlichkeitsdichte von X ist dann -, und
, H1,01

2mo
die von Y ist f,, »,. Setzt man in die Formel aus obiger Bemerkung ein, so erhalt man

0o . (w—y—Qm)Q_(y—ug)?
= f—OO f“l7al(x_y)fll,b27o'2( )dy_ f 0o 271_0_10_26 2‘71 202 dy
als Wahrscheinlichkeitsdichte von X 4+ Y. Wir formen den Exponenten um

(z—y—p1)® + (y=p2)® _ (z—p1—p2)? + oi+o3 (y_|_cv)

203 202 2(c3402) 20%03

2 2 2
. 05— O, —X0O . . .
wobei C' = £ 205_1012 2, Es ist zu beachten, dass C' zwar von z, jedoch nicht von y
1 2

abhingt und daher bei der weiter unten folgenden Integration nach y als Konstante zu
behandeln ist. Setzt man diesen umgeformten Exponenten ein, so folgt

(@—p1—pg)? ol+o 2( 2
——— - +C)
2,2 00 752
h(l’) — 1 e 2(07+03) f e 20i° dy

2mo102 —00

Fithrt man in diesem Integral die neue Variable z = —”lm(y + C) ein, so ergibt sich

0102
AT (1 0)? >

o0 252 2 o oo —Z2_ 0102 g102
f_ooe 7 dy_f—ooe 2\/TU2 \/T%V

wobei die letzte Gleichheit wegen f m e % /2dz =1 gilt. Einsetzen ergibt
_—(””_“21_“22) _ (w—%g—uzz)
h x) = 1 e 2(01+0'2) 0102V 2T — 1 e 2(01+02) — T
( ) 2mo102 \/af—l—ag \/ﬂ\/af—kag p1+up2,\/02+03 ( )

Das ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der N (i1 + p2, /03 4+ 03)-Verteilung.



Franz Hofbauer 47

Beispiel 57: Seien X und Y unabhéngig und beide E(\)-verteilt. Welche Dichte hat %?
Sei f(z) = Ae ™ fiir z > 0 und f(z) = 0 fiir z < 0 Das ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
von X und Y. Die Wahrschemhchkeltsdlchte von 3= ist dann h(z) = [T flzy) f(y)lyldy.
Da f(y) = 0 fiir y < 0 gilt, erhélt man h(x fo ydy Da f(a:y)—Ofur.r<0
und y > 0 gilt, ergibt sich h(z) =0 fiir = < 0.

Es bleibt also h(zx) fir z > 0 zu berechnen. In diesem Fall kann man einsetzen und erhélt
h(z) = fooo )\e_A‘ry)\e_Ayydy = \? fooo e~ M=+tDyydy. Mit Hilfe partieller Integration
berechnet man h(zx) = (1+m)2, daher gilt F'(t) = 0 fir # < 0 und F(t) = {1+t fiir t > 0.

Das Resultat aus Beispiel 56 kann man auf eine Summe von n unabhéngigen nor-
malverteilten Zufallsvariablen verallgemeinern (wichtig fiir die Statistik). Dazu miissen
wir auch die Definitionen verallgemeinern.

Definition: Man nennt die Zufallsvariablen X;, X5,..., X,, unabhangig, wenn fiir alle

t1,...,t, € R gilt
PXi <tyNXog<ta AN N X, <t,)=P(X1 <t1)P(Xy<ty)... P(X,, <tp).

Definition: Eine integrierbare Funktion g : R — R{ mit [, g(x)dx = 1 heifit ge-

meinsame Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen X, X5,..., X,,, wenn fiir alle
thyeoostn €Rgilt P(X1 <tg Ao A X, <t) = [T [ gz, 2,)da, ... day.

Satz 32: Die kontinuierlichen Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X, mit den Wahrscheinlichkeits-
dichten f; : R — R(J)r, coisfn TR — RS’ sind unabhangig genau dann, wenn die Funktion
g: R" — R(J{ mit g(x1,22,...,2,) = f1(z1) fa(xa) ... fu(z,) eine gemeinsame Wahr-

scheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen X1, ..., X,, ist.

Beweis: Analog Satz 28. U

Satz 33: Sind die kontinuierlichen Zufallsvariablen X1, Xs, ..., X,, mit Wahrscheinlichkeits-
dichten f1, fs,..., f, unabhingig, dann ist fiir jedes 1 < k < n die Zufallsvariable Y}, =
X1+ Xo + -+ - + X kontinuierlich und Yy, X411, Xk+2, ..., X, sind unabhangig.

Beweis: Der Beweis erfolgt mit Induktion. Wegen Y; = X; ist der Induktionsanfang
erfiillt. Sei nun die Induktionsvoraussetzung fiir 1 < k < n erfiillt. Wir bezeichnen die
Wahrscheinlichkeitsdichte von Y; mit h; und schliefen mit Satz 32, dass

9 Ty 1s - Tn) = hi(Y) frr1(Trr1) - fulTn)

eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen Y, Xpi1, Xg12,..., X,
ist. Weiters gilt Yi11 = Yy + Xg11. Wir setzen
B={(y, k41, zn) ER" iy tap ) <tpgr, mpgo Sthya,. o 2n <t}

und verwenden eine hoherdimensionale Verallgemeinerung von Satz 26, die genauso be-
wiesen wird. Mittels Vertauschung der Integrationsreihenfolge erhalten wir

P(Yiq1 <trp1r AXpqo <tpyo A - AN Xy, < ty) = P((Y, Xg1, Xigo, ..., Xp) € B)
= foo ftkﬂ_y ftkH ~ftn hk(y)fkﬂ($k+1)fk+2(l’k+2) cee fn(fcn)dxn o drpgodagdy
e 2 [T By (y) frr (1) A AY Frpa (Thra) - fa(20) d@n - dTggs
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Wir erhalten durch die neue Variable z = y 4+ x5+1 und Vertauschung der Integrale
S5 [0 by (y) frer (@) daes dy =[50 [75 hi(y) faga (2 — ) dzdy
= [ [0 b () frera (2 — y)dydz

Setzt man (fri1 * h)(2) = [0 hi(y) frt1(z — y)dy = hyy1(2), so ergibt sich
P(Yig1 <tpgr AN Xpgo <tpgo A AX, < tp)

= ff’f; fi]f: e ff;o hi1(2)f(zrr2) - f(on)day, ... dzgyadz

Das bedeutet, dass §(z,Tk12-..,%n) = hgt1(2) f(zrs2) ... f(z,) die gemeinsame Wahr-
scheinlichkeitsdichte der unabhangigen Zufallsvariablen Yy 1, Xpy2,..., X, ist. O

Satz 34: Sind die Zufallsvariablen X;, X5, ..., X,, unabhéngig und alle N (u,o)-verteilt,
dann hat X1 + Xo + -+ + X,, die N(nu,+/no)-Verteilung.

Sei nun X1, X2, X3, ... eine Folge von N (u,o)-verteilten Zufallsvariablen, sodass fiir jedes
n € N die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhingig sind. Dann besitzt fiir jedes n € N die

Zufallsvariable
Xi+Xo+---+ X, —npu

Vno

die Standardnormalverteilung (Zentraler Grenzwertsatz fiir normalverteilte Zufallsvari-
ablen).

Zp =

1(z—p)?
Beweis: Sei f,,(z) = ﬁe_Z . Wir berechnen die Wahrscheinlichkeitsdichte
hi von X1 + X5 + -+ + Xi mit Induktion. Es gilt hy(z) = f.0(z), das ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte von Xj. Angenommen hy(z) = f,, /z,(2) ist bereits bewiesen.

Nach Satz 33 sind auch die Zufallsvariablen X; 4 --- + X3 und X;4; unabhangig, da-
her gilt nun hgyq(z) = ffooo hi(x —y) fuo(y)dy. Aus der Rechnung in Beispiel 56 folgt

hi+1(2) = fes1yuvigio(®). Damit ist hn(z) = f,, /mo(z) durch Induktion bewiesen
und X; + X3 + - - + X,, hat die N(nu, /no)-Verteilung. Die Aussage iiber Z,, folgt nun
unmittelbar aus Satz 22. g

3. Erwartungswert und Varianz

In diesem Kapitel leiten wir einige Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz her.
Wir geben die Bewiese nur fiir diskrete Zufallsvariable. Die Formeln gelten auch fiir kon-
tinuierliche Zufallsvariable, aber die Beweise sind im kontinuierlichen Fall viel schwieriger.
Die Grundlage fiir das Rechnen mit Erwartungswerten bildet der folgende Satz.

Satz 35: (Erwartungswert einer Funktion von Zufallsvariablen)
(a) Sei~y :R — R eine Abbildung. Es sei weiters X eine Zufallsvariable und Z = ~(X)
(zum Beispiel: wenn ~y(z) = 22, dann Z = X?). Dann gilt

E(Z) = Xies 1()w(i)
wobei (w(i));cs der Wahrscheinlichkeitsvektor von X ist.
(b) Sei v : R? — R eine Abbildung. Seien X und Y Zufallsvariable und Z = ~(X,Y)
(zum Beispiel: wenn y(x,y) = x + vy, dann Z = X +Y ). Dann gilt

E(Z) - ZieS ZjeT 7(%])”(%])

wobei (u(i,7))ies,jer der gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvektor von X und Y ist.
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Beweis: Wir beweisen (a). Wir berechnen zuerst den Wahrscheinlichkeitsvektor von Z.
Sei U = ~v(S). Da X Werte in S annimmt, nimmt Z Werte in U an. Fiir k € U gilt

P(Z=k)=P(X)=k) =P(X €y7!(k)) = P(X €77 (k) N S) = X iy 1 (1)ns w(i)
Also ist durch v(k) = 3, —1(3yns w(i) mit k € U der Wahrscheinlichkeitsvektor von Z
gegeben. Aus der Definition des Erwartungswertes folgt jetzt

E(Z) =Y ev kv(k) = Xher Ziefrl(k)ﬂs kw(i)

=D kev 2ieq—1(kns V(@) w(i) weil k = (i) aus i € v~ (k) folgt
= Ziefy—l(U)mS 7(2) w(z)
=2 ies V() w(?) weil v HU)NS = S

Die Bedingung fiir diese Umformungen ist die absolute Konvergenz von }_, ¢ (i) w(i),
denn dann kann die Reihe beliebig umgeordnet werden. Damit ist (a) bewiesen.

Der Beweis von (b) verlauft analog. Man ersetzt S durch S x T und stellt sich den
Buchstaben i fettgedruckt als ein Element von S x T vor. U

Bemerkung: Nun sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit einer Wahrscheinlich-
keitsdichte f : R — RE{ und sei v : R — R eine stetige Funktion. Die entsprechende
Formel fiir den Erwartungswert von Z = v(X) lautet

B(2) = [ (@) f()da

Die Bedingung fiir die Existenz dieses Erwartungswerts ist die Konvergenz des Integrals

J7% (@)] f(z)da.

Jetzt konnen wir die Eigenschaften des Erwartungswertes herleiten.

Satz 36: Seien X und Y Zufallsvariable und a und b in R. Dann gilt
(a) E(aX +b) =aE(X)+0b

(b) E(X +Y)=E(X)+E(Y)

(¢c) E(XY)=E(X)E(Y), wenn X und Y unabhéngig sind.

Beweis: Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall diskreter Zufallsvariable durch.
(a) Wir wenden Satz 35 (a) mit y(z) = az + b an. Ist (w(i));ecs der Wahrscheinlichkeits-
vektor der Zufallsvariablen X, so haben wir

E(aX +0b) =), glai +b)w(i) =a) ,cqiw(i) +b), qw(i) =aBE(X)+b
da ), giw(i) = E(X)und ), qw(i) =1 gilt.
(b) Sei (u(i,7))ies,jer der gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvektor von X und Y. Aus
Satz 35 (b) mit y(z,y) = x+y folgt E(X+Y) =3, > . cp(i+7)u(i,j). AusSatz 35 (b)
mit y(z,y) = x folgt E(X) = > ,cq > cpiuli,j). Aus Satz 35 (b) mit y(z,y) = y folgt
E(Y)=>ics D jeriuli,j). Dasergibt E(X +Y) =E(X) + E(Y).
(c) Sei (w1(i))ics der Wahrscheinlichkeitsvektor von X und (w2(j))jer der von Y. Da
die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig sind, ist durch u(7,j) = w1 (i) wa(j) mit ¢ € S
und j € T der gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvektor von X und Y gegeben. Wir wenden
Satz 35 (b) mit y(x,y) = xy an und erhalten

E(XY) = Zies ZjeT ij u(%]) = ZiES ZjeT 1j wi (Z) w2(j) = Zies 1 W1 (Z) ZjeTjw2(j)
Wegen E(X) = >, giwi (i) und E(Y) = cp jwa(j) ist damit auch (c) gezeigt. O
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Die Varianz V(X)) einer Zufallsvariablen X kann man ganz allgemein definieren durch
V(X) = E((X —m)?) mit m = E(X). Die in Kapitel II1.2 gegebene Definition der Varianz
folgt aus Satz 35 mit «(z) = (z — m)?. Aus den in Satz 36 bewiesenen Eigenschaften des
Erwartungswertes kann man die Eigenschaften der Varianz herleiten.

Satz 37: Seien X und Y Zufallsvariable und a und b in R. Dann gilt
(a) V(X) = B(X?) — (E(X))?
(b) V(aX +b) = a*V(X)
(c) V(X+Y)=V(X)+V(Y), wenn X und Y unabhingig sind
Beweis: Wir setzen m = E(X) und | = E(Y).
(a) Mit Hilfe von Satz 36 (a) und (b) folgt
V(X) = E((X —m)?) = E(X? —2mX +m?) = B(X?) - 2mE(X) + m? = E(X?) — m?
Damit ist V(X) = E(X?) — (E(X))? gezeigt.
(b) Aus Satz 36 (a) folgt E(aX + b) = am + b. Damit erhalten wir
V(aX +b) = E((aX +b—am —b)?) = E(a*(X —m)?) = a’E((X —m)?) = a*V(X)
wobei noch einmal Satz 36 (a) verwendet wurde, und (b) ist gezeigt.
(c) Aus Satz 36 (b) folgt E(X +Y) = m + (. Mit Hilfe von (a) erhalten wir
VIX+Y)=E(X+Y)*) -~ (m+1)?=E(X*+2XY +Y?) —m? —2ml — I?
Da E(X? 4+ 2XY + Y?) = E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) aus Satz 36 (b) und E(XY) = ml
aus Satz 36 (c) folgt, ergibt sich aus obiger Gleichung
VX +Y)=E(X?) —m?+EY?) -2=V(X)+ V()

wobei nochmals (a) verwendet wurde. d



V. Statistik

In der Statistik geht es darum, aus gesammelten Daten Schlussfolgerungen zu ziehen.
Um eine zu messende Grofle moglichst genau zu bestimmen, fiihrt man die Messung
mehrmals durch. Um die durchschnittliche Fiillmenge von Milchflaschen zu ermitteln,
zieht man eine zufallige Stichprobe von n Flaschen und misst deren Inhalte. Um den An-
teil der Wahler der Partei A bei der bevorstehenden Wahl vorherzusagen, befragt man n
zufallig ausgewahlte Wahlberechtigte. Um zu testen, ob ein Wiirfel fair ist, wirft man den
Wiirfel n Mal und versucht aus den geworfenen Augenzahlen Schliisse zu ziehen.

Wir werden zwei statistische Verfahren kennenlernen, ndmlich Konfidenzintervalle und
statistische Tests. Ein Konfidenzintervall ist ein Intervall, das aus den erhobenen Daten
berechnet wird und die gesuchte Grofie (die durchschnittliche Fiillmenge, den Anteil der
Wahler der Partei A) mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit enthélt. Bei einem statis-
tischen Test geht es darum, eine im voraus aufgestellte Aussage (Hypothese) durch die
erhobenen Daten zu entkréften oder zu bestatigen.

1. Parameterschatzer

Bevor wir auf die eigentlichen statistische Verfahren eingehen, beschaftigen wir uns mit
dem Schatzen von Parametern aus gesammelten Daten. Die Daten werden aus einer zuvor
festgelegten Grundgesamtheit gezogen. Beispiele fiir Grundgesamtheiten sind die von einer
Firma abgefiillten Waschmittelpackungen oder die erwachsenen Einwohner Osterreichs.
Aus dieser Grundgesamtheit wird eine zuféllige Stichprobe vom Umfang n gezogen und
ausgewertet. Wir bezeichnen die gefundenen Werte mit xz1,x2,...,2,. Das konnen zum
Beispiel die Fiillmengen von n zufillig gewahlten Waschmittelpackungen sein oder die
Korpergrofien von n zufallig gewéhlten Personen.

Aus dieser Stichprobe soll der Mittelwert in der Grundgesamtheit geschétzt werden. In
den Beispielen sind das die durchschnittliche Fiillmenge der Waschmittelpackungen und
die durchschnittliche Korpergrofie der erwachsenen Osterreicher. Als Schétzer fiir diesen
Mittelwert nehmen wir den Wert m, dessen durchschnittliche quadratische Abweichung
% Z?:1(xj —m)? von den Stichprobenwerten x1, zs, ..., x, minimal wird. Es gilt

1 1< 1<
—E (xj—m)2=—§ x?—2m—§ z; +m?
Jj=1 J=1 J=1

Das ist eine quadratische Funktion in m, die ihr Minimum fiir m = + > j—1 *; annimmt.

n
1
mz—E T
n 4 !
J=1

das Stichprobenmittel. Es ist ein Schéatzer fiir den Mittelwert in der Grundgesamtheit.
Die durchschnittliche quadratische Abweichung %Z?Zl(acj — m)? der Stichprobenwerte
vom Stichprobenmittel nennt man die Stichprobenvarianz. Wir bezeichnen sie mit v. Sie
schatzt die Grofle der Schwankungen um den Mittelwert. Genauere Aussagen iiber den
Mittelwert in der Grundgesamtheit gewinnt man mit Hilfe von Konfidenzintervallen, die
spater behandelt werden.

Ublicherweise nennt man

Wir untersuchen zwei zusammenhangende Grofien, zum Beispiel Korpergrofie und Kor-
pergewicht. Aus den erwachsenen Einwohnern Osterreichs wird eine zuféallige Stichprobe
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vom Umfang n gezogen. Die j-te Person habe Korpergrofie x; und Kérpergewicht y;. Das
ergibt zwei miteinander verbundene Stichproben x1, xo, ..., x, und y1,y2, ..., y,. Seien m,
und m,, die Stichprobenmittel und v, und v, die Stichprobenvarianzen. Analog zur Stich-
probenvarianz definieren wir die Stichprobencovarianz dieser beiden Stichproben durch

1 n
Coy = Z(% —my)(y; — my).
j=1
Es gilt dann v, = ¢z, und vy = cyy. Wir nehmen an, dass die Korpergrofien in der
Stichprobe nicht alle gleich grofl sind. Dasselbe nehmen wir fiir die Korpergewichte an.
Dann gilt v, > 0 und v, > 0.

Wir stellen die Frage, ob man eine lineare Beziehung y = ax + b zwischen Korpergrofie
und Korpergewicht finden kann. Wir schatzen die Parameter a und b aus den Stichproben,
sodass die Quadratsumme der Abstande der beobachteten Koérpergewichte von den durch
die Formel y = ax + b vorhergesagten Korpergewichten minimal werden. Wir berech-
nen zuerst

1 & 1 & 1 & 1 &
Cay = D (ay—ma)(y; —my) = - > iy - - > ajmy - - > may; +mamy
j=1 j=1 j=1 =1

n

n
1 1
= ﬁ E TjYj — MgMy — MgMy + MyMy = ﬁ E TjYj — Mgy
Jj=1 Jj=1
2 _

2
= My + Uy

Es folgt - "7 @jy; = mamy + Cqy. Als Spezialfille erhalten wir £ 37" | x
und % Z?Zl y? = mi + vy. Mit Hilfe dieser Gleichungen ergibt sich

n

n

1< 1
n Z(yj —az; —b)? = — Z(y]2 + a’z} + b° — 2ax;y; — 2by; + 2abx;)
Jj=1 j=1

= mi + vy, + QQmi +a?v, + 1% — 2amymy — 2aczy — 2bmy + 2abm,
2

= (my —am; —b)* + (a vx—\c/%)z-l-vy—cqf—j
1

Daraus erkennt man, dass + > _"'_, (y; — ax; — b)? genau dann minimal wird, wenn a = <%
n J= Vg

und b = am, —m,, gilt. Somit ist y = ax+b = C;—:(:E —myg) +m, die am besten angepasste
Gerade. Sie geht durch den Punkt (m,,m,) und hat Anstieg <.

Wir definieren den Korrelationskoeffizienten der beiden Stichproben durch ky, = —2

Uz Uy

Dieser hat folgende Eigenschaften

Satz 38: Fiir den Korrelationskoeffizienten k, gilt —1 < kg, < 1. Ist k;, = 1, dann
liegen die Punkte (z;,y;) fiir 1 < j < n auf einer Geraden mit Anstieg > 0. Ist k;, = —1,
dann liegen diese Punkte auf einer Geraden mit Anstieg < 0.

Beweis: Nach obiger Rechnung ist v, — c;y = vy(l—kgy) das Minimum der Quadratsumme
%Z?Zl(yj —az; —b)?. Es muss > 0 sein. Es folgt k2, < 1, das heifit —1 < kyy, < 1.
Gilt k2, = 1, dann gilt auch %Z?:l(yj —az; —b)? = 0, das heifit die Punkte (z;,vy;) fiir
1 < j < n liegen alle auf der Geraden y = ax + b mit Anstieg a = £, Ist k,, = 1, dann

Vg

gilt czy > 0 und somit a > 0. Ist k,, = —1, dann gilt ¢;, < 0 und somit a < 0. O

Der Korrelationskoeffizienten k., ist eine Maflzahl dafiir, wie sehr die Punktemenge
{(zj,y;) : 1 <j < n} von der am besten angepassten Gerade abweicht. Je néher k,, bei 1
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oder —1 liegt, umso besser lasst sich diese Punktemenge durch eine Gerade approximieren.
Je naher k;, bei 0 liegt, umso weniger ist das moglich.

Wir haben hier bereits gezogene Stichproben behandelt. In diesem Fall liegen n Werte
T1,T2,...,T, vor. Allerdings sind diese Werte Ergebnisse eines Zufallsexperiments, ndmlich
des zufélligen Ziehens einer Stichprobe. Daher werden wir sie im Folgenden auch als Zu-
fallsvariable X7, X, ..., X, schreiben. Da es sich um die unabhéngige Wiederholung ein
und desselben Zufallsvorgangs handelt, setzen wir die Zufallsvariablen Xy, Xo,..., X, als
unabhéngig voraus und gehen von derselben Verteilung aus. Somit stimmen auch die Er-
wartungswerte und Varianzen iiberein und es folgt fiir die Zufallsvariable des Mittelwerts
M = %(Xl + Xo + -+ 4+ X,,) mittels Satz 36

1

E(M) = E(E(Xl) 4+ E(Xn)) =FE(Xy)=-=EX,)
Aufgrund der Unabhéngigkeit folgt fiir die Varianz von M mittels Satz 37
1 1 1 1
VM) = V(- (X044 X)) = 5 (V) 44 V(X)) = V(X)) =+ = - V(X,)

Wahrend der Erwartungswert des Mittelwerts bei steigender Anzahl n konstant ist, nehmen
die Varianz mit 1/n und die Standardabweichung mit 1//n ab. Damit werden grofie Ab-
weichungen von M von seinem Erwartungswert V(X;) = --- = V(X,,) mit steigendem
Stichprobenumfang n immer unwahrscheinlicher.

Wir berechnen nun noch den Erwartungswert der Zufallsvariablen Z?:1(X ;— M)? mit
den Sétzen 36 und 37. Im Verlauf der Rechnung wird die Zufallsvariable X; M in die
Summe von X; (M — 1X;) = X; 2 (X3 + Xo+ -+ X; 1 + Xj41 + -+ X,,) (dh. ein
Produkt von zwei unabhéngigen Zufallvariablen) und %XJQ zerlegt:

E() (X;—M)?) = ZE((Xj —M)?)=> (E(X}) - E(2X;M) + E(M?)) =

j=1 j=1

— (VX + (BCO)P) 23" BOG(M = X)) = = 3~ B(X3) + n EOL?) =

=n(V(X1) + (E(X1))?> + V(M) + (B(M))?) — 2 ZE(Xj) BE(M—=-X;) -~ ZE(X?)
n—1

= (n+ 1) V(X)) +2n(E(X1))? — 2n(E(X;))?
=(n-1)V(Xy)

Somit besitzt die Zufallsvariable

n

1
n—1

> (X — M)
j=1
den Erwartungswert V(X;) = - V(Xy,). Daher verwendet man fiir die Stichproben-

varianz oft eine korrigierte Version

1 n
vy = > (@) —ma)?

n—1

j=1
mit dem Nenner n— 1, denn bei dieser handelt es sich um eine sogenannte erwartungstreue
Schatzfunktion.
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2. Konfidenzintervalle fiir normalverteilte Messwerte

Misst man eine (physikalische) Gréfie mehrmals, so werden die Messwerte wegen zufélliger
Storungen beim Messvorgang leicht voneinander abweichen. Diese zufalligen Schwankun-
gen nimmt man iiblicherweise als normalverteilt an, sodass die Messergebnisse N (u,0)-
verteilte Zufallsvariable sind. Dabei ist p die zu messende unbekannte Groéfle und o gibt
die Genauigkeit des Messgerates an.

Man fiithrt den Messvorgang n Mal durch, die dabei gemessenen Werte X1, X, ..., X,
bilden eine Stichprobe. Jede dieser n Zufallsvariablen hat nach den oben gemachten An-
nahmen die N (u,o)-Verteilung. Da die Messungen unabhéngig voneinander durchgefiihrt
werden, sind auch die Zufallsvariablen X7, X5, ..., X,, unabhangig.

Um die zu messende unbekannte Grofle o ausreichend genau zu bestimmen, gibt man ein
v € (0,1) vor (iibliche Werte fiir «y sind 0,95 oder 0,99) und berechnet aus den gemessenen
Werten X1, Xo, ..., X, ein Intervall I, das den unbekannten Parameter p mit Wahrschein-
lichkeit v enthélt. So ein Intervall I nennt man y-Konfidenzintervall fiir die Grofle p. Fiir
~ gibt es verschiedene Namen, wie zum Beispiel Sicherheitswahrscheinlichkeit oder Konfi-
denzniveau. Das Konfidenzintervall ist eine Zufallsvariable und héngt von den gemessenen
Werten X7, X5, ..., X, ab, also von zufilligen Einfliissen. Fiihrt man so eine Serie von n
Messungen mehrere Male durch und berechnet aus jeder das y-Konfidenzintervall, dann
wird man verschiedene Intervalle erhalten. Auch wird p nicht immer im Konfidenzinter-
vall enthalten sein. Ist zum Beispiel v = 0,95, dann wird das Konfidenzintervall den festen
Parameter p mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% enthalten, das heifit bei wiederholter
Durchfiihrung einer Serie von n Messungen und Bestimmung des Konfidenzintervalls fiir
jede einzelne Serie wird sich g im Durchschnitt bei jeder zwanzigsten Serie auflerhalb des
Intervalls befinden.

Es ist methodisch nicht korrekt, eine einzelne Serie von n Messungen durchzufiihren,
daraus ein Konfidenzintervall zu ermitteln und zu behaupten: p liegt mit einer Wahr-
scheinlichkeit von v in dem Konfidenzintervall. Dieses eine Konfidenzintervall enthélt den
unbekannten, aber festen Parameter u oder es enthéalt den Parameter eben nicht.

Um dieses so definierte y-Konfidenzintervall zu berechnen, benétigen wir folgende Defi-
nition.

Definition: Fiir 8 € (0,1) sei zg die eindeutige Losung von ®(z23) = 1 — 3. Diese Losung
ist eindeutig, da ® : R — (0, 1) eine invertierbare Abbildung ist (Satz 23 (c)).

Die Werte von zg findet man in einer Tabelle. Das im folgenden Satz bestimmte Intervall
heifit zweiseitiges y-Konfidenzintervall. Wir nehmen an, dass wir die Genauigkeit des
Messgerates, also o, kennen.

Satz 39: Sei 0 < v < 1 gegeben. Seien Xi, Xs,..., X, unabhdngige N (u,o)-verteilte
Messwerte, wobei o bekannt ist. Sei M = 1(X; + X5 + -+ + X,,) der Mittelwert der

Messwerte (das sogenannte Stichprobenmittel) und § = 152. Fiir I = [M — %, M + %]

gilt dann P(pu € I) =y, das heifit I ist ein y-Konfidenzintervall fiir p.

Beweis: Nach Satz 34 hat \/ﬁMU_“ = XﬁXZ%i'X"_”’“‘ die N(0,1)-Verteilung. Daher
gilt

M

P(—Z/g S \/H

—E < 25) = B(p) — D(—25) = Blzs) — (1 B(z)) = 1= B—B =1
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Wir formen dieses Ereignis um

M—p 28 zB
—25 < /n §zﬁ(:)——<M M<—<:>M——<M<M+—(:),uef
vn vn vn vn
Setzt man dieses umgeformte Ereignis oben ein, so erhélt man P(u € I) = -, das
gewlinschte Resultat. 0

Bemerkung: In den formalen Umformungen im Beweis wurde ein Intervall I fiir den Pa-
rameter p ermittelt, sodass fiir alle Parameter p € I das ermittelte Stichprobenmittel M
oberhalb des S-Quantils und unterhalb des 1 — S-Quantils der betreffenden N (u,o//n)-
Normalverteilung liegt. Das heif3t, fiir einen Parameter im Konfidenzintervall ist die er-
haltene Stichprobe nicht zu unwahrscheinlich.

Jetzt ist es leicht Beispiele zu rechnen. Man braucht ja nur in die Formel einsetzen.

Beispiel 58: Eine unbekannte Grofle p wird 25 Mal gemessen. Die Genauigkeit des
Messvorgangs wird mit ¢ = 5 cm angegeben. Als Mittelwert der Messwerte ergibt sich
3,24 m. Gesucht ist ein 95 %-Konfidenzintervall.

Wir setzen in die Formel ein. Wegen v = 0,95 folgt 5 = 1_77 = 0,025. Man findet

25 = 1,96 in einer Tabelle. Jetzt erhalten wir =2 = 0’05;\/2%’96 = 0,02 und daraus ergibt

sich I = [3,24 — 0,02; 3,24 + 0,02] = [3,22; 3,26] fiir das 95 %-Konfidenzintervall.

Beispiel 59: Die Fiillgewichte von Waschmittelpackungen einer bestimmten Sorte seien
N (u,0)-verteilt. Die Genauigkeit der Abfiilllmaschine wird mit 0,02 kg angegeben. Man
wiegt 10 zufillig gewahlte Packungen und erhalt die Inhalte 1,05;0,99;1,03;1,03; 1,01; 1,02;
1,01;0,97;1,01;0,98 in kg. Gesucht ist ein 99 %-Konfidenzintervall fiir den durchschnit-
tlichen Packungsinhalt .

Wegen ~v = 0,99 folgt 5 = = 0,005. Man findet zg = 2,58 in einer Tabelle. Weiters
berechnen wir M = (1, 05+0 99+---+0,98) = gt = 1,01 und 2 = 2258 — 0,019,

Daraus ergibt sich dann I = [1,01 — 0,019;1,01 + 0,019] [0,992:1,029] fir das 99 %-
Konfidenzintervall.

Bevor man ein Konfidenzintervall ermittelt, muss man zwei Entscheidungen treffen. Die
eine ist die Wahl der statistischen Sicherheit ~, die angibt mit welcher Wahrscheinlichkeit
das Konfidenzintervall die unbekannte Gréfle p enthalt. Die andere ist die Wahl des Stich-
probenumfangs. Hat man sich fiir eine statistische Sicherheit v entschieden, dann ist auch

zp festgelegt und man kann die Lénge |I| des Konfidenzintervalls I durch den Stichpro-

20z

benumfang n steuern. Aus der Formel in Satz 39 folgt [I| = ——=. Vergréfiert man den

Stichprobenumfang n, dann wird das Konfidenzintervall kleiner.

Beispiel 60: Wieviele Packungen muss man in Beispiel 59 iiberpriifen, damit die Lange

des 99 %-Konfidenzintervalls héchstens 0,01 kg betragt?
Fiir v = 0,99 haben wir zg = 2,58 gefunden. Es wird verlangt, dass |I| = 2:;‘3‘3 < 0,01

. 20z __ 2.0,02-2,58
gilt. Daraus folgt \/n > 0,0f R = 10,32 und n > 106,5. Man muss mindestens

107 Packungen tiberpriifen.

Neben den zweiseitigen Konfidenzintervallen gibt es auch einseitige Konfidenzintervalle,
die wir im néchsten Satz behandeln.
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Satz 40: Sei 0 < v < 1 gegeben. Seien X1, Xs,..., X, unabhingige N (u,o)-verteilte
Messwerte, wobei o bekannt ist. Sei M = %(Xl + Xy + -+ + X,,) der Mittelwert der

Messwerte. Dann sind die beiden Intervalle Iy = (—oo, M+ MT;”] und Iy = [M — Ui}; ,00)

~v-Konfidenzintervalle fiir p.
Beweis: Weil \/HMU_“ die N(0, 1)-Verteilung hat, folgt

Pz S Vi) 1 () = @) =

Daraus folgt P(pu < M + U'ZIT;”) =, also P(u € I1) = 7. Somit ist das Intervall I; ein

~v-Konfidenzintervall fiir u.
Analog folgt aus P(y/n2=t < 2 ) = ®(2;_,) = v, dass P(u € I5) = v gilt. Somit ist

auch I, ein v—Konﬁdenzirftervall fiir p. U

Beispiel 61: Aus den in Beispiel 59 erhobenen Packungsinhalten soll das einseitige nach
oben offene 99 %-Konfidenzintervall I berechnet werden.
Es wurde ¢ = 0,02 kg angegeben und M = 1,01 kg berechnet. Fiir v = 0,99 findet
man z;_., = 2,33 in einer Tabelle. Es folgt 2= = 202233 — (0145 und daraus

D V10
I = [0,9955; 00).

Haufig treten auch Situationen auf, in denen der Wert von ¢ nicht bekannt ist. In diesem

Fall ersetzt man o durch den aus der Stichprobe X7, X5, ..., X,, berechneten Schatzwert
1 n
S = X, — M)2.

Man kann zeigen, dass die Zufallsvariable \/HM—STH die sogenannte T'(m)-Verteilung (auch
Student-Verteilung) mit Parameter m = n — 1 hat. Davon abgesehen geht man so vor
wie oben. Sei § = 1_77 und vg , genauso definiert wie z3, wobei jedoch statt der N(0,1)-
Verteilung die T'(m)-Verteilung verwendet wird. Man findet vg, in einer Tabelle, mit
steigendem m = n — 1 nahert sich der Wert vg,, von oben her dem Wert zg an. Das

Intervall
Svﬁ,n—l Svﬂ,n—l

NZD Vn
ist dann ein y-Konfidenzintervall fiir u. Entsprechendes gilt fiir die einseitigen Konfidenz-
intervalle, man ersetzt o durch S und z;_ durch vi_ 1.

K=|M- M+

Beispiel 62: In Beispiel 59 sei 0 unbekannt. Aus den dort angegebenen Packungsinhalten
bestimme man ein 99 %-Konfidenzintervall.
Aus v = 0,99 folgt B = 0,005 und man findet vg 9 = 3,25 in einer Tabelle. Der Stich-
probenumfang n betragt 10. In Beispiel 59 wurde M = 1,01 ermittelt. Weiters ergibt
sich

S = \/g((1,05 — 1,01)2 4 (0,99 — 1,01)2 + (1,03 — 1,01)2 + - - - + (0,98 — 1,01)2) = 0,024

Jetzt folgt Svf/’%‘l = 0’0%/4%25 = 0,025 und K = [0,985;1,035]. Das erhaltene Konfidenz-

intervall ist nun gréfer als in Beispiel 59.
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3. Konfidenzintervalle fiir Prozentsatze

Es sollen unbekannte Prozentsétze (man sagt auch relative Haufigkeiten oder Anteile)
geschatzt werden, zum Beispiel der unbekannte Anteil der Raucher in der Gesamtbevol-
kerung, der Prozentsatz der Wéhler der Partei A, oder die relative Haufigkeit von defekten
Glithlampen in der Tagesproduktion einer Firma.

Wir gehen so vor: Wir legen eine Grundgesamtheit fest (Gesamtbevilkerung, Menge
aller Wahlberechtigten, Tagesproduktion der Firma) und interessieren uns fiir eine Eigen-
schaft (ist Raucher, wéhlt Partei A, ist defekt), die in der Grundgesamtheit mit relativer
Héufigkeit p auftritt. Wir geben eine Sicherheitswahrscheinlichkeit 4 vor und ziehen eine
zufillige Stichprobe vom Umfang n mit Zuriicklegen aus der Grundgesamtheit. Sei X die
Anzahl mit der die Eigenschaft in der Stichprobe auftritt (Anzahl der Raucher, Anzahl
der Wahler der Partei A, Anzahl der defekten Glithlampen). Aus dieser Anzahl X soll ein
Intervall I berechnet werden, das p mit einer Wahrscheinlichkeit > ~ enthalt. Man nennt
I ein ~-Konfidenzintervall fiir den Prozentsatz p. Dabei ist wieder zu beachten, dass [
vom Zufall abhangt, nicht aber p, das zwar unbekannt, aber fest ist.

Da mit Zuriicklegen gezogen wird, hat X die B(n, p)-Verteilung. Ublicherweise ist der
Stichprobenumfang n grof3 genug, um die Approximation durch die Normalverteilung zu
rechtfertigen. Wir nehmen daher an, dass die Zufallsvariable X die N(u,o)-Verteilung
hat mit 4 = np und 0 = y/np(1 —p). Auch ist es so, dass in der Praxis natiirlich ohne
Zuriicklegen gezogen wird, also schon in der Annahme der Binomialverteilung fiir X ein
Fehler enthalten ist. Die Stichprobe ist jedoch gegeniiber der Grundgesamtheit, aus der
gezogen wird, so klein, dass auch dieser Fehler vernachlassigt werden kann.

Um ein v-Konfidenzintervall zu berechnen, verwenden wir den folgenden Hilfssatz, der
leicht zu beweisen ist.

Hilfssatz A: Die Funktion s(z) = \/x(1 —z) fiir x € [0,1] stellt einen Halbkreis mit
Mittelpunkt (3,0) und Radius 3 dar. Insbesondere ist s monoton wachsend auf [0, 1], hat

das Maximum 3 im Punkt } und ist monoton fallend auf [,1].

Satz 41: Sei p die unbekannte relative Haufigkeit einer Eigenschaft in der Grundgesamt-
heit. Sei n der Stichprobenumfang und X die Anzahl mit der die Eigenschaft in der
Stichprobe auftritt. Man wéahlt v € (0,1). Sei § = 1—57 und [ = [+ X — ‘i‘}, X+ 2f]
Dann gilt P(p € I) >+, das heifit I ist ein y-Konfidenzintervall fiir p.

Beweis: Da wir X als N(u,o)-verteilt mit p = np und ¢ = /np(1 — p) annehmen, hat
Y = —2="2_ die N(0,1)-Verteilung. Daraus folgt

~ /np(1-p)
P(—23 <Y < zg) = ®(23) — ®(—2p) = P(23) — (1 - P(23)) =1 - —-F =1~
Wir formen dieses Ereignis um

z 1 z
-3 <Y <z & —\/—%\/p(l—p)égX—pé\/—% p(1—p)
1 ZB 1 ZB
s X - —= 1—p) < <—X — 1-—
- \/ﬁ p(l—p)<p< *n p(1—p)
Sei I = [+ \/ 1x+2£ \/ (1 — p)]. Wir haben P(p € I) = v gezeigt. Nun

gilt \/p 1 -p) < 1 fur alle p € 0, 1] nach dem Hilfssatz. Ersetzen wir /p(1 — p) in I
durch %, SO Wandert der linke Endpunkt nach links und der rechte Endpunkt nach rechts.



58 Statistik

Wir erhalten dadurch das Intervall . Es gilt also I C 1. Ist p € I erfiill, dann auch p € I.
Aus P(p € I) = v folgt daher P(p € I) > 7. O

Bemerkung: Im Beweis von Satz 41 sind wir etwas grofizligig vorgegangen. Um das im
Intervall I vorkommende unbekannte p loszuwerden, haben wir das Intervall vergrofiert
und so I erhalten. Hat man bei diesem Ubergang wenig verschenkt, dann wird I ein gutes
Konfidenzintervall sein. Hat man dabei viel verschenkt, so wird I wenig Aussagekraft
haben, weil es zu grof ist. Wir vergleichen die Léngen |I| und |I| dieser beiden Intervalle.

Der Quotient | II = 24/p(1 — p) gibt an, um wieviel I Kleiner als I ist.

Ist 0,3 < p < 0,7, dann gilt 1 > 2m ) > 0,9, wie aus dem Hilfssatz leicht folgt.
Daraus erhdlt man |I| > |I| > 0,9]|I|. In diesem Fall hat man hochstens 10% verschenkt.
Ist 0,2 < p < 0,8, dann gilt 1 > 2\/]@ > 0,8, wie wieder aus dem Hilfssatz folgt.
Daraus erhdlt man |I| > |I| > 0,8|I|. In diesem Fall hat man hochstens 20 % verschenkt.
Weifl man also, dass das unbekannte p zwischen 0,3 und 0,7 liegt, so ist I ein gutes

Konfidenzintervall. Das gilt auch noch, wenn p zwischen 0,2 und 0,8 liegt. Je naher
jedoch p bei 0 oder 1 liegt, umso unbrauchbarer wird I, weil es dann viel zu grof} ist.

Beispiel 63: In einer Stichprobe von n = 400 Wahlberechtigten waren 164 Wéahler der
Partei A. Gesucht ist ein 95 %-Konfidenzintervall fir den Anteil p der A-Wahler unter allen
Wahlberechtigten.

Wir berechnen das Intervall I aus Satz 41. Wegen v = 0,95 folgt 8 = 2 = 0,025.
Man findet zg = 1,96 in einer Tabelle. Jetzt erhalten wir ﬁﬁ = Qi/% = 0,049. Wegen
Lx =188 =0,41 folgt I = [0,361;0,459].

Beispiel 64: Wie grofl muss man den Stichprobenumfang n wéhlen, wenn die Lange des
95 %—Konﬁdenzintervalls I hochstens 0,02 sein soll?

Die Lange von [ ist f Es wird also verlangt, dass \Z/ﬁl < 0,02 gilt. Fir v = 0,95 wurde

zg = 1,96 in Beispiel 63 ermittelt. Es folgt \/n > (1)32 = 98, das heifit n > 9604.

Genauso wie das zweiseitige Konfidenzintervall I in Satz 41 berechnet man auch die
einseitigen ~-Konfidenzintervalle Iy = (—oo, %X + 221\;%] und I, = [ X — ’Zl\f,oo)
Da p aber ein Prozentsatz ist und daher immer im Intervall [0, 1] liegt, kann man auch
L =0,+X + 221\;%] und Ir = [+X — 2f’1] schreiben.

Beispiel 65: Fiir das Umfrageergebnis aus Beispiel 63 soll das nach oben offene einseitige
95 %-Konfidenzintervall Is berechnet werden.

Fir v = 0,95 finden wir z;_, = 1,65 in einer Tabelle. Es folgt 221\;% = :\l/ﬁ = 0,041.
Wegen + X = 18 — 0,41 erhélt man I = [0,369;1].

Was soll man tun, wenn p in der Nahe von 0 oder von 1 liegt, sodass man das Konfi-
denzintervall I nicht mehr verwenden will? Eine — etwas unexakte — Moglichkeit besteht
darin, dass man das im Beweis von Satz 41 berechnete Intervall I nimmt und dort den un-
bekannten Prozentsatz p durch den Prozentsatz %, der in der Stichprobe auftritt, ersetzt.
Man erhalt dadurch das Intervall

J= X - myEa- DXz /Ea- D)

als y-Konfidenzintervall fiir p, wobei wieder 3 = % ist.
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Beispiel 66: Der Anteil p der defekten Glithlampen in der Tagesproduktion einer Fabrik
ist sicher kleiner als 10%. Man zieht eine Stichprobe von 1600 Glithlampen und findet 128
defekte darunter. Gesucht ist ein 99 %-Konfidenzintervall fiir p.
Da p klein ist, berechnen wir J. Wegen v = 0,99 folgt § = 1_77 = 0,005. Man findet
zg = 2,58 in einer Tabelle. Weiters folgt %X = 428 — 0,08. Jetzt erhalten wir

1600
Za1-3) = j%\/io,os -0,92 = 0,0175. Daraus ergibt sich J = [0,0625;0,0975].

Fiir das Intervall I hitte man I = [0,048;0,112], also etwas viel schlechteres, erhalten.

Bemerkung: Es gibt auch eine Moglichkeit, auf exakte Weise ein Konfidenzintervall zu
bestimmen. Wir gehen von der im Beweis von Satz 41 bewiesenen Gleichung

X —
P23 < ———t= < 25) =7
np(1l —p)
aus und formen das darin vorkommende Ereignis um
X — X —np)?
L TP g Ko s
np(l —p) np(1 —p)

& X2 —2Xnp+n?p? < z%np — z%np2

s p*(n? + nzg) —2p(nX + %nzg) +X2<0

S A <p< A
wobei A\; und A5 die beiden Losungen der quadratischen Gleichung

N (n? + nzg) —2A\(nX + %nzé) +X2=0

sind. Setzt man K = [A1, A2], dann haben wir P(p € K) = v bewiesen, das heiit K ist
ein v-Konfidenzintervall fiir p. Lost man diese quadratische Gleichung, so erhalt man
X+325-Y X+3 zﬁ+Y} wobei YZZB\/M—F 1

K= | , =
n—l—zﬁ n~|—z/3 425

Dieses Konfidenzintervall K ist zwar komplizierter als I, aber wesentlich genauer, wenn p
in der Nahe von 0 oder 1 liegt.

Beispiel 67: Wir berechnen fiir das Beispiel 66 das Konfidenzintervall K. Es gilt
=2 \/X<" A 4 12=2 58\/128 L0128 1 1.9 582 = 28,19

X+ 1 z6—128—|—— 2,582 = 131,33

n+ zg = 1600 + 2,58 = 1606,66

Setzt man das in die obige Formel fiir K ein, so erhilt man

K = [1311’236;’22719, 1311723532719] = [0,0642; 0,0993].

Beispiel 68: Von 900 iiberpriiften Transistoren waren 30 defekt. Gesucht ist ein 95%-
Konfidenzintervall fiir den Anteil p von defekten Transistoren in der Gesamtproduktion.

Wegen v = 0,95 folgt 5 = ﬂ = 0,025. Man findet z3 = 1,96 in einer Tabelle. Berechnet

man I, so ergibt sich I = [93000 21/3%’ 30 4 21/2%] [0,0006, 0,066].

Zum Vergleich bestimmen wir das Konﬁdenzintervall K. Wir berechnen

=2 \/X<” D 4 12=1 96\/3°<9§§0 30) 1 1.1,962 = 10,73
X+ 3 z5—30+— 1,962 = 30,96 n+z§:900+1,962:903,84
Setzt man das in die obige Formel fiir K ein, so erhilt man

K = [30,33;;32,737 30,33;;2,73] = [0,0224,0,0461]. Das Intervall I ist ca. dreimal so lang.
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4. Statistische Tests fiir Prozentsatze

Statistische Tests verwendet man, um mittels einer Stichprobe eine Aussage iiber eine
Grundgesamtheit nachzuweisen. Bei der Produktion von Glithlampen zum Beispiel kann
man einen noch tolerierbaren Ausschussanteil pg festlegen. Der Hersteller will dann nach-
weisen, dass der unbekannte Anteil p an defekten Glithlampen < py ist. Ein anderes
Beispiel ist das Testen eines Medikaments. Das derzeit am Markt befindliche Medikament
gegen eine bestimmte Krankheit hilft bei einem Prozentsatz pg der behandelten Patienten.
Jetzt soll ein neues Medikament gegen dieselbe Krankheit auf den Markt gebracht werden.
In einer klinischen Studie will man nachweisen, dass der noch unbekannte Prozentsatz p
der behandelten Patienten, bei denen es hilft, grofler als pg ist.

Die Vorgangsweise beim statistischen Test ist folgende: Es liegt eine Grundgesamtheit
(Gesamtproduktion der Glithlampen, Menge aller Patienten) vor, in der eine Eigenschaft
(Glithbirne defekt, Medikament hilft) mit unbekannter relativer Haufigkeit p auftritt. Das
Gegenteil der nachzuweisenden Aussage wird als Hypothese Hy und die nachzuweisende
Aussage als Alternative H; formuliert. Im Beispiel mit den Glithlampen fiihrt das zum
Test

Ho:p=>po gegen Hy:p<po
Im zweiten Beispiel, wo das neue Medikament gepriift wird, wird

Ho:p<po gegen Hi:p>po
getestet. Die Entscheidung fiir Hy oder fiir Hy wird auf Grund einer zufalligen Stichprobe
getroffen, die aus der Grundgesamtheit gezogenen wird. Daher wird diese Entscheidung
auch nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit, die grof3 sein soll, richtig ausfallen. Man
gibt eine Irrtumswahrscheinlichkeit « vor (typische Werte fiir v sind 0,05 und 0,01) und legt
den Stichprobenumfang n fest. Dann zieht man eine Stichprobe aus der Grundgesamtheit.
Sei X die Anzahl (H&ufigkeit), mit der die Eigenschaft in dieser zufélligen Stichprobe auf-
tritt. Auf Grund dieser Anzahl X trifft man die Entscheidung, die Hypothese Hy zu ver-
werfen oder sie beizubehalten. Die Entscheidungsregel soll jedoch so sein, dass die Wahr-
scheinlichkeit, die Hypothese Hy zu verwerfen, obwohl sie richtig ist, hochstens a betragt.

Wir suchen eine entsprechende Entscheidungsregel. Die moglichen Werte von X sind
die Anzahlen, mit der die Eigenschaft in der Stichprobe vom Umfang n auftritt. Daher
hat X den Wertebereich S = {0,1,2,...,n}. Wir wéhlen eine Teilmenge V von S und
verwerfen die Hypothese Hy, wenn sich nach dem Ziehen der Stichprobe herausstellt, dass
X in V liegt. Man nennt V' den Verwerfungsbereich (Ablehnungsbereich) des Tests. Aus
den oben durchgefiihrten Uberlegungen ergeben sich folgende Bedingungen:

(1) V enthélt die Werte aus S, die am meisten gegen Hy (und daher fiir Hy) sprechen
(2) V ist maximal, aber so, dass P(X € V) < « gilt, wenn Hj richtig ist

Da H verworfen wird, wenn X in V fillt, ist (1) klar. In (2) findet man die oben formulierte
Bedingung. Die Wahrscheinlichkeit, die Hypothese Hy zu verwerfen, das ist P(X € V),
soll < « sein, wenn Hj richtig ist. Unter dieser Bedingung soll jedoch V' moglichst grofl
sein. Das Risiko, Hy bei Richtigkeit zu verwerfen, kontrolliert man durch die Irrtumswahr-
scheinlichkeit . Das Risiko, Hy bei Unrichtigheit nicht zu verwerfen, macht man dadurch
moglichst klein, dass man V' maximal wahlt.

Wir verwenden die in (1) und (2) formulierten Bedingungen, um den Verwerfungsbe-
reich auszurechnen. Dazu fiithren wir eine Bezeichnung fiir die Verteilungsfunktion der
Binomialverteilung ein und beweisen einen Hilfssatz.
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Definition: Fiir 0 < k < n definieren wir ¥, ,(k) = Zf:o (Mp'(1 — p)"*, das heifit

7

U, (k) = P(X < k) fiir eine B(n,p)-verteilte Zufallsvariable X.

Hilfssatz B: Fiir festes n und k gilt U, ,(k) > U, ,(k), wenn p < ¢ ist.

Beweis: Wir definieren die Funktion h(p) fir p € (0,1) durch

h(p) = W p(k) = (5) 1 =p)" + (DL =p)" '+ ()P —p)" 2+ -+ ()P —p)"*
Der Satz ist bewiesen, wenn wir h'(p) < 0 zeigen. Mit Hilfe der Produktregel kann man
die Summanden in obiger Summe der Reihe nach differenzieren. Man erhélt

W(p)=— () —p)"t+ (A =p)" " = (})(n—1)p(l —p)"~?
+(3)2p(1 —p)" 2= (5)(n—2)p* (L —p)" 1 +...
ot (kI A =) = (R) (n = R)pt (1 —p)n R
Da (,",)(n—i+1) = W’_Zw(n—z—k 1) = (i_l)?(!n_i)! = i!(gii)!i = ()i fiir alle i mit
1 <i < n gilt, kiirzen sich in dieser Summe immer zwei aufeinanderfolgende Summanden
weg. Es bleibt nur der letzte Summand tibrig, also

R (p) == () (n — k)p*(1 —p)"~+
Da h/(p) < 0 gilt ist die Funktion h monoton fallend. Somit ist der Hilfssatz bewiesen. 0

Satz 42: Sei p die unbekannte relative Haufigkeit, mit der eine Eigenschaft in der Grund-
gesamtheit auftritt. Der Stichprobenumfang sei n, die Irrtumswahrscheinlichkeit sei o und
der durchzufiihrende Test sei Hy : p < po gegen H; : p > pg. Bestimmt man das minimale
ko, sodass ¥,, p, (ko —1) > 1 — « gilt, und wéhlt V' = {ko,ko + 1,...,n}, dann erfiillt V
die Bedingungen (1) und (2) fiir diesen Test, ist also der Verwerfungsbereich.

Beweis: Die Zufallsvariable X, die die Haufigkeit angibt, mit der die Eigenschaft in der
Stichprobe vom Umfang n auftritt, hat nach Satz 16 die B(n, p)-Verteilung.

Grofle Werte von X sprechen am meisten gegen die Hypothese Hy, die ja behauptet, dass
die Eigenschaft in der Grundgesamtheit mit relativer Haufigkeit < pg vorkommt. Um (1)
zu erfiillen, wéhlen wir daher V' = {kg, ko + 1,...,n} fiir ein kg als Verwerfungsbereich.

Um (2) zu erfiillen, muss V' moglichst grof§ sein, aber P(X € V) < a, wenn Hj gilt. Es
gilt P(X e V) =P(X >ky) =1-PX <ky—1) =1-Y,,(kg— 1), da ja X die
B(n, p)-Verteilung hat. Daher ist ky minimal zu wéhlen, sodass aber 1 —W¥,, ,(kg —1) < «
fiir alle p < po gilt. Aus dem Hilfssatz folgt 1 — ¥, ,(ko — 1) <1 —W,, , (ko — 1) fiir alle
p < po. Also ist (2) dquivalent dazu, ko minimal zu wéhlen, sodass 1 — U, ,, (ko — 1) < «
gilt, das heifit ¥,, , (ko —1) > 1 — . Damit ist der Satz bewiesen. O

Beispiel 69: Fiir den Test Hy : p < 0,3 gegen Hy : p > 0,3 ist der Verwerfungsbereich bei
einem Stichprobenumfang n = 10 und verschiedenen Irrtumswahrscheinlichkeiten gesucht.
Der Verwerfungsbereich fiir diesen Test ist V' = {ko, ko+1,...,10}. Um kg zu bestimmen,
erstellen wir eine Wertetabelle fiir die Abbildung &k — W10, 3(k).
koo 12 3 4 5 6 T 8 9 10

\1110;0’3(1{3)‘ 0,028 0,149 0,383 0,650 0,850 0,953 0,989 0,998 1,000 1,000 1,000

Nach Satz 42 ist ko minimal zu wéhlen, sodass ¥10.0,3(ko —1) > 1 — a gilt. Man kann kg
jetzt leicht aus der Tabelle ablesen. Fiir a = 0,05 ist 1 — a = 0,95 und ky — 1 = 5, also
V ={6,7,8,9,10}. Fir a =0,02ist 1 —a =0,98 und ky — 1 = 6, also V = {7,8,9,10}.
Fira=0,01list 1 —a=0,99 und kg — 1 =7, also V = {8,9,10}.




62 Statistik

Satz 43: Sei p die unbekannte relative Haufigkeit, mit der eine Eigenschaft in der Grund-
gesamtheit auftritt. Der Stichprobenumfang sei n, die Irrtumswahrscheinlichkeit sei «
und der durchzufiihrende Test sei Hy : p > po gegen Hy : p < po. Bestimmt man das
maximale ko, sodass ¥, p, (ko) < a gilt, und wahlt V = {0,1,...,ko}, dann erfiillt V die
Bedingungen (1) und (2) fiir diesen Test, ist also der Verwerfungsbereich.

Beweis: Die Zufallsvariable X, die die Haufigkeit angibt, mit der die Eigenschaft in der
Stichprobe vom Umfang n auftritt, hat nach Satz 16 die B(n, p)-Verteilung.

Kleine Werte von X sprechen am meisten gegen die Hypothese Hj, die ja einen Anteil
> po fir die Eigenschaft in der Grundgesamtheit behauptet. Um (1) zu erfiillen, wihlen
wir V. ={0,1,...,ko} fiir ein ko als Verwerfungsbereich.

Um (2) zu erfiillen, muss V moglichst grofl sein, aber P(X € V) < «, wenn Hj gilt. Da X
die B(n, p)-Verteilung hat, und daher P(X € V) = P(X < ko) = VU, ,(ko) gilt, bedeutet
das, ko maximal zu wéhlen, sodass U, ,(ko) < « fiir alle p > pg gilt. Aus dem Hilfssatz
folgt W,, »(ko) < W,y p, (ko) fiir alle p > po. Daher ist (2) dquivalent dazu, ky maximal zu
wéhlen, sodass U, ,,, (ko) < « gilt. Damit ist der Satz ist bewiesen. 0

Meistens ist der Stichprobenumfang n so grofl, dass es schwer ist, mit der Binomi-
alverteilung zu rechnen. Man verwendet dann wieder die Approximation durch die Nor-

malverteilung. Fiir ganzzahliges k gilt ja U, ,(k) ~ @(%) nach Kapitel 8.
np(1—p

Beispiel 70: Gesucht ist der Verwerfungsbereich fiir Hy : p > 0,5 gegen H; : p < 0,5 bei
einem Stichprobenumfang n = 400 und Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0,01.

Um den Verwerfungsbereich zu bestimmen, miissen wir das maximale kq finden, sodass
1_400. 1_
W400:0.5 (ko) < 0,01 erfiillt ist. Wegen Wyop.0.5(ko) ~ ®(Eetz—20095) _ g(kotz =200y gy

V/300-0,50,5 10
1
diese Ungleichung dquivalent zu @(W) < 0,01 = (—2,33). Da ® streng monoton
ko+3—2

wachsend ist, folgt 15 09 < —2,33 und daraus ky < 176,2. Das maximale kg, das diese
Ungleichung erfiillt, ist 176. Daher ist V' ={0,1,2,...,176} der Verwerfungsbereich.

Um zu entscheiden, ob die Hypothese verworfen wird, ist es nicht notwendig, den Ver-
werfungsbereich zu bestimmen.

Satz 44: Die Irrtumswahrscheinlichkeit sei «. Nach dem Ziehen einer Stichprobe vom
Umfang n stellt man fest, dass die Eigenschaft mit Haufigkeit s in dieser vorkommt.

(a) Sei V' der Verwerfungsbereich fiir den Test Hy : p < po gegen Hy : p > pg. Dann gilt
seV & U,,(s—1)>1-a.

(b) Sei V' der Verwerfungsbereich fiir den Test Hy : p > po gegen H; : p < pg. Dann gilt
seV o VU, (s) <a.

Beweis: Es gilt U, ,, (k) = S (")pi(1 — po)™ . Wenn man k vergroBert, dann wird

auch ¥,, , (k) grofer. In (a) ist V = {ko, ko + 1,...,n} der Verwerfungsbereich, wobei kg
minimal gewahlt wird mit ¥,, ,,,(ko —1) > 1 — . Deshalb gilt s € V, also s > ko genau
dann, wenn W, , (s —1) > 1 — « ist.

Analog erhalten wir (b). Jetzt ist V' = {0,1,2,...,ko} der Verwerfungsbereich, wobei kg
maximal gewdhlt wird mit ¥,, ,,, (ko) < a. Da ¥, ,, (k) monoton wachsend in k ist, gilt
s €V, also s < ko genau dann, wenn V¥, ,, (s) < a ist. 0

Wendet man Satz 44 in Beispielen an, so kann man entweder mit der Binomialverteilung
rechnen oder mit der Approximation durch die Normalverteilung. Dazu je ein Beispiel.
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Beispiel 71: Bei Glithlampen wird ein Ausschussanteil von 0,015 toleriert. Ein Kunde
mochte nachweisen, dass er grofler ist. Aus einer Lieferung Glithlampen zieht er eine
Stichprobe vom Umfang n = 20 und findet s = 2 defekte Gliithlampen. Wird die Hypothese
Hy : p < 0,015 bei Irrtumswahrscheinlichkeit o« = 0,05 abgelehnt?

Wir verwenden Satz 44 (a). Es wird genau dann verworfen, wenn ¥,, ,, (s—1) > 1 —a ist,
also Wao,0,015(1) > 0,95. Es gilt Wag,0,015(1) = (3)0,985% + (27)0,015 - 0,985 = 0,964.
Wegen 0,964 > 0,95 wird die Hypothese Hy verworfen. Wir konnen es daher als erwiesen
ansehen, dass der Anteil an defekten Glithlampen tiber der Toleranzgrenze liegt. Die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Irrtum ist dabei < 0,05.

Beispiel 72: Nach der letzten Statistik rauchen 40% der Méanner. Nach einer Anti-
raucherkampagne findet man unter 1000 zufallig gewahlten Mannern 366 Raucher. Hat
sich der Raucheranteil verringert? Man teste mit Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0,05.

Es geht darum, einen verringerten Raucheranteil nachzuweisen. Daher nehmen wir das
Gegenteil als Hypothese und testen Hy : p > 0,4 gegen Hy : p < 0.4.

Wir verwenden Satz 44 (b). Es wird genau dann verworfen, wenn ¥,, , (s) < « ist, also
U1000:0,4(366) < 0,05. Wir verwenden die Approximation durch die Normalverteilung.

Es gilt W10000,4(366) ~ &(LHZAN01) — 9(-2,16) = 1 — ®(2,16) = 0,016. Wegen
0,016 < 0,05 wird Hy verworfen. Bei Irrtumswahrscheinlichkeit o« = 0,05 kann es als

erwiesen gelten, dass der Raucheranteil durch die Kampagne kleiner geworden ist.

Neben den bisher behandelten einseitigen Tests gibt es auch einen zweiseitigen Test. Sei p
wieder die unbekannte relative Haufigkeit, mit der eine Eigenschaft in der Grundgesamtheit
auftritt. Beim zweiseitigen Test wird

Ho:p=po gegen Hi:p#po

getestet. Sei n der Stichprobenumfang und « die vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit.
Sei X die Haufigkeit, mit der die Eigenschaft in der Stichprobe auftritt. Die moglichen
Werte von X sind 0,1,2,...,n. Wir suchen einen Verwerfungsbereich V', der (1) und (2)
erfiillt. Beim zweiseitigen Test sprechen sowohl kleine als auch grole Werte von X gegen die
Hypothese. Daher wéhlen wir V- = {0,1,... ko, k1,k1+1,...,n}. Wir wihlen ky maximal
mit U, ;0 (ko) < § und k; minimal mit 1—-W,, , (k1 —1) < §. Wenn jetzt Hy : p = po richtig
ist, dann gilt P(X € V) = P(X < ko) + P(X > k1) =V, (ko) +1 =¥, . (k1 — 1) < .
Wir haben also wieder V' maximal gewahlt, sodass die Wahrscheinlichkeit, die Hypothese
zu verwerfen, obwohl sie richtig ist, hochstens gleich « ist.

Beispiel 73: Wir priifen einen Wiirfel. Sei p die unbekannte Wahrscheinlichkeit (relative
Héaufigkeit), mit der 6 auftritt. Wir testen Hy : p = % gegen Hy : p # %. Wir wiirfeln 80

Mal. Gesucht ist der Verwerfungsbereich bei Irrtumswahrscheinlichkeit a = 0,05.

Wir bestimmen kg maximal, sodass ¥, ,, (ko) < § erfiillt ist, und k; minimal, sodass

Uypo(k1 —1) > 1 — & gilt. Mit Hilfe der Approximation durch die Normalverteilung

erhalten wir Wy 1 (ko) ~ q>(’“0+8%0——18°5'%) = O(kezl283)  Wegen ¢ = 0,025 = (—1,96)
gg b)
wird U, 0 (ko) < § zu o283

soll, ergibt sich ky = 6.
Genauso wird k; bestimmt. Es gilt Wy 1 (k1—1) =~ @(%) = @(klgé%’S?’). Wegen
.66 R

1 -5 =0,975 = ®(1,96) ist das minimale k; zu bestimmen, sodass klgli,)?gsg > 1,96 gilt,

< —1,96, woraus kg < 6,30 folgt. Da ky maximal sein
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woraus ki > 20,36 folgt. Da k; minimal sein soll, ergibt sich k; = 21. Wir erhalten
den Verwerfungsbereich V' = {0,1,...,6,21,22,...,80}. Liegt die Anzahl, mit der 6
unter den 80 Wiirfen auftritt, in V', dann kann man bei Irrtumswahrscheinlichkeit 0,05
schlieflen, dass der Wiirfel die Augenzahl 6 nicht mit Wahrscheinlichkeit % liefert.

Auch beim zweiseitigen Test kann man entscheiden, ob eine Zahl s in den Verwerfungs-
bereich V' fillt, ohne diesen auszurechnen. Da sich V' aus den Verwerfungsbereichen von
zwei einseitigen Tests zusammensetzt, erhalten wir mit Hilfe von Satz 44

scV & s5<ky oder s>k & V,,(s)<5 oder ¥, ,(s—1)>1-¢

Das verwenden wir im folgenden Beispiel.

Beispiel 74: Bei 900 Miinzenwiirfen tritt 473 Mal ,,Kopf“auf. Ist die Miinze fair?

Wir testen Hy : p = % gegen Hy : p # % bei Irrtumswahrscheinlichkeit @ = 0,05. Um zu
iiberpriifen, ob s = 473 im Verwerfungsbereich liegt, verwenden wir obige Bedingungen
und Approximation durch die Normalverteilung.

N sti-npo \ 4, 473+3-900-1 .
\I[nvpo(s) ~ (I)(\/m) o q)( 900-1-1 ) = (I)<1,57) = 0,942

B ~ s—%—npo _ 473—%—900% _ _
Wi po (s — 1) q)(\/m) o( 90011 ) = ©(1,50) = 0,933
Es gilt weder W,, ,,(s) = 0,942 < § = 0,025 noch ¥,, (s —1) = 0,933 > 1 — § = 0,975.
Daher liegt s = 473 nicht im Verwerfungsbereich. Der Nachweis, dass die Miinze unfair
ist, ist nicht gelungen. Wir konnen keine Aussage machen.

Zum Abschluss dieses Kapitels beschéftigen wir uns noch mit der Bestimmung des Stich-
probenumfangs bei den einseitigen Tests. Durch die Vorgangsweise bei einem Test wird
garantiert, dass die Hypothese Hj bei Richtigkeit nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit ver-
worfen wird. Um auch zu garantieren, dass die Hypothese Hy bei Unrichtigkeit mit grofler
Wahrscheinlichkeit verworfen wird, muss man den Stichprobenumfang grofl genug machen.

Wir betrachten zuerst den Test Hy : p < po gegen Hy : p > pg, der den Verwerfungsbe-
reich V- = {ko, ko+1,...,n} hat. Wir geben noch ein p; > pg und ein & vor und verlangen
(i) P(X e€eV)<awennp< pg
i) PXeV)>l-awennp>p; < P(Xe{0,...,kg—1}) <& wennp>p;
Die Bedingung (i) wird bei jedem Test verlangt. Sie besagt, dass Hy bei Richtigkeit nur
mit Wahrscheinlichkeit < « verworfen wird. Es kommt (ii) dazu: Wenn p > p; gilt
(diese Hypothese ist nur etwas stirker als H;), dann folgt mit Wahrscheinlichkeit > 1 — &
X € V und die Hypothese Hy wird verworfen. Dies entspricht einem zweiten Test mit
Hy : p > p1 gegen Hy : p < p; mit Irrtumswahrscheinlichkeit & und Verwerfungsbereich
V =10,...,ko —1} ={0,...,n} \ V. Wir bestimmen einen (moglichst kleinen) Stichpro-
benumfang n und kg so, dass (i) und (ii) gelten.

Nach dem Hilfssatz ist P(X € V) =1 — ¥, ,(ko — 1) monoton wachsend in p. Daher
sind (i) und (ii) dquivalent zu 1 — ¥, , (ko — 1) < o und 1 — ¥,, , (ko — 1) > 1 — @&, das
heiit zu ¥,, p, (ko —1) > 1 —a und ¥,, p, (ko — 1) < a.

Die Verwerfungsbereiche V und V bilden eine Zerlegung von {0,...,n}, daher gilt fir
diesen Test: Endet die Durchfiihrung des Tests mit dem Verwerfen der Hypothese Hy,
dann schliefen wir, dass p > pg gilt. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Irrtum ist dann < «
wegen (i).
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Endet die Durchfiithrung des Tests hingegen mit dem Nichtverwerfen der Hypothese Hy,
dann wird die Hypothese Hy verworfen und wir schlieBen p < p;. Die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Irrtum ist dann < @&, da wegen (ii) ja P(X ¢ V) < & fiir p > pp gilt. Wir haben
also in jedem Fall eine Schlussfolgerung.

Wir betrachten auch noch den Test Hy : p > pg gegen Hy : p < pg mit dem Verwer-
fungsbereich V' = {0,1,...ko}. Hier geben wir ein p; < pp und ein & vor und verlangen
(i) P(XeV)<awennp>p
(i) PXeV)>1—awennp<p
Die Bedingungen (i) und (ii) sind &dquivalent zu ¥,, ,, (ko) < a und ¥, ,, (ko) > 1 — a.
Wenn nun X € V eintritt, wird die Hypothese Hy verworfen und wir schlieen p < py.
Wenn X ¢ V eintritt und die Hypothese Hy nicht verworfen wird, dann schlieen wir
p>Dp1-

Beispiel 75: Sei pg = 0,1 der Anteil an defekten Glithlampen, der toleriert wird. Es
soll Hy : p < po gegen Hy : p > pg bei Irrtumswahrscheinlichkeit a@ = 0,05 getestet
werden. Stichprobenumfang n und Verwerfungsbereich V' = {kg, ko + 1,...,n} sind so zu
bestimmen, dass Hy mit Wahrscheinlichkeit > 0,95 abgelehnt wird, wenn p > 0,15 gilt.

Es wird verlangt, dass (i) und (ii) erfiillt sind mit & = & = 0,05, mit pp = 0,1 und mit
1y, - : iy e
p1 = 0,15. Wegen ¥,, ,(kog—1) = @(’M—p) erhalten wir die zu (i) und (ii) Aquivalenten

y/np(l—p)

Ungleichungen
1 1
kO—E—O,ln k0—§—0,15n
(I)( 0,1-0,9-n ) > 0795 und (I)( 0715.0785%) < 0705
1 1
ko—i—o,ln k0—§—0,15n
oioen = B05 und - TR < — 1,65

ko — 3 — 0,1n > 0,495v/n und ko — 3 — 0,15n < —0,59y/n
1 4+0,1n+0,495v/n < ko < 1 40,150 — 0,59/n
Wir miissen ein moglichst kleines n und ein kg finden, sodass diese Ungleichungen erfiillt
sind. Wegen 3 + 0,1n + 0,495/n < 35 + 0,15n — 0,59y/n folgt 1,085\/n < 0,05n und
n > 470,89. Wir rechnen fiir einige n nach:
n: 470 480 490 500 510 520

% +0,1n+0,495\/n: 58,23 59,34 60,46 61,57 62,68 63,79

% +0,15n — 0,59/n: 58,21 59,57 60,94 62,31 63,67 65,05
Da kg zwischen diesen Werten liegen muss, konnen wir n = 500 und kg9 = 62, also
V = {62,63,...,500} wihlen (eine andere Losung ist n = 476 und ko = 59). Zum

Vergleich: Wenn wir fiir p; statt 0,15 den Wert 0,12 wahlen, dann ergibt sich die Losung
n = 2669 und ky = 293.

5. Tests fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung

Neben den Tests fiir Prozentsitze gibt es viele weitere statistische Tests. Wir behan-
deln hier kurz einen Test fiir den Erwartungswert p einer Normalverteilung, der den
Tests fiir Prozentsitze sehr dhnlich ist. Wir konnen von Beispiel 59 ausgehen. Die
Fiillgewichte von Waschmittelpackungen einer bestimmten Sorte sind N (u, o)-verteilt. Die
Genauigkeit o der Abfiillmaschine ist bekannt. Wir wollen tiberpriifen, ob das durchschnit-
tliche Fiillgewicht p grofer ist als pg = 1 kg. Das fithrt zum Test

Hy:p < pp gegen  Hi:pu> o
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Wir ziehen eine Stichprobe X7, X5, ..., X,,, das sind die Fiillgewichte von n zufillig ge-
wahlten Waschmittelpackungen. Diese Zufallsvariablen sind dann unabhangig und alle
N (p, 0)-verteilt. Wir berechnen das Stichprobenmittel M = %(Xl + X9+ -4+ X,,). Die
Zufallsvariable M nimmt Werte in R an. Wir legen eine Teilmenge V von R fest und
verwerfen Hy immer dann, wenn M € V gilt. Dieser Verwerfungsbereich V' ist so zu
bestimmen, dass wieder folgende Bedingungen gelten:

(1) V enthélt die reellen Zahlen, die am meisten gegen Hy (und daher fiir Hy) sprechen
(2) V ist maximal, aber so, dass P(M € V) < « gilt, wenn Hj richtig ist

Satz 45: Der Stichprobenumfang sei n und die Irrtumswahrscheinlichkeit sei c. Fiir den
Test Hg : pp < pg gegen Hy : > pg ist der Verwerfungsbereich dann

V = (o + %@*(1 — @), o)

Der Test Hy : v > po gegen Hy : o < po hat den Verwerfungsbereich
V = (—OO, J2%) + %(P_I(Og)] = (—OO7 Mo — %(I)_l(]_ — Oé)]

Der zweiseitige Test Hy : o = po gegen Hy : p # po hat den Verwerfungsbereich
TR DIV + e (1= D), e0)

Beweis: Es ist zu erwarten, dass M nahe p liegt, da M das Stichprobenmittel ist und u
der Erwartungswert von M. Daher sprechen grofle Werte von M gegen Hy. Wegen (1) ist
V = [¢, 00) fiir ein ¢ € R zu wéhlen.

Wegen (2) ist der Verwerfungsbereich V' moglichst groff und somit ¢ moglichst klein zu
wahlen, sodass P(M € V) = P(M > ¢) < « gilt, wenn Hj erfiillt ist, das heifit fiir alle
< po. Im Beweis von Satz 39 wurde gezeigt, dass v/n MU_“ die N(0,1)-Verteilung hat.
Es folgt P(M > ¢) = P(yn™ £ > /nt) =1 - ®(y/nL). Somit gilt P(M > ¢) < a
fiir alle u < p19 genau dann, wenn ®(/n=E) > 1 — o fiir alle p < o gilt. Das ist wieder
dquivalent zu ®(y/n“+2) > 1 — a, da ® monoton wachsend ist. Unter dieser Bedingung
ist ¢ minimal zu wéhlen. Daher ist ¢ die Losung der Gleichung ®(\/n“=£2) =1 — a. Lost

man diese Gleichung, so ergibt sich ¢ = pg + \/Lﬁqfl(l — «). Damit ist V' berechnet.

Der Beweis fiir den Test Hg : > po gegen Hy : o < po erfolgt analog.

V:<_ooalu0_

Der Verwerfungsbereich des zweiseitigen Tests Hg @ u = po gegen Hy : p # pg ist durch
grofle Abstande von M zu pg gekennzeichnet. Wegen = pg < p < pg A p > po setzt
sich der Verwerfungsbereich von Hy aus den Verwerfungsbereichen von zwei einseitigen
Tests mit Irrtumswahrscheinlichkeit § zusammen. 0

Beispiel 76: Die Fiillgewichte von Waschmittelpackungen einer bestimmten Sorte seien
N (p, 0)-verteilt. Die Genauigkeit der Abfiillmaschine wird mit 0,02 kg angegeben. Es soll
Hy:p < po gegen Hy @ p > po mit pg = 1 kg getestet werden. Der Stichprobenumfang ist
10. Gesucht ist der Verwerfungsbereich V fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0,05.

Wir finden ®71(1 — a) = ®1(0,95) = 1,65 in einer Tabelle. Es folgt \/Lﬁq)*l(l —a) =

M\/%’% = 0,0104. Somit ist V' = [1,0104, 00) der Verwerfungsbereich. Fiir die Stichprobe

aus Beispiel 59 haben wir M = 1,01 berechnet. Wegen M ¢ V wird die Hypothese Hy
nicht verworfen. Der Nachweis, dass die durchschnittliche Fiillmenge mindestens 1 kg ist,
ist nicht gelungen. (Man sollte einen groferen Stichprobenumfang wéhlen.)



VI. Anhang: Vorkenntnisse aus der Analysis

Es werden einige Resultate aus der Analysis zusammengestellt, die in der Stochastik
verwendet werden. Dabei wird nur die Analysis in einer Variablen vorausgesetzt.

1. Reihen

In der Analysis wird zu einer Folge wug, w1, us, us, ... von reellen Zahlen die Reihe
> o uj als Grenzwert der Partialsummen Y27 u; fiir n — oo definiert. In der Wahr-
scheinlichkeitstheorie hat man Summen g w(i), wobei S eine endliche oder abzahlbare
Menge ist und w(i) > 0 fur alle i € S gilt. Ist S endlich, dann ist diese Summe ein-
deutig, da man ja in beliebiger Reihenfolge addieren kann. Fiir abzéhlbares S muss man
eine Anordnung der Reihenglieder wihlen, um die Summe }, g w(i) als Grenzwert der
Partialsummen berechnen zu konnen. Es stellt sich die Frage, ob man da nicht je nach
Anordnung verschiedene Resultate erhalten kann.

Satz 46: Sei S abzihlbar und w(i) > 0 fiir alle i € S. Dann hat ), qw(i) immer
denselben Wert W, wie immer man die Reihe anordnet. FEs ist jedoch auch W = oo
moglich. Ist W < oo, dann existiert fiir jedes € > 0 eine endliche Teilmenge S. von S mit

W—e<) ics w(i) <W.

Beweis: Sei ag, ai, as, as, ... irgendeine Anordnung der Zahlen w(i) mit ¢ € S. Zahlen,
die 6fter vorkommen, miissen natiirlich auch in der Anordnung mit derselben Haufigkeit
auftreten. Sei A, = Z?:o a; die n-te Partialsumme. Da a; > 0 fiir alle j > 0 gilt,
ist die Folge (A, )n>0 monoton wachsend. Ist sie beschridnkt, dann existiert der Grenz-
wert lim,,_, . A,, den wir mit W bezeichnen. Ist sie unbeschriankt, dann schreiben wir
lim,, o A, = oo und setzen W = oco. Es gilt auch A,, < W fiir alle n > 0.

n

Sei by, by, by, bs, ... eine andere Anordnung der Zahlen w(i) mit ¢ € S und B,, = ijo b;
die n-te Partialsumme. Wie oben existiert B = lim,,_,- B,, kann aber auch oo sein.
Wieder gilt B,, < B fiir alle n > 0.

Sei n > 0 beliebig. Da die Zahlen by, by, ..., b, irgendwo in der Folge ag, a1, ao, as, ...
vorkommen, existiert eine Zahl m mit Z?:o b; < Z;’n:() a;j, das heifit B, < A,,, woraus
B,, < W folgt. Da das fiir alle n > 0 gilt, erhalten wir auch lim,, ., B,, < W, das heif}t
B < W. Ganz analog beweist man W < B. Damit ist B = W gezeigt. Wie man die
Reihenglieder auch anordnet, man erhalt immer W als Grenzwert.

Sei W < oo und € > 0. Wegen lim,,_,o, A, = W existiert ein ng mit A,,, > W —e. Sei S.

die Teilmenge von S, sodass ag, a1, ..., an, gerade die Zahlen w(i) mit i € S. sind. Dann
gilt > ieg. w(i) = Z?io a; > W —e. Wir haben bereits gesehen, dass A4,,, < W gilt, das
heiBit >, cq w(i) < W. 0

2. Uneigentliches Integral

Sei f : R — R eine Funktion, die auf jedem beschrankten Intervall integrierbar ist.
Wir definieren die uneigentlichen Integrale mit einem unbeschrankten Integrationsintervall
durch folgende Limiten, sofern diese existieren:

[ f(z)de =lim, e [, f(z)da
J' o f@)de =lim, o [°) f(a)da
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Das uneigentliche Integral tiber die gesamten reellen Zahlen definieren wir durch

(2 f@)de= [ f(z)dz+ [° f(z)dx
mit einer beliebigen Zahl ¢ € R. Dieses Definition héngt nicht von der Zahl ¢ € R ab,
denn bei einer anderen Wahl ¢ € R mit ¢ > ¢ wird das Integral [ f(z)dz bei [*_ f(z)da
addiert und bei [ f(z)dx subtrahiert um ffoo f(@)dz + [° f(z)dz zu erhalten. Wenn

zusatzlich f > 0 gilt, dann bilden die Integrale monoton wachsenden Folgen in n und die
Limiten der Integrale existieren immer, kénnen aber oo sein.

Die tiblichen Rechenregeln fiir Integrale bleiben dabei erhalten. Ist zum Beispiel a < u,
dann gilt [ f(z)dz = [ f(z)dz+ [ f(z)dz. Lisst man n gegen oo gehen, dann erhélt
man foo fx dx = fu f ydz + foo f(x)dz. Sind f und g Funktionen mit Werten in ]RS',
dann gilt ["(f(z) + g dx = f f(@)dz + [ g(x)dz. Lisst man n gegen oo gehen,
dann erhilt man fa ) ))da = fa f@)dz + [ g(z)dz.

Eine andere Art von uneigentlichen Integralen erhélt man, wenn f : R — R eine Polstelle
hat. Hat f eine Polstelle bei b dann definiert man fb f(x)dz = lim, g fab_a f(z)dx. Hat f
eine Polstelle bei a dann definiert man f; f(z)dz = lim, o f . f(z)dz. Wenn f > 0 gilt,
dann sind ¢ ff_s f(z)dx und € — f; .. f(z)dz monoton fallende Abbildungen. Daher
existieren die Grenzwerte, konnen aber oo sein. Gilt a < ¢ < b und hat f eine Polstelle

bei ¢, dann schreibt man ff f(z)dz als [T f(z)dz+ fcb f(z)dx und hat dann die Polstelle
wieder in den Endpunkten der Integrationsintervalle.

Die iiblichen Rechenregeln fiir Integrale bleiben dabei erhalten. Hat man zum Beispiel
a < u < b und eine Polstelle bei b, dann gilt f:_a fl)dz = [ f(z)dz + fs_g f(z)dx
Lésst man e gegen 0 gehen, dann erhélt man f; f@)dz = [ f(z)dz + fub f(z)dx

Satz 47: Sei f: R — RBL eine integrierbare Funktion. Dann gilt lim._,¢ fbb_€ f(x)dz = 0.

Beweis: Hat f eine Polstelle bei b, dann ist das Integral uneigentlich. Wir wahlen a < b.
Nach Definition des uneigentlichen Integrals gilt dann lim._,q f:_g f(zx)dx = fab f(x)dz
Wegen fbb_a flz)dx = f; f(z)dx — ff_a f(z)dx erhalten wir lim._,q fbb_E f(z)dz = 0.

Hat f keine Polstelle bei b, dann existiert ein 9 > 0 und eine Konstante ¢ mit f(z) < ¢
fiir alle z € [b — €, b]. Fiir € < g¢ erhalten wir dann 0 < fbb_s f(x)dx < ec. Daraus folgt

lim, _,q fbb_s f(x)dz = 0. 0

3. Volumen

Fiir Volumsberechnungen fiihrt man tiblicherweise ein mehrdimensionales Integral ein.
Man muss aber nicht unbedingt diesen Aufwand betreiben, sondern kann auch mit dem
eindimensionalen Integral auskommen.

Sei B, die Ebene im R3 durch den Punkt (x,0,0), die senkrecht auf die x-Achse steht.
Der Koérper, dessen Volumen V wir berechnen wollen, liege im R? zwischen den Ebenen
E, und E,. Fiir x € [a, b] sei u(x) die Flache des Schnittes der Ebene F, mit dem Korper.
Wir nehmen an, dass u : [a,b] — R eine integrierbare Funktion ist.

Sei a =9 < 1 < --- < x,, = b eine beliebige Zerlegung des Intervalls [a,b]. Sei V; das
Volumen des Teils des Korpers, der zwischen den Ebenen E,, , und E,, liegt. Es gllt

(2 —xj1) infoep; 0 u(@) < V5 < (z; —x;-1) Supxe[xj_l,mj] u(z)
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Wegen Z?Zl V; =V erhalten wir dann
Do (@ =) infuep,  au(@) SV <70 (25— 25-1) SUDe(p, 0, W(T)

Links steht die Untersumme und rechts die Obersumme des Integrals ff u(z)dx zur Zer-
legung a = 9 < 1 < --- < x, = b. Lasst man die Gitterweite der Zerlegung gegen 0
gehen, dann konvergieren beide Summen gegen dieses Integral. Wir erhalten daher

V= /abu(x)d:n

und haben damit eine Formel fiir das Volumen des Korpers gefunden.

Kennt man die Schnittflichen u(x) des Korpers, so kann man das Volumen berechnen.
Bei einem Drehkorper, der durch die Rotation des Flachenstiicks unter der stetigen Funk-
tion h : [a,b] — R} um die z-Achse entsteht, ist das einfach. Fiir z € [a, ] ist die Fliche
des Schnittes der Ebene E, mit dem Drehkorper gleich u(z) = wh(x)?. Deshalb ist

b
V= 7r/ h(z)*dz

die Formel fiir das Volumen des Drehkorpers.

Hier geht es jedoch darum, das Volumen iiber einem Gebiet B C R? unter einer Funktion
g : R? = R{ zu berechnen. Wir schreiben [, g(,y)d(z,y) fiir dieses Volumen analog zum
eindimensionalen Integral f[a b f(zx)dz = f: f(x)dz, das die Flache iiber dem Intervall
[a,b] unter der Funktion f : R — Rg angibt. Es gelten entsprechende Rechenregeln,

wie zum Beispiel [, ,g9(z,y)d(z,y) = [ 9(z,y)d(z,y) + [, g(x,y)d(z,y) fir disjunkte
Teilmengen B und C des R2, da sich Volumina iiber disjunkten Bereichen addieren.

Um mit obiger Methode das Volumen [, g(,y)d(z,y) tiber einem Gebiet B C R? unter
einer Funktion ¢ : R? — ]Ra' zu berechnen, miissen wir annehmen, dass B ein sogenannter
Normalbereich ist. Man nennt B einen Normalbereich, wenn ein Intervall [a, b] und stetige
Funktionen ¢ : [a,b] — R und % : [a,b] — R mit ¢ < 1) existieren, sodass

B={(z,y) eR*:a <z <b, p(z) <y <o)}
gilt. Die Fliache u(z) des Schnittes der Ebene E, mit dem Korper iiber B und unter g
lasst sich dann durch das Integral f o(z) g x,y)dy berechnen. Wir erhalten also

/Bg(as,y)d( y) = / dx—/ /::) g(z,y)dydx

als Volumen iiber dem Gebiet B unter der Funktion g : R? — R{ .

Wir kénnen bei allen diesen Uberlegungen die Rolle der Koordinaten vertauschen. Lisst
sich der Bereich B nicht nur als B = {(z,y) € R? : a < x < b, p(x) <y < (z)} schreiben,
sondern auch als B = {(z,y) € R? : ¢ <y < d, o(y) <z < x(y)} fiir ein Intervall [c,d]
und stetige Funktionen 0: [c d] - R und x : [¢,d] — R mit o < x, dann ergibt sich wie

oben [, g(z,y)d( f fx(?(j;) g(x,y)dzdy. Insbesondere haben wir

Y(x) x ()
// acydydx—// g(z,y)dzdy
e() o(y)
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erhalten. Ist B das Rechteck [a, b] X [c, d], dann wird das zu

(+) // xydydm—// (2, y)dzdy

Diese Formel ist manchmal niitzlich.

Approximation durch Rechteckmengen: Das Integral [, g(x,y)d(z,y) soll durch
Integrale iiber Mengen approximiert werden, die Vereinigung von endlich vielen Rechtecken
sind, wobei B ein Normalbereich {(z,y) € R? :a <z < b, o(z) <y <(z)} ist.

Sei ¢ eine obere Schranke fiir die Funktion g und € > 0 beliebig. Wir finden eine
Zerlegung a = xg < 1 < --- < x, = b des Intervalls [a, b] mit folgenden Eigenschaften: Fiir
1 < j < n existieren reelle Zahlen p; und ¢;, sodass p; < p(z) < ¢; fur alle z € (z;_1, z,]
und 2?21(%' —p;)(z; —xj-1) < 5 gilt. Ebenso existieren reelle Zahlen u; und v;, sodass
uj < P(x) < wj fiir alle z € (zj-1,2;] und Y7 (v; —uy) (2 —2j-1) < 5, gilt.

Wir definieren Rechtecke. Fiir 1 < j < n sei C; = (z,;-1, ;] X (¢;,u;], wenn ¢; < u;
ist, und C; = 0, wenn ¢; > u; ist. Fir 2 < j <nsei D; = (zj_1, ;] X (p;,v;] und es sei
Dy = (a — §,21] X (p1,v1], wobei § > 0 noch geeignet gewahlt wird. Schlielich setzen wir
C = Uj-, Cj und D = |Jj_, D;, wobei jede dieser Vereinigungen eine Vereinigung von
disjunkten Rechtecken ist.

Es gilt dann C' C B C D. Weiters gilt [, g(z,y)d(z,y) = 37_, [o 9(z,y)d(z,y) und

J
Jp9(z,y)d(z,y) =>7_, [ 9(x,y)d(z,y). Damit erhalten wir
J

Jp 9@ y)d(@,y) = [po(z,y)d(z,y) = 37, [po, 9(zy)d(z,y)
<edia(g —pi) @y —ajm) + e (v —ug)(x — xj-1) + cd(vr — p1)

Dacy 7 (g7 —pi)(xj —xj-1) + e 5 (v; —uj)(z; —xj-1) < € gilt, kénnen wir § > 0 so
wihlen, dass auch [, g(z,y)d(z,y) — [, 9(z,y)d(z,y) < e gilt.

Uneigentliches Integral: Wir konnen auch iiber ein unbeschranktes Gebiet B integrie-
ren. Fir n > 1 sei Q,, das Quadrat [—n, n] X [-n,n|. Wir definieren dann

/ g(z,y)d(z,y) = limn_wo/ g(z,y)d(z,y)
B BNQn

Wegen g > 0 ist die rechte Seite monoton wachsend in n. Daher existiert der Grenzwert. Ist
B ein Normalbereich {(x,y) € R? :a <z < b, ¢(z) <y < (x)}, wobei die Grenzen jetzt
auch unendlich sein konnen, dann ergibt sich fiir B N Q,, der beschrankte Normalbereich
{(z,y) € R? : max(a,—n) < z < min(b,n), max(p(x),—n) < y < min(¢(x),n)}. Mit
dieser Definition des uneigentlichen Integrals gilt die Formel (*) auch fiir unbeschrénkte
Integrationsintervalle.

4. Berechnung eines Integrals

Wir verwenden obige Resultate, um das Integral ffooo e~3%"dz zu berechnen. Man
erhalt dieses Integral als lim,, . I,,, wenn man [, fiir ffn e~37" dz schreibt.

Die Rechnung fiihrt iiber ein zweifaches Integral. Wir schreiben @),, fiir das Quadrat
[—n,n] x [-n,n]. Durch entsprechende Umformungen erhalten wir dann

rr=1r1,[" e 3% dg = . e 2% [, dx = (. e~ 3% . e~ 2Y" dydz
= [0 e e dydae = [7 [T e dyda = [, e 2t d(x,y)
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Wir haben nur die Rechenregeln fiir einfache Integrale verwendet und das zweifache In-
tegral, das am Ende herauskommt, als Volumen iiber dem Quadrat @),, interpretiert, das
unter der Funktion e~ 2@ +¥%) liegt.

Sei Kg der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius R. Es gilt K,, C @Q,, C Ks,, woraus
Jx. e 2@ (z,y) < Jo., e 2 (@) q(z,y) < Jx,. e~ 2=+ d(z,y) folgt. Damit
haben wir eine Abschitzung fiir 2 gefunden.

Wir berechnen V' = fKR e_%(’”zﬂﬂ)d(m, y). Dazu zerlegen wir den Kreis Kp in Kreis-
ringe. Sei k > 1 und r; = j% fir 0 < j < k. Sei weiters V; das Volumen unter der
Funktion e~ 2@ +%") iiber dem Kreisring K., \ K, Es gilt dann V = 2?:1 V;. Die
Funktionswerte auf diesem Kreisring liegen zwischen e~27-1 und e~ 2"5. Die Fliiche des

Kreisrings ist 7(r5 —r2_;). Daher gilt

j—1°

e"27; 77(7“32 - 7’?_1) <V;< e~ 31 7r(r32- — 7”;2'—1)
Wegen 77 — 1;]2-_1 = (rj+rj1)(rj—rj1) = @rj — E)(rj—rj1) = @rjor + E) s —7r5-1)
1 . . .
und da e72" <1 fiir alle r > 0 gilt, erhalten wir
2me 27 ri(ry —r51) = B (ry — 1) S Vi < 2me 0ty (g — i) + SR (g — i)
Summation iiber j von 1 bis k ergibt schlie3lich
2wy e 2 (g =) = T SV S YT e 3 — i) + T

Die beiden Summen sind Riemannsummen, die gegen das Integral fOR e~ 3" rdr kon-

vergieren, wenn k£ nach oo geht. Dadurch und wegen limy_ ., ”TRz = 0 erhalten wir aus
obigen Ungleichungen die Gleichung

R 1,.2
V:27r/ e 2" rdr
0

Dieses Integral lisst sich durch die Substitution ¢ = 2 leicht ausrechnen. Man erhilt

R? N

R2
V:ﬂ'/ e~ 2tdt = —2me 7t =2m(1 —6_5R2)
0

0

Damit ist V = [ K 6_%(‘”2+y2)d(a:,y) berechnet. Setzt man das in die oben gefundene
Abschitzung fiir I2 ein, so erhilt man

2m(1 — ef%nz) <I?<27(1— 6*2712) oder V27V 1—e /2 <], <V2m\/1—e 27"

Es folgt lim,, o I, = v27. Damit haben wir das gewlinschte Resultat gefunden. Es gilt
/ e~ 2% dg = Vor

Damit ist gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte der Standardnormalverteilung Inte-
gral 1 hat.

Wir berechnen das Volumen V unter der Funktion e~ 2(*+¥*) iiber dem Kreis K r hoch
auf eine andere Art, ndmlich als Volumen eines Drehkorpers. Wir schneiden die Funktion
©(z) = e 2% bei —R und R ab und lassen sie um die y-Achse rotieren. Das Volumen des
Drehkorpers ist dann V.

Die Umkehrfunktion von ¢ erhalten wir durch Auflosen der Gleichung e 3% = y nach
der Variable x. Das ergibt ¢~ 1(y) = \/=2logy. Wir schneiden bei R ab und erhalten so
die Funktion h(y) = min(R,/—2logy), die auf dem Intervall [0, 1] definiert ist. Durch
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Rotation um die y-Achse ergibt sich das Volumen V, das heifit V =« fo )2dy. Wir

teilen das Integrationsinterval bei yo = e 2% . Es gilt h(y) = R auf dem Intervall [0, yo]

und h(y) = v/—2logy auf dem Intervall [yg, 1]. Damit erhalten wir dann
V=r[Rdy+ 7Tfyl0 —2logydy = TR%yy — 27 (ylogy — y)‘1

= 1R%yy + 21 + 27wy log yo — 2mye = mR2yo + 21 — myoR? — 2me” 3 R

=27(1 — 6_%R2)

Damit haben wir fiir V' denselben Wert wie oben erhalten. Alles andere lasst sich genauso
wie oben berechnen.

5. Die Gammafunktion

Die Gammafunktion wird durch I'(r fo —le=?dg fiir alle 7 > 0 definiert.
Satz 48: Fiirr >0 gilt I'(r + 1) = rI'(r).

Beweis Das zeigt man mit partieller Integration:
I(r+1) fo e rdx = —xre_”“’lo + fooo re” e ®dx = 0+ rI(r). a

Fiir spezielle Werte von r, zum Beispiel fiir 7 € N, kann man I'(r) explizit berechnen.
Es gilt ['(1) = [[“e "dz = —e | =1 und fiir n € {1,2,3,...} gilt [(n) = (n —1)\.
Das folgt mit Induktion. Fiir n = 1 haben wir es gerade berechnet. Ist I'(n) = (n — 1)!

schon gezeigt, dann folgt I'(n + 1) = nI'(n) = n(n — 1)! = n! mit Hilfe von Satz 48.
Satz 49: Es gilt I'(3) = /7.

Beweis: Wir haben ffooo e~3% dz = \2n gezeigt. Da e~ 2% eine gerade Funktion ist,

ist das Integral iiber [0,00) halb so groff. Wir haben daher fooo e~ 3 dy = \/g Wir

fiihren die neue Integrationsvariable y = %:1;2 ein. Es gilt x = /2y und dz = ﬁdy.

Wir erhalten fooo e‘yﬁ dy = \/g . Multipliziert man diese Gleichung mit v/2, dann steht
bereits I'() = /7 da. 0

Satz 50: Fiirn € {0,1,2,...} gilt T(n+ 1) = @2 /7.

Beweis: Fiir n = 0 ist das Satz 49. Sei I'(n + 3) = L2n)t /7 bereits gezeigt. Aus Satz 48

nl22n
folgt T(n+32)=(n+3)I'(n+1)= %F( + 1). Setzt man fiir I'(n + 1) ein, so
hat man I'(n + 3) = (n(fl")%ﬁ, die Formel fiir n 4 1. 0
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o(z)

Tabelle fiir die N(0, 1)-Verteilung

o(z)

®(z)

O(x) | =

®(z)

0.00

0.500] 0.30

0.618] 0.60

0.726

0.90

0.816

1.20

0.885] 1.50

0.933] 2.25

0.988

0.02

0.508| 0.32

0.626| 0.62

0.732

0.92

0.821

1.22

0.889| 1.55

0.939] 2.30

0.989

0.04

0.516| 0.34

0.633| 0.64

0.739

0.94

0.826

1.24

0.893| 1.60

0.945| 2.35

0.991

0.06

0.524| 0.36

0.641| 0.66

0.745

0.96

0.832

1.26

0.896| 1.65

0.951]| 2.40

0.992

0.08

0.532] 0.38

0.648| 0.68

0.752

0.98

0.837

1.28

0.900| 1.70

0.955| 2.45

0.993

0.10

0.540] 0.40

0.655| 0.70

0.758

1.00

0.841

1.30

0.903| 1.75

0.960| 2.50

0.994

0.12

0.548| 0.42

0.663| 0.72

0.764

1.02

0.846

1.32

0.907| 1.80

0.964| 2.55

0.995

0.14

0.556| 0.44

0.670| 0.74

0.770

1.04

0.851

1.34

0.910| 1.85

0.968| 2.60

0.995

0.16

0.564| 0.46

0.677| 0.76

0.776

1.06

0.855

1.36

0.913] 1.90

0.971| 2.65

0.996

0.18

0.571] 0.48

0.684| 0.78

0.782

1.08

0.860

1.38

0.916| 1.95

0.974| 2.70

0.997

0.20

0.579| 0.50

0.692| 0.80

0.788

1.10

0.864

1.40

0.919] 2.00

0.977| 2.75

0.997

0.22

0.587| 0.52

0.699| 0.82

0.794

1.12

0.869

1.42

0.922| 2.05

0.980| 2.80

0.997

0.24

0.595| 0.54

0.705| 0.84

0.800

1.14

0.873

1.44

0.925] 2.10

0.982| 2.85

0.998

0.26

0.603| 0.56

0.712] 0.86

0.805

1.16

0.877

1.46

0.928] 2.15

0.984| 2.90

0.998

0.28

0.610| 0.58

0.719] 0.88

0.811

1.18

0.881

1.48

0.931] 2.20

0.986| 2.97

0.999

Tabellen fiir z3 und vs, (Normalverteilung und T—Verteilung)

~B

vg,7

v3,8

U9

V3,10

Up,12

Uﬁa14

Ug,16

V3,18

V3,25

V3,40

0.05

1.65

1.895

1.860

1.833

1.812

1.782

1.761 | 1.746

1.734

1.708

1.684

0.025

1.96

2.365

2.306

2.262

2.228

2.179

2.145] 2.120

2.101

2.060

2.021

0.01

2.33

2.998

2.896

2.821

2.764

2.681

2.624 | 2.584

2.552

2.485

2.423

0.005

2.58

3.499

3.355

3.250

3.169

3.055

29771 2.921

2.878

2.787

2.704

ug,1

uB72

Tabellen fiir ug,, (x*-Verteilung)

ug,3

uﬁ74

ug,5

ug,6

uB78

ug,9

Ug,10

Up,16

Ug,20

0.05

3.84

5.99

7.81

9.49

11.07

12.6

15.51

16.92

18.31

26.30

31.41

0.025

5.02

7.38

9.35

11.1

12.83

14.4

17.53

19.02

20.48

28.85

34.17

0.01

6.63

9.21

11.3

13.3

15.1

16.8

20.1

21.7

23.2

32.0

37.6

0.005

7.88

10.6

12.8

14.9

16.7

18.5

22.0

23.6

25.2

34.3

40.0
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